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Apu~calcul et dualité : appel par nom et appel par valeur

Jérome ROCHETEAU

Résumé

L’extension a la logique classique de la correspondance de Curry-Howard permet d’envisager deux
réductions déterministes qui correspondent, pour la premieére, a une réduction avec appel par nom et,
pour la seconde, & une réduction avec appel par valeur. On étudie cette dualité, d’une part & travers le
Ap~calcul dont les réductions reposent sur la distinction fonction/argument de la déduction naturelle,
et d’autre part & travers le Apjfi-calcul dont les réductions reposent sur une symétrie gauche/droite
du calcul des séquents. On montre des théoremes de simulation entre le Ap-calcul et le Apji-calcul qui
respectent le mécanisme d’évaluation (cbn/cbv).

Introduction

Les systemes clés de la logique classique en théorie de la démonstration sont les systemes NK et LK
de Gentzen. La différence entre ces systemes est qu’on effectue, dans NK, uniquement des opérations dans
le conséquent tandis que dans LK on effectue des opérations dans le conséquent et dans I'antécédent. Ces
deux systémes ont chacun un A-calcul associé. Il s’agit du Au-calcul pour NK et du Ajfi-calcul pour LK. La
formation des termes du Ap-calcul correspond aux regles de déduction dans NK et les regles de réduction
du Ap-calcul correspondent & la normalisation dans NK. Le Apji-calcul, lui aussi, peut étre vu comme une
décoration de LK par des termes. La formation de ces termes correspond aux regles de démonstration
dans LK et ces regles de réduction correspondent a la normalisation dans LK. NK et LK sont équivalents
du point de vue des théoremes déductibles dans ces deux systemes. Il existe un isomorphisme entre les
démonstrations dans NK et les dérivations du Au-calcul typé (cf. [3]) et il existe un isomorphisme entre
les démonstrations dans LK et les dérivations du Apji-calcul typé (cf. [1]). Il reste & montrer I’équivalence
entre le Ap-calcul non typé et le Apfi-calcul non typé. Curien et Herbelin ont montré que le Aujfi-calcul
non typé simule le Ap-calcul non typé. On prolonge leur travail afin de montrer que le Ap-calcul simule en
retour le Apji-calcul.

On ne travaille pas d’emblée au niveau des calculs typés, on étudie, dans un premier temps, ces calculs
dans le cas non typé et pour un mécanisme d’évaluation non dirigé, étude qu’on étend, dans un second
temps, toujours aux cas non typés mais pour des mécanismes d’évaluation en appel par nom et en appel
par valeur; et, dans un troisieme temps, on aborde les calculs typés.

Ces deux mécanismes d’évaluation ont pour but de rendre déterministes les Ay et Auji-calculs qui ne
le sont pas. L’évaluation en appel par nom consiste en quelque sorte, dans les A-calculs de la forme de
la déduction naturelle, a appliquer une fonction évaluée & un argument. L’évaluation en appel par valeur
consiste, quant a elle, a appliquer une fonction évaluée a un argument lui-méme évalué. Ces reperes de
fonction et d’argument disparaissent pour des A-calculs du style du calcul des séquents qui se basent sur
une symétrie gauche/droite. On montre I’équivalence calculatoire entre les Au et Apjfi-calculs non typés et
non dirigés, ainsi que pour leurs mécanismes d’évaluation cbn/cbv.

Dans la section 1, on expose le Au-calcul défini par Parigot dans [3] — ainsi que ses projections cbn/cbv,
la projection cbn étudiée par Parigot, la projection cbv suggérée par Parigot et reprise par Currien et
Herbelin — auquel on ajoute les Au-contextes afin de faciliter la comparaison avec le Apji-calcul de Curien
et Herbelin (cf. [1]) qu'on présente section 2 (les projections cbn/cbv étant aussi définies dans [1]). La
section 3 est consacrée & la définition des traductions entre le Au-calcul et le Apji-calcul. On reprend la
traduction du Au-calcul dans le Apji-calcul due & Curien et Herbelin et on définit une traduction du Apuji-
calcul dans le Ap-calcul. On montre, dans la section 4, que les compositions des traductions sont l'identité
sur leurs domaines respectifs (en réalité on montre qu’elle le sont & peu de choses prés). On termine, dans



la section 5, par des théoremes de simulation dans le cas d’évaluation non dirigée dont on déduit facilement
les cas restreints cbn et cbv.

1 Le Au-calcul

Le Ap-calcul a été défini dans [3] pour étendre la correspondance de Curry-Howard a la logique classique.
Le Ap-calcul correspond au systeme de déduction naturelle NK. On présente le Ap-calcul non typé — le
langage des termes et les regles de réduction — et on définit les réductions cbn/cbv. Le systéme de typage
pour le systeme des types simples est ensuite exposé. La nouveauté consiste dans la définition des Au-
contextes et des regles de typage pour ces contextes. On introduit cet objet dans le but d’étudier la
traduction de LK vers NK a travers un langage de termes et les contextes permettent d’exprimer a quoi
correspondent les Apjfi-environnements au sein du Ap-calcul.

1.1 Le Mu-calcul non typé

Définition 1 (la Au-syntaxe). Soient un ensemble de A-variables {z,y, z, . ..}, un ensemble de p-variables
{a, 8,7, ...} et les symboles A, p, (, ), [ et ]. On définit trois catégories d’objets syntaxiques, les Au-termes,
les Ap-valeurs et Ap-les commandes :

ta:=V 1] ()t | pac Vo= | et c = [a]t

A et p sont des lieurs. On considere les Au-termes a renommage des variables liées pres.

Définition 2 (les A\u-réductions). On présente les régles de réduction du Au-calcul qui correspondent
a la normalisation dans NK :

(Az.u)v =5 ulz — 0]

(pevc)t =}, pavcfo]u — [a] (u)1]
(v = paelfafu — o))
[Blucc -} cla — ]
pacla)t —4 t si a n’est pas libre dans t.

Parmi ces réductions, on distingue les réductions linéaires qui corespondent dans NK a des coupures-
axiomes. Les p et §-réductions sont linéaires car elles correspondent a I'identité dans NK. La §-réduction —
(Az.u)y — dont Pargument est une variable correspond & une coupure-axiome. La S-réduction — (Az.u)v —
dO{lt la variable x n’a qu’une seule occurence libre dans le terme u est elle-méme linéaire. On désigne par

~», une étape de réduction linéaire, par ~+, la cloture reflexive et transitive de '\”'17 et par ~ la réunion

des ~+., pour v = 3, p, 8. On désigne par —, la cloture reflexive et transitive de —>,1y pour v = 3, u, 1’ p, 0.
On désigne par — (resp. ~) la réunion des réductions (resp. des réductions linéaires).

Ce systeme de réduction n’est pas déterministe parce qu’il existe des paires critiques non confluentes :
(Az.t)pa.c et (uB.c')pa.c. Par exemple,

(ué.[)ud.[Bly  —,  pdlale

et
(u8.[]2)pd.[Bly  —. pd[Bly
or ce sont deux formes normales distinctes.

Définition 3 (Ap-réduction avec appel par nom). On appelle Ap-réduction avec appel par nom,
ou Ap-cbn, la réduction —, = — \ —,s. Cette réduction est déterministe : la premiere paire critique
(Az.t)pa.c se réduit en t{x < pa.c] et la seconde (puf.c')pa.c se réduit en pB.c'[[Blu — [B](u)pa.c] parce
qu’on n’effectue aucune p'-réduction. La réduction —, est confluente (cf. [3]).



Définition 4 (Au-réduction avec appel par valeur). On définit deux restrictions des 8 et p-réduc-

tions :
Azt)V = tlx < V]

(ne.c)V 4, pevelfolu — [a](w)V]
On appelle Ap-réduction avec appel par valeur, ou Au-cbv, la réduction —, = —g, U —,, U=, U=,
U —yg. Cette réduction est déterministe : la premiere paire critique (Az.t)pa.c se réduit en pa.cl[aju —
[a](Az.t)u] et la seconde (uB.c')pa.c se réduit en pa.cl[aju «— [a](puB.c")u] parce que pa.c n'est pas une
valeur. Cette définition de la réduction cbv correspond a la normalisation des preuves dans NK. Mais il y
a une autre fagon de définir la Au-cbv, celle de Ong et Stewart dans [2]. Leur définition de la p-réduction
ne subit pas de restriction, c’est la p’ qu’on restreint aux cas ou le terme en position de fonction est une
valeur :

(Ve =Ly pevellafu = [)(V)u
Ainsi, la Ap-cbv de Ong et Stewart est —g, U —, U — /. Ces deux définitions ne conduisent pas aux
mémes formes normales. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la paire (ud.c)ud.c’, avec § ¢ c et
§ ¢ ¢, qui se réduit en cbv par la premiere définition en ud.c’ et par la seconde en ud.c. La réduction
—, définie par Ong et Sewart est confluente (cf. [2]). La propriété de Church-Rosser n’est, quant & elle,
pas prouvée pour la Au-cbv telle qu’on I’a définie. Cependant, comme on prolonge I'article de Curien et
Herbelin qui se base le premiere définition de la Au-cbv, on réutilise cette définition.

1.2 Le M\u-calcul simplement typé

Si 'on se contente d’un systeme de types simples, c’est qu'il est, d'une part, intéressant en lui-méme
et qu’il est, d’autre part, aisé d’envisager des extensions avec la quantification du premier ou du deuxieme
ordre puisque les traductions sont définies dans le cas pur.

Définition 5 (les Au-types simples). On considére un ensemble de variables de types {X,Y, Z,...}.
Les types simples sont : A =X | A — A.
Définition 6 (les Au-séquents). On définit deux formes de séquents :
FHt:A]A c: (THA)
ol t est un terme, ¢ une commande, A un type, I" est une application de domaine fini des A-variables dans

les types et A est une application de domaine fini des p-variables dans les types.

Définition 7 (le Ap-calcul simplement typé). Les régles de typage pour le Ap-calcul simplement typé
sont :

x:AFx: A
'tt:B|A 'ru:A—B|A Mo A A )
I\{z:A}F Azt A—B[A [T F (u)o: B|AA
F'Ft:A]A . c:(TFA)
[t : (TF A a: A) 'k pace: Al A\ {a: A}

La restriction () impose que les contextes I et T'” (resp. A et A’) soient compatibles, ¢’est-a-dire que pour
tout & € dom(T) N dom(T), T'(x) = I'(z) (resp. pour tout o € dom(A) Ndom(A’), Ala) = A’(a)). On
définit alors I', T’ comme 1'union des applications.

Si 'on oublie les A\u-termes dans les regles de typage, le systéme obtenu correspond a NK. A titre
d’exemple, on présente une dérivation de la loi de Peirce dans NK et dans le systeme des types simples :

A A
A+ B, A
(A-B)—-A+-(A—-B)— A FA— B A
(A—B)— AF A A
(A—-B)— AFA
F(A—-B)—A)— A




x:AkFx: A
[a]z: (x: Ak a: A)
x:AF pdlalz:Bla: A
y:(A-B)—AFy:(A—B)— A| Flx.pdlalz: A—Bla: A
y:(A— B)— Ak () z.pdjajr : Al a: A
[o](y)Az.pud.[o]x s (y: (A — B) = Ak a: A)
y:(A— B) — At pa.o](y)Az.ud.[a]z : A |
FAy.pa.o](y)Ae.pdfa]z : (A— B) — A) — A |

1.3 Les \u-contextes

On introduit les Ap-contextes pour permettre de relier les Auji-environnements & une catégorie syn-
taxique du Ap-calcul. On donne aussi des regles de typage de ces Au-contextes pour étendre ce rapport
des calculs purs aux calculs typés. Ceux-ci correpondent aux calculs que l'on peut faire dans ’antécédant
des A\t et Apji-calculs typés. Ainsi, si les Apjfi-environnements appartiennent naturellement & la syntaxe du
Mufi-caleul, les A\ji-contextes ne sont pas nécéssaires au A\j-calcul. Cest pourquoi on les présente séparément
des Au-termes et commandes.

Définition 8 (Au-contextes). On définit les Au-contextes, h := [a]{} | [B](&){} | R{({})t}.

Définition 9. Soient h un Au-contexte et ¢ un Ap-terme. On définit la Apy-commande h{t} :

[a]t sih = [a]{}
Wity = [Bl(w)t  sih=[B)(u){}
W{®u} sih=n{{})u}
Définition 10 (séquents pour les Ay-contextes). On définit une nouvelle forme de séquent pour les

Ap-contextes : ' | h: AF A ol h est un Ap-contexte, I' une application de domaine fini des A-variables
dans les types et ot A est une application de domaine fini des p-variables dans les types.

Définition 11 (régles de typage pour les Au-contextes). On définit des regles de typage pour les
Ap-contextes :
't:(A—-B)| A 't A A I"|h:BFA

*

LB} AFAB:B LT R{({}t}: (A= B) - A A
La condition (x) est la méme que pour les régles de typage du Au-calcul simplement typé, c’est-a-dire
que les applications I" et T (resp. A et A’) doivent étre compatibles (cf. définition 7).

[[o{} : AFa: A

Lemme 1. On a, dans le Ap-calcul simplement typé, la regle dérivable :
't:B|A I h:AFA
R{t}: (T,T"F AA")
Démonstration. On raisonne par induction sur h.
— si h = [a]{} alors h{t} = [a]t, et

THt:B|A
[@]t: (TFAa:A)
— si h = [f](u){} alors h{t} = [B](u)t, et
F'Fu:(A—B)| A Mt A A
[T - (u)t: B AA
[Bl(w)t: (T, T+ A A, 3: B)
— st h=h{({})u} alors h{t} = h'{(t)u} et
Ft:(A—B)| A Mbu: A A
LT F(u:B|AA " |h:BrFA"
R {(t)u}: (T, T/, T" = A, A" A"

hyp. rec.



2 Le M\uji-calcul

Le Apji-calcul a été défini dans [1] afin de compléter 1'étude des relations entre NK et LK au sein d'un
langage de termes. En effet, le Apjfi-calcul est & LK ce que le Au-calcul est & NK. Les réductions du Aufi-
calcul correspondent & la normalisation dans LK. En revanche, pour définir ce que sont les Apji-réductions
avec appel par nom et avec appel par valeur, il faut restreindre la syntaxe du Apji-calcul. C’est ce qu’on
fait avec le Aufip-calcul et le Apjfig-caleul, le Apjip-calcul permettant de définir la Apji-réduction par nom
et le XuﬂQ—calcul permettant de définir la Apji-réduction par valeur. On définit ensuite le XuﬂTQ—calcul
afin d’avoir un unique calcul non typé qui soit indépendant de I’évaluation cbn ou cbv. Enfin, on expose
le Apfi-calcul simplement typé.

2.1 Le Myji-calcul non typé

Définition 12 (la Apji-syntaxe). Soient un ensemble de A-variables {z,v,z2,...}, un ensemble de p-
variables {a, 8,7, . .;} et les symboles A, p, @, -, [, (et ). On définit quatre catégories d’objets syntaxiques,
les Apji-termes, les Apfi-valeurs, les Apfi-commandes et les Apji-environnements :

ta=V | pa.c Vi=ao| Azt cu=(t]e) ex=al|t-e|gx.c

A, 1 et fi sont des lieurs. On considere les Apufi-termes, les Apji-valeurs et les Apfi-environnements a
renommage des variables liées pres.
Définition 13 (les \uji-réductions). Les régles de réduction qui correspondent aux régles de normali-
sation dans LK sont :
Azu|v-e) —% (v | pz.(u | e))
(pa.c | e) —>t cla — €]

(t | px.c) _>;11 clx — 1]

po(t | a) —4 t si a n’est pas libre dans ¢

On distingue, 1a encore, des réductions linéaires qui correspondent a une coupure-axiome dans LK — c’est
le cas de la B-réduction, de la p-réduction a partir de {(ua.c | 8), de la fi-réduction & partir de (y | fiz.c),
et des 0, p et fi-réductions dans lequel la variable liée n’a qu'une seule occurrence libre. La #-réduction
est elle aussi linéaire parce qu’elle correspond dans LK a l'identité. On désigne par '\»# une étape de
réduction linéaire, par ~» la cloture reflexive et transitive de v}w pour v = (3, u, [, 8 et par ~» la réunion
des réductions linéaires. On désigne par —  la cloture reflexive et transitive de _>}w pour v = (3, u, ii,0 et
par — la réunion des réductions.

Ce systeme de réduction n’est pas déterministe parce qu’il existe des paires critiques : (ua.c | jiz.c’)
dont les réductions ne sont pas confluentes. Par exemple, la paire (ua.{x | y- ) | pz.{z | = - B)) se réduit
par pen (x | y- px.(z | - B)) mais elle se réduit par i en (z | pa.{x | y- ) - B) qui sont deux formes
normales différentes.

2.1.1 Le Mjip-calcul

Définition 14 (la Ayjip-syntaxe). La syntaxe du Apjip-calcul est celle du Aufi-calcul ont on a définit
des piles de termes E et dont on a restreint la formation des environnements :

t:=V | pa.c Vio=u | Azt cu=(t]e) ex=fx.c|E E:=al|t-FE

Définition 15 (\pji-réduction avec appel par nom). On restreint 'application de la p-réduction aux
piles de termes :
(na.c | E) —’t cla — E]

On appelle Apji-réduction avec appel par nom, ou Auji-cbn, la réduction —, = — dont on a restreint
lapplication de la p-réduction de cette maniere. Cette réduction est déterministe : la paire critique
(pa.c | fir.c’) se réduit en [z + pa.c] parce que la p-réduction ne s'effectue pas, fiz.c’ n’étant pas
une pile de termes. La réduction Apji-cbn est confluente (cf. [1]).



La Aufip-syntaxe est stable par Apji-cbn.

2.1.2 Le X/JﬁQ-calcul

Définition 16 (la XuﬂQ-syntaxe). La syntaxe du Aujfip-calcul est celle du Apji-calcul ot on a restreint
la formation des environnements de la forme u - e a des valeurs :

ta=V | pa.c Vi=gx| et cu=(t]e) ex=a|V- el pz.c

Définition 17 (\pji-réduction avec appel par valeur). On restreint I'application de la fi-réduction
aux valeurs :
(V| jz.c) _’;11 clx — V]

On appelle A\pji-réduction avec appel par valeur, ou Aufi-cbv, la réduction —, = — dont on a res-
treint 'application de la fi-réduction de cette maniere. Cette réduction est déterministe : la paire critique
(pa.c | .’y se réduit en c[a « jix.c'] parce que la fi-rédcuction ne s’effectue pas, pa.c n’étant pas une
valeur. La réduction Aufi-cbv est confluente (cf. [1]).

La Apfig-syntaxe est stable par Apfi-cbv.

2.1.3 Le ;\uﬁTQ-calcul

Définition 18 (la Apjipq-syntaxe). La syntaxe du Apjipq-caleul est Uintersection des syntaxes du Apfir
et j\uﬂQ—calcul ol F est une pile de valeurs :

tu=V | poc Vi=ao| Azt cu=(t]e) ex=jpx.c|FE E:=a|V-E

Il faut remarquer cependant que cette syntaxe n’est pas stable par réduction. En effet, la X/JﬂTQ—
commande (pa.c | fiz.(t | = - () se réduit par ji en (¢ | pov.c- 3) qui nest pas une Apfipg-commande.

2.2 Le Myji-calcul simplement typé

Définition 19 (les Auji-types). On considére un ensemble de variables de type {X,Y, Z,...}. Les types
simples sont : A ==X | A — A.

Définition 20 (les \uji-séquents). Les séquents se présentent sous trois formes :
FFt:A|A Fle:AFA c:(TFA)

ou t est un terme, e est un environnement, ¢ une commande, A un type, I' est une application de domaine
fini des A-variables dans les types et A est une application de domaine fini des p-variables dans les types.

Définition 21 (le \yji-calcul simplement typé). Les régles de typage pour le Auji-calcul simplement
typé sont :

x:AFx: A |a: A a: A
PHt:B|A THt:A]A I"|e:BFA i}
\{z:A}FXzxit:A—B|A T |[t-e: A— BFAA
c: (T'FA) c: (TFA)

'Fpuac: Al A\{a: A} F\{z:A} | jz.c: AFA
PHt:A|A l—"|e:A}—A/()
*
(t]e): (T, T'FAA)

La restriction (*) impose que les contextes I' et I'" (resp. A et A’) soient compatibles, c’est-a-dire que pour
tout 2 € dom(T') N dom(T"), T'(z) = T'(z) (resp. pour tout a € dom(A) Ndom(A'), A(a) = A'(c)).



On remarque que, si 'on oublie les ;\uﬂ—‘germes, le systeme de typage correspond a LK. A titre
d’exemple, on présente la dérivation dans le Apji-calcul simplement typé de la loi de Peirce dans LK
et dans le Apfi-calcul simplement typé :

AFA A A

AFA
A B, A
FA— B A AFA
(A-B)—- AF(A—-B)— A (A-B)— AFAA

(A-B)—- AFAA
(A—-B)— AF A
F(A—-B)—A)— A

x: Ak z: A |a:AFa: A
(|la)y:(z: AFa: A
x:AFpud{z |a):B|la: A
FAx.pdlx |a): A—B|a: A |a:AFa: A
y:(A—-B)—AkFy:(A—B)— A | Mepd(z | a) - a:(A—B)—>AFa: A

(y| Mepd{z |a)-a): (y: (A— B) > Ak a: A)
y:(A—>B) = AF paly | dz.pdlz | o) -a): A |

FAy.paly | depd(z|a)y-a): (A—B)—A) — A

Les deux dérivations sont identiques mais tandis que celle dans LK n’est pas en forme normale puisqu’on

peut éliminer les coupures-axiomes, le terme du Aujfi-calcul simplement typé est normal (la Apji-syntaxe
impose ces coupures-axiomes).

3 Les traductions

On présente dans cette section une traduction ()T du Ap-calcul dans le Apjfi-calcul qui a été définie
par Curien et Herbelin dans [1] pour les Au-termes et les Ap-commandes et qui leur associe respecti-
vement des )\,u,uTQ—termes et des )\M,LLTQ commandes. On ’étend aux Au-contextes auxquels on associe
des Apji-environnements. On vérifie ensuite que cette traduction est compatible avec le systeme de ty-
page. Réciproquement, nous définissons une traduction ()° du Aufi-calcul dans le Ap-calcul qui associe
des Ap-termes & des Apji-termes, des Ap-commandes & des Apfi-commandes et des Ap-contextes a des
Mifi-environnements et qui, elle aussi, est compatible avec le systéme de typage.

3.1 La traduction du Au-calcul dans le \yji-calcul

Définition 22 (traduction du \u-calcul dans le Apfi-calcul). On définit une application qui & un
Ap-terme t associe un Apfi-terme t", qui & une Apu-commande ¢ associe une Aufi-commande ¢ et qui & un
M-contexte h associe un Aufi-environnement h' :

T sit=ux

i pVRT sit=A\z.u
Bt | fiy-dut [y B))  sit= (v (x)
ua.cT sit = pa.c

ch = (loft)' = (t" | &)

a si h = [a){}
Wt =yt | y-B) sih=[BO (+)
thop/T sih =h'{({}t}



(¥) On impose que la A-variable y et la pu-variable 3 ne soient pas libres dans u T, ni dans vf. De méme, on
impose avec la condition (*%) que la A-variable y ne soit pas libre dans ¢ .

La traduction de 'application de u & v peut surprendre. Il semblerait, en effet, plus naturel de traduire
((u)v)t par pB.(ul | vT - B) — terme qui correspond & la traduction dans LK de la regle d’élimination de
I'implication dans NK :

Eot:a] A |3:B+3:B
(FI—u:(A—»B)|A r'm:Am')T_ Thul:(A—B)|A I |ot-B:(A— B FB:B,A
DT (uv: B|AA (Wl ot -8): (I,T - B: B,A,A)

D, FpBut ol -8B AA
Cette traduction n’est cependant pas compatible avec la réduction avec appel par valeur. En effet, si on
avait opté pour la traduction pB.(ut | v B) de (u)v, on n’aurait, en particulier, pas pu prouver que v’ - 3
était un Aufipg-environnement. Par ailleurs, si I'on avait opté pour une définition de la Au-cbv de Ong et
Stewart (cf. [2]), il aurait fallu traduire ((u)v)" par pB.(u' | gy.(v" | jz.(y | - B))).
Lemme 2. Quels que soient le Apu-terme ¢ et la Ay-commande ¢, tT est un X,u,&TQ—terme et ¢ est une
Apfipg-commande.

Démonstration. On raisonne par induction sur t et c.

~ sit=uxalors t' est une j\uﬂTQ—valeur, et t est un E\,u/lTQ—terme.

—sit = Az.v alors tT = Az.w'. Par hypothese d’induction, v’ est un XuﬁTQ—terme donc t' est un
Apfipg-terme.

— sit = (u)v alors t' = pB.(v" | fay.(u’ | y- B)). Par hypothese d’induction, u' et vf sont des Aifipgy
termes. 5 € E et y € V, donc y- 8 € E. Par conséquent /lx.(uT | y-3) est un E\,u/lTQ—environnement
et ((u)v)" est un Apjipg-terme.

— sit = pa.calors tT = poc’, par hypothese d’induction, ¢! est une ;\uﬂTQ—commande, donc t' est un
Apifipg-terme.

— sic=[a]t alors ¢! = (t' | a). Par hypothese d’induction, ¢' est un Apfipq-terme et o € E, donc cf

est une Apjipg-commande.

Lemme 3. Quels que soient le Apu-terme t et la \y-commande ¢, les variables libres de ¢ sont celles de ¢
et les variables libres de ¢! sont celles de c.

Démonstration. On raisonne par induction sur ¢.

— sit =z alors t =z et x est la seule variable libre de ¢ et de ¢,

— sit = Az.v alors t1 = Az.o. Par hypothése d’induction, les variables libres de v et de v sont les
mémes, et les variables de ¢ et de ¢! sont celles de v moins z.

— sit = (u)v alors les variables libres de ¢ sont celles de u et de v. Par hypothese d’induction, u et
(resp. v et v') ont les mémes variables libres. Les variables libres de ((u)v) ' sont celles de u' et de
v’ moins y et 5. Mais y et 3 ne sont pas des variables libres de u' et v' par la définition 22. Par
conséquent, (u)v et ((u)v)" ont les mémes variables libres.

—si t = pa.c alors les variables libres de ¢ sont celles de ¢ moins . tT = pa.c’. Par hypothese
d’induction, ¢ et ¢! ont ls mémes variables libres et les variables libres de ¢t sont celles de ¢/ moins
a, c’est-a-dire les variables libres de t.

— si ¢ = [a]t alors les variables libres de ¢ sont celles de ¢ plus o.. Par hypothese d’induction, t et ¢ ont
les mémes variables libres. tT = (t' | @), les variables libres de ¢! sont celles de ¢ plus a.

Lemme 4 (compatibilité de la traduction avec le typage). Quels que soient le Au-terme, la Au-
commande ¢, siT'Ht: A | A (resp. ¢: (DFA)) alors T Htf: A | A (resp. ¢ : (T'F A)).

Démonstration. On raisonne par induction sur la hauteur des dérivations.
— dans le cas d’une variable de terme :

(x:A#x:A| )T = z:AFz:A|




— dans le cas d’'une A-abstraction :
F+t:B|A

P\{z:A}FXzt: A—-B|A

— dans le cas d’une application :
P'tu:A—B|A IFov:A| A !
I, F (uv:B|AA

ret:B|A
P\{z:A}FXet' : A= B|A

)T_

y:AkFy: A| | 3:BFp3:B
Fku':A—=B|A y:Aly-B:(A—-B)F3:B
(' |y-p):(Cy:AFAB: B)
o' A A | ay.u' |y -B)FAB:B
@' |y |y ) : (0T F AN B B)
U1 F pB.(of | fiy.(u' | y-B): B|A,A

— dans le cas d'une commande :
( TFt:A| A
[alt: THAa: A
dans le cas d’une p-abstraction :

( c:(TF A)

(T FA)
DFpoc : A A\ {a: A}

)T_ PHt' A A |a:AFa: A
) (
'k pac: Al A\ {a: A}

tha): (CFAa:A)
)T
dans le cas d’un contexte de la forme [a]{} :
+
( | [a]{}:AFa:A)

— dans le cas d’un contexte de la forme [3]'t){} :

la:AFa: A

y: Aby: A| | 3: B-3:B

)* r-tt:(4—-B)|A y:A|ly-B:(A>B)FB:B
— dans le cas d’un contexte de la forme h{({})t} :

(t"|y-B)y: (C,y: AFA,B: B)
( THt:A|A T/ |h:BrFA )* B

U |yt |y -B): A AB: B
DT r{({Ht} : (A= B) A, A
3.2 La traduction du Auji-calcul dans le \u-calcul

( 'kt: (A—B)|A
LIBIO3:AFAG:B

PHtT A A I’ | A" :BFA
O, |t A (A= B FAA

Définition 23 (traduction du Auji-calcul dans le \y-calcul). On définit une application qui associe
a un Apfi-terme t un Ap-terme t°, qui associe a une Apfi-commande ¢ une Au-commande ¢ et qui associe
a un A\pfi-environnement e un Ap-contexte e :

x sit=ux
t° =<K Az’ sit=r.u
pa.c®  sit = pa.c

= (t]e)° =e’{t’}

[a]{} sie=a«
e? = A} sie=t-f
Bl(Az.po.c®){}  sie= fz.c (x)

(*) On impose que la p-variable § ne soit pas libre dans ¢°.
Définition 24 (les ji-variables). Soient ¢ un Auji-terme, ¢ une Auji-commande et e un Apufi-environ-
nement. On définit les fi-variables de t°, ¢ et ¢° par induction sur ¢, c et e :

— si t =z alors t° n’a pas de ji-variable.

— si t = Az.u alors les fi-variables de t° sont celles de u°.



— si t = pa.c alors les ji-variables de t° sont celles de ¢°.

— sic= (t | e) alors les fi-variables de ¢ sont celles de t° et de e°.

— si e = « alors e° n’a pas de ji-variables.

— sie=wu- f alors les fi-variables de e sont celles de u° et de f°.

— si e = ix.c alors les fi-variables de e® = [B](Ax.ud.c®){} sont celles de ¢° plus 3.

Lemme 5. Quels que soient le A\yfi-terme ¢, la Apji-commande ¢ et le Ayji-envireonnement e, les variables
libres de ¢ (resp. ¢ et e) sont celles de t° (resp. ¢” et ) moins les fi-variables de t° (resp. de ¢° et e°).

Démonstration. On raisonne par induction sur ¢, c et e.

— sit = x alors t° = x et x est la seule variable de ¢ et de ¢°.

— sit = Az.v alors t° = Az.v°. Par hypothese d’induction, v a les mémes variables libres que v° moins
ses fi-variables. Les variables libres de t° sont celles de v° moins x, c’est-a-dire que ¢t a les mémes
variables libres que ¢t° moins ses ji-variables.

— sit = pa.c alors t° = pa.c®. Par hypothese d’induction, ¢ a les mémes variables libres que ¢° moins
ses fi-variables. Les variables libres de t° sont celles de ¢® moins «, c’est-a-dire que ¢t a les mémes
variables libres que ¢t° moins ses ji-variables.

—sic= (t|e)alors ¢® = e°{t°}. Par hypothese d’induction, ¢ et e ont les mémes variables libres
que t° et e moins leurs fi-variables, c’est-a-dire que ¢ a les mémes variables libres que ¢° moins ses
fi-variables.

— si e =« alors e® = [a]{} et a est la seule variable libre de e et de e°.

—sie=uwu-f alors e’ = f°{({})u’}. Par hypotheése d’induction, u et f ont les mémes variables libres
que u° et f° moins leurs fi-variables, c’est-a-dire que e a les mémes variables libres que e ° moins ses
ji-variables.

— si e = fx.c alors e® = [f](Az.ud.c®){}. Par hypothese d’induction, ¢° a les mémes variables libres
que ¢ moins ses ji-vaiables. Les variables libres de e sont celles de ¢ moins x. Les variables libres de
€ sont celles de ¢® moins x et plus 8. § est une fi-variable libre de ¢°, Par conséquent, les variables
libres de e sont celles de e moins ses fi-variables.

L’introduction des fi-variables dans la traduction () est nécessaire si on veut respecter la Ap-syntaxe.
Si on ajoutait la constante de type L, on ne distinguerait pas les Au-commandes des Au-termes. Par
conséquent, on traduirait fx.c par (Ax.c®){} parce que ¢° serait un Au-terme de type L, et on pourrait se
passer des [i-variables.

Lemme 6 (compatibilité de la traduction avec le typage). Quels que soient le Apji-terme ¢, la
Apfi-commande ¢ et le Apji-environnement e, si 't : A | A (resp. ¢: (TH A)et T | e: AF A) alors
PHt°:A| A (resp. c®: (THA)et T | e®: AF A).

Démonstration. On raisonne par induction sur la hauteur des dérivations.
— dans le cas d’une variable de ter]zw :

z:AFz: A ) = z:Abz:A|

— dans le cas d’une A-abstraction :

I'Ft:B|A )"7 '-t°:B| A
P\{z:A}FAzt: A—>B|A . T\{z:A}FXzt°: A>B|A
— dans le cas d’'une p-abstraction :
c: (CHA) )07 ¢ (THA)
TFpoc: Al A\ {a: A}  Trpa® Al A\ {a: A}

— dans le cgs d’'une commande :
lemme 1

THt:A|A P/|e:AFA’>O_ THE:A|A T e AFA

(t]e): (T, T'FAA) e{t°} (T, T - AA)
— dans le cas d’une variable de pile :

(|o¢:AFa:A)O: | [a{}:AFa:A

— dans le cas d’une pile : .
FFt:A|A F'|e:B|—A'> _ TEHt":A]A I|e’:BFA

T |t-e:A— BFAA I,T | e?{({{Nt°}: A— BF A A
— dans le cas d’une fi-abstraction :
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¢ (CFA)
( c: (T'FA) )0: I'Fwéc’:B|A
P\{z: A} | pz.c: AF A P\ {z: A} - Az.pud.c’: (A— B)
D\ {xz: A} | [B](Az.pud.c”){}: A+ A,B8: B

4 Les compositions des traductions

On aurait souhaité que la composition ()TO des traductions soit ’identité sur le Au-calcul et réciproque-
ment que ’application ()OT soit 'identité sur le Apji-calcul. Le probleme réside dans le fait que certains
termes qui existent dans I'un des langages n’existent pas dans l'autre. C’est la cas de I'application en
Mufi-calcul et de la fi-abstraction en Ap-calcul. Leurs traductions présentent alors des formes expansées.
On montre cependant que les traductions sont ’identité sur leur domaine respectif mais a des réductions
linéaires pres.

4.1 La composition des traductions a partir du Au-calcul
La démonstration que 'application ()To est I'identité sur le Ap-calcul est directe :
Théoréme 1 (composition des traductions & partir du Ap-calcul).

Quels que soient le Au-terme t et la Au-commande ¢, t7° ~s ¢ et ¢/~ c.

Démonstration. On raisonne par induction sur t et c.
~sit=gzalorsz®=2a° =2
— sit = Az.u alors (Az.u) ' = (Az.u')® = Az.u™ ~» A\z.u par hypothese d’induction
— sit = (u)v alors

() = (uB.(v" | fy-(u’ | y-B)))° par la définition 22
= uB.[Y](\y.ub.[8](u'®)y)v™®  par la définition 23
~ o uB ] (Ay.ud. [B](w)y)v par hypothese d’induction
~p 1B-[ue.[B](w)y
~p 1B (v
~p  (w

— sit = pa.c alors (pa.c)™® = (pa.ch) = pa.c’® ~ pa.c par hypothese d’induction
— ¢ = ([a]t)T° = ((tT | a))° = [a]t’® ~ [a]t par hypothese d’induction.

4.2 La composition des traductions & partir du \uji-calcul

En revanche, en ce qui concerne ’application () °f . on démontre, au préalable, deux lemmes.

Lemme 7. Quels que soient I'entier n > 0, les Au-termes to,t1,...t, et le Ayujfi-environnement e,

((to)tr .. t)T [ )~ (8] [ 1ot ).
Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. C’est immédiat pour n = 0.
— pourn+1:
(o)t tuta)! [ €)= (Bt | (0 ot t)T 1 y-8)) | ¢) parla définition 22
M% {tha Iuy<(( o)t )t Iy e))
~h (o)t t)T 2y e
~ (t}; | tT ot tjlﬂ -e) par hypothese de réc.
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Lemme 8. Quels que soient le Au-terme u et le Au-contexte h, (h{u})’ ~ (u' | AT).
Démonstration. On raisonne par induction sur h.
— st h=[a]{} alors (u' | A7) = (ul | a) et

(M{up)t = ([a]u)!

(u' | @) par la définition 22

a

~sih = [B)(0)} alors (uf | AT) = (ul | (¢ | y-B)) et

(M{u}) = ([e]()u)f
(py-(u’ | fy. (T | y-~)) | B) par la définition 22
(W | ay(t" | y-6)

— st h =R {({})t} alors (u' | AT) = (ul | tT-A'T) et
(R{u})T = (' {(u)t})T par la définition 9

(
{((w)t)T | K1) par hypothese d’induction
(u' | t7-n'TY  par le lemme 7

/\/>1
I

¢

Théoréme 2 (composition des traductions a partir du Ayji-calcul). Quels que soient le Auji-terme

t, la Apji-commande c et le A\pji-environnement e,

toft, T~ et e
Démonstration. On raisonne par induction sur ¢, c et e.

~sit=zalorsz’T =2t =2

— sit = Az alors t°T = (\z.w)T = (Az.u®)t = Az.u®T ~ Az.u par hypothese d’induction
— sit = pa.calors t°7 = (ua.c)°t = (pa.c®)t = pa.c® ~ pa.c par hypothese d’induction
— T = ((t | )T = (e?{t°})T ~ (t°T | €°T) par le lemme 8 ~» (t | €) par hypothese d’induction

~sie=aalors e’ = ()" = ([o{)T =

~sie=wu-falors e’ = (u- £)°T = (f{({Hu°})’ = u°T - T~ u - f par hypothese d’induction

— si e = jux.c alors

eot

‘:i'—“:riHmiH§ [

(fi.c)°t

([B](Az.pB.c){})T par la définition 23
fy.(\z.pf.cT | y-3)  par la définition 22
ay.{Az.ub.c|y-0) par hypothese d’induction
fiy(y | fiz{pB.c | B))

fiy(pB.clz <yl | B)

fuy-clz — y]

[ix.c

La traduction ()OT envoie tout terme ¢ du Apji-calcul dans le Xu/lTQ—calul. C’est pourquoi cette tra-
duction n’est pas I'identité sur le ;\uﬂ—cglcul. En contre partie, il existe pour tout terme ¢ du Apji-calcul
un terme expansé linéairement, dans le Aupipq-calcul.

5 Les simulations

Le point crucial de cette étude est de montrer que les Ay et Auji-caluls sont équivalents d’un point
de vue calculatoire. On cherche donc a prouver des théoremes de simulation. L’idée est de les démontrer
dans le cas non typé et non dirigé de telle sorte qu’on obtienne ces mémes théoremes pour les projections

cbn/cbv quasi immédiatement.
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5.1 La simulation du \u-calcul par le \uji-calcul

Avant d’attaquer le théoreme de simulation du Ap-calcul par le Apji-calcul, on montre des lemmes qui
établissent ce qu’est le traduit du substitué par rapport au substitué du traduit, et ce pour les 3, u et
1/-substitutions et pour la traduction ().

Lemme 9. Pour tous Au-termes ¢, u et pour toute Au-commande c,
(tlx — u))l = tT[z — ul] et (clr — u])T = [z — u]

Démonstration. On raisonne par induction sur ¢ et c.
~sit==xalors t’ =z, tT[z — ul] = ul et (t[z — u])T =o'
~sit=yH#zalorstl =y, tTz —ul]=yet (tlx —u)) =yl =y
— sit=\ywalors tT = Ay.ol, tT[z — ul] = Myofz — ul] et

(tlr — u))T = Ay.(v[z < u])T par la définition 22
= Myao'[z —uf]  par hypothése d’induction

— sit= (v)w alors tT = pB.(w' | py.(v" | y-B)),
the — ul] = pB.(wlz — ul] | fy.(vi[z —ul] |y B))

et

((v]z  ul)wlz — u])f
= pf.((wlz —u))' | py.((v]z —u))T | y-B)) par la définition 22
= pf.(wiz —u'] | fy.(v'[x —u] | y-B))  par hypothese d’induction

(tlr — u))!

— sit = pa.calors tT = po.ct, Tz — ul] = pa.c[z — ul] et

(tlz — u))' = po.(clzr — u])T par la définition 22
= po.cllz —ul]  par hypothese d’induction

—sic=[a]t alors ¢! = (tT | a), [z — ul] = (tT[x — ul] | a) et

(cle —u)t = ([aJt[z — u])f
((tlx —u])T | @) par la définition 22
= (t'[x —u'] | @) par hypothese d’induction

Lemme 10. Pour tous \u-termes ¢, v et pour toute Ay-commande c,
(vllaJu — [a](@)t)! ~ vl —t! - a] et (cllaJu — [a](W)t])! ~ cfa 1T q]

Démonstration. On raisonne par induction sur v et c.
~siv==zalors v’ =z, vl —tT-a] =z et (v][a]u — [o)(u)t])f =2 ==z
— siv=Az.w alors v’ = Az.wl, vl —tT- o] = Arvwia — - a] et

(vllafu — [a] ()" = Az.(w[lau — [a](u)t])!
~ Azaw'o—t1-q] par hypothese d’induction
~ S0 = (a)b alors of = BT | ig-da’ | y- A,
vta — t1-al = uB(blla — 1 -al | fig-latla — -] | y- 5))
et

(vllofu — [oJ(i])" = ((al[e]
= pB{(blla)u — [a](u
~ uBbMla —t'-a] |

u — [a](w)t)bl[a]u — [o] (w)t])T
| fiy-((allefu — [a](w)t)T [ y-08))  déf. 22
fy-(a¥fla —t"-a] | y-B)) hyp. rec.

13



— siv = pB.calors vl = pB.c’, vija —th-a] = pB.c’la —t'-a] et

(vllau — [[a(@)t)" = pB.(cllalu — [a](u)])!

~ pBcla—th-a] par hypothese d’induction

—sic=[ajwalors ¢’ = (w' | @), ¢'a—tT-a] = (wia—t-a] | tT-a) et

(cllou — [ (wit])" = ([a](w]aJu — [a](w)t])t)!
= {(((w[eJu « [a](u)t])t)T | @)  par la définition 22
~  (w([a]u «— [o](w)t])T | tT-a) par le lemme 7
~ (w'a—t"-a] | th-a) par hypoth‘ese d’innduction

— sic=[flw alors ¢’ = (w' | B), ¢'[a —t'-a] = (wa —t-a] | B) et
T

(cllafu — [a](w)t])
[[a]u — [o](u)t])T | B) par la définition 22
[ —tT-a] | B) par hypothese d’induction
Lemme 11. Pour tout Au-terme ¢, v et pour toute Ap-commande c,
(vllaJu — [a)(O)u)" ~ vl — fy.(t" | y- )] et (c[la]u — [a](t)u])' ~ 'l — ay.(tT | y- )]
Démonstration. On raisonne par induction sur v et c.
~siv==zalors vl =z, vl[a — fy.(tT | y-a)] =z et v[[o]u — [a](t)u] = 2T =z

— siv=Az.w alors v = Az.w', vi[a — fay. (T | y- )] = Azw' o — fy.(tT | y- )] et

(vllaJu — [o)(O)u)T = Az.(w[la]u — [a] (t)u])'
~ Azaw'[o— fy.(tT | y-a)] par hypothese d’induction

— siv=(a)balors vl = uB" | fiz.(a" | z- B)),

via =yt [y )] = pbb'fa — ay.(t' | y-a)] | Azla’|o — ay.(t" [ y- )] | 2-5))

et
(vl[eJu — [a](t)u))’ = ((alleJu — [a](u)t])bl[e]u — [a](u)t])T
= pp. <( [Ju — [o](t)u) | fiz.((al[a]u — [o](t)u)) | 2 - B)) déf. 22
~  up(b [a<—uy<T | y-a)] | pza'[o— . (tT | y-a)] | z- B)) hyp. rec.

— siv=pp.calors v’ = pB.c’, via — py.(tT | y-a)] = pB.cla — fy.(tT | y-a)] et

(vlfalu — [O)u))' = pp.(cllalu — [ (t)u])!
~  pB.cla— y.(t' | y-a)] par hypothése d’induction

~sie=[ajwalors ¢f = (' | o), o — fy.(t" | y- )] = (o — fay.@t" [ y-a)] | Ay.(t" | y-a)), et
(clla)u — [a](t)u])" = ([ (t)w[la]u « [a)(t)u])!

]
(uB((wlla]u — [a]()u])' | ay.(¢T | y-B)) | @) parla définition 22
(i —py.(t" | y-a)] | ay-(t' [ y- o)) hyp. rec.

B) par la définition 22
| B) par hypothese d’induction
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Théoréme 3 (simulation du M\u-calcul par la Ayji-calcul).
uels que soient v et le A\j-terme ¢, si t —1 ' alors il existe u tel que t7 — u et t'T ~ u
Quels q Y % , 5 q

Démonstration. On raisonne par cas sur les 8, u, ', p et f-réductions
— sit= Az alors t' = ulz — v, t'T = (u[z — v])T = ul[z — of] et

th= pB.(" | fiy.(Azul |y B))

~h o uB | iy (y | paul | B) (1)
~op pB | iy (ulz — y] | B))

- ufB(ulfz — '] | B)

'\»61) uT[x — ’UT]

— sit = (po.c)v alors t' = pa.cf[o]w — [a](w)v], t'T ~ po.cl[a — o' - a] par le lemme 10 et

= pB.(" | iy (uact | y-B))

b uBlpat | ot - )

—>b pB.ctla «— vt - g (2)
= paclla o' -q]

— sit = v(pa.c) alors t' = pa.cl[a]w — [a](v)w], 'T ~ pa.clla — fiy.(v" | y - a)] par le lemme 11 et

th

—

B (poc | fiy.(oT |y - B))
pB.clla — fiy.(o' | y-B)]  (3)
paclla — fy. (' | y-a)]

=~

— sit = [Blua.calors t’ = cla — f], "1 = o — ] et tT = (ua.c’ | B) ~1 cfa — B] = (clo — B))T
— sit = po.fa]u et si a nest pas libre dans u alors t' = u, t'f = u' et tT = pa.(u’ | @) ~4 u' parce
que a n’est pas libre dans u' (cf. lemme 3).

Théoréme 4 (simulation de la réduction avec appel par nom).
Quel que soit le Ap-terme ¢, si t—>,11t’ alors il existe u tel que 7 — w et t'T ~ u

Démonstration. On raisonne par cas sur les § et p-réductions. La f-réduction en cbn du Ap-calcul est
simulée par une ji-réduction du Apjfi-calcul en cbn (cf. (1)). La p-réduction du Ap-calcul est simulée par
une p-réduction du Apjfi-calcul correcte en chn, parce qu’elle est la seule réduction possible dans la Apji-
commande (pa.c’ | vl - B).

Théoréme 5 (simulation de la réduction avec appel par valeur).
Quel que soit le Ap-terme ¢, si t—>11)t' alors il existe u tel que tT — w et t'T ~ w

Démonstration. On raisonne par cas sur les 3, u et p’-réductions. La S-réduction du Au-calcul en cbv
s’effectue si v est une valeur. Cette réduction est simulée par une fi-réduction du Apjfi-calcul (cf. (2)) parce
que v’ n’est pas de la forme pa.c et done quaucune p-réduction du Apfi-calcul ne peut s’effectuer. La -
réduction en cbv du Au-calcul est simulée par une p-réduction en cbv du Apji-calcul. Enfin, la p/-réduction
du Api-calcul est simulée par une p-réduction en cbv du Apji-calcul (cf. (3)).

Ce théoreme justife la traduction ((w)v)" par pB.(v" | fy.(u' | - 3)). La traduction pg.(u’ | v' - 3)
n’aurait pas permis d’obtenir la simulation en cbv du Au-calcul par le Apfi-calcul. Si v est un A\j-terme de
la forme pa.c et si v est un Ap-terme de la forme pB.c” alors aucune ji-réduction n’aurait pu s’effectuer.
Seule la Apji-réduction g réduit pf.(uoct | pB.¢T - B) en ¢'la — pB.c'T - a] 1a on, en Ap-calcul, c’est la
commande ¢’ qui absorbe le terme po.c.
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5.2 La simulation du Myji-calcul par le \u-calcul

On montre par des lemmes ce qu’est le subsitué du traduit par rapport au traduit du substitué pour
les p et fi-substitutions et pour la traduction ()°.

Lemme 12. Quels que soient les Ajfi-termes ¢, u, la Apfi-commande ¢ et le Aufi-environnement e,
(tz — u])® = t°[x — u°] et (c[z — u])® = [z — u’] et (e[z — u])® = e°[x «— u°].

Démonstration. On raisonne par induction sur ¢, c et e.
—sit=ux alors t° =z, t°[x — u®] = u° et (tfx — u])° = u°
—sit=yalorst’ =y, t°lx —u’] =yet (txr —u))’ =y
— sit = Ay.v alors t° = Ay.v°, t°[x — u°] = Ady.v°[z — u°] et

(tlz —u])’ = Ay.(v[z — u])°
= Ay.v°[z < u°] par hypothése d’induction

— si t = pa.c alors t° = pa.c?, t°[z — u°] = po.c’lx — u] et

(tlr —u])* = pa.(clr —u])°
= pa.c®lz — u°]. par hypothése d’induction

—c=(t]e), c®=e{t°}, [z — u°] = e°[x — u’{t°[x — u’]} et

(el —u])? = ((tlr —u] | e[z —u])°
= (e[z «— u])?{(t[x < u])°} par la définition 23
= e’z — u’l{t’[x — u°]}  par hypothese d’induction
— si e =« alors e? = [a]{}, e[z — u°] = [o]{}, et
(elx —u])? =€
= J[a]{} par la définition 23

—sie=t- falors e’ = f{{})t°}, e’[x — u’] = fx — v’ {({})t°[z — u°]}, et

(tr —u] - flo —u])®
(flz — u)°[{(tlz — u])°}  par la définition 23
= ez — u{({})t°[z < u°]} par hypothese d’induction

— sie=py.calors e” = [B](Ay.pfB.c”){}, e°lw — u’] = [B](Ay.pb.c%[z — w){}, et

(elz —u])®

(elz —u])? = (y.clr < u])’
= [BOw.pB.(clz « u])°){} par la définition 23
= [B](Ay.puf.c’lx — u°]){} par hypothese d’induction

Lemme 13. Quels que soient le A\uji-terme ¢, la Apji-commande ¢ et les A\jfi-environnements e et f,
(tle = f1)? = t%[la)u — fo{u}], (clo = f)? = °[lofu — f{u}]
et (ela < f])° = e’[lafu — f{u}].

Démonstration. On raisonne par induction sur ¢, c et e.
—sit=wx alors t° =z, t°[[aJu — f{u}] =z et (t{a — f])° =2 ==z
— sit = Az alors t° = Az.v?, t°[[au — fo{u}] = Azv°[[a]u — fo{u}] et

(tla = f1)° = Az.(vfa — f])°
= Xx.o°[[a]u — f°{u}] par hypothese d’induction
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— sit = pf.calors t° = pf.c?, t°[[aju — fo{u}] = pb.c’[[a]u — fo{u}] et

(tle = f1)* = pB.(cla = [f])°
= pp.c’[[aJu — f°{u}] par hypothese d’induction

—e=(t]e), ¢ =e{t°}, llu — fHul] = e’[[aJu — foull{t’[[eJu — f{u}l} et
(cla = f))?= ({tle — f] | el = f1))°
(e )

[a — f]){(tla < f])°} par le définition 23
= e[lefu — f{ul{t’[[a]u — f°{u}]} par hypothese d’induction

— si e =« alors e? = [a){}, e’[[a]u — f{u}] = f° et (ela — f])° = f°
— si e = alors e’ = [B]{}, e’[[a]u — f{u}] =€’ et (e]a — f])? = €°
~sie=t-galorse” = g°{({})t°}, e’l[[aJu — f{u}] = g*{({ " }HoJu — f{u}] et

(el = fI)? = (ta — f]- gla — f])°

= (gla — fH{{) (¢t = 1)} par la définition 23

= ¢°[[aJu — fF{ul{{Dt’[[e]u < f°{u}]} par hypothese d’induction
= g{({{Ht°}HlaJu « fo{u}]

= sie = fur.calors ¢ = [B](Av.pB.c){}, ?[lalu — f{u}] = [B](Av.pb.c’[[o]u — fo{u}){} et

(ela = f1)* = (az.cla — f])°
= [B](Az.pB.(cla — )} par la définition 23

= [B](Az.uB.c°[[aJu — f°{u}]){} par hypotheése d’induction

On n’a pas la simulation pour la S-réduction pour le Apji-calcul. En effet, la Apfi-commande (Az.u | v-e)
se réduit (linéairement) par 8 & la Apfi-commande (v | fiz.(u | e)). Or, la traduction de la commande
initiale est ((Az.u | v-e))° = e’{(Az.u®)v°}. La simulation de la S-réduction donnerait la Apy-commande
e®{u’[z « v°]} tandis que la traduction de la commande finale par 3 du Apji-calcul est [3](Az.ud.e®{u®})v°.
Néanmoins, on remarque que [B](Az.pd.e®{u°})v° se réduit par 8 et p a e’{u’[z «— v°]}. C’est pourquoi
on va considérer une —>}3l—réduction qui est la succession de —% et de —’;11 et qui préserve les mécanismes
d’évaluation (cbn/cbv). En effet, 3 est une Aujfi-cbn parce qu’on effectue une ji-réduction. De méme, 3’
est une Aujfi-cbv parce qu’en cbv, v ne peut pas étre de la forme pB.c et que, par conséquent, seule la
j-réduction peut s’effectuer. Ainsi, la succession d'une S-réduction par une fi-réduction est justifiée en cbn
comme en cbv.

Théoréme 6 (simulation du Muji-calcul par le \u-calcul).
Quels que soient v et le A\uji-terme ¢, si ¢ —ﬁ t’ alors il existe u tel que t° — u ~» t'°.

Démonstration. On raisonne par cas sur les 3, u, i et -réductions.
—sit=Azru|v-e)alorst’ = (ulx «— v] | e), ' = e’{(u[r +— v])°} = e®{u’[z — v°]} par le lemme

12 et
t°= (v-e)’{Az.u’}
= e{({Hv°HAr.u’} par définiton 23
= e{(Azu’)v°}
—>}3 eo{uo[x — UO]} (1)

—sit = (ua.c | e) alors t = cla « €], t"° = (cla < €])° = °[[aJu «— e’{u}] par le lemme 13 et
t° = e’{pa.c’}. On montre par induction sur e que e’{ua.c’} — c°[[a]u — e®{u}].
— si e = (3 alors

e {uac’y = [Bluae
= [Fna.c?
ol fla— g ()
= (ca < B))°



—sie=uwu- f alors c’[[a]v — (u- f)°{v}] = ’[[a]v — f°{(v)u°}] par la définition 23 et

e{poc?y = (u- f)°{poc}
FAADw Hpa.c?}

FoApac®)u’}

fApaeclaJv — [a](v)u’]} 3)

Cllajv — [a](v)u’][[a]v — f°{v}] par hypothése d’induction
c?llafo — f{(v)u’}]

— si e = jx.c alors ¢°[[aJu «— (az.c')°{u}] = c’[[aJu «— [B)(Az.ud.c’®)u] par la définition 23 et

I l:lH I

e{pa.c®t = [B](Ax.ud.c’®)pa.c®
= Bluac®llaJu — [a](Az.pd.c®)u] - (4)
vll) [a]u «— [B](Az.pud.c")u]

~sit=(u| pz.c)alorst’ = clx « u], t'° = (c[x — u])° = [z «— u°] par le lemme 9 et
t° = (pz.c)’{u’} par la définition 23
[Bl(Az.uf.c®)u®  par la définition 23
=5 [BuBc’lz —u’] (5)
|

~ x — u’]

1

P

—sit = pa.(u| @) et si a n’est pas libre dans u alors ' = u, t’° = u° et t° = pa.[a]u® ~} u® parce
que « n’est pas une fi-variable de t° par le lemme 5 et donc n’est pas libre dans u°.

Théoréme 7 (simulation de la réduction avec appel par nom).
Quel que soit le Apji-terme t, si t—L1¢" alors tT—,t'1

Démonstration. On raisonne par cas sur les 8, p et fi-réductions. La ’-réduction en cbn est simulée par
une SB-réduction en cbn du Ap-calcul (cf. (1)). Pour la g-réduction en cbn du Auji-calcul, 'environnement
e de la commande (ua.c | e) n’est pas de la forme fiz.c’. Par conséquent, on ne considere que les cas (2)
et (3) de la simulation et pas le cas (4). Dans le cas (2) ot e = (3, la p-réduction est simulée par une
p-réduction dans le Ap-calcul. Dans le cas (3) ot e = u- f, la p-réduction du Apji-calcul en chn est simulée
par une p-réduction du Ap-calcul en cbn. Enfin, la fi-réduction en cbn est simulée par la Apy-réduction 3

(ct. (5)).

Théoréme 8 (simulation de la réduction avec appel par valeur).
Quel que soit le A\pji-terme ¢, si t—1¢" alors tT—,¢/T

Démonstration. On raisonne par cas sur les 3’, p et ji-réductions. La 3’-réduction est simulée par une
B-réduction du Ap-calcul. On rappelle que les Apji-environnements en cbv sont de la forme V - e, ce qui
exclut dans le cas (1) ou v soit de la forme pa.c : seule la S-réduction s’effectue dans ce cas. La p-réduction
du Apji-calcul en cbv est simulée, premierement, par une p-réduction si e = (3, deuxiemement, par une
p-réduction en cbv du Ap-calcul (cf. (3)) parce que si e = u - f alors u est une valeur et donc, il n’y a pas
de p/-réduction possible; et troisiemement, si e = fiz.c (cf. (4)), la p-réduction en cbv du Auji-calcul est
simulée par une p’-réduction du Ap-calcul. Enfin, la ji-réduction en cbv est limitée au cas oll u est une
valeur. Elle est simulée par la Ap-réduction 8 (cf. (5)), ce qui ne pose pas de probleme parce qu’il n’y a
pas de p/-réduction possible.

Conclusion

Le fait d’avoir essentiellement travaillé au niveau des A-calculs non typés et pour des mécanismes
d’évaluation non déterministes nous a permis de montrer, d’'une part 1’équivalence calculatoire entre les
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Mt et Apji-calculs, dans le cas non typé et non dirigé (cf. les théoremes 3 et 6) mais aussi, et & peu de
frais, on a pu étendre ces résultats aux cas non typés et dirigés que sont les évaluations en appel par
nom et en appel par valeur (cf. théoréeme 4 pour la simulation du Au-cbn par le Apji-cbn, théoréme 5
pour la simulation du Au-cbv par le Auji-cbv, théoreme 7 pour la simulation du Aujfi-cbn par le Au-cbn et
théoréme 8 pour la simulation du Apji-cbv par le Au-cbv) ; et enfin on étend aisément ces résultats au cas
typé une fois les lemmes de compatibilité des traductions avec le typage démontrés (cf. lemme 4 pour la
compatibilté de la traduction () avec le Apjfi-calcul typé et lemme 6 pour la compatibilité de la traduction
() avec le systeme de types du Au-calcul).
Ayant prolongé les travaux de Curien et Herbelin dans [1], on peut compléter une partie de leur tableau

final :

NK M nd < g LK

NK Mg cbn <  Auii LK

NK M cbv  «  Aui LK

Différentes extensions de ce travail sont possibles. La premiere serait de vérifier que notre Au-cbv est
confluent. La seconde serait de montrer qu’avec la définition de la réduction Ap-cbv due a Ong et Stewart
dans [2] on obtient les mémes résultats de simulation en modifiant un tant soit peu la traduction ().
Un autre prolongement serait d’étendre le systeme des types, dans un premier temps, a | parce que son
introduction ne modifie que légerement les langages de termes (et de méme pour la quantification), que ce
soit pour le Au-calcul ou pour le Ayji-calcul ; et dans un second temps & A et V qui, en revanche, nécessitent
I'introduction de nouvelles constructions syntaxiques. Enfin, il serait intéressant d’étudier les traductions
CPS des A et A\pfi-calcul typés de la logique classique dans le A-calcul typé de la logique intuitionniste
afin de les comparer.
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