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OPERATEUR DE SCHRODINGER AVEC POTENTIEL SINGULIER
MULTIPOLAIRE

THOMAS DUYCKAERTS

RESUME. On étudie un opérateur de la forme : —A+V sur R%, ot V est un potentiel admettant plusieurs
poles en a/r2. Plus précisément, on démontre 1’estimation de résolvante tronquée & hautes fréquences,
classique dans les cas non-captifs, et qui implique des propriétés de régularisation sur l’équation de
Schrodinger correspondante. La preuve est basée sur I'introduction d’une mesure de défaut micro-locale
semi-classique.

1. INTRODUCTION

Nous considérons dans ce travail un opérateur de la forme :
(1) P=-A+4YV,
sur I'espace R? (d > 2), o1 :

J
est le Laplacien standard, et le potentiel V est une fonction réelle définie sur R%. L’étude de la résolvante :
R.=(P-2)"" 2¢R,

pres de I'axe réel, intéressante en elle méme, permet aussi de préciser le comportement des solutions des
équations d’onde et de Schrodinger associées a P. Lorsque V est régulier, de nombreuses inégalités ont
été démontrées sur des normes de R, dans des espaces a poids, notamment I'inégalité standard a haute
fréquence, sur la résolvante tronquée :

C
<
14 |7
ou z est grand en module, pres de 'axe réel, et y est une fonction réguliere a support compact. De tels
résultats remontent aux travaux de C. S. Morawetz [@],[@], qui en déduisait la décroissance uniforme
de I’énergie locale de 1’équation d’onde correspondante. Il est possible de démontrer (E) dans un cadre
général, en modifiant la métrique définissant le Laplacien ou en rajoutant un obstacle, moyennant une
hypothése essentielle de non-capture sur les géodésiques de cette métrique (cf [L3),[H], [B4).

Dans [RF et [2J], les auteurs considerent des potentiels peu réguliers, et démontrent des estimations
sur la résolvante de P, des effets régularisants sur les équations d’onde et de Schrodinger. Le principe de
ces deux articles est d’écrire des estimations sur le laplacien libre A, puis de considérer V' comme une
petite perturbation de ce dernier. Un tel raisonnement fonctionne en particulier si V € L4, ¢ > d/2.

Ici, nous supposerons que le potentiel V, est petit a l'infini et borné en dehors d’un ensemble fini de
poles distincts :

(2) [IXR.x||z2— 12

P = {pl,..,p]v} C Rd

pres desquels :
V(a) ~ —

Tz —p*

Date: 24 février 2004.



2 THOMAS DUYCKAERTS

De telles singularités sont critiques, car du méme ordre que le Laplacien. Les singularités moins fortes
rentrent dans le cadre de 'article précité et pour les singularités d’ordre supérieur on ne peut pas, en
général, démontrer (f) (cf [§]). Lorsque les constantes a; sont petites, le potentiel V' reste en un certain
sens inférieur au laplacien et ce cas est encore traité, lorsque d > 3, dans [@] En omettant cette hypothese
de petitesse, on change la nature du probléme car on ne peut plus considérer V' comme une perturbation
du laplacien.

Le cas unipolaire, essentiellement :

a d 2
Po=—-A+——, a+|z—-1] >0,
(5
est traité dans et [ﬂ] Moyennant I’hypothese sur a, qui assure la positivité de 'opérateur P,, les
auteurs démontrent des inégalités de Strichartz sur les équations d’évolutions associées a P,. Leur raison-
nement repose de maniere essentielle sur le caractere radial de P, et ne se généralise pas au cas multipo-
laire.

On démontre ici (E) pour un potentiel multipolaire. Ce type de potentiels apparait dans certains
modeles de relativité générale, mais la motivation principale de ce travail est 1’étude d’'un probleme
critique, cas limite ou les singularités de V' sont exactement du degré d’homogénéité du Laplacien.

On suppose que pres de chaque péle p;, V est radial (c’est a dire fonction de la seule variable |z — p,|).
Cette condition est légérement assouplie dans la section@ (cf theoréme E) On fait également, pres de p;,
les hypotheses suivantes :

a C C
<Vr) < —, VV(z)| £ —=,

|z —pj|> —
pour une grande constante C et un réel a tel que a + (d/2 — 1) > 0. Ces hypotheses sont vérifiés par
exemple lorsque V' est exactement, pres de chaque p;, de la forme :

a; d 2
J
7|:C7pj|2, aj+(§—1) > 0.

On suppose aussi pour simplifier V nul a I'infini et borné en dehors des poles. Dans ces conditions on peut
toujours définir, au sens des formes quadratiques, un opérateur auto-adjoint semi-borné inférieurement
P = —A+ V. Les hypotheses sur V et la construction précise de P sont explicitées et discutées dans la
section 2.

Théoréme 1. Soit V vérifiant les hypothéses ({}),...dd) et P = —A + V. On se donne x € C5°(R%).
Alors :

C
(3) El)\o > 07 aC > 05 VA > AOv Ve > 05 ||XRA:|:’L'€X||L2—>L2 < ﬁ

Dans le cas d’un seul pdle (N =1), (ﬁ’) reste vraie sans la borne (ﬂ) sur la dérivée de V.

Comme déja indiqué, I'estimation (E) est l'estimation standard sur la résolvante d’un Laplacien in-
duisant une métrique non captive. Dans les cas captifs, () est fausse. Le théoreéme [If montre en particulier
que I’énergie ne se concentre pas a haute fréquence sur les poles, et que ces derniers ne se comportent pas
non plus comme des obstacles qui renverraient les rayons optiques.

On peut déduire directement de (), comme dans [[] Veffet régularisant classique sur équation de
Schrédinger. L’inégalité uniforme haute fréquence, telle qu’elle est démontrée ici, implique cet effet lo-
calement en temps. Pour avoir des résultats globaux, il faudrait démontrer la méme inégalité pour tout
réel A. On peut aussi déduire du théoreme ﬂ la décroissance de 1’énergie locale de ’équation des ondes as-
sociée & P. Notons aussi que ces résultats impliquent des inégalités de Strichartz (avec pertes éventuelles)
sur les mémes équations.

La démonstration suit celle de N. Burq [B], et repose sur l'introduction dans un raisonnement par
I’absurde d’une mesure de défaut semi-classique, objet introduit indépendamment par P. Gérard et P.L.
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Lions (cf [[L1], [L4]). La difficulté nouvelle repose dans le compréhension du comportement de la mesure
pres de chacun des poles.

On peut signaler une approche différente mais relatée a la notre pour démontrer des résultats similaires,
celle du calcul de commutateurs positifs introduit par E. Mourre [[L7], et qui fonctionne telle quelle sur
lopérateur unipolaire P,. L’auteur tient a remercier C. Gérard et F. Nier pour 'avoir éclairé sur ce sujet.
On renvoie & L] (et [] pour une présentation générale). L'article [24] de A. Vasy et M. Zworsky donne
une version micro-locale de ce type de techniques.

Mentionnons enfin les travaux récents [[Lg], [ sur 'équation des ondes en dimension 3 avec un potentiel
singulier. L’hypothese faite dans [ﬂ] est simplement une hypotheése de petitesse sur la partie négative du
potentiel, similaire a notre hypothese (E) Dans cet article, le potentiel est pris dans une classe de Kato
critique, contenant strictement L%/2. L’introduction de [@] présente de maniere tres complete les résultats
connus sur les opérateurs de la forme —A + V.

La deuxieme partie du texte est consacrée a la définition précise de P. La troisiéme partie concerne la
démonstration du théoreme . Enfin, dans la quatriéme partie, on énonce et on démontre un raffinnement
du théoreme m, ou la condition de radialité sur V' pres de chaque poéle est assouplie.

2. DEFINITIONS ET HYPOTHESES.

On commence par expliciter les hypotheses sur V. Comme déja précisé, on se place en dimension d > 2,
et on se donne un ensemble de N pdles (N > 1) distincts :

P = {pl, ..,pN} C Rd.

On suppose :

(4) V & support compact sur R?
(5) V € L5 (RA\P,R),

et qu’il existe des constantes I, Cy, C}, strictement positives, une constante réelle a, des fonctions V; €
L2 (]0,1],R) telles que pour tout entier j compris entre 1 et N, et pour |z — p;| <1 :

a d 2
(7 Vie) <
0 VW) €
(9) Vi(z) = Vj(lz — pjl)

Les hypotheses ([]) et () sont loin d’étre minimales mais on s’intéresse ici a effet des poles sur le
comportement de P. Pour des potentiels plus généraux & I'infini on pourra consulter [E], [@]

La borne (E) sur la dérivée et I’hypothese de radialité (E) de V pres des poles sont des hypotheses
apparemment techniques. Dans le cas d’un seul pdle (N = 1), (E) est inutile, ce qui généralise les résultats
connus jusqu’alors pour un potentiel unipolaire radial, qui nécessitait toujours une hypothese sur la dérivée
de V. Dans le théoreme E plus loin, on fait une hypothese légerement plus faible que (E), ce qui permet
d’inclure des poles de la forme : 1/|z|?a (x/|x|). Mais en dehors de ces deux cas, il semble impossible de
se passer de (E), g) avec la méthode de preuve employée ici.

Enfin, () et () sont absolument essentielles. Sans I'inégalité ([]), P ne serait plus semi-borné infé-
rieurement et le probleme serait d’une nature completement différente. La définition de P comme opérateur
auto-adjoint, que I'on fait ici par ’extension de Friedrichs, serait elle-méme ambigué. D’autre part, il ex-
iste des potentiels unipolaires V' strictement positifs, vérifiant une majoration juste un peu plus faible
que (@) (en log? |z|/|z[?), et tel que ni (f]), ni aucune inégalité de Strichartz ou de dispersion non triviale
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ne soient vraie (cf [f). Si 'on veut encore que (f) soit vérifiée pour des potentiels admettant des poles
d’ordre supérieur, il faut donc faire des hypotheses supplémentaires, peut-étre supposer une propriété
monotonie de V' au voisinage des poles.

Soit Q la forme quadratique sur L? définie par :

D(Q)=H'n {u € L*(R%); - L

ueLQ(Rd),jzl,...,N}
|z — pj

Qu) :/|Vu|2 dx+/V|u|2 de.
Lemme 2.1. Supposons (ﬂ),,(ﬁ) La forme quadratique Q) est fermée, semi-bornée inférieurement.

Démonstration. Le fait que @ soit semi-bornée inférieurement, trivial pour d = 2 (V est alors positif preés
de chaque pole), découle, pour d > 3, de I'inégalité de Hardy :
d 1
(10) /|Vu|2d:13 > (5 —1)? W|U|2 dz, u e HY(R?).
x

En effet, on se donne une partition de I'unité adaptée aux poles p; :

N
Xo € C®(RY), x; € CP(RY), Y x5 =1

j=1
pk¢supr]) k:#j’ k::l)""N’j:O)""N;

et on écrit :

N N
Q(u):/2x5|vu|2dz+/ZVx?|u|2dz
Jj=0 J=0
N N
:/|X0Vu|2dz+2/|V(xju)+[xj,V]u|2d:c+Z/V|xju|2d:c
j=1 j=0
N
> [hovaPde+ -9 [ Vo)
j=1

N N
—CEZ/|[xj,V]u|2dx+Z/V|Xju|2dx,
j=1 j=0

ou C désigne une constante dépendant de €. On conclut avec 'hypothese (E), et I'inégalité ), appliquée
a X;u, en prenant € assez petit.
11 est évident que D(Q) est complet pour la norme :

lulle = v Q(u) + [Jul[ 2,
c’est a dire que Q est fermée (en fait, des que d > 3, D(Q) est exactement I'espace H! d’aprés I'inégalité
de Hardy). O
Corollaire 2.2. Sous les hypothéses (ﬂ),.., (ﬂ’), on peut associer a QQ un unique opérateur P, auto-adjoint,
semi-borné inférieurement, tel que :
D(P) = {u € D(Q), v+ Q(u,v) continu L*}
Yu € D(P), Yv € D(Q), Q(u,v) = (Pu,v)r:.

(cf 4]

La proposition suivante est conséquence immédiate de la définition de P et, pour le 1), de la densité
de C§°(R?\P) dans D(Q) :
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Proposition 2.3. 1) D(P) ={u e D(Q); —Au+ Vu € L?},
2) Sur D(P),
Pu=—Au+ Vu,

ot dans 1) et 2), —Au+ Vu est a prendre au sens des distributions sur RT\P.

Remarque 2.4. Méme si P est la somme formelle des opérateurs —A et V', on n’a pas toujours les
inclusions :

D(P) C D(-A) = H?

1
DGQCDUQ:{uEﬁ,;j—ﬁueL{j:L“wN}

| py|

Supposons par exemple, que pres d'un pole p;, V soit exactement de la forme :
a; d

11 — _ 0<a;i+(=—-12<1.

( ) |$*pj|2 aJ+(2 )

Considérons la fonction :
(12) us(z) = |z — pjlfplx —p;), s=—-(d/2—-1)++/(d/2—-1)2 +aq,

ol ¢ est & support compact dans {r < [} et vaut 1 prés de 0. Comme —Au + Vu est nul prés du j-ieme
pole, la proposition précédente montre que u est un élément de D(P). Mais u n’est ni dans H?, ni dans
D(V).

Remarque 2.5 (non-unicité de 'extension auto-adjointe). Signalons une autre pathologie intéressante,
qui survient encore par exemple lorsque V est de la forme (EI) pres d’un pole. La fonction ug définie par

(), avec cette fois :
s=—(d/2—1) = /(d/2-1)? +q,
est dans L? et vérifie :
—Aug + Vu, € L?
au sens des distribution sur R%\P, mais n’est pas dans D(P). Si A est l'opérateur —A + V, défini de
maniére naturelle sur C§° (R?\P), on a donc :

ACPCA".

Ainsi 'opérateur A n’est pas essentiellement auto-adjoint, et admet plusieurs extensions auto-adjointes,
dont I’extension de Friedrichs, choisie ici, qui est la seule dont le domaine est inclus dans H'.

Lorsque la constante a de (H) est assez grande, les deux remarques précédentes ne sont plus valables :
lopérateur A ci-dessus admet une seule extension auto-adjointe, dont le domaine est exactement 1'in-
tersection de H? et D(V). Pour un apercu de ses questions et une étude du cas unipolaire, on pourra
consulter [R1], chap X].

3. DEMONSTRATION DU THEOREME [i]

3.1. Introduction de la mesure et étude en dehors des pdles. On ne fait dans ce paragraphe
B.1 que les hypotheses ({),..,(f) sur le potentiel V. I’adjoint de 'opérateur borné sur L? : xRy est
Popérateur : YRx_;-X- 1l suffit donc de démontrer (E) avec le signe — devant ¢¢. Donnons nous une
fonction x; de C§°(R?) valant 1 sur le support de x. L’inégalité (f) découle de :

C
@) o >0, 30> 0, YA> Ao, Ve >0, [haRaiexllia—r € T



6 THOMAS DUYCKAERTS

Supposons que (') soit fausse. Alors il existe des suites (Ay)n>1, (€n)n>0 telles que :
AnrEn >0, Ay, — o0,
n—-+oo
I R X > —
i, dy_, —_— .
X14tx, —ien X || L2(R4)— L2 (R4) Now

Il existe donc une suite (g,,) de fonctions L?(R%) telle que :
n
(13) L= [[x1Bx, i, Xgnll L2y > \/—)\—annH'

De plus, on peut supposer g, € C5°(R%\P), cet espace étant dense dans L2, On se place dans un contexte
semi-classique, en posant :

1
Un = Rkn—ianxgna Iy = \/—)\_n’ fn = hngn, on = €phy.
On a donc :
(14) h2(—=A + V)u, — (1 —icnhp)tn = Xhon fn,
(15) vl oy = 1 Wfallzagsy =0, an > 0.

Notons que contrairement & un “vrai” probleéme semi-classique, le potentiel V a un coefficient hZ. Ce
coefficient le rend négligeable, sauf au voisinage de chaque pole.

On omettra parfois les indices n pour alléger les notations. On commence par noter que l'on peut se
contenter d’étudier la résolvante au voisinage de ’axe réel :

Lemme 3.1.

1 n )
(16) =20
(17) Oén||un||%2(Rd) n—>—+>oo 0.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du caractére auto-adjoint de l'opérateur P. En effet, en
multipliant (@) par u, et en intégrant la partie imaginaire, on obtient :

Im (R2Q(un) — [[unl|72) + hnow|lun |72 = hIm /ngnﬂn dx

On en déduit () car d’aprés (L), xun est borné et f,, tend vers 0 dans L. Egalement d’aprés ([Lg), la
norme de u,, dans L? est minorée quand n tend vers 4+o0o par un réel strictement positif, ce qui donne

(d). 0

Le lemme suivant, conséquence facile de I'inégalité de résolvante (E) sur le Laplacien libre, est démontré
dans [{] :

Lemme 3.2. La suite (uy,) est bornée dans L% (RY).

On peut donc introduire la mesure semi-classique p associée & u,, et & la suite d’échelles (hy) (cf [{],
[]). C’est une mesure de Radon positive sur R% x Rg qui vérifie, & extraction d’une sous-suite de (u,, hy,)
pres :

(18) Va € C°(RY x R, (a(z, hnD)p(2)un, un) S ma>

Ou I'on a noté (.,.) le produit scalaire L*(R?), ¢ € C§°(RZ) une fonction valant 1 sur la projection en
du support de a, et a(z, h, D) la suite d’opérateur uniformément bornée sur L?(R¢) de noyau :

@ / a(, hy€)e' Y e,

Rappelons que la limite ) ne depend pas de la fonction .
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Proposition 3.3. Sous les hypothéses (E),..,(ﬁ) :

(1) Vitesse d’oscillation de u, et convergence L2. Si1 € C§°(R?),

(19) hi/|vun|2wdz+ > hi/;|un|2wdz:0(1), n — 400.

2
T — s
J=T.N | p]l
En particulier :

(20) u, — 0 dans L3 (RY) <= u=0.

n—-+4oo

2) Localisation de u. Le support de la mesure pll jpa ra est inclus dans {(x,£) € RIxRE, |€? =
K ML (RA\P) x T £
1}.
(3) Invariance de . La mesure p vérifie l’équation :
(21) 0y =0,
au sens D' (RI\P) x Rg).
4) Condition a Pinfini. Soit M > 0 assez grand. La mesure p est nulle pres des points rentrants :
I
Inc = {(z,€) € R x RY; |z| > M, x.£ <0}

Démonstration. Pour démontrer le EI, on fait le produit scalaire de ’équation (B) sur u avec Yu et on
obtient, en utilisant que f,, et u, sont bornés dans L? _ :

h2Re Q(un,Yu,) = O(1), n — +oo.

Mais par une intégration par partie élémentaire :
Re Q(up, Yu,) = h2 / |V, |*yp do — b2 / |un|? Atp da + hi/V|un|2¢ da,

ce qui implique (@), en utilisant I'inégalité de Hardy comme dans le lemme E On en déduit que u,, est
hy-oscillante, c’est & dire que pour toute fonction ¢ de C§°(R?),

R—+c© n—+4co

(22) lim limsup/h o |pun (€)]? d€ = 0.

L’équivalence (R() est une conséquence facile de (29) (cf [{))
Les points [ et E sont élémentaires et démontrés dans Le point @, moins immédiat, se déduit de

I’étude du Laplacien libre. C’est une version micro-locale de la condition de radiation Sommerfeld. Si ’on
change le signe devant iha,, dans (B), il faut remplacer Inc par

Outec = {(z,&); |z| > M, z.£ > 0}.

On renvoie & [fJpour la démonstration. O
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Fig. 1 : le support de u

THOMAS DUYCKAERTS

L’équation (@) est une équation de transport qui implique
que la mesure, en dehors des poles, est invariante le long des
courbes intégrales du champ hamiltonien associé a £3d,, qui
dans notre cas sont de la forme : {(zo + s£0,%0),s €|a,b|}.
Dans [H], il n’y a pas de pole, et le point E implique donc,
avec cette propriété d’invariance de la mesure et une hypothese
de non-capture qui dit que toute courbe intégrale du champ
hamiltonien passe dans ’ensemble Inc, que la mesure p est
nulle. Ceci montre, la suite (u,) étant h,-oscillante, qu’elle
tend vers 0 dans L _, contredisant ainsi I’hypothese (@)

Dans notre cas, la stratégie de preuve est la méme, mais
I’argument précédent ne fonctionne pas pour les trajectoires
passant par P. L’invariance de la mesure et le point E de la
proposition @ impliquent seulement que le support de p est
inclus dans la réunion des rayons reliant les poles et des rayons
sortants partant de chacun de ces pdles (cf figure ci-jointe).

Ces derniers rayons sont les plus faciles a éliminer, par un argument de “conservation de ’énergie”
exprimé dans la proposition @ : si le support de la mesure p ne contient aucun rayon rentrant dans un
certain compact, il ne peut pas non plus contenir de rayon sortant de ce compact.

Proposition 3.4. Soient Ry, R, vérifiant :

0< R < Ro,
et tels que x et V soient nuls sur {|x| > Ry1}. Supposons :
(23) supp N {Ry < [z < Ro} C {z.{ > 0}
ou :
) supppu N {Ry < |z < Ry} C {w.£ < 0}

Alors i est nulle sur {|x| > Ry}.

Démonstration. Soit ¢ € C*(R?), radiale, telle que :

r>Re=o¢(r)=1, r<Ri=p(r)=0 —>0.

Alors :

0 =Im ((—h*Au — u + ihau), pu)

L2(R4)

:Imh/hV(p.VuUdm+ha/|u|2<pdx

Donc d’apres ([17) :
(24)

Im/thga.Vunﬂndz — 0.

n—-+4oo

La suite u,, est hy,-oscillante, on a donc, en se donnant une fonction 1 de C§° (Rd), a valeurs réelles et

valant 1 pres de 0,

lim Tm [ hVe.Vuidr = lim  lim Im hVe.Vut (R™'hD) udx

n—-+4oo

— 400 n—+00

= lim lim Im / ¢ (R7'hD) (Vo.Vu)udz

R— 400 n—+00
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On déduit de (P4) que cette derniere quantité est nulle. Mais d’apres Uhypothese (29) ou (R3), Vo(z).¢
a un signe constant sur le support de p. La positivité de p montre alors qu’elle est nulle sur ’ensemble :

{Ve(x).£ # 0}

ce qui implique la nullité de p sur la couronne {Z—f # 0}, et donc par invariance sur {|z| > R;}. O

Il nous reste & montrer que p ne charge pas les poles et s’annule le long des rayons reliant ces poles.
La premier point ne nécessite pas ’hypothese (B) et est traité dans les deux prochaines parties. Dans le
cas d’un seul pole, on en déduit immédiatement la contradiction recherchée. Le deuxiéme point est traité
dans la partie @ ou on a besoin de toutes les hypotheses (E),.., (E) sur V.

3.2. Elimination des petites harmoniques sphériques prés d’un podle. D’apres le paragraphe Ell,

la projection spatiale du support de la mesure p est incluse dans I'ensemble formé des N poles et des

w segments les reliant. On cherche ici & étudier le comportement de ;v au voisinage d’un pole p;.

On translate le repere pour prendre p; comme origine et on se place en coordoonées sphériques :

r=|z| €]0,4+00[, 0= L e gd-t,

||
ep1

P2

Notons Pj I’ensemble des péles différents de 0 dans ce nouveau repeére
et Z; les directions sortantes :

ZQ',.""
7 Dy /
1 Zj=—=, p;€P.
VA |p;

Fig. 2 : les vecteurs Z;

La mesure au voisinage de x = 0 se concentre (sauf peut-étre en x = 0), sur {|¢{| = 1}, sur chacun des
segments partant de 0 dans les directions Z;. Elle est invariante par le flot hamiltonien en dehors de 0 et
ne charge pas 0. On en déduit :

+oo
<]11¢0u,a> = Z / (Aja(m =tZ;,6 =Z;)+ N\ alx =tZ;,§ = —Zi)) dt,
(25) p;eP’ 0

a€Cy ({xeR: Jz| <1} xRY),

ou les )\;r, A; sont, du fait de la positivité de i, des constantes positives.
Décomposons u et f en harmoniques sphériques :

(26) Un(2) = Ukn(r)ex(0),  ful(z) = fen(r)en(0),

keN keN
ou les e sont les fonctions propres du Laplacien sur la sphere, qui forment une base hilbertienne de
L?(8971) telle que :

er € C®(S7Y),  —Aey, = viey,

V1 2V 219 =0, 1 e “+o0
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Fixons un entier naturel 7. On sépare les petites et les grandes harmoniques sphériques de u et de f :

def def
Up = Upn + Ugn, Upn = E Ukn€k, Ugn = E Ugn€k

v <v v >U
(27) def - def -
fn = fpn + fgna fpn = Z fkneka fgn = Z finek.
v <0 v >0

On notera p, (respectivement pi4) la mesure semi-classique associée pres de 0 a la suite (upn)n (respective-
ment (ugn)n) et & la suite d’échelle (hy,),. Par un argument élémentaire d’orthogonalité, 1’équation ([[4)
étant radiale au voisinage du pole, les deux suites vérifient pres de 0, cette méme équation (en remplagant
frn pAr fgn ou fpn), et elles sont donc toutes les deux hy,-oscillantes.

L’intérét de cette décomposition est que pour étudier u,, on est ramené & un nombre fini d’équations
différentielles ordinaires, et que l'opérateur P est “tres” positif pres de 0 lorsqu’il agit sur les grandes
harmoniques sphériques. Dans ce paragraphe, on montre que les petites harmoniques sphériques ne jouent
aucun role. L’étude de gy se fera dans les deux paragraphes suivants.

Proposition 3.5. Sous les hypotheéses (ﬂ),..,(ﬂ) et (B), la mesure u, est nulle et les mesures i et g
sont égales.

Démonstration. On commence par démontrer :
Lemme 3.6. La mesure i, ne charge pas 0.

Démonstration. On considere la mesure jy, associée a la suite h,-oscillante (ugner), . Puisque u, est la
somme d’un nombre fini de ugeg, il suffit de montrer le lemme sur chacune des mesure p. On fixe donc
k > 0. On a, en notant ’ la dérivée par rapport a r :

2
(28) —h2ul B2+ (V4 V—;)ukn — (1 = Pt )in, = hfin
r
Posons :
d—1 d—1
(29) Ukn (1) =72 Vin,  fen(r) =772 gin
2 2

def v, d°—4d+3 1
(30) Wiy =V + 2 + 0z [Wi(r)] < o
Ona:

_ def 2d_2 2 (1
(31) Spveg = hgr, Sk = —h a2 + h=Wy (1 zha)

r

Dans cette démonstration, on ne précise pas la dépendance éventuelle en k des constantes (qui sont bien
str indépendantes de n), k étant fixé de bout en bout. Il suffit de montrer :

r1
Ve >0, dry > 0, limsup/ |v;m|2 dr <e.
n—-+oo JQ

Soit € strictement positif. D’apres (E),

To h2
C5 > 0, VTL, / r—;|vkn|2 dr < Cs.
0

Soit m > 0. On a :
mh mh h2

(32) / lvi ()2 drr < m2/ —2|v1€|2 dr < Cym? <,
0 o T

en choisissant m assez petit pour que la derniere inégalité soit vérifiée. Il nous reste a majorer la norme
L? de vy, dans la zone {r > mh}. On introduit :

de
Ejon(r) & vin ()% + (Bl ()]
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qui est dérivable, de dérivée :
Ej(r) =2Re (Vj,Vy, + h*v},V})
=2Re (hQka;CVk — iV Vg — hxvﬁfk)
Cih
B < (T4 o) Il + i

(33) —E(r) < (% + 1) Er(r) + |fe(r)]?,

des que n est assez grand pour que « soit inférieur a 1. On a obtenu la deuxieme ligne par ’équation
(Ell) sur vg. Majorons Fj, pres de 0 par le lemme de Gronwall. Pour cela, on fixe deux réels strictement
positifs ¢ et p. I découle de (B3) :
Vr > t, 7di (eftT(Clh/SZJrl)dsEk(r)) < ej‘tT(Clh/SZJrl)ds|fk(r)|2.
r
Soit, en intégrant cette inégalité entre t et t + p, avec t > mh :

l
Ei(t) < eC/me2 4 eCUmEL(t 4 p),  k2(n) / [fon (r)[*
0

On integre maintenant par rapport a la mesure dt entre mh et un réel strictement positif 1. On obtient :

71 T1
(34) Ep(t)dt < eCr/mtep g2 1eCr/mte [ By (t+ p)dt
mh S———— mh
—0

n—+oo

Fixons p strictement compris entre 0 et . On a :

r1+p r1+p r1+p
/ Ep(r)dr = / |u;€(r)|27°d_1 dr + h? / |u§€(r)|2rd_1 dr + O(h2), n — 400

p p p
r1+p
(35) hmsup/ Epn(r)dr <2ur({p < |2] <711+ p})
n—-+4oo p

On a obtenu cette derniere ligne en utilisant que sur le support de p1l 40y, et donc sur celui de g 11,0y,
|¢] vaut 1. La forme de la mesure p, prés de 0 montre que le terme de droite de cet inégalité peut-étre choisi

—C1/’m

plus petit que e €, en prenant r; assez petit. En effet, 'orthogonalité des harmoniques sphériques

montre que :
u{p < el <+ p}) =mp({p < [x] <14 p}h) + pg(fp < |zl <71+ p})
Zpp({p < || <71+ p}),

et la mesure p ne charge pas les cercles autour du podle. Finalement en utilisant @) avec un tel 7, ainsi

que (B2),(B4), on obtient :
1
lim sup/ Epp(r)dr < 2e,
0

n—-+4oo

ce qui acheve la démonstration. O

Fixons maintenant un ro proche de 0. Les suites (u,), (ugn) et (upn), vérifient deux propriétés
d’“orthogonalités”.
— La premiere est simplement I’orthogonalité dans L? des harmoniques sphériques, qui implique :

('Uzgna Upn) L2({r<ro}) =0
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D’ou :
2 _ 2 2
|u"|L2({r§r0} = |upn|L2({r§m} + |ug"|L2({T§ro}’

(36) p{r <ro}) = pg({r < ro}) + pp({r < r0}).

— La deuxieme est le fait que les deux mesure pll |, <2rq) €t pip I{|z|<2s,} SOnt mutuellement singulieres.
La premiere de ces mesures est portée par ’ensemble :

S=SxR{, S={sZ;, s€[0,2r0], pj €P}}.

Nous allons démontrer que fip1L{);<2r,) ne charge pas cet ensemble. Soit € > 0. La mesure u, ne
charge pas 0, donc si p est assez petit,

(37) mp({le] < p}) <.

D’autre part, up, ne peut pas se concentrer sur un rayon. En effet, si Z est dans -1 .
(38)

1/2 1/2
2 2
n d < n d
{/!z/zz!<n, |I|§2To‘up @| x} 2 {/\m/|m|z\<n, \z\szro’uk (lzew(z/la) m}

ke <i

<% { / " g ()2 dr}m { /e-mgn |ek<9>|2do}1/2

Le premier facteur est majoré par une constante indépendante de n, et le deuxieéme, indépendant
de n, tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. On obtient finalement, avec (@) et ), que pour tout &, il
existe un voisinage V' de S tel que :

pp(V) <e,
et donc que ppllg = 0. II est facile de montrer, dans ces conditions que pour tout symbole a(z,&) €
Ce({|z] < 2ro} x R?) et pour toute fonction réguliere ¢ tronquant autour de 0, on a :

(39) (a(x, hD)pup,u)r2 — 0.

n—-+o0o

(il suffit de diviser le produit scalaire entre un petit voisinage de S, sur lequel la limite supérieur des
normes L? de uy, est aussi petite que I'on veut, et son complémentaire, sur lequel la norme L? de
Ugn tend vers 0 quand n tend vers I'co). Finalement, 'égalité : ug = u — u, et (BY) impliquent :

(40) pe({r <ro}) = p({r <ro}) +m({r <ro}).
Dapres (BA) et (1d), pp ({r < ro}) est nulle. La proposition B.g est démontrée. O

3.3. Absence de concentration sur le pdle.
Proposition 3.7. Sous les hypotheses (ﬂ),..,@ et (@), la mesure p ne charge pas les poles.
Corollaire 3.8. Sous les mémes hypotheses et si N =1, p est nulle.

En effet, dans ce dernier cas, d’apres le paragraphe (propositions @ et @), la projection en z du
support de u est incluse dans le pole. L’étude du cas N > 2 est complétée dans la partie B.4.

Pour montrer la proposition, on reprend les notations de la partie @ On se place encore au voisinage
du pole p;j, = 0 et on considere la décomposition (@) en petites et grandes harmoniques sphériques :
U = up + ug. La mesure u, étant nulle, il suffit de montrer que la mesure pg ne charge pas les poles. On
va en fait montrer un résultat plus fort :

Lemme 3.9. Soit t €]0,1[. Si ¥ est choisi assez grand :

(41) / |z| Hugn|* dz = O(1), n — +oo.
lz[<1
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Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme B.6, on note r(@=1/2v;,, = uy,. Fixons n et k.
Pour justifier nos intégrations par parties, on a besoin de connaitre le comportement pres de 0 de vg, et
de ces dérivées. On notera :
F(r) < G(r) <= J>0, FJA>0, Vrelo,e, |F(r)|<AG).
r—0

On a choisi les fonctions f, nulles pres de chaque pole. La fonction vg, est donc, au voisinage de 0,
solution de ’équation différentielle en y : Spy = 0 (ou Sy, est I'opérateur différentiel de degré 2 défini par
(B1)), qui admet une famille libre de solutions {y,y_} telle que :

da\’ .
<d_) Y+ (7’) 5 T17]+6k7 .7 = 07 15 2
r

r—0

® (&) vt 2,7

0

O = \/(d/2—1)2+a+1/£.

Réservons la preuve de cette affirmation & plus tard (cf le lemme ) La fonction u, étant dans le
domaine de P, r~lug, est dans l'espace L2(r¢~1dr), et donc r~lvy, est dans l'espace L?(dr). On en
déduit que la composante de vg,, selon y_ est nulle et donc que vg,, vérifie :

d\’ <
(43) (%) Vien (1) 50 ploitor  5=0,1,2
r—
Cette majoration n’est uniforme ni en n, ni en k, mais elle justifie toutes les intégrations par parties qui
suivent grace a la remarque élémentaire suivante :

Remarque 3.10. Soient F' et G deux fonctions régulieres de la variable » > 0, nulles a l'infini, telles que
pour des réelles o et 7 vérifiant 0 +7 > 0 :

d\’ dN 4
(&) 7o) 570 (5) 60 570, d=oa

r—0

Alors :

+o0 F o0
/ d—Gdr:—/ Fﬁdr
0 dr 0

Notons wg,, = e'h Vi €t posons :
l l
2
G = [P dr a2 i= [ 02w drn k)= [ lgldr
0 0 0

Mi(n) = yi(n) + (1 + h*w) B (n) + i (n).

l

Les suite ty,, AVun, et Zu, sont bornées dans L? , et f, tend vers 0 dans L2. On a donc :

n—-+o0o n—-+o0o

+oo +oo
(44) > kin) — 0, > Min) = _0().
k=0 k=0

L’équation vérifiée par wy,, pour r <[ s’écrit :

Tiwgn = he™ g

def ir/h —ir/h __ 2d2 Qbk 2 . d
(45) T, 2 eir/h G e~ir/h — _p —dr2+h T—2+h V +ih oz+2a
d? — 4d
O S e

4
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Ona:

V> U= 0, >6, 6= \/(d/2—1)2+a+172.

On se donne une fonction positive ¢ de C§°(]0,![) valant 1 pres de 0. Le réel ¢ €]0, 1] étant fixé, on choisit
U tel que :

(46) 20 —t > 0.

On commence par montrer que si U est assez grand :

(47) /h721|w§m|2r_t<p dr + / h2|Win[*r ™"t dr = O (M7 (n)),
ol on a noté :

Xp(n) = 0 (Ya(n)) < 30 >0, Vk, vp>5, Vo, |Xp(n)|<C|Yi(n)l.

La constante C' dépend donc éventuellement de ¢ mais ni de n, ni de k, moyennant la condition : vy > D.
On a (dans tous les calculs qui suivent on omet les indices n pour alléger les notations) :

I I

48) Re | Towiwir'“tpdr = —Reh? [ w/wi,r'tpdr
k ¥ Wk ¥

+Reh2bk/ka%r_l_tgodr—i—RehQ/VWkWﬁl_t@dr+Imha/ka§€r1_t<pdr

Iz 13 14

Remarquons que par les estimations (@), et I’hypothese (@) sur le parametre ¢, toutes ces intégrales
sont absolument convergentes. On a :

1 d
L = f§h2/%|wg|2r17twdr
(Wi |2 < p2oet di|wf€|2 <2 0.
r

D’apres la remarque et la condition 26 — ¢t > 0, on peut intégrer par parties :

1-1¢ 1
(49) L = %h2/|wﬁc|%_ttpdr+§h2/|w§c|2r1_t<p'dr.

Ita O(vi(n))

Pour majorer le dernier terme on a utilisé que la dérivée de ¢ est nulle prés de 0. En raisonnant de la
méme maniere pour justifier les intégrations par parties, on obtient :

1+t h?
(50) I :—( + )thk/|Wk|2T_2_t(pdT—?bk/|Wk|27‘_1_t(pld7‘.

Inq O(h?(1412)82)




OPERATEUR DE SCHRODINGER AVEC POTENTIEL SINGULIER MULTIPOLAIRE 15

Par la majoration (f]) sur V, on a :

Cv _
il <h® [ S willw 1o dr

B2 1/2 1/2
SCV {/T_2|Wk|27"t$0dr} {/h2|W;C|27’t(pdT}
Cv [1 h? 2, —t 2 112 —t
Enfin, on a les majorations simples :
Iy = O(aykfBr),
(52) _ — 11—t _ i -/ 11—t _
I= | Tywiwir —todr = [ emhgiwr —‘odr = O(kpye),

Prenons ¢ assez petit pour que % > %, ce qui est possible car t < 1, puis choisissons 7 tel que :

N C
ukZVébk>2—Z.

Les deux termes principaux de () et (B0), I et I, dominent donc I3 et on obtient, par (), (£9),
Ed), B1), B2), Vinégalité (7). On va maintenant en déduire, en utilisant & nouveau ’équation () sur
wg la conclusion du lemme .Ona:

(563) J:=Im /Tkwkwkrlftgpdr

= —h%Im /WngTlitcpdTJrOzh/|Wk|27’17t50d7’+2hRe /W;Wkrlftcpdr.

J1 J2 JS
En remarquant (les intégrations par parties se justifient comme précédemment) :

J =0 (herk)
Ji1 =2Im (1 — t)h? /W;Wkr*w dr + O(hBk7k)
1/2 1/2
|J1] SCh{/h2|W§€|2rtgpdr} {/|Wk|2rtgpdr} + O(hBxk)
Jo =0(hf37)
J3 :h/dii|wk|2r1_tg0dr
—(t = Dk [ wiPrpdr + O(13})
En utilisant (i) pour majorer J;, on déduit de (53) :
/|W;m|2r_t dr = O(ME(n)).

En repassant & ug, = e~ /Pr(@=1/2y,  puis en sommant sur tous les k tels que v, > 7, et en utilisant
la majoration (4) de la somme des M2, on obtient exactement ([). O
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Lemme 3.11. Soient : 1 > 0, q1,92 € L (]0,1],R) tels que :

loc
b 1
(54) q(r) > poR b> 1
C .
(5) ()] < 5 G=12

Alors l’équation différentielle :

(56) y"(r) = (au(r) +iga(r))y(r), r€0,1],

admet une base de solutions (y+,y—) telle que :

dy :
57) () vy 5 0P, mo
(58) y-(r) 2 PP
r—0

Démonstration. Posons :
_ s _—s/2 12
r=e¢ ° ylr)=e *2(s) =r/“z(—logr).
L’équation différentielle (5§) et les hypotheses (54) et (55 s’écrivent :

(E’) 2 = (1/4 + 6_25(]1(6_5)) z+ ie_2sq2(e_s) z, s> L:=—logl
Q1(s) Q2(s)

(Z ) Qa2(s) >B:=b+1/4>0

() Qi(s) <C, j=1,2.

On s’inspire de [[J, Chap. IT Ex. 14]. Soit z une solution de (54') et Z = |z|2. Alors, en utilisant (56) et
(64'), on obtient :
Z'(s) =2Re (2(5)Z'(s))
Z"(s) =2/ (s)|* + 2Qu(s)|2(s)I”
1
>2vVB [ —=|2(s)]* + VB|z(s 2)
22V (= |6 + VEls(s)
(59) Z"(s) >2VBZ'(s).
On commence par construire la solution z_ correspondant & y_, en choisissant la solution de (@’) telle

que z_(L) = 2’ (L) = 1. Il est facile de voir, avec (5d) que Z_ et Z’ restent supérieur & 1 et croissantes.
Par le lemme de Gronwall, (@) implique :

7' (s) >e*VBG6-D 7' (L)

1
Z_(s0) >Z' (L)——=e2VB(so=L) | 7 ([,
(SO)_ 7( )2\/§6 ( )a

(60) z_(s) 2 eVBs

~J
s——+o00

ce qui démontre la condition (B8) sur y_ (r) = 71/2z_(—logr). On construit ensuite z.., comme la solution

de (5d’) définie par :
o0 o
z4(8):= z_(s)/ Qd(a).
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On a:
T do
el <6l [ =
. P
g

S/:m |z_d<o—>|’

car |z4| est croissante puisque Z l'est. Donc, grace a (B0) :

(61) 2(s) S e VP

~
s——+00

et par I’équation (E’) et les hypotheses sur Q)1 et Q5 la méme propriété est vraie pour la dérivée seconde
de z4. Il est bien connu que cela implique aussi (@) pour la dérivée premiere de z4. Les estimations (@)
sur y4 (r) = /22, (= log(r)) en découlent immédiatement. a

3.4. Fin de la démonstration dans le cas multi-polaire. Dans cette partie, on acheve la preuve du
théoréme dans le cas N > 2 en montrant :

Proposition 3.12. Supposons (E),..,(@). Soitp € P et 73,, lensemble des péles p’, distincts de p, et tels
que p ne soit pas nulle au voisinage de p’. On suppose que p n’est pas nulle prés de p. Alors p appartient
a l’enveloppe convexe de Pp.

Considérons P D'ensemble des poles pres desquels la mesure n’est pas nulle. Supposons P non vide.
Le bord de I’enveloppe convexe de P est alors un polygone dont les sommets sont des points de P. En
appliquant la proposition a un tel sommet, on obtient une contradiction qui montre que P est vide
et donc que p est nulle, ce qui prouve le théoreme .

Démonstration. On suppose encore p = 0 et on reprend les notations des deux parties précédentes.
Puisque d’apres la proposition @, 1t ne charge pas 0, la formule (@) peut se réécrire :

“+oo
{pg,a) = {p,a) = Z (AN ale =tZi,6 = Z;) + A\ ale = tZ;,€ = ~Z;)) dt
&) : p/

a€Cq ({xeR |zl <1} xRY),

ou les )\f sont des constantes positives. On commence par démontrer, prés de 0, I’équivalent du lemme
@ d’invariance globale :

Lemme 3.13. Les rayons rentrant en 0 et sortant de 0 portent la méme masse :
- _ + _.
(62) Z A= Z AT = A
p; €Po p; €Po

Démonstration. On se donne une fonction ¢ € C5°({|z| < I}), positive, radiale, décroissante en r et
valant 1 pres de 0. On a :

Sp = h;l (hiPun — Up, <,0un)L2 — h;l (cpun, hiPun — un) -~ 0.
Mais :
Sn :th(una Sﬁun) - Q(Sﬁuna un)

Zhn/(Vun-Vw)ﬂdx—hn/unvw.vm dz

=2Im /thun.Vgaﬂn dx.
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La suite (u,) étant h,-oscillante, il est facile de montrer :

0= lim S, =2ilm(p,i.Ve)

n—-+o0o

On en déduit, en utilisant 'expression (R3) :

0= Z /O+OO <)\;rfl—f(7’t))\ifl—f(rt)> dt

p;€Po
_ + -
== Y A+ > A
Pj€730 1016730

U
On écrit maintenant une variante du lemme B.d, qui utilise I'hypothese (§) faite sur la dérivée de V :

Lemme 3.14. Soit cq = W. Alors :
o h2
(63) (cd +U— —V) limsup/—"3|ugn|2dx < 2A.
2 n—-+o0 |z|

Remarque 3.15. Le lemme est similaire a la majoration intermédiaire (@) du lemme @, avec
t = 1, mais on ne peut pas démontrer la majoration correspondante de la dérivée radiale de ug, (& cause
de la constante 1 — ¢ dans @) qui s’annule lorsque t = 1) :

h2 10
limsup/—n “gn
n—-—+o00 |.’L'|

or
De méme, on ne peut malheureusement pas aboutir par cette méthode & la conclusion (ft]) du lemme B.g
dans le cas t = 1, c’est a dire montrer :

2
dzr < 4o0.

1imsup/ ||~ |ugn|2 dz < +oo0.
n—-+o0o

Notons que cette derniere propriété, avec la formule (@’) et la non-intégrabilité en 0 de Iapplication
r +— 1/r, impliquerait directement la nullité de p pres de 0.

Remarque 3.16. Le lemme correspond a un gain d’une demi puissance de r par rapport a la borne

naturelle :

hn
—u, = O(1) dans LZ .
r

Dans la suite, la fonction h?/ 2 Uy, jouera, pres 0, un role similaire & celui que jouerait une trace dans
un probleme au bord. On peut comparer le gain de 7~/2 donné par (@) au gain d’une demi-dérivée par
rapport au théoremes de traces standard obtenu sur les traces d’un probleme au bord avec des “bonnes”
conditions au bord.

1

Démonstration. On se donne k tel que v > v, et on reprend la démonstration du lemme @, mais avec
t = 1. La formule (i) est encore valable et s’écrit :

1 Iy

HEY) Re /Tkka%godr = —Re hQ/WZW%godr

+Reh2bk/ka§€T*2gpdr+Reh2/VwkwgcperrImhoa/ka&vcpdr.

Is I3 Iy
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Toutes le intégrales écrites sont absolument convergentes grace aux estimations (@) Par des intégrations
par parties élémentaires, que I'on justifie encore par la remarque , on calcule :

1
(64) Li(k,n) = §/h2 W§c|2<p’(7’)dr
h2 2
(65) Lyk,n) = /h2bk|wk|2r*3<pdr+/— TZ’“ \wi |2¢’ (r) dr +O(h?57).
Iz, Iay
h2 [ dV
Ii(k,n) = -5 —|wk|2<pdr+0(h2ﬁ,3)
o )
(66) [I3(k,n)| < B3 3IWkI @dr+ O(h*B})
(67) Ii(k,n) = O(aykfk)-

Notons :

) = Z Ij(k,n), Igab Z IQab k TL

v >0 v >0

En sommant par rapport a 'indice k, on a facilement les estimations :

i 2
(68) Toa(n) > (7 + ca) / B g oo

o[ R,
(69) To(n)] < 7/%'“3“ pdz+o(l), n— +oo
(70) Z4(n) - 0.

Il reste a étudier Z; et Zop, dont on peut calculer la limite quand n tend vers +o0o en utilisant la formule
(@’) On a:
1

1. d d—
,W/h hW —e —ir/h 7—h_ ( M“/hT 3 Uk) :hU9€+ZUk+h
dr 2r

En sommant par rapport a k, on obtient :

(71) / ‘h% +iug ’(|z|) dz +o(1), n — +oo.
Posons :
0 ) ~ -
Aimho+i, A= (@) AV(RD),
T
RS Cgo(Rd), @ =1 sur supp ¢/,

Y e CFMRY), &) =1sur {|¢| =1}

Les suites (ugn) et (hnVugy) étant h,-oscillantes sur le support de ¢’ et le support de la mesure p4 étant
inclus dans I’ensemble {|¢| = 1}, on montre facilement les convergences L? :

lim Tgupp e (Y(hnD)ugn) =0, lim Mgupp e (Y(hnD)Vugy,) = 0.

n—-+o0o n—-+oo
Et donc :
lim (fl - A) Ugn = 0 dans L*(supp ¢’).

n—0
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On en déduit :

1/ e
500 =L (o ) o)
2
nlirrolof1(”) :<,Ua %w(f) @f-% +i 90/(|9U|)>

(72) lim 7Z;(n) =24,

ol aux deux dernitres lignes, on a utilisé la formule (R9), la définition (63) de A et le fait que (0) = 1.
D’autre part :

S
o
~—
2
\
\
|;“
SN
AN
o
B
>
3
o
<
no
\6\
—
=
~—
o
B
I

h’721 2 1 2
> ot [ gl el o

v >0

h2 2 7
[ -1 rugn e s

ou Vr désigne le gradient tangentiel :

vou=vu- (V)2
or ) |x|

La limite de ce terme, quand n tend vers l'infini, est donc, par un raisonnement analogue au précédent :

. 1 z |2
(73) ngl}rloofzb(n) = <M, 590/(|5E|) £— (x-f)W > ;
qui vaut 0 car ug est nulle lorsque £ n’est pas paralelle a x. En remarquant :
4
I(n):= ZIj(n) =0(1), n— +o0,
j=1

et en additionnant (§§), (69), {@0), @), [d) on obtient (53). O

Introduisons maintenant le réel positif /4, défini par :
lg :=1li / U [Ugn|? d
:= lim sup —=|u x.
¢ n—+oo Jr<i |z[? "
D’apres le lemme précédent, on a, des que 7 st assez grand :
2A
(74) 0<1y <

~ C
ca+ 0% — =

Les )\j et les A; vont désormais jouer des roles symétriques. La mesure p étant non nulle au voisinage
de 0, on sait que A est strictement positif et on peut donc poser :

2AL; = AT+ A7, Y ty=1, 0<t; <1
Pj€730
7z = Z t]‘Z]‘,
Pj€750

Si 'on suppose que 0 n’appartient pas a 'enveloppe convexe de 750, le vecteur Z (qui ne dépend pas de ©
d’apres la proposition (@)), est non nul. Notons que si p était invariante par le flot hamiltonien, y compris
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le long des rayons passant par le pole, on aurait Z = 0. Cette invariance se démontre habituellement en
calculant le commutateur C' = [—h?P, A], ou A est un opérateur semi-classique a(z, hD), a € C§°. Dans
notre cas, C' ne peut pas s’estimer, car le potentiel V' commute trés mal avec de tels opérateurs. Pour
contourner ce probleme, on remplace A par un opérateur différentiel de degré 1 dont on peut exprimer
exactement le commutateur avec V en fonction de la dérivée de V. L’hypothese (F), et I'estimation ([4)
sur [y permettent alors de maitriser suffisamment C' pour montrer que Z = 0. Ce résultat est plus faible
que le théoreme d’invariance pres du pole, mais suffit pour démontrer la proposition .

Lemme 3.17.
(75) 4M|Z| < VdCY 1,
Démonstration. Remarquons d’al?ord que P, qui est un opérateur borné de son domaine D(P) dans L2,
définit par dualité un opérateur P borné de I'espace L? dans D(P)* :
(PF,G)p(py-.pp) = (F,PG)12, FeL? GeD(P).

De plus, D(P) contient I'espace de fonctions test C§°(RY\P), donc D(P)* est un sous-espace de 'espace
de distributions D’(R4\P), et, d’apres la proposition :

PF = —AF +VF dans D' (R)\P).

Soit ® = (Pq, .., P4) un champ de vecteurs C* & support compact dans un petit voisinage de = 0 sur
R<, qui pres de 0 est constant et égal au vecteur (1,..,1). Soit j un entier compris entre 1 et d. On sait
que la suite (h,®;0,, ugn)n est bornée dans L2. On en déduit :

((h?zﬁ - 1) (I)jafjugn’ ugn) = ((I)jafjugm (h%P - 1) UQ")

=o(1), n — +4oo.

De méme,
(®;0,, (haP — 1) ugn,ugn) = — ((h2P — 1) ugn, Is, (jtgn))
=o0(1), n — +oo.
Et donc :
(76) C:= <<I)j8zjh2Pug - h2]5<1)j81jug,ug) e 0

Dans ([fd), le produit scalaire est bien défini au sens de la dualité entre D(P)* et D(P). On peut exprimer
C en fonction de p et d'un terme dominé par Iy & l'infini :

(77) C = [®500, h2(—A + V)ug] g )

(78) ([@50,, ~h2A] g, g ) =203 (VD;.V0, g, ug) +0(1) 1 — +00

—{n26.v®;¢;)
‘(hQ [©;0:,,V] ug,ug)’ = ‘hZ (®;(0a; V)ug, Ug)‘

(79) <Cylg+o0(l) n— +oo.

ou a la derniere ligne on a utilisé ’hypothese (E) et la définition de /. Finalement, on remarque que
d’apres (23]), et puisque ®;(0) = 1,

<;L, 2§.V@j§j> = —4AZ ey,
ol e; est le vecteur unitaire dont la j-ieme coordonnée vaut 1. En utilisant (76),([77),([g),([79), on obtient :
4M|Z.ej| < Cyly,

dont on déduit (FF) en sommant les carrés. O
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En utilisant ([4) et le lemme .17, on obtient :

4MN|Z) < \/EC(,LC,.

ca+ 0= 5°

Or Z ne dépend pas de 7, que I’on peut prendre aussi grand que ’on veut. On a donc Z = 0, ce qui montre
que le pole 0 est un barycentre des directions Z; correspondant au poles p; qui appartiennent a Py. On
peut en déduire facilement que 0 est dans ’enveloppe convexe de Py, ce qui démontre la proposition

B.12, O

4. UNE VARIANTE DU THEOREME [l]

Dans cette section, on écrit une généralisation partielle du théoreme EI qui permet de considérer des

potentiels de la forme :
1 T — T n d 1 2 50
s s z
[z —p;2 7 e —ay2) 7 7 \2

pres de chaque pole p;. Nous précisons ensuite les modifications a apporter a la démonstration du théoreme
| pour démontrer ce résultat.

Théoréme 2. Soit P = {p1,..,pn} un ensemble de poles sur R et P = —A+V, ot V est un potentiel
réel sur R? tel que :

V=V+V,
avec :

— V1 vérifiant les hypothéses (B), . .,(E) du théoreme E,
-Vee Ly, (Rd\P), a support compact sur R et tel que, si |z —p;| <1 :

) = 1 . T— T . oo qd—1
0 N i = N
(5H) Vob; € L=(S91).

Alors la conclusion du théoréme I] reste valide : si x € C§° (Rd) ,
c
(81) El)\o > 07 aC > 05 VA > AOv Ve > 05 ||XRA:|:’L'€X||L2—>L2 < ﬁ

De plus, comme dans le théoréme E, siN=1, @) reste vraie sans les hypotheses (E) et (@”) faites sur
le gradient de V.

Remarque 4.1. Un tel V vérifie les hypotheses (|),. . .,(fl) du théoreme [l], ce qui permet de définir comme
dans la section E, lopérateur P qu sens des formes quadratiques.

Remarque 4.2. Dans le cas unipolaire, les potentiels de la forme :

a6
V(r0) = x(@) 8 e 1= (51, al®) a0, a0+ (42— 1) >0,
r
ou x est une fonction & support compact valant 1 pres de 0, rentrent dans le cadre du théoreme E
Contrairement aux résultats connus jusqu’alors, on ne fait aucune hypothése dans ce cas sur la dérivée
du potentiel pres du pole, ce qui est naturel : on n’a pas besoin d’un telle condition pour que P soit positif.
Malheureusement, comme dans le cas radial, les conditions sur |VV/| réapparaissent lorsque N > 2 pour

éliminer les rayons éventuels entre les poles du support de p.
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Démonstration. On reprend point par point la démonstration du théoreme [| de la section E
La partie @, qui ne nécessite que les hypotheses (E), ) .,(ﬂ), reste valable.
On se place ensuite pres d'un pole p;, que 'on prend comme origine du repere. L’équation sur u,,
s’écrit, en coordonnées polaires au voisinage de ce pole :
0? d—120 h?
52tn hiT—un + B2V (r)uy, — T—; oUn +

or
ot on a noté Ay le Laplacien sur la sphere S9~1. On considere alors 'opérateur sur L2(S971) :
H=-Mg+b;(0), DH)=H*(S"").

La fonction b; étant positive est bornée, il est facile de voir que H est un opérateur auto-adjoint positif
a résolvante compacte. I1 admet donc une famille de vecteur propre formant une base hilbertienne de
espace L? (S971) :

b; (0)

r

_hi Up = hanna

e € CYSY™Y), Hep = viley

Vpga 2V 21520, vg — 400
k——+o0

On décompose, comme dans la partie @ chacune des fonctions u,, et f, selon ces fonctions propres :
un(@) =Y uin(r)er(0),  fal) =Y fia(r)ei(0).
keN keN

Puis, ayant fixé un entier naturel o, on regroupe a nouveaus selon les grandes et les petites valeurs
) )
propres :

def def
ok * * ac) E: * ok * e E: * ok
Unp, _upn+ugn’ upn - Ugn €k ugn - Upn €k
<D

vE>U
def def
_ rx * * €] * % * ae) * %
f" 7fpn+fgn7 fpn - § : fknek’ fgn - § :fknek
vy <v v >U

Les parties @, , @ de la démonstration fonctionne alors parfaitement en remplacant les ex par les
e}, et les décompositions en harmoniques sphériques par les décompositions correspondantes associées
aux ej. Remarquons que I'équation sur uj, pres du pole s’écrit :

*

TH Tt (V1 (r) + %) up — (1 —day)ui = haff.

2 I 2
—hur” — h;,

Elle est donc identique & Iéquation (R) vérifiée par uj dans la démonstration du théoreme [J, et en
sommant ces équations, on obtient pres du poles les bonnes équations sur uy et uy :

(82) h?Pu} — (1 —iha)ug = hf}, h*Puy — (1 —iha)u, = hf;.

Notons que dans les parties @ et , les calculs se font sur chacune des harmoniques sphériques et que
dans @, on utilise seulement 1'équation sur ug identique & (82)), et les hypotheses (ﬁ) et (E) sur V', qui
sont encore valables ici grace aux hypotheses ([) et (f) sur Vi, et (R0), () sur V5. On n’utilise jamais

directement, dans @, la forme radiale de V' pres du pole. O
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