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Résumé
Nous montrons un lemme de connexion C! pour les pseudo-orbites des difféomorphismes

des variétés compactes. Nous explorons alors les conséquences pour les difféomorphismes
C'-génériques. Par exemple, les difféomorphismes conservatifs C''-génériques sont transitifs.

Abstract

We prove a C'-connecting lemma for pseudo-orbits of diffeomorphisms on compact man-

ifolds. We explore some consequences for C'-generic diffeomorphisms. For instance, C'-
generic conservative diffeomorphisms are transitiveﬂ.
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1 Introduction

1.1 Récurrence des difféomorphismes génériques
1.1.1 Les divers types de récurrences

On sait depuis le début du 20° siecle que la dynamique globale des difféomorphismes ou des
équations différentielles peut étre tres complexe méme en basse dimension : pour décrire cette
dynamique globale il ne suffit pas de chercher des états d’équilibre (des orbites périodiques) qui
seraient la limite de toute orbite. L’existence d’intersections homoclines transverses, découverte
par H. Poincaré [Pd], est un phénomeéne simple et résistant aux perturbations et G. D. Birkhoff

Bij] a montré qu’il entraine l’existence d’une infinité d’orbites périodiques dont la période tend
vers 'infini.

Cette complexité des systemes a amené les dynamiciens a chercher la meilleure notion
d’ensemble qui concentrerait la dynamique non-triviale. De nombreuses définitions ont été uti-
lisées. En voici quelques unes parmi les plus fréquentes, exprimées ici pour un difféomorphisme
f d’une variété compacte M :

— I’ensemble Per(f) des points périodiques,



— les ensembles des points positivement ou négativement récurrents de f, que 'on note
Rec, (f) et Rec_(f) ,

— les ensembles L (f) et L_(f) qui sont I'union des ensembles w-limite et a-limite des points
de la variété, et leur union L(f) = L (f) U L_(f),

— lensemble Q(f) des points non-errants de f (appelé également ensemble non-errant), in-
troduit par Birkhoff dans [Bij]] : un point est dit errant s’il admet un voisinage disjoint
de tous ses itérés. Cet ensemble est compact, invariant, et contient I’adhérence de tous les
ensembles cités ci-dessus.

En général ces ensembles ne coincident pas : pour deux quelconques d’entre eux il existe des
difféomorphismes pour lesquels ils sont différents (voir [BH] pour une exposition détaillée sur les
différents types de récurrence).

Plus récemment C. Conley [Cd] et R. Bowen [Bd] ont introduit les notions de pseudo-orbites
et de points récurrents par chaines : ce sont les points qui admettent des pseudo-orbites fermées,
c’est-a-dire que I'on peut fermer leur orbite si 'on admet une erreur abitrairement petite faite a
chaque itération. Cette notion provient d’une vision perturbative de la dynamique : les pseudo-
orbites sont les orbites que 'on voit si 'on ajoute un bruit a la dynamique.

La différence entre [’ensemble récurrent par chaines R(f) (i.e. I'ensemble des points récur-
rents par chaines) et I’ensemble non-errant se comprend bien dans ’exemple des dynamiques
hyperboliques, i.e. vérifiant ’Axiome A. Dans ce cas le théoréeme de décomposition spectrale
de Smale (voir [Bui]) décompose I’ensemble non-errant Q(f) en union finie d’ensembles hy-
perboliques transitifs A; disjoints, appelés piéces basiques. On appelle alors cycle toute suite
périodique de pieces basiques telle que la variété instable de chacune rencontre la variété stable
de la suivante. Les points errants mais récurrents par chaines sont alors les points d’intersections
des variétés invariantes des pieces basiques d’un méme cycle. J. Palis [Pd] a montré que ces in-
tersections de variétés invariantes formant un cycle sont responsables des 2-explosions. Dans ce
cadre, R(f) apparait comme I’accroissement potentiel de €(f), ou plus précisément comme la
limite supérieure des €2(g) pour g convergeant vers f. C’est donc naturellement ’hyperbolicité
de ’ensemble récurrent par chaine, plutot que celle de ’ensemble non-errant qui est la clef de la
stabilité structurelle, et les hypothéses de la théorie de Smale s’expriment plus simplement en
termes de R(f) :

f vérifie ’Axiome A et la condition “pas de cycles” <=

Q(f) = Per(f), est hyperbolique et ne présente pas de cycles <=
R(f) est hyperbolique.

Cette condition est équivalente a I’Q-stabilité (stabilité structurelle restreinte a (f)), et équi-
valente de fait a la R(f)-stabilité, a priori plus forte. La preuve de I’Q2-stabilité passe par deux
étapes :

— la notion de filtration, qui structure de fagon robuste la dynamique globale autour des
pieces basiques : la variété est coupée en tranches ordonnées contenant chacune une unique
piece basique; les orbites respectent 'ordre sur les tranches : si une orbite sort d’une
tranche c’est pour entrer dans la suivante, et de ce fait elle ne reviendra plus visiter les
tranches antérieures (chaque départ est sans retour) ; une orbite qui entre dans une tranche
et qui n’en sort plus appartient a la variété stable de la piéce basique correspondante. En
particulier, toute orbite s’accumule (positivement et négativement) sur une unique piece
basique.



— I’étude locale de la dynamique au voisinage de chaque piéce basique. Par exemple le lemme
de pistage (shadowing lemma, voir [Bd]) montre que toute pseudo-orbite dont les points
appartiennent a une piece basique reste voisine de (“est pistée par”) une unique orbite de
cette piece basique. En conséquence, tout point dont 'orbite s’accumule positivement sur

une piece basique appartient a la variété stable d’un point de cette piece basique.

Des filtrations structurant la dynamique globale existent en toute généralité, associées a
I’ensemble récurrent par chaines :

On définit une relation entre les points de R(f) : deux points sont équivalents s’il existe
des pseudo-orbites (de sauts arbitrairement petits) joignant I'un a lautre et réciproquement.
L’ensemble R(f) est ainsi I'union des classes d’équivalences qui sont des compacts invariants
(nous les appellerons les classes de récurrence par chaines). C. Conley (voir [Cd] et [Rd, Fun-
damental Theorem of Dynamical Systems|) montre l'existence de fonctions ¢: M — R, dites
fonctions de Lyapunov, strictement croissantes le long de toute orbite de M \ R(f), et constantes
le long de celles de R(f). On peut de plus choisir ¢ telle que deux points de R(f) soient dans un
meéme niveau si et seulement s'ils sont équivalents et telle que I'image ¥ (R(f)) soit un compact
totalement discontinu de R. Les niveaux d’une telle fonction de Lyapunov 1) permettent alors
de construire des filtrations séparant les classes de récurrence par chaines.

Cependant une classe de récurrence par chaines n’est pas a priori une “piece élémentaire
de la dynamique” puisqu’elle peut parfois se décomposer en union de compacts invariants plus
petits.

1.1.2 Dynamiques génériques

La variété des comportements possibles d’un systeme dynamique a amené 1’idée d’éviter les
pathologies fragiles (ne résistant pas a d’infimes perturbations du systéme) et de concentrer
I’étude sur les comportements génériques.

Cette étude est intimement liée aux résultats perturbatifs : ainsi le théoréeme de transversalité
de R. Thom se traduit pour les dynamiques génériques, en toute topologie C”, par le théoreme de
Kupka-Smale : C"-génériquement, toute orbite périodique est hyperbolique et toute intersection
entre variétés invariantes d’orbites périodiques est une intersection transverse.

Dans cet esprit, un résultat essentiel de 1’étude des dynamiques C'-génériques est le célebre
lemme de fermeture de C. Pugh (Pugh’s Closing Lemma [Pd, [PR]]). En permettant de créer par
(C'-petite) perturbation une orbite périodique passant pres d'un point non-errant arbitraire,
il montre que, C'-génériquement, ’ensemble non-errant Q(f) est 'adhérence de I'ensemble des
points périodiques. Ceci entraine que, C'-génériquement, tous les candidats pour représenter
la dynamique non-triviale se valent, sauf éventuellement 1’ensemble récurrent par chaines pour
lequel la question restait ouverte; en formule :

f est Cl-générique = Per(f) = Rec, (f) = Rec_(f) = L(f) = Q(f) C R(f).

Par analogie a la description donnée par Smale de la dynamique globale des difféomorphismes
Axiome A sans cycles, on aimerait obtenir une “décomposition en pieces élémentaires de la dy-
namique non-triviale” d’un difféomorphisme générique. Un candidat naturel est bien sir I’ensem-
ble récurrent par chaines R(f) et sa décomposition en classes d’équivalence de la théorie de
Conley (voir ci-dessus).

L’étude des dynamiques C'-génériques a connu récemment de nombreux développements

(voir [BDY, [Ary], CMD, [CM, MT, AH, WJ)), & la suite d’'un nouveau résultat de C''-perturbation,




le lemme de connexion de S. Hayashi [Hd] et ses variantes par L. Wen et Z. Xia [WX]| et par
M.-C. Arnaud [Arj]. Ce lemme de connexion permet de faire passer (par une C'-perturbation
du difféomorphisme) 'orbite d’un point = par un point y, si, pour la dynamique initiale, les
orbites positive de x et négative de y s’accumulent sur un méme point non-périodique.

Il existe, pour les difféomorphismes génériques, un second candidat pour la décomposition de
la dynamique non-triviale en pieces élémentaires. Grace au lemme de connexion, I’ensemble non-
errant d’un difféfomorphisme générique se décompose en union disjointe de compacts invariants
faiblement transitifs mazimaux : pour tout couple de points d’un tel ensemble, tout voisinage
du premier point possede des itérés positifs rencontrant un voisinage arbitraire du second de
ces points, et réciproquement. En effet [[Ary], [GW] montrent que cette relation sur les couples de
points de Q(f) est, pour un diffomorphisme générique, une relation d’équivalence fermée dont
les classes d’équivalence sont les ensembles faiblement transitifs maximaux (ce n’est pas vrai
pour tous les difféomorphismes). Cette nouvelle décomposition en pieces élémentaires n’est pas
indépendante de celle donnée par Conley : en effet, un faiblement transitif maximal est toujours
inclus dans une classe de récurrence par chaines. Ces résultats ne donnaient cependant pas de
filtrations associées a cette partition de (f) en classes.

Suivant une approche légerement différente, [BD1|] avait proposé les classes homoclines (a-
dhérence des points homoclines transverses) des orbites périodiques comme étant les candidats
naturels a étre les pieces élémentaires de la dynamique : les classe homoclines sont des ensembles
transitifs canoniquement associés aux orbites périodiques et coincident avec les pieces basiques
dans le cas des dynamiques hyperboliques. De fait, [Ar], montrent que les classes homo-
clines des difffomorphismes génériques sont des ensemble transitifs saturés : elles contiennent
tout ensemble transitif qu’elles intersectent (en particulier elles sont disjointes ou confondues);
leurs preuves montrent également que les classes homoclines sont (génériquement) des ensembles
faiblement transitifs maximauxf]. F. Abdenur [AH] montre alors I'existence de deux C'-ouverts
disjoints S et A dont I'union est C'-dense dans ’ensemble des difféomorphismes et tels que :

— les difféomorphismes génériques de S possedent une infinité de classes homoclines (on parle
alors de dynamique sauvage);

— pour un difféfomorphisme générique f de A, 'ensemble non-errant (f) est I'union d’un
nombre fini de classes homoclines disjointes, ce nombre étant localement constant parmi
les difféomorphismes génériques; de plus il existe une filtration de la variété associée a
cette partition de (f) en classes homoclines. On parle alors de dynamique apprivoisée.
Pour ces dynamiques apprivoisées, les ensembles R(f) et Q(f) coincident et de plus la
partition de R(f) en classes de récurrence par chaines coincide avec la partition de (f)
en ensembles transitifs qui sont les classes homoclines.

Les systemes apprivoisés admettent donc une description de leur dynamique globale tres
proche de celles des difféomorphismes de type Axiome A. La dynamique en restriction aux
classes homoclines n’est cependant pas nécessairement hyperbolique : il s’agit bien d’une classe
de difféomorphismes plus vaste que celle des Axiome A. Des exemples de dynamiques ap-
privoisées non-hyperboliques peuvent étre construits a I’aide d’ensembles robustement transitifs,
pour lesquels il existe de nombreux exemples locaux ou globaux. Il n’est a ce jour pas connu si

2Une classe homocline H (P, f) d’un difféomorphisme générique f est 'intersection de I’adhérence des variétés
instable et stable du point P, d’apres [ Ces adhérences sont stables au sens de Lyapunov pour f et f=1,
respectivement, d’apres , c’est-a-dire qu’elles admettent une base de voisinages positivement invariants
pour f et f', respectivement. On en déduit que tout ensemble faiblement transitif intersectant H (P, f) est
inclus dans des voisinages arbitrairement petits des adhérences des variétés invariantes, et donc dans H (P, f).



les classes homoclines des dynamiques apprivoisées sont nécessairement robustement transitives
(dans ce cas I’ensemble des dynamiques apprivoisées serait un ouvert dense de A). Nous verrons
cependant, en conséquence de nos résultats, qu’elles vérifient une propriété proche de la robuste
transitivité que nous appellerons robuste récurrence par chaines.

Le fait que le C'-ouvert S est non-vide pour les variétés de dimension supérieure ou égale
a 3 (autrement dit, I’existence de dynamiques sauvages) a été montré dans [BD/|]. Ce n’est pas
connu en dimension 2 pour la topologie C! considérée ici; rappelons qu’en topologie C2, la
coexistence génériques sur les surfaces d’une infinité de classes homoclines (en fait, des puits
ou des sources) est connue depuis [N, NgJ. De plus, ruinant les espoirs de [BD4]|, [BDd] montre
I'existence de difféomorphismes localement génériques possedant une famille non-dénombrable
d’ensembles transitifs saturés, stables au sens de Lyapunov pour les temps positifs et négatifs,
et qui ne contiennent aucune orbite périodique : de fait, pour les exemples connus, la dynamique
en restriction a ces ensembles transitifs est minimale.

Dans cet article, nous montrons un nouveau lemme de perturbation (voir le théoreme [L.9) :
si deux points sont joints par des pseudo-orbites de sauts arbitrairement petits, alors il existe des
Cl-petites perturbations de la dynamique telles que l'orbite positive du premier point passe par
le second de ces points. De plus, dans le cas conservatif, ces perturbations peuvent étre choisies
préservant le volume. En particulier, comme dans le cas des {2-explosions associées aux cycles
des difféomorphismes Axiome A, 'ensemble R(f) est 'accroissement potentiel de Q(f).

Ceci nous permet de montrer que, génériquement, les ensembles R(f) et Q(f) coincident et
que de plus la partition de R(f) en classes de récurrence par chaines coincide (génériquement)
avec la partition (définie génériquement) de Q(f) en ensembles faiblement transitifs. Les deux
candidats que nous proposions comme pieces élémentaires de la dynamique sont génériquement
les mémes. D’apres la théorie de Conley, il existe donc une filtration séparant les pieces élémen-
taires, ce qui montre que toute orbite positive ou négative s’accumule sur une unique de ces pieces
(en fait, sur une partie de cette piece). Chaque piece élémentaire est faiblement transitivef|. De
plus [[CM] montrent que pour un difféomorphisme générique, les points génériques de la variété
ont leur orbite positive (ou négative) qui s’accumule sur toute une piece élémentaire, qui de plus
est stable au sens de Lyapunov.

Nous donnons alors une liste de conséquences plus ou moins directes, dont la plus spectac-
ulaire est sans doute dans le cas conservatif : les difféomorphismes C'-génériques d’une variété
compacte connexe qui préservent le volume sont transitifs. Ceci est particulierement remar-
quable pour les difféomorphismes préservant 'aire des surfaces, pour lesquels on sait que ce
résultat est faux en topologie C*. En effet, la théorie KAM assure l’existence de C*-ouverts de
difféomorphismes possédant des disques périodiques (qui empéchent la transitivité) (voir par
exemple [M), section I1.4.c] ou [Hej, chapitre IV]).

1.2 Enoncé précis des résultats

1.2.1 Enoncé du lemme de connexion pour les pseudo-orbites

Dans tout ce travail nous considérons une variété compacte M, munie d’une métrique rie-
mannienne arbitraire, et parfois munie d’une forme volume w (sans relation avec la métrique).

3Ceci suggere d’appeler piéce élémentaire de la dynamique d’un difféomorphisme f quelconque, toute classe de
récurrence par chaines qui est faiblement transitive.



Nous notons Diff! (M) I'ensemble des difféomorphismes de classe C' de M muni de la topologie
C" et Diffl (M) c Diff' (M) le sous-ensemble de ceux qui préservent le volume w.

Rappelons que, pour un espace métrique complet, une partie est dite résiduelle si elle con-
tient une intersection dénombrable d’ouverts denses. Une propriété est dite générique si elle est
vérifiée sur un ensemble résiduel. Nous parlerons ici, par abus de langage, de difféomorphismes
génériques : la phrase “un difféomorphisme générique vérifie la propriété P” signifie que la
propriété P est générique.

Soit f € Diff'(M) un difféomorphisme de M. Pour tout € > 0, une e-pseudo-orbite de f
est une suite (finie ou infinie) de points (x;) vérifiant d(x;+1, f(z;)) < e. On définit les relations
binaires suivantes pour les paires (z,y) de points de M :

— Pour tout € > 0, on note x . y s’il existe une e-pseudo-orbite g = x,...,xr = y avec
k> 1.

— On note x - y si, pour tout € > 0, on a x -, y. On notera parfois x -y y pour préciser le
systeme dynamique considéré.

— Onnote x < y (ou x <y y) si, pour tous voisinages U, V de x et y, respectivement, il existe
n > 1 tel que f*(U) rencontre V.

Voici quelques propriétés élémentaires de ces relations.

1. Les relations - et . sont, par construction, transitives. L’ensemble récurrent par chaines
R(f) est 'ensemble des points z de M tels que x - x.

2. La relation = < y n’est pas a priori transitive. L’ensemble non-errant 2(f) est ’ensemble
des points x de M tels que = < z.

Marie-Claude Arnaud montre dans [Ar{] que la relation < est transitive pour les difféomor-
phismes génériques. Par des méthodes similaires nous montrons :

Théoreme 1.1. Il existe une partie résiduelle G de Diff (M) (ou de DiffL (M) ) telle que pour
tout difféomorphisme f de G et tout couple (z,y) de points de M on a :

:c—lfy<:>m<fy.

Ce théoreme est la conséquence pour les dynamiques génériques du résultat perturbatif
suivant :

Théoréme 1.2. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M vérifiant l'une des deux
hypotheses suivantes :

1. toutes les orbites périodiques de f sont hyperboliques,

2. M est une surface compacte et toute orbite périodique est ou bien hyperbolique ou bien
elliptique irrationnelle (ses valeurs propres sont complexes, de module 1, mais ne sont pas
des racines de 1).

Soit U un C'-voisinage de f dans Diff'(M) (ou dans DiffL (M), si f préserve une forme volume
w). Alors, pour toute paire (x,y) de points de M telle que x 1y, il existe un difféomorphisme g
dans U et un entier n > 0 tel que g"(z) = y.

Remarque 1.1. Dans le théoréme |1.4 ci-dessus, si le difféomorphisme f est de classe C”,
avec 7 € (N'\ {0}) U {00}, la Cl-perturbation g peut étre choisie de classe C". En effet le
difféomorphisme g est obtenu grdace a un nombre fini de C'-perturbations données par le con-
necting lemma (théoréme [2.1), chacune de ces perturbations étant elle-méme de classe C".



Voici quelques conséquences de ces résultats :

Corollaire 1.2. Il existe une partie résiduelle G de Diff' (M) telle que pour tout difféomorphisme
f de G, son ensemble R(f) de points récurrents par chaines coincide avec son ensemble Q(f)
de points non-errants.

Corollaire 1.3. Supposons M conneze. Il existe une partie résiduelle G de Diffl(M) telle que
st f € G vérifie Q(f) = M alors il est transitif. De plus M est alors une unique classe homocline.

Un argument classique (voir [[]]) permet de renforcer légérement 1’énoncé du corollaire [L.J :
un difféomorphisme générique f tel que Q(f) = M est topologiquement mélangeant, i.e. pour
tous ouverts U et V non vides de M, tout itéré positif assez grand de U rencontre V.

1.2.2 Décomposition de la dynamique des difféomorphismes génériques en pieces
élémentaires

Considérons la relation symétrisée H de - définie par z H y si x 4y et y - z. Cette relation
induit une relation d’équivalence sur R(f), dont les classes d’équivalence sont appelées classes
de récurrence par chaines.

On dit qu'un compact A invariant par f est faiblement transitif si, pour tous x,y € A,
on a r < y. Un ensemble A est faiblement transitif mazximal s’il est maximal pour C parmi
les ensembles faiblement transitifs. L’adhérence d’une union croissante de compacts faiblement
transitifs étant faiblement transitive, le lemme de Zorn implique que tout faiblement transitif
est inclus dans un faiblement transitif maximal. Dans le cas ot la relation <y est transitive
(c’est & dire pour f générique) les faiblement transitifs maximaux sont les classes d’équivalence
de la relation symétrisée de < induite sur ensemble Q(f). Pour un difféomorphisme générique
on obtient alors :

Corollaire 1.4. [l existe une partie résiduelle G de Diﬁ"l(M) telle que pour tout f € G les
classes de récurrence par chaines sont exactement les faiblement transitifs maximauz de f.

Les résultats de Conley sur la décomposition de R(f) en classes de récurrence par chaines
vont donc s’appliquer (pour les difféomorphismes génériques) a la décomposition de (f) en
ensembles faiblement transitifs maximaux. Rappelons donc ces résultats (voir [Cd]).

Pour tout espace compact métrique X et tout homéomorphisme h: X — X, il existe une
fonction continue ¢: X — R, appelée fonction de Lyapunov de h, qui est strictement croissante
le long des orbites de X \ R(h), constante sur chaque classe de récurrence par chaines et injective
sur I’ensemble de ces classes. De plus I'image ¢(R(h)) est un compact totalement discontinu de
R. Une telle fonction de Lyapunov permet de construire une filtration, adaptée a h et séparant
les classes de récurrence par chaines :

On appelle filtration adaptée a h une famille {X;};cr, indexée par une partie I C R, de
compacts de X vérifiant les deux propriétés suivantes :

— X, est contenu dans 'intérieur de X; si j > 1;
— pour tout ¢, h(X;) est contenu dans l'intérieur de Xj.

On dira que la filtration {X;} sépare deux ensembles invariants K; et Ks s'il existe i tel que
lintérieur de X; et X \ X; contiennent chacun un et un seul de ces deux ensembles. L’ensem-
ble maximal invariant (), ., h"(X;) dans X; est un attracteur topologiquef] (en général non-
transitif). De méme l’ensemble maximal invariant du complémentaire de X; est un répulseur

40n appelle attracteur topologique 'ensemble maximal invariant d’un compact U dont I’image est contenue
dans l'intérieur de U ; un répulseur topologigue est un attracteur topologique pour la dynamique inverse.



topologique. L’ensemble maximal invariant dans X;\ X; est donc I'intersection d’un attracteur et
d’un répulseur. Plus généralement, toute classe de récurrence par chaines est l'intersection d’un
ensemble Lyapunov stable pour h et d’un ensemble Lyapunov stable pour A~! (les ensembles
possédant cette propriétés sont appelés ensembles neutres par [CMB]).

Si ¢ est une fonction de Lyapunov de h, on peut obtenir une filtration de X, adaptée a h
et séparant les classes de récurrence par chaines, de la fagon suivante : on considere une partie
I de R\ ¢(R(h)) telle que toute composante connexe de R\ ¢(R(h)) contient exactement un
point de I. La famille {¢~*([i, +00[) }ser est la filtration annoncée.

Comme conséquence directe de nos résultats et de la théorie de Conley, nous obtenons donc :

Corollaire 1.5. [l existe une partie résiduelle G de Diffl(M) telle que tout f € G posséde une
filtration adaptée qui sépare les ensembles faiblement transitifs mazimauz.

On aimerait que, pour tout difféomorphisme générique, tout point générique appartienne au
bassin d’un attracteur topologique transitif. Nos résultats ne semblent pas répondre directement
a ce probleme. Cependant une version affaiblie de cette question a été proposée par M. Hurley
dans [H]. 11 définit un quasi-attracteur comme étant l'intersection d'une famille d’attracteurs
topologiques. Il conjecture :

Conjecture 1.6 (Hurley). Pour tout r > 1, il existe une partie résiduelle G de Dift" (M) telle
que pour tout f € G, l'union des bassins des quasi-attracteurs récurrents par chaines est une
partie résiduelle de M.

Il a démontré cette conjecture en topologie C° (pour les champs de vecteurs). [Ar]] puis
[MH] ont donné des résultats partiels dans ce sens qui nous permettent de montrer la conjecture
en topologie C!, avec le théoreme [[.1 et la proposition suivante :

Proposition 1.7. 1. Pour tout homéomorphisme f, un quasi-attracteur récurrent par chai-
nes est une classe de récurrence par chaines stable au sens de Lyapunov.

2. Il existe une partie résiduelle G de Diffl(M) telle que pour tout f € G, une classe de
récurrence par chaines qui est stable au sens de Lyapunov est un quasi-attracteur (bien
sur récurrent par chaines).

Voici donc la réponse positive & la conjecture de Hurley en topologie C' :

Corollaire 1.8. [l existe une partie résiduelle G de Diﬂfl(M) telle que pour tout f € G, 'union
des bassins des quasi-attracteurs récurrents par chaines est une partie résiduelle de M ; plus
précisément, pour tout f € G, 'ensemble des points dont l'w-limite est une classe de récurrence
par chaines stable au sens de Lyapunov est résiduel.

Commentons ce résultat par quelques remarques :

Remarque 1.9. 1. Pour un compact invariant A, on définit son ensemble stable comme
l’ensemble des points dont I’ensemble w-limite est contenu dans A. Les variétés stables des
classes de récurrence par chaines forment une partition de M.

2. Comme il a été remarqué dans [MRB], Uapplication qui d un point associe ’adhérence de son
orbite positive est semi-continue inférieurement, et donc continue sur une partie résiduelle
de M. On en déduit qu’il existe une partie résiduelle de M telle que, en restriction a cette
partie, les ensembles stables des classes de récurrence par chaines sont fermés.

3. De l’item précédent on déduit que, si ’ensemble stable d’une classe de récurrence par
chaines est d’adhérence non-maigre, alors l’ensemble stable lui-méme est localement rési-
duel (résiduel dans un ouwvert non-vide). Ceci provient de ce que tout borélien non-maigre,



est localement résiduel dans un ouvert non-vide (voir [Kd, Proposition 8.26]), et que la
différence entre I’ensemble stable et son adhérence est un ensemble maigre, d’apres litem
précédent.

1.2.3 Classes de récurrence par chaines et orbites périodiques

Rappelons que d’apres le lemme de fermeture (closing lemma) de C. Pugh, I’ensemble des
points périodiques d’un difféomorphisme générique est dense dans Q( f), et on aimerait utiliser ces
orbites périodiques pour mieux comprendre la dynamique des classes de récurrence par chaines.
Rappelons que la classe homocline H (p, f) de l'orbite d’un point périodique hyperbolique p est
I’adhérence de I’ensemble des points d’intersection transverse de ses variétés stable et instable.
C’est un ensemble transitif, et comme nous avons vu a la section [[.2.9, les résultats de [[CMD]
entrainent que, pour un difféomorphisme générique, toute classe homocline est un ensemble
faiblement transitif maximal. Ceci montre, d’apres le corollaire [[.4 :

Remarque 1.10. Les classes homoclines d’un difféomorphisme générique sont des classes de
récurence par chaines.

Une classe de récurrence par chaines d’un difféomorphisme générique qui n’est pas une classe
homocline ne contient donc aucune orbite périodique ; on appellera classe apériodique toute classe
de récurrence par chaines sans orbite périodique.

Corollaire 1.11. Il existe une partie résiduelle G de Diﬂ’l(M) telle que, pour tout f € G, toute
composante connexe d’intérieur non-vide de Q(f) = R(f) est périodique et son orbite est une
classe homocline.

Le closing lemma, de Pugh et la remarque montrent :

Remarque 1.12. Pour f générique, toute classe de récurrence par chaines qui est isolée dans
R(f) est une classe homocline. C’est en particulier le cas des classes qui sont des attracteurs ou
des répulseurs topologiques.

Une classe isolée est I’ensemble maximal invariant dans un voisinage MZ\E, appelé voisinage
ﬁltrantﬂ.

On dit qu’un ensemble compact invariant A est robustement transitif s’il admet un voisinage
isolant U tel que, pour tout difféomorphisme g suffisamment C'-proche de f, le maximal invariant
A4 de g dans U est encore transitif. On aimerait montrer que, pour un difféomorphisme générique,
les classes homoclines isolées sont robustement transitives. Notre travail donne un résultat dans
ce sens :

Corollaire 1.13. Il existe une partie résiduelle G de Diffl(M) telle que, pour tout f € G, toute
classe homocline A de f isolée dans R(f) est robustement récurrente par chaines : pour tout
voisinage isolant U de A, pour tout difféomorphisme g suffisamment C*-proche de f, ’ensemble
mazximal invariant de g dans U est récurrent par chaines.

Pour les classes non-isolées, un travail récent (voir [@]) précise la facon dont une classe de
récurrence par chaines est approchée par les orbites périodiques :

Théoreme . Il existe une partie résiduelle G de Diff' (M) (ou de DiffL (M) ) telle que pour f € G
tout ensemble faiblement transitif maximal est la limite, pour la topologie de Hausdorff, d’une
suite d’orbites périodiques de f.

5Plus généralement, on appelle voisinage isolant d’un compact invariant K tout voisinage ouvert U de K tel
que K est 'ensemble maximal invariant de I’adhérence de U. On dira que U est un wvoisinage filtrant s’il peut
s’écrire U = Uy \ Uz ou Uy et Us sont des ouverts vérifiant U C Ui, f(U1) C U et f(Uz) C Us.
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De plus les classes de récurrence par chaines ont une propriété de semi-continuité supérieure :
si x, € R(f) est une suite de points convergeant vers un point z alors pour n assez grand, la
classe de x, est contenue dans un voisinage arbitrairement petit de la classe de .

1.2.4 Dynamiques conservatives

Dans le cas conservatif, ’ensemble non-errant coincide toujours avec la variété M. On obtient
donc :

Théoréme 1.3. Supposons M conneze. Il existe une partie résiduelle G,, dans l’ensemble Diﬂ?}u (M)
des difféeomorphismes préservant w pour laquelle tout difféomorphisme f € G, est transitif.
De plus M est une unique classe homocline.

Comme pour le corollaire [[.d, un difféomorphisme conservatif générique est donc topologique-
ment mélangeant.

Remarque 1.14. Ce résultat était déja connu en topologie C° pour les homéomorphismes
génériques. C’est en effet une conséquence directe du théoréme d’Ostoby et Ulam [OU] qui
montre que pour des homémorphismes conservatifs génériques, la mesure de Lebesque est er-
godique.

Nos résultats permettent de répondre a une question posée par M. Herman dans [Hed) :

Question 1 (Herman). FEst-ce que tout difféomorphisme f de classe C* d’une variété com-
pacte préservant une forme volume w vérifie 'une des deux propriétés suivantes ?

1. ou bien f posséde une décomposition dominéd];

2. ou bien f n'a pas d’exposants stables : f est approché en topologie C' par une suite de
difféomorphismes (gx) de classe C* possédant une orbite py, de période ny, telle que tous
les exposants de Dg,* (pi) (logarithme des valeurs propres divisé par la période) sont plus
petits que 1/k en module.

A. Arbieto et C. Matheus nous ont signalé le raisonnement suivant qui, comme conséquence
directe de [BDD] et du théoréme [[.3, répond partiellement & cette question :

[BDH] montre que si f ne peut pas étre approchée en topologie C'! par un difféomorphisme
ayant un point périodique dont la différentielle, a la période, est I'identité, alors il existe ¢ tel
que, pour tout difféomorphisme g dans un C'-voisinage de f, toute classe homocline possede une
décomposition f-dominée. D’apres le théoréme [1.3], il existe une suite hj de difféomorphismes
de classe C'' convergeant vers f en topologie C!, pour lesquels M est une classe homocline, et
possede donc une décomposition /-dominée. Les décompositions /-dominées passant a la limite
(voir [BDP], Corollary 1.5]), la variété M hérite d’une décomposition dominée pour f.

Ceci donne presque une réponse positive a la question d’Herman : les difféomorphismes g
de T'item 2 obtenus par ce raisonnement ne sont a priori que de classe C!. Le “lissage” des

50n dit qu’un ensemble f-invariant K posséde une décomposition dominée si le fibré tangent TM|x & M
au-dessus de K admet un scindement TM(x) = E(z) ® F(z),z € K en somme directe de deux sous-fibrés D f-
invariants continus tels que 'expansion des vecteurs dans F est uniformément plus petite que dans F' : il existe
un entier ¢ tel que, pour tout point z € K et tout couple de vecteurs non-nuls u € E(z) et v € F(z), on ait :

DAl o LIPS @)
[l 2 |l

<

On dira que cette décomposition est ¢-dominée.
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difféomorphismes g;, pose une difficulté : & notre connaissance on ne sait toujours pasf] si les
difféomorphismes de classe C", r € [2,+0o0], préservant la forme volume w sont denses dans
DiffL (M). En raffinant le raisonnement de Arbieto et Matheus, nous pouvons cependant donner
une réponse compléte a la question d’Herman :

Théoréme 1.4. Soit r € (N\ {0}) U{oo} et f un difféomorphisme de classe C" d’une variété
compacte préservant une forme volume w. Alors, f vérifie une des deux propriétés suivantes :

1. ou bien f posséde une décomposition dominée,

2. ou bien f est approché en topologie C' par une suite de difféomorphismes g de classe C”
possédant une orbite p de période n telle que Dg™(p) = Id.

Ce résultat est a rapprocher des travaux de J. Bochi (voir [Bod]) qui montre que tout
difféomorphisme conservatif générique d’une surface compacte, ou bien est un difféomorphisme
d’Anosov, ou bien possede un ensemble de mesure totale de points dont les exposants de Lya-
punov sont nuls. J. Bochi et M. Viana (voir [BV]) ont donné une généralisation en dimension
plus grande : pour Lebesgue-presque tout point x, ou bien les exposants de Lyapunov de x sont
tous nuls, ou bien la décomposition d’Oseledec (en espaces de Lyapunov) au-dessus de 'orbite
de x est dominée.

1.3 Problémes ouverts

Voici d’abord une liste de questions concernant la dynamique générique des difféomorphismes
C' (non-conservatifs) des variétés compactes :
Probleme 1 (Cas non-conservatif). Soit f un difféomorphisme C*-générique de Diff'(M).
1. Une classe homocline d’intérieur non-vide de f coincide-t-elle avec la variété ?
On a vu que, si R(f) est d’intérieur non-vide, il existe une classe homocline d’intérieur
non-vide. Une telle classe est stable au sens de Lyapunov pour f et f~!. On se demande
donc plus généralement :
Une classe homocline stable au sens de Lyapunov pour f et f~1 est-elle égale a toute la
variété ?
2. Une classe homocline stable au sens de Lyapunov de f est-elle un attracteur topologique ?
Dans le cas ou la réponse serait négative, on peut atténuer cette question de la fagon
suivante : Sa variété stable contient-elle un sous-ensemble localement résiduel ¢

3. Une classe homocline de f qui est robustement récurrente par chaines est-elle un ensemble
robustement transitive ?

4. Est-ce que f peut posséder des ensembles faiblement transitifs mazimaux qui ne sont pas
transitifs ¢ On sait (voir [BDg]) qu’il existe génériquement des ensembles faiblement tran-
sitifs maximaux qui ne sont pas des classes homoclines, mais les exemples connus sont

transitifs.
5. Est-ce que f peut avoir un ensemble (infini mais) dénombrable d’ensembles faiblement

transitifs mazximauz ? Si un tel difféomorphisme existe, posséde-t-il des ensembles faible-
ment transitifs mazrimauzr qui ne soient pas des classes homoclines ?

TCette question est le probleme 44 de la liste de [@] E. Zehnder dans ] donne une réponse positive dans le
cas ot M est une surface; plus généralement il montre la densité des difféomorphismes symplectiques C*° dans
Iespace des difféomorphismes symplectiques C”, pour tout r» > 1, en toute dimension. Il donne aussi une réponse
partielle dans le cas des difféomorphismes conservatifs d’une variété de dimension > 3 : les difféomorphismes de
classe C* préservant w sont denses en topologie C” dans Diff,"*(M), ot & > 0 et r > 1 est un entier.
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6. Pour tout difféomorphisme de Diffl(M), et pour tout point x de M, existe-t-il une C-
perturbation g pour laquelle x est sur une variété stable d’orbite périodique ¢ Ceci aurait
pour conséquence : génériquement, les variétés stables et instables d’orbites périodiques
sont denses dans la variété.

7. Est-ce que l'union des bassins des attracteurs topologiques faiblement transitifs de f est
dense dans la variété 2 Un tel attracteur est une classe homocline et est transitif. Remar-
quons qu’une réponse positive impliquerait une réponse positive au probleme précédent :
en effet, d’apreés [CMP] I'adhérence de la variété stable d’une orbite périodique est stable
au sens de Lyapunov pour f~!; en conséquence, la variété stable de cette orbite est dense
dans le bassin d’attraction de sa classe homocline.

Voici deux remarques allant dans le sens d’une réponse positive a cette question :

— L’union des classes de récurrence par chaines apériodiques est maigre : d’apres le
corollaire [[.11], ces classes sont contenues dans le bord de I’ensemble R(f), qui est un
fermé d’intérieur vide.

— Le corollaire [L.§ montre que pour un point x générique d’un difféomorphisme générique,
I’ensemble w(x) est un quasi-attracteur récurrent par chaines.

Passons au cas conservatif. Nous avons vu qu’un difféomorphisme générique f € Diff} (M)
est transitif. Par conséquent, I’ensemble des points de M d’orbite (positive et négative) dense
dans M est résiduel dans M. Il est naturel de chercher a comprendre la mesure de cet ensemble :

Probleme 2 (Cas conservatif). Soit f € DiffL (M) un difféomorphisme conservatif générique.

1. L’ensemble des points de M, d’orbites positive et négative par f denses dans M, est-il de
mesure de Lebesque totale dans M ?

2. La mesure de Lebesgue est-elle ergodique pour f ? Une réponse positive a cette question
impliquerait une réponse positive & la précédente. En topologie C, c’est le théoréme
d’Oxtoby-Ulam [OU].

1.4 Présentation de D’article
1.4.1 Idée de la preuve du théoréme [1.2

A la base de tous les résultats perturbatifs en topologie C, il y a la remarque que la taille du
support d'une C'-petite perturbation bougeant un point sur une distance § est proportionnelle &
5. A partir d’un résultat d’algebre linéaire, Pugh a montré, pour son “closing lemma”, que, quitte
a répartir dans le temps cette perturbation, on peut rendre la constante de proportionnalité
arbitrairement proche de 1.

Pour fermer un segment d’orbite dont les extrémités sont suffisamment proches, il suffit de
sélectionner un sous-segment dont les extrémités sont proches I'une de 'autre (a distance ¢) mais
sont “éloignées” (plus que la constante de proportionalité fois d) des autres points intermédiaires
de l'orbite : c’est la stratégie suivie par Pugh pour le closing lemma.

Pour le connecting lemma, Hayashi a renoncé a réaliser la connexion en une seule perturba-
tion qui ne modifierait pas les orbites sur les points intermédiaires. Nous considérons ici la version
donnée par M.-C. Arnaud dans de ce connecting lemma. Etant donnés deux segments d’or-
bites tels que I'extrémité de I'un est proche de l'origine de ’autre, ces segments d’orbites seront
perturbés en plusieurs endroits, la stratégie étant de faire de petites perturbations permettant
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de raccourcir ces segments chaque fois qu’ils reviennent tres pres d’eux-mémes ou de l'autre
segment : lors du premier passage pres d’un point, plutét que de poursuivre 'orbite initiale,
on saute directement sur le dernier passage pres de ce point, abandonnant le segment d’orbite
intermédiaire.

La difficulté est de sélectionner ces sauts, afin de pouvoir les réaliser par des perturbations
a supports disjoints. Une premiere notion de proximité utilise un quadrillage, dans une carte au
voisinage d’un point. Deux passages des orbites seront considérés comme proches s’ils appartien-
nent a un méme carreau de ce quadrillage. L’idée est donc, a chaque passage dans un carreau, de
sauter directement sur le dernier passage dans ce carreau. Une difficulté supplémentaire provient
de ce que les perturbations réalisant ces sauts peuvent interférer si elles concernent des carreaux
adjacents. Comme nous ’avons dit a propos du closing lemma, ces perturbations sont réparties
dans le temps, i.e. le long d’itérés des carreaux. A chaque instant, les supports des perturbations
sont tres petits (bien plus petits que la taille des carreaux). Les interférences ont lieu quand
ces supports se rencontrent : cela signife que les points concernés sont tous concentrés dans une
boule tres petite devant la taille des carreaux, ce qui définit une nouvelle notion de proximité.
On applique alors de nouveau 'idée de sauter directement sur le point proche correspondant au
dernier passage proche.

Pour résumer, le connecting lemma réalise par une vraie orbite une pseudo-orbite qui ne
présentait qu'un seul saut entre deux orbites initiales. Pour ce faire, il utilise un quadrillage tel
que ce saut se fasse dans un de ses carreaux. Cependant, la preuve utilise, et permet donc, un
nombre arbitraire de sauts pourvu que chacun d’entre eux ait lieu dans un carreau. C’est cette
version du connecting lemma dont nous nous servirons ici. Elle est énoncée précisément a la
section [ (théoreme P-1)).

On aimerait utiliser cette idée pour traiter tous les sauts d’une pseudo-orbite. La difficulté est
que les sauts d’une pseudo-orbite n’ont aucune raison de se trouver dans les carreaux d’'un méme
quadrillage. L’idée que nous avons suivie est de couvrir I’espace des orbites de la dynamique
initiale par des quadrillages disjoints (c’est le corollaire [i.1). Toute orbite passe d'un carreau &
un autre en temps fini, ce qui permet, pour toute pseudo-orbite de regrouper ses sauts dans les
différents carreaux des quadrillages. Quadrillage par quadrillage, le connecting lemma permet
alors de supprimer tous les sauts de la pseudo-orbite. Comme dans le connecting lemma, la
nouvelle orbite est en général plus courte que la pseudo-orbite initiale, mais ses extrémités
sont les mémes. Nous obtenons ainsi un lemme de connexion pour les pseudo-orbites (c’est le
théoreme [1.9).

Les perturbations associées a chaque quadrillage sont réparties sur les N premiers itérés
de ce quadrillage. On cherche de ce fait une famille de quadrillages dont les N premiers itérés
sont deux a deux disjoints et dont I'intérieur des carreaux rencontre toute orbite. La premiere
étape de cette construction consiste a construire un ouvert U disjoint de ses N premiers itérés
et rencontrant toute orbite (bien str les orbites périodiques de petite période devront suivre
un traitement spécial). On a appelé “tour topologique” un tel ouvert par analogie aux tours
utilisées en théorie ergodique (c’est le théoreme B.1)).

Voici le plan de construction de cette tour topologique en supposant ici pour simplifier qu’il
n’y a pas d’orbite périodique : on choisit un entier K bien plus grand que IV ; comme il n’y a
pas d’orbite périodique, on peut recouvrir la variété par une famille finie d’ouverts (V;) chacun
disjoint de ses K premiers itérés. Pour construire U, on commence par garder Vj et on 'appelle
Up. On 6te de V; les points qui rencontrent Uy en temps inférieur a K itérés. Le reste des points
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de Vi est recouvert par une famille finie d’ouverts (W) et un “lemme de coloriage” permettra
de choisir des entiers k; < K tels que Uy = Up U |, f*i (W) soit un ouvert disjoint de ses N
premiers itérés. De la méme facon on 6te de V5 les points rencontrant U; en moins de K itérés
et on applique le méme procédé pour construire un ouvert Us disjoint de ses N premiers itérés
et rencontrant toutes les orbites des points de VU V3 U Vs, L’ouvert U annoncé est construit en
incorporant successivement a 'ouvert U; les orbites de V; 1 par la méme construction.

1.4.2 Organisation de cet article

L’outil technique essentiel est le lemme de connexion de Hayashi. La version que nous util-
isons est présentée en détail en section [] : nous définissons tout d’abord la notion de boite de
perturbation (définition R.1]) ; nous présentons alors le lemme de connexion comme un lemme
d’existence de boites de perturbation (théoréme R.1)). La preuve, trés proche de celle de M.-C.
Arnaud est donnée dans appendice B]. Elle se fait en deux temps : le premier est un résultat
perturbatif énoncé dans [Arj] et dit & C. Pugh et C. Robinson (section [A-1]) ; le second s’appuie
sur deux lemmes de sélection de pseudo-orbites (sections [A.9 et [A4]) et utilise un résultat de
regroupement de points proximaux (section @)

L’autre clef de la démonstration, présentée en section |J est un résultat d’existence de tours
topologiques (théoreme B.1, section B.1)). La démonstration (section B.4) utilise un lemme de
coloriage (section B.9).

Ceci permet alors (section ) de montrer le théoreme [L.2. A partir de l'existence des tours
topologiques, on construit un ensemble fini de boites de perturbations disjointes intersectant
chaque orbite non-périodique (section [E1]). Toute pseudo-orbite ayant des sauts assez petits
peut étre légerement modifiée de fagon & concentrer ses sauts dans les carreaux des quadrillages
des boites de perturbation. La propriété des boites de perturbation permet ensuite de refermer
ces pseudo-orbites en vraies orbites (sections [L.4 et [L.6).

Nous avons rassemblé les conséquences du lemme de connexion en section f]. Un argument
de catégorie de Baire (section [.1]) donne le théoréme [L.1]. Les autres résultats se trouvent en
section p.9.

Le cas conservatif fait ’objet de la section [j. Lorsque la dimension de la variété est supérieure
ou égale a 3 (section [p.1)), les démonstrations sont presque inchangées par rapport au cas général :
ceci provient du fait que génériquement les orbites périodiques sont toutes hyperboliques. La
section [p.9 traite du cas de la dimension 2 ot une étude au voisinage des orbites périodiques
elliptiques doit étre réalisée.
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FiG. 1: Cube quadrillé de R?.

2 Boites de perturbation et énoncé du “connecting lemma”

L’outil essentiel de la preuve est une version du connecting lemma que l'on peut extraire de
la preuve donnée dans [[Arj], et que nous présentons dans cette section.

Pour tout ¢ > 0, notons a; = 1 + Z}:o 27J. Appelons carreau standard de R% tout cube C
défini de la facon suivante :

~ ou bien C' = [-1,1]%,
— ou bien il existe des entiers jo € {1,...,d} et i > 0 ainsi que, pour tout j € {1,...,d}, un
entier k(j) € [—2%y, 2'a; — 1] tels que k(jo) € {—2%ay, 2'c; — 1} et tels que C est le produit

o1

j=1

Remarquons que les carreaux standards sont d’intérieurs deux a deux disjoints, que deux
carreaux d’intersection non vide ont des longueurs de c6tés qui sont de rapport 2, 1, ou %, et
finalement que 'union de tous les carreaux standards est le cube ouvert C =] — 3,3[? (voir la
figure [).

La collection de tous les carreaux standards est appelée le quadrillage standard. Nous ap-
pellerons cube quadrillé de R?, 'image du cube ouvert | -3, 3[d pavé de ses carreaux standards,
par la composée d’une homothétie et d’une translation de R

Pour toute carte ¢: U — R? de la variété M, nous appellerons cube quadrillé de ¢ I'image
inverse par ¢ d'un cube quadrillé de R? contenu dans o(U). Ceci définit aussi les carreauz et le
quadrillage de ce cube quadrillé.

Définition 2.1. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M, et U un C'-voisinage
de f. Pour tout entier N > 0, on appelle boite de perturbation B d’ordre N (pour (f,U)) tout
cube quadrillé de M disjoint de tous ses itérés f'(B), i € {1,...,N} et vérifiant la propriété
sutvante.

Pour toute suite finie {(%i,y:)}ieq1,...cy de paires de points de B telle que pour tout i €
{1,...,¢} les points x; et y; appartiennent a un méme carreau de B, il existe :

- un difféomorphisme g € U coincidant avec f hors de l'union Ui\gl fi(B),

— une suite strictement croissante ng =1 < njy < --- < ng < ¥,
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Fi1a. 2: Perturbation associée a une pseudo-orbite ayant tous ses sauts dans une méme B.

tels que g~ (n,,) = [~ (Ynyoi—1) pour tout k # s, et g™ (zn,) = N (y0).

On appelle support de la boite de perturbation B ['union supp(B) = Uév f4(B)

Cette définition peut sembler abstraite et difficile a interpréter. La remarque ci-dessous ex-
plique la propriété essentielle des boites de perturbations :

Soient z et y deux points hors du support de la boite de perturbation B et soit z¢p =

r,r1,...,T, =y une e-pseudo-orbite joignant = a y.
On dira que la pseudo-orbite préserve le quadrillage (de la boite B) si les intersections de
la pseudo-orbite avec le support de B est une union de segments z;, Zi+1,...,Titk .. TitN de

la forme z; € B, zi4x = f*(v;), k € {1,..., N}, o1 y; est un point de B appartenant au méme
carreau que ;.

On dira que cette pseudo-orbite n’a pas de sauts dans supp(B) si les intersections de la
pseudo-orbite avec le support de B est une union de segment x;, Tit1,...,ZTi+k-..TipN de la
forme z; € B, zi1p = f¥(z;), k€ {1,...,N}.

Remarque 2.2. Soit B une boite de perturbation d’ordre N associée a (f,U).

Soient x et y deux points hors du support de la boite B et soit xy = T, x1,...,Tn = Y UNE
e-pseudo-orbite joignant x &y qui préserve le quadrillage de B. Alors, par définition d’une boite
de perturbation, il existe un difféomorphisme g € U, coincidant avec f hors de Ui\if)l fYB), et
une e-pseudo-orbite zog = x,21,...,2m =y de g qui n’a pas de saut dans le support de B.

De plus {z0, ..., 2m}\ Uivfl f{(B) est formé de points de {xq,...,z,} (et plus précisément,
de segments de la pseudo-orbite (x;) dont l'origine est ou bien x ou bien appartient a fN(B) et
Uextrémité est ou bien y ou bien appartient ¢ B). (La figure [} présente un exemple de combina-
toire lorsque tous les sauts ont lieu dans la méme boite B.)
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Si B est une famille de boites de perturbation de supports deux a deux disjoints, on dira
qu’une pseudo-orbite n’a pas de saut hors des boites de B si elle préserve les quadrillages et si
pour tout x; n’appartenant pas a l'une de ces boites, on a x;11 = f(z;). Ceci s’applique aux
point x; appartenant & I'image f7(B), avec B€ Bet j € {1,...,N}.

De la remarque ci-dessus, on déduit immédiatement :

Lemme 2.3. Soit B une famille de boites de perturbation de supports deux o deuzx disjoints,
sotent T et y deux points hors du support de ces boites et soit rg = T,%1,...,Tn = Y unNE E-
pseudo-orbite joignant x a y. On suppose que cette pseudo-orbite préserve les quadrillages et n’a
aucun saut hors des boites de B.

Considérons une boite B € B d’ordre N. Il existe alors un difféomorphisme g € U, coincidant
avec f hors de Uivzal fY(B), et une e-pseudo-orbite zg = x,21,...,2m =y de g qui préserve les
quadrillages et n'a aucun saut hors des boites de B\ {B}.

De la preuve du connecting lemma dans [[Ar{] on extrait le résultat suivant :

Théoreme 2.1. Soit f un diffeomorphisme d’une variété compacte M de dimension d. Pour
tout voisinage U de f il existe N > 0 vérifiant : pour tout point x € M, il existe une carte locale
@ : U, — R en x telle que tout cube quadrillé disjoint de ses N premiers itérés est une boite de
perturbation d’ordre N pour (f,U).

De plus, cette propriété est encore vérifiée par les cartes proches de ¢ en topologie C.

Une carte ¢: U — R? dont les cubes quadrillés sont des boites de perturbation sera appelée
une carte de perturbation.

Cet énoncé n’est pas écrit explicitement dans ; de plus, le fait que N est uniforme sur
toute la variété n’est pas explicite dans [Ar{]], mais a été remarqué dans [W{]. C’est pourquoi
nous donnerons dans 1’Appendice [A] une preuve complete du théoréme P.1].

Remarque 2.4. On peut retrouver & partir du théoreme .1 1’énoncé du connecting lemma,
de [Arq] pour les difféomorphismes C! des variétés compactes :

Soient f un difféomorphisme C' d’une variété compacte M, U un voisinage de f dans
Diffl(M), po un point de M qui n’est pas périodique pour f, et U un woisinage de py dans
M. Il existe, d’aprés le théoréme 2.1, un entier N > 0 et une boite de perturbation B d’ordre N
pour (f,U) contenue dans U dont l'un des carreaux C' contient py dans son intérieur. Notons
W Uintérieur de C' (pour reprendre les notations de [Ari)]). Soient p,q deuzx points de M hors
du support de la boite B tels que l’orbite positive de p et l'orbite négative de q rencontrent W.
Alors, il existe g € U tel que q appartiennent a ['orbite positive de p.

En effet, si f"»(p) et f~"(q) appartiennent a W, pour ny,ng > 0, et si p1,...,p, = f(p) et
dm = f7™(q), ... q sont les passages successifs dans B des orbites respectives de p sur l'intervalle
de temps {0,...,n,} et de ¢ sur l'intervalle de temps {—ng,...,0} on applique la propriété
de la boite de perturbation aux couples de points (p1,p1), (P2,02)s- -, (Pn—1,Pn—1)s (Pns Gm),
(qm—la q'm,—l); R (QI7 ql)

Remarque 2.5. — Si le difféomorphisme f du théoréme préserve une forme volume w,
alors les boites de perturbation construites par ce théoréme permettent des C*-perturbations
qui préservent w.

— Si le difféomorphisme f du théoréme [2.1 est de classe C", v > 1 les boites de perturbation
construites par ce théoréme permettent des C'-perturbations qui sont de classe C". Ceci
est immédiat dans le cas non-conservatif, puisque les difféomorphismes C" sont denses
parmi les difféomorphismes C'. Dans le cas conservatif, cela provient de la nature des
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perturbations élémentaires qui apparaissent dans la démonstration (voir le lemme et
la remarque qui suit).

3 Existence d’une tour topologique

L’une des clefs de la preuve du théoreme est l'existence d’une famille finie de boites de
perturbation d’ordre N, de supports disjoints, et dans lesquelles toute orbite entre en temps fini.
Remarquons que 'union de telles boites de perturbation forme un ouvert U, disjoint de ses N
premiers itérés, et rencontrant tout segment d’orbite suffisamment long. De fait, la construction
d’un tel ouvert (appelé ici tour topologique) est I'étape essentielle qui, avec le théoréme ., nous
permettra de construire une telle famille de boites de perturbation. Le but de cette partie et de
prouver ’existence d’une telle tour topologique.

Clairement, 'existence d’orbites périodiques de période inférieure a N est une obstruction
incontournable : 'ouvert U devant rencontrer ces orbites, ne peut étre disjoint de ses N premiers
itérés. C’est pourquoi, dans les énoncés suivants, nous particularisons les orbites périodiques (de
période < N) et leurs variétés invariantes localesf].

Dans le cas d’un compact K sans orbites périodiques, nous montrons l’existence pour tout
Ny € N d’un ouvert U disjoint de ses Ny premiers itérés, par lequel passe toute orbite de K :
la compacité de K implique alors que les orbites de K ont un temps de retour uniformément
borné dans U. Voici maintenant 1’énoncé général, tenant compte des orbites périodiques :

3.1 Enoncé du résultat

Théoréme 3.1. Pour tout entier naturel d, il existe kg € N tel que pour tout difféomorphisme
f d’une variété de dimension d, pour tout Ng € N, pour toute constante d > 0 et tout compact
invariant K ne contenant pas de point périodique non-hyperbolique de période inférieure a kqNg,
il existe un ouvert U ayant les propriétés suivantes :

1. Notons Pern,(f) ’ensemble des orbites périodiques de période inférieure a Ny de K. Pour

tout point x € K tel que x ¢ UpePerNO W3 (p), il existe n > 0 tel que f"(x) € U.

2. Pour tout point x € K \ |J Wit(p) il existe n > 0 tel que f~"(x) € U.

pEPern,
3. Les fermés U, f(U),..., fNo(U) sont deux & deuz disjoints.

De plus, les composantes connezes de U peuvent étre choisies de diameétre arbitrairement petit.
La démonstration de ce résultat fera 'objet de la section [J.

Corollaire 3.1. Sous les hypothéses et conclusions du théoréme B4, il existe un compact V.C U
tel que :

- Pour tout point x € K tel que x ¢ |J Wis(p), il existe n > 0 tel que f"(x) € V.

pEPerNO

- Pour tout point x € K \ |J Wik (p) il existe n > 0 tel que f~"(x) € V.

pEPerNO

8Pour tout point périodique hyperbolique x de f, on rappelle que sa variété stable locale de taille § > 0 est
I’ensemble :
Ws(z) ={y e M, VneN,d(f"(z),["(y)) <4}

On définit de méme la variété instable locale W' (x).
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Démonstration : A partir du théoréme B.1], 'existence d’un tel compact peut se montrer de la
facon suivante : on considere pour chaque point périodique de Pery, un domaine fondamental
compact de sa variété instable. On peut le choisir contenu dans une variété instable locale
suffisamment petite pour qu’il ne rencontre pas les variétés Wy'(Pern,). Par conséquent, chaque
point de ces domaines fondamentaux a un itéré positif rencontrant U. Par compacité, il existe
un voisinage O" dans M de ces domaines fondamentaux et un compact V" de U tel que tout
point de O" a un itéré positif dans 'intérieur de Vi

L’union des variétés stables locales Wis(x), x € Pergy et des itérés négatifs de O" contient
un voisinage ouvert O* de Wy (Pery,). On remarque que K \ O" est compact. Par définition
de U, tout point de ce compact possede un itéré positif dans U et donc dans l'intérieur d’un
compact Vy* C U. Tout point de O" \ Wi (Perpy,) a par construction un itéré positif dans O*
et donc un autre itéré positif dans I'intérieur du compact Vi* C U.

On construit de méme des compacts V;° et V5’ de U tels que tout point de K \ Wis(Pern,)
possede un itéré négatif dans 'intérieur de V;* U V5. Le compact annoncé est I'union V{* U V5 U
VEuUVs. a

3.2 Un lemme de coloriage

Soit {V, Uy, -+, Uy} un ensemble fini de sous-variétés compactes a bord d’intérieurs non vides
contenues dans une variété M de dimension d. Un coloriage de V' \ Uint(U;) par k couleurs est
la donnée d’une famille finie V = {V;};c; de sous-variétés compactes & bord, d’intérieurs non
vides, de M et d’une fonction c: j — c(j) € {1,...,k} telles que

— la réunion des intérieurs des V; recouvre le compact V' \ U;int(U;) ;

-/

— pour toute paire (j,7"), j # j', les couleurs c(j) et c(j") sont différentes des que Vj et V)
se rencontrent.

Nous appellerons v-peinture de {U;} a k couleurs une fonction ¢y qui, & toute variété Uj,
associe une partie de {1,...,k}, de cardinal borné par v. On dira qu’un coloriage (V,c) de
V' \ Usint(U;) respecte co, si pour tout j € J et toute variété U; rencontrant Vj, la couleur c(j)
n’appartient par a la peinture co(7).

Une suite finie de sous-espace vectoriels d’un espace vectoriel de dimension d sera dite en
position générale si la somme de leur codimension est égale a la codimension de leur intersection.
Remarquons que, si une suite de sous-espaces vectoriels est en position générale, toute sous-suite
I'est également. Une suite E1,..., E;, Fj+1 est en position générale si et seulement si la suite
Eq, ..., E; est en position générale et si F; 1 est transverse a 'intersection ﬂll E;.

Une suite de sous-variétés {X;}ier d’une variété M de dimension d sera dite en position
générale, si pour toute partie finie J C I et tout point € (;c; Xj, la suite {Ty(X;)}jes des
espaces tangents est en position générale. Pour des sous-variétés de codimensions non-nulles et
en position générale, un point de M appartient a au plus d de ces sous-variétés. Nous dirons que
les sous-variétés {X; }ics sont en position générale au voisinage d’un compact V-C M il existe
un ouvert contenant V' tel que les intersections des X; avec cet ouvert sont en position générale.

Le but de cette section B.9 est de montrer :

Proposition 3.2. [Lemme de coloriage]
Pour tout d € N, il existe kg € N tel que tout k > kq possede la propriété suivante :
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Sotent V,Uy,...,U; des sous-variétés compactes a bord de dimension d d’une variété de
dimension d telles que les bords OV, 0Uq, - -- ,0U, soient en position générale au voisinage de V.
Pour tout k > kq et pour toute 2-peinture co de {Uy,--- ,Us} a valeurs dans {1,--- ,k}, il existe
un coloriage (V,c) de V' \ Ut_,int(U;) qui respecte co.

Notons W = V \ U‘_,int(U;). Comme les bords 9V, Uy, -- ,0U, sont par hypothese en
position générale au voisinage de V', on vérifie que W est une variété compacte a bord et a coins,
c’est a dire que tout point x de W possede un voisinage O, difféomorphe a un ouvert 0, du
cadran positif RZ = [0, +-o00[¢C R?, chaque bord OV NO,,dU; N Oy, --- ,0U; N O, étant ou bien
vide, ou bien correspondant a l'intersection avec O, de l'un des hyperplans du bord de Ri.

Puisque les bords 9V, 0Uy, - - - , 0U, sont en position générale au voisinage de V', 'intersection
de s d’entre eux est au voisinage de V' une variété (éventuellement vide) de dimension d — s ; les
composantes connexes de I'intersection de cette variété avec W seront appelées face de dimension
d — s de W. On vérifie que chaque face de dimension d — s est une variété a bord et a coins
incluse dans OW. Les composantes connexes de W seront appelées les faces de dimension d.

Le bord de W est stratifié par les faces de différentes dimensions : le bord d’une face ¥ de
dimension j > 1 est la réunion de faces de dimension strictement inférieure & j. Si 3 est une
face incluse dans 9%, on dira que X est adjacente a X'.

Lemme 3.3. Sous les hypothéses de la proposition|5.3, et avec les notations ci-dessus, il existe
pour tout j € {0,...,d} une variété compacte a bord O; de dimension d ayant les propriétés
sutvantes :
1. Pour chaque composante connexe A de Oj, louvert int(A) U UJ, Omt( 1) contient ex-
actement une face L(A) de dimension j de W =V \ Ulzlmt(U ). De plus lapplication
A — X(A) est une bijection de l’ensemble des composantes connexes de O; sur l’ensemble
des faces de dimension j. On dira que A est la composante associée a L(A).

2. Une composante A" de Oy, avec j' < j, rencontre A si et seulement si X(A') est contenue
dans le bord de ¥(A).

3. Si la composante connexe A rencontre une des variétés U;, i € {1,...,0}, alors la face
correspondante X(A) est incluse dans le bord OU; de cette variété.

Démonstration : On construit les variétés O; par récurrence sur j.

Pour j = 0, Og est un voisinage des faces de dimension 0 (i.e. des points), constitué de disques
centré en chacun de ces points. On le choisit suffisamment petit pour qu'une composante A de
Oy ne rencontre qu’une seule face ¥(A) de dimension 0 et ne rencontre que les faces de dimension
plus grande et les variétés U; qui contiennent ¥(A) dans leur bord.

En supposant construits les variétés Oy, ..., O;_1, on construit O; de la fagon suivante :

Pour toute face ¥ de N de dimension j, on peut choisir un compact connexe Y’ de I'intérieur
de ¥ qui contient le compact X \ U], Omt(O /). Les compacts ¥/ que 1'on obtient ainsi sont
deux a deux disjoints. La variété O; est I'union de voisinages connexes deux a deux disjoints des
compacts X/, ol ¥ parcourt l’ensemble des faces de dimension j, et choisis suffisamment petits
pour que :

— Une composante A de O; ne rencontre qu’une seule face de dimension j, notée X(A).

— A ne rencontre une composante A’ de O/, pour j' < j, seulement si A’NYX(A) est non-vide
et par hypothese de récurrence cela signifie que X(A’) est contenue dans X(A).

— Finalement A ne rencontre que les faces de dimension supérieure et les variétés U; qui
contiennent X(A).
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Démonstration de la proposition :

Comme on ne cherche pas & trouver kg minimal, nous allons juste montrer que kg = (2d+1)?
convient. Nous considérons la famille de variétés {O;} donnée par le lemme B.3.

Fixons donc une 2-peinture ¢y de {Uy, ..., Uy} & valeurs dans {1,...,k} avec k > (2d + 1).

Montrons a présent, par récurrence sur i € {0,...,d}, que 'on peut associer a toute com-
posante A de O; une couleur ¢(A) € {i-(2d+ 1)+ 1,...,(¢ +1)-(2d + 1)} de fagon que
le coloriage de O; ainsi obtenu respecte c¢y. Comme les composantes connexes de O; sont par
définitions disjointes, il n’y a pas de compatibilités a vérifier entre les couleurs des différentes
composantes.

Considérons une composante A de O;, associée a une face ¥(A) de dimension i.

Il y a, par hypothese, au plus d — i faces de dimension d — 1 qui sont adjacentes a 3(A) et,
d’aprés I'item (3) du lemme B.3, la composante A rencontre au plus d—i variétés U;. L'union p(A)
des peintures associées aux U; rencontrant A est un ensemble de couleurs de cardinal inférieur
& 2d. On peut donc associer a A une couleur ¢(A) dans {i- (2d+1)+1,...,(i+1) - (2d+ 1)}
(de cardinal 2d + 1) qui ne soit pas contenue dans p(A).

Montrons que la collection des composantes A des variétés O; et la fonction c ainsi construite
définissent bien un coloriage respectant cy. Si deux composante A et A’ se rencontrent, les
faces associées sont par construction de dimension différentes i # i’. De ce fait les ensembles
{i-2d+1)+1,...,(t4+1)-(2d+ 1)} et {&'- (2d+ 1)+ 1,...,(¢' +1)- (2d+ 1)} sont disjoints et
les couleurs ¢(A) et ¢(A’) sont donc différentes. Comme 'union des intérieurs des O; contient
W (item (1) du lemme B.3), la fonction ¢ induit donc bien un coloriage de W. Par construction,
pour tout A, la couleur ¢(A) n’appartient pas a I'union des peintures des U; qui rencontrent A :
le coloriage ¢ respecte la peinture cg.

O

3.3 Mise en position générale

Lemme 3.4. Soit n un entier, M d’une variété de dimension d et f un difféomorphisme de M
dont ’ensemble des points périodiques de période inférieure a n est fini.

Soit S une variété compacte de dimension d — 1 et soit ¥: S — M un plongement de S. Il
existe ¢ arbitrairement proche de v en topologie C", (r > 1 arbitraire si ¢ est C"), tel que la
famille des sous variétés fio)'(S), i € {0,...,n} soit en position générale.

Démonstration :

Quitte a perturber 1, on peut supposer que ¥ (S) ne contient aucun point de Pery(f), qui
est fini par hypothese. Tout point € S possede un voisinage U, tel que ¥ (U,) est disjoint de
ses n premiers itéres. Il existe donc des collections {U;}icr et {V;}icr d’ouverts de S telles que
Vi C U; pour i € I, que les Vj; recouvrent S et que les U; aient la propriété suivante :

(x) Pour tousi,j € I et t e {1,...,n}siy(U;) intersecte f*o(U;) alors U; N U; = 0.

On considere successivement les n + 1-uplets (ig, . . .,4,) de I"*!. Pour chacun de ces n + 1-
uplets, nous allons mettre en position générale les variétés (¢(Us,), f o ¥(Usy), ..., [T o (U;,))

au voisinage des compacts (¥(Vi,), f o ¥(Vi,),..., f" o ¥(V;,)). Cette propriété persiste par
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perturbations de 1. La mise en position générale pour les n + 1-uplets suivants ne la détruira
pas. Apres un nombre fini de perturbations, on obtiendra le résultat voulu.

La mise en position générale de (¢(Us,), f o ¥(Ui,), ..., f" o (U;,)) est possible car pour
toute sous-famille de ce n + 1-uplet de variétés, d’apres la proprlete (*) on a :

— soit I'intersection de leur adhérence est vide, ce qui est stable par perturbation,

— soit les adhérences des U; correspondants sont deux a deux disjointes, ce qui permet de
faire des perturbations indépendantes au voisinage de chaque V;. Dans ce dernier cas la
mise en position générale est obtenue par le lemme de transversalité de Thom.

On applique donc inductivement ce procédé a l’ensemble des sous-familles du n + 1-uplet
(10y .-y 0n). O

Remarque 3.5. Dans le lemme [}, si l'on veut seulement que la famille des sous variétés
fio'(9), i € {0,...,n} soit en position générale au voisinage d’un compact V, il suffit de
supposer que f ne possede qu’un nombre fini de points périodiques de période inférieure a n au
voisinage de V' (mais peut-étre un nombre infini, loin de V).

3.4 Démonstration du théoréme [B.]]

Lemme 3.6. Soient M une variété compacte de dimension d et kg la constante de la proposi-
tion B.3. Soient N > 0 un entier et f un difféomorphisme de M.

Soient U et V deux sous-variétés compactes a bord, de dimension d. On suppose que U est
disjoint de ses N premiers itérés positifs, et V est disjoint de ses 2(kq + 1)N premiers itérés
positifs. Alors, il existe W, sous-variété compacte a bord de dimension d, disjointe de ses N
premiers itérés, telle que U C W et V C UQ(de) N {W).

Démonstration : Remarquons que, comme V est disjoint de ses 2(kg + 1) N premiers itérés
positifs, il n’existe aucune orbite de période inférieure ou égale a 2(kq+ 1) N au voisinage de V.
D’apres le lemme B.4 et la remarque B.5, on peut augmenter légerement la variété a bord U pour
obtenir une variété a bord U telle que la famille 9 ~*(U), i € {0,...,2(kq+1)N} soit en position
générale au voisinage de V. De plus, comme U est un compact dlsJomt de ses N premiers itérés,
quitte & choisir U D U suffisamment petit, on peut supposer que U est aussi disjoint de ses N
premiers itérés. Qultte a augmenter V', on supposera que son bord est en position générale avec
la famille 9f ~*(U), i € {0,...,2(kq + 1)N}.

On considere l’mtersectlon de V avec les f~/(U) pour i € {0,...,2(kg+1)N —1}. On associe
aU; = f~(U) les couleurs co(i) = {E(5%), E(3k) + 1} qui appartiennent & {0, -+ , kg + 1}, olt
E (55 ) représente la partie enticre de 5%

D’apres le proposition B.2, il existe un coloriage ({V;},¢) de V \ U;U; qui respecte ¢y et
a valeurs dans {1,---,kg}. Puisque V est disjoint de ses 2(kq + 1)N premiers itérés, on peut
supposer que 1'union U;V; est contenue dans un voisinage de V', lui aussi disjoint de ses 2(kq+1) N
premiers itérés. On pose alors

W =Uul ] ONW;).
J
Voyons maintenant que W est disjoint de ses N premiers itérés. Supposons par I’absurde que
rety= fl(x), avec t € {1,..., N}, appartiennent & W. Nous allons raisonner en envisageant
toutes les positions possibles des points z et y :
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— Les points x et y ne peuvent appartenir simultanément a U qui est disjoint de ses IV
premiers itérés.

— De méme, ils ne peuvent pas appartenir & un méme ensemble f2¢0)N (Vj).

~ Si x et y appartiennent & des ensembles f2UNN (V) et f2¢02)N(V,)) différents, alors,
puisque y = f(x), les itérés f~2¢UUN () et fi=2¢02)N(z) de & appartiennent tous deux &
U;Vj. Par ailleurs, 2|c(j1) — ¢(j2)| N +t est inférieur & 2(kg — 1) N 4+ N. Ceci contredit donc
le fait que U;V; est disjoint de ses 2kq/N premiers itérés.

- Traitons enfin le cas olt z appartient & f2¢U N(VJ) et y & U (le cas ol y appartient &
FRON(V;) et & 4 U lui est similaire) : Vj et f~2€WNH)(T) se rencontrent. La peinture
associée a Up(jynyt = f~ DN (TT) est co(2¢(5)N +t) = {c(j),c(4) + 1}. Cependant,
puisque ¢ est un coloriage qui respecte la peinture ¢ et que Vj rencontre Use(jyny¢, la
couleur ¢(j) ne doit pas appartenir a co(2¢(j)N +t) = {c(j),c(j) + 1} ce qui est contra-
dictoire.

Par le méme raisonnement, les variétés U et f2c0)N (V;) sont deux a deux disjointes. Ceci
montre que W est une sous-variété compacte a bord de dimension d. D’autre part, par construc-
tion, U C W etV C Uk‘i N F=1(W), ce qui conclut la démonstration. O

Démonstration du théoréme B.1] : Posons kg = 2kg + 1. Puisque les orbites périodiques
de période plus petite que kyNg sont hyperboliques, il existe une variété compacte a bord Uy,
disjointe de ses Ny premiers itérés et disjointe de Per,.,n,(f) telle que

— pour tout x € W*(Perq,n,(f)) \ W5 (Perq,n,(f)), il existe n > 0 tel que f"(x) € int(Up);
— pour tout x € W*(Perq,n,(f))\ W5 (Perq,n, (f)), il existe n > 0 tel que f~"(x) € int(Up).

En d’autres termes, Uy est un voisinage d’une sorte de domaine fondamental (non connexe)
des variétés stables et instables des points de Pery n,(f). Comme dans la preuve du corol-
laire [L.1), on peut montrer que I'union des itéré positifs de Uy et de la variété instable locale
Wit (Perg,n,(f)) contient un voisinage de Per.,n,(f)) (et de méme pour ses itérés négatifs).

Par conséquent, il existe un voisinage ouvert Op de Pery n,(f) tel que tout point de Op \
W§ (Pery,n,(f)) aun itéré positif dans Uy et tout point de Og\Wy'(Pery,n,(f)) a un itéré négatif
dans Up. Choisissons O un voisinage ouvert de Per, n,(f) tel que pour tout j € {0,...,2kqNo},
son itéré f7(0) est inclus dans Oy.

Soit K le compact invariant de I’énoncé du théoréme B.1. Tout point z de K \ O possede un
voisinage U, disjoint de ses kqNy premiers itérés. Par compacité de K \ O, il existe donc une
collection finie de variétés a bord de dimension d, {Vj,...,V,}, chacune disjointe de ses kqNy
premiers itérés telles que leurs intérieurs recouvrent K \ O.

Considérons le lemme B.q appliqué & U = Uy, V = Vy et N = Ny. On obtient une variété com-
pacte a bord U; disjointe de ses Ny premiers itérés contenant Uy et telle que Vy C U”dNO I(Uy).
On construit par récurrence une suite de variétés compactes a bord (U;) dlsJ01ntes de leurs Ny
premiers itérés, contenant Up et telles que U] N e U”dNO ().

Pour construire U;41, on applique le lemme @ a U U;, V=V;41 et N = Ny. On obtient
une variété compacte a bord U; 1 disjointe de ses Ny premiers itérés contenant U; et telle que
Vig1 C U”dNO f77(Uis1). L’hypothese de récurrence appliquée a U; permet de montrer que Uy

est inclus dans U4 et U] _o Vj est contenue dans U”dNO f7(Uis1).

Posons U = U,.. Tout point z de K \ O a un itéré fi(x), i € {0,...,kqNo}, appartenant a U.
Tout point z de K \ Op possede un itéré positif dans U et par ailleurs, f~(#a¢Not+1) () appartient
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a K \ O par définition de O. Il existe donc i € {0, ..., kgNo} tel que f~(RaNo+D+i(z) appartient
a U. C’est un itéré négatif de x. Ceci montre le résultat pour les points de K \ Oy.

Par définition de Op, tout point de Og \ Wy (Pery,n,(f)) a un itéré positif dans Uy C U
et, de méme, tout point de Og \ W§'(Per.,n,(f)) a un itéré négatif dans U. Ceci conclut la
démonstration pour les points de K N Oy.

O

4 Lemme de connexion pour les pseudo-orbites : preuve du
théoreme .2

4.1 Boites de perturbation recouvrant 1’espace des orbites

A partir du théoréme B.1] on est & présent capable de construire une famille finie de boites de
perturbation de supports disjoints et rencontrant toute orbite. Bien sir les orbites périodiques
et leurs variétés invariantes locales doivent étre traitées séparément :

Corollaire 4.1. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte de dimension d, et U voisi-
nage de f pour la topologie C*. Soient N Uentier associé a Uouvert U par le théoréme [2.1, kq
Uentier donné par le théoréme et soit 0 > 0 arbitraire. On note No = 10dN .

Pour tout compact invariant K me contenant pas d’orbite périodique non-hyperbolique de
période inférieure o kgNy, il existe une famille finie By de boites de perturbation d’ordre N
pour (f,U) et de supports deux o deux disjoints telle que toute orbite positive de points de
K\UpePerNO W5 (p) et tout orbite négative de points de K\UP€P67'NO Wit (p) rencontre l'intérieur
d’un carreau d’un quadrillage d’une des boites de By.

De plus, pour tout x € M, il existe t € {0,..., N} tel que ft(x) n’appartienne pas a l'union
des supports de boites de By.

En conséquence, il existe une famille finie Cy de carreaux associés aux boites de By et une
famille finie Dy de compacts contenus dans l'intérieur des carreaux de Cy telles que,

— chaque carreau de Co contient exactement un compact de Dy dans son intérieur;

— toute orbite positive de points de K \ UpePerN W5 (p), et tout orbite négative de point de
K\ Upepery W5'(p) rencontre Uintérieur d’un compact de Dy.

Démonstration : D’apres le théoreme B.1] et le corollaire B.1] appliqué & Ny et a 6/2, il existe
un ouvert U dont I'adhérence est disjointe de ses Ny premiers itérés et un compact V C U
tel que tout point x € K \ UpePerNo W3 (p) possede un itéré f™(x) € V, n > 0 et tout point
ye K\ UpePerNO Wit (p) possede un itéré f~"(y) € V, n > 0. De plus on peut choisir U tel que
les composantes de son adhérence soient assez petites pour que tous leurs itérés d’ordre inférieur
4 Ny soient inclus dans une carte de perturbation donnée par le théoreme P.1.

Soit Uy une composante de U et notons Vy = Uy N V. Par hypothese, Uy est contenue dans
une carte de perturbation ¢: Uy — R™. Pavons R™ par des cubes quadrillés de c6té de méme
longueur ¢. On choisit ¢ de fagon que tout cube rencontrant ¢(Vp) soit inclus dans ¢(Up).

On fait de méme pour chacune des composantes de U contenant un point de V. On obtient
ainsi une famille finie Py de boites de perturbation, deux a deux disjointes (une boite de pertur-
bation est un cube ouvert), contenues dans U, et dont I'union des adhérences contient V' dans
son intérieur. Notons ®g la famille des cartes de perturbation servant dans la construction de
Po.
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En répétant cette construction pour f2N(U), f2N(V), i € {1,...,10d — 1}, on construit
de méme des familles P; de boites de perturbations contenues dans f?¥(U), et dont 1'union
des adhérences contient f?V(V) dans son intérieur, et I'on note ®; la famille des cartes de
perturbation correspondantes.

On considere les familles de cubes f~2V(P;) contenues dans U. Pour tout 4, 'union des
adhérences des cubes de la famille f~2*V(P;) contient V dans son intérieur. Quitte & perturber
légérement les ®; (en topologie C'), on peut supposer que, pour toute famille de cubes choisis
dans des familles deux & deux différentes =2V (P;), leurs bords sont en position générale. En
particulier un point de V peut appartenir au bord de cubes d’au plus d familles parmi les
f72N(P;). Puisqu'il y a au moins 5d familles de cubes, tout point de V appartient & I'intérieur
d’au moins 4d de ces cubes.

On remplace a présent dans R™ chaque cube quadrillé par un cube de méme centre, ho-
mothétique de rapport p < 1 trés proche de 1. On obtient ainsi des familles P; , de boites de
perturbation qui cette fois sont d’adhérences disjointes. Pour p assez proche de 1, tout point de
V appartient encore a l'intérieur d’un cube d’au moins 4d familles =2V (P; ).

Par compacité de V, on peut extraire, pour tout i, une famille finie I'; de carreaux des
boites de P; , telle que I'union YJ; de ces carreaux possede la propriété suivante : tout point de
V appartient & 'intérieur d’au moins 4d compacts f~2V (3;). Appelons carreaux de f —2iN (3)
I'image par f~2 des carreaux de la famille T';.

Quitte a perturber a nouveau les ®;, on peut supposer que, pour toute famille de carreaux
choisis dans des familles deux & deux différentes =2V (T;), leurs bords sont en position générale.
En particulier un point de V' peut appartenir au bord de carreaux d’au plus d familles parmi
les f~2N (T';). Puisqu’il y a au moins 4d familles de carreaux, tout point de V appartient a
Iintérieur d’au moins un de ces carreaux.

Ainsi tout point de V appartient & I'intérieur d'un carreau d’une famille =2 (T;). Par
conséquent, d’apres le corollaire B.1], tout point de K \ W§(Pery,) a un itéré positif dans
intérieur d’'un carreau d’'une des familles I';. De méme, tout point de K \ fNo(W(Pern,))
a un itéré négatif dans fNo(V) et donc dans un des carreaux d’une famille T';. En appliquant
ce résultat & un ¢’ assez petit pour que fNo(WH(Pery,)) C W¥(Pern,), on obtient la propriété
voulue.

Remarquons que par construction, les supports des boites sont deux a deux disjoints. Plus
précisément, pour toutes boites distinctes B et B’ choisies dans 'union des familles P; , et tous
n,n’ € {0,...,2N —1}, les itérés f"(B) et f"(B') sont disjoints. En particulier, pour tout point
x de M, il existe un entier n € {0,..., N} tel que l'itéré f™(x) n’appartienne & aucune boite des
familles P; ,. L'union des familles P; , et 'union des familles I'; définissent les familles By et Co
respectivement.

Finalement, le compact V' a été recouvert par l'intérieur des carreaux des familles f =2V (T;).
D’un recouvrement d’un compact par des ouverts, on peut choisir un compact inclus dans
chacun de ces ouverts de facon a obtenir un recouvrement du compact initial par 'intérieur de
ces compacts. Ceci permet de choisir la famille Dy annoncées.

O

4.2 Au voisinage des points périodiques

Proposition 4.2. Soit f un diffcomorphisme d’une variété compacte de dimension d, et U
voisinage de f pour la topologie C'. Soit N Uentier associé a Uouvert U par le théoréme [.1.
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Pour toute orbite périodique hyperbolique v de f, et tout voisinage V' de v, il existe un voisinage
W de v, deuz familles finies de boites de perturbations & et S d’ordre N pour (f,U), deux
familles finies de carreaux C(£) et C(S) des boites de £ et S et deux familles finies D(E) et D(S)
de compacts, et un entier ng tels que :

1. L’ouvert V contient W et le support des boites de perturbation de £ et S.
2. Les supports des boites de perturbations de EUS sont deuz a deux disjoints.

3. Chaque compact de D(E) est inclus dans Uintérieur d’un carreau C' € C(E), et chaque
compact de D(S) dans Uintérieur d’un carreau C € C(S). Chaque carreau de C(E) et C(S)
contient exactement un carreau de C(E)UC(S).

4. Pour toute paire D, € D(E) et Dy € D(S) de carreauz, il existe n € {0,...,no} tel que
f(De) N Dy # 0.

5. Pour tout point z de W \ W (), il existe n > 0 et un compact D € D(S) tel que
f*(z) € int(D) et fi(z) € V pour tout 0 < j < n. De plus, si f(z) ¢ W, Uentier n est
majoré par ng.

6. Pour tout point z de W \ W (v), il existe n > 0 et un compact D € D(E) tel que
f™(2) € int(D) et fI(z) € V pour tout 0 < j < n. De plus, si f~1(2) & W, Uentier n
est majoré par ng.

Démonstration : De méme que dans I’énoncé du corollaire [I.], on pose Ny = 10dN.

Soit v une orbite périodique hyperbolique et V un voisinage de . Nous choisissons une
variété stable locale W () dont tous les itérés positifs sont contenus dans V. Il existe un
ouvert U® C V tel que U? et ses Ny premiers itérés sont deux a deux disjoints et contenus dans
V et tel que UsNW}? () rencontre toute orbite de W*(«y)\ {7}. De méme, on choisit une variété
instable locale W}% _(y) dont tous les itérés négatifs sont contenus dans V' et un ouvert U* C V
tel que U" et ses Ny premiers itérés sont deux a deux disjoints, disjoints de 'union U;VZOO FU?),
contenus dans V et tels que toute orbite de W¥(v) \ {7} rencontre fNo(U™) N WE.(v).

Comme dans la preuve du corollaire [ 1, on peut choisir une famille finie £ de boites de pertur-
bation dont les supports sont deux a deux disjoints et contenus dans 'intérieur de U;V:OO F(U?),
et ayant la propriété suivante : il existe une famille finie C(€) de carreaux de l'ensemble de ces
boites, et pour chaque carreau C un compact D inclus dans I'intérieur de C' tels que toute orbite
de W*(v)\ v rencontre 'intersection de W} () avec I'intérieur d’'un des compacts D (le compact
D dépend de l'orbite). Nous noterons D(£) 'ensemble de ces compacts.

De méme, on peut choisir une famille finie S de boites de perturbation de supports deux a
deux disjoints et contenus dans I'intérieur de U;V:OO f2(U%), une famille finie C(S) de carreaux
de ces boites et une famille D(S) de compacts inclus dans Uintérieur des carreaux de C(S) (un
compact par carreau) tel que toute orbite de W*(7y) \ v rencontre 'intersection de W} () avec
Pintérieur d’un des compacts D € D(S).

Soient D, € D(&) et Dy € D(S) deux compacts comme ci-dessus. Remarquons que D, et Dy
contiennent dans leur intérieur un point de W*(v) et de W*(+y), respectivement. Le A-lemma
montre qu’il existe un entier n = n(De, D) > 0 tel que f™(D.) N Dy # 0.

Notons D(E) et D(S) 'union des éléments de D(E) et D(S). Pour tout n > 0, ouvert
D, (&) = f*(int(D(E))) N ﬂ?:_& f2(V), est I'image par f" des points de int(D(E)) dont les n
premiers itérés restent dans V. L’ensemble W, = W} (v)UU,,>o Dn (&) contient un voisinage de
L'orbite «. Par construction, tout point = de W, \ W} (v) possede un itéré négatif f~"(z) dans
lintérieur d'un compact D € D(E) tel que f~*(x) reste dans V pour tout ¢ € {0,...,n}.
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De méme, I'union Wy de W}? () et, pour tout n, de I'image par f~" des points de int(D(S))
dont les n premiers itérés négatifs restent dans V' contient un voisinage de I'orbite . On choisit
un voisinage ouvert Wy de v contenu dans 'intersection W, N W.

Remarquons que l'orbite positive d’un point = de W{ passe par l'intérieur d’un compact
D € D(S) avant de sortir de V si z n’est pas sur la variété stable locale de ~, et son orbite
négative passe par l'intérieur d'un compact D € D(E) avant de sortir de V' si z n’est pas sur la
variété instable locale de . On pourrait choisir W = Wy et conclure la preuve de la proposition
si le temps pour atteindre int(D(S)) ou int(D(E)) était uniformément borné pour tout x € Wy
tel que f(z) ¢ Wy ou f~1(x) ¢ Wy, respectivement. Nous allons choisir W C Wy ayant cette
derniere propriété.

Il existe des domaines fondamentaux I', et I'y inclus dans W des variétés stables et instables
locales de 7, tels que le temps pour atteindre int(D(E)) ou int(D(S)) est uniformément borné
par un entier n; pour tout = € T,ouze€ I‘_S, respectivement. De plus cette borne uniforme
reste valide sur des voisinages tubulaires A, et A, des adhérences ', et I's. On peut choisir un
voisinage ouvert W de v de facon que tout point z € W tel que f(z) ¢ W ou f~'(z) ¢ W
appartient a de tels voisinages tubulaires Ag ou A¢, respectivement.

Pour conclure la preuve de la proposition, il suffit de choisir ng majorant n, et tous les entiers
n(De, Ds) définis ci-dessus.

O

4.3 Preuve du théoréme [[.Z : préparation

Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M, dont toutes les orbites périodiques
sont hyperboliques. Soit ¢/ un voisinage de f pour la topologie C. Soient z et y deux points de
M tels que x - y.

Remarque 4.3. Etant donné un voisinage Uy de f il existe un ouvert U C Uy ayant la propriété
suivante :

Soient V1,...,V,. des ouvert disjoints de M et g1,...,g, € U des difféomorphismes tels que
pour tout i € {1,...,1}, g; coincide avec f hors de V;. Alors le difféeomorphisme g, égal a g; sur
Vi et a f hors de \J; Vi, appartient également a U.

Quitte a restreindre le voisinage U de f, on supposera désormais que U vérifie la propriété
de la remarque ci-dessus. On considere l'entier N associé a U par le théoreme et on pose
Ny = 10dN. On choisit une constante § > 0 telle que les variétés invariantes locales W3 (z) et
Wit(2") de points z, 2’ de Perp,(f) ne se coupent qu’aux points de Pern,(f).

Afin de commencer la preuve du théoréme, nous allons maintenant fixer une famille de boites
de perturbations associées a I'ouvert U et aux points x et y. Ceci se fait en deux étapes : une
premicre famille de boites est choisie & I’aide du corollaire [.1. Cette famille sera enrichie de
boites, au voisinage des orbites périodiques de basse période, & laide de la proposition ..

Nous allons considérer quelques configurations particulieres des points x et y et montrer
comment elles se ramenent au cas général :

Remarque 4.4. 1. Siy est un itéré strictement positif de x : la conclusion du théoreme est
alors déja vérifiée.

2. Si x ouy appartiennent pas a Pern,(f) : si x € Pern,(f) et si y n’est pas sur l'orbite

de z (voir I'item (1) ci-dessus) alors il existe un point 2’ (arbitrairement proche de x) sur
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la variété instable locale de z tel que 2’ - y : le point 2/ est un point d’accumulation de
points de e-pseudo-orbites joignant = a y quand ¢ tend vers 0. Pour montrer la conclusion
du théoreme il suffit dans ce cas de la montrer pour les points 2’ et y. En effet, s’il existe
une C'-arbitrairement petite perturbation g de f telle que y soit sur 'orbite positive pour
g de 2, par une conjugaison proche de 'identité & support ne contenant pas le point y,
on envoie ' sur z, et maintenant 1’orbite positive de x passe par y. On traite de la méme
facon le cas ou y € Pern,(f).

Par la suite nous supposerons désormais que x et y n’appartiennent pas a Pery,(f) et que
y n’est pas un point de l'orbite strictement positive de x.

On fixe une famille By de boites de perturbations données par le corollaire {1, appliqué &
toute la variété au voisinage U et a la constante §. On note Cy et Dy ’ensemble de carreaux C' et
I’ensemble de compacts D contenus dans l'intérieur des carreaux C, annoncés par ce corollaire.

Pour toute orbite périodique 7 de période inférieure & Ny on choisit un voisinage V() de
fagon que les V() soient deux & deux disjoints, soient chacun disjoint des supports de boites
de perturbations de By et ne contiennent pas les points x et y (c’est possible puisque ni x
ni y n’appartient a Pern,(f)). Notons £(y) et S() les familles de boites de perturbations
contenues dans V(y) obtenues & 'aide de la proposition f.3. En suivant encore les notation de
cette proposition, on notera C(&,v) et C(S, ), (resp. D(E,7) et D(S, 7)) les familles de carreaux
(resp. de compacts contenus dans l'intérieur des carreaux) des boites de perturbation de £(7) et
S(v), respectivement ; finalement on note ng(vy) et W () l'entier et le voisinage de v annoncés
par cette proposition. On notera ng un majorant des entiers ng(7y), pour v € Pern, (f).

On note B ’ensemble By U U"/GPETNO(f) (E(y) US(7)) de toutes les boites de perturbation
ainsi obtenues. On note de méme C et D ’ensemble de tous les carreaux et ’ensemble de tous
les compacts contenus dans 'intérieur des carreaux, respectivement, ainsi obtenus.

Remarque 4.5. Si z ou y appartient au support d’une boite de perturbation B € B(rappelons
que l'on a supposé que y n’est pas un itéré strictement positif de x) : remarquons que la boite
B doit appartenir & la famille By car z et y n’appartiennent pas aux ouverts V(7).

Puisque y n’est pas un itéré strictement positif de x, pour tout itéré f*(z) et f7(y) on a encore
fi(x) - f/(y). D’autre part, d’apres le corollaire [L.1], on peut choisir i et j dans {0,..., N} tels
que fi(x) et f7(y) n’appartiennent pas & l'union des supports des B; (si = y on choisit bien
sur ¢ = j). Pour montrer la conclusion du théoréme il suffit dans ce cas de la montrer pour les
points fi(x) et f/(y). En effet, s’il existe une C'-arbitrairement petite perturbation g de f telle
que f7(y) soit sur I'orbite positive pour g de f*(x), par une conjugaison proche de l'identité, on
envoie g~ ¢(fi(z)) sur x et g7 (f7(y)) sur y, et maintenant I'orbite positive de x passe par y.

On supposera désormais de plus que les points x et y n’appartiennent pas aux supports des
boites de perturbation de B. Cette hypothése est sans perte de généralité d’aprés la remarque
ci-dessus.

4.4 Retour des pseudo-orbites dans les carreaux

Si une pseudo-orbite retourne en temps borné dans les compacts D € D des carreaux et
si ses sauts sont suffisamment petits, on peut regrouper les sauts au moment des passages
dans les carreaux, obtenant ainsi une pseudo-orbite qui préserve les quadrillages des boites de
perturbation (voir la section fJ et la remarque P.9). Le lemme [I.q montre que si le retour dans les
carreaux se fait en temps tres long, I'orbite passe pres des points périodiques de Perp, et donc
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dans les carreaux des familles £() et S(). On remplacera alors le segment de pseudo-orbite
pres d’'une orbite périodique v par un morceau de vraie orbite entrant et sortant du voisinage
de v par les mémes carreaux de £(7y) et S(7y) que la pseudo-orbite initiale.

Lemme 4.6. Avec les notation de la section [L.3, il existe ny > 0 et g9 > 0 avec la propriété
susvante :

Pour toute eg-pseudo-orbite xg = x,...,xp = y, il existe une suite strictement croissante
to = 0,t1,...,t, = k telle que, pour tout s ¢ {0,r}, le point z¢, appartient a un compact Dy
de la famille D. De plus, pour tout s € {0,...,r — 1}, ou bien ts11 — ts < ny, ou bien il existe

une orbite périodique v € Pern,(f) telle que Dy € D(E,v) et Dsy1 € D(S,v) (dans ce cas,
s ¢ {0,r—1}).
Démonstration :

Considérons tout d’abord le cas des vraies orbites : tout point z a des itérés positifs et négatifs
dans I'union des ouverts W (~) et des intérieurs des compacts D de D. Les temps de retour sont
uniformément bornés par un entier ny, par compacité de M . On choisit n; supérieur a l'entier
ng introduit & la fin de la section .3 (de ce fait, n; majore tous les entiers ng(y) pour chaque
orbite périodique v de Pern,(f)).

Afin d’assurer que les pseudo-orbites visitent 'intérieur des compacts D € D, nous intro-
duisons des compacts plus petits D inclus dans lintérieur des compacts D, et visités par les
vraies orbites.

Par compacité de M, tout point de M retourne, en temps borné par ni, dans des compacts
W(y) et D inclus dans les ouverts W(y) et les intérieurs des compacts D. En utilisant la
définition de ng(y) (voir la proposition [£.J), on montre que 'on peut choisir la famille D de
fagon que, si z € W(v) mais que f(z) ¢ W (7), il existe un itéré positif inférieur a no(y) < n1
de z qui appartient & 'intérieur d’un de ces compacts D contenu dans l'intérieur d’un compact
D € D(S,). De plus, le segment d’orbite joignant z & D est inclus dans V(). De méme, si
z € W(y)\ f(W(7)), son orbite négative rencontre, en temps borné par ni, l'intérieur d’un
compact D contenu dans un compact D € D(E,v) avant de sortir de V(7).

On note 7 I'infimum des distances entre un point de U’YGPQTNO(f) W(y)U Upep D et un point

du complémentaire de U’YGPETNO(f) W(v)UUpep D-

11 existe alors g9 > 0, tel que pour toute ep-pseudo-orbite zp, ..., zn,, et tout i € {0,...,n1},
les distances d(f%(20),2) et d(f~%(2;),20) sont inférieures & 1. Par ce qui précede, il existe
i€10,...,n1}, tel que f(20) appartienne & un compact W(’y) ou D. On en déduit que le point
z; appartient & W (+) ou a U'intérieur du compact D correspondant.

Soit xg, ...,z une eg-pseudo-orbite dont les extrémités o,z ne sont dans aucun V(7).
Si un point z; appartient a un W(vy) et si f(z;) n’appartient pas a W(vy), il existe z; avec
0 < j' —j < m tel que xjr appartienne a l'intérieur d’un compact D € D(S,). En effet, par
définition de no(7y) < ni, il existe un itéré f9'~J(z;) de z; qui appartient & lintérieur de D. De
méme, si un point x; appartient & un W(v) et si f~!(z;) n’appartient pas a W (v), il existe z;
avec —ny < j' — j <0 tel que xj appartienne a I'intérieur d’un compact D € D(E,7).

A tout point x; appartenant a I'un des W(y), on associe un segment de la pseudo-orbite
Te(j)s - - -, Ty(j) contenant x; de la fagon suivante : considérons le segment maximal de la pseudo-
orbite contenant x; et inclus dans V' (y). Alors, e(j) est le plus petit indice dans ce segment tel
que Z(;) appartient a I'intérieur d’un compact D € D(E,v) et s(j) est le plus grand indice dans
ce segment tel que z(;) appartient & I'intérieur d’'un compact D € D(S, 7).

Affirmation 1. Pour tout j tel que x; appartient a l'union des W (), le segment {e(j),...,s(j)}
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est bien défini et contient j. Deux segments {e(j),...,s(j)} et {e(4'),...,s(3")} sont disjoints
ou confondus.
Démonstration : D’apres ce qui précede, il existe un segment de pseudo-orbite zj,,. ..,z ,
avec jo < j, inclus dans V() et tel que zj, appartienne a l'intérieur d’'un compact D € D(E, 7).
Ceci montre que e(j) est bien défini et inférieur & j. De méme s(j) est bien défini et supérieur
aj.

Soient I = {e(j),...,s(j)} et I' = {e(j),...,s()')} deux segments se rencontrant en un
point. Les V() étant deux a deux disjoints, les points z;, j € I, et zj, j' € I' appartiennent au
méme V(). On obtient I = I’ par maximalité. O

Soient t; < tg < --- < t,._1 'ensemble des indices j pour lesquels :
— soit il existe j' tel que j = e(j’) ou j = s(j’),
— soit x; appartient a intérieur d'un compact D € D et j n’appartient a aucun segment
{e(5),-.,s()}-
En conséquence, pour tout s € {1,...,7—2}, ou bien le segment de pseudo-orbite {zy,,..., ¢, }

rencontre un ouvert W(y) et dans ce cas il existe j' tel que t; = e(j') et ts11 = s(j’), ou
bien ce segment d’orbite ne rencontre aucun W (y) et dans ce cas le segment de pseudo-orbite

{Tt, 41,21, +1*1} ne rencontre aucun intérieur de compact D € D.
Nous devons montrer que tout intervalle de temps {ts,...,ts4+1} qui n’est pas de la forme
{e(F),...,8(7)} est de longueur t511 —ts < ny. Le segment de pseudo-orbite correspondant n’a,

par construction, de point dans aucun ouvert W (). On considere le point x;,. Par définition de
n1, ce point possede un premier itéré positif f¢(zy,), avec 0 < £ < ny, appartenant & I'un des
W(v) ou & I'un des D. Par le choix de e, le point x4, +¢ appartient & W () ou a l'intérieur d’un
compact D € D.

Montrons que ts41 < ts+£ ce qui conclura puisque ¢ < nj : si x4 1¢ appartient & un W(~), on

a remarqué que la suite {4, ..., s, } ne contient pas de point dans W () et donc t,11 < ts+£.
Dans l'autre cas, x¢,1¢ appartient a l'intérieur d'un compact D ; nous avons vu que le segment
de pseudo-orbite {zy,4+1,...,2,,,—1} ne rencontre pas lintérieur de D, ce qui implique que
ts+1 <ts+ L.

Posons a présent tg = 0 et ¢, = k.

Le point 2y n’appartient & aucun V() et il existe ¢ < nj tel que xy appartient a l'intérieur
d’un compact D € D ou a un W (). Dans le premier cas, t; < ¢. Dans le second cas, 0 < e(¢) < ¢
et 751 < e(f)

Dans tous les cas, t1 < ny. On montre de méme que t, — t,_1 < nq.

4.5 Regroupement des sauts dans les carreaux

Notons 71 'infimum des distances entre un point d'un compact D € D et le bord du carreau
C € C qui contient D. Il existe e; €]0,e0[ tel que pour toute e;-pseudo-orbite xg, ...,z de
longueur m inférieure & nq, les distances d (f~™(x,), xo) et d (f™(xo), ) sont plus petites que

.

Considérons a présent une £1-pseudo-orbite xg = z,...,x; = y joignant z a y. Comme &1 a
été choisi inférieur & g, le lemme @ lui associe une suite tg =0 <t < --- < t,. = k. Par le
choix de ¢; et 7, et comme les points z;, ¢ € {1,...,7 — 1}, appartiennent tous & un compact

D € D, on obtient :
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Lemme 4.7. Sous ces hypothéses, pour tout s € {1,...,r—1} tel que ts11 —ts < mq, les points
[l (zy, ) et @y, sont dans Uintérieur d’un méme carreau C' € C; de méme, pour tout
s €{0,...,r —2} tel que ts11 —ts < ny, les points flat17ts(zy ) et x4, sont dans Uintérieur
d’un méme carreau C' € C.

Rappelons que les temps ts correspondent a des retours de la pseudo-orbite dans les compacts
D, et que si un segment d’orbite entre deux temps ¢, ts+1 consécutifs est de longueur plus grand
que nq, il est contenu dans un voisinage V() d’une orbite périodique v et a extrémités dans les
carreaux C(&,7) et C(S,~). Nous allons traiter différemment les segments d’orbite de longueur
inférieure & ny et ceux contenus dans un voisinage V' (), pour obtenir finalement une pseudo-
orbite yg = x, ...,y = y qui préserve le quadrillage des boites de perturbation.

Pour les segments {z,, ..., 7, } de longueur inférieur a n;, nous modifions la pseudo-orbite
xo, - - ., T et définissons une nouvelle pseudo-orbite Ty = x, ..., %, = y de la fagon suivante :

— Pour tout i € {0,...,#;} on pose Z; = fi(xp). Remarquons que, comme t; < ny, le point
Z¢, appartient a l'intérieur du méme carreau que x, .

— Pour tout s € {1,...,7 — 1} tel que ts41 —ts > ny et tout ¢ € {ts+1,...,ts+1}, on pose
i’i = T;.
— Pour tout s € {1,...,7 — 1} tel que ts11 —ts < mj et tout i € {ts+1,...,ts41}, on pose

ji = fi_ts+1 (xts+1)'

Remarquons que, pour tout s € {0,...,7 — 1} tel que ts4; — ts < mq, alors le segment
Tt,,...,T¢,,, est une pseudo-orbite n’ayant qu’'un seul saut : entre z;, et Ty, 1. De plus ce saut
préserve le quadrillage : en effet, d’apres le lemme [E£7, Z, et f~1(Z;,+1) appartiennent tous deux
a l'intérieur du carreau qui contient x;,.

Nous pouvons enfin construire la suite yg = x,y1,...,%¢ = ¥ annoncée :

Pour tout s tel que 541 — ts > nq, alors il existe une orbite périodique v C Pery,(f) telle
que les points x;, et ,,, appartiennent a des carreaux C, € C(€,7) et Cs € C(S,7), respec-
tivement (d’apres le lemme [.6)). Les points x;, et x, +1 appartiennent a ces mémes carreaux,
par construction. D’apres la proposition [L.9, il existe un point z de l'intérieur de C, et un entier
n < nj tel que f(z) appartienne a l'intérieur de Cs.

On remplace alors le segment de pseudo-orbite {Z¢,41,...,%,,,} par le segment de vraie
orbite {f(2),..., f"(2)}.

La suite obtenue en appliquant ce procédé a chaque segment {Zy,41,...,%¢,,,} de longueur
supérieure a n; est notée yo = =, y1,...,y¢ = y. On notera 19 = 0,7, ..., 7, les temps de cette
suite correspondants aux temps fo,...,t, de la suite Z; : formellement, la suite {yo,...,ys} a
été obtenue en concaténant des segments de la forme {yr,,...,y~} ou {yr,.41,...,Yr, ., } qui
remplacent les segments de la forme {Zy,, ..., T } ou {Zy,41,. .., Te,yy )

Lemme. La suite yo = x,...,yp = y définie ci-dessus est une pseudo-orbite préservant le
quadrillage de toutes les boites B de B, et n’ayant pas de saut hors des boites de B.

Démonstration : Nous devons vérifier que pour tout ¢ € {0,...,¢ — 1}, si f(y;) # yi+1 alors
yi et f~'(y;11) appartiennent & I'intérieur d’un méme carreau C' € C. Par construction, ceci
n’arrive que lorsque ¢ est de la forme 74, s € {1,...,r — 1}. De nouveau par construction, les
points 4., et f~1(y,.+1) appartiennent a I'intérieur du méme carreau que z;, (et aussi que ),
ce qui conclut. O

En résumé, nous avons montré :
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Proposition 4.8. Il existe £1 > 0 tel que, pour tous points x,y hors des voisinages V() et des
supports des boites de perturbations B € B on ait la propriété suivante :

Si x e, y, alors il existe une pseudo-orbite préservant le quadrillage de toute les boites de B
et n‘ayant pas de sauts hors des boites de B joignant x a y.

4.6 Fin de la preuve du théoréme .2

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoreme [1.7 : soient = et y deux points
tels que # - y. D’aprés la section [l.3, on peut supposer que ces points n’appartiennent pas
a Pern,(f) et que y n’est pas sur 'orbite positive de z. Soit & un C'! voisinage de f, que
'on peut choisir comme dans la remarque .. On note B = {Bj, ..., B;,} la famille de boites
de perturbation que l'on a associée, dans la section [£.3, & U et & ces deux points. D’apres la
remarque [£.5, on peut supposer que les points x et y sont situés hors des boites B € B (ils sont
par construction hors des voisinages V' (7)).

D’apres la proposition [L.§, il existe alors une pseudo-orbite yg = x, ...,y = y préservant le
quadrillage de toutes les boites de B et n’ayant pas de sauts hors des boites de B.

Par le choix de 'ouvert U et puisque les boites de B sont de supports disjoints, un difféo-
morphisme obtenu en composant des perturbations dans U a support dans chacune des boites
B € B est encore un difféomorphisme de U.

D’apres le lemme R.J appliqué & la suite g, ...,y et & la boite By, on obtient un difféomor-
phisme f; € U et une pseudo-orbite de f; joignant les points x et y, préservant le quadrillage de
toutes les boites de {Bo, ..., B,,} et n’ayant pas de sauts hors des boites de {Ba, ..., B }.

On applique a nouveau ce procédé successivement & chaque boite de {Ba, ..., By, }. A lajome_
étape, on associe une perturbation de f dans U, respectant\les quadrillages de toutes les boites
et n’ayant aucun saut hors des boites B;i1, ..., By. La m®™M€ étape crée un difféomorphisme
g € U tel que l'orbite positive de x passe par y, ce qui conclut la démonstration.

5 Conséquences du lemme de connexion

5.1 Preuve du théoréme [[.1] : argument de généricité

Soit B une base dénombrable d’ouverts de M.

Pour tous U,V € B on note O(U, V) I'ensemble des difféomorphismes tels que, ou bien, de
fagon robuste, il existe un itéré positif de U qui rencontre V', ou bien, de fagon robuste, tout itéré
positif de U est disjoint de V. Plus précisément, O(U, V') est P'union Ou (U, V) U Uy~ O, (U, V),
ou O, (U, V) est 'ensemble des difféomorphismes pour lequel f™(U) rencontre V', et ou O (U, V)
est I'intérieur du complémentaire de |J;~ O, (U, V).

Chacun des O, (U,V) est ouvert car U et V sont ouverts et Ox(U,V) est ouvert par
définition. On en déduit que O(U, V) est un ouvert de Diff'(M). Il est dense par construction.

Notons Gy ’ensemble des difféomorphismes Kupka-Smale : toutes les orbites périodiques sont
hyperboliques et leurs variétés invariantes sont transverses. Par le théoreme de Kupka-Smale,
Go est un G dense de Diff!(M). Soit G l'intersection Gy N Nuves O, V). Cest un G4 dense
de Diff'(M) d’apres le théoreme de Baire.

Soit f un difféomorphisme dans G, et soit (z,y) une paire de points tels que = 5 y. Soient
U € Bet V € B des voisinages de z et y, respectivement. D’apres le théoréme [[.9 tout voisinage
de f contient un difféomorphisme g pour lequel un itéré positif de U rencontre V. Par définition
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de Gi1, f appartient a O(U,V). L'existence de g arbitrairement proche de f interdit que f
appartienne a 'ouvert O, (U, V). 1l existe donc un itéré positif de U par f qui rencontre V. On
a montré x <y y, ce qui conclut la preuve du théoreme 1.

5.2 Conséquences du théoreme

Le corollaire [[.3 est un conséquence directe du théoreme [[-] : soit G; le G5 dense de Diff* (A1)
construit & la section p.J, sur lequelle les relations - et < coincident. Q(f) est I'ensemble des
points x tels que z < x donc coincide avec ’ensemble des points x tels que = 4 = qui est R(f).

La premiere partie du corollaire se déduit du théoreme [[]] et du lemme (sans doute
classique) suivant :

Lemme 5.1. Si f est un difféomorphisme d’une variété connexe M tel que Q(f) = M alors,
pour tous x,y € M on ax y.

Démonstration : Pour tout ¢ > 0 et tous z,y € M choisissons une suite de points zg =
r,x1,..., 0 =y tels que d(z;, ri41) < §, pour tout 4. Pour tout 7 il existe une e pseudo-orbite
joignant x; a ;41 : en effet, comme z; est non-errant il existe un point Z; arbitrairement proche
de x; ayant un retour f"i(Z;) lui aussi proche de z; ; la suite z;, f(&;), f2(%:), ..., f5 (&), zit1
est alors une e-pseudo-orbite. En mettant bout & bout ces pseudo-orbites on obtient une e-
pseudo-orbite joignant x a y. Donc x -, y pour tout € > 0 et finalement x - . O

Si f appartient & la partie résiduelle G; de Diff'(M) annoncée par le théoreme L7 et si
Q(f) = M, alors pour tous points z,y € M on a z 4y et donc z < y. On en déduit que pour
tout couple d’ouvert U,V de M il existe un itéré positif de U qui rencontre V', c’est a dire que
f est transitif : ceci montre la premiere partie du corollaire [[.3.

Il existe d’autre part, comme conséquence du lemme de fermeture de Pugh, une partie
résiduelle Gy de Diff'(M) sur laquelle I’ensemble non-errant Q(f), f € Go est Padhérence de
I’ensemble des points périodiques hyperboliques de f. D’autre part, en conséquence du lemme
de connexion d’Hayashi, [BD] montre qu’il existe une partie résiduelle G3 de Diff'(M) sur
laquelle deux points périodiques hyperboliques appartiennent & un méme ensemble transitif si et
seulement s’ils ont méme classe homocline. En conséquence, G1 NGo N G3 est une partie résiduelle
de Diff!(M) et, si f € G1 N Gy N Gz vérifie que Q(f) = M, alors il est transitif et possede au
moins un point périodique p dont la classe homocline doit coincider avec celle de tous les autres
points périodiques, mais ceux-ci étant denses dans M, on obtient que H (p, f) = M. Ceci conclut
la preuve du corollaire [I.3.

5.3 Décomposition en pieces élémentaires

Le corollaire [[.4 découle directement du théoréme et du fait que, quand la relation < est
transitive (par exemple sur la partie résiduelle G; introduite ci-dessus), les ensembles faiblement
transitifs maximaux sont les classes d’équivalence de la relation d’équivalence obtenue sur Q( f)
en symétrisant la relation <. Sur G; cette relation coincide avec la relation d’équivalence H
définie sur R(f) = Q(f) : les classes de récurrences par chaines d’'un difféomorphisme f € G; sont
donc exactement les ensembles faiblement transitifs maximaux, ce qui prouve le corollaire [L.4.

Nous utiliserons plusieurs fois par la suite le lemme suivant :
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Lemme 5.2. Soit G1 la partie résiduelle de Diff' (M) sur laquelle <; et -; coincident. Pour
tout f € Gy et tout compact invariant K, Lyapunov stable pour f, on a :

reKetx-dy—yckK. (1)

Si de plus K est récurrent par chaines, K est une classe de récurrence par chaines.

Démonstration : Comme K est stable au sens de Lyapunov, il possede des voisinages U
arbitrairement petits qui sont positivement invariant par f (i.e. f(U) C U). On en déduit que, si
x € K et y € M vérifient x < y alors y € K. Comme les relations < et - coincident sur M, on a
montré I'implication ([]). L’ensemble K contient donc toute classe de récurrence par chaines qui
le rencontre. Si K est lui-méme récurrent par chaines, c’est exactement une classe de récurrence
par chaines. O

Afin de montrer le corollaire [[.§ (conjecture de Hurley pour la topologie C') nous devons
préalablement montrer la proposition [[.7. Le premier item de cette proposition est presque une
tautologie : un quasi-attracteur K possede des voisinages ouverts U arbitrairement petits qui
sont strictement invariants (i.e. f(U) C U). 1l est donc stable au sens de Lyapunov et de plus
les e-pseudo-orbites, pour € assez petit, ne peuvent pas sortir de U. Un quasi-attracteur contient
donc toute classe de récurrence par chaines qu’il rencontre. S’il est lui méme récurrent par
chaines, il est de ce fait une classe de récurrence par chaines, ce qui montre le premier item.

Le second item de la proposition est la réciproque générique du premier item : soit f
un difféomorphisme appartenant a la partie générique G; donnée par le théoreme [I]], et soit
K une classe de récurrence par chaines de f qui est stable au sens de Lyapunov. On définit
pour ¢ > 0 'ensemble V(K,e) = {y € M | 3z € K,z . y}. On remarque que pour tout
€1 < €2, 'adhérence de V(K€1) est incluse dans V (K, e2). On en déduit que (), V (K, ¢) est une
intersection décroissante de compacts qui est égale a (), V (K, ¢) et donc égale a {y € M | Iz €
K,z - y}. Finalement, puisque K est supposé étre stable au sens de Lyapunov, (). V(K,¢)
coincide avec K d’apres le lemme .9,

On en déduit que, pour tout voisinage U de K, il existe € > 0 tel que ’ensemble V (K, ¢) =
{ye M |3z € K,z . y} est inclus dans U. Remarquons que V(K ¢) est un voisinage de K ; de
plus, si y est un point de V(K ¢) et si xg € K, x1,...,2, = y est une e-pseudo-orbite joignant
un point xg € K a y, alors pour tout point z tel que d(f(y), 2) < e, la suite 29 € K, x1,...,2 =
Y, Tp+1 = 2 est une e-pseudo-orbite joignant z¢ & z. Ceci montre f(V (K, e)) C int(V(K,¢€)). La
classe de récurrence par chaines K possede donc une base de voisinages strictement invariants
par f, et est donc un quasi-attracteur récurrent par chaines, ce qui conclut la preuve de la
proposition [L.7.

D’apres [MB], il existe une partie résiduelle G4 de Diff}(M) telle que, pour tout f € Gy,
il existe une partie résiduelle R de M telle que, pour tout point z € R, lensemble w(z, f)
est un ensemble récurrent par chaines, stable au sens de Lyapunov. Considérons f € G4 N
Gi. Pour tout z € R, 'ensemble w(x, f) étant stable au sens de Lyapunov et récurrent par
chaines, d’apres le lemme [5.9, il est donc une classe de récurrence par chaines stable au sens de
Lyapunov, et donc un quasi-attracteur récurrent par chaines, d’apres la proposition [[.7. L'union
des bassins d’attraction des quasi-attracteurs récurrents par chaines de f contiennent donc la
partie résiduelle R de M, ce qui termine la preuve de la conjecture de Hurley en topologie C*.

35



5.4 Classes de récurrence par chaines et orbites périodiques

Montrons le corollaire : pour tout f, d’aprés le théoreme fondamental des systemes dy-
namiques de Conley, toute composante connexe de R(f) est incluse dans une classe de récurrence
par chaines. Si celle-ci est d’intérieur non vide, elle contient, pour f générique, une orbite
périodique hyperbolique. Pour f générique, la classe homocline de cette orbite périodique est
une classe de récurrence par chaines (voir la remarque [[.10). Nous avons montré que pour f
générique, toute composante connexe de R(f) d’intérieur non-vide est incluse dans une classe
homocline, ce qui conclut la preuve du corollaire [[.11].

Finalement, nous montrons le corollaire [[.13. Nous aurons besoin du lemme suivant, dont la
preuve est calquée sur celle de [[AH, Theorem A] :

Lemme 5.3. Il existe un ensemble G5 de Diﬁl(M) tel que, pour tout f € Gs et toute classe
homocline isolée H(p, f) d’une orbite périodique hyperbolique p de f, il existe un voisinage U de
f dans Diff'(M) et U de H(p, f) dans M tels que pour tout g € Gs NU, U ne contient qu’une
seule classe homocline de g.

Démonstration : Fixons une base dénombrable d’ouverts O = {O,,} de M. Notons Gg la partie
résiduelle de Diff* (M), donnée par [CMD] sur laquelle deux classes homoclines sont disjointes ou
confondues et toute classe homocline varie continiiment avec le diffomorphisme (celui-ci variant
dans Gg).

A tout difféomorphisme f € Gg et tout ouvert O,, nous associons le nombre N(n, f) €
N U {400} de classes homoclines de f rencontrant O,. Par le choix de Gg les applications
f = N(n, f) sont semi-continues en restriction a Gg. La base d’ouverts O,, étant dénombrable,
il existe une partie résiduelle G5 C Gg en restriction a laquelle les fonctions f +— N(n, f) sont
continues donc localement constantes.

Soit H(p, f) une classe homocline isolée d'un difféomorphisme f € Gs. Soit Uy un voisinage
de H(p, f) qui ne rencontre aucune autre classe homocline. Soient O;,, ..., O;, un recouvrement
fini de H(p, f) par des ouverts de la base O, contenus dans Uy, et soit U un voisinage de H (p, f)
contenu dans I'union U’f O;;. 1 existe un voisinage ouvert U de f tel que, pour tout g € U N G5
et tout j € {1,...,k}, N(ij,9) = N(ij, f), c’est-a-dire que O;, ne rencontre pas d’autre classe
homocline que H(p,g). Ainsi U ne contient qu’'une seule classe homocline de g.

O

Démonstration du corollaire : Soient f € G1NGs et H(p, f) une classe homocline isolée
de f. Supposons par I'absurde que H(p, f) n’est pas robustement récurrente par chaines. Soit
V un voisinage filtrant de H(p, f) (construit a 1’aide d’une fonction de Lyapunov) et soit V un
voisinage de f, choisit assez petit pour que V' soit toujours un voisinage filtrant (c’est-a-dire qu’il
est intersection d’un ouvert strictement invariant pour tout g € V et d’un ouvert strictement
invariant pour tout ¢!, g € V).

Pour tout g € V, 'ouvert V' étant filtrant, 'ensemble R(g) NV est inclus dans ’ensemble
maximal invariant A, de g dans V et dans V. De plus, les classes de récurrence par chaines de g
incluses dans A4 coincident avec les classes de récurence par chaines de la restriction de g a Ay :
en effet, A, possede une base de voisinages, qui sont des voisinages filtrants. Les pseudo-orbites
joignant deux points de A4 ne peuvent donc pas s’éloigner de A4 et peuvent donc étre remplacées
par des pseudo-orbites de points de A,.

Par hypothese, il existe g € V tel que Ay n’est pas récurrent par chaines. La théorie de
Conley permet de montrer que la restriction de g & A, posseéde au moins deux classes distinctes
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de récurrence par chaines, qui sont, comme nous I’avons vu, deux classes distinctes de récurrence
par chaines de la dynamique de g sur M. Il existe donc une classe de récurrence par chaines
K de g, incluse dans A, et disjointe de H(p, g). La théorie de Conley montre I’existence d'un
ouvert de M strictement invariant V' tel que V' et le complémentaire de V’ contiennent chacun
un et un seul des compacts K et H(p,g) : nous supposerons, pour fixer les idées que K C V'
et H(p,g) C M\ V'. L’ouvert V' est encore strictement invariant pour tout difféomorphisme ¢’
proche de g. Le closing lemma appliqué a une orbite récurrente de K permet de construire un
difféomorphisme ¢’ arbitrairement proche de g, possédant une orbite périodique hyperbolique
p’ contenue dans V' N V. Pour tout difféomorphisme § proche de g, les deux classes homoclines
H(p,§) et H(p',§) sont distinctes et contenues dans V N (M \ V') et V N V' respectivement.
Nous avons montré que pour tout difféomorphisme ¢ contenu dans un ouvert de difféomorphismes
arbitrairement proche de f, le voisinage V' de H(p, f), choisi arbitrairement petit, contient deux
classes homoclines distinctes. Ceci contredit le choix initial du difféfomorphisme f € Gs. O

6 Le cas conservatif

6.1 Les théorémes [.2, [.1] et [.3 lorsque dim(M) >3

Le lemme de connection (connecting lemma) de Hayashi, tel qu’il est énoncé au théoreme .1,
reste valide dans le monde conservatif, sa preuve restant inchangée (voir les remarques B.J et
A3).

Soit f un difféfomorphisme d’une variété compacte M de dimension d préservant une forme
volume w. On définit une boite de perturbation d’ordre N pour (f,U,w), o U est un voisinage
ouvert de f dans Diff!(M), en demandant que le diffSomorphisme g, dans la définition P.1,
préserve w (c’est-a-dire que g appartient a U N Diffl (M)).

Théoreme 6.1. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M de dimension d préser-

vant une forme volume w. Pour tout voisinage U de f dans Diff*(M) il existe N > 0 vérifiant :

pour tout point x € M, il existe une carte locale ¢ : U, — R% en x telle que tout cube quadrillé de

(Uy, @), disjoint de ses N premiers itérés est une boite de perturbation d’ordre N pour (f,U,w).
De plus, cette propriété est encore vérifiée par les cartes proches de ¢ en topologie C*.

La seule précaution additionnelle (par rapport au cas non-conservatif) consiste & vérifier
que le lemme [A 4 reste valide pour les diffSomorphismes préservant w ; nous renvoyons a [Ard,
proposition 5.1.1] ol ce lemme est montré dans le cadre conservatif.

On transpose alors sans modification la preuve du théoréme [[.3 (en utilisant le théoreme p.
au lieu du théoreme P.1]) et on obtient :

Théoréme 6.2. Soit f un diffcomorphisme d’une variété compacte M préservant une forme
volume w. On suppose de plus que toutes les orbites périodiques de f sont hyperboliques. Soit
U un C'-voisinage de f dans DiffL(M). Alors, pour toute paire (x,y) de points de M telle que
x y, il existe un difféomorphisme g dans U et un entier n > 0 tel que g"(x) = y.

Soit M une variété compacte connexe de dimension d > 3, munie d’une forme volume w. Il
existe alors (voir [R]]) une partie résiduelle G,, de Diff} (M) telle que tout point périodique d’un
difféomorphisme f € G, est hyperbolique. Ceci permet de répéter sans modificaton la preuve du
théoréme [[.] donnée & la section .1, et on obtient :
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Théoreme 6.3. Il existe une partie résiduelle G de Diﬂ"}u(M) telle que pour tout difféomorphisme
f de G et tout couple (x,y) de points de M on a :

Ty <=z <;ry.

Fin de la preuve du théoréme dans le cas ou dim M > 3 : Finalement, pour tout
difféomorphisme f € Diffl (M), 'ensemble non-errant Q(f) coincide avec la variété ; on a vu que
ceci implique que M est alors une classe de récurrence par chaines pour f. Si f est générique,
on a<jy=-y d’apres le théoreme 6.3; ceci implique que f est un difféomorphisme transitif; de
plus, d’apres PR, [R4], ses points périodiques hyperboliques sont denses. D’apres [Arj], corollaire
19] dans le cadre conservatif (quand tous les points périodiques sont hyperboliques, voir ,
paragraphe 1.5]), il existe une partie résiduelle de Diff} (M) sur laquelle tout compact invariant
transitif de M contenant un point périodique hyperbolique p est contenu dans la classe homocline
de p. Ainsi, pour f € Diffl (M) générique (avec dim M > 3), la variété M toute enticre est incluse
dans la classe homocline de chacune de ses orbites périodiques (qui sont toutes hyperboliques).

Nous avons donc montré le théoreme [[.3, dans le cas ou dim M > 3. a

Pour les sections suivantes, nous utiliserons le résultat classique suivant (adapté de [[]) :

Proposition 6.1 (Lemme de Franks conservatif, voir par exemple [BDP], Lemma 7.6).
Soit f un difféomorphisme de classe C" d’une variété compacte M préservant une forme wvol-
ume w. Pour tout C*-voisinage U de f dans Diff,(M), il existe un C'-voisinage O de f dans
Diff],(M) et € > 0 avec la propriété suivante :

Etant donnés un difféomorphisme f € O, une partie finie £ de M, un voisinage V de E et
en tout point x € E une e-perturbation By : T, M — Tf(g:)M de Dgcf, il existe g € U coincidant

avec f hors de V' et sur E, tel que pour tout point x € I, D,g = B,.
Bien que 'énoncé soit 1égérement plus fort que celui de [BDH] (g est de classe C", la partie E

n’est pas supposé invariante et le résultat est uniforme pour f € O), la preuve est rigoureusement
identique.

6.2 Difféeomorphismes conservatifs des surfaces
6.2.1 Au voisinage des points elliptiques

Soit S une surface compacte munie d’une forme volume (forme d’aire) w. Il existe une
partie résiduelle G, de Diff}u telle que, pour tout f € G, toute orbite périodique est ou bien
hyperbolique, ou bien la différentielle (& la période) de cette orbite est conjugée & une rotation
irrationnelle (voir [Rq]). Par conséquent 1’ensemble Pery,(f) des orbites périodiques de période
inférieure a Ny est fini.

Au voisinage des points périodiques elliptiques, nous avons besoin d’un résultat équivalent a

la proposition 3.
Proposition 6.2. Soit f un difféomorphisme d’une surface compacte préservant une forme
volume w, et U woisinage de f dans DiffL (M) pour la topologie C1. Soit N Uentier associé
Uouvert U par le théoréme [6.4. Pour toute orbite périodique vy de f dont la différentielle (a la
période) est conjuguée & une rotation irrationnelle, et tout voisinage V' de vy, il existe un ouvert
U, un voisinage W de v, une boite de perturbation B, un compact D contenu dans l’intérieur
du carreau central de B et un entier ng tels que (voir la figure[3) :
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FiG. 3: Boite de perturbation au voisinage d’un point fixe elliptique.

1. L’ouvert V contient les compacts W, U et le support de la boite de perturbation B. De
plus U et W sont disjoints.

2. Pour tout point z de U, il existe un itéré positif f(z) avec n € {0,...,no} qui appartient
a Uintérieur de D. De méme, il existe un itéré négatif f~"(z) avec n € {0,...,no} qui
appartient o lintérieur de D. (On pense a U comme étant une réunion de couronnes
autour de chaque point de ~y.)

3. Pour toute orbite finie z,- -, f*(z) rencontrant M \'V et W, il existe un itéré f™(z) avec

m € {0,...,n} qui appartient o U.

Démonstration : Nous noterons ¢ la période de l'orbite . Considérons une carte de perturba-
tion ¢ donnée par le théoréme p.1] appliqué en un point 2z de l'orbite 7. De ce fait, nous pouvons
travailler dans R? au voisinage du point 0 = ¢(zg) avec I'application F' = p o f90 o1,

Nous considérons n’importe quel carré quadrillé Bj, contenu dans un petit voisinage de 0.
Pour tout t €]0, 1[, 'image B; de B; par une homothétie de rapport ¢ centrée en 0 est encore
un carré quadrillé. Quitte & choisir By assez petit, pour tout ¢ €]0, 1[ les boites ¢~ !(B;) sont
disjointes de leur N premiers itérés et définissent des boites de perturbation d’ordre N pour
(f,U,w). Considérons un compact D; d’intérieur non vide contenu dans I'intérieur du carreau
central de la boite B; et D; son image par 'homothétie de rapport .

Par hypothese, la différentielle A: R? — R? de 'application F en 0 est conjuguée a une
rotation irrationnelle R de R? par un automorphisme H € GL(2,R) (ainsi A = H-'RH). On
note C; I'image par H~! du cercle de R? de rayon t. Quitte & multiplier H par une homothétie,
on peut supposer également que C; contient un point de Uintérieur de D; (et C; un point de
lintérieur de Dy pour tout ¢ €]0, 1]). On fixe une constante n €]0, 1] telle que, pour tout ¢ €]0, 1]
et tout ¢’ €]t, (14 n)t[, la courbe Cy rencontre 'intérieur de Ds.

L’application A préserve chaque courbe C;. D’autre part, il existe un entier ng > 0 tel que
pour tout ¢ €]0, 1] et tout ¢’ €]¢, (1 + n)t[, tout point z € Cp possede un itéré positif A™(z)
par A, avec n < ng, qui appartient & U'intérieur de D;. Pour £ > 0 suffisamment proche de 0,
I'application F est proche de A en topologie C' sur la boule de centre 0 et de rayon . On en
déduit que pour ¢ suffisamment petit les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
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1. Pour tout ¢’ €]t, (1 + n)t[, tout point z de Cy posséde un itéré positif F"(z) par F avec
n € {0,...,no} appartenant a 'intérieur de D;.

2. Pour tout n € {0,...,np} et tout point z € Cy, le point F"(z) appartient & une courbe Cy
avec t' < (1 +n)t.

Les mémes propriétés sont encore vérifiées par F~!. Fixons un choix to de t de sorte que ces
deux propriétés soient satisfaites simultanément pour F et F~1.

Soit Wy un petit voisinage connexe de de 0 qui ne rencontre pas Cy,, et z un point de Wjy.
Alors, on est dans un des cas suivants :

— Ou bien l'orbite positive de z par F' ne rencontre aucune courbe C; avec t €]tg, (1 4+ n)to|.
Dans ce cas, la seconde propriété montre que 'orbite de z par F' reste contenue dans
I'union des courbes C} avec t < tg.

— Ou bien l'orbite positive de z par F' rencontre une courbe Cy avec t €ltg, (1 + n)to] et,
d’apres la premiere propriété, intersecte 'intérieur de Dy, .

On obtient encore le méme résultat pour 'orbite négative de z par F'. Soit Uy I'union des courbes
Cy avec t €]tg, (1 4+ n)to].

On peut supposer dans cette construction que tous les cercles ¢! (C}), avec t €]0, 1], et leurs
g premiers itérés par f sont contenus dans V' (g est la période de «y). Il suffit pour conclure la
démonstration de choisir pour B et D I'image de By, et Dy, par p~'. L'ouvert U est I'union de
0 Y(Up) et de ses g premiers itérés par f. On définit de la méme facon W & partir de Wy. O

Remarque 6.3. Dans l’énoncé de la proposition [6.3, on peut demander de plus que ’adhérence
de la boite de perturbation B soit disjointe de ses m premiers itérés ou m est un entier arbitraire.

6.2.2 Preuve du théoreme pour les difféomorphismes conservatifs des surfaces

Afin d’appliquer le corollaire [I.1), il faut se ramener & un compact invariant ne contenant pas
d’orbite périodique elliptique de basse période. C’est pourquoi cette fois, nous devons commencer
par traiter le cas des orbites elliptiques en construisant, au voisinage, des boites de perturbation
grace & la proposition .2 Si K est ’ensemble maximal invariant hors d’un voisinage W des
orbites elliptiques de basse période, le corollaire [i.] lui associe un nombre fini de boites de
perturbation de supports disjoints couvrant ’espace des orbites. En procédant de cette facon,
il est nécessaire de s’assurer que les nouvelles boites ainsi construites ont leur support disjoint
des boites que I’on avait prélablement introduites pres des orbites elliptiques ; ceci nous amenera
A reprendre légerement la preuve du corollaire [l.]. Comme dans la preuve de la section [, on
peut alors grace a la proposition 1.9 ajouter de nouvelles boites de perturbation au voisinage
des orbites périodiques hyperboliques de basse période. Cette nouvelle collection de boites de
perturbation permet de terminer la preuve comme dans le cas non-conservatif.

Nous allons détailler maintenant les étapes de la démonstration qui sont différentes du cas
général.

Adaptation de la preuve du corollaire §.1] aux difféomorphismes conservatifs des
surfaces :

Considérons un difféomorphisme f € G, de S et U un voisinage de f dans Diﬂ'l(M ). Nous
supposerons, quitte & le réduire, que U satisfait la propriété de la remarque [1.3. Soient enfin x et
y deux points de S tels que x 4 y. Comme toujours, nous poserons Ny = 10dN ou N est 'entier
associé a U par le théoreme P.1]. On choisit une constante § > 0 telle que les variétés invariantes
locales W (z) et Wi (2') de points z et 2z’ de Persy,(f) soient deux & deux disjointes.
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Nous supposerons (comme cela a été expliqué par la remarque [£.4)) que x et y n’appartiennent
pas a Pers., N, (f) et que y n’est pas un point de l'orbite positive de z (la raison pour laquelle
nous avons remplacé Pery,(f) par Pers.,n,(f) par rapport a la section [j vient de 'ordre
légerement différent dans lequel nous faisons la preuve).

Pour toute orbite périodique elliptique 7 de période inférieure a 3x4/Ny, on choisit un voisinage
V(7) de facon a ce que les V(v) soient deux & deux disjoints et ne contiennent pas les points
et y. Notons B(y) la boite de perturbation ainsi que D() le compact contenu dans le carreau
central C(y) de B(y) obtenus & l'aide de la proposition [.3. Grace a la remarque p.J et en
choisissant les voisinages V' (v) suffisamment petits, on peut demander que les adhérences des
boites B(7v) et leurs 4Ny premiers itérés soient deux a deux disjointes.

Lemme 6.4. Sous ces hypothéses, il existe v > 0 tel que, pour tout point z € M, il existe
n €40,...,2Np} tel que les itérés f'(B(z,r)), aveci € {n,...,n+ No}, de la boule B(z,r) sont
disjoints des adhérences des supports des boites B().

Démonstration : Soit z un point de M.

— Ou bien, pour tout i € {0, ..., Ng}, le point f(z) ne rencontre pas I'union des adhérences
des supports des boites B(7).

— Ou bien il existe i € {0,..., No} tel que fi(z) appartient & I’adhérence du support d’une
boite B(7). Alors, les points N1k () pour k € {0,..., No} sont hors des adhérences
des supports des boites B(7), par construction de ces boites.

Nous avons montré qu'il existe pour tout point z un entier n € {0,...,2Ny} tel que les itérés
fi(2), avec i € {n,...,n+ Ny}, de z sont disjoints des adhérences des supports des boites B(7).
Il existe donc un rayon 7(2) tel que les itérés fi(B(z,7(z))), avec i € {n,...,n + No}, de la
boule B(z,7(z)) sont disjoints des adhérences des supports des boites B(y). Un argument de
compacité de M permet de choisir un rayon r uniforme.

d

Finalement, on note aussi W (), U(7) et no(7y) les ouverts et entiers annoncés par la propo-
sition .2

Soit K ’ensemble des points dont ’orbite n’intersecte pas 'union de ces ouverts W (v), avec
~ orbite elliptique de période inférieure a 3k43Ngy. Le compact K est invariant et ne contient pas
d’orbite périodique non-hyperbolique de période inférieure & 3k4Ng. On applique le théoreme B.]]
et le corollaire B.J & I'entier 3Ny afin d’obtenir un ouvert U disjoint de ses 3Ny premiers itérés.
Le théoreme B.1 permet de choisir les composantes connexes de U de diametre arbitrairement
petit. On les choisit de diametre plus petit que le rayon r du lemme .4. Soit C' 'une de ces
composantes, et n(C) € {0,...,2Ny} un itéré tel que fME)+H(C) est disjoint des supports des
boites B(7) pour tout i € {0,..., Ng}. On considére U 'ouvert obtenu en remplacant chaque
composante C' de U par f”(c)(C’). C’est un ouvert, disjoint de ses Ny premiers itérés et disjoint
du support de toutes les boites B(7), qui vérifie les conclusions du théoréme B.1 (la constante &
a pu étre modifiée).

On peut reprendre la preuve du corollaire [i.1 avec le compact K et I'ouvert U afin d’obtenir
une famille de boites de perturbation By vérifiant les conclusions du corollaire [.] et disjointes
des supports des boites B(vy). On applique enfin la proposition .4 au voisinage des orbites
périodiques hyperboliques de période inférieure ou égale & 3NNy et on note B l’ensemble des
boites de perturbations introduites.

Adaptation de la fin de la démonstration du théoréme 1.7 :
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Afin d’uniformiser les notations avec le cas des orbites périodiques hyperboliques, pour toute
orbite elliptique v (de période inférieure & 3k4Ny), on note E(vy) = S(y) = {B(v)}, de méme
C(&,v)=C(S,7y) ={C(7)} et D(E,v) =D(S,7) = {D(7)}. La fin de la démonstration est alors
identique au cas sans orbite elliptique (sections .4, .5 et [.6).

6.2.3 Preuve du théoréme dans le cas des surfaces

La transitivité annoncée par le théoreme [[.3 est une conséquence immédiate du théoreme [[.]]
comme en dimension d > 3. La nouvelle difficulté du théoréeme consiste a montrer que la
surface est une unique classe homocline. Pour cela, nous avons besoin de créer des orbites
périodiques hyperboliques.

Voici 'une des clefs de la démonstration que nous énongons en classe C", avec r > 1, pour
préparer les sections suivantesﬁ.

Proposition 6.5. Soientr > 1, f € Diff" (S) etU un C*-voisinage de f dans Diff’(S). Il existe
N > 1 tel que pour toute orbite périodique v de f de période supérieure a N et tout voisinage
V de v, il existe g € U, coincidant avec f hors de 'V et le long de v, pour lequel v est une orbite
périodique hyperbolique.

Démonstration : D’apres le lemme de Franks (proposition [6.1)), il suffit de montrer que pour
tout € > 0, il existe N > 1 tel que pour toute orbite périodique de période supérieure a NV, il
existe une e-perturbation de la différentielle le long de 'orbite de fagon que le produit (le long de
Porbite) des applications linéaires ainsi obtenues soit hyperbolique. Il s’agit en fait d’un résultat
sur les suites finies, de longueur supérieure a N, de matrices de SL(2,R) de norme uniformément
bornée : le lemme 6.4 ci-dessous permet d’obtenir par une perturbation de la différentielle, une
valeur propre réelle. Une perturbation aussi petite que ’on veut permet alors d’obtenir une
valeur propre (réelle) de module différent de 1 ce qui, dans SL(2,R), assure ’hyperbolicité. O

Lemme 6.6. Pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que, pour tout n > N et toute suite finie

Ag, ..., A, d’éléments finis de SL(2,R), il existe ap,...,an dans | — e,e[ tels que l'on a la
propriété suivante :
Pour tout i € {0,...,n}, on note B; = Ry, o A; la composée de A; avec la rotation R,

d’angle «;. Alors, la matrice B, o B,,_1 0---0 By a ses valeurs propres réelles.

Démonstration : Les matrices de SL(2,R) agissent sur le cercle S' des demi-droites vectorielles
de R?. La rotation d’angle « s’écrit  — z + « et le demi-tour Ry sécrit @ — x + %

Affirmation. Pour tout ¢ > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute matrice A de SL(2,R),
l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :

1. il existe ¢ € S et 0 €]0, [ tels que
Rpo Ao Ry(p) =—R_goAoR_y(p);

2. pour tout ¢ € SY, la distance entre A(p +¢) et A(p) est plus grande que 1.

9M.-C. Arnaud nous a signalé que [@] permet de remplacer avantageusement la proposition @ ainsi que son
corollaire principal, le corollaire . En effet, S. Newhouse montre le corollaire @pen topologie C", ce qui est
suffisant pour les applications que nous donnons (voir la fin de la démonstration du théoréme ﬁpour les surfaces
ci-dessous et la démonstration du lemme @

42



Démonstration : En effet, A est la composée O1 0 D o Oy ou O1 et Oy sont des rotations et
D est une matrice diagonale. Puisque les rotations commutent entre elles et sont des isométries
de S!, il suffit de montrer I’affirmation pour les matrices diagonales, de valeurs propres A\, A~".

Si \ est supérieure & une constante g (trés grande par rapport a e~ 1), il existe 6 €]0, g[ tel
que le vecteur Rg o D o Ry((0,1)) est colinéaire a (1,0). Par symétrie on obtient que le vecteur
R_poDoR_¢((0,1)) est lui aussi colinéaire a (1,0) et plus précisément : R_go Do R_4((0,1)) =
—Rgo Do Ry((0,1)), ce qui donne le premier cas de l'affirmation.

L’ensemble des matrices diagonales de valeurs propres bornées par \g étant compact, il existe
n > 0 tel que pour toute matrice A dans cet ensemble, le second cas de I'affirmation est vérifié.
O Posons N > % Soit Ag, ..., An, n > N, une famille finie de matrice de SL(2,R).

Supposons d’abord qu’il existe 1 < k < £ < n tels que la matrice A = Ayjo0 Ay_10---0 Ay
vérifie le premier cas de 'affirmation précédente. Il existe alors 6 €]0, €[ et une demi-droite ¢ € S!
telle que M1(§) = —M_1(&) ou l'on a posé, pour ¢ € [—1,1],

My = (Apo---0Apq)oRygo(Ago---0Ag)oRyo(Ap_10-0Ap).

Par continuité de la famille, quand ¢ parcourt [—1,1], la demi-droite M;(&) contient un demi-
cercle de S! et donc contient ¢ ou —¢. II existe donc une valeur ¢ € [—1,1] telle que M;(€) est
colinéaire a £. La matrice My a donc ses valeurs propres réelles. On pose alors ap_1 = ay = t0
et a; =0 pour ¢ & {k —1,/¢}.

Dans le cas contraire, on pose pour ¢t € [0,1] et i € {0,...,n}.

My = (Apo---0Ajp1)o(ReeoAj)o(Re0Aiq---0RA1 0 R. 0 Ay).

Puisque A, o --- 0 A; 41 vérifie le second cas de laffirmation (par hypothese, il ne vérifie pas le
premier cas), on peut montrer que pour tout ¢ € S! la différence M; 1(¢) — M, o() est minorée
par 7. En remarquant que M;o = M;_1 1, on forme une famille continue de matrice joignant
Moo a My 1. La variation totale de I'image d™un point ¢ € S! le long de cette famille est minorée
par Nn > 1. Il existe donc une application M;; de cette famille qui possede un point fixe sur
S!. Cette matrice a donc une valeur propre réelle. On pose donc o; = te, aj =€ pour j <1t et
aj = 0 pour j > 1. O

Corollaire 6.7. Soit S une surface compacte munie d’une forme volume w. Il existe un ensemble
résiduel G de Diffi,(S) tel que, pour tout f € G, l’ensemble des orbites périodiques hyperboliques
de f est dense dans S.

Démonstration : D’apres [Ry]], les orbites périodiques d’un difféomorphisme générique f €
Diff! (S) sont toutes hyperboliques ou elliptiques. Par conséquent, pour tout n > 1, il existe un
ouvert dense de Diff}(S) sur lequel les orbites de période n sont en nombre fini. D’autre part,
le closing lemma de Pugh entraine que les orbites périodiques d’un difféomorphisme générique
sont denses dans S. Donc pour un difféomorphisme générique, les orbites périodiques de période
plus grande qu’une constante arbitraire sont denses dans S.

Fixons € > 0 et montrons que I’ensemble des difféomorphismes dont I’ensemble des orbites
périodiques hyperboliques est e-dense dans S est un ouvert dense de Diff }U(S ). Puisque les orbites
périodiques hyperboliques peuvent étre suivies localement continiment avec f, cet ensemble est
clairement ouvert ; il reste a montrer la densité.

Fixons donc un difféomorphisme générique f et un voisinage U de f qui vérifie la propriété
de la remarque [I.J. Soit N lentier donné par la proposition [f.5§. L’ensemble des orbites de f de
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période plus grande que N est dense dans S. On considere donc un nombre fini d’entre elles dont
I'union est e-dense. La proposition f.§ permet de les rendre chacune hyperbolique en perturbant
f sur des voisinages disjoints de ces orbites. Le choix de i montre que le difféomorphisme ainsi
obtenu appartient a /. Ceci montre la densité.

L’intersection de ces ouverts denses pour une suite (g,,) tendant vers 0 est ’ensemble résiduel
annonce. |

Conclusion de la démonstration du théoréme [1.3 dans le cas des surfaces : Nous
avons vu qu'il existe une partie résiduelle Gy de Diff (S) formée de difféomorphismes transitifs
pour lesquels les orbites périodiques hyperboliques sont denses dans S. Puisque nous sommes
en dimension 2, les orbites périodiques hyperboliques sont des selles de méme indice. Il suffit de
voir que pour f générique, elles sont deux a deux homocliniquement reliéesﬂ.

Pour n > 1, voyons que I’ensemble O,, des difféfomorphismes dont les orbites périodiques hy-
perboliques de période inférieure ou égale n sont deux a deux homocliniquement reliées contient
un ouvert dense de Diffi,(S). Comme il a été rappelé dans la preuve du corollaire p.7, il existe
un ouvert dense U, C Diﬂ'fu(S) de difféomorphismes dont les orbites périodiques de période
inférieure a n est fini; le méme argument montre que, quitte & restreindre U,, ce nombre est
localement constant, chacune des orbites peut étre suivie localement continiiment en restant,
suivant le cas, elliptique ou hyperbolique. Pour deux orbites périodiques selles, la propriété d’étre
homocliniquement reliées est ouverte : on en déduit que O, N U, est un ouvert. Il nous reste a
montrer la densité de O,, NU,,. Pour cela fixons f € U, et un voisinage ouvert V de f dans U, sur
lequel toute orbite périodique de période inférieure & n peut étre suivie continiiment. Soient v et
o deux orbites selles de période inférieure & n de f. Nous avons vu qu'il existe f € V arbitraire-
ment proche de f qui est transitif. Le connecting lemma de Hayashi (dans le cas conservatif)
permet de créer une intersection transverse entre la variété instable de v et la variété stable de

o, par une petite perturbation f eV de f Une nouvelle perturbation f € V de f est transitive
tout en conservant cette intersection transverse. Le connecting lemma d’Hayashi permet enfin
de créer 'autre intersection transverse afin de lier homocliniquement ~ et o. En procédant ainsi
pour toutes les paires de selles de période inférieure a n, on obtient la densité de O,.

L’intersection G; des O, est donc un ensemble résiduel. Pour tout f € Gy N Gy, toutes les
orbites périodiques hyperboliques sont homocliniquement reliées et leur union est dense, chacune
des classes homoclines coincide donc avec S. a

6.3 Exposants stables et décomposition dominée : preuve du théoréme [.4

Soit r > 1 et f un difféomorphisme de classe C" d’une variété compacte M qui préserve une
forme volume w. La démonstration suit facilement du lemme f.§ suivant et du théoréme [6.4 qui
est une adaptation directe d’un résultat de [BDP] :

Lemme 6.8. Soit r > 1 et f un difféomorphisme de classe C" d’une variété compacte M qui
préserve une forme volume w. I existe alors une suite (gn) de difféomorphismes de classe C”
de M, convergeant en topologie C* vers f, et pour tout n un point périodique p, € M de g, tel
que la classe homocline H(py, gn) soit non-trivialel] et % dense dans M.

YDeux orbites périodiques selle de méme indice sont homocliniquement reliées si la variété stable de chacune
d’entre elles coupe transversalement la variété instable de I’autre. Dans ce cas, leurs classes homoclines coincident.

117 3 classe homocline d’une orbite périodique p est dite non-triviale si elle n’est pas réduite & I’orbite périodique
elle-méme.
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Théoréme 6.4 ([BDP], Theorem 5). Soit f € Diff’, (M) un difféomorphisme d’une variété
compacte M. Alors :

1. ou bien il existe un Cl-voisinage U de f dans Diff’ (M) et £ > 1 tels que, pour tout difféo-
morphisme g € U, toute classe homocline non-triviale H(p,g) admet une décomposition
{-dominée;

2. ou bien pour tout C'-voisinage V de f dans Diff’,(M), il existe g € V et un point périodique
p € M pour g de période n tel que Dg™(p) = Id.

Avant de montrer le lemme [.§ et d’expliquer comment obtenir cette adaptation de [BDH],

nous terminons la preuve du théoreme [[.4.
Démonstration du théoréme [[.4 : Considérons f € Diff., (M) un difféomorphisme d’une
variété compacte M. D’apres le théoreme 6.4,

— ou bien (d’aprés I'item 2) f est approché en topologie C'! par une suite de difféomorphismes
g de classe C" possédant une orbite périodique p de période n telle que Dg"(p) = Id;

— ou bien (item 1) il existe un Cl-voisinage U de f dans Diff’,(M) et £ > 1 tels que,
pour tout diffomorphisme g € U, toute classe homocline non-triviale H(p, g) admet une
décomposition ¢-dominée. Considérons des suites (données par le lemme [5.§) : (g,) et (py)-
Pour n assez grand, g, est dans le voisinage U de f. La classe homocline H(py,, g,) est
donc ¢-dominée. La suite (H (pn, gn)) converge vers M pour la topologie de Hausdorff et la

suite (g,,) vers f en topologie C'. La f-domination passe & la limite (voir [BDH, Corollary
1.5]) ce qui montre que M possede une décomposition ¢-dominée pour f.

Nous avons ainsi montré la dichotomie annoncée par le théoréme [[.4. O

Pour montrer le lemme .8, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 6.9. Soient f € Diff[ (M) et v une orbite périodique et x un point de M. Pour tout
n > 0, il eviste un difféomorphisme g € Diff’ (M) arbitrairement C*-proche de f et une orbite
périodique o de g qui contient v U {x} dans son n-voisinage.

Démonstration : Notons m la période de yv. Commencons par perturber f en difféomorphisme
fe Diff” (M) arbitrairement C'-proche de f qui vérifie les hypotheéses du théoreme (les
orbites périodiques sont hyperboliques ou elliptiques). Soit y un point proche de v qui n’est
pas sur 'orbite positive de x. Remarquons que l'on a : = - Fuy (voir le lemme f.1). D’apres
le théoréme [[.9 et la remarque [[.]], il existe un difféomorphisme h € Diff],(M) arbitrairement
C'-proche de f (et donc de f) tel que y appartient & l'orbite positive de x. Le segment d’orbite
joignant = & y étant de longueur plus grande que m (sa longueur tend vers co lorsque h tend vers
f), il contient les points A~ (y), ...,y qui sont arbitrairement proches des points de ~y. Puisque
l'on a x -, x, il existe un difféomorphisme g € Diff’ (M) arbitrairement Cl-proche de h tel
que le point x est périodique. L’orbite o de = par g passe arbitrairement pres de tout point du

segment x, h(x) ...,y et contient donc dans son 7-voisinage a la fois le point x et 'orbite 7. On
conclut en remarquant que, par construction, le diffSomorphisme g est arbitrairement C'-proche
de f. ]

Lemme 6.10. Soient f € Diff] (M) et o une orbite périodique hyperbolique. Alors, il existe
g € Diff” (M) arbitrairement C'-proche de f tel que la classe homocline de o4 est non-triviale,
ot o4 est la continuation hyperbolique de o pour g.

Démonstration : Quitte a perturber f, on peut supposer qu’il vérifie les hypotheses du
théoreme [[.3. Soit U un petit C'-voisinage de f dans Diff’,(M) sur lequel la continuation de o
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est bien définie. Soit N D'entier associé & ce voisinage par le théoreme P.1]. Quitte & réduire U,
on peut supposer que N est supérieur a la période de o. On reprend la preuve du théoréme [[.9 :
considérons une famille de boites de perturbation B = By UUWGPeTNO(f) (E(y)US (7)) pour (f,U)

comme aux sections [L.d et [6.9 (les boites de £(7y) et de S(v) correspondent aux voisinages des
orbites périodiques hyperboliques ou elliptiques de basse période). Puisque o est de période
inférieure ou égale a NV, elle est disjointe des boites de perturbation.

On choisit deux points = et y de Wj'(o) et Wi (o) contenus dans le voisinage W (o) de o,
tels que les itérés négatifs de x et positifs de y par f restent dans W (7). Il existe deux entiers
ng,ny > 1 tels que les points 1 = f"*(x) et y1 = f~™(y) ne soient contenus dans aucune boite
de perturbation de B et n’appartiennent & aucun ouvert V (v). Puisque z; 4 y; (lemme [B.1)), il
existe une pseudo-orbite, joignant x1 a y1, qui préserve les quadrillages de boites de B et n’ayant
aucun saut en dehors de ces boites (proposition [.§). On la compléte par les segments d’orbite
joignant x a x1 et y; a y pour obtenir une pseudo-orbite qui préserve les quadrillages de boites
de B et n’ayant aucun saut en dehors de ces boites joignant x 4 y. Comme pour la section .6, on
supprime boite par boite tous les sauts de cette pseudo-orbite et on obtient un difféomorphisme
g € U tel que y est sur lorbite positive de z et coincidant avec f sur W (o).

Comme les itérés négatifs de x et positifs de y par f restent dans W (vy), ils n’ont pas été
modifiés par la perturbation. Les points x et y appartiennent donc aux variétés instable et stable
de o4 respectivement. Ces variétés s’intersectent donc le long de l'orbite de x. On peut rendre
ces intersections transverses par une nouvelle petite perturbation. O

Démonstration du lemme .8 : En appliquant un nombre fini de fois le lemme p.9 aux points
{z;}ier d'une famille ﬁ dense dans M on montre qu’il existe un difféomorphisme h,, € Diff],(M)
arbitrairement C'-proche de f et possedant une orbite périodique a,, passant arbitrairement
proche des points x;, et donc %@—dense dans M. Une nouvelle C''-petite perturbation ¢, €
Diff” (M) de h,, (donnée par le lemme de Franks si dimM > 3 et par la proposition p.§ dans le
cas des surfaces) permet alors de créer une orbite périodique hyperbolique 3, de ¢, contenant
oy, dans son %—voisinage : en particulier, (3, est %—dense dans M.

Pour terminer la preuve du lemme [6.§, il suffit & présent de créer, a l'aide du lemme
une intersection homocline transverse entre les variétés invariantes de (3, de fagon que la classe
homocline de cette orbite soit non-triviale. O

Il reste & expliquer comment obtenir le théoreme (.4 & partir de [BDH]. La démonstration
utilise deux résultats. Le premier est le lemme de Franks (proposition [.1]). Le second est la
proposition suivante de [BDH] que nous traduisons dans le langage des classes homoclines.

Proposition 6.11 ([BDP]|, Proposition 7.3). Soient K > 0 et U C DiffL (M) un ouvert tels
que, pour tout f € U, les normes de Df et Df~' sont uniformément bornées par K. Pour
tout € > 0 il existe un entier £ > 0 tel que, pour tout f € U et toute classe homocline H (p, f)
non-triviale, l'une au moins des deux propriétés suivantes est vérifiée :

— H(p, f) admet une décomposition (-dominée ;

— il existe une orbite périodique v homocliniquement reliée a p et une e-perturbation (By)zey
de la différentielle de f le long de v telles que le produit des applications linéaires By le
long de v est l'identité.

Démonstration du théoréme [6.4 : Soit f € Diff], (M) un difféomorphisme ne vérifiant pas
I'item (1) du théoréme .4 Fixons un Cl-voisinage V C Diff],(M) de f. Quitte & réduire V, on
peut supposer que les normes de Dg et Dg~! sont uniformément bornées par une constante K
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pour g € V. Soient O et € > 0 le voisinage de f et la constante donnés par le lemme de Franks
appliqué a 'ouvert V), et £ entier associé a la constante K, 'ouvert V et € par la proposition f.11].

Comme f ne vérifie pas I'item (1) du théoréme [4, il existe f € O et une classe homocline
H(p, f) qui ne possede aucune décomposition ¢-dominée. D’apres la proposition [.17, il existe
donc une orbite périodique v de f et une e-perturbation (By)zcy de la différentielle de f le long
de v telle que le produit des applications linéaires B, le long de -y soit 'identité. Finalement,
comme f appartient a O, le lemme de Franks permet de réaliser la perturbation (B,) des
différentielles par une perturbation g € V de f : ensemble v est une orbite périodique de g,
dont la différentielle a la période est 'identité. O

A Le Connecting Lemma

Dans cet appendice, nous expliquons comment montrer le théoreme R.1. Cet énoncé n’existant
pas sous cette forme dans la littérature (et puisqu’il est difficile d’expliquer au lecteur comment
modifier certaines hypotheses dans des preuves longues et techniques), nous avons choisi d’en
redonner une preuve compléte qui est cependant tres proche de [[Ary, pages 359-368].

A.1 Cubes perturbatifs uniformes

L’une des étapes clef de la démonstration est un résultat perturbatif (que [[Ar{] attribue pour
I'essentiel & [Pd, PR]).

Etant donnée une carte ¢: V — R% nous appellerons cube de la carte tout cube C plongé dans
V tel que (C) soit obtenu & partir du cube standard [—1,1]¢ par une homothétie-translation.
Nous noterons alors (1+¢)C le cube de méme centre qui lui est homothétique de rapport (1+¢)
(dans les coordonnées données par ¢). Pour un cube C' de la carte ¢, le cube (1 + ¢)C' est bien
défini si € est suffisamment petit. Par la suite (en particulier lorsque nous considérerons les cubes
perturbatifs définis ci-apres) nous supposerons implicitement que le cube 3C' est encore un cube
de la carte .

Soit U un C'-voisinage d’un difféomorphisme f. Fixons N € N et des constantes ¢, €0, 1].
On dira que C est un cube (f,U,p, N,e,n)-perturbatif si pour toute paire (p,q) de points du
cube C' il existe g € U qui a les propriétés suivantes :

— g coincide avec f hors de iial(ft((l +2¢)C));
S AIEFROF
— pour tout t € {0,dots, N — 1}, g(p) appartient & f1((1+¢)C);

pour tout ¢ € {0, dots, N —1}, g ne differe de f sur f!((1+42¢)C) que sur une boule centrée
en g'(p € f1((1 + ¢)C) et de rayon inférieur & n fois la distance entre fi((1 + ¢)C) et le
complémentaire de f!((1+ 2¢)C).

Théoréme A.1 ([[Ar{], théoréme 22 et son addendum). Soit f un difféomorphisme d’une
variété compacte M et U un C'-voisinage de f. Fivons deuz nombres £,m €0, 1[.

Pour tout point pg € M non-périodique, il existe un entier N et, au voisinage de py, une
carte p: V. — R? telle que tout cube C' de V' est un cube (f,U, @, N, e,n)-perturbatif.

Pour la version annoncée du connecting lemma que nous utilisons ici, nous avons besoin
d’une version tres légerement plus forte de cet énoncé, mais dont la preuve est, en fait, contenue
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dans celle donnée dans [[Aryf]. Plus précisément nous avons besoin de 'uniformité de I'entier N
et d’une formulation qui soit aussi valable au voisinage des points périodiques.

Théoréeme A.2. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M et U un C'-voisinage
de f. Fizons deux nombres e,n €]0,1].

Il existe un entier N et, au voisinage de tout point pg € M, une carte p: V — R vérifiant
la propriété suivante :

Tout cube C' de V tel que le cube (1+2¢)C est disjoint de ses N premiers itérés est un cube
(f,U,p, N,e,n)-perturbatif.

Appelons forme de cube de R¢ la donnée d’une base orthogonale (pas nécessairement or-
thonormée) b de R?. Le cube standard C(b) de forme b sera I'image du cube standard de R? par
I’application linéaire envoyant la base standard de R? sur b.

Le théoreme [A.]] s’appuie essentiellement sur la proposition suivante (due initialement &

PH) -
Proposition A.1 (voir [[Ar{], proposition 26). Soit (T})ien une suite dans GL(R, d). Fizons
e,n €]0,1[. I existe N et il existe une forme de cube b de R? tels que pour toute paire (p,q) de
points du cube C(b), il eviste une suite (x¢)eqo,.. Ny de points de (1 +¢)C(b) telle que xg = p
et xy = q et, pour tout t € {1,..., N}, la distance d(Ti(x¢—1),Ti(xt)) est inférieure a n fois la
distance entre Ty((e + 1)C(b)) et le complémentaire de Ti((1 + 2¢)C(b)).

Dans la démonstration du théoréme [A.T], la suite (7}) de la proposition [A.1], correspond & la
suite (D f*(po)) exprimée dans des bases orthonormées de T, M et Tyt py) M.

Remarquons que quitte a modifier 1légérement les constantes € et 1, la conclusion de la
proposition reste vérifiée par des suites (7};) proches de (T}) pour la topologie produit (il suffit
bien siir que les N premiers termes T, soient proches des T} correspondants).

Le théoreme A9 a la méme démonstration que le théoreme [A], & partir d’une version
uniforme de la proposition [A.] :

Proposition A.2. Soient K > 0 et e,n €]0,1] fixés. Il existe N tel que, pour toute suite
(Ty)teqo,..ny avee Ty € GL(R,d) vérifiant ||T; oT, Y| < K et |Tis10Ty—1|| < K on ala
Propriété suivante :

il existe une forme de cube b de R? telle que, pour toute paire (p,q) de points du cube C(b),
il existe une suite (Tt)ieqo,.., Ny de points de (1 + ¢)C(b) telle que xo = p et xx = q et, pour
tout t € {0,...,N — 1}, la distance d(f'(x¢), f(ze41)) est inférieure a n fois la distance entre
FL(1 4+ ¢&)C(b)) et le complémentaire de f'((1+ 2e)C(b)).

(Cette version uniforme se déduit de la proposition [A.1] par compacité de I’ensemble des
suites de matrices bornées et d’inverses bornés par K).

On en déduit la proposition suivante qui avec le lemme [A.4 énoncé ci-dessous implique le
théoreme [A.9. C’est cet énoncé que nous utiliserons finalement par la suite.

Proposition A.3. Soit f un difféomorphisme d’une variété compacte M et U un C'-voisinage
de f. Fizons deuxr nombres €,m €|0,1[. Il existe un entier N et, au voisinage de tout point
po € M, une carte p: V. — R? telle que pour tout cube C de V' disjoint de ses N premiers itérés
et toute paire (a,b) de points de C, il existe une suite (at)eqo,...ny de points de (1+¢)C telle que
ap = a et ay = b et, pour tout t € {0,...,N — 1}, la distance d(ft(as), ft(ar+1)) est inférieure
a n fois la distance entre entre f'((e +1)C) et le complémentaire de f'((1+ 2¢)C).

Nous utiliserons également un lemme de perturbation classique.
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Lemme A.4 (Voir [Ard], proposition 5.1.1). Soit M une variété compacte M etV un voisi-
nage de Uidentité dans Diff'(M). Il existe des constantes A > 1 et § > 0 telles que pour tous
points p,q de M satisfaisant d(p,q) < 6, il existe une perturbation h de l'identité, a support dans
la boule de centre p et de rayon \d(p,q), telle que h o f appartienne a U et h(p) = q.

Remarque A.5. La C'-perturbation h de lidentité peut étre choisie de classe C*°. De plus si
M est munie d’une forme volume w, alors on peut imposer que h préserve w .

A.2 Fin de la preuve du connecting lemma

On commence par choisir quelques constantes. Nous allons devoir appliquer la proposition [A.J
aux carreaux d’un quadrillage. Chaque perturbation peut déborder d’'un carreau. Nous aurons
donc besoin de majorer le nombre de carreaux adjacents a un carreau donné. Il existe une borne
uniforme N* = 4¢ ol d est la dimension de M.

Les supports des perturbations associées a des carreaux ne pourront se chevaucher que si les
carreaux sont adjacents. Pour cela nous choisissons la constante e de la proposition [A.J inférieure
a 1—10 : pour tous carreaux C1,Cy du quadrillage standard, si (1 + 2¢)C; N (1 4 2¢)Cs # 0, alors
CiNCy 75 0.

Au voisinage U de f, on peut associer un voisinage V de l'identité dans Diff'(M) avec la
propriété suivante : pour toute famille finie {91, ..., 1y} de perturbations de 'identité, contenues
dans V et de supports deux a deux disjoints, le difféomorphisme g, qui coincide avec f hors de
I'union des supports des 1; et avec fo1); sur le support de v;, pour tout i € {1,--- , k}, appartient
a U. Le lemme [A-4 associe au voisinage V des constantes A > 1 et § > 0. Nous fixons ensuite la
constante n > 0 de la proposition [A.J pour que

Lo (eaNN L
n
Ce choix sera justifié par la proposition [A.9.

On applique alors la proposition [A.3. Ceci définit entier N. Pour tout point = = py de M,
on obtient aussi une carte locale ¢ : V' — R en z. La carte locale ¢ : U, — R? est la restriction
de ¢ & un voisinage U, de x sur lequel les applications f,..., fV sont proches des différentielles
Df(x),...,DfN(x).

Remarque A.6. On choisit U, assez petit pour que l'on ait de plus que le diamétre de U, et
de ses N premiers itérés soit majoré par la constante § > 0 du lemme [A.4.

Soit C un cube quadrillé de (Us, ) disjoint de ses N premiers itérés. Pour voir que c’est
une boite de perturbation pour (f,U), nous considérons jusqu’a la fin de cette section, une suite
de paires de points {(x,¥i) }ic1,...¢y de C telle que pour tout i € {1,...,¢}, les points z; et y;
appartiennent au méme carreau de C.

Lemme A.7. [l existe une sous-suite ig = 0, ..., iy, telle que pour tout n € {0,...,m — 1}
les points a" = x;, et b" = y;, ., 1 appartiennent a un méme carreau Cy,. De méme, les points

a™ = x; et b =yp appartiennent a un méme carreau Cy,. De plus, sin #n' alors Cy, # Cy.

Démonstration : On construit les suites (iy) et (Cy) par récurrence sur n. On pose ig = 0 et
on appelle Cy le carreau contenant z;,. Soit kg > ig le plus grand indice tel que les points xy,
et yx, appartiennent a Cy. On pose i1 = kg + 1 et on appelle C le carreau contenant x;, et y;,.
Nécessairement, C7 est différent de Cy.
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Supposons maintenant que i, et C,, ont été définis. Soit k,, le plus grand indice tel que les
points xj, et yg, appartiennent a C,. On pose ip+1 = ky + 1 et on appelle Cy,4; les carreaux
contenant z;, et y; . Nécessairement, C),41 est différent des carreaux Cy,...,C),. O

D’apres la proposition [A.3, pour tout n € {0, ..., m}, il existe une suite afy = a”, ... yaly = b"
de points dans (1 + £)C,, telle que pour tout ¢ € {0,..., N — 1}, la distance d(f*(a}’), f*(a},;))
est inférieure & 7 fois la distance entre f!((1 +¢)C,,) et le complémentaire de f'((1 + 2¢)C,,).

L’idée naive (qui ne marche pas) est de considérer des perturbations ¢} a support dans f*(C)
telles que o' (f'(a}))) = f'(a}y ) et de remplacer, sur ces supports, f par foy}. Mais en général,
les supports des perturbation ¢} s’intersectent. Remarquons que si les supports de ¢} et cp?/
avec n < n' s'intersectent, les points f(a}) et ft(a?jrl) sont proches. Dans ce cas, il semble
avantageux de considérer une nouvelle perturbation & support dans f*(C) envoyant f'(a}) sur
ft(a?J/rl) et d’oublier les points intermédiaires entre aj' et aﬁrl dans la suite :

0_,0 0 0 1 1 m m o __ m
A =Q 5oy Qpy ey QN OOy ooy QN e e ey QG e, Ay =0

Le phénomene pouvant se répetter plusieurs fois, le lemme suivant produit une nouvelle suite
plus courte pour laquelle les supports des perturbations sont deux a deux disjoints.

Lemme A.8. Soit a8 = ao,...,ag,...,a?v,a(l),...,a}v,...,agl,...,a% = b" une suite telle que

pour tout n € {0,...,m}, les points af,...,aR, appartiennent a un méme cube (1 + )C,,, les
cubes Cy, étant deux a deux distincts, et telle que pour tout n € {0,...,m} ett € {0,...,N —
1}, la distance d(f*(a}), f'(a} 1)) est inférieure a n fois la distance entre f'((1+4 ¢)Cyp) et le
complémentaire de f'((1+ 2¢)Cy,).

Alors, il existe s € {0,...,m}, et une suite croissante (non-nécessairement strictement crois-
sante) 1 = v(0),...,v(s(N + 1)+ N) =m telle que :

1. Pour tout k € {1,...,s}, onav(k(N+1))=v(k(N+1)—1)+1.

2. Pour toutt € {0,..., N — 1}, les boules BF centrées auz points ft(aty(
)\d(ft(at”(k(NH)H)), ft(atVikl(N+l)+t+l)))

KNFDHY o rayon

, sont deux a deux disjointes, pour k € {0,...,s}.

3. Pour tout t € {0,..., N — 1}, les boules Bf sont contenues dans f*(C).

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme P.1]. La démonstration du lemme
[A-§ est reportée a la section [A-4. Elle utilise la proposition [A.g de la section A
Démonstration du théoreme R.1] : De la suite (Ti, Yi)ieq,...0y> le lemme A7 a extrait
deux sous-suites (a")neqo,....m} €t (b")nefo,..,m} qui nous ont permis d’obtenir la suite a) =
a®,....d?, ..., a?v, a(l), ... ,a}v, coapt,..a = b¢. Nous appliquons ensuite le lemme qui en
extrait la suite

(0) (1) v(N) wv(N+1) CLI/(2N+1) aV((s)(NJrl)) au(s(N+l)+N)

v 0 v
ag ' =a =T1,07 ,...,ay5 0 NS, s Qg NS, = yy.
L’item 3 du lemme [A.§ et la remarque [A.§ entrainent que les boules BF sont de diametre
inférieur & 0. Grace au lemme [A.4, il existe alors des difféomorphismes 9} avec t € {0,...,N—1}
et k€ {0,...,s}, appartenant & V et a support dans la boule Bf définie au lemme Ag tels que
wf(ft(a;'(k(NH)H))) = ft(agiﬁ(N+1)+t+l)). D’aprés le lemme [A.§, les supports des ¥F sont donc
deux a deux disjoints. Notons g le difféomorphisme coincidant avec f hors de I'union des supports
des 9 et avec foF sur chaque BY. Par le choix de V et de U, le difféomorphisme g appartient

a U. Par construction, pour tout k£ € {0,...,s} et t € {0,...,N — 1}, on a gt(ag(k(NH))) =

FHa N+
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Voyons que g est la perturbation annoncée : on rappelle que ag(k(NH)) = qv((N+1)) — Liy,,

ot a]uv(k(N-&-l)-i-N) — p(R(N+1)+N) _ Vi, AVEC 1y, = b (k(V+1)) €6 M = Gy (kN4 1) N) 41 — Lo

Montrons ng1 = my + 1 : d’apres item 1 du lemme [A.§,

Nhet1 = Ty((k+1)(N+1)) = bo((k+1)(N+1)=1)+1 = by(k(N+1)+N)+1 = My + 1.
Les couples (Zn,; Ymy, )ke{o,....s} €t la suite ng =1 <ny < -+ < ny < £ vérifient donc :

1. 2y = 21 €t Yy, = Yoo
2. gN(xnr) = fN(ymr) = fN(ynr-H*l) pour r 7& s et gN(xns) = fN(yK)'

Ceci montre que C est une boite de perturbation. O

A.3 Regroupement de points proximaux

Nous énongons un résultat général de regroupement de points qui sera utilisé pour la démons-
tration du lemme @

Proposition A.9. Soit (X,d) un espace métrique, {x;}icr un ensemble de points et pour chaque
1 €1 un réel r; > 0. On suppose qu’il existe des constantes K > 0, A > 1 et un entier N* tels
que

— pour tout i € I, le cardinal de l'ensemble {i' € I, B(x;, Kr;) N\ B(xy, Kry) # 0} est majoré

par N*.

~ (AN < K
Alors, il existe une partition de I en classes £ = {Ej;,j € J}, telle que l'on ait la propriété
sutvante :

Pour tout j € J, notons 01 le diamétre de U'ensemble {x;,i € E;}, et 02 ; = sup{r;,i € E;}.
Finalement notons 0; = 61 ; + 02,j. Soit B; l'union des boules B(x;, Ad;), pour i € Ej. Alors les
Bj sont deuz a deuxr disjoints.

De plus pour tout j € J, il existe igp € E; tel que l'ensemble Bj est contenu dans la boule

B(l‘io, K’l“io).
Démonstration : Nous allons définir par récurrence sur k des partitions £F = {E]’“ ,jeJk } de
I. Ceci nous permet d’introduire, pour tout j € J*, le diametre 5’f7j de l'ensemble {x;,i € EJk}
On notera aussi 5’5& = sup{r;,i € Ej} et 5;? = 5’f7j + 5’2“’]-. Finalement on notera BJI? I'union des
boules B(x;, /\5;?), pour i € EJk

La partition £° est la partition en singleton {{;j},j € I}, c’est-a-dire que J° = I. On a donc
(5? = r;, pour tout j € JO = 1I.

Supposons la partition £ construite. Nous dirons que x;, et x;, sont k + l-adjacents s’il
existe une suite finie jy, ..., jy € Jy telle que x;, € EF Ti, € Ejke et, pour tout s € {1,...,/—1},

J?
on ait B;-CS N BJ’-“SJr L F (). La relation de k + l-adjacence est une relation d’équivalence, qui est
clairement plus grossiere que la k-adjacence : tout classe de k-adjacence est incluse dans une
classe de k + 1-adjacence.

On note K1 la partition de I induite par la relation de k + 1-adjacence. La proposition A9
est une conséquence des lemmes suivants : le lemme montre que la partition £V produit
des ensembles (BJN ’ ) JETN* disjoints. Les lemmes et entrainent, pour tout j € JV,

I'existence d’un indice i € EJN tel que BJN* est contenu dans B(x;,, Krj,). a
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Lemme A.10. Soient k € {0,--- ,N*} et j € J*. Supposons que Uon a
ok, < (GAN")* o,

et que le cardinal de E]k est fini. Soit ig € Ejk tel que ri, = 515,;‘ (ceci est possible puisque 557]- est
la borne supérieur d’un ensemble fini).

Alors, le diamétre de B;? est majoré par 6 (6)\N*)k Tio- En conséquence B]]? est inclus dans
la boule B(x;y, Kri,).

Démonstration : En effet sii € E]k on a d(x;,x;,) < 5’f7j.
La boule B(x;, )\5;“) est donc incluse dans la boule B(z;,, 5’f7j + /\55?). Or,

58+ M = (1 4+ \)ok, + A5k, < [(1 +A) (6BANY)F + )\] ok, < [(1 +A) (BANY)F + )\] i
En particulier Bj'-C est inclus dans la boule B <xi0, [(1 +A) (6AN*)F + )\} ’I“i0> et donc :
diam(B¥) < 2 [(1 +A) (6ANYF + A} -

En remarquant que 1 < X et que 1 < (6AN*)* on peut majorer 2 [(1 +A) (BAN*)F + /\} Tio

par 6\ (6AN*)F r;, .
D’autre part notre choix de K implique K > 6\ (6/\N*)k. Par conséquent, (5fj + )\5;“ < Kr;,
ce qui conclut la preuve du lemme. |

Lemme A.11. Soit k € {0,---, N*}. Supposons que pour tout j € J*, on a
k «\k ¢k
615 < (6AN™)" 43,

et que le cardinal de Ef est fini.
Alors, pour tout j € J**1, le cardinal de E]I-ngl est majoré par N*.
De plus, considérons ig € E;?'H tel que (5;?7‘2"1 =714,, alors pour tout i € EJI?H on a :

x; € B(l’z‘mKTm)'

Démonstration : Soit I’ une partie finie de I contenue dans un E € EF+1,
Affirmation 2. [l existeig € E tel que pour touti € I', le point x; est contenu dans B(x;,, Kri,)

Démonstration : Remarquons d’abord qu’il suffit de montrer cette affirmation pour une partie
finie de F contenant I’. Puisque les E]’“ sont des ensembles finis, quitte & rajouter & I’ un nombre
fini d’éléments de F, on peut supposer que :

— I’ est une réunion finie de classes (Ef) jegr de EF;
— pour tous 4 et ig de I, il existe une suite ji, ..., js de J' telle que, pour tout r € {1,...,s—
1}, on ait B]’?T N B;-“TH # () et telle que i1 € E]]-“1 et ig € E]kg

On choisit maintenant l'indice ig € I’ de fagon & ce que r;, soit maximal parmi les r;,
avec ¢ € I'. Nous allons montrer par I’absurde que I'affirmation est vraie avec ce choix de ig.
Supposons donc par Pabsurde qu'il existe i € I’ tel que x; n’appartienne pas & B(z;,, K7;,). On
fixe une suite ji,...,js de J' telle que, pour tout r € {1,...,s — 1}, on ait B]’?T N B]]?TJrl # 0 et
telle que 79 € Efl et i € Ejkg
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Alors il existe un plus petit entier r tel que Bﬁ n’est pas inclus dans B(z;,, Kr;,). Par
conséquent Bﬁ N B(zi,, K14,) # 0 : en effet, si r = 1 le point z;, appartient a Bfl par définition,
et si r > 1 alors Bﬁ,l C B(z4,, K1), par définition de r, et B]’-“T N B]l‘i,l # 0, par choix de la
suite ji1,...,Js-

Remarquons que » < N* : en effet 'union des EJ’j pour t < r est de cardinal inférieur a N*,
car pour tout ¢, 'ensemble Bﬁ intersecte la boule B(x;,, Kj,); d’apres le lemme [A10, il existe
donc un point z; avec i’ € Eﬁ tel que les boules B(zy, K1) et B(x;,, Ki,) se rencontrent mais
ceci ne peut arriver plus de N* fois d’apres les hypotheses de la proposition [A.9.

De plus le diametre de chaque B;’-‘t, pour t < r est majoré par 6\ (6)\N*)kr¢0 d’apres le
lemme et par définition de ig.

De I’hypothese B;?T N B]’-“Nrl # (), on déduit alors que le diametre de I'union des BJIZ , pour
t < r, est majoré par 6AN* (6AN*)¥ r;, et donc inférieur & Kry,. Ceci montre Bj]?’r C B(ziy, K1)
contredisant la définition de r, et donc notre hypothese par 'absurde. O

On en déduit finalement que le cardinal de I’ est majoré par N*. Ceci implique que E lui-
méme est fini et de cardinal majoré par N*. On peut donc appliquer le raisonnement précédent a
I'ensemble I’ = F et a tout indice i tel que 75, = sup{r;,i € E'}. On montre ainsi que {z;,i € E}
est contenu dans B(x;,, K1j,), ce qui termine la démonstration du lemme. O

Lemme A.12. Pour tout k € {0,...,N* +1} et tout j € J*, on a

et le cardinal de EJk est borné par N*.

Démonstration : La preuve se fait par récurrence sur k, sachant qu’elle est vérifiée pour k£ = 0.
Supposons donc la propriété montrée pour k < N*.

Soit j € JE*1. D’apres le lemme [A11], le cardinal de EJI?H est majoré par N*. Soit ig € E;.H'l
tel que 5’2“31 = rj,. Le lemme montre que pour tout ensemble E]’?, € &F contenu dans EJ’?H,
le diametre de B]’-“, est majoré par

diam(B%) < 6 (6AN*)* 65 ., < 6X (6AN*)" 1y,

L’ensemble EJI?H est une classe de k + l-adjacence qui regroupe au plus N* classes E;?, telles
que les Bj]-"} sont de diametre majoré par 6\ (6AN *)k r;,- Par conséquent, la réunion des Bj’?,, et

donc a fortiori {x;,i € E]’?H}, est de diametre 5{“;1 majoré par
6AN* (6AN*)F ri, = (6AN*)*1py .
On conclut en remarquant que r;, = 5’5;1, par définition. O

Lemme A.13. Supposons que pour un entier k il existe une classe E;“ qut n’appartienne pas a
la partition EF~1. Alors le cardinal de E]k est strictement supérieur a k.

Démonstration : La classe Ejk est partitionnée par les classes de £¥~1 qui sont adjacentes entre
elles, par définition. Si toutes ces classes étaient déja des classes de £¥72, la définition de I’adja-
cence montrerait que tous les points de Ef seraient k — 1-adjacents, et donc Ef appartiendrait

a £F71. Ceci montre que I'une des classes de £¥~1 incluse dans Ejk n’appartient pas a £¥72.
L’affirmations se montre a présent par une récurrence facile sur k. O
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Lemme A.14. Les partitions EN" et EN T sont égales.

Démonstration : Supposons, par l'absurde, que ces partitions sont différentes. D’apres le
lemme [A.13, il existe alors dans £V ! une classe de cardinal strictement supérieur & N*, ce qui
contredit le lemme [A.12] 0

A.4 Preuve du lemme

Afin de montrer le lemme [A.§ on considére une suite

0 0 0 0 1 1 m m m
Q) =@ 5oy Qpy ey QN Oy s QN eey Qp yeee, Ay =D
vérifiant :
— pour tout n € {0,...,m}, les points ag, ..., aR, appartiennent a un méme cube (1 +¢)C,,

les cubes C,, étant deux a deux distincts,
— pour tout n € {0,...,m}ett € {0,..., N—1}, ladistance d(f*(a}), f*(a},,)) est inférieure
a n fois la distance entre f!((1+¢)C),) et le complémentaire de f¢((1 + 2¢)C,,).
Les points de la forme f(a%) ont un réle particulier. De ce fait nous considérons la suite
des ft(a?) pour 0 <t < N — 1 ordonnée de la facon suivante :

a’87 cee 7ft(a(t))7 s 7fN_1(a5)V71)7a'(})7 c '7fN_1(a]lVfl)7 s 7a6n7 cee 7fN_1(a%71)'

Afin de simplifier les notations, nous notons cette suite ordonnée {z;};cs, indexée de fagon
croissante, ou [ = {1,...,(m+ 1)N}.

Nous allons appliquer la proposition [A.9 & I’ensemble des points z;. Pour cela, 1’espace
métrique (X, d) de cette proposition sera la variété M munie de sa distance. Les constantes \ et
N* de cette proposition sont celles fixées au début de la section [A.3. La constante K est choisie
égale a %, ot & été fixée au début de la section [A.3.

Pour tout point @; = f*(a}) on définit ; comme d(f*(a}), f*(a},;)).

Ces choix nous donnent la majoration K > (6AN*)N 1. L’item (1) du lemme ci-dessous
montre alors que les hypotheses de la proposition [A.9 sont vérifiées.

Lemme A.15. Awvec les notations ci-dessus on a :

1. pour touti € I, le cardinal de ’ensemble {i" € I, B(x;, Kr;)NB(xy, Kryr) # 0} est majoré

par N* ;

2. siz; = fl(al}), la boule B(x;, Kr;) est contenue dans l’image f*(C) du cube quadrillé.
Démonstration : Par définition de r; et de K, si z; = f!(a}), la boule B(x;, Kr;) est contenue
dans I'image f'((1 + 2¢)C,,) ot C,, est le carreau associé a af (en particulier cette boule est
incluse dans f*(C) ce qui montre l'item (2).

Donc si B(w;,, Kri,) N B(w4,, Kriy) # 0 alors les cubes f11((1 4 2¢)Cy,,) et f2((1 + 2¢)Ch,)
s’intersectent, ce qui implique que ¢; = t2 (les N premiers itérés de C sont disjoints) et, par le
choix de €, que les carreaux Cj,, et C,,, sont adjacents. Par définition de N*, ceci montre 'item
(1). O

La proposition [A.g nous donne donc une partition & = {E;,j € J} de I vérifiant :

— Pour tout j € J, notons 4 ; le diametre de 'ensemble {z;,i € E;}, et d2 j = sup{r;,i € E;}.

Finalement notons d; = 61 j+d2;. Soit B; 'union des boules B(xz;, Ad;), pour ¢ € E;. Alors
les Bj sont deux a deux disjoints.
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— Pour tout j € J, il existe ig € E; tel que 'ensemble B; est contenu dans la boule
B($10, K?"io).

L’item (2) du lemme implique donc que, pour tout j € J, il existe ¢ tel que B; C f(C).
Notons P; I’ensemble des points x; avec i € F;. En particulier P; C f!(C) et tous les points
z; € P; sont de la forme f*(a}).

Notons P l'ensemble P = {P;,j € J}; c’est une partition de {x;,i € I}. Pour tout ¢t €
{0,..., N—1}, la famille des P; € P inclus dans f*(C) induit donc une partition P; de 'ensemble
{af,n € {0,...,m}} (en effet cet ensemble est f~* (fH(C)N{z;,i € I})). Ainsi, si P est un
élément de la partition Py, alors f*(P) est un élément de P.

On définit par récurrence une suite v(0),v(1),...,v(s(N + 1)+ N) d’entier de {0, ..., m} de
la fagon suivante : on pose v(0) = 0. On suppose a présent que la suite est construite jusqu’a un
nombre de la forme k(N 4+ 1) + ¢, avec t € {0,...,N}.

1. Sit < N, on considere le point a; kNFD+) appartient a un unique élément P de la
partition P;. Alors v(k(N + 1) +t+ 1) est le plus grand entier r € {0,...,m} tel que af
appartient a P.

2. Sit= N,etsiv(k(N+1)+ N) est strictement inférieur & m, on pose v((k+1)(N+1)) =
v(k(N 4+ 1)+ N) +1; c’est bien un entier de {0,...,m}.

3. Sit= N et v(k(N + 1)+ N) =m, la suite s’arréte et on pose s = k.

Remarquons que la suite v est croissante (non nécessairement strictement). De plus la sous-
suite v(k(IN +1)) est strictement croissante ce qui assure que cette suite est finie : s est inférieur
am.

Le lemme suivant conclut la preuve du lemme [A.§.

Lemme A.16. La suite v(0),...,v(s(N + 1) + N) satisfait les conclusions du lemme [A.4§.

Démonstration : Nous avons vu par construction que la suite est croissante. De plus I'item ([
de la construction de v donne 'item (1) du lemme [A.§ : pour tout k € {1,...,s}, on a v(k(N +
1) =v(k(N+1)—-1)+1.

Montrons d’abord que, pour tout ¢t € {0,..., N — 1}, tout ensemble P de la partition P;

contient au plus un point de la forme a; (k(N+1)+1)

: en effet, soit k € {0, ..., s} le plus petit entier
tel que a;’(k(NH)H) € P. D’apres Pitem (fl) de la construction de v, l'indice v(k(N + 1)+t + 1)
est le plus grand entier r tel que a; appartient a P. La suite v étant croissante, v(k(N +1)+ N)
est supérieur ou égal & v(k(N + 1)+t +1). L’item (B) de la construction de v (et la croissance
de v) montre v((k+1)(N+1)+1t) > v(k(N + 1)+t +1). La suite v étant croissante, pour tout
k' > k le point aty (K (N+1)+1) n’appartient pas a P, ce qui montre notre affirmation.
En conséquence, tout ensemble P; € P contient au plus un point de la forme ft(a”(k(NH)H)),
avec k € {0,...,s} et t €{0,...,N —1}.
Pour tout k € {0,...,s} et tout £ € {0,...,N — 1}, notons B} la boule centrée au point
ft (a;’(k(NH)H)) et de rayon \d (ft (aty(k(NH)H)) ft (aﬁkl(NJrl)HH))). Afin de conclure la

preuve du lemme [A.§, il reste & montrer les items (2) et (3) c’est-a-dire que les boules BY sont
deux a deux disjointes et que, pour tout ¢ € {0,..., N — 1}, chaque boule Bf est contenue dans

fHe).
Soient k € {0,...,s} et t € {0,...,N — 1}. Le point f* (a;’(k(NH)H)) appartient & un
ensemble P; € P associé a une classe F; € £. Nous allons montrer :
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Affirmation 3. Avec ces notations, la boule BF est incluse dans Uensemble B; associé d la
classe Ej.

Voyons d’abord que cette affirmation conclut la preuve du lemme [A.§. En effet, nous avons
vu que l'ensemble B; est contenu dans f%(C); il en est donc de méme pour BF (ceci montre
litem (3)).

Pour montrer I'item (2), rappelons que les B; sont deux a deux disjoints, et que B; contient
I'ensemble P;. L’ensemble Bj est donc disjoint de Py pour j' # j. Comme chaque P; contient
au plus un point de la forme f*(a?*(N+1+)) il en est de méme pour les ensembles B;. Utilisant
I'affirmation J et & nouveau que les Bj sont deux a deux disjoints, un ensemble B; rencontre au
plus un ensemble BF. Les ensembles Bf sont donc deux & deux disjoints.

Preuve de P’affirmation B : Estimons le rayon de la boule BF. Pour cela on écrit :

<ft ( k(N-+1)+t) ) £t ( t+1N+1)+t+1)>) <

<d (ft (atV(k(N—i-l)—&—t ) ft< u(k(N+1)+t+1))> d (ft ( E(N41)+t+1) ) 7t ( tuJ(rkl(N+1)+t+1)>)
(2)
Le premier terme de la somme est une distance entre deux points de P;; en effet, le point
ft ( N+1)+t)> appartient & P; par définition de j et f* ( MNH)HH)) appartient a P; par

définition de v(k(N + 1) +t + 1), voir I'item (fl) de la construction de v. Ce premier terme est
donc inférieur au diametre 61 ; de P;.

Le point f? (aty(k(N+1)+t+1)> est un point z;,, 79 € I, de la suite considérée au début de cette

section. Le second terme de la somme dans ([) est le rayon r;, correspondant & x;,. Puisque
xi, appartient a Pj, ce second terme est donc inférieur a d2 ; (qui est le plus grand des rayons
associés aux points de P;).

On en déduit :

A (1 () () < ) < 3

peut

Puisque B; est la réunion des boules B(x;, Ad;), pour i € Ej, et que ft (aty(k(N+1)+t)>

s’écrire de la forme x;, i € F;, on obtient que Bf est contenu dans B;.

Ceci termine la preuve du lemme [A.§, et compléte donc la preuve du théoreme P.1.
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