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Résumé

We consider the problem of chaotic time series prediction

by means of support vector machines (SVM) for regression

estimation. After a short review of the principles of SVM for

regression estimation, we detail the prediction procedure and

illustrate its performance on the synthetic time series produ-

ced by the Hénon map, and on the real world time series of

Santa Fe Data Set A, often considered as a reference in bench-

marking time series predictors. A comparison of our results

with others reported in literature demonstrates the excellent

performance of the approach.

Nous nous intéressons à la prédiction de séries temporelles

chaotiques à partir de régressions réalisées à l’aide de machines

à vecteurs supports (SVM). Après avoir rappelé le principe de ces

régressions par SVM, nous détaillons le schéma de prédiction.

Nous illustrons ses performances par une mise en oeuvre, d’une

part, sur des données synthétiques produites par le système dyna-

mique de Hénon et, d’autre part, sur des données expérimentales

issues de la base de données de Santa Fe communément utilisées

comme référence dans les problèmes de prédictions de séries tem-

porelles. Nous comparons positivement nos résultats à ceux pro-

posés antérieurement dans la littérature.

1 Motivation

Du fait de leur propriété de sensibilité aux conditions initiales,

les séries temporelles produites par des systèmes dynamiques

chaotiques présentent une difficulté particulière pour la prédiction

de leurs valeurs futures. Il est notoirement connu que les méthodes

usuelles de prédiction, modélisation linéaire ARMA, par exemple,

ont des performances médiocres lorsqu’elles sont appliquées aux

séries chaotiques (voir, par exemple, [1, 15]).

Diverses approches non linéaires, reposant principalement sur

les réseaux de neurones (voir, par exemple, [11, 13, 14]) ou des

statistiques d’ordres supérieurs [6], ont ensuite été proposées dans

la littérature. Plus récemment, la technique des machines à vec-

teurs supports (”support vector machines”, SVM) a également

été envisagée [8, 7]. C’est à cette dernière approche que nous

nous intéressons ici. Nous utilisons un schéma de prédiction par

régressions réalisées par SVM. Sur des séries synthétiques is-

sus de systèmes dynamiques chaotiques ainsi que sur des séries

expérimentales, nous qualifions les performances de notre outil et

les comparons à celles citées dans la littérature.

2 Machines à vecteurs supports

Les machines à vecteurs supports constituent des estimateurs

non linéaires universels de fonctions, dont les fondements re-

posent sur la Théorie Statistique de l’Apprentissage. La formu-

lation du problème d’estimation, introduite dans [3], peut rece-

voir une solution efficace qui laisse peu de paramètres libres à

choisir. Les SVM travaillent à partir de classes de fonctions hy-

pothèses HSVM consistant en hyperplans (w, b) d’un espace F de

caractéristiques. Celui-ci est implicitement défini, à partir de l’es-

pace original, par une transformation non linéaire, construite via

un noyau K(·, ·) (astuce du noyau).

2.1 Théorie Statistique de l’Apprentissage

Dans le cadre de la Théorie Statistique de l’Apprentissage

[12], l’objectif est d’estimer une fonction y = f(x) à partir

d’un nombre limité d’échantillons S={(x1, y1), · · · , (xn, yn)} ∈
R

d ×Y, et d’hypothèses faites sur les propriétés de H. La classifi-

cation, avec yi ∈ Y = {−1, 1}, et la régression, avec yi ∈ Y ⊆ R

constituent deux exemples typiques de tels problèmes.

Le meilleur estimateur f̂(x) = h∗(x) ∈ H de f est celui qui

minimise le risque R[h], mesuré via l’espérance mathématique

d’une fonction de coût L(y, h(x)) :

R[h] =

∫
L(y, h(x))dP (x, y). (1)

Cependant, la distribution jointe P (x, y) est inconnue a pri-

ori et généralement inaccessible, il faut donc approximer (1). La

Théorie Statistique de l’Apprentissage fournit alors des résultats

sous forme d’inégalités,

R[h] ≤
1

n

∑
(xi,yi)∈S

L(yi, h(xi)) + Q(n, h, δ), (2)
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où Q(n, h, δ) consiste en un terme de confiance, fonction du nom-

bre n d’observations, de la capacité de la sous-classe Hk ⊂ H
qui contient l’hypothèse h, et de la probabilité 1− δ avec laquelle

l’inégalité (2) est valide. La procédure de minimisation du risque

structurel (”structural risk minimisation”, SRM) procède par par-

tage de H en sous-classes emboı̂tées Hk : H1 ⊂ H2 ⊂ · · · ⊂ HM

de capacités croissantes, ce qui permet de chercher l’hypothèse

h∗ ∈ H qui minimise (2).

Dans le cadre des SVM, l’hyperplan (w∗, b∗) optimal de HSVM

est ensuite obtenu via la résolution de :

h∗(w∗, b∗,x) =

= arg min
(w,b)

C
∑

(xi,yi)∈S

L(yi, h(w, b,xi)) +
1

2
‖w‖2, (3)

où C est une constante à choisir.

2.2 Régressions par SVM

Pour la classification, essentiellement considérée dans la litté-

rature SVM, on utilise la fonction de coût L0/1. Ici, nous nous

intéressons à la régression. Dans ce cas, des fonctions de coût

linéaire ou quadratique Lǫ sont utilisées, ne prenant en compte

que les déviations |yi − h(xi)| > ǫ supérieures à ǫ, où ǫ de-

vient un autre paramètre à fixer. Que ce soit avec L0/1 ou avec

Lǫ, l’équation (3) peut être réécrite comme un problème dual de

Lagrange [4]. Cette reformulation, qui constitue la base de l’al-

gorithme des SVM, se ramène à un problème de programmation

quadratique, de solution unique et pour lequel des méthodes de

résolution efficaces existent.

Pour le problème de la régression, la solution de l’équation (3)

prend la forme :

h∗(x) = f̂(x) =
∑

(xi,yi)∈S

α∗
i K(xi,x) + b∗. (4)

Les α∗
i sont les multiplicateurs de Lagrange impliqués dans la so-

lution du problème dual de Lagrange de (3). Quand ǫ > 0, un

nombre important des α∗
i sont égaux à zéro, et (4) fournit alors

une représentation creuse. Les xi correspondant aux α∗
i 6= 0 sont

appelés les vecteurs de support.

3 Prédiction de signaux chaotiques

3.1 Séries chaotiques

Nous nous intéressons maintenant à des séries produites par

des systèmes dynamiques chaotiques, dont le caractère non liné-

aire et la sensibilité aux conditions initiales rendent particulière-

ment difficile la prédiction, même à court terme [1, 8]. Sous-jacent

au système dynamique, existe un modèle non linéaire y(k) =
f(y(k − κ1), y(k − κ2), · · · , y(k − κm)), κi ∈ N

+, que nous

tentons d’approcher par SVM pour effectuer une prévision du fu-

tur de la série temporelle observée {y(k)}N
k=1 ∈ R.

Les systèmes dynamiques sont souvent efficacement étudiés via

leur espace des phases. Le célèbre théorème de Takens (voir, par

exemple, [1]) assure une reconstruction non ambiguë de cet es-

pace par la méthode des vecteurs de retard : x(k) = [y(k), y(k −
τ), · · · , y(k−(m−1)τ)] ∈ R

m, où m et τ constituent respective-

ment la dimension de plongement et le retard. A condition que ces

paramètres soient convenablement choisis, la topologie de l’es-

pace des phases réel est respectée, on peut alors envisager d’esti-

mer la fonction f : x(k) → y(k + 1) à partir des observations

y [1].

Nous sélectionnons τ par un argument d’information mutuelle

(voir, par exemple, [1]). Le paramètre m est soit choisi à partir

d’arguments théoriques, soit traité comme un paramètre libre du

schéma de prédiction.

3.2 Schéma de prédiction

A partir de N observations, {y(k)}N
k=1 ∈ R, sont construits

n = N − (m − 1)τ − 1 échantillons S = {(x(k), y(k +
1))}N−1

k=(m−1)τ+1 ∈ R
m × R. Le schéma de prédiction à un pas

ŷ(k + 1) = f̂(x(k)) par SVM est alors de la forme (4),

ŷ(k + 1) =

N−1∑
i=(m−1)τ+1

α∗
i K(x(i),x(k)) + b∗, k ≥ N, (5)

dont les α∗
i sont obtenus par résolution du problème dual de La-

grange de (3).

Nous utilisons la boı̂te à outils SVM standard SVMlight [5]

(svmlight.joachims.org), sans apporter de modification spécifique

pour la prédiction de séries temporelles. Les paramètres libres, C,

ǫ et la taille du noyau (fixé gaussien), éventuellement la dimen-

sion de plongement m, sont sélectionnés à partir d’une recherche

exhaustive dans l’espace des paramètres pour optimiser les perfor-

mances de la prédiction sur l’ensemble de validation. Les N ob-

servations disponibles sont donc partagées entre deux ensembles

d’entraı̂nement et de validation de tailles respectives Ne et NV .

Les valeurs pour lesquelles l’erreur de prédiction à un pas sur l’en-

semble de validation est minimale sont retenues pour la prédiction

finale.

Une fois les paramètres fixés, nous réalisons la prédiction en

utilisant la totalité des N observations disponibles. Les prédictions

à plusieurs pas, i.e., pour les valeurs (k ≥ N + 1), sont réalisées

par itération de la prédiction à un pas (5), en utilisant les vecteurs

estimés x̂(k) aux itérations précédentes et non les observations

elles-mêmes.

4 Expérimentations

4.1 Séries temporelles

Nous appliquons cette approche à la prédiction, d’une part,

d’une série issue du système dynamique de Hénon, en régime
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chaotique (cf. figure 1 en haut à gauche) :

y(k + 1) = 1 − 1.4y(k)2 + 0.3y(k − 1), (6)

avec a = 1.4, b = 0.3 et, d’autre part, aux données expérimen-

tales réelles constituées par les fluctuations chaotiques de l’in-

tensité d’un laser dans l’infrarouge, Santa Fe Data Set A [15].

Cette dernière série constitue une référence souvent utilisée pour

étalonner les performances des méthodes de prédictions.

Pour la série Hénon, N = 500, Ne = 450, NV = 50,

l’équation (6) indique que les observations y(k + 1) sont com-

plètement déterminées par leurs deux prédécesseurs immédiats,

y(k) et y(k − 1). Les paramètres de plongement sont donc fixés a

priori (τ = 1 et m = 2).

Pour la série Santa Fe Data Set A, N = 1000 (les 1000
premières observations de la série) , Ne = 900, NV = 100,

l’information mutuelle indique τ = 1. La recherche exhaustive,

effectuée pour m à partir d’un intervalle de valeurs choisi par

un argument géométrique (”false nearest neighbours” ; voir, par

exemple, [1]) sélectionne m = 18.

4.2 Résultats

Nous présentons les résultats obtenus dans les tableaux 1 et 2

et les comparons à ceux obtenus par d’autres auteurs. Les perfor-

mances des prédictions à un pas et itérées sont exprimées en erreur

quadratique moyenne normalisée (NMSE) :

NMSE =

∑
k∈T

(y(k) − ŷ(k))2∑
k∈T

(y(k) − ȳT )2
≈

1

σ̂2
T

N

∑
k∈T

(y(k) − ŷ(k))2,

où T dénote l’ensemble d’épreuve de N points, et ȳT et σ̂2
T

dénotent respectivement la moyenne et la variance empiriques de

T [15].

La série de Hénon. Les résultats pour la série de Hénon

sont obtenus à partir des prédictions itérées sur 50 échantillons,

moyennées sur 50 ensembles d’épreuve différents. Nous consta-

tons que, quoique l’ensemble d’entraı̂nement utilisé dans notre

prédiction SVM soit beaucoup plus court que ceux mis en oeuvre

pour obtenir les meilleurs résultats disponibles à notre connais-

sance dans la littérature, les performances que nous obtenons sont

supérieures de presque deux ordres de grandeur (cf. tableau 1).

TAB. 1 – Comparaison des performances de prédicteurs sur

la série de Hénon. La longueur de l’ensemble d’entraı̂nement

est donnée en points. Les résultats sont obtenus par moyenne

des prédictions sur 50 ensembles d’épreuve différents de 50
échantillons.

Référence Méthode N Préd. un pas

SVM Gauss 500 7.7 · 10
−7

[9] RBF Net 4000 7.4 · 10−5

[13] Neural Net 5000 3.4 · 10−5

500 510 520 530
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FIG. 1 – Série de Hénon. En haut, à gauche, séries de Hénon

réelle et prédite, en bas, à gauche, évolution de l’erreur quadra-

tique moyenne en fonction de l’horizon de prédiction et compa-

raison à la croissance de l’erreur initiale déterminée par l’expo-

sant de Lyapunov global théorique. A droite, en haut, attracteurs

de Hénon, reconstitués à partir de 1000 échantillons de la série ob-

servée et de la série prédite par itération successive, et agrandisse-

ment de la région des attracteurs matérialisée par un rectangle (en

bas).

La figure 1 propose une prédiction typique sur la série de

Hénon. Nous observons que la prédiction s’écarte de la vraie série

après environ 18 itérations (en haut à gauche). C’est aussi la valeur

pour laquelle l’erreur de prédiction est proche de 1. L’évolution de

cette erreur de prédiction est comparée à la croissance de l’erreur

initiale déterminée par l’exposant de Lyapunov global théorique

(λHénon ≈ 0.42) (en bas à gauche). Néanmoins, la prédiction, au

delà de l’échantillon 18, continue d’explorer l’espace des phases

de façon identique à la série réelle. En effet, la colonne de droite

compare les attracteurs reconstruits à partir de 1000 points de

la vraie série de Hénon (en haut), et d’une prédiction itérée de

1000 points (en bas). Le prédicteur a complètement saisi les

dynamiques du système puisque les deux attracteurs ne peuvent

pas être distingués, contrairement aux résultats présentés dans

[2], où l’attracteur présente des déformations visibles.

Santa Fe Data Set A. Les prédictions sont obtenues pour

des ensembles d’épreuve proposés dans la littérature pour Data

Set A (5 ensembles de 100 observations, correspondant aux ob-

servations 1001 à 1100, 2181 à 2280, 3871 à 3970, 4001 à 4100
et 5181 à 5280). Dans le tableau 2, nous observons que la perfor-

mance du prédicteur à un pas obtenue par la régression à l’aide

de SVM, évaluée sur l’ensemble d’épreuve 1, est comparable à

l’état de l’art et que la qualité de la prédiction itérée dépend forte-

ment de l’ensemble d’épreuve considéré. Bien que la performance
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de la prédiction itérée obtenue par SVM soit dégradée d’un ordre

de grandeur pour les ensembles 2 et 3, elle reste supérieure d’un

ordre de grandeur comparée au meilleur résultat de l’ensemble 4,

et comparable à l’état de l’art pour les ensembles 1 et 5.

Nous soulignons que notre prédicteur est entraı̂né exclusive-

ment sur les 1000 premières observations, et ce pour tous les en-

sembles d’épreuves. De plus, nous travaillons directement à partir

de la série temporelle, sans aucune technique additionnelle du type

de celles considérées dans [10].

La figure 2 illustre le Data Set A et le premier ensemble

d’épreuve (en haut, à gauche) et les prédictions itérées, sur 100
points, pour les cinq ensembles d’épreuve considérés. Nous re-

marquons que la prédiction par SVM est capable de prédire la

brutale diminution de l’intensité du laser pour deux des trois cas

(ensemble 1 et 5), bien qu’il existe seulement un exemple d’un

tel effondrement dans l’ensemble d’entraı̂nement. Par contre, pour

l’ensemble 2, le prédicteur échoue à prédire la diminution de l’in-

tensité et la prédiction n’est précise que pour les 50 premières

itérations. Nous observons un comportement similaire pour l’en-

semble 3 : bien que la prédiction soit de haute précision pen-

dant les 60 premières itérations, une diminution de l’intensité qui

n’existe pas est prédite après 80 itérations. Nous constatons aussi

que la prédiction itérée et la vraie série ne peuvent pas être dis-

tinguées pour l’ensemble 4.

TAB. 2 – Data Set A : Comparaison des performances des

prédicteurs sur les ensembles d’épreuve (observations 1001-1100,

2181-2280, 3871-3970, 4001-4100, 5181-5280). Le résultat pour

la prédiction à un pas est présenté pour les observations 1001 à

1100. Les autres résultats sont obtenus par prédictions itérées.

Réf. Méthode Préd. un pas 1001-1100

SVM Gauss 9.20 · 10−3 4.46 · 10−2

[10] Local Linear - 7.7 · 10−2

[11] Neural Net - 6.6 · 10−2

[13] Neural Net 2.76 · 10
−3

1.94 · 10
−2

[14] Neural Net 2.3 · 10−2 2.73 · 10−2

Réf. 2181-2280 3871-3970 4001-4100 5181-5280

3.93 · 10−1 4.31 · 10−1
8.89 · 10

−4 4.81 · 10−2

[10] 1.74 · 10−1 1.83 · 10−1 6.0 · 10−3 1.11 · 10−1

[11] 6.1 · 10
−2

8.6 · 10
−2 4.79 · 10−1

3.8 · 10
−2

[14] 6.5 · 10−2 4.87 · 10−1 2.3 · 10−2 1.6 · 10−1

5 Conclusions et perspectives

Quoique la régression par SVM pour la prédiction de séries

temporelles soit appliquée ici de façon très directe, les perfor-

mances sont excellentes pour les séries considérées. Nous envi-

sageons donc diverses modifications, susceptibles d’en améliorer

les performances. D’une part, l’usage de noyaux plus flexibles que

l’usuel noyau gaussien ouvre une direction prometteuse. D’autre

part, des stratégies locales, déjà envisagées dans la littérature, sont
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FIG. 2 – Santa Fe Data Set A : En haut : à gauche, ensemble d’en-

traı̂nement et premier ensemble d’épreuve (observations 1001-

1100) , à droite, premier ensemble d’épreuve prédit par itération

successive. Au centre : les observations 2181-2280 (à gauche) et

3871-3870 (à droite) obtenues par prédiction itérée. En bas : les

observations 4001-4100 (à gauche) et 5181-5280 (à droite) obte-

nues par prédiction itérée.

en cours d’investigation et peuvent facilement être incorporées

dans notre schéma de prédiction. De plus, une alternative fiable

à la recherche systématique pour l’optimisation des valeurs des

paramètres libres, permettra de rendre la procédure de prédiction

plus efficace et accessible, y compris pour des utilisateurs pro-

fanes.
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