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Introduction aux théories homologiques

Jean-Yves Welschinger®

Juin 2016

Ce cours débute par quelques rappels sur les espaces topologiques et variétés
différentielles ainsi que sur le probléme de classification des variétés qui motive la
suite du cours. Le second paragraphe est consacré a ’aspect algébrique des théories
d’homologies, 1'algébre homologique, et culmine avec les formules des coefficients
universels. Le troisieme paragraphe est consacré a plusieurs incarnations des ho-
mologie et cohomologie en géométrie. On présente dans ce paragraphe les théories
de de Rham, simpliciale, singuliére et cellulaire et démontre plusieurs versions du
théoréme de de Rham et de la dualité de Poincaré. Enfin, le dernier paragraphe est
consacré a une introduction a la théorie des faisceaux, ou 'on étudie les notions
de faisceau, faisceau image, cohomologie de Cech et cohomologie des faisceaux.

Ces notes de cours ont été rédigées par Matthieu Dussaule. 11 s’agit d’un cours
de niveau Master 2 dispensé durant ’automne 2015 a I’Ecole normale supérieure
de Lyon dans le cadre du Master de Mathématiques Avancées de 2éme année.
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1 Espaces topologiques et variétés différentielles

On pourra consulter [2] pour en connaitre davantage sur ce paragraphe.

1.1 Espaces topologiques

Définition 1.1. Une topologie sur un ensemble X est la donnée de sous-ensembles
de X, que l'on appelle ouverts, qui vérifient :

e [intersection de deux ouverts est un ouvert,

e une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert,

e ['ensemble vide et ’espace X tout entier sont ouverts.

Le complémentaire d’un ouvert est par définition un fermé.

Définition 1.2. Un espace topologique est dit connexe lorsqu’il n’est pas réunion
disjointe de deux ouverts non triviaux. Il est dit séparé lorsque pour tous éléments
distincts x et y, il existe deux ouverts disjoints U et V tels que x e U et ye V.

Définition 1.3. Un recouvrement d’ouverts U de l’espace topologique X est un
sous-ensemble d’ouverts dont la réunion vaut X . Il est dit localement fini lorsque
chaque point de X posséde un voisinnage contenu seulement dans un nombre fini
d’ouverts de ce recouvrement U. On dit aussi qu’un recouvrement V raffine le
recouvrement U lorsque tout élément de V est contenu dans un élément de U.

Définition 1.4. Un espace topologique est dit compact lorsqu’il est séparé et que
tout recouvrement d’ouverts posséde un sous-recouvrement fini. Il est dit paracom-
pact lorsque tout recouvrement d’ouverts posséde un raffinement localement fini.

Contre-exemple 1.5. La droite longue n’est pas paracompacte.

Théoréme 1.6. Soit X un espace topologique paracompact. Alors tout recouvre-
ment d’ouverts U de X posséde une partition de l'unité subordonnée {fy,V € V},
c’est-a-dire telle que :

o Le recouvrement V est un raffinement localement fini de U,

e Pour tout ouvert V de V, la fonction fy : X — [0,1] est continue a support
dans 'V,

o La somme Y. fy est constante égale a 1.
Vey

De plus, st U est localement fini, on peut choisirV =U

Démonstration. Voir la démonstration du Théoréme 12.8 de |2]. O



Définition 1.7. Une application continue f : X — Y entre espaces topologiques
est une application pour laquelle la préimage de tout ouvert est un ouvert. C’est
un homéomorphisme lorsqu’elle est bijective, continue et d’inverse continue.

Définition 1.8. Deux applications continues fo : X — Y et f1 : X — Y sont
dites homotopes lorsqu’elles sont reliées par une homotopie, c’est-a-dire par une
application continue F': X x [0,1] =Y telle que Fixxy = fo et Fixxpuy = fi-

Définition 1.9. On dit qu’une application continue f : X — 'Y est une équivalence
d’homotopie lorsqu’il existe une application continue g 1Y — X telle que go f et
f o g soient homotopes a l'identité (de X et de Y respectivement).

Dans ce cas les espaces topologiques X et Y sont dits homotopiquement équi-
valents, ou de méme type d’homotopie. Un espace topologique est dit contractile
lorsqu’il est homotopiquement équivalent a un singleton.

Ezemple 1.10. 1. L’espace vectoriel R" ou plus généralement tout sous-ensemble
convexe ou étoilé est contractile.

2. La sphere $" ! a le méme type d’homotopie que R™\{0}.

Définition 1.11. On dit qu’un sous-ensemble Y de X est un rétract par déforma-
tion de X lorsqu”il existe une homotopie F : X x [0,1] — X telle que fo = Idx
et Im(fi) <Y avec (f1)y = Idy, ot fo = Fixxoy et fi = Fixxqy. Les exemples
précédents (Exemple 1.10) sont des rétracts par déformation.

1.2 Variétés difféerentielles

Définition 1.12. Une variété différentielle de dimension n est un espace topolo-
gique séparé M recouvert par un nombre au plus dénombrable de cartes.

Une carte est la donnée d’un ouwvert U de M, d’un ouvert V de R™ et d’un
homéomorphisme ¢ : U — V tels que lorsque deuzx cartes (Uy,p1) et (Ua, o)
se rencontrent, l’application de changement de cartes @o © gol_l (U nUy) —
©a(Uy N Us) soit un C*-difféomorphisme.

La variété M est aussi appelée surface lorsque n = 2 et courbe lisse lorsque
n = 1. La réunion des cartes est appelée atlas. Deuz atlas sont dits compatibles
lorsque leur réunion est un atlas.

Contre-exemples 1.13. 1. La réunion de deux copies de R? ot I'on identifie les
points de R?\{0} n’est pas une variété parce-qu’elle n’est pas séparée.
2. La droite longue n’est pas une variété. En fait toute variété est paracompacte.

Ezemple 1.14. 1. Les premiers exemples de variétés différentielles sont R™ (I’es-
pace modele), la sphére $" := {x € R"™ |z|| = 1} et le tore T™ := R"/A ou
A est un réseau de R™.



. Les espaces projectifs.

L’espace projectif réel RP™, aussi noté P(R"™!) ou Pg, est 'ensemble des
droites vectorielles de R"1. C’est le quotient (R™™1\{0})/(z ~ Az, V) € R¥).
L’espace projectif complexe CP", aussi noté P(C™™') ou PZ, est 'ensemble
des droites vectorielles de C**1. C’est le quotient (C"™\{0})/(z ~ A\z,V\ €
C*).

Ce sont des variétés différentielles compactes connexes de dimension n et 2n
respectivement.

. Les groupes linéaires GL,(C), GL,(R), SL,(C), SL,(R), SU,, U,, SOy, Oy,
etc... sont des variétés différentielles. Mieux, ce sont des groupes de Lie.

. Les espaces lenticulaires

Soient p et ¢ deux entiers premiers entre eux. Le groupe Z/pZ agit sur la
sphére unité $2 = C? par restriction de 'action

Z/ pZ X CQ — CQ

— 2itk 2imgk .

(]{Z, (21722)) — (e r zi,€ P 22)
Le quotient de $3 par cette action est noté L(p, q) et appelé espace lenticulaire
de dimension 3. C’est une variété compacte de dimension trois.
. Les autres quotients de la sphére par des groupes finis agissant sans point fixe,
comme la sphére de Poincaré, sont des variétés compactes de dimension 3.

. Les suspensions de difféomorphismes

Soit M une variété et ¢ : M — M un difféomorphisme. Le groupe Z agit sur
M x R par

Zx(MxR) — M xR

(k, (z,8)) = (M), t+ k)

Le quotient de M x R par cette action fournit une variété V de dimension
n + 1 appelée suspension du difféomorphisme ¢.
La projection (z,t) € M x R — ¢ mod Z dans R/Z ~ $' passe au quotient
en une submersion 7 : V' — $! dont les fibres sont difféomorphes a M.
. Les fibrés de Seifert
Dans le cas de la rotation ¢ d’angle rationnel ¢/p, ou p et ¢ sont des entiers
premiers entre eux, sur le disque A := {z € C, |z| < 1} de dimension deux, la
suspension de ¢ fournit une variété de dimension trois partitionnée par des
cercles.

De plus, la suspension de pjax—a\foy fournit un ouvert V* de V' difféomorphe
a A* x St

Un fibré de Seifert est une variété de dimension trois compacte, partitionnée
par des cercles, obtenue en recollant de telles suspensions le long d’ouverts
de V* saturés par des cercles.



Définition 1.15. Une variété différentielle est dite orientable lorsqu’elle posséde
un atlas dont toutes les applications de changements de cartes ont une différentielle
qui préserve l’orientation de R™.

Exemple 1.16. 1. L’espace projectif RP™ est orientable si et seulement si n est
impair.

2. La suspension de id :]0,1[—]0, 1| est orientable, c’est un cyclindre. La sus-

pension de —id :]0, 1[—]0, 1| n’est pas orientable, c’est le ruban de Meebius.

Proposition 1.17. Une variété différentielle de dimension n est orientable si et
seulement si elle posséde une forme différentielle de degré n qui ne s’annule pas.

Définition 1.18. Une application f : M — N entre variétés différentielles est
dite différentiable lorsque pour toutes cartes o : U — V de M et ¢ : U — V' de
N, la composée 1o f o™ est différentiable entre ouverts de R™. On dit que f est
un difféomorphisme lorsque f est bijective et f et f~! sont différentiables.

Etant données deux variétés connexes orientées M et N de dimension n, on
peut former une nouvelle variété de dimension n connexe et orientée, que 1’on
note M#N et qu'on appelle somme connexe de M et N, en procédant de la facon
suivante :

1. On choisit des plongements iy, : D" — M et iy : D® — N, o D" est le
disque unité ouvert de R™ et i), (respectivement i) préserve (respectivement
renverse) 1'orientation.

2. On recolle M\{ip(0)} et N\{in(0)} le long de 5 (D™\{0}) et in(D™\{0}) &
I’aide de 'application de recollement qui identifie en coordonnées polaires
in(r,0) aiy(1—r,0) pour tout 0 <r < 1 et tout § € $" 1.

Les orientations de M\{iy(0)} et N\{iny(0)} se prolongent en une orientation de
M#N puisque 'application de recollement (i Noz&l)‘i w(Dm\foy) Préserve lorientation.
Attention :

1. La variété MtN ne dépend pas des choix de ip; et 1y & difféomorphisme prés,
ce qui repose sur un théoréme de Palais selon lequel tous les plongements du
disque sont isotopes.

2. Par contre MgN dépend du choix des orientations de M et N. Par exemple
CP24CP? et CP*4CP? ne sont pas homéomorphes.

3. Si M ou N n’est pas orientable, 'opération de somme connexe reste bien
définie, on ne suppose alors pas que i), ou iy préserve ou renverse l'orienta-
tion.



Définition 1.19. Une variété différentielle a bord M de dimension n est définie
comme une varieté différentielle, mais en étant localement modelée sur des ouverts
du demi-espace {(x1, ..., x,) € R", x, = 0}. Le bord de M est l’ensemble des points
envoyés sur Uhyperplan {x, = 0}, il hérite d’une structure de variété différentielle
de dimension n — 1.

1.3 Classification des variétés

Il est tentant de chercher a lister toutes les variétés a homéomorphisme ou
difféeomorphisme prés.

Théoréme 1.20. 1. Toute variété compacte connexe de dimension un est dif-
féomorphe au cercle S*.

2. Toute variété compacte conneze et orientable de dimension deux est difféo-
morphe a $% ou a une somme connexe T*H#T?4.. 4T de tores, c’est-a-dire a
une somme connexe $S*4T24...8T2. De plus, deux telles surfaces sont difféo-
morphes entre elles si et seulement si le nombre de tores dans la somme
conneze est le méme (c’est le genre de la surface).

3. Toute variété compacte connexe et non orientable de dimension deux est
difféomorphe & une somme connexe de plans projectifs RP?4.. fRP?. De plus
deux telles surfaces sont difféomorphes si et seulement si le nombre de plans
projectifs dans la somme connexe est le méme.

En dimension supérieure a trois, il devient (trés) difficile de montrer que deux
variétés sont homéomorphes.

Théoréme 1.21 (G. Perelman). Toute variété compacte connexe et simplement
conneze de dimension trois est difféomorphe a la sphére $3.

Théoréme 1.22 (Markov, 1958). Il n’existe pas d’algorithme permettant de déci-
der st deux variétés sont homéomorphes entre elles.

D’autres relations d’équivalences plus faibles sont donc étudiées. On peut cher-
cher a lister les variétés a type d’homotopie prés ou a cobordisme prés. Par exemple,

Théoréme 1.23. 1. Deux espaces lenticulaires L(p,q) et L(p',q") ont méme
type d’homotopie si et seulement si p = p' et In € Z,qq = +n? mod p.

/+1

2. Ces espaces sont difféomorphes si et seulement sip =p' et ¢ = +¢'=" mod p.

Définition 1.24. Deux variétés compactes orientées M et N de dimension n
sont dites cobordantes lorsqu’il existe une variété orientée W, compacte a bord de
dimension n + 1, dont le bord OW est difféomorphe a la réunion disjointe M w1 N
en induisant 'orientation de M et [’orientation opposée de N.



Exemple 1.25. L’anneau {z € R",1 < |z|| < 2} est un cobordisme entre $" ! et
gL,

Théoréme 1.26 (R. Thom). 1. Toute variété compacte de dimension trois borde
une variété de dimension quatre.

2. Toute variété compacte connexe et orientable de dimension quatre est cobor-
dante & une somme connexe de $* et de copies de CP? et CP2. De plus deux
telles variétés sont cobordantes si et seulement si le nombre de copies de CP?
moins le nombre de copies de CP? est le méme.

S’il est trés difficile de montrer que deux variétés sont homéomorphes entre
elles, il est beaucoup plus facile de montrer qu’elles ne le sont pas. Par exemple, si
elles n'ont pas le méme nombre de composantes connexes. Le but de ce cours est
de fournir des outils algébriques qui permettent de distinguer les variétés ou les es-
paces topologiques & homéomorphisme preés, généralisant la notion de composante
connexe.

On va associer a toute variété M de dimension n des groupes abéliens Hy (M)
et H*(M), 0 < k < n, appelés groupes d’homologie et de cohomologie de M,
de sorte que deux variétés homéomorphes aient des groupes isomorphes. Mieux,
toute application C° entre deux variétés induit un morphisme entre leurs groupes
d’homologie et de cohomologie, qui est un isomorphisme lorsque ’application est
un homéomorphisme.

Un autre objectif du cours aurait pu étre d’associer des groupes d’homotopie
(M, pt), k € N, partageant la méme propriété : deux variétés homéomorphes ont
des groupes d’homotopie isomorphes et une application C° entre variétés induit
un morphisme entre leurs groupes d’homotopies. Le groupe (M, pt) n’est pas
abélien en général, c’est le groupe fondamental de la variété. La variété est dite
simplement connexe lorsqu’il est trivial. On ne discutera toutefois pas ici cette
théorie d’homotopie.

Une maniére de formaliser cet objectif passe par les notions de catégorie et
foncteur.

Définition 1.27. Une catégorie C est la donnée
1. d’une classe Ob(C) sont les éléments sont appelés objets,

2. pour deuzx objets X etY, d’un ensemble Morc(X,Y) dont les éléments sont
appelés morphismes ou fleches de X a'Y,

3. pour trois objets X, Y et Z, d’une application de composition qui ¢ un mor-
phisme f de More(X,Y) et un morphisme g de More(Y, Z) associe un mor-
phisme go f de More(X, Z)

tels que



a) lopération de composition est associative, c-a-d (f o g)oh = fo(goh),

b) si X est un objet, alors l'ensemble More(X, X) contient un élément Idx tel que
pour tout objet Y et tout morphisme f de More(X,Y), foldx = Idyof = f.

Exemple 1.28. La catégorie des ensembles, des espaces topologiques, des variétés,
des groupes abéliens, des groupes, etc...

Définition 1.29. Un foncteur (covariant) F : C — D entre deux catégories C et
D est la donnée d’une application F : Ob(C) — Ob(D) et pour tous objets X et Y
de Ob(C) d’une application Fxy : More(X,Y) — Morp(F(X),F(Y)) telle que
Flgof)=F(g9)oF(f) pour tous morphismes f € More(X,Y) et g€ Morc(Y, Z),
et telle que F(Idx) = Idrxy pour tout x € Ob(C).

Dans ce langage, le but du cours est de définir des foncteurs de la catégorie des
variétés différentielles ou des espaces topologiques vers la catégorie des groupes
abéliens.



2 Homologie et cohomologie

Ce paragraphe s’inspire du livre [11], que I'on pourra consulter, ainsi que [4],
pour en connaitre davantage.

2.1 Complexes de chaines et de cochaines
Définition 2.1. Un complexe de chaines est la donnée d’une suite

an+2 a'n,+1 an 6n,1
N Cn+1 —> Cn_>Cn—1 — ..

ou pour tout n € Z, C, est un groupe abélien, ou plus généralement un module
sur un anneau A, et 0, est un morphisme de groupes ou de A-modules tel que
Op © Opy1 = 0.

Un compleze de cochaines est la donnée d’une suite

. d;il Cn-‘rl (di o d(tl Cn—l d(rl;Q L.

ou pour tout n € Z, C™ est un groupe abélien, ou plus généralement un module
sur un anneau A, et d, est un morphisme de groupes ou de A-modules tel que
dn+1 © dn = 0.

L’opérateur 0, est appelé opérateur de bord et l’opérateur d,, opérateur de co-
bord. Lorsque seul un nombre fini de groupes C,, ou C™ sont non triviauz, le com-
plexe est dit borné.

. On+2 On+1 On On—1
Ezxemple 2.2. 1.Si--- 5 Chyy = C, 3C,_1 = --- est un complexe de
chaines, alors en posant C" = Hom(C,,,Z) et d" = *(d,41), on obtient un
complexe de cochaines.

2. La suite suivante est un complexe de chaines :

x0 X2 x0 x0 X2

8723773728723 ...

Définition 2.3. Soit C' un compleze de chaines (respectivement cochaines). Les
éléments de Ker(0,) =: Z,(C) (respectivement Ker(d,) =: Z"(C)) sont appelés
cycles (respectivement cocycles). Les éléments de Im(0,+1) =: B,(C) (respective-
ment Im(d, 1) =: B"(C)) sont appelés bords (respectivement cobords) et le quo-
tient H,(C) = Z,(C)/B,(C) (respectivement H"(C) = Z"(C)/B"(C)) est appelé

groupe d’homologie (respectivement de cohomologie) du compleze.

Ezemple 2.4. Dans I'exemple 2 précédent (de 'Exemple 2.2), les groupes d’homo-
logie sont isomorphes a Z/2Z et {0} en alternance.

10



Attention : les groupes d’homologie du complexe et de cohomologie du com-
plexe dual ne sont pas isomorphes en général, voir le §2.3.

Dans ce qui suit, les définitions liées aux complexes de chaines et & leurs groupes
d’homologie se reformulent dans le cadre des complexes de cochaines et de leurs
groupes de cohomologie. On le laisse en exercice.

Définition 2.5. Une application de chaines f : C'— D, aussi appelée morphisme
de complexes, est la donnée pour tout entier n € Z d’un morphisme de groupes ou
de A-modules f, : C, — D, tel que f, © Opi1 = Opi1 0 fne1, c-a-d de sorte que le
diagramme suivant commute

an+2 a'n+1 an a'n,fl
L oy T Oy T Gy

lfn+1 lfn lfnfl

an+2; Dn+1 an+1; Dn il > n—1 anil’ e
Définition 2.6. Une homotopie h : C' — D entre deux applications de chaines
fY 2. C — D est la donnée pour tout entier n € Z d’un morphisme de groupes
hy : Cp — D1 satisfaisant f} — f2 = 0,10 hy + hy 100y

Proposition 2.7. Soit f : C' — D wune application de chaines entre complezes.
Alors, pour tout n € Z, f,(Z,(C)) < Z,(D) et f,(B.(C)) < B,(D), de sorte
qu’elle induit un morphisme f, : H,(C) — H,(D). De plus deux applications
homotopes induisent le méme morphisme en homologie.

Démonstration. Pour tout n € Z et pour tout cycle ¢ € Z,(C), on a d, o f,(c) =
fn-100,(c) = fu_1(0) =0, donc f,(c) est un cycle. Pour tout bord b € B,(C), il
existe a € Cyyq tel que b = 0,41(a), donc f,(b) = fn 0 Opi1(a) = Oni1 © frri(a),
de sorte que f,(b) est un bord. En particulier, si on note =, : Z,(D) — H,(D)
la surjection canonique, ’application 7, o f,, passe au quotient en un morphisme
H,(C) — H,(D) que I'on note encore f,.

Soient f! et f? deux applications de chaines homotopes et h une homotopie
entre f1 et f2. Soit alors [c] € H,(C) et ¢ = ¢+ 0,,41(¢) un représentant quelconque
de cette classe d’homologie dans Z,,(C'). Alors ¢ est un cycle donc h,,4100,(c’) = 0.
En notant & = h,(d), on a f} () = f2(c) + 0,.1(¢) de sorte que fl([c]) =

FaleD)- O

Définition 2.8. On appelle caractéristique d’Fuler d’un complexe borné C dont les
éléments sont des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps IK la quantité

X(C) = X (=1)"dim (Cy).

neZ
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Proposition 2.9 (Inégalités de Morse). Soit C' un compleze de chaines borné
dont les éléments sont des espaces vectoriels de dimensions finies sur un corps

K. Alors x(C) = > (=1)"dimgH,(C). De plus, les inégalités de Morse suivantes

) ] neZ
sont satisfaites :

VN e Z, X (-1 dimk(Cy) = ) (~1)Ndimyk H,(C).

n<N n<N

Démonstration. Soit N € Z. D’aprés le théoréme du rang,

D (=) dimkC, = > (1) (dimk Z,(C) + dimg B,—1(C)).
n<N n<N
Cette égalité se réécrit
(=1 dimkC, = (~1)Ndimg Zn(C)+ Y (—1)"(dimg Z,(C) — dimg B, (C)),
n<N n<N-—-1
ou encore

D)V dimgC, = ) ()N dimy H,, + dimg By (C).

n<N n<N

Comme la quantité dimg Bx(C') est positive, on en déduit les inégalités de Morse.
D’autre part cette quantité s’annulle lorsque NV est assez grand, d’oti le résultat. [

2.2 Suites exactes de complexes

Définition 2.10. On appelle sous-compleze C' du complexe C' la donnée, pour
tout n € Z, d’un sous-groupe C! de C,, tel que 0,,(C!) < C!_,. La suite induite

anfl

On+2 Ont1 ~t On vt
. ﬁ C’n+1 ﬁ Cn ﬁ n_l ﬁ « o o

est alors un complexe. Le complexe quotient C'/C" est donné par
on on on On—
s Chi1/Cri B0 /C S Coy O S

Définition 2.11. Une suite courte de complexes 0 — C' 505 0" 0 est dite
exacte lorsque pour tout n € Z, i,, est injectif, p, est surjectif et Ker(p,) = Im(iy,).

Exemple 2.12. Si (" est un sous-complexe de C et sii: C' — C désigne 'inclusion

et m: C'— C/C' la projection, alors la suite courte de complexes 0 — C’ L05
C/C" — 0 est exacte.

Un deuxiéme exemple important est fourni par la proposition suivante.
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Proposition 2.13. Soit C' un complexe de chaines dont les éléments sont des

groupe abéliens (ou des A-modules) libres et soit 0 — G' 5 G B G — 0 une
suite exacte courte de groupes abéliens (ou de A-modules). Alors la suite courte de
complexes suivante est exacte :

050G ca "™ cea" — 0.

Démonstration. Pour tout n € Z, le groupe C,, ® G” est engendré par les éléments
de la forme c® ¢”, ot c € C,, et ¢" € G". Or il existe g € G tel que p(g) = ¢”, de
sorte que Id®@p(c®g) = c®¢”. La derniére partie de la suite est donc exacte. De
méme 'image de Id ® i est le sous-groupe de C, ® G engendré par les éléments
de la forme ¢ ® g, ou g € Ker(p). Soit K,, ce sous-groupe. Alors, le morphisme
Ch,®G — (C, ® G)/K, se factorise a travers C,, ® G" par p,, ou p, agit sur les
tenseurs simples par ¢, (c®g”) = c®g mod(K,) avec g € G tel que p(g) = ¢”. Cette
application ¢,, ne dépend pas du choix de g. On en déduit que Ker(Id®p) < K,.
D’autre part (/d®p)o(Id®i) = 0, de sorte que Ker(Id®p) = Im(Id®1). Enfin,
siz e Ker(Id®1), il s’écrit x = > agcr ® ¢'. Le sous-groupe C’ de C' engendré par
les ¢ est de type fini et libre donc isomorphe a un Z",r e N. Or Z"® G' ~ (G')"
et en notant C' := I'm(I d®1)|crger, on obtient le diagramme commutatif suivant :

G L€, ¢

| |

(Gl)'r i Gr

Comme " est injective, (Id ® i)|crger est injective et donc « = 0. Finalement,
Id® 1 est injective et la suite est exacte. O]

Remarque 2.14. Attention, ce dernier point utilise que C' est libre. Si on considére
par exemple la suite 0 — Z 37— 7/27, — 0 de groupes abéliens et le complexe
C' de chaines 0 — Z/27Z — 0. Alors, CQZ = C, CQZ/27Z = C et en tensorisant, la
multiplication par 2 devient l’application nulle et la projection Z — Z/27 devient
I'identité, donc la suite C®Z — CQRZ — C ®Z/2Z — 0 est exacte, mais la suite
0->CQRZ—->CRZ—>CRZLI2Z — 0 ne l'est pas, elle n’est pas exacte a gauche.

En fait le défaut d’exactitude provient de la multiplication par 2, codée par
la torsion G” = Z /27, et de la torsion de C, en l'occurence sa 2-torsion. On note
Tor(Z/2Z7,C) = Tor\(Z/2Z,7/2Z) ce défaut d’exactitude, de sorte que la suite
0— Tor (Z/22,C) > CQRZ — CRZ — CRQZL/2Z — 0 devient exacte.

Définition 2.15. L’homologie du compleze C @G, ot G est un groupe abélien (ou
un A-module), est appelé homologie de C' & coefficients dans G et notée H,(C,G).
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Ezemple 2.16. Si C est le complexe - - - 73728723723 -+, alors les
groupes d’homologie pairs sont donnés par Hoi(C) = Hok(C,7Z) = 0 et les groupes
d’homologie impairs par Hap1(C) = Hyi1(C,Z) = Z/27. A coefficients dans
Z)2Z, on a Hy(C,Z/27) = Z/27Z pour tout entier k € Z car le complexe C Q Z/27
gécrit -+ =3 7,27 all 727 fall 7/27, X ... On s’apercoit en particulier que
H.(C,Z/27) # H.(C) ® Z/2Z, voir le Théoréme 2.20.

Proposition 2.17. Soit 0 —» C' — C — C" — 0 une suite exacte courte de
complezes bornés d’espaces vectoriels de dimension finie sur un corps IK. Alors

X(C) = x(C) + x(C").

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme du rang, puisque
pour tout n € Z, dimg(C,) = dimk(C!)) + dimg(C}). O

Théoréme 2.18 (Lemme du serpent). A toute suite exacte courte de compleves
0> C"5C5C"— 0 est associée une suite exacte longue en homologie :

iy O N in n iy O ’
T n+1(c)_’ n(C)_’ n(c)p_’ n(C)_’ nfl(c)_’"'

ol 0y est appelé morphisme de connezion.

Démonstration. On commence par montrer que la suite est exacte au niveau de
H,(C). Soit [c] € H,(C) tel que p,([c]) = 0 = [pn(c)]. Par définition, il existe
" tel que p,(c) = Opy1c”. Comme p, ;1 est surjective, il existe ¢ € Cy4q tel que
" = pn41(€), donc pp(c) = Ops1¢” = Ony1 ©Pni1€ = Py © Ony1C €t pp(c — Opy1€) = 0.
Par suite, il existe un unique ¢ tel que ¢ — 0,41¢ = i,c. Alors, ¢ est un cycle
puisque i,,_10,¢ = Opinc = 0p(c—0n11€) €t i,_1 est injective. Donc ¢ = i,,(¢’) mod
B, de sorte que [c] = i,([']) et Ker(p,) < Im(i,). L'égalitée Ker(p,) = Im(i,)
provient alors du fait que p, o7, = 0.

On définit & présent le morphisme de connexion d,. Soit [¢] € H,(C"). Il existe
ce C, tel que p,(c) = ". Alors, p, 10,¢ = 0, = 0 de sorte que d,c € Ker(p, 1)
et il existe un unique ¢ € CJ_, tel que d,¢ = (). Cet ¢élément ¢ est un cycle
car i,_90,_1¢ = Op_1in_1¢ = 0p_10,c = 0 et i,_5 est injective. On définit alors
O«[c] = [] et on vérifie que cette définition ne dépend pas des choix effectués.
Un autre représentant de [¢”] s’écrit en effet ¢ 4 p41¢”. On a ¢ = p,.1(é) et
pn(Cc + Opié) = ' + Ons1c”, de sorte que ¢ se trouve remplacé par ¢ + Oy 10-.
D’autre part, un antécédent quelconque de ¢’ par p,, s’écrit ¢ + i,c’, de sorte que
¢ est remplacé par ¢+ 0,41¢ + i, Alors ¢ se trouve remplacé par ¢ + d¢’ qui est
égal a ¢ modulo B,_1, de sorte que [¢] est en effet indépendant des choix.

Vérifions & présent que la suite est exacte. Soit [¢"] € H,(C") et ¢ € C,, tel
que py(c) = . Si c € Z,(C), c-a-d si ["] € Im(p,), alors 0,¢c = 0 et donc
le ¢ du paragraphe précédent est nul et d.c” = 0. Ainsi Im(p,) < Ker(d,).
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Maintenant, si [¢'] = 0, alors ¢ = 8,¢ et dp¢ = in_1¢’ = Oninc. Or on peut choisir
¢ = ¢ —iyd plutot que ¢, et alors 9,6 = 0 de sorte que [¢"] € Im(p,). Ainsi,
Im(p,) = Ker(d,). D’autre part, soit [¢'] € Im(d,). Par définition, i, 1¢ = Jyc,
de sorte que [i, 1] = 0 = i, 1[] et donc Im(0,) = Ker(i, 1). Puis, si [¢] €
Ker(i, 1), alors i, 1¢ = 0,¢ et comme 0,p,,¢ = Py 10,¢ = Dy1in1 = 0, pp(c) est
un cycle et par définition 0, [p,c] = [¢], de sorte que Im(0,) = Ker(in—1). O

Définition 2.19. Dans le cas de la suite exacte courte de changements de coef-
ficients donnée par la Proposition 2.13, le morphisme de connexion donné par le
Théoréeme 2.18 est appelé morphisme de Bockstein.

2.3  Formules des coefficients universels

On a vu dans le cas du complexe --- 7873 ... que I’homologie
H.(C,Z/27) a coefficients dans Z/27 différe de 'homologie H,.(C) = H.(C,Z)
ou encore de ’homologie tensorisée par Z/2Z, H,(C) @ Z/27Z.

En fait, si C' est un complexe de chaines et G un groupe abélien (ou A-module),
on a bien un morphisme de groupes canonique p : H.(C) ® G — H,.(C,G) défini
sur les tenseurs simples par u([c] ® g) = [¢® g]. Mais,

Théoréme 2.20 (Formule des coefficients universels en homologie). Soit C' un
complexe de chaines de groupes abéliens (ou A-modules) libres et soit G un groupe
abélien (ou A-module). Alors on a la suite exacte scindée

0— H,(C)®G 5 H,(C,G) — Tori(H,_1(C),G) — 0.

Ainsi, 'homologie a coefficients dans un groupe G contient ’homologie tenso-
risée mais aussi une partie qui provient de la torsion en degré un de moins.

Démonstration. On définit un complexe de chaines Z en posant Z,, = Z,(C), le
sous-groupe des cycles de degré n de C' et en posant 0,, = 0. De méme, on définit
le complexe B en posant B, = B, 1(C) et d, = 0. On obtient ainsi une suite

exacte de complexes de chaines de groupes libres 0 — Z 5 C %, B - 0. Comme
ces groupes sont libres, la suite est scindée, disons par h : B — C, et on déduit la
suite exacte courte 0 > Z QG - C®G — B® G — 0. On a alors par scindage
C~Z@®Betdonc CRG ~ (ZQG)®(BR®G). Le Théoréme 2.18 fournit la suite

exacte longue en homologie
B P-‘rl(BvG) - Hp(Zv G) - HP(C7 G) - Hp(Bv G) - p—l(Z’ G) —

Par définition, Hy11(B,G) ~ B,(C)®G et Hy(Z,G) ~ Z,(C)®G. Puisque B,(C)
et Z,(C) sont libres, la suite exacte

0— BP(C) - ZP(C) - HP(C) — 0.
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induit la suite exacte
0— Torl(Hp(C), G)— Bp(C’) ®RG — Zp(C') RG — Hp(C') ®RG — 0.

On vérifie alors (exercice) que les morphismes B,_1(C)®G — Z,_1(C)®G fournis
par les morphismes de connexion de la suite longue sont bien les morphismes
tp1 @ Id, ou i, : B, — Z, est I'inclusion naturelle. La suite exacte longue se
réécrit alors

0—- Hy(C)®G — H,(C,G) - Tor(H,1(C),G) — 0,

et on vérifie que le morphisme H,(C) ® G — H,(C,G) est bien le morphisme pu
défini précédemment.

Le fait que cette suite exacte soit scindée provient du scindage h de la suite
0>2%¢C5 B -0, quifournit h, ® Id : B,.1(C) ® G — C, ® G. En
appliquant la définition du morphisme de connexion, on s’apercoit que l'image
(h,®Id)(Tor (H,—1(C),G)) est incluse dans le noyau Ker(d,®Id). En composant
par la projection Z,(C® G) — H,(C ® G), on en déduit le morphisme h, ® Id de
Tori(H, 1(C),G) dans H,(C,G) et ce dernier morphisme scinde la suite, puisque
(0®Id)o (h,®Id) = Id. O

Exemple 2.21. Soit C' le complexe - - - 37
Hy,11(C) = Z/27Z. D’autre part, H,(C,Z/27Z)

universels s’écrit en degré pair :

15

Z %3 ... Alors Hy,(C) = 0 et
Z/27. La formule des coefficients

0— Hzp ®Z/2Z - ng(C, Z/2Z) - TO’I"l(ng_l, Z/QZ) - 0,
soit 0 > 0 — Z/27Z — Z/27Z — 0. Elle s’écrit en degré impair
0— H2p+1 ®Z/2Z - H2p+1(C, Z/QZ) - TOTl(Hzp,Z/QZ) - 0,

soit 0 — Z/27 — 7,/27 — 0 — 0.

On va a présent comparer I’homologie d'un complexe de chaines avec la coho-
mologie du complexe dual. Commencons par un analogue de la Proposition 2.13.

Proposition 2.22. Soient 0 — ' L ¢ B C" = 0 une suite exacte courte scindée
de complexes de chaines de groupes abéliens (ou A-modules) et G un groupe abélien
(ou A-module). Alors la suite courte

0 — Hom(C",G) = Hom(C,G) U Hom(C',G) -0

est exacte et scindée.
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Démonstration. Cette fois I'hypothése scindée sert a obtenir I'exactitude a droite.
Tout d’abord, p* est injective. En effet, soit v € Hom(C", G) tel que 4" op = 0.
Si " # 0, il existe ¢ € C” tel que 7"(¢") # 0. Par surjectivité de p, il existe alors
c € C tel que ¢ = p(c). Choisissons un tel c. Alors, v"(¢") = v o p(c) = 0 et donc
+" = 0. Soit & présent v € Hom(C, G) tel que yoi = 0. Alors, 7 passe au quotient
en un morphisme 7" : C” — G tel que v = 4” o p. La suite courte est donc exacte
au milieu. Soit enfin v € Hom(C’, G). On définit v € Hom(C, G) en imposant que
Yiim@ry = 0, ot h : C" — C' est un scindage et yoi = +'. Alors, i*y = 7/ et la suite
est également exacte en Hom(C’, G) et scindée. O

Remarque 2.23. Attention, ce dernier point utilise le fait que la suite est scindée.
SiC=C"=0—->7Z—>0et C"=0— Z/2Z — 0 par exemple, la suite exacte
courte 0 — €' 23 €' — C" — 0 n’est pas scindée. Alors, 0 — Hom(C",Z) —
Hom(C,Z) — Hom(C",Z) est bien exacte, mais pas 0 — Hom(C" ,Z) — Hom(C,Z) —
Hom(C',Z) — 0. On note Ext'(C",Z) ou Ext'(Z/27,7) ce défaut de surjectivité

de sorte que,

0 — Hom(C",Z) — Hom(C,Z) — Hom(C",Z) — Ext'(C",Z) — 0

est exacte.
Exercice 2.24. 1. Montrer que Exzt!(C”,G) ne dépend pas de la présentation
0->C'->C—-C"->0.

2. Montrer que si 0 > G — H — C” — 0 est une suite exacte, et si 0 - C' —
C — (" — 0 est une présentation de C”, alors il existe g et ¢ tels que le
diagramme suivant soit commutatif

0 C’ C c” 0
@ol ml Idl
0 G H c” 0.
De plus, 'image de ¢y € Hom(C', G) dans Ext'(C”, G) ne dépend pas des

choix de ¢q et ¢;.

3. En déduire que Ext! (C”, Q) classifie les classes d’isomorphismes d’extensions

0>G—>H-—>C"—-0deC" par G.

Théoréme 2.25 (Formule des coefficients universels en cohomologie). Soient C'
un complexe de chaines de groupes abéliens (ou A-modules) libres et G un groupe
abélien (ou A-module). Alors on a la suite exacte scindée

0 — Ext'(H, 1(C),G) — H*(C,G) — Hom(H,(C),G) — 0.
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On a noté ici H?(C, G) les groupes de cohomologie du complexe dual associé
a C, c-a-d HP(C,G) := HP(Hom(C,G)). Ainsi, méme lorsque G = Z, la coho-
mologie du complexe dual Hom(C,Z) différe en général du dual de I’homologie
Hom(H,(C),Z).
Démonstration. On procéde comme dans la démonstration du Théoréme 2.20. On
part de la suite exacte courte 0 — Z > C 5B 0, ou Z, := Z,(C), B, :=
B,_1(C) et &, = 0 pour ces complexes Z et B. Comme C' est libre, Z et B le sont

également et cette suite est scindée. On applique alors la Proposition 2.22 pour en
déduire la suite exacte courte, scindée par h, de complexes

0 — Hom(B,G) — Hom(C,G) — Hom(Z,G) — 0.
Puis on en déduit la suite exacte longue associée en cohomologie
= HYNZ,G) % HY(B,G) — H'(C,G) — H'(2,G) > H'(B,G) — -,

ou d* désigne I'opérateur de connexion. Or les différentielles de Z et B sont tri-
viales, donc H?(Z,G) = Hom(Z,,G) et H?(B,G) = Hom(B,_1,G). On vérifie
alors (exercice) que d* est le morphisme associé a la suite exacte 0 — B,(C') —

Z,(C) — H,(C) — 0 de laquelle on déduit la suite

0 — Hom(H,(C),G) — Hom(Z,(C),G) S Hom(B,(C),G) — Ext'(H,(C),G) — 0,
puisque Z,(C) et B,(C') sont libres. La suite exacte longue se réécrit donc
0— Ezt'(H, ,(C),G) — H?(C,G) — Hom(H,(C),G) — 0.

Il reste & voir que cette suite est scindée, ce qui découle de la définition de d*
et du scindage h de la suite 0 - Hom(B,G) — Hom(C,G) — Hom(Z,G) — 0.
En effet, soit v € Hom(H,(C),G). Alors h(y) € Hom(C,,G) et de plus, h(7y)
est un cocycle puisque d”(h(y)) = h(y) o 0p41 = 0. Ainsi, par composition avec
la projection ZP(C,G) — HP?(C,G), h induit un morphisme Hom(H,(C),G) —

HP(C,G) qui scinde la suite puisque i* o h = Idgom(z,(c),c)- ]
Exemple 2.26. Soit C' le complexe - - - L7275 .... Alors le complexe dual est

donné par - S Z L7 E ... On a Hyy(C) =0, Hypyy = Z/2Z, H¥(C) = Z,/2Z
et H?’*! = 0. La formule des coefficients universels se lit alors en degré pair

0 — Ext'(Hy, 1(C),Z) — H?*(C,Z) — Hom(H,,(C),Z) — 0,
ce qui se réécrit 0 — Z/27 — 7./27 — 0 — 0, et en degré impair
0 — Ext'(Hqy(C),Z) — H**(C,Z) — Hom(Hay.1(C),Z) — 0,

ce qui se réécrit 0 - 0 —-0—0— 0.
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Définition 2.27. Si C est un complexe de chaines et G un groupe abélien, alors la
cohomologie du complexe Hom(C,G) est appelée cohomologie de C' a coefficients

dans G et noté H*(C,G).

FExercice 2.28. Montrer que si C' est un complexe de chaines de groupes libres,

alors Hom(C,G) = Hom(C,Z) ® G.

Remarque 2.29. La démonstration du Théoreme 2.25 utilise ’analogue du Théo-
reme 2.18 en cohomologie, a savoir

Théoréme 2.1°. A toute suite exacte courte de complexes de cochaines
0->C"->C—->C">0
est associée une suite exacte longue en cohomologie
- BN C" 5 HP(C') > HP(C) — HP(C") S HPYY(C!) — - - |
ot 0* est appelé morphisme de connezion.

L’analogue du Théoréme 2.20 s’écrit alors

Théoréme 2.2°. Soit C' un complexe de cochaines dont les éléments sont des
groupes abéliens (ou A-modules) libres et soit G un groupe (ou A-module). Alors
on a la suite exacte scindée

0— H(C)®G — H(C®G) — Tor (HP*(C),G) — 0.

FEzercice 2.30. 1. Montrer que pour tout groupe G, Z® G ~ G ~ Hom(Z,G),
puis que Tory(Z,G) = 0 = Ext'(Z,G). Montrer également que

Z/mZ® G ~ G/mG ~ Ext' (Z/mZ,q),
Hom(Z/mZ,G) ~ Ker(G 53" G) ~ Tor\(Z/mZ,G).
2. En déduire que si d = pged(m,n), alors
Z/nZ QL ~ 7/n7 ~ Ext (Z/nZ,7),

Hom(Z/nZ,7Z) ~ 0 ~ Tor,(Z/nZ,Z),
7.)d7 ~ 7./mZRL/nZ ~ Tor\(Z/mZ,Z/nZ) ~ Hom(Z/mZ,Z/n7) ~ Ext'(Z/mZ, 7/nZ).
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3  Exemples en géométrie

3.1 Cohomologie de de Rham

Ce paragraphe est trés largement inspiré du premier chapitre de [1].

3.1.1 Définitions

Soit M une variété différentielle de dimension n. Pour tout entier p compris
entre 0 et n, on note QP(M,R) 'espace des formes p-linéaires lisses de M a coeffi-
cients dans R et Q2(M,R) le sous-espace des p-formes & supports compacts.

On note d : QP(M,R) — QPF'(M, R) la différentielle extérieure, de sorte que si
localement w(x) = HZ ay(x)dxy, alors dw(x) = HZ 9 aﬁ;’—;jx)dxj A dxy).

I|=p Il=p J

Si w est & support compact, dw l'est également et on obtient d : Q2(M,R) —

QLM R).

Proposition 3.1. La différentielle extérieure satisfait d*> = 0.

. 2 2
Démonstration. Localement, d?w = > )] aikgi -dxy, A dx; A dry. Le résultat pro-
[l=pk.j "
. . 2 2
vient donc des relations dzy A do; = —dx; A dxy, et 24 = 2oL O
J J O0x 0z Ox;0xy,

Définition 3.2. Le compleze
0— Q(MR) % ... % Q"M,R) -0

est appelé complexe de de Rham. Ses cocycles sont appelés formes fermées, ses
cobords formes exactes et sa cohomologie cohomologie de de Rham. On la note
H*(M,R). La cohomologie du complexe a support compact est notée H*(M,R). Si
p¢{0,..,n}, Q(M,R) = H?(M,R) = {0}.

Proposition 3.3. 1. Pour toute variété différentielle M, H°(M,R) est un R-
espace vectoriel de dimension le nombre de composantes connexes de M.

2. Si M est compacte et orientable de dimension n, alors H"(M,R) est non
trivial.

3. La cohomologie du cercle $' satisfait H°(S',R) ~ H'($', R) ~ R.

Démonstration. Commencons par le premier point. Soit f une 0-forme, c-a-d une
fonction. Elle est fermée si et seulement si sa différentielle est nulle, c-a-d si et
seulement si elle est localement constante et donc constante sur chaque composante
connexe. Réciproquement, toutes ces fonctions localement constantes sont fermées
et seule 0 est exacte, donc H°(M,R) a pour dimension le nombre de composantes
connexes de M.
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Pour le deuxiéme point, si M est compacte et orientable, alors I'intégration
de ses n-formes fournit un morphisme Q"(M,R) — R qui passe au quotient en

f . H"(M,R) — R d’aprés la formule de Stokes. Par hypothése, il existe une
M
forme volume « qui définit 'orientation de M et ne s’annule donc pas. Par suite,

f a > 0, d’ou le résultat.
M

Enfin, en ce qui concerne le cercle, 'isomorphisme H°($!,R) = R résulte du
premier point. Puis, I'intégration sur $! fournit d’apreés le deuxiéme point un mor-
phisme surjectif [a] € H*(S!, R) J a € R. Ce morphisme est injectif. En effet,

gl
si a est telle que j a =0, on écrit @ = f(f)df ou f: R — R est 2m-périodique, et

gl
t

on pose F(t) = J f(6)dl. Par hypothese, J f(6)dO = 0, ce qui entraine que F

est 2m-périodique. Cette fonction F' passe au quotient en une fonction sur le cercle
telle que a = dF, d’ou le résultat par Stokes. n

A ce stade, on a associé des groupes de cohomologie a toute variété différentielle.
Si f: My — M, est un C*-difféomorphisme entre ces variétés, alors le tiré en arriére
des formes fournit un morphisme f* : QP(M,, R) — QP(M;,R) qui satisfait do f* =
f* od. 1l passe donc au quotient en un morphisme f* : H?(My, R) — HP(M;,R),
d’apres la Proposition 2.7.

Théoréme 3.4. Toute application C* entre variétés différentielles f : My — M,
induit un morphisme de complexes f* et deux applications homotopes par une
homotopie lisse induisent des morphismes de complexes homotopes.

Démonstration. La relation f* od = d o f* signifie par définition que f* est un
morphisme de complexes.

Soient f; et fo deux applications homotopes et F' une homotopie lisse entre f;
et fo. Sia € QP(M,, R), alors son tiré en arriére par I’homotopie est une p-forme de
M, x [0,1]. Cette forme F*« s’écrit de maniére unique wy(z,t) + dt A we(z,t), ot
wy est une p-forme et wy une (p — 1)-forme qui ne font intervenir que des facteurs
dx; et pas le facteur dt.

1
On pose alors h?(«a) = f wa(x,t)dt. La différentielle extérieure sur M; x [0, 1]
0

ow
ot

1
dépend plus de ¢, on a dh?(«a) = dl(J wo(z, t)dt) et par dérivation sous le signe
0

s'écrit dw = dyw + dt A ou d; est la différentielle selon M;. Comme h?(«) ne

1
intégral, on obtient dh*(«) = J diwo(z, t)dt. Par ailleurs, on a F*da = dF*a =
0
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d(w + dt A wy), soit F*da = dyw; + dt A (% — dyw,), de sorte que h* ! (da) =

1
f (% — dywy)dt par définition. Ainsi, W (da) = w;(z,1) — wi(x,0) — dhP(a).
0

Or, en notant
ito . M1 i M1 X [0, 1]

T - (x,to),

on s’apercoit que wi(z,t) = i F*a = (Foiy)*a = ffa. On en déduit finalement
que h?(da) = fya — ffa — dhP(a). O

Corollaire 3.5 (Lemme de Poincaré). 1. Pour tout n € N et tout p € N¥,
H?(R™,R) ~ HP(pt,R) est nul et H*(R",R) ~ R.
2. Pour tout n € N*, H*(R"\{0},R) ~ H*(S" !, R).

Démonstration. Soit f : R"® — R application constante et g : 0 € R® — 0 € R".
Alors, fog vaut I'identité de R et go f est homotope a I'identité de R" (exercice, cf
’Exemple 1.10). D’aprés le Théoréme 3.4 et la Proposition 2.7, f* : H?(R° R) —
HP(R",R) est un isomorphisme. De méme, l'inclusion $"~! — R™\{0} est une
équivalence d’homotopie (exercice, cf 'Exemple 1.10) et le résultat découle donc
a nouveau du Théoréeme 3.4. [

Proposition 3.6 (Lemme de Poincaré a support compact). Pour toute variété
différentielle M et tout entier p, HP*1 (M x R,R) ~ HP(M,R). En particulier, si
p #n, H/(R", R) = {0} et H*(R",R) ~ R.

Démonstration. Soit dt la 1-forme standard de R et e : ¢ € R — e(t) € R une
fonction positive a support compact et d’'intégrale 1. La 1-forme e(t)dt est fermée
et a support compact sur R. Si w est une p-forme a support compact sur M x R, w
s’écrit de maniére unique f(x,t)a(x)+dt A g(z,t)B(x), ou f et g sont des fonctions
a support compact, a une p-forme et § une (p — 1)-forme sur M. On pose

ee: P(M,R) — OPY(M xR,R)
w —  (e(t)dt) Aw

Ty OPHL(M x R,R) S 2(M,R)
F(e0alz) +dt A g(e, ) — ( [ g(x,wdt) 8
R
K OPHL(M x R,R) o (M x R,R)

F@ a(z) +dt A gz, )8 ( foo o, w)du — JR oz, w)du fm e(u)du) 8

Alors on vérifie que m, et e, sont des applications de cochaines, et qu’on a les
égalités my0e, = Id et Id—e, om, = (—1)9(dK — Kd) (voir la Proposition 4.6 de
[1] pour davantage de détails). O
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Remarque 3.7. En particulier, la cohomologie de de Rham a support compact n’est
pas invariante par équivalence d’homotopie lisse, seulement par difféomorphisme.

3.1.2 Suites de Mayer-Vietoris

Soient U et V deux ouverts de la variété M qui recouvrent M. Il est possible
de comparer la cohomologie de de Rham de M avec cellesde U, V et de UnV. En
effet, 'opération de restriction d’une forme de M a U et V fournit un morphisme

O*(M,R) — Q*(UR)®Q*(V,R)

« — (aj, apv)

De méme, la restriction & U n V' fournit

QCUR)@V(V.R) — QU V,R)
(aaﬁ) — O[|UGV_/B‘UOV‘

Théoréme 3.8. Soient U et V deux ouverts de M tels que M = U o V. Alors la
suite courte de Mayer-Vietoris

0— Q*(M,R) - Q*(U,R)® Q*(V,R) - Q*(U nV,R) - 0
est exacte.
On déduit donc du Théoréme 3.8 la suite longue en cohomologie
- — H Y (UAV) — H (M) — HY(U)®H?(V) — H*(UNV) — HP"Y (M) — - -

Démonstration. Si o€ Q*(M,R) est telle que oy = oy = 0, alors a = 0.

De méme, si « et § sont deux formes respectivement sur U et V', et telles que
au~v = Bluav, alors a et 8 coincident sur U NV et se recollent donc en une forme
7 telle que vy = a et ) = [. Par ailleurs, si on restreint une forme v a U et V,
la différence des deux formes obtenues sur U mn V est nulle. Ainsi il n’y a que la
surjectivité a prouver, c-a-d I'exactitude & droite.

Soit donc v une forme sur UnV et soit (fy, fi/) une partition de I'unité de classe
C® associée au recouvrement (U, V). On pose o« = fyy que l'on peut prolonger

par 0 sur U pour obtenir une forme sur U. De méme, on peut prolonger 5 = — fy~y
par 0 sur V pour obtenir une forme sur V. Alors a — § = v sur U n V, d’ou la
surjectivité. L]

Corollaire 3.9. Pour tout n € N, HP (5" R) est nul si p est différent de 0 ou n et
H°(S"R) ~ H"(S",R) ~ R.
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Démonstration. Sin = 1, ¢’est la Proposition 3.3. Si n > 1, on choisit deux points
distincts N et S et on pose U = $"\{S} et V = §"\{ N}. La suite exacte longue de
Mayer-Vietoris fournit

c— H{U)®H? (V) — HP (UAV R) — HY(S",R) — H(U)®H"(V) —

OrU =V =R"et UnV ale type d’homotopie de §"~!. D’aprés le Corollaire
3.5, HH(U nV R) ~ HP(S" ' R) et H/(U)® H?(V) = 0 dés que p > 1. On en
déduit que pour tout p > 1, H?~1($" 1 R) ~ H?($",R) et donc par récurrence
que H"(S",R) ~ R et H?(S",R) ~ 0 si p > 1, p # n. Par ailleurs, H°(5",R) ~ R
d’aprés la Proposition 3.3 puisque $" est connexe. Enfin, le début de la suite de
Mayer-Vietoris s’écrit

0— H(S",R) ~R — H(U)®H"(V) ~R* - H°(S" ' R) ~R — H'($",R) —» 0

et Papplication R? — R est surjective, de sorte que H'($",R) = 0.
[

Corollaire 3.10. La cohomologie de de Rham d’une variété compacte est de di-
mension finie. Plus généralement, c’est vrai pour une variété M possédant un
recouvrement finit d’ouverts dont toutes les intersections sont soit vides soit difféo-
morphes a R™.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre m d’ouverts du recou-
vrement de M.
Le cas m = 1 est donné par le Corollaire 3.5, puisqu’alors M est difféomorphe

a R™ et que HP(M) est invariant par difféomorphisme
m+1

A présent, si M = U U;, on note U = UU de sorte que M = U |JU,41. Par
=1
hypothése de recurrence le résultat est Vral pour U et pour U n U,,,1, puisque

UnUpyr = U U; N Uypr. Il est vrai aussi pour U, qui est difféeomorphe a R”™.
i=1
Le résultat découle donc de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris associée au
recouvrement M = U u U,,,1, d’apres le théoréme du rang.
Enfin, toute variété compacte posséde un recouvrement vérifiant les hypothéses
du corollaire, voir le Corollaire 3.42. O]

Définition 3.11. On appelle i-eme nombre de Betti de M la dimension b'(M) =
dim H'(M, R).

Considérons a présent la cohomologie a support compact. On n’a plus d’appli-
cation

Q:(M,R) — QI(U,R)®Q:(V,R)
o — (v, ov)
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car étre a support compact dans M n’implique pas d’étre & support compact dans
U ou dans V. Par contre, on peut définir I'injection

Q:UAV.R) — QUR)®Q(V.R)

« — (o, —av)

ou ’on prolonge a par 0 sur U et V', puisqu’elle est a support compact dans U nV'.
On définit également

Q;“(U,R)@Qj(V,R) — Qj(M,]R)
(a, B) = a+f

Proposition 3.12. La suite courte
0— QU NV,R) - Q(U,R) ®Q(V,R) — Q}(M,R) — 0
est exacte.

Démonstration. L’injectivité et I'exactitude au milieu sont claires, puisque si a +
f =0, a=—0 et donc supp(f) = supp(a) n supp(f) < U n V. Pour ce qui est
de la surjectivité, si v est une forme sur M a support compact, et que (fu, fi) est
une partition de l'unité de classe C* associée a (U, V), alors fyy + fyy = 7 et
comme 7 est & support compact, fyvy et fiy le sont également, dans U et dans V
respectivement. ]

On en déduit la suite exacte longue en cohomologie
= HY(M) — HIYN(U A V) - HPY(U) @ HEH(V) — HEFH(M) — -

Définissons a présent le degré d’une application de la sphére dans elle-méme.
Soit donc f une application C* de $" dans 5". Alors f induit un morphisme
f* H*(S",R) - H"(S",R). Comme H"(S",R) ~ R, f* est donnée par la multi-
plication par un scalaire que 1'on appelle degré de f et qu’'on note deg(f).

Proposition 3.13. Si f n’est pas surjective, alors deg(f) = 0 et ce degré deg(f)
est toujours entier.

Démonstration. D’aprés le lemme de Sard, f posséde une valeur réguliére x € 5™.

Alors par inversion locale, la préimage de x est un ensemble discret et donc fini de

$", par compacité. On note f~'(z) = {x1,...,x,} et U un voisinage de x tel que
n

S7Y(U) soit une réunion | |U; ou U; est un voisinage de z; et Jiv, : Ui = U est un

=1
difféeomorphisme. Munissons $" d’'une orientation définie par une forme volume w.
On associe 1 a x; selon que fjy, préserve ou renverse l'orientation et on note cet
indice degloc(f, z;).
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On dispose d’un isomorphisme H"($",R) — R donné par Uintégration des n-
formes [a] — | «, voir le Corollaire 3.9 et la Proposition 3.3. Soit s une fonction
Sn
$" — R* de classe C* et a support dans U, telle que J (sw) > 0. Alors,

n

y [*(sw) = deg(f) JU(sw) = Z L(U.)(sw) xdegloc(f, x;) = Zdegloc(f, ;) fU(sw),

puisque degloc(f, x;) est le signe du jacobien de f en z;.
Ainsi, deg(f) = Y. degloc(f,x;), de sorte que deg(f) € Z. Si f n’est pas sur-
=1

jective, il existe une valeur réguliére y de f qui n’est pas dans I'image de f. En
appliquant le calcul précédent, on obtient deg(f) = 0. ]

Exemple 3.14. o L’application f : z € $! > zF € S! est de degré k.
e L’application f : [29 : z1] € CP' — [2F 2] € CP! est de degré k. C’est un
revétement ramifié a k feuillets.

3.1.3 Dualité de Poincaré, premiére version

Proposition 3.15. Le produit extérieur A induit un produit en cohomologie qu’on
appelle cup produit. Plus précisément, on a

HP(M) x HYM) = HP (M)
HP(M) x HIM) = HIY(M)

HP(M) x HI(M) 5 HPr(M)

C

Démonstration. On rappelle que d(a A ) = da A B+ (=1)%9a A df. Ainsi, si
a et [ sont fermées, a A [ l'est également. De méme, si a = da’ est exacte et [
fermée, alors a A = d(a A ) est exacte. Il en est de méme si «v est fermée et 3
exacte, de sorte que la classe de cohomologie du produit ne dépend que de la classe
de cohomologie des formes. Enfin, si 'une des deux formes est & support compact,

alors le produit extérieur 'est également. D’ott le résultat. O]
La Proposition 3.15 signifie que H*(M) = @& HP(M) est un anneau et méme
p=0

une R-algébre graduée. L’élément neutre est la fonction constante égale a 1 et cette
algébre est commutative graduée, de sorte que a A 3 = (—1)(de9)degB) g A @,

On déduit également de la Proposition 3.15, lorsque M est orientée, la forme
bilinéaire suivante

HP(M) x H* (M) — R
(ol.18)  — jMaAﬁ
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Théoréme 3.16 (Dualité de Poincaré). Soit M une variété compacte et orientée.
Alors, la forme bilinéaire

HP(M) x H*P(M) — R
(L)~ | ans
M
est non dégénérée. C’est également le cas lorsque M est orientée et posséde un

recouvrement par un nombre fini d’ouverts dont toutes les intersections sont vides
ou difféeomorphes a R™.

Corollaire 3.17. Si M wvérifie les hypothéses du Théoréeme 3.16, alors on a l’'iso-
morphisme HP(M) ~ HXP(M).

Démonstration. En fait on a un isomorphisme HP(M) ~ (H?~?(M))*. En effet les
applications linéaires

HO) - (HP(M)*
o] mﬂﬁj‘aAm

M
et
Hre(M) —  (H'(M))*
B = (] | ans)
M
sont injectives d’aprés le Théoreme 3.16, donc on a égalité des dimensions et elles
sont bijectives. O

On va utiliser dans la démonstration du Théoréme 3.16 le lemme des cing
isomorphismes suivant.

Lemme 3.18 (Lemme des cing). Si l'on a deux suites exactes -+ — A — B —

C>D—->FE—>- et > A >B >C —>D —- E — -, ainsi qu'un
diagramme commutatif

A B C D E

L N

A’ B’ c’ D’ E’

et si a, B, 0 et € sont des isomorphismes, alors v est un isomorphisme.

Exercice 3.19. Démontrer le Lemme des cing isomorphismes. Montrer qu’en fait,
la surjectivité de a et I'injectivité de 3 et 0 entrainent 'injectivité de v tandis que
la surjectivité de 5 et 0 et 'injectivité de e entrainent la surjectivité de v, ce qui
fournit un résultat un peu plus fort que celui énoncé.

27



Démonstration du Théoreme 3.16. 11 suffit de démontrer la deuxiéme partie du
théoréme, puisqu’une variété compacte posséde un tel recouvrement, d’aprés le
Corollaire 3.42. On procéde par récurrence sur le nombre m d’ouverts du recou-
vrement de M comme dans la démonstration du Corollaire 3.10.

Sim = 1, alors HP(R™) est nul pour p # 0 et de dimension 1 pour p = 0 d’apreés
le Corollaire 3.5. De méme, d’aprés la Proposition 3.6, H?(R™) est nul pour p # n et
de dimension 1 pour p = n. [l n’y a donc que le cas p = 0 & considérer. La fonction
constante égale a 1 engendre H°(R™). Soit s une fonction a support compact et
positive et soit w la forme volume standard de R"™. Alors J 1 A sw >0, ce qui

]Rn
implique le résultat lorsque p = 0, puisque sw engendre H(R").
Sim=2,onécrit M =UuVoulU,VetUnV quivérifient I’hypothése de
récurrence. Les deux suites de Mayer-Vietoris s’écrivent

> HP YUY @ HP (V) > HP YU A V) - HP(M) —» HP(U) @ HP(V) - HP(U n V) —

e HEPRY O)@HE TPHY(V) « HETPPHUAV) « HETP(M) « HE P(U)QHE P(V) < HE P(UNV) «

On réécrit la deuxiéme suite

s HPTPHLUYRQHET TP (VY 5 HRTPYYUAVYE S HPTP(M)* — HPP(U)¥*@HPP(V)* - HI " P(UNV)* -

Par hypotheése de récurrence, les quatre morphismes
H 7 0) @ B (V) — B P U) @ HE (V)"

H Y (U AV)— H7PTH U A V),
H*U)e H* (V) - H"*(U); @ H " (V)*

et
H(UNV)—>H!P(UnV)*

donnés par la forme bilinéaire ([a], [F]) — j a A 3, sont des isomorphismes. Il

suffit alors de montrer que le diagramme est co%mutatif pour conclure par le lemme
des cinq isomorphismes. Dans le cas du premier carré ou du dernier carré, c’est
une simple vérification. Dans le cas du carré central, on introduit une partition de
I'unité (fy, fv) associée a (U, V). Soient a € HP" Y (U nV) et Be H* P(UuUV), le
morphisme de connexion §* est donné par §*(a) = 3(d(fva)—d(fva)) = d(fva) =
—d(fya). De méme, 6*(f3) est une forme a support compact dans UnV qui coincide
avec la restriction de d( fy5) = —d(fy5) aUNV. Les compositions des morphismes
du carré central s'écrivent alors respectivement 8 — 1§, . (d(fra) — d(fue)) A

(SU fVa/\B SV fUO‘/\ﬁ) et/B'_)2SU Va/\(d(fUB)_d(fVﬁ)) =
;( )P v (d(fu) = d(fv))a A B puisque a et § sont fermées. Ce carré central
commute donc au signe (—1)P prés, ce qui suffit pour appliquer le Lemme des
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cing isomorphismes (exercice). Ainsi, I'isomorphisme de dualité de Poincaré est
démontré pour la variétée U u V.

A présent, si la variété M est recouverte par m + 1 ouverts Uy, ..., U1, on
pose V. =U; u---u U,,. Par hypothése de récurrence, la dualité de Poincaré est
vérifiée pour U,,;1,V et U, 1 N V. Le méme raisonnement implique donc qu’elle
est valable pour M = U,,4; U V. [

Définition 3.20. On appelle degré d’une application f : M — N de classe C*
entre des variétés compactes connexes orientées de méme dimension n l’entier

deg(f) tel que f*[wn] = deg(f)[wn] ot wyr et wy satisfontf Wy = J wy = 1.
M N

Définition 3.21. Un p-cycle de la variété M est un couple (N, f) ot N est une
variété orientée de dimension p et f: N — M est propre de classe C*.

Un tel cycle fournit un morphisme

(M,R) — R
w — SNf*w

qui se restreint aux formes fermées puis passe au quotient en un morphisme
H? (M ) — R.

En effet, siw = duw', alors f*w = d(f*w’) et f*w' est & support compact puisque
f est propre. En appliquant la formule de Stokes & un voisinage V' de ce compact,
on obtient {, f*dw' =, d(f*w') = §,, f*w = 0.

Par suite, d’apres le Théoreme 3.16, si M est orientée et posséde un recou-
vrement fini par des ouverts dont les intersections sont vides ou difféomorphes
a R", alors il existe un unique élément [ny )| € H"P(M,R) tel que pour tout
[w] € HP(M,R), § f*w = {,,w A np). Lorsque de plus N est compacte, le
cycle (N, p) fournit un morphisme HP(M,R) — R et donc un élément [y )| de
H!P(M,R).

Définition 3.22. Si M est orientée et recouverte par un nombre fini d’ouverts dont
les intersections sont vides ou difféomorphes a R™, alors la classe de cohomologie
[, 5] est appelée Poincaré-duale au cycle (N, f). Lorsque N est compacte, [1n,f)]
est appelée Poincaré-duale a support compact de (N, f).

Lemme 3.23. Soit P un cobordisme orienté de dimension p+ 1 entre les variétés
Ny et Ny et soit (P, f) un (p + 1)-cycle de la variété M. Soient fi = fin, et
fo = fin,. Alors les Poincaré duaux de (Ny, f1) et (Ng, fa) coincident.

Démonstration. Soit [w] € HP(M,R), alors fow — fiw = f*w. Soit
N Ny oP

V' un voisinage du support de f, on a J ffw = f*w. La formule de Stokes
opP ov

29



entraine alors | fiw—| fifw= J d(f*w) = f f*(dw). Comme par hypothése
No N 4 P

w est fermée, on obtient {, fiw —{, fiw =0 et comme cette égalité vaut pour
tout [w]v on déduit [n(lefl) = ["7(N2,f2)]' O

Lemme 3.24. Soit N une sous-variété compacte orientée d’une variété M orientée
qui posséde un recouvrement fini d’ouverts d’intersections vides ou difféomorphes
a R™. Alors, en notant i l'inclusion de N dans M, le Poincaré dual a support

compact Nz peut-étre choisi a support dans un voisinage aussi petit que ’on veut
de N.

Démonstration. Soit U un voisinage tubulaire de NV dans M. La dualité de Poincaré
s’applique & U qui satisfait les hypothéses du Théoréme 3.16. Le p-cycle (V1)
posséde donc un Poincaré-dual a support compact dans U que 1’on prolonge par 0
en dehors de U pour obtenir une forme 7y ;) sur M satisfaisant

J WiN = f Wi NN = J W A TN )
N U M

Ainsi, le Poincaré-dual a support compact dans M est le poussé en avant du
Poincaré-dual & support compact dans U et il suffit de choisir un voisinage tubulaire
U aussi petit que I'on veut. O

Lemme 3.25. Soit v € N et D, = 7 '(x) la fibre de 7 : U — N au-dessus de
x € N, ou U désigne un voisinage tubulaire de N dans M. On oriente D, de sorte
que la concaténation d’une base directe de T,N avec une base directe de T,D,

fournisse une base directe de T,U. Alors f N,y = 1, de sorte que la restriction

de N,y a la fibre D, est le Poincaré-dual dz{az} dans D,.

Démonstration. On peut supposer N connexe et choisir deux fibres D, et D, au-
dessus de deux points z # y dans N, orientés comme dans 1’énoncé. En reliant x
a y par un chemin ~ de classe C* dans N et en considérant la réunion des fibres
au-dessus de v, on en déduit un cobordisme P diffécomorphe & D x [0,1] (D est
le disque unité) dont le bord vaut D, — D,. Il résulte alors du Lemme 3.23 que

J N(NG) = L (N i)

Y

A présent, pour tout w € QP(U,R), on a J

%
WN = f 7*(wyn)|n, donc par
N N

définition de iy, | Wy = j T (WN) A Nevs)- On déduit alors du théoréme de
N U

Fubini que f

T (WiN) A N,y = J- WINJ n(,;)- Comme l'intégrale a I'intérieur
U N z
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ne dépend pas de x € N d’apreés ce qui précéde, on peut la sortir pour obtenir, pour

tout w € QP(U,R), j WN = f TI(N i) (f c‘)N)- Ainsi, j N,y = 1. 0
N D N D

0o 0

Soit & présent deux sous-variétés compactes orientées Ny et Ny de M de di-
mensions respectives p et n —p qui s’intersectent transversalement, c-a-d telles que
pour tout x € Ny n Ny, T, Ny @®T,.Ny =T, M. L’ensemble N; n N, est alors discret
donc fini.

Définition 3.26. Soit x € N; n Ny. L’indice d’intersection de Ny et Ny au point
z vaut +1 si la concaténation de bases directes de T, N; et T,No est directe dans
T.M et -1 sinon. Il est noté i,(N1, No). L’indice d’intersection entre Ny et Ny vaut
alors

NyoNy:= > ip(Ni, V)

xeN1NNo

Proposition 3.27. Soit M une variété orientée de dimension n > 0 qui posséde
un recouvrement fini par des ouverts d’intersections vides ou difféomorphes a R™.
Sotent Ny et Ny deux sous-variétés compactes orientées de dimensions complémen-
taires et qui s’intersectent transversalement. Alors

Nio Ny = f T(Ny,5) AN T(Na,i)-

M

Démonstration. Par définition, J (N1 i) A TH(Nayi) = J (N, i) D’apres le Lemme
M N.

3.24, n(n,.;) peut étre choisi dans un voisinage tubulaire U de N aussi proche de
N7 qu’on veut. Ce voisinage tubulaire peut étre choisi de sorte qu’il intersecte N,
en un nombre fini de disques (D, )zen, ~N,- De plus, la projection 7 : U — Nj peut
étre choisie telle que pour tout x € Ny " Ny, D, = 7 (z).

Alors J NNy i) = Z J NN, ) = N1 o Ny d’apres le Lemme 3.25. O
No z€N1NNo z

En fait, si N7 et Ny ne sont pas de dimensions complémentaires mais s’inter-
sectent transversalement, N1 N Ny est une sous-variété qui hérite d’une orientation

et NNy AN, = 1INy A TNy, voir [1].

Définition 3.28. Soit M une variété compacte orientée de dimension paire 2p.
Alors la forme bilinéaire non dégénérée

H?(M) x H*(M) — R
(el 18) -~ meﬁ
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est appelée forme d’intersection.

Elle est symétrique si p est pair et antisymétrique sinon. Lorsque p est pair, la
signature de cette forme d’intersection est appelée signature de la variété et notée
o(M)=0c"(M)—0"(M).

Ezercice 3.29. Calculer la signature d’une somme connexe de copies de CP? et
CP? (voir le Théoréme 1.26).

3.1.4 Formule de Kiinneth

Théoréme 3.30 (Formule de Kiinneth). Soit M une variété possédant un recou-
vrement par un nombre fini d’ouverts dont les intersections sont vides ou difféo-
morphes a R™. Alors, pour toute variété N et tout entier naturel ¢, on a

HY(M x N) = é’gOHP(M) ® HIP(N),
&

HI(M x N) = & H!(M)® HI *(N).
p=0

Démonstration. On commence par remarquer que si « € QP(M,R) et 5 € Q7 P(N,R),
alors mfa A m5p € QIM x Nyoum : M x N - M et my: M x N — N sont
les projections. De plus, si a et 3 sont fermées, alors 7ja A 75 3 est aussi fermée.
De méme, si a ou [ est exacte et I'autre est fermée, 7fa A 755 est exacte. On en
déduit un morphisme

Ypo: HY(M)QHIP(N) —  HIY(M x N)
Yafa] @B = Yailrtos A B

et un morphisme

(Ypg)e: HE(M)@HIP(N) —  HI(M x N)
> ailoy] ® [54] = Dai| T A T B

Notons alors 1, = & Ypg et (Vg)e = & (¢p.q)c €t montrons que v, et (¢,). sont des
p=0 p=0

isomorphismes. On raisonne par récurrence sur le nombre d’ouverts qui recouvrent
M que I’on note m.

Sim = 1, alors M ~ R" et le résultat découle du Théoréme 3.4 ou de la
Proposition 3.6 dans le cas & support compact. Si M = U vV, on écrit la suite de
Mayer-Vietoris a coefficients dans H? ?(N), pour tout 0 < p < ¢, pour obtenir la
suite longue

- HP Y (UAV)@HYP(N) — HY(M)QH"P(N) — (H?(U)®H"(V))QH"P(N) — - -
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Par sommation sur p, on en déduit

o @ HPT (UNV)QHTP(N) - @ HP(M)@HP(N) — &_(H?(U)®H?(V))QHIP(N) — -

De méme, la suite de Mayer-Vietoris de M x N s’écrit
- — H™Y (UAV)xN) — H (M xN) — HI(UxN)RH (VxN) — H((UNV)xN) — -

On vérifie que les morphismes 1 induisent un morphisme entre ces suites exactes
(exercice) et d’aprés 'hypothése de récurrence, le lemme des cing s’applique pour
fournir I'isomorphisme ¢ : @f_oH?(M) ® H*"P(N) — HY(M x N).

De méme, la suite de Mayer-Vietoris a supports compacts et coefficients dans
HYP(N) s’écrit, aprés sommation sur p,

e @ HET (UnV)@HIP(N) « @ _oHE(M)®HIP(N) « @) _o(HE(U)®HE(V)@HE P(N) « -

Les morphismes v induisent un morphisme avec la suite exacte
s~ H"(UAV)XN) < H (M xN) « HI(UxN)RH!(VxN) < HI((UNV)XN) « -

et le lemme des cing fournit le résultat.

Supposons a présent le résultat vérifié pour m ouverts et supposons que M =
Uyvu---UUpsr- Onpose V = Uy U ---u U, de sorte que M = U,,;.1 UV et
Upni1 0V, U,y et V osatisfont les hypothéses de récurrence. Le résultat découle
alors de ce qui précede. O

Corollaire 3.31. On a H'($! x$') ~ R2. Plus généralement, pour tout 0 < p < n,
HP((SY)") = A" H'((SH)™), de sorte que by((81)") = (7).

p

Démonstration. Ce corollaire résulte de la Proposition 3.3 et du Théoréme 3.30.
m

Remarque 3.32. La formule de Kiinneth a une version purement algébrique. Si

Opt1 p)
'H p+1pﬁcp_l;cp_lﬁ"'

ap-HD ap
> Dy — p = Dp1 — -

sont des complexes de chaines de groupes abéliens (ou A-modules), on peut former
leur produit tensoriel C' ® D, noté

aq+lE aq
o> b > By By o

ol pour tout entier ¢, £, = ® (C, ® D,_,) et ou l'application de bord d, : E, —
PEZ

E, 1 est définie sur les tenseurs simples par

aq(cp ® dqu) = ap(cp) ®dyp+ (_1)pcp ® aqu(dqu)-
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Théoréme 3.33 (Formule de Kiinneth pour les complexes de chaines). Soient C
et D deux complezes de chaines de groupes abéliens tels que C' est libre. Alors,
pour tout entier q, on a la suite exacte courte

0— @Hp(c) ®qup(D) - Hq(0® D) — C‘BTOT(prl(C)a qup(D)) — 0.

PEZL PEZL

Cette formule de Kiinneth compare I’homologie de C' ® D avec I’homologie de
C et de D. Elle généralise la formule des coefficients universels en homologie qui
correspond au cas ou D est concentré en degré 0.

3.2 Homologie simpliciale

La référence pour cette partie du cours est le livre de James Munkres [10].

3.2.1 Complexes simpliciaux

Définition 3.34. Le simplexe standard de dimension n est ’ensemble

n

S, = {(to, ... 1,) € RTI,ZQ — 1}

=0

Le n-simplexe engendré par les points affinements indépendants vy, .., v, de RV est
I’ensemble

1=0 i=0

Les points v; sont les sommets du simpleze et on appelle face de dimension k de
o tout simplexe engendré par les sommets {v;,j € J}, ou J < {0,...,n} est de
cardinal k + 1.

Définition 3.35. Un compleze simplicial K de RY, ot N € N U {0}, est une
réunion de simplexes telle que

1. Toute face d’un simplexe de K est dans K,
2. L’intersection de deux simplexes o1 et 09 de K est soit vide, soit une face de

01 et de g9.

Définition 3.36. On appelle sous-complexe d’un complexe K tout sous-ensemble
L de K qui contient les faces de tous ses éléments. Pour tout entier naturel n, le
n-squelette de K est le sous-complexe K™ de K formé de la réunion de tous les
simplexes de K de dimension plus petite ou égale a n.
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Lemme 3.37. Soient K et L deux complexes simpliciauz et f : K(© — L©O) yne
application telle que lorsque vy, ..., v, € K sont les sommets d’un k-simplexe,
f(vo), ..., f(vg) engendrent un simplexe de L (de dimension inférieure ou égale a
k). Alors f s’étend en f: (D tiv;) € K — (S t:f(v;)) € L qui est continue.

Remarque 3.38. La démonstration (facile) est laissée en exercice. Remarquons que
les sommets f(vg), ..., f(vx) ne sont pas forcément distincts.

Définition 3.39. Une application simpliciale entre les complexes K et L est une
application donnée par le Lemme 3.37.

Définition 3.40. On appelle triangulation d’une variété M tout homéomorphisme
h: M — K ou K est un complexe simplicial.

Théoréme 3.41. Toute variété différentielle posséde une triangulation.

On ne démontre ici que le cas ot M est une variété compacte, en suivant l’ap-
proche de H. Whitney (on pourra consulter son ouvrage [12] pour le cas général).

Démonstration. On procéde en deux étapes.

1) Toute variété compacte M se plonge dans un RY (en fait le résultat est vrai
pour M quelconque, c’est le théoréme du plongement de Whitney). En effet,
recouvrons M par un nombre fini de cartes ¢; : U; ¢ M — V; < R". Soit
pi + M — [0, 1] des fonctions lisses a supports compacts dans U telles que K; :=
pi (1) recouvrent la variété (de telles fonctions existent et s’obtiennent par
exemple a I’aide d’une partition de I'unité). On note (], ..., %) les coordonnées
de ¢;, de sorte que p;(x) = (p}(z),...,p"(x)). On pose alors ¥; : x € M >
(pi(2), pi(@) i (2), .., pi() 7 (x)) € R*™L. En particulier, sur K, ¢ = (1, ;).
Alors 'application

Yv: M — RY =@R"!

zo— (Yilx))
est un plongement, puisque pour tout x € M, il existe ¢ € I tel que z € K;
et alors l'injectivité de d|,¢; entraine l'injectivité de d|,1; qui entraine celle
de d,v¥. De plus, si x # y, alors il existe ¢ € I tel que v € K;. Si y € Kj,
alors ¢;(y) # pi(z) et donc ¥ (y) # ¥(x). Siy ¢ K;, alors p;(y) < 1, de sorte
que ¥;(y) # ¥;(x) puis ¥(y) # ¥ (z). Ainsi, ¥ est injective. Le cas général est
analogue, mais il faut gérer la non-compacité de M, voir [12].

2) Supposons a présent M (proprement) plongée dans un RY et considérons le
pavage de RY par le réseau €Z, ol € est trés petit par rapport a la taille d'un
voisinage tubulaire de M. Quitte & perturber un peu le plongement de M dans
RY on peut supposer que son image ne rencontre aucune face de ces cubes de
codimension plus grande que n et que si M rencontre une face de codimension
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n, lintersection est transverse et en un point (résultats de transversalités).
Dans chaque cube de taille €, M ressemble & un sous-espace affine de RY qui
rencontre ce cube. L’intersection ressemble alors & un polytope de dimension n
qu’il suffit de trianguler. En fait, ce polytope est le projeté sur M de I’enveloppe
convexe dans R du nombre fini de points d’intersection de M avec les faces
de codimension n du cube de taille €. Cette enveloppe convexe se trouve dans
le voisinage tubulaire de M. On en déduit le résultat.

]

Ce Théoréme 3.41 admet le corollaire suivant, que 1'on a déja utilisé plusieurs
fois auparavant.

Corollaire 3.42. Toute variété différentielle compacte de dimension n possede
un recouvrement par un nombre fini d’ouverts dont les intersections sont vides ou
difféeomorphes a R™.

Démonstration. Soit M une variété compacte équipée d’une triangulation finie 7.
On définit pour tout sommet s de 7 'ouvert U; comme l'intérieur de 'union des
simplexes qui contiennent s comme sommet. C’est un ouvert de M difféomorphe &
R™ et I’ensemble des U, recouvrent M. De plus, si sq, ..., s, sont des sommets de
la triangulation, Uy, n--- N U, est vide si sy, ..., s n’engendrent pas un simplexe
de la triangulation et coincide avec l'intérieur de la réunion des simplexes qui
contiennent [sy, ..., s;] comme face sinon. En particulier, U, n---n U, se rétracte
sur [si,...,sk] et se trouve étre diffeomorphe a R™. Ce recouvrement convient
donc. O

3.2.2 Homologie et cohomologie simpliciales

Définition 3.43. Une orientation d’un p-simplexe o est la donnée d’un ordre
sur ses sommets modulo changement de [’ordre par une permutation paire. On
note o = [v, ..., v,| un p-simpleze orienté de sommets vo, ..., v,. Si 0 € Spyq est
une permutation paire, [vo, ..., Up] = [Vg(0), ---, Vo] comme simpleze orienté. Sinon
[Ug(o), ...,U@(p)] =:—0 #0.
Définition 3.44. Une p-chaine simpliciale d’un complexe K est une fonction c,
qui a tout p-simplexe orienté |vy, ..., v,| de K associe un entier relatif tel que :

1. Pour toute permutation § € Sp11, cp([vo, ..., vp]) = €(0)cp([vacoy, -, Vo))

2. Le support de c, est fini.

On note une telle p-chaine ¢, = > a;[vf, ..., v} ], ot a; € Z, I est fini, et vf, ..., v]

p
el
engendrent un p-simplexe de K, étant entendu que a;[vp, ..., v}] = —a; [Ué(o)’ . vé( )
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si 6 est impaire. On note C,(K') 'ensemble des p-chaines simpliciales de K. C’est
un groupe abélien libre dont une base est donnée par les p-simplexes de K, chaque
simplexe étant équipé d’une orientation. On définit alors

O Cp(K) — Cp-1(K)

p , R
[vo, .o, vp] = D (=1) Vo, ey Vi oy )
i=0

et on vérifie que pour tout § € Spi1, Gp([Ve(o) - Vop)]) = €(0)p([vo, ..., vp]) (il
suffit de le vérifier pour des transpositions).

Ezemple 3.45. 1) 01[vovi] = [vi] — [vo] exprime le bord d’un intervalle orienté
comme la différence du sommet but et du sommet source.
* 0
Vo (%1

2) O1[voviva] = [v1v2] — [vov2] + [vov1] exprime le bord d'un triangle orienté
comme la somme de ses trois cotés munis de 'orientation induite.

V2

Vo U1

En général, cette formule purement combinatoire de ¢, exprime le bord d'un
p-simplexe orienté comme la somme de ses p + 1 faces équipées de 'orientation
induite.

Lemme 3.46. Soit K un complexe simplicial. Alors pour tout entier naturel p, la
composée 0,_1 © 0, s’annule.

Démonstration. Cette démonstration est purement combinatoire. Il suffit de véri-
fier le résultat sur une base de C,(K') et donc sur chaque p-simplexe orienté. Soit
[vo ... vp) un tel p-simplexe orienté de K. Alors,

p
Op—100p[v0. - 0] = et (D (=1)'[vo- .-G ... vp))
=0
p . il . p .
= D DO eo by i)+ D (=1 Mg
i=0 j=0 Jj=i+1
= > (D)W gl Y (1) g
O0<g<i<p O0<i<y<p
= 0
O
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On note CP(K) = Hom(Cy(K),Z) et d* = '0,11. On a ainsi associé a tout
complexe simplicial et donc a toute variété différentielle triangulée, des complexes
de chaines

Op+1 I
B p+1(K) - Cp(K)_’ p*l(K)_’"'

et de cochaines
e OPTHE) & P (K) T 0PN

dont les homologies sont appelées homologie et cohomologie simpliciales et notées
H.(K,Z) et H*(K,Z) respectivement. De plus, si G est un groupe abélien, on note
H.(K,G) = H(C.,(K)®G) et H*(K,G) = H,(Hom(C,(K),G)) les homologies
et cohomologies simpliciales & coefficients dans G.

Exercice 3.47. Calculer 'homologie d'un simplexe, du bord d’un simplexe et de
I'octaedre.

Lemme 3.48. Soit K un complexe simplicial fini et A un corps. Alors la carac-
téristique d’Euler de C(K, A) ne dépend pas de A et vaut x(K) = & sommets - ¢
arétes + # triangles - ...

Démonstration. Pour tout entier naturel p, C,(K, A) est un A-espace vectoriel de
dimension le nombre de p-simplexes de K. Le résultat découle de la définition de
la caractéristique d’Euler. O

Si L est un sous-complexe d’'un complexe K, C'(L) est naturellement un sous-
complexe de chaines de C'(K) et on note, pour tout p € N, C,,(K, L) = C,(K)/C,(L).
Le morphisme de bord 9, : C,(K) — C,_1(K) passe au quotient en un mor-
phisme 0, : C,(K,L) — C,_1(K, L) de sorte que (C,(K, L), ,) est un complexe
de groupes abéliens libres (exercice) qui s’inscrit dans la suite exacte courte de

complexes 0 — C(L) — C(K) —» C(K, L) — 0.

Définition 3.49. L’homologie de C(K, L) est appelée homologie relative de K
modulo L.

La suite exacte longue en homologie associée a cette suite exacte courte est
trés pratique pour calculer I’homologie de K, surtout lorsqu’on la combine avec le
théoréme d’excision suivant.

Théoréme 3.50 (Théoréme d’excision). Soit K un compleze simplicial et L un
sous-complexe de K. Soit M < L tel que K\M est un sous-complexe de K et
L\M un sous-complexe de K\M. Alors C(K,L) ~ C(K\M,L\M) de sorte que
pour tout entier naturel p, H,(K, L) ~ H,(K\M, L\M).

Typiquement, K est une variété triangulée, L un fermé de K d’intérieur non-
vide et M un ouvert triangulé de L.
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Démonstration. Par hypothese, C(K\M) s’injecte dans C'(K'). En composant par
la surjection C(K) — C(K, L) on obtient un morphisme C(K\M) — C(K, L) de
noyau C(K\M) n C(L) = C(L\M). Il s’agit donc de montrer que ce morphisme
est surjectif. Or C(K, L) est libre, une base étant donnée par les simplexes de K
qui ne sont pas dans L. Comme tous ces simplexes sont dans K\M, le morphisme
est bien surjectif. O]

FEzercice 3.51. Calculer H, (o, 00,7), ou ¢ est le simplexe standard de dimension
n.

Définition 3.52. Si L est un sous-complexe de K et G un groupe abélien, le
compleze Hom(C,(K,L),G) = C*(K, L,G) est appelé complexe des cochaines de
K relatives a L a coefficients dans G.

On en déduit une suite exacte courte de complexes de cochaines
0—-C"K,LG) - CK,G) - C*"(L,G) — 0,

puisque la suite exacte 0 — Cy(L) — Cu(K) — C.(K,L) — 0 est formée de
groupes libres.

Définition 3.53. On dit qu’une variété triangulée est orientable lorsqu’il est pos-
sible de munir chaque simplexe de dimension maximale d’une orientation de sorte
que la somme de ces simplexes soit un cycle. La classe d’homologie de ce cycle est
alors appelée classe fondamentale de la variété orientée.

3.2.3 Subdivision barycentrique

Définition 3.54. Soit K un complexe simplicial. La subdivision barycentrique de
K est le complexe simplicial L obtenu en remplacant chaque simplexe de K par sa
subdivision barycentrique. La subdivision barycentrique d’un simplexe o est définie
par récurrence en ajoutant le barycentre de o et en considérant le cone sur son
bord subdivisé. On note ce complexe sd(K).

Remarquons que les simplexes de la subdivision barycentrique de K sont exac-
tement les simplexes [dy,, ..., ;] ol 0i; désigne le barycentre de oy, 0;; est un
simplexe de K et ot pour j € {1,...,k — 1}, 0;,,, est une face de o;,. Etant donné
un simplexe o de ce complexe, la réunion des simplexes [6,, ..., 7;, | de sd(K) tels
que o;, = o est exactement o.

Définition 3.55. Soit 0 un complexe de K. On appelle cellule duale de o et on
note D(o) la réunion des simplexes de [0y, ..., 04, ] de sd(K) tels que 0;, = 0.

La réunion des cellules duales partitionne K. C’est la cellulation duale de K.
Lorsque K est une variété orientée, on s’en servira pour définir une homologie et
montrer la dualité de Poincaré, selon laquelle H,(K; G) ~ H*P(K; G) pour tout
groupe abélien G, voir le Théoréme 3.77.
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3.3 Homologie singuliére
3.3.1 Complexes singuliers

Définition 3.56. Un simplexe singulier de dimension p d’un espace topologique
X est une application continue o du simplexe standard A, de dimension p dans
X. Le groupe abélien libre engendré par les p-simplexes singuliers est appelé groupe
des p-chaines singuliéres et noté S,(X).

Le groupe S,(X) est un groupe abélien libre de rang infini. Une p-chaine singu-

liére s’écrit o = Y a;0; on [ est fini, a; est un entier et o; est un p-simplexe singulier
el

de X. On note A, = [vp, ..., v, le simplexe standard. Si ¢ est un p-simplexe sin-

gulier, on définit

En identifiant la face [vy, ..., U;, ..., v,] au simplexe standard de dimension p— 1, on
obtient une (p — 1)-chaine singuliére. Ainsi, 'opérateur ¢ s’étend par linéarité en
un morphisme d, : S,(X) — S,_1(X).

Lemme 3.57. Pour tout espace topologique X et tout entier p, on a 0,100, = 0.

Démonstration. La vérification est analogue a celle effectuée pour démontrer le
Lemme 3.46. O

A tout espace topologique X est donc associé un complexe de chaines singuliéres

Op+1 Op
T p+1(X) - Sp(X)_’ p*l(X)_’"'

ainsi qu'un complexe de cochaines singuliéres SP(X) = Hom(S,(X),Z). On dis-
pose aussi des versions a coefficients dans un groupe abélien G, a savoir S,(X, G) =

S,(G)® G et SP(X,G) = Hom(S,(X),G).

FEzercice 3.58. Montrer que Hy(X,Z) est un groupe abélien libre de rang le nombre
de composantes connexes par arcs de X.

Remarquons que le morphisme € défini par

e Sy(X) - Z
dajo; — Dl

el el

passe au quotient en un morphisme € : Ho(X,Z) — Z appelé augmentation. On
peut prolonger le complexe de chaines singuliéres en un complexe augmenté

C 5 5 (X) D S (X)SZ 0
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dont ’homologie est appelée homologie réduite et notée ﬁlp(X ). On vérifie alors
que le rang de Hy(X) est un de moins que celui de Ho(X) et que H,(X) ~ H,(X)
sip>0.

Une application continue f : X — Y induit un morphisme

for Su(X) —  S.(Y)
2.ai0; = Yaif ooy
i€l i€l
et on a ainsi & nouveau obtenu un foncteur de la catégorie des espaces topologiques
vers la catégorie des complexes de groupes abéliens.

Théoréme 3.59. Soient fy et fi deux applications continues homotopes, alors les
morphismes induits (fo)s« et (f1).« sont homotopes et donc les mémes en homologie.

Démonstration. Soit F' : X x [0,1] — Y une homotopie entre fy et f;. On note
F(t,z) = fi(x). Pour tout entier naturel p, triangulons le polytope A, x [0,1]
pour obtenir un complexe simplicial de dimension p + 1 orienté. La somme des
(p + 1)-simplexes orientés définit une (p + 1)-chaine singuliére de A, x [0, 1] notée
H(A,), c’est sa classe fondamentale.

Onad(H(A,)) = A, x {1} —A, x {0} — H(0A,). On en déduit un morphisme

H.: S,(X) — S, o1 (X x [0,1])
Zz’e[ aio; > Zz‘e] ai(ai X [d[o,l]) © H(AP)

et en composant par le morphisme Fy : S,41(X % [0,1]) = Sp41(Y) on en déduit
un morphisme F, o H, : S,(X) — S,41(Y). Par définition, pour tout p-simplexe
singulier ¢ de X, on a

O(FyoHy(0)) = 0(F o (o x Idp)(H(Ay))) = Fo (o x Idpoa)o(H(A,))

et donc par ce qui précéde, O(Fy o Hy)(0) = (f1)s0 — (fo)s0 — (Fy 0 Hy)do. On a
donc défini une homotopie algébrique entre (fy). et (f1)s. ]

Corollaire 3.60. L’homologie singuliére réduite de R™ est nulle, on dit qu’il est
acyclique. L’homologie singuliére d’un espace topologique X ne dépend que de son
type d’homotopie.

Démonstration. Si X et Y ont le méme type d’homotopie, il existe deux applica-
tions f: X > Y et g:Y — X tels que fog et go f sont homotopes a I'identité.
D’aprés le Théoréme 3.59, (fog)s = faoge = Id et (go f)e = gu o fo = Id, de
sorte que fi et g, sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre entre H,(X;7Z)
et H,(Y;Z). Comme R" a le type d’homotopie du point, H,(R™;Z) ~ H,(pt;Z).
Or tous les p-simplexes singuliers du point sont les mémes, ce sont les applications
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constantes A, — Ay = pt. Le p-simplexe constant o, : A, — Ay = pt satisfait
oo, = Zf:o Up|[vo.--1f¢-..vp] = 0p_1 si p est pair et 0 sinon. Le complexe de chaines
singulieres du point s’écrit donc

> Sopi1 (pt) = Z 2 Sop(pt) = 253 Sop 1 (pt) =~ Z % - — Sy(pt) =~ Z > Sy(pt) = Z — 0,

de sorte que son homologie est nulle sauf en degré zéro ou elle est isomorphe a
Z. O

Si A < X, alors S(A) est un sous-complexe de S(X) et on note S(X, A)
le complexe quotient S(X)/S(A). On note encore ¢, I'application induite sur le
complexe quotient.

Définition 3.61. L’homologie de S(X, A) est appelée homologie singuliere de X
relative a A.

Théoréme 3.62 (Excision en homologie singuliére). Soit X un espace topologique,
Ac X et U c X tels que U < A. Alors linclusion de la paire (X\U, A\U) dans

(X, A) induit un isomorphisme en homologie singuliére, de sorte que
H.(X\U,A\U) ~ H.(X, A).

Démonstration. Remarquons que par hypothése, les ouverts X\U et A recouvrent
X. On procede en quatre étapes.

1) Soit o = > a;0; une p-chaine singuliére de X, de sorte que o; : A, — X soit
continue. En appliquant m fois le procédé de subdivision barycentrique a A,
ou m est suffisamment grand, on obtient un complexe simplicial sd™(A,), voir
le §3.2.3. Alors pour tout indice i, 0; : sd™(A,) — X est une p-chaine singuliére
notée sd™(o;) et sd™(o) = >, a;sd™(0;) est une p-chaine singuliére dont tous
les simplexes singuliers sont & image dans un des ouverts X\U ou A. En effet,
a o; fixé, on considére le recouvrement de A, par les ouverts o; /(X < U)
et o, 1(A) Comme A, est métrique et compact, il existe un € de Lebesgue
associé a ce recouvrement, de sorte que les boules de rayon de € sont toutes
contenues dans un des ouverts du recouvrement. Lorsque m; est assez grand,
les p-simplexes de sd™i(A,) sont de diamétre plus petit que €¢/2. Ce nombre
d’indices ¢ étant fini, on peut choisir m comme étant le maximum des entiers
m;. Attention, 'entier m varie en fonction de la p-chaine singuliére o.

2) Quel que soit m € N* fixé, les morphismes sd™ et Id : S(X) — S(X) sont
homotopes. Il existe H,, : S,(X) — Sp+1(X) tel que sd™(0) —o = 0Ho + Hdo.
Cette homotopie se construit par récurrence au niveau des simplexes comme
dans la démonstration du Théoréme 3.59. Si p = 0, H, = 0 convient. Si H
est contruite jusqu'au rang p — 1, on note i, : A, — A, le simplexe singulier
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identité de A,. Alors d(sd™i,) = sd™(0i,). Posons ¢, = sd™ (i) — i, — Hp—10ip.
C’est un p-cycle singulier puisque
oc, = 0sd™(ip) — 0i, — 0H,—10i,
sd™(0i,) — 0i, — 0Hp_10i

H(0o 0iy)
H,_; étant un homotopie entre Id et sd™. Comme H,(A,) = 0, il existe une

(p+ 1)-chaine singuliére H,i, telle que ¢, = 0(H,i,), ce qui construit H au rang
p + 1. Une fois construit H pour X = A,, on obtient H pour X quelconque
en posant, pour tout o € S,(X), Hy(o) = o o H,(i,). En effet, 0,,1Ho =
dooHy(i,) = 000H,(i,) = cosd™(i,) —ooi,—0coH, 10i, = sd"(c)—oc—Hdo.
Par construction, les images des simplexes singuliers qui composent Ho sont
inclus dans les images des simplexes singuliers qui composent o.

Notons SY(X) le sous-complexe de S(X) engendré par les simplexes singuliers
a image dans A ou & image dans X\U. Alors l'inclusion S¥(X) — S(X) induit
un isomorphisme en homologie. En considérant la suite exacte longue associée
a la suite courte 0 — SY(X) — S(X) — S(X)/SY(X) — 0, on s’apergoit qu'il
suffit de montrer que H(S(X)/SY(X)) = 0.

Soit ¢, € S(X) tel que dc, € SY(X). D’apreés la premiére étape, il existe m € N*
tel que sd™(c,) € SY(X). D’apreés la deuxiéme, sd™(c,) —c, = 0H(c,) + Ho(cp).
Or par construction de H, si dc, € SY(X), alors H(dc,) € S¥(X). Ainsi, modulo
SU(X), ¢, = —0H(c,). On a donc montré que si ¢, est un cycle modulo S¥(X),
c¢’est un bord modulo S¥(X).

Le morphisme induit par l'inclusion S,(X\U) — SY(X)/S,(A) est surjectif
puisque les simplexes singuliers qui engendrent Sg (X) sont soit a image dans
A soit a image dans X\U. De plus, le noyau de ce morphisme est exacte-
ment S,(A\U) puisqu’'un simplexe singulier a image dans X\U et dans A est
a image dans A\U. On a donc un isomorphisme entre S,(X\U)/S,(A\U) et
SIL)’ (X)/S,(A) et cet isomorphisme vaut pour tout p, donc les groupes d’homolo-
gie sont également isomorphes. Puis I'inclusion de SY(X)/S,(A) dans S,(X)/S,(A)
induit un isomorphisme en homologie d’aprés le lemme des cinq isomorphismes

puisque c’est le cas pour l'inclusion de S¥(X) dans S(X) et qu'on a les deux
suites exactes

T Hp(S(A)) = Hp(SY(X)) — Hy(SY(X)/S(A)) = Hp-1(S(A)) » Hp1(84(X)) — -+

- = Hp(S(A)) = Hp(S(X)) = Hy(S(X)/S(A)) = Hp1(5(4)) = Hp1(S(X)) — -
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Corollaire 3.63. Pour tout entier naturel n, Hy(S") ~
H,(5™) ~ {0} pour p ¢ {0,n}. De méme, H,(B",$" ') ~
des que p est différent de n.

H,(S") tandis que

Z ~ H,
Z et H,(B™, 5" ') ~ {0}

Démonstration. D’aprés le Corollaire 3.60, B™ est acyclique. En considérant la
suite longue associée a la paire (B",$" 1), on obtient
+— H,(B") = Hy(B",8"") = H, 1 (S"") = H, oy (B") — -

et on en déduit que Ho(B",S"*) = 0 et que pour tout p > 0, H,(B",$"1) %
H,_1(S™ 1) est un isomorphisme. Or, en choisissant une hémisphére S’}:l de §7 1
et en considérant la suite longue associée a cette paire, on obtient

o Hy(ST7Y) = Hy(8") — Hy(S", 8171 — Hp oy (S171) > Hypa(8"7) — -

Comme $" ! est acyclique, H, 1($% ') — H, 1(S"1) est injectif et on en déduit

que pour tout p > 0, H,($" 1) ~ H,(S"~1, 87 1) exeigion H,(B™! §"2). Par récur-
rence, on en déduit que H,(S") ~ Ho(S"7) si p < n et que Hy(S") ~ H,_,(S°) si
p > n, d’oil le résultat. O]

Théoréme 3.64 (Suite de Mayer-Vietoris). Soit X un espace topologique et U et
V' deux ouverts qui recouvrent X . Alors on a une suite exacte longue en homologie

c = Hy(U A V) S H(U) @ Hy(V) B Hy(X) = Hy (U V) = -
ol O‘p([cp]) = ([Cp]a [_Cp]) et ﬁp([cp]v [dp]) = [Cp] + [dp]'

Démonstration. On note a nouveau SY(X) le sous-complexe de S(X) engendré
par les simplexes singuliers de X & image dans U ou dans V. Alors, la suite courte
de Mayer-Vietoris 0 — S(U n V) 3 S(U) @ S(V) b SU(X) — 0 est exacte. En
effet v, est clairement injective et 3, est clairement surjective. D’autre part, il est
clair que f,0a, s’annule. Si 8,([¢,], [d,]) = 0, alors [¢,] = —[d,], donc ¢, et d, sont
a valeurs dans UnV, d’ou ([¢,], [d,]) = ap([cp]) et Pexactitude. On en déduit alors
la suite longue associée en homologie et le résultat découle de la troisieme étape
de la démonstration du Théoréme 3.62, 'inclusion S¥(X) dans S(X) induisant un
isomorphisme en homologie d’apres cette étape. [

3.3.2 Théoréme de de Rham

Lorsque M est une variété différentielle, on peut considérer de la méme fagon les
simplexes singuliers lisses, c-a-d de la forme o, : A, — M o1l 0, est une application
lisse définie dans un voisinage de A, dans le sous-espace affine de dimension p qui
le contient. On note S;)(X ) le groupe abélien libre engendré par ces p-simplexes
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singuliers lisses. On obtient comme au §3.3.1 un complexe de chaines singuliéres
lisses
+ = Sy (M) = Sy (M) — S,y (M) — -+
Considérons alors 'application
PP QP(M) — ST (M, R)

w — f : Zaiai — Zaif ofw
i€l iel Ap

ou I'on a noté Sf(M,R) := Hom(S.(M),R).

Lemme 3.65. Le morphisme ©* : Q*(M) — SF(M,R) est une application de
cochaines.

Démonstration. Pour toute (p — 1)-forme w et tout p-simplexe singulier lisse o de

M, P(dP~tw) (o) = J o*(dPw) = J " totw = J o*w =Y (w)(do). O
Ap Ap oAy

Théoréme 3.66 (Théoréme de de Rham). Soit M une variété différentielle qui

posséde un recouvrement par un nombre fini d’ouverts dont les intersections sont

soit vides soit difféomorphes a R™. Alors ¢* induit un isomorphisme entre Hjp(M,R)
et H}(M,R) et d’autre part H(M,R) et H*(M,R) sont canoniquement isomorphes.

(On a noté H,g la cohomologie de de Rham de M, H la cohomologie singuliére
et H} la cohomologie singuli¢re lisse).

Démonstration. Démontrons ce théoréme par récurrence sur le nombre d’ouverts.
S’il n’y a qu'un ouvert, M ~ R" et d’aprés le Corollaire 3.60 et son analogue en
homologie lisse, les groupes H*(R,R), H*(R,R) et Hj;(R,R) sont tous canoni-
quement isomorphes & R en degré 0 et nuls en degré non nul.

On procéde comme dans la preuve du Corollaire 3.10 et on écrit M = U JV

avec U, V et U n'V qui vérifient I’hypothése de récurrence. Les suites longues de
Mayer-Vietoris s’écrivent alors

— HYZHU,R@HEL (V,R) — HYZ (UnV,R) — HY (M, R) — HY (U, RY®HE,(V,R) — HY,(UAV,R) — -
= HTY (U, R)@ HP ™Y (V,R) - HP ™' (U A V,R) — HP(M,R) — HP(U,R)@ HF (V,R) — H’ (U V,R) — ---
- — HPYU R)@ HP"(V,R) » HP~Y(U ~n V,R) —» HP(M,R) — HP(U,R)@® HP(V,R) » HP(U " V,R) — - -
Par hypothése de récurrence, les groupes Hjn(U,R) @ Hj,(V.R), H}(UR) @
H(V,R) et H*(U,R) @ H*(V,R) sont canoniquement isomorphes. Il en va de
méme des groupes Hip(UnV,R), H(UNV,R) et H*(U nV,R) et on conclut par
le lemme des cinq isomorphismes puisque les diagrammes fournis par ces isomor-
phismes sont commutatifs. Enfin, si le résultat est démontré pour m ouverts et que
M =U; U---uU,41 est un recouvrement de M par m + 1 ouverts qui satisfont
I’hypothése de récurrence. Alors, on pose V = U; u ---u U, et on applique ce qui
précéde a V et U,,,1 pour en déduire le résultat. O
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On se limite dans ce cours aux variétés M qui possédent un recouvrement par
un nombre fini d’ouverts dont les intersections sont soit vides soit difféomorphes a
R™, voir [1], mais ce Théoréme 3.66 reste valable en général.

Théoréme 3.67. Soit K un complexe simplicial. Alors ses homologies simpliciales
et singuliéres coincident. Si L est un sous-complexe de K, il en est de méme pour
les homologies relatives a L.

Démonstration. On ne traite que le cas ot K est fini. On notera H*™? I’homologie
simpliciale et H 1’homologie singuliére. Munissons les sommets de K d’un ordre
total. Chaque simplexe o de K posséde alors une orientation induite par cet ordre.
Le complexe de chaines simpliciales se trouve ainsi équipé d’une base. Posons alors

(3 C(K) - S(K)
o[ nt] (77/)(0') : ip : [vo, ,;}7] c K)

que l'on prolonge de maniére affine. Alors v induit un isomorphisme en homologie.
Si K est de dimension 0, cela résulte du Corollaire 3.60. Si K est de dimension > 0,
on procéde par récurrence sur le nombre de simplexes de dimensions strictement
positives. Soit ¢ un simplexe de dimension maximale de K. Alors ¢ avec toutes
ses faces est un sous-complexe de K. Les suites exactes longues associées a la paire
(K, o) s’écrivent

+ = Hy (K, 0) — Hy(0) > Hy(K) — Hy(K,0) > Hy1(0) = -+

RN HSimp([Q 0’) — H;imp(a) — H;imp(K) — H;imp(K, U) — H;inllp((f) — e

p+1

Comme o est contractile, d’aprés 1'Exercice 3.58 pour le degré 0 et le Corol-
laire 3.60 pour les degrés non nuls, les homologies singuliéres et simpliciales de
o coincident. D’aprés le lemme des cinq isomorphismes, il suffit donc de montrer
que le morphisme ¢ : Hi"P(K,0) — H,(K,o) est un isomorphisme. Le théo-
réme d’excision en homologie simpliciale (Théoréme 3.50) s’applique avec M = ¢
de sorte que Hy"™(K,0) ~ H{"™(K\&,0c). De méme, le théoréme d’excision
en homologie singuliére (Théoréme 3.62) s’applique avec U = & le barycentre
de 0 et A = o car o est de dimension maximale. On en déduit I'isomorphisme
H.(K,0) ~ H,(K\6,0\0). Or la paire (K\d,0\d) se rétracte par déformation sur
la paire (K\o, do) de sorte que par le Corollaire 3.60, H.(K, o) ~ H,(K\g,do).
L’hypothése de récurrence s’applique a la paire (K\o,do) et on en déduit que
H"™(K,0) ~ H,(K,o) puis d’aprés le lemme des cinq que Hy"™(K) ~ H,(K).
Pour tout sous-complexe L de K, le morphisme induit en homologie relative un iso-
morphisme v : Hy"(K, L) — H,(K, L) d’aprés le lemme les cinq isomorphismes
appliqué aux suites exactes longues associées a la paire (K, L). O
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3.4 Homologie cellulaire
3.4.1 Complexe cellulaire

Définition 3.68. On appelle cellule de dimension n tout espace topologique ho-
méomorphe a la boule fermée B™ = {x € R™,||z| < 1}. On appelle cellule ouverte
de dimension n tout espace topologique homéomorphe a l'intérieur de cette boule.

Définition 3.69. Un compleze cellulaire ou CW-complexe est un espace topolo-
gique séparé X qui est réunion disjointe de cellules ouvertes (e;)ier. De plus, pour
chaque cellule ouverte e;, il existe une application d’attachement f; : B™ — X telle
que (fi)|éni est un homéomorphisme entre B™ et ¢; et telle que fi(0B™) est une
réunion finie de cellules de X de dimensions inférieures a n;. Enfin la topologie
sur X coincide avec la topologie faible, de sorte qu’un sous-ensemble A de X est
fermé si et seulement si A N €; est fermé dans €;, donc dans X, pour tout i € I.

Ezemple 3.70. 1. La spheére $” est réunion de deux cellules, une de dimension
n et 'autre de dimension 0.

2. L’espace projectif réel RP™ = R” U RP" ! est un CW-complexe possédant
une cellule en chaque dimension comprise entre 0 et n.

3. L’espace projectif complexe CP" = C" Ly CP"! est un CW-complexe pos-
sédant une cellule en chaque dimension paire comprise entre 0 et 2n.

4. Tout complexe simplicial est un CW-complexe.

5. La cellulation duale de la subdivision barycentrique d’un complexe simpli-
cial équipe ce complexe simplicial d’une structure de CW-complexe, voir la
Définition 3.55.

Définition 3.71. Un sous-complexe Y d’un CW-complexe X est un fermé de X
qut est réunion de cellules et qui contient les adhérences de toutes ses cellules. Le
squelette X* de X est la réunion de toutes les cellules de dimensions inférieures
ou égales a k de X.

3.4.2 Homologie cellulaire

Soit X un CW-complexe. Pour tout entier naturel p, on pose D, (X) = H,(X?, XP~1).

Lemme 3.72. Le groupe D,(X) est un groupe abélien libre dont une base est
formée des cellules de dimension p de X, chacune étant munie d’une orientation.

Démonstration. Notons {e;,i € I’} I'ensemble des cellules de dimension p de

X. Par définition XP = XP~ 1 J( [Je; ). Soit é; un point intérieur a e;. Alors,

i€lP
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XP\(UJ é€:) se rétracte par déformation sur XP~1 de sorte que H,(X?, XP~1) ~
Hp()z'if,po\(‘U {é:})). A présent, I'application d’attachement f : Ll B — X? des
cellules de dirzrelgnsion p induit par excision un isomorphisme f, : sz (E I|P_| By, | ] (BM\{0})) —
H)(X?, X\(U (¢)). dion Ton déduit H, (X7, X71) ~ ingp(BéfIapo)lgﬁisque

BP\{0} se rétracte par déformation sur 6BP. D’apreés le Corollaire 3.63, H,(B?, 0BP) ~
Z et le choix d’un tel isomorphisme est donné par une orientation de la boule. [

Soit 0, : Dp(X) — Dp_1(X) la composée j, o 0, ol j, et 0, sont définis par
Dy(X) = Hy(X", XP"1) 5 H, ((X771) 25 H, 1 (X7, X77%) = D, (X)),
Lemme 3.73. Pour toutp > 1, 6,100, = 0.

Démonstration. Par définition, 0% = j, o (0, © j«) © 4. Or la suite
o Hy(XP) 55 H (X7 X7 5 Hy (X0

est exacte, de sorte que la composée 0, o j, s’annule. Ainsi, 0% = 0. O

En fait, cette homologie cellulaire ressemble a ’homologie simpliciale. Chaque
cellule e; de dimension p est attachée au (p — 1)-squelette au méme titre quun p-
simplexe I’est dans un complexe simplicial. L’application d’attachement est donné
ici par une application continue f; : (B,, 0B,) — (X,, X,-1) qui induit un mor-
phisme injectif de H,(B,,0B,) dans D,(X) dont I'image est un des facteurs de
D,(X). Or, le diagramme suivant commute

H,(B,B7) 2%, D,(X)

(p>0):l l(a)*
Hy1(0B") —— Dpi(X) —— Hyy (XP71 XP72)

)%
lg

Hy o (XPHXPN U {é))

jelp—1

Le bord 0, décrit la fagon dont la cellule e; de dimension p est attachée aux

cellules de dimension p — 1. Il est donné pour tout j € I?~! par le morphisme
Z = Hy 1(0B?) — Hy (X0, X0 0\(6}) ~ .
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Définition 3.74. Soit X un CW-complexe dont les cellules sont munies d’une
orientation. On appelle indice d’incidence de e; par rapport a e;, ou e; est une
p-cellule et ej une (p—1)-cellule, Uentier, noté [e; : e;], tel que le morphisme (f;).
de H, 1(0BP) dans H, 1(XP~1, XP~N\{€;}) soit donné par la multiplication par
[e; : e;] via les identifications Z ~ H,_1(0BP) et Z ~ H, (X~ XP~1\{&;}).

Ainsi, le choix des orientations sur les cellules fournit une base de D,(X) pour
tout entier naturel p et la matrice de 0, dans cette base est la matrice ([e; : e;]

J
Ezxemple 3.75. 1. Si X = 8", n>1, alors D,(X) ~Zsipe {0,n} et D,(X) =
{0} sinon. D’autre part, 0, = 0 (exercice si n = 1) de sorte que H,(5") ~ Z
si pe {0,n} et Hy(5") = {0} sinon.

2.S1 X =CP"~C"uCP", D)(X) ~ Z si p est pair et D,(X) = 0 sinon.

Ainsi 0, = 0 et H,(CP") ~ Z si p est pair et H,(CP™) = 0 sinon.
3. Si K est un complexe simplicial, alors K est un CW-complexe et on vérifie que
D(X) = C(X), de sorte que homologies simpliciale et cellulaire coincident.
4. Si X = RP" ~ R" uRP" ! alors D,(X) ~ Z pour tout p compris entre
0 et n. On laisse en exercice le fait que J, est la multiplication par 2 si

p est pair et 'application nulle si p est impair. Que vaut H,(RP",Z) et
H,(RP",7,/2Z)?

)ij-
)

Théoréme 3.76. Les homologies cellulaire et singuliére d’un CW-complexe de
dimension finie coincident.

Démonstration. Onnotera H, les groupes d’homologie singuliére et H¢ les groupes

d’homologie cellulaire.

On procéde par récurrence sur la dimension du CW-complexe X. Si la di-
mension est nulle, les homologies coincident. Si on suppose que les homologies
coincident pour un CW-complexe de dimension m — 1 et si X est de dimension m,
la suite exacte longue associée a la paire (X™, X™™1) g’écrit

C— Hp (XXM —— Hpy(X™MT) —— Hp(X™) —— Hy(X™, X" —— -

gl l:

® H,.(B™ 0B™) ® H,(B™,0B™)

ielm ielm

On en déduit que H,(X™ ') = H,(X™) pour p différent de m et m — 1. En par-
ticulier, les homologies singuliéres et cellulaire coincident pour p > m et pour p <
m—1. On en déduit également que H,, (X" ') = H, (X" ?)=--- = H,(X°) =0.
Pour p = m — 1, on réécrit la suite longue

0 — Hp(X™) = Hp(X™, X™ Y = Hy o (X™Y) — Hypyf(X™) — 0.
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Puisque H,,_1(X™ ?) = 0, on a également la suite
0— Hmfl(Xmil) N mil(xmfl’meZ) ék) .

ce qui permet d’identifier H,, ;(X™ 1) a Z¢ (X™). On en déduit alors que
Hyp (X™) = ZH(X™) = Hit(X™) et Hy 1 (X™) = Zin 1 (X™)/0(Diy (X)) = HZH(X™).
[

3.4.3 Dualité de Poincaré, seconde version

Théoréme 3.77. Soit M une variété compacte orientée de dimension n et G un
groupe abélien (ou A-module). Alors, pour tout entier naturel p, on a l'isomor-
phisme

H,(M,G) ~ H"™"(M,G).

St M n’est pas orientable, ce résultat reste valable dans le cas particulier ou G =
Z7/27.

Démonstration. Munissons M d’une triangulation 7 fournie par la méthode de
Whitney, voir le Théoréme 3.41. On considére alors la subdivision barycentrique
de cette triangulation et la cellulation duale de 7 associée, voir la Définition 3.55. La
variété M hérite ainsi d’une structure de complexe simplicial K et d’une structure
de CW-complexe X, tous deux de dimension n. De plus, il y a une bijection entre
les simplexes o de K et les cellules D(c) de X. Si o est de dimension p, D(o) est
de dimension n — p et rencontre « transversalement » o en un point. Comme M est
orientée, le choix d’une orientation de ¢ induit une orientation de D(c) de sorte
que l'orientation de M coincide avec l'orientation induite par la concaténation de
celles de o et de D(o).

On en déduit un isomorphisme C?(K) — D,,_,(X) puisque ce sont des groupes
abéliens libres engendrés par les p-simplexes orientés et les cellules orientées de
dimension n—p respectivement. On en déduit également un isomorphisme C?(K)®
G — D,_,(X)®G. Or CP(K) est libre, donc C?(K) ® G ~ Hom(C?(K),G) =
CP(K,G) et D, ,(X)®G = D,_,(X,G). On peut modifier cet isomorphisme en
ajoutant un signe €(p) qui ne dépend que de la dimension p (et de n) et en posant

YP: CP(K,G) — D, (X,G)
ot = €(p)D(o)

oll * est la cochaine indicatrice de o. Il reste & voir qu’il existe une distribution de
signes € telle que d,,_,0Y? = P odP, c’est-a-dire telle que 1), est un isomorphisme
de complexes de chaines, induisant un isomorphisme en cohomologie.

Or, si 0* € CP(K) est une cochaine, d”(0) est non nulle exactement sur les
(p+1)-simplexes o’ qui ont o pour face. Tous ces (p+ 1)-simplexes sont transverses
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au bord de D(c). On s’apergoit alors que l'indice d’intersection dD(o) o ¢’ ne
dépend pas du choix de o et ¢, uniquement de la dimension p de o et de la
dimension n de M, c¢’est une vérification locale. Il existe alors un choix de fonction
€ pour lequel 1), est un morphisme de complexes de chaines, d’otu le résultat.

Si M n’est pas orientable et G = Z/27Z, alors il n’est pas nécessaire de tordre
la bijection initiale par un signe pour obtenir un isomorphisme de complexes et la
dualité de Poincaré. O
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4 Faisceaux

Ce paragraphe est consacré aux faisceaux et a leur cohomologie. Le lecteur
souhaitant en connaitre davantage pourra consulter les ouvrages [6], [9], [3] et [7].

4.1 Faisceaux, préfaisceaux et morphismes de faisceaux

Définition 4.1. Un faisceau en groupes abéliens F sur un espace topologique X
est la donnée pour tout ouwvert U de X d’un groupe abélien F(U) et pour tout
ouvert V. U d’un morphisme de restriction ryy : F(U) — F(V) qui vérifient les
conditions suivantes :

1) F(@) = {0}.

2) Tvu = Id]:(U)

3) SiW cV cU, alors ruyw = rvw o ruy.

4) St (Vi)ier est un recouvrement de U par des ouverts et si s € F(U) est tel que
pour tout i € I, ryy;(s) =0, alors s = 0.

5) Si (Vi)ier est un recouvrement de U par des ouverts et (s; € F(V;))ier est tel
que pour tous i et j, v, v,~v,(8:) = Tv, vinv, (85), alors il existe s € F(U) tel que
pour tout i € I, ryy(s) = s;.

Lorsque les trois premiéres conditions sont satisfaites, on parle de pré-faisceau. Un

élément s de F(U) est appelé section de F au-dessus de U et ryy(s) est souvent
noté sy .

Ezxemple 4.2. 1. Le faisceau des fonctions lisses sur une variété M.

2. Pour tout entier naturel p, le faisceau QP(M,R) des p-formes différentielles
sur une variété M.

3. Le faisceau Cx des fonctions localement constantes sur un espace topolo-
gique X a valeur dans C, ou pour tout ouvert U, Cx(U) est 1’ensembles des
fonctions localement constantes sur U.

4. Le faisceau gratte-ciel G,. Soit G un groupe et x € X. Si U est un ouvert de
X on définit G,(U) =G siz e U et G,(U) = {0} sinon.

Attention, dans cet Exemple 4.2, si 'on remplace les fonctions localement
constantes par les fonctions constantes, on n’obtient pas un faisceau.

Définition 4.3. On appelle fibre d’un faisceau F au-dessus d’un point x € X la
limate directe
Fp = 1limF(U).
Usz
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Ainsi, disons que s € F(U) est équivalent a s' € F(V), ou U etV sont deux ouverts
contenant x, lorsqu’il existe un ouvert W < UNV tel que ryw(s) = ryw(s'). Alors,

Usx

Les éléments de F, sont appelés les germes de sections de F en x.

Définition 4.4. Si F et G sont des faisceaux (ou des préfaisceaux) sur X, un
morphisme de faisceauz (ou de préfaisceaur) ¢ : F — G est la donnée pour tout
ouwvert U de X d’un morphisme de groupes oy : F(U) — G(U) tel que, pour tout
V c U, le diagramme suivant commute

F(V) —— G(V).
(2%
Exemple 4.5. Dans le cas du faisceau des p-formes différentielles sur une variété
M, Dopérateur d : QP — QPFL est un morphisme de faisceau.

Exercice 4.6. Montrer que ¢ : F — G est un isomorphisme de faisceaux si et
seulement si pour tout x € X, ¢, : F, — G, est un isomorphisme.

Proposition 4.7. Soit ¢ : F — G un morphisme de faisceauxr sur X. Alors le
noyau de ¢ est un faisceau sur X tandis que limage de ¢ et son conoyau ne sont
en général que des préfaisceau.

Démonstration. Pour tout ouvert U de X, Ker(p)(U) = Ker(y¢y). On a donc
linclusion Ker(ggz) < F(&) = {0}. Puis rpp @ Ker(py) — Ker(py) est la
restriction de rypy : F(U) — F(U) a Ker(p)(U), donc c’est 'identité. De méme,
roy : Ker(py) — Ker(py) est la restriction de ryy @ F(U) — F(V). Cette
restriction & Ker(p)(U) est bien a image dans Ker(y)(V) d’aprés la Définition 4.4.
On a alors par restriction ryw = rv,wry,y pour toute suite d’ouverts W < V <
U. Enfin, soit (V;);e; un recouvrement ouvert de U. Si s € Ker(p)(U) satisfait
ruy;(s) = 0 pour tout i € I, alors s = 0 dans F(U) puisque F est un faisceau.
Donc s = 0 dans Ker(p)(U) par restriction. De méme, si s; € Ker(p)(V;) sont
donnés et satisfont 7v, v,~v,(5i) = 7v,v,Avi(s;), alors il existe s € F(U) tel que
ruv;(s) = s; puisque F est un faisceau. D’aprés la Définition 4.4, cette section
s est dans Ker(p)(U). En effet, pour tout i € I, ryy, (¢u(s)) = pv.(si) = 0, donc
wu(s) = 0 puisque G est un faisceau. Enfin, on montre de la méme fagon que
Im(p)(U) et Coker(p)(U) = G(U)/Im(p)(U) définissent des préfaisceaux. O
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Si s € Im(gpy) satisfait 7y v, (s) = 0 pour tout 7 € I, alors s = 0 € G(U) car G est
un faisceau. Par contre, si s; € Im(p)(V;) sont donnés et satisfont 7y, v,~v,(s;) =
Tv,v;nv;(8;5), il existe s € G(U) tel que ryy;(s) = s; mais rien ne garantit que
se Im(p)(U).

Exemple 4.8. 1. Soit X = R et F = Ry. On définit le faisceau G gratte-ciel en
deux points {—1,+1} comme ceci : si U est un ouvert de R qui ne contient
ni 1 ni —1, alors G(U) = {0}, si U ne contient qu’'un seul de ces deux points,
G(U) = Ret si U contient 1 et -1, alors G(U) = R?. On définit ¢ : F — G par
restriction. Si U < R ne contient pas {—1, 1}, alors ¢y est surjectif, mais si
U est connexe et contient {£1}, alors ¢y n’est pas surjectif (merci a Nicolas
Vichery pour cet exemple).

2. Si X = S' on considére le faisceau F = C°($!,C) des fonctions complexes
continues, ou plus précisément F(U) = C°(U,C). On considére également
le faisceau G = C°(U,C*) et le morphisme ¢ = exp : F — G. Alors pour
tout U ouvert de S qui n’est pas $! tout entier, oy est surjectif, par contre
exp : F(S') — G(S') n'est pas surjective.

Toutefois, cette anomalie, complétement liée a la notion de cohomologie comme
on va le voir au §4.3.1, est corrigeable par la Proposition suivante.

Proposition 4.9. Pour tout préfaisceau F sur un espace topologique X, il existe
une unique paire (Ft,0) a isomorphisme pres, ot F* est un faisceau sur X et 6 :
F — FT un morphisme de préfaisceaux, ayant la propriété universelle suivante :
pour tout faisceau G sur X et tout morphisme de préfaisceaux ¢ : F — G, il existe
un unique morphisme de faisceauxr ¢ : Ft — G tel que o = 1 o 6. Le faisceau F~*
est appelé faisceau associé au préfaisceau F.

Démonstration. On définit F*(U) comme 'ensemble des fonctions s : U — | | F,
zeU
qui sont telles que pour tout x € U, s(x) € F, et il existe un ouvert V' qui contient

x, inclus dans U, ainsi qu'une section ¢t € F(V) tels que pour tout y € V, s(y) = t,
(t, est I'image de t dans F,, c-a-d la classe d’équivalence de t). Alors, muni de
la restriction des applications, F* est un faisceau. En effet, c’est clairement un
préfaisceau. De plus, si (V;);er est un recouvrement ouvert de U et si s € FH(U)
satisfait s;y, = 0 pour tout i € I, alors pour tout « € U, s(x) = 0, donc s = 0. Si
pour tout i € I, s; € F*(V;) sont donnés et satisfont (s;)v,~v, = (55)|v;~v;, alors
on pose, pour tout x € U, s(x) = s;(z) si z € V. Cette définition ne dépend pas
du choix de ¢ € I par hypothése et par définition, s € F*(U).

On dispose d’un morphisme de préfaisceaux tautologique 6 : F — F*1 qui
4 une section s associe la fonction o telle que o(z) = s,. On montre alors que
(F*,0) vérifie la propriété universelle énoncée. Si ¢ : F — G est un morphisme de
faisceaux, on G est un faisceau, alors il induit un morphisme ¢ : 7+ — G. En effet,
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si U < X est un ouvert et si s € F(U), alors par définition, pour tout = € U, il
existe un ouvert V' contenant z et une section t € F (V) tels que pour tout y € V,
s(y) = t,. Alors ¢(t) € G(V). On en déduit un recouvrement ouvert (V;);e; de U
et des sections u; = ¢(t;) € G(V;) qui satisfont (u;)jv,nv, = (4;)y;~y;- Comme G
est un faisceau, il existe un unique v € G(U) tel que pour tout i € I, ujy, = u;. On
pose 1(s) = u. Le morphisme v est bien défini puisque u ne dépend pas des choix
de u; et V;. Par construction, ¢ = 1) 0 6.

Enfin on vérifie I'unicité de (F*, 6). Celle-ci découle de la propriété universelle.
Si (F~,07) est un autre couple, il existe ™ : F© — F~ et ¢~ : F~ — F7 tels
que @ =1~ o0f et 0~ =T 0f. Alors @ =1~ o1pT 0. Or on a aussi § = Id o 0,
donc par unicité, )~ o )T = Id. De méme 1 o)~ = Id, de sorte que (F*,0) et
(F~,07) sont isomorphes. O

Définition 4.10. Si ¢ : F — G est un morphisme de faisceauz, on appelle image
de ¢ le faisceau associé au préfaisceau Im(p) et faisceau conoyau le faisceau associé
au préfaisceau Coker(p). Le morphisme est dit surjectif si Im(p)™ = G. De méme,
on appelle faisceau quotient d’un faisceau G par un sous-faisceau F le faisceau
associé au préfaisceau U — G(U)/F(U).

Remarque 4.11. On a vu dans les exemples précédents que si ¢ : F — G est un
morphisme de faisceaux surjectif, alors px : F(X) — G(X) n’est pas nécessaire-
ment surjectif.

Ezercice 4.12. Montrer qu’un morphisme de faisceaux est surjectif si et seulement
si le morphisme induit au niveau des fibres est surjectif.

Une suite de faisceaux sur X
p—1 4
cee > FPLYL o B il L

est dite exacte lorsque Ker(pP) = Im(oP~1)* pour tout p € Z.

Ezercice 4.13. Montrer qu’une suite de faisceaux est exacte si et seulement si elle
I’est au niveau des fibres.

4.2 Cohomologie de Cech d'un faisceau

Cette partie est largement inspirée de [9].

421 Deéfinition

Soit F un faisceau en groupes abéliens sur un espace topologique X. Soit
U = (U;)ies un recouvrement de X par des ouverts. Pour tout entier naturel p, on
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note CP(U, F) 'ensemble des suites de sections

-----

vérifiant la condition combinatoire suivante :
VO— € Ger]_, Sia(O)v"'vio'(p) = G(O—)Siﬂw-wip'

C’est le groupe des cochaines de Cech associé au recouvrement .
Pour tout p € N, on pose

. CrUF) - CUWUF),
$ = (Sigipivyrip > (Tjoresipir Jioreipin
i #ip Ik #J1
Ol Ty, jpsr = ZE)(—l)’(sjo 77777 JA.Z,V._’]APH)|Uj0m_ﬁUjp+1 et j; signifie que 'on a enlevé
1=

Iindice ;.

FEzercice 4.14. Vérifier que pour toute permutation 6 de G,9, on a 'égalité
Ojo(0)rrdomr1) — E(Q)Ujo ----- Jp+17

de sorte que dP est bien défini.

Lemme 4.15. Pour tout entier naturel p, d’*' o d? = 0.

Démonstration. C’est la méme vérification combinatoire que celle effectuée dans
la démonstration du Lemme 3.46. O]

On a donc associé a tout faisceau F un complexe de Cech

SO UL ) e U, FY S e UL F) - -

dont ’homologie, notée H *(U,F), est appelée cohomologie de Cech associée au
recouvrement U et a coefficients dans F. Ces groupes dépendent de U. Toutefois,

Proposition 4.16. Pour tout faisceau F sur X et tout recouvvrement U de X par
des ouverts, H(U, F) = F(X), lespace des sections globales.

Démonstration. On introduit le morphisme € : F(X) — C%(U, F) que l'on définit
par €(s) = (s;)ier Ol 8; = s|y,. Alors d’oe = 0. En effet, si s € F(X) est une section,

alors dOOE(S) = (O-io,ld)io#h avee T4, = (sil)\UoﬂU1 - (Sio)\UoﬁU1 = S|UonUs — S|UgnU1 s
donc d? o €(s) = 0 et € est a valeurs dans H(U, F).
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Il ne reste qu’a montrer qu’e est un isomorphisme. D’aprés la quatriéme pro-
priété des faisceaux donnée par la définition 4.1, si pour tout ¢ € I, s; = sy, =
0, alors s = 0, de sorte que si €(s) = 0, alors s = 0, d’ou l'injectivité de e.
D’autre part, d’aprés la cinquiéme propriété des faisceaux, voir la Définition 4.1,
si (s;)ier € CO(U, F) est tellle que pour tous i # j, (s;)jv,nv; = (85)0,n0;, c-a-d
(si)ier € Z°(C'), alors il existe une section s telle que s;y, = s; pour tout i. On en
déduit que €(s) = (s;)ier et la surjectivité de e. O

SiV = (V;)jes est un raffinement du recouvrement U = (U;);er, on appelle
application de raffinement toute application ¢ : J — [ telle que pour tout j € J,
on ait V; < U,;y. Une telle application induit, pour tout entier naturel p, un
morphisme ¢P défini par

P : CP(U, F) — CcP(V,F)

ol Ty g, = (Sp(jo)ipip) )|VigrV;, SLpour tous k # 1€ {0,....p}, ©(jr) # (i),
et gy,,...;, = 0 sinon.

Lemme 4.17. Toute application de raffinement ¢ : J — I induit un morphisme
de complexes ¢* : C*(U, F) — C*(V, F).

Démonstration. Soit s = (s;,,..4,) € CP(U,F), alors

d” 0 P () = d”((Sp(jo), (i)

= (Uj07~~~:jp+1)
p+1 ]
e i = 24 (1 () i) Vio 1o Vi
D’autre part, @P*! o dP(s) = ¢P*!(0), ot 0 = (04,..i,,) AVEC T iy =
1
2:2)(_1)k(3i0,...7i;,...7ip+1)|Uioﬂ~--ﬁU¢p+1' Ainsi,

90er1 © dp(s) = (O-jo,m:jpﬂ) =d"o (pp(s).
]

En fait la démonstration du Lemme 4.17 repose sur le fait que les opérations
combinatoires de suppression d’indice et de renumérotation par ¢ commutent.

Lemme 4.18. Soit V un raffinement d’un recouvrement U et ¢, ¢ deux applica-
tions de raffinement. Alors, les morphismes induits 1* et p* de C*(U,F) dans
C*(V, F) sont homotopes.
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Démonstration. On définit ’homotopie K en posant

K: CPUF) — Crl(V,F)

s = (Si07...,’ip) = (O—jOV"jP—l)’

p—1 , ]
0% oy = 2 (=)' Sitio) G0 0G0 Gp)- SOI 8 = (S3o...5) € CPU, F). Pour
fixer les notations, soient d(s) = o, K(s) = z, d(z) = ¢, K(c) = 7. On a alors

+
.707 7JP+1 Z ]07"'7.j}€7"'7j2)+1’

donc

p
i k o
Tiowwsin = 231 25 (1 S0y G0 oG

=0 k=0
P P
7 k+1
+§(_1) ;(_1) S o (0)sres@ G )5 Gertbi)

Dans la seconde somme apparait le terme (—1)**1 puisqu’on a doublé un indice

lors du passage de ¢ a 1. En isolant dans ces deux sommes les termes k = ¢, on

obtient st (0)serns@ (s )0 )smneto(p) € st (o) W0is1)i(p)- ED les sommant,

on obtlent une somme télescopique et les seuls deux termes qui ne sont pas annulés
SOt Sy (jo),. 1) €0 ~S(io),...(ip)s € OSt-a-dire 1(s) et —p(s). On a donc

p
; Z 8 i PG VG i)
p—1 P
+ZU(_1)Z;( DS G D)
+1(s) — (s
p—1 )
D’autre part, zj, ., , = EO(_1)1%(]‘0),---7@(]‘0,w(ji),---vw(jp—l)' Donc si on applique d*,

on obtient

p —
Conmdp = Z Z Sw(jo) ,,,,,, (i) (i) (i)t i)

k=1 =0
p—1 p
k 1—1
D Y D TS G TG0 Gy)
k=0 i=k+1
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Ainsi en sommant les deux expressions obtenues, il ne reste que 1¥(s) — p(s), ce
qui achéve la démonstration. O

Si V raffine U, on déduit des Lemmes 4.17 et 4.18 un morphisme canonique
de H(U, F) dans H(V, F), induit par n’importe quelle application de raffinement.
Comme deux recouvrements possédent toujours un raffinement commun, on abou-
tit & la définition suivante.

Définition 4.19. La cohomologie de Cech d’un faisceau F sur un espace topolo-

gique X est la limite directe H*(X, F) = imH*(U,F) = ([ UH*U,F))/ ~, ou
u u

se H*(U,F) ~ s € H*U', F) lorsqu’il existe un raffinement V commun o U et

U tel que oy (s) = puy(s').

Cette cohomologie de Cech peut souvent dans la pratique se calculer avec des
recouvrements bien choisis.

Définition 4.20. Un recouvrement U est dit acyclique pour le faisceau F lorsque
pour tout p > 0, tout q¢ = 0 et tous indices iy, ..., i, avec iy # i, on a HP(U;y 0.0
Ui,, F) = 0.

Théoréme 4.21 (Leray). Soit U un recouvrement ouvert d’un espace topologique
X qui est acyclique pour un faisceau F, alors H*(X,F) = H*(U, F).

Démonstration. Ce théoréme de Leray est admis, voir [3] par exemple. O]

Proposition 4.22. Pour tout faisceau en groupes abéliens F sur une variété dif-
férentielle M de dimension n et pour tout p > n, H?(M,F) = 0.

Démonstration. On a vu que M posséde une triangulation donnée par la méthode
de Whitney (Théoréme 3.41) et qu’a cette triangulation, on peut associer un recou-
vrement d’ouvert U de M dont les intersections sont soit vides soit difféomorphes
a R™ (Corollaire 3.42). En fait, & chaque sommet s de la triangulation est associé
un ouvert Uy et 'intersection de p+1 de ces ouverts Uy, ... U, est non vide si et
seulement si sy, ..., s, sont les sommets d’un simplexe de la triangulation. Si p > n,
et sp, ..., s, sont p+ 1 sommets distincts, il n’existe aucun simplexe qui les contient
comme sommets, puisque ce simplexe serait de dimension strictement plus grande
que n. Par suite CP(U, F) = 0 pour p > n et donc H?(U, F) = 0. Enfin, tout
recouvrement d’ouverts de M posséde un raffinement associé a une triangulation
suffisament fine, donc H?(X, F) = 0 pour tout p > n. ]
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4.2.2 Exemples

Exemple 1 : Le faisceau Zj; des fonctions localement constantes de M a valeurs
dans Z.

Théoréme 4.23. Soit M une variété différentielle de dimension n, alors la co-
homologie de Cech de M a coefficients dans Zy; est isomorphe a sa cohomologie
singuliere a coefficients entiers.

Démonstration. On munit M d’une triangulation 7 donnée par la méthode de
Whitney (Théoréme 3.41) et on considére le recouvrement d’ouverts associés U =
(Us)ses o S deésigne 'ensemble des sommets de 7 (Corollaire 3.42). Alors, si
50, ---, Sp € S sont p+ 1 sommets distincts de 7, Uy, n... N Uy, est vide si s, ..., 5, ne
sont pas les sommets d'un simplexe et se rétracte sur le (p + 1)-simplexe [sq, ..., Sp]
sinon. En effet cette intersection est alors par définition I’ensemble des simplexes de
7 adjacents a tous les sommets sy, ..., s, de sorte que tous ces simplexes posseédent
[s0, ..., Sp] comme face. On en déduit 'isomorphisme tautologique

WP CPU,Zy)  — C*P(7,Z)
R Cp(m,Z)  — Z )
(Usow-vsp)sf;}:;’s‘jp ( [80, ceny Sp] = Osq,....8p

En effet, comme Uy, n ... n U, est connexe, oy, . s, € Zy(Usy ... 0 Us)) est
une fonction constante & valeurs dans Z. Par définition, Pt o dP = dP o 9P et
on en déduit lisomorphisme HP(U,Zy;) ~ HP(1,7Z) ~ HP(M,Z) le deuxiéme
isomorphisme provenant du Théoréme 3.67. Or tout recouvrement d’ouverts U de
M posséde un raffinement associé a une triangulation suffisament fine et on en
déduit I'isomorphisme HP (M, Zy;) ~ HP(M,Z). O

En fait, ces recouvrements U sont acycliques pour le faisceau Z,; comme toutes
les intersections sont vides ou difféomorphes a R™ et comme H?(R™, Zy;) = 0 si
p > 0. On aurait donc pu conclure par le Théoréme 4.21.

Exemple 2 : Le faisceau Q27 des ¢-formes différentielles sur une variété M.

Proposition 4.24. Soit M une variété différentielle et ¢ un entier naturel. Alors,
pour tout p > 0, HP(M,Q9) = 0.

Démonstration. Soit U = (U;)ier un recouvrement localement fini de M et soit
a = (Qig,...i, Jio,...is € CP(U, Q) tel que dPa = (Bjg,...jp1) = 0. On rappelle

JOse-sJp+1
i #1] Ik #J1
p+1 L
que By, gy = kZO(—l) (&jo,...,jk,...,jpﬂ)\Ujom...mUjp+1- Soit (fi)ier une partition de

I'unité associée au recouvrement U. Soient jo,...,jp,—1 € I des indices distincts.

Alors, pour tout i € I différent de jo, ..., j,-1, la g-forme f;aj,, . ;,_, définie sur
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UinUj,n...nUj,_,, se prolonge par 0 sur (Uj, n...nU; _ )\U; puisque le support

de f; est inclus dans U;. On pose alors v, . j,_, = >, (fi%tio,...jp_1) €
€\{jo,.-.Jjp—1}

QI(U; R) et on montre que o = d?'~. Soient jo, ..., J, € I, jx # ji. Alors,

0y--sJp—17

P
pour tout i € I\{jo,...,Jp}, on a 0 = B, 5, = Qo..jy — 2 (—1)kai’jo7...’jk’...’jp.

P

De ceci on déduit, pour tout 7 € I\{jo, ..., Jp}, fittjo,...j, = X2 (_1)kfiai,j07...,j'k,...,jp‘
k=0

D’autre part, pour k € {0,...,p}, on a aussi fj aj,,. ;, = (_1)kfjkajk’jmm’j-k’m’jp.

Par sommation, on en déduit que o = dP~'vy. Ainsi, H?(U,Q%) = 0. Enfin, tout

recouvrement d’ouverts posséde un raffinement localement fini d’aprés le Théoréme

1.6. On en déduit que H?(M,Q9) = 0. O

Dans cette démonstration, la seule propriété du faisceau 29 que 'on a utilisé
est la suivante.

Définition 4.25. Un faisceau F sur un espace topologique X paracompact est dit
fin lorsque pour tout recouvrement d’ouverts localement fini U = (U;)ier de X, il
existe une famille de morphismes de faisceaux f; : F — F telle que le support de
fi soit inclus dans U; et telle que >, f; = Idr.

i€l
La Proposition 4.24 peut donc se reformuler ainsi : tout faisceau fin est acy-
clique.

4.3 Cohomologie des faisceaux
4.3.1 Résolutions et théoréme de de Rham

Définition 4.26. Une résolution d’un faisceau F sur un espace topologique X est

; 0 1
la donnée d’une suite exacte longue de faisceaur 0 — F NN LN G! 4
k .
G* %, ... Une telle suite est dite acyclique lorsque les faisceaux G* sont acycliques,

fine lorsqu’ils sont fins, etc...

Exemple 4.27. Si M est une variété différentielle, alors la suite exacte de faisceaux

de de Rham 0 — Ry, — Q° 4 0t % ... fournit une résolution acyclique du
faisceau Rj; des fonctions localement constantes sur M & valeurs dans R.

En spécialisant une résolution aux sections globales des faisceaux, on déduit un
complexe de groupes abéliens 0 — F(X) — G%(X) - GH(X) » .-+ - GF(X) —
--+ Uniquement un complexe et non une suite exacte, puisqu’on a vu que le fonc-
teur des sections globales ne préserve pas 'exactitude, voir la Remarque 4.11.

Dans le cas de la résolution de de Rham sur une variété compacte connexe, on

obtient le complexe de de Rham augmenté 0 — R — Q0(M,R) 5 Q'(M,R) > - -
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Théoréme 4.28 (Théoréme de de Rham). Soit M une variété différentielle. Alors
la cohomologie de Cech du faisceau Ry, des fonctions localement constantes sur M
a valeurs dans R coincide avec la cohomologie de de Rham de M.

Démonstration. La résolution de de Rham 0 — Ry, — Q° LS sur M
se décompose en suites exactes courtes de faisceaux 0 — Ry, — QY — dQ° — 0,
0—-dY - -dQ! -0,...,0-d0" 1 - Q7 - dQ —0, ...

Soit U = (U;)ier un recouvrement de M par des ouverts dont toutes les in-
tersections sont soit vides soit difféomorphes & R", donné par le Corollaire 3.42.
On déduit de ces suites exactes courtes de faisceaux des suites exactes courtes de
complexes de Cech associés au recouvrement U : 0 — C(U,Ry) — CU,Q°) —
CU,d) -0, ...,0—> CU,dW ™) - CU,Q) — CU,dQ) — 0. En effet
I'exactitude & gauche et au milieu proviennent directement de I’exactitude au ni-
veau des faisceaux. L’exactitude a droite serait fausse en général, mais vraie ici
d’aprés le Théoréme de Poincaré. En effet, les intersections d’ouverts sont difféo-
morphes a R™ par hypothése, et toute forme fermée sur R" est exacte d’aprés ce
théoréme. Comme un élément de C*(U, d27) est la donnée d’une forme fermée sur
chaque intersection d’ouverts, on en déduit I'exactitude a droite.

On considére alors les suites exactes longues associées en cohomologie

0— H°U,Ry) — H'U, Q%) — H(U,dQ°) — H (U, Ry) — - -

Dans cette suite, H°(M,Q°%) = Q°(M,R) (sections globales), H(U,Ry;) =
H9(M,R) et H'(U,Q°) = --- = H?(U,Q°) = 0 d’aprés la Proposition 4.24. Par
suite, H' (U, Ryy) est le conoyau de la différentielle extérieure, puisque H°(U, dQ°) =
Zin(M,R). Ainsi, H'(U,Ry) = H)p(M,R) et pour tout p = 1, HP*H (U, Ry) ~
HP(U, d°).

De méme, on obtient pour tout ¢ = 1 la suite exacte longue

0— H(U,d ") — H'U, Q1) — H'U,dQY) — H'(U,dQ ) — -

A nouveau, d’aprés la Proposition 4.24, H?(U,Q9) = 0 pour tout p > 1, tan-
dis que HO(U,dQ?) = Z4: (M, R) et HOU,Q9) = QI(M,R). On en déduit que
(U, dQ7 1) ~ HIZY(M,R) et pour tout p > 1, HP*'(U,dQ 1) ~ HP(U, dQ9).
Ainsi, pour tout p = 1, HP*'(U,Ry) ~ HP(U,dQ°) ~ ... ~ H'(U,dP ') ~
H ggl(M ,R). Enfin, tout recouvrement d’ouverts posséde un raffinement dont les
intersections sont soit vides soit difféeomorphes & R™ d’aprés le Corollaire 3.42, d’ou
le résultat. O

Pour identifier la cohomologie de Cech de Ry avec la cohomologie de de Rham,
les seules choses que 'on a utilisé dans cette démonstration sont que la résolution
de de Rham est acyclique pour la cohomologie de Cech et que les suites exactes
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courtes de faisceaux associées induisent des suites longues en cohomologie de Cech
pour le recouvrement /. Ce dernier point est faux en général mais il est vrai a
la limite directe en cohomologie de Cech : toute suite exacte courte de faisceaux
induit une suite exacte longue en cohomologie de Cech, voir le Théoreme 3.7 de

[9]-

4.3.2 Faisceaux injectifs

Définition 4.29. Un faisceau G sur un espace topologique X est dit injectif lorsque
pour toute suite exacte courte de faisceaur 0 — F' — F — F" — 0, la suite courte
0 — Hom(F",G) — Hom(F,G) — Hom(F',G) — 0 est également ezacte.

La définition 4.29 est a comparer avec la Proposition 2.22. L’exactitude de
0 - Hom(F",G) —» Hom(F,G) - Hom(F',G) est vraie en général. En effet, si
p € Hom(F",G) vaut 0 dans Hom(F,G), alors le noyau de ¢, sous-faisceau de F”,
contient le préfaisceau image de F — F” et donc le faisceau image associé. Comme
ce dernier vaut F” par hypothése, on en déduit que ¢ = 0 et donc I'injectivité a
gauche. De méme, si p € Hom(F,G) se restreint a 0 dans Hom(F', G), cela signifie
que le noyau de ¢ contient F', et donc ¢ passe au quotient en un morphisme
de préfaisceau du conoyau F/F' vers G et du faisceau associé vers G, c-a-d en
un élément de Hom(F”,G). Comme la composée Hom(F",G) — Hom(F,G) —
Hom(F',G) s’annule, on déduit 'exactitude au milieu. Ce qui est faux en général,
c’est I'exactitude a droite, c-a-d le fait que tout morphisme de faisceaux de F’ dans
G se prolonge en un morphisme de faisceaux de F dans G.

Ezercice 4.30. De méme, un groupe abélien G est injectif lorsque le foncteur
Hom(.,G) est exact.

1. Montrer que G est injectif si et seulement si pour tout A € Z*, 'application
my :x € G— Ax € (G est surjective.

2. En déduire que Q et Q/Z sont injectifs.
3. En déduire que tout groupe abélien s’injecte dans un groupe abélien injectif.
Une résolution 0 — F — G% — G — - .. est dite injective si tous les faisceaux

G* sont injectifs.

Proposition 4.31. Soit p : F; — F5 un morphisme de faisceaux et soient deux
résolutions injectives 0 — F; — GY - GI — ... et 0 > F, - G — GL — ... de Fy
et Fo. Alors ¢ se prolonge en un morphisme de complexes

0 R g gt
RS Y
0 F 2o gy gl s
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De plus, ’extension (p")ien est unique a homotopie pres.

Démonstration. Comme GY est injectif, le morphisme iy 0 ¢ : F; — G se prolonge
en un morphisme ¢° € Hom(G?, GY), de sorte que i5 0 o = ©° 04y, puisque F; est
un sous-faisceau de GY. Puis, d° o ©° € Hom(GY,G1) contient F; dans son noyau
puisque d’ ol oi; = d’oizop = 0. Ainsi, d°o¢? passe au quotient en un morphisme
GY/F1 — G3 et comme Gj est injectif, ce morphisme se prolonge en un morphisme
o' GI — Gl de sorte que p!od® = d°o . Par récurrence, on construit ¢* tel que
d*o* contient Im(d* 1) dans son noyau, passe donc au quotient en un morphisme
GF/d*=1(GF ) — G5! puis se prolonge par injectivité de G5 en un morphisme
L G R e sorte que dF o oF = @F o db,

Si (¢%) et (1) sont deux telles extensions, ¢° oi; = iy 0 ¢ = 1% 0 i;. Donc
(@* — %) 0i; = 0 et ° — Y passe au quotient en un morphisme G¢/F, — GY.
Comme GY est injectif, il se prolonge en un morphisme k' : G — GY de sorte que
o — ¥ =kl o d.

Puis d’ o’ = plod® et d’ o9)? = ! 0d®, donc d° o (¢ —¢°) = (o' — ') o d°,
c-a-d (! =t —d® o k') 0 d® = 0. On en déduit que p' — ! — d° o k! passe au
quotient en un morphisme Gi/d°(GY) — G} et par injectivité de G3, ce morphisme
se prolonge en un morphisme k? : G — GJ de sorte que o' — ! = d° o k! —k? o d.

Par récurrence, on construit £ tel que ' ! —¢t 1 = d" 2ok + kiod L. Alors
(902 _ wz) Odz’—l — dz’—l o (901'—1 _ wi—l) et donc (901 _ wz _ di—l o k,z) Odi—l = 0. On en
déduit que o’ —p' —d"~! ok’ passe au quotient en un morphisme Gi /d""H(Gi 1) — G
et par injectivité de Gi, ce morphisme se prolonge en un morphisme k*! : Gi*! —
G: de sorte que @' — ' = d" o ki + k' o db. O

Corollaire 4.32. Deux résolutions injectives d’un méme faisceau F ont méme
type d’homotopie. De plus, [’équivalence d’homotopie est canonique.

Démonstration. Soient 0 > F - GY -Gl —» -~ et 0 > F - G > G — ...
deux résolutions injectives de F. Alors, d’aprés la Proposition 4.31, le morphisme
¢ = Idr se prolonge en des morphismes ' de Gi vers Gi et ¢ de G5 vers Gi. De
plus, les composées ¢’ o )¢ et ' o ¢! prolongent I'identité de F d’une résolution
dans elle méme et sont donc homotopes a l'identité¢ de Gi dans G} et de G} dans
g; respectivement. O

En appliquant le foncteur sections globales a une résolution injective 0 — F —
G° - G! — ..., on obtient comme dans le cas de la résolution de de Rham un
complexe augmenté de groupes abéliens 0 — F(X) — G%(X) —» g1(X) — ---
canoniquement défini & homotopie pres.

Définition 4.33. On appelle cohomologie du faisceau en groupes abéliens F sur
X et on note H*(X,F) la cohomologie du compleze 0 — G*(X) — GHX) — -
ot 0 — F — G% — G — ... est une résolution injective de F.
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Remarquons que I'on a de nouveau enlevé 'augmentation F, comme dans le cas
de de Rham, de sorte que H°(X, F) ~ F(X), les sections globales de F. En effet,
Ker(d’) = F et dans la mesure ou F s’injecte dans G, le faisceau image de cette
injection coincide avec F. Plus généralement, si I’ est un foncteur de la catégorie
des faisceaux vers une catégorie abélienne et si F' est exact & gauche et additif
(c-a-d qu’au niveau des morphismes, F' est un morphisme de groupes), alors pour
tout faisceau F en groupes abéliens sur X, on peut appliquer le foncteur F' & une
résolution injective 0 — F — G° — G! — ... pour obtenir un complexe augmenté
0 — F(F) - F(G°) — F(G') — --- bien défini a équivalence d’homotopie preés.
On appelle alors i-iéme dérivée a droite du foncteur F' et on note R‘F le foncteur
qui & F associe le i-iéme groupe de cohomologie du complexe 0 — F(G%) —
F(G') — --- de sorte que R°F = F.

Ezemple 4.34. Si f : X — Y est une application continue et F un faisceau sur X,
alors on note f,JF le faisceau sur Y défini par (f.F)(U) = F(f~(U)) pour tout
ouvert U de Y. C’est le faisceau poussé en avant de F par f. Cette opération définit
un foncteur f, de la catégorie des faisceaux sur X vers la catégorie des faisceaux
sur Y qui est exact & gauche et additif. Lorsque Y est un point, la catégorie des
faisceaux sur Y coincide avec la catégorie des groupes abéliens et f, coincide avec
le foncteur des sections globales.

Proposition 4.35. Toute suite exacte courte 0 — F' — F — F" — 0 de faisceaux
induit une suite exacte longue en cohomologie

0— H(X,F)— H'(X,F) - H (X, F") > H'(X, F') - - --

Démonstration. 11 suffit de montrer que ’on peut trouver des résolutions injectives
Gg', G, G" de ces trois faisceaux de facon & obtenir une suite exacte courte de
résolutions, c-a-d telles que le diagramme suivant commute :

0 0 0
0 F F F'—— 0
0 9o o Gg — 0
0 g G1 Gl — 0
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En effet, en appliquant alors le foncteur des sections globales, on déduit la suite
courte de complexes :

0 — F(X) —— F(X) -2 F'(X)
J J J
0 —— GH(X) —2 Go(X) —" GU(X) —— 0
d, do d

0 —— GI(X) -2 Gi(X) 2 G'(X) —— 0

d, d d

Puisque les suites courtes 0 — G/ — G; — G — 0 sont des résolutions injectives du
faisceau trivial dont la cohomologie est nulle, les suites courtes horizontales sont
exactes. En appliquant le foncteur section globale, on conserve donc 'exactitude
de ces suites horizontales pour obtenir une suite exacte courte de complexes 0 —
G'(X) > G(X) » G"(X) — 0 et la suite exacte longue en cohomologie donnée par
le Théoreme 2.18.

Pour obtenir la suite courte de résolutions injectives, on part d’une résolution
injective quelconque 0 - F”" — G — Gf — --- de F”". Puis F s’injecte dans un
faisceau injectif Gy via un morphisme j et j” op : F — ( se prolonge en 1/;0 Gy —

(- Le morphisme o West pas surjectif a priori. On pose alors Gy = Gy @G et on
définit les morphismes

Yo: Go®G — G
(90796') = @/)0(90)—96/

et R
j: F - g~0 ® G
[ ((),0)
On compléte le diagramme a gauche en posant j' = j o1, G = Gy et
Po : C;o - go
go > (Jo,%0(do))-

Ce diagramme est alors commutatif, puisque si go = j o i(f'), on a vo(g0) =
Yoo joi(f) =jopoi(f) = 0.Donc ¢y(joi(f)) = 0 et comme ¢y(go) = O,
Joi(f) =wooj'(f').
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Le faisceau quotient Gy/F s’injecte dans un faisceau injectif g’}l et on obtient
de méme le diagramme commutatif suivant

Go —"= Gf —— 0

@ |
Ql — G
1
donné par la Proposition 4.31, o Ker(czo) = F.On pose G; = Q]@Q{’ et on définit
les morphismes
b GOG — Yt
(91.91) — ¥ilgr) —gf
et B
do: G — GG
g0 = (do(g0),0)

On compléte le diagramme a gauche en posant dj, = do o ©o, G1 = G et

@1 - g~1 - ‘.:71
g~ (91,Y1(91))

et le diagramme devient a nouveau commutatif, puisque si g; = do o wo(gp), alors
Y1(do © po(gp)) = 0. N

Enfin, Im(j) = Ker(dy) = Ker(dy) et il reste a voir que Im(j') = Ker(dy).
Soit go € Ker(d}), alors po(jo) € Ker(dy) = j(F). En particulier, v(jo) s’annule
et Go = j(f). Puis j"op(f) = thooj(f) = to(do) = 0 et j” étant injective, p(f) = 0.
Par suite, f = i(f’) et go = 7' ().

En procédant par récurrence, on en déduit le résultat. O

Corollaire 4.36. Si 0 — F — G° — G' — ... est une résolution acyclique de
F (au sens de la cohomologie des faisceaux), alors la cohomologie des complexes
0— G%X) - GY(X) — -+ coincide avec la cohomologie de F.

Démonstration. C’est la méme que celle du Théoréme 4.28, puisque cette résolu-
tion se scinde en une infinité de suites exactes courtes de faisceaux, que d’aprés la
Proposition 4.35 ces suites courtes induisent des suites longues en cohomologie et
que c’est la seule chose, avec 'acyclicité des résolutions, dont on s’est servi pour
démontrer le Théoréme 4.28. ]

Il résulte de ce Corollaire 4.36 qu’il n’est pas nécessaire de trouver une résolution
injective pour calculer la cohomologie de F, une résolution acyclique suffit.
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4.3.3 Résolution canonique

Soit F un faisceau en groupes abéliens sur un espace topologique X. On consi-
dere le faisceau F° défini pour tout ouvert U de X par FO(U) = {¢ : U —

| | o,V € U,o(x) € F,}. Attention, ces sections ne sont pas holonomes, c-a-d
zelU
qu’il n’existe pas (en général) de vraie section s € F(U) telle que pour tout z € U,

o(x) = s,, méme pas localement. Ce sont des sections discontinues. En fait, a tout
point x de X est associé le groupe abélien F, et donc le faisceau gratte-ciel F,

concentré en z. Alors F¥ = [[ F.
reX

Définition 4.37. Un faisceau sur X est dit flasque lorsque toute section définie
sur un ouvert U de X se prolonge en une section globale.

Lemme 4.38. Pour tout faisceau F sur X, F se plonge dans F° et F° est flasque.

Démonstration. Si o € F°(U), on peut prolonger o par 0 sur X\U, de sorte que
FO est flasque. Par ailleurs, pour tout ouvert U de X, le morphisme

FU) — < FoU) F)
o U — F

est injectif et ces morphismes définissent un morphisme injectif de faisceau F —
FU. O

De méme, d’aprés I'Exercice 4.30, pour tout x € X, le groupe abélien F,
s’injecte dans un groupe abélien injectif G,. On considére le faisceau gratte-ciel G,
associé¢ et on pose G° = [] G,.

reX
Lemme 4.39. Pour tout faisceau en groupes abéliens F sur X, F s’injecte dans
GO et GO est injectif.

Démonstration. D’aprés le Lemme 4.38, F s’injecte dans F° et par définition F°
s'injecte dans G°, donc F s’injecte dans G°. De plus, pour tout faisceau H sur X,

Hom(H,G") = [ Hom(H,G,) ~ [l Hom(H., G.).
zeX zeX
Par suite, si 0 > H' — H — H” — 0 est exacte, comme G, est injectif, la suite

0 - Hom(H),G,) » Hom(H,,G,) — Hom(H.,G,) — 0 est également exacte,
et par produit direct, 0 - Hom(H",G°) — Hom(H,G") — Hom(H',G°) — 0 est
exacte. O

Ainsi, en appliquant le Lemme 4.39 par induction a G°/F, on déduit que tout
faisceau posséde une résolution injective.

De méme, en posant F' = (F°)°, F? = (F')° ... on construit une résolution
canonique de F qui est flasque, cette construction est due & R. Godement.
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Proposition 4.40. Tout faisceau injectif est flasque et tout faisceau flasque est
acyclique.

La démonstration de la Proposition 4.40 est laissée en exercice.
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