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1 Introduction

Durant les deux premiéres années a ’'université, on apprend les bases essentielles des
mathématiques : calcul différentiel et intégral, algébre linéaire, équations différentielles
linéaires, etc. L’objet de ce cours est d’utiliser ce corpus pour introduire les méthodes
mathématiques dites supérieures utilisées pour résoudre les problémes classiques de la
physique.

Les mathématiques ne sont pas une collection de méthodes juxtaposées et sans re-
lation : il existe des concepts extrémement généraux qui nous permettent de porter le
méme regard sur des notions a priori disparates. Le concept qui reviendra tout au long
de ce cours est celui de 'espace vectoriel. Ainsi, tourner un vecteur du plan d’un angle
quelconque ou appliquer un opérateur intégrodifférentiel a une fonction sont fonda-
mentalement la méme chose; de méme que trouver les valeurs propres d’'une matrice
ou résoudre une équation a dérivée partielle linéaire. C’est bien pour cela que I’étudiant
apprend un tel volume d’algebre linéaire dans les cours de mathématiques élémentaires.

Le plan du cours est le suivant : Aprés une introduction (un rappel) des espaces
vectoriels, nous verrons que les fonctions elles mémes peuvent étre considérées comme
des points (des vecteurs) dans un grand espace des fonctions, et que nous pouvons
définir des bases orthogonales dans cet espace presque comme on le fait dans I'espace
tridimensionnel.

Le chapitre suivant est consacré aux séries de Fourier, le premier exemple pratique
que nous verrons de bases dénombrables dans ’espace des fonctions sur un intervalle
fini. Nous verrons entre autre comment cette base nous permet de résoudre les équa-
tions classique de la physique comme celle de diffusion de la chaleur ou des cordes
vibrantes.

Nous avons souvent affaire a des fonctions définies sur des intervalles infinis. Les
transformées de Fourier nous permettent de disposer de bases pour I'espace de ces
fonctions. Comme souvent cependant, les infinis posent des problémes particuliers et
nous auront allors a définir les distributions, une généralisation des fonctions qui intro-
duit en mathématique le concept de charge (ou force) ponctuelle si cher aux physiciens.
Nous verrons alors le nombre incroyable de problémes que ces nouvelles méthodes nous
permettent d’aborder : de la résolution des équations différentielles a celle d’équations
stochastiques (comme le mouvement brownien) en passant par la diffraction par les
cristaux etc.

Le cousin germain des transformées de Fourier est la transformée de Laplace : nous
verrons comment |'utiliser pour tous les problémes ou les conditions initiales sont im-
portantes.
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Finalement, un complément utile a tous ces outils est la méthode de Green (ou fonc-
tions de Green) qui a nouveau a a voir avec la généralisation des charges ponctuelles :
si on connait I'effet d’une charge (ou d’une force ou ...) ponctuelle, on peut alors facile-
ment calculer 'effet d’une distribution de charge (de force ...).

Nous allons revenir sur le concept général d’opérateur intégrodifférentiel. Une rota-
tion ou une homothétie transforment de facon linéaire un vecteur dans un autre. Un
opérateur différentiel linéaire comme (9; — DO?) fait la méme chose pour les fonc-
tions, considérées comme des vecteurs d’un grand espace. Nous savons qu’étudier une
application linéaire est toujours beaucoup plus simple dans sa base propre. La méme
chose est vrai pour les vecteurs et valeur propres des opérateurs. Les transformées de
Fourier nous fournissaient une base trés particuliére bien adapté a certains problemes
de physique, nous verrons d’autres bases comme celle des polynémes orthogonaux et
nous généraliserons le calcul des opérateurs.

Quelques chapitres sont consacrés aux notions plus avancées qui devront néanmoins
étre connues des étudiants a la fin de leur Master. Nous abordons le calcul des perturba-
tions, outil indispensable dés que nous tentons la résolution de “vrai” problémes, c’est
a dire ceux qui s’écartent un peu des exemples classiques que nous savons résoudre.
Par exemple, nous savons résoudre une équation différentielle d’une certaine forme, le
calcul de perturbation nous permettra d’obtenir une solution approchée quand la forme
change légerement.

Un chapitre est consacré aux calculs des variations qui est une généralisation des
problémes d’extremum a Pespace des fonctions et des fonctionnelles qui y agissent.
La plupart des problemes de physique sont formulée dans ce langage ou gagne a étre
formulé dans ce langage.

Nous aborderons également la théorie des formes différentielles. Souvent ces objets
sont enseignés dans le cadre de la théorie des tenseurs et vue comme des tenseurs al-
ternés. Il est cependant beaucoup plus simple de les aborder directement et en donner
une image géométrique, surtout que ce sont des objets trés simple a manipuler et qui
donnent de la cohérence aux divers opérateurs différentiels comme le gradient, rota-
tionnel et divergence. Nous verrons comment certaines lois de la physique comme les
équations de Maxwell acquiert une signification géométrique intuitive.

La théorie des tenseurs sera également dans un chapitre. Nous nous contenterons
essentiellement des tenseurs dans un espace euclidien o il n’y a pas a faire de différence
entre les vecteurs et les covecteurs.

Enfin un petit chapitre est consacré aux nombres. Nous les manipulons depuis si
longtemps que nous avons oublié comment on les a construit. Ce chapitre tente de
remédier a cet oubli.

Bon, suffisamment digressé, voyons du concret.



2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

Les espaces vectoriels jouent un role unificateur fondamental en mathématiques.
Peut-étre cela rappelle au lecteur des souvenirs de matrices, de bases et de ses chan-
gements, ... Nous allons revoir tout cela de facon assez légére mais surtout appliquée a
Pensemble extrémement vaste des fonctions. Nous allons voir que nous pouvons décrire
les fonctions comme des vecteurs dans des espaces de dimensions infinies, en utilisant
pratiquement les mémes outils que pour des vecteurs a trois dimensions. Cela s’appelle
analyse fonctionnelle et a été formalisé par Hilbert au début des années 1900. Le reste
de ce cours s’appuie constamment sur les résultats de ce chapitre dont la lecture est
indispensable.

2.1 Les espaces vectoriels.

Qu’est ce qu’un espace vectoriel? Nous connaissons déja certains ensemble cé-
lébre comme celui des nombres réels R ou complexes C. On les appellera dans la suite
indifféremment ensemble des scalaires S. Un espace vectoriel est un ensemble £ ou
Popération + a un sens. Pas n’importe quel sens d’ailleurs, mais ce qu’on associe ins-
tinctivement ! A cette opération : (i) si a et b appartiennent a notre ensemble, alors a +b
aussi; (ii) a + b = b + a . En plus, multiplier un vecteur par un scalaire a un sens, qui
plus est, lui aussi “trés naturel” : si s,81,82 € Seta,b € &, alors: (i) sa € &; (ii)
(s1+ 82)a = s1a+ saa; (iii) s(a+b) = sa+ sb; (iv) € posséde un élément zéro, qu’on
notera 0 *tel que a+0 = a, a,0 € £. N’oublions pas que quand on parle de sa, on parle
bien d’un vecteur et non d’un scalaire. L’ensemble des maisons d’une ville par exemple
n’a pas vraiment une structure d’espace vectoriel. Par contre, I'ensemble des vecteurs
dans un plan, ’'ensemble des polyndmes, ou I’ensemble des fonctions définies sur [0, 1]
ont une structure d’espace vectoriel. L’intérét majeur est que tout >ce que ’on peut af-
firmer pour I'un de ces ensembles (en rapport avec son caractére vectoriel) pourra étre
généralisé aux autres.

Bases d’espace vectoriel. Une base est I'ensemble de certains éléments de notre
espace £ qui nous permet de décrire tout les autres. Pour étre plus rigoureux, supposons
que e, €3, €3, ..., €; € £, soit une base. Dans ce cas, pour n’importe quel élément a de

1. un instinct forgé par une douzaine d’année d’étude.
2. En caractere gras pour ne pas le confondre avec le O des scalaires.
3. Bon, il faut, de temps en temps, prendre des précautions.

10



2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

&, on peut trouver des scalaires ( des chiffres donc) s; tel que a = ), s,e;. On dit que
a est une combinaison linéaire des vecteurs e;. Bien sir, il faut prendre le minimum
de e; qui rende cette description faisable. Pour cela, il suffit d’exiger qu’aucun des e;
ne puisse étre une combinaison linéaire des autres (on dit alors que ces vecteurs sont
linéairement indépendant). Les scalaire s; qu'on aura trouvé pour la description de a
sont alors unique. On les appelle les composantes du vecteur a dans la base {e}.

Le grand intérét des bases est qu’elles nous permettent de manipuler les vecteurs
comme des collections de chiffres. Pour les vecteurs dans le plan, nous ne sommes pas
obligé de faire des dessins, nous pouvons les représenter par des doublets (z1, z2) si
nous nous sommes fixés a ’avance deux vecteurs de références. A partir du moment ou
on peut représenter les objets par des chiffres, on peut pratiquement tout faire (hem).

Pour l'espace vectoriel des polynomes, les polynomes 1, X, X2, ... constituent une
base. Une autre serait {1, (1 — X), (1 — X)?,...}. Bien s, le choix de la base n’est
pas unique. On peut cependant remarquer que ’ensemble des vecteurs du plan est de
dimension 2 (il suffit de deux vecteurs pour définir une base), tandis que I’ensemble
des polyndmes est de dimension infinie. Ce n’est pas une trés grande infinie, le nombre
d’éléments dans la base qui couvre les polynémes est le méme que celui des nombres
dans N. On dit alors que c’est une infinie dénombrable *.

Quand est il de I'espace des fonctions? A priori, c’est un espace d’une trés grande
dimension. On verra par la suite que si on se donne quelques restrictions, on peut éga-
lement définir une base dénombrable pour cet espace. C’est un des théorémes les plus
fascinants d’analyse.

Le produit scalaire. On peut enrichir la structure d’espace vectoriel en rajoutant
d’autres opération que le + et le produit par un scalaire. L’opération la plus utile a défi-
nir pour 'Analyse est le produit scalaire (qu'on appelle également le produit intérieur).
Le produit scalaire est une opération qui, a deux vecteurs, associe un scalaire’. Nous
noterons le produit scalaire de deux vecteurs (a,b). En physique, on a plus ’habitude
de le noter par @. b, en mécanique quantique par (a| b).

Nous sommes assez habitués depuis les années du lycée avec ce concept. Un “bon”
produit scalaire doit avoir ces quelques propriétés :

(i) (sa,b) =s(a,b)ous €S et a,bef.
(ii) (a+b,¢) = (a,¢)+ (b,c).oua,b,c €.
(iii) (a,a) e Ret(a,a) >0sia #0et(a,a) =0sia=0.

Par exemple, dans 'ensemble des vecteurs du plan, on peut définir un produit scalaire
par (a,b) = > x;y; ou x; et y; sont les composantes des deux vecteurs a et b.

4. C’est le plus petit des infinis. Sans rentrer dans les détails, I'infini qui ensuite est vraiment plus grande
que N est celui de R. L’ensemble de toutes les fonctions est une infinie encore plus grande.

5. (,,.) : € X & — S.Sil'espace vectoriel est associé aux réels (complexes), le scalaire est un réel
(complexe).

11



2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

La propriété (iii) est tres intéressante. Elle nous permet de définir la longueur d’un
vecteur, qu'on appelle sa norme et que 'on note ||a||> = (a,a). L’intérét de pouvoir
disposer d’une norme est immense. On peut par exemple savoir si deux vecteurs a, b
sont “proches” I'un de l'autre en regardant la norme de leur différence ||a — b||, ce qui
nous permet a son tour de définir la notion de limite (souvenez vous, les Vblabla, Iblabla
tel que blablabla ...). Cela parait évident si 'on parle des vecteurs d’'un plan, ¢a lest
beaucoup moins quand on discute des espaces vectoriels plus riches comme celui des
fonctions. Est ce que par exemple, on peut dire que la fonction sin(.) et log(.) sont
proches?

Nous avons besoin aussi de préciser la commutativité. Nous exigeons du produit
scalaire :

(iv) (a,b) = (b,a) si € est associé aux réels;

(iv’) (a,b) = (b,a)* si & est associé aux complexes.
Par exemple, pour les vecteurs de C?, on peut définir le produit scalaire de a,b par
> Tiyy ou x;, y; sont les composantes de a et b. Notez bien que 'on doit multiplier la
composante de I'un par le complexe conjugué de 'autre si on veut respecter la propriété
(iii) et disposer d’une norme °. La propriété (iv) ou (iv)’, combinée a la propriété (i) nous
donne :

(i’) (a,sb) = s(a,b) si € est associé aux réels;

(i”) (a,sb) = s*(a,b) si & est associé aux réels.

L’orthogonalité. Nous nous souvenons que pour les vecteurs dans R", deux vec-
teurs (# 0) sont perpendiculaires (qu’on note a L b ) ssi leur produit scalaire est nul.
Nous acceptons cette définitions pour tout espace vectoriel. On appelle une base or-
thogonale une base telle que tout ses éléments soit perpendiculaire I'un a 'autre. Nous
avons un avantage fantastique a utiliser des bases orthogonales. D’abord, si les vec-
teurs ey, ea, ... sont orthogonale les uns aux autres, ils sont linéairement indépendant.
Si notre espace vectoriel est de dimension n, il nous suffit donc de trouver n vecteurs
tous Lles uns aux autres et le tour est joué : nous disposons d’une base!

On peut exiger encore plus d’une base : qu’elle soit orthonormée, c’est a dire que la
norme de tous ses éléments soit 'unité. Si nous disposons d’une base orthonormé, on
peut trouver les composantes d’un vecteur quelconque de facon extrémement simple :
si a estun vecteur et (eg, ...€,, ) une base orthonormée, alors a = > (a, €;)e;, C’est a dire
que la composante de a selon e; est (a, e;). Comme exemple, prenez le cas des vecteurs
dans R".

6. Un exemple intéressant de “produit scalaire” qui ne respecte pas (iii) est donné par la relativité res-
treinte. On repére un événement par ses quatre coordonnées spatio—temporelles (x,y, z,t) et le produit
scalaire de deux événement est défini par z122 + y1y2 + 2122 — t1t2. Deux événement distincts peuvent
donc étre a distance nulle I'un de I'autre.
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

Exercices.

§ 2.1 Démontrer que les deux vecteurs (1, 0) (0, 1) forment une base pour I'espace vectoriel C*
associé a C. Méme chose pour les deux vecteurs (i,0) et (0, 1).

§ 2.2 Démontrer que si |ja — b|]| = 0, alors a = b.

§ 2.3 Démontrer que pour I’espace des matrices n X n, Y a; ;b; j est un produit scalaire. Ce pro-
duit scalaire est souvent utilisé en analyse matricielle numérique pour I’évaluation de la stabilité
des méthode itératives.

§ 2.4 Démontrer que si n vecteurs sont mutuellement orthogonaux, alors ils sont linéairement
indépendants.

§ 2.5 Démontrer que si {e1, ..., en} est une base orthonormée, alors n’importe quel vecteur a

peut s’écrire sous la forme
n

a= Z(a, €;)e;

=1
Comment doit on modifier cette formule si la base est simplement orthogonal, mais pas ortho-
normée?

§ 2.6 Inégalité triangulaire.En réalité, une norme pour pouvoir légalement porter ce nom, doit
respecter I'inégalité triangulaire :

lla + ]l < {lall + [|o]

Démontrez que la norme définie par le produit scalaire vérifie cette inégalité. Pour cela il faut
d’abord démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(a,)|* < [l all-]lo]
qu’on peut assez facilement démontrer en considérant le produit (a + Ab, a + Ab) > 0.

§ 2.7 Pouvez vous généraliser le produit scalaire dans R™ a ’espace des polynémes? Et surtout
démontrer qu’il respecte toutes les propriétés d’un produit scalaire?

§ 2.8 Un opérateur linéaire est une fonction linéaire de I’espace vectoriel dans lui méme : il
prend un vecteur en entrée et produit un vecteur en sortie. La linéarité veut dire que si L est un
opérateur linéaire, a,b deux membres quelconques de I'espace vectoriel et A, v deux scalaires,
alors

L(Xa + pb) = XAL(a) + pL(b)
(N’oublions pas que L(a) et L(b) sont des vecteurs au méme titre que a et b). Si on se donne
une base {e; }, Popérateur peut étre caractérisé par son action sur chaque vecteur de la base :

L(ej) = Z Lijei

Les nombres L;; sont les composantes de I’application L dans la base des {e;}. En général, pour
les représenter, on les dispose dans un tableau (appelé matrice) ot la i—éme ligne et la j—éme
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

colonne contient le nombre L;;.
Démontrez que les composantes de deux vecteurs quelconque a et b tel que b = L(a) sont relié
par la relation (noter 'ordre des sommations)

bi = Z Lija]‘
J
§ 2.9 Démontrer alors que si la base est orthonormale,

Lij = (ei, L(ej))

En langage claire, pour connaitre la composante L;; d’une matrice, il faut trouver d’abord le
vecteur qui résulte de I'application de I'opérateur au j—éme vecteur de la basep = L(e;), et
former le produit scalaire de ce vecteur avec le i—éme vecteur de la base.

§ 2.10 Soit deux bases {e;} et {f;} et P une application linéaire tel que

P(el) = fz i:1,2,...,n
PNf) = e

P est couramment appelé 'application de passage. Soit A une application linéaire quelconque
dont les éléments dans la base des {f;} sont données par la matrice a;;. Soit maintenant I’ap-
plication linéaire P~ AP. Calculer ses éléments de matrice dans la base des {e;}.

2.2 L’espace vectoriel des fonctions.

Manipuler des vecteurs dans I’espace R™ c’est bien, mais nous nous intéressons a un
espace beaucoup plus vaste, celui des fonctions. Soit F 'ensemble des fonctions R — R
définies sur un intervalle donnée I. Les fonctions sont en faite des boites noire qui
prennent des chiffres en entrée et produisent des chiffres en sortie. La fonction sin(.) par
exemple, a une valeur x € I associe le nombre sin 2. On peut voir les fonctions comme
des points dans un espace immensément grand ou en se baladant, on rencontrerai de
temps en temps des fonctions connues comme log(.), exp(.), exp(2.) et la plupart de

temps des fonctions qui n’ont pas de nom”.

Le produit scalaire. Il est évident que F posséde une structure d’espace vectoriel.
On ne sait pas encore si nous pouvons étendre la notion de base a cet espace, mais on
peut parfaitement définir des produits scalaires. Le produit scalaire que I’on utilisera
abondamment est le suivant :

(f.9) = /I f(@)g(x)dz

7. En faite, si on se baladait dans cet espace de fagon aléatoire, on ne rencontrerai jamais des fonctions
connues.
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

On démontrera dans un exercice que ce produit scalaire a toute les bonnes propriétés.
Mais on peut noter que cette définition généralise la somme . z;y;du produit scalaire
dans R", quand n — oo (souvenez vous de la définition de I'intégral).

Bien, nous disposons d’un produit scalaire, on peut donc définir la norme d’une fonc-
tion.

172 = / [ (@)

Cette norme, appelée Lo, est trés populaire. voyons quelques exemples, pour U'intervalle
[0, 27],

L Jlexp()]* = [T exp®(x)da = (exp dm — 1)/2.

2. lsin()] = v

3. |llog(.)|| =777 a faire en exercice.

4. |I1/()™]| =ocosin > 1.

On voit ici les premiéres bizarreries des ces grands espaces ( de dimension infini) appa-
raitre : un élément a priori sympathique peut avoir une norme infinie.

Le lecteur a remarqué que jusque 14, nous avons utilisé une notation particuliére pour
distinguer une fonction (un point dans 'espace vectoriel des fonctions) de la valeur
que prend cette fonction pour une entrée particuliére : la premiére est notée f(.) estla
deuxiéme f(x). Comme cette notation est quelque peu lourde et que nous espérons que
le lecteur est maintenant habitué a cette distinction, nous emploierons a partir de main-
tenant indifféremment la notation f(x) pour les deux notions. Le contexte détermine
si on parle de la fonction ou de sa valeur.

Nous avons mentionné plus haut que disposer d’'une norme nous permet de savoir
si deux fonctions sont proches ou méme identique si || f — g|| = 0. Considérons alors
les deux fonctions, définies sur [0,1] : f(z) = l et g(z) = 1siz # 0 et g(x) = 0si
x = 0. Au sens de notre norme Lo, ces deux fonctions sont identiques 81 Grossiérement
parlant, notre norme est une lunette pas trop précise et ne distingue pas les différences
subtiles entre deux fonctions. Elle ne va retenir que les traits les plus importants °. Ainsi,
quand n — o0, la suite des fonctions f,,(x) = z"converge vers f(x) = 0 sur l'inter-
valle [0, 1] au sens L2, mais ne converge pas au sens des convergences uniformes.

Notons enfin que si nous manipulons ensemble des fonctions qui associent a une
valeur réelle un nombre complexe, i.e. f : R — C, nous devons légérement modifier la
définition du produit scalaire :

(f.9) = / F(@)g(e) dx

ou le symbole * désigne le complexe conjugué.

8. C’est méme pire : Si la fonction g est définie par g(z) = Osiz € Q et g(z) = 1 sinon, au sens de
notre norme, elle est identique a la fonction f. Bien sir, on aurait besoin de redéfinir ce que 'on entend par
une intégrale.

9. Il existe bien siir des normes aux pouvoirs de résolutions beaucoup plus grande, comme celle utilisée
pour la convergence uniforme des suites de fonctions.
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

L’orthogonalité. La notion d’orthogonalité se généralise immédiatement aux fonc-
tions : f et g (# 0) sont orthogonales si (f,g) = 0. Ainsi, sur 'intervalle [—1, 1], les
fonctions 1 et x sont orthogonales. De méme pour les fonction exp(—x /2) et exp(—z/2)(1—
x) sur I'intervalle [0, co].

Nous avons vu plus haut que la notion d’orthogonalité nous donne un sérieux coup
de main pour trouver une base. En particulier, dans un espace de dimension n, il nous
suffit de trouver n vecteurs orthogonaux pour avoir une base. Peut on généraliser ce
résultat a des espaces de dimension infinie ? la réponse est oui si on prend des précau-
tions. Les fonctions de normes infinies nous posent de sérieux problémes. Nous allons
donc restreindre notre espace de fonctions en nous contentant des fonctions de carré
sommable, c’est & dire des fonction f tel que [ |f(2)|*dz < co. Nous avons alors le
théoreme fondamental suivant :

Dans l'espace des fonctions de carré sommable, on peut trouver des en-
sembles infini dénombrable de fonctions orthogonaux qui chacun constitue
une base.

Le lecteur peut méditer sur ce théoreme : pour ’énoncer ( sans le démontrer ) nous
avons pris de nombreux raccourcies sans méme avoir précisé certains termes, encore
moins leur donner un peu de rigueur et de décence. Nous allons dans la suite clarifier
un peu mieux les choses, sans les démontrer. Mais avant cela, voyons le coté étrange
de ce théoréme.

Comme nous I’avons indiqué, I'infini dénombrable, celui des nombres entiers, est
le plus petit des infinis. Il a cette particularité que pour un nombre donné, on peut
indiquer celui qui est juste avant et celui qui est juste aprés. L’infini des nombres ra-
tionnels n’est pas vraiment plus grand, ni celui des nombres algébriques. Par contre,
I'infini des nombre réels est vraiment plus grand. On peut dire grossiérement ' que
R = 2N(bien sir, on parle en faite du cardinal, de la taille, de ces ensembles) : pour
représenter un nombre réel, nous avons absolument besoin de N nombre entier. L’en-
semble des fonctions est beaucoup, beaucoup plus vaste. Imaginez que pour représenter
une seule fonction, nous avons besoin de R nombre réel. Le théoréme ci-dessus nous dit
que si la fonction est de carré sommable, nous n’avons alors besoin pour la représenter
que de N nombre réel! Une exigence a priori anodine, que les fonctions soient de carré
sommable, réduit sérieusement la taille de ’ensemble des fonctions.

Apres ces digressions philosophiques, un peu de concret. D’abord, qu’est ce que ¢a
veut dire une base dans ces espaces infinis ? intuitivement, ¢a doit étre la méme chose
que les espaces de dimensions fini : un ensemble d’objet élémentaire qui nous permet
de décrire tous les autres. Supposons que, dans 'espace des fonctions, E = {ej, ez, ...}
constitue une base orthonormée. Dans ce cas, une fonction quelconque f doit pouvoir

10. le cardinal de N est noté Rg (aleph zéro), celui de R Ry si on accepte 'axiome de choix. En pensant
aux nombres réels entre 0 et 1 comme une succession (infinie ) de bits 0 et 1 (comme en informatique), la
relation X1 = 280 parait assez raisonnable. Nous devons tous ces résultats sur les infinis aux travaux de
Georg Kantor, a la fin du dix-neuvieme siécle.
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

s’écrire, de fagon unique,
f@) =" faen(2)
n=1

ou les f, sont des scalaires qu’on appelle les composantes de f sur la base {e, }. Elle
sont données, comme pour des espaces de dimensions finis, par la projection de f sur
les vecteurs de base en utilisant le produit scalaire :

fu= / f(@)en(@)da

Remarquez que f,, est bien un nombre, un scalaire. On peut définir une suite de fonc-
tions ¢ (z) = ZZ\; fnen(x).Silensemble E est bien une base, alors || f — ¢n || — 0
quand N — oo. Cela veut dire qu’on peut approximer une fonction par une somme finie
de fonctions de base, et on peut rendre cette approximation aussi bonne qu’on le sou-
haite en prenant suffisamment de composante. Le lecteur est déja partiellement habitué
a cette idée : le développement de Taylor approxime une fonction par la combinaison
des fonctions 2. L’espace des fonctions qui peuvent étre couvert par un développement
de Taylor est cependant beaucoup plus petit que Lo. Les mathématiciens ont été amené
a trouver donc d’autres bases. Chaque base est bien adapté aux traitements d’un certain
nombres de problemes, essentiellement la résolution d’une certaine classe d’équations
différentielles. La base la plus populaire, est de loin, est celle proposée par monsieur
Fourier, préfet de I'Isére en son temps, au tout début du XIX®™ siécle. Ce sera 'objet
du prochain chapitre.

Exercices.

§ 2.11 Donner une définition précise de la convergence d’une suite au sens de la norme L2 dans
I’espace des fonctions de carré sommable.

§ 2.12 montrer que la fonction f(x) = ™ définie sur [0, 1] converge vers la fonction g(x) = 0
au sens Lo.

§ 2.13 Démontrer que la convergence uniforme implique la convergence au sens Ls. L’exemple
précédent montre bien siir que le contraire n’est pas vrai.

§ 2.14 En algébre linéaire, les formes bilinéaires généralisent le concept du produit scalaire. On
peut suivre le méme chemin et définir le produit scalaire entre deux fonctions par

(f.9) = / w(z) f(x)g(z)de

ou la fonction w(z)est appelé le poids. Démontrer que cette définition posséde les propriétés
d’un produit scalaire. Que doit on imposer a la fonction poids?
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2 Eléments d’analyse fonctionnelle.

§ 2.15 On appel polynémes orthogonaux des polynémes P, (x) de degrés n, orthogonaux les
uns aux autres au sens du produit scalaire défini plus haut. Trouver les trois premiers polynémes
associés au poids w(x) = 1 et a I'intervalle [—1, 1]. On appelle ces polynémes les polynémes de
Legendre.

§ 2.16 Démontrer que les polynémes de Legendre que vous avez trouvé obéissent a I’équation
différentielle

(1 -2y —2zy' +n(n+1)y=0
En réalité, c’est souvent pour cela que 'on cherche les polynémes orthogonaux : ils sont solution
d’équations différentielles intéressante pour la physique.

§ 2.17 Méme question que 5 pour le poids w(z) = e~ “et I'intervalle [0, co[. Ces polynémes (
de Laguerre) sont associés a la solution de I’équation de Schrodinger pour ’atome d’hydrogéne.

§ 2.18 L’opération D = d/dzx est une opération linéaire dans I’espace des fonctions infiniment
dérivable (C*°) : (i) elle prend une fonction en entrée et donne une fonction en sortie; (ii) elle
fait cela de facon linéaire, i.e. D(Af + pg) = ADf + uDg, ou A, p sont des scalaires et f, g des
fonctions. Supposons que des fonctions orthonormées f, () constituant une base obéissent &
la relation df, (z)/dz = fn(x) + an frnt1(z). Pouvez-vous donner la représentation matricielle
de D dans la base des f,, ?

2.3 Quelques digressions historiques.

Le concept d’espace vectoriel des fonctions a été proposé par Hilbert a la fin du dix-
neuviéme et début du vingtieme siécle et a unifié de nombreux champs de recherches en
mathématique. La résolution des équations intégrales pouvait par exemple étre ramené
a la recherche des valeurs propres de certaines matrices. La résolution d’un systéme
d’équations différentielles de premier ordre pouvait étre donné directement comme
Pexponentiel d’une matrice, ... Nous n’épuiserons pas par quelques exemples I’approche
profondément novatrices d’Hilbert. Ce champ de recherche était cependant méconnu
des physiciens. Au début des années 1920, Heisenberg et ses collégues ont inventé une
mécanique matricielle (qu’ Einstein qualifia de cabalistique dans une lettre a Planck)
pour expliquer les phénomeénes observés a la petite échelle des atomes et des électrons.
Quelques années plus tard, Schrodinger a proposé sa célébre équation d’onde, qui elle
aussi expliquait assez bien les phénomeénes observés. C’est Von Neumann qui a dé-
montré a la fin des années 1920 que ces deux approches étaient fondamentalement les
mémes (voir exercice 8 plus haut) : 'équation de Schrédinger utilise un opérateur dans
Pespace des fonctions de carré sommable ( qui transforme une fonction en une autre
fonction, comme une matrice qui transforme un vecteur dans un autre vecteur ), donc
associé a une matrice infinie. Depuis, les grands succes de la mécanique quantique ont
encouragé les physiciens a assimiler ces concepts dés leur plus tendre age, ce qui les
aide a traiter de nombreux champs de recherches autres que la mécanique quantique
par les méme techniques.
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3 Les series de Fourier.

Nous allons dans ce chapitre étudier les Séries de Fourier. On ne peut pas sérieuse-
ment toucher un sujet de physique sans utiliser d’'une maniére ou d’une autre ces séries
(ou leur généralisation, les transformées de Fourier). Nous en verrons de nombreux
exemples a travers ce cours. Les séries de Fourier ont également joué un grand réle
dans le développement des mathématiques. Quand Joseph Fourier présenta la premiere
fois le résultat de son analyse de I’équation de la chaleur a ’Académie des Sciences,
Paccueil était loin d’étre enthousiaste et beaucoup, parmi les plus grands ( Laplace et
Lagrange ) s’y sont violemment opposé : Comment la somme d’une suite de fonctions
toutes continues peut étre “égale” 4 une fonction discontinue ? Le pragmatisme a fait
avancer 'usage des ces suites bizarres jusqu’a ce que d’autres mathématiciens comme
Lebesgue (pour justifier ces pratiques un peu sales) redéfinissent la théorie de la mesure
et fassent faire un bond a I’analyse mathématique. De tout cela, on ne parlera pas ici.
Notre approche sera beaucoup plus pratique : Qu’est ce qu’une série de Fourier, a quoi
elle sert, comment on fait pour 'obtenir.

3.1 Introduction.

Les premiers travaux sur la décomposition en série de Fourier viennent en faite du
grand Lagrange lui méme dans les années 1780 et son étude de ’équation des cordes
vibrantes. Supposons une corde tendu entre 0 et L. qu’on déforme a l'instant initial
et que l'on relache. Soit y(x,t) 'écart a ’équilibre a la position x et a I'instant ¢. On
démontre alors que

o2 Vo2 T 3.1

ou v est un coefficient qui dépend de la densité et de la tension de la ligne. Cher-
chons la solution de cette équation sous la forme y = Ay, coswt.sin kx. En injec-
tant cette forme dans I’équation (3.1), on trouve que cette forme ne peut étre une so-
lution que s’il existe une relation entre w et k : w = vk. Ensuite, la fonction y doit
satisfaire les conditions aux bords y(0,¢) = y(L,t) = 0. La premiére condition est
automatiquement satisfaite. La deuxiéme condition impose sin kL = 0, c’est a dire
k = nn/L,oun = 0,1,2,3,...0n déduit de tout cela que les fonctions f,(x,t) =
A, cos(nmuvt/L) sin(nma /L) sont solution de notre équation d’onde avec ses condi-
tions aux bords. On les appelle les modes propres de vibration. Le principe de super-
position nous dit (le démontrer) que si f et g sont solution, alors f + g l'est aussi. La

2 2
9y 2@70
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3 Les séries de Fourier.

solution générale de I’équation d’onde (3.1) est donc de la forme
y = Z Ay, cos(nmut/L) sin(nma /L)
n=1

Jusque la, nous n’avons rien dit des coefficients Ay, puisqu’ils ne peuvent pas étre obte-
nus de I’équation d’onde directement. Ils doivent sortir de la condition y(z, 0) = yo(z),
c’est a dire de la déformation originale que nous avons imprimé a notre corde a 'instant
t = 0. Nous devons donc avoir :

yo(x) = Z Ay sin(nmz/L)

Est-il possible de trouver des coefficient A,, pour satisfaire cette équation? Nous ver-
rons la réponse plus bas. A priori, trouver la réponse parait assez compliquée. Notons
que si Yo a une forme simple, on peut trouver une solution. Par exemple, si yo(z) =
4sin(1lwx/L), alors Ay = 4 et tous les autres A,, sont nul.

3.2 Les séries de Fourier.

Nous allons étudier maintenant de facon approfondie les fonctions sin et cos, puis-
qu’elles peuvent constituer une base. Plus précisément,

Théoréme. Dans 'espace vectoriel £3[0, L], c’est a dire celui des fonctions de carré
sommable définies sur I'intervalle [0, L], les fonctions

1,sin(2rx/L),cos(2rx/L),...sin(2rnzx /L), cos(2mnz /L), ...

constituent une base orthogonale.
Nous accepterons ce théoréme sans démonstration!, et allons plutét contempler
quelques uns de ses aspects. D’abord, 'orthogonalité. Puisque

L
(1,sinn(.)) = /0 sin(2mna/L)dr = —% [Cos(27mx/L)}(]; =0

la fonction 1 est orthogonale a tous les sinus et tous les cosinus. Ensuite, comme

2sin(27nx /L) sin(2rma /L) = cos(2m(n — m)x/L) — cos(2n(n + m)x/L)

1. La démonstration est due & Weierstrass dans les années 1880. Elle ne pose pas de difficulté majeure.
Disons que pour qu’une suite f, de vecteurs orthogonaux constitue une base, il faut que si un élément g
est orthogonal & tous les fy, alors g = 0. C’est pour cela par exemple que la suite des sin(.) seul ne peut
constituer une base : on peut trouver toujours des cos(.) qui soit orthogonaux a tous les sin(.).
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3 Les séries de Fourier.

les fonctions sin n(.) et sinm/(.) sont orthogonales, sauf sin = m, auquel cas, || sinn(.)|| =
[[cosn(.)|| = L/2.

Ensuite, une fonction f quelconque de £5[0, L] peut s’écrire sous la forme

f(x)=ao+ i ap, cos(2mnxz /L) + by, sin(2rna /L)

n=1

et comme notre base est orthogonale, les coefficient a,, et b,, sont donnés par le produit
scalaire de f par les éléments de la base :

L

w0 = (/) [ fa)is (32)
L

an = (2/L)/0 f(z) cos(2mna/L)dx (3.3)
L

b, = (Z/L)/O f(z)sin(2rna/L)dx (3.4)

Notons que le coefficient ag est la moyenne de la fonction f sur I'intervalle donnée.

Exemple 3.1 Prenons la fonction f(z) = =,z € [0,1].

Le coefficient aq s’obtient facilement en utilisant I’eq.(3.2) : ap = 1/2. Pour les autres
coeflicients, nous avons besoin d’une intégration par partie :

1 1
-1 1 1
by, = 2/ xsin(2mnz)de = —[x cos(Qﬂ'nx)]I o+ — / cos(2mnx)dr = ——
0 ™ 0 ™

ap = 2/0 xcos(2mnx)dr = P [z sin(2mna)|i_, + %/0 sin(2rnx)dx =0
Nous pouvons donc écrire

! 3 (2 0,1

=5 Z —sin(2rnz) z € [0,1] (3.5)

La figure 3.1 montre la fonction z, ainsi que ses approximations successives en prenant
de plus en plus de termes de la série de Fourier. . Nous pouvons constater plusieurs
choses : (i) évidemment, plus on prend de terme, plus I'approximation est bonne , mais
nous avons des oscillations de plus en plus violentes sur les bords, dont I'amplitude
décroit; (ii) 'approximation prend les mémes valeurs aux deux bords, ce qui n’est pas
le cas de la fonction originale;; (iii) cette valeur est 1/2 dans le cas présent, ce qui est la
moyenne des valeurs que prend la fonction originale aux deux bords.
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3 Les séries de Fourier.
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FIGURE 3.1 — Approximations successive de la fonction x par les séries de Fourier. En
noir, la fonction original, en rouge 'approximation par la série géomé-
trique.

Le point (ii) est d1 a la périodicité de nos fonctions sin et cos : chaque fonction dans la
somme, étant de période au moins 1, prend obligatoirement la méme valeur sur les deux
bords, donc la somme doit également prendre la méme valeur sur les deux bords. Le
point (iii) est plus troublant : la fonction originale f(z) = x prend la valeur O enz = 0
et 1 en z = 1. La somme par contre, prend la valeur 1/2 sur les deux bords : la somme
ne converge donc pas en tout point vers la fonction originale (adieu la convergence
uniforme ou point par point), mais seulement pour la majorité des points sur I'intervalle.
IIs se trouvent que cette majorité est largement suffisante : si on prend une infinité de
terme dans la somme, alors la somme et la fonction originale ne différent qu’en deux
points. Deux comparé a la taille de R donne tous son sens a la notion de majorité. On
dit que la différence entre la fonction originale et la série est de mesure nulle.

Tout ce que nous avons dit ci-dessus se généralise immédiatement aux intervalles
quelconques [a, b]. Il suffit simplement dans les formules, poser L = b—a qui représente
comme avant la longueur de I'intervalle.

Exemple 3.2 Prenons cette fois la méme fonction f(z) = x, mais sur l'intervalle
[-1/2,1/2].

Le méme calcul que précédemment nous meéne a

= 7; (—ﬂil)n sin(2mna) @ € [_71, %] (3.6)
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3 Les séries de Fourier.

Nous voyons que les coefficients dépendent également de 'intervalle sur lequel la fonc-
tion est définie.

Notons enfin qu’en prenant des valeurs de x particuliéres, nous disposons d’'un moyen
intéressant de trouver la limite de certaines sommes. Dans I’équation (3.5) par exemple,
si on pose x = 1/4, nous trouvons que

2 (1)t 11 T
L =l 4=
ZQn—l 375 4

n=1

Egalité de Parceval. En utilisant la notion d’orthogonalité et de produit scalaire, il
est facile de démontrer que

1 [F 1
f/o f(z)*dz = a2 + 3 ;(a;‘; +b2) 3.7)

Cela veut dire qu’au lieu de calculer explicitement l'intégrale du carré de la fonction,
nous pouvons simplement sommer le carré de ses coefficients de Fourier. A priori, la
démarche parait absurde, puisque pour calculer les coefficient, on a du déja effectuer
des intégrales. Mais nous allons voir dans la suite que dans de nombreuses applications,
notamment celles liées a la solution d’équation a dérivée partielle, nous calculons direc-
tement les coefficients de Fourier de la fonction recherchée. Le coté gauche de I’équa-
tion (3.7) désigne souvent I’énergie stocké dans un volume, par exemple si f désigne la
hauteur d’une corde tendu ou le champs électrique. L’égalité de Parceval nous permet
alors d’accéder a cette quantité.

Exercices.

§ 3.1 Décomposez les fonction f(z) = 2? et f(x) = exp(x) sur intervalle [0, 1]. Pour ce
dernier, si le produit scalaire vous pose probléme, noter que cos(z) = (e’ 4 e~**) /2. Profiter
de la décomposition de 2* pour trouver la limite de >~ 1/n?. C’était une des fierté d’Euler, dans
les années 1730, que d’avoir pu déterminer cette somme.

§ 3.2 Soit la fonction “palier” f sur [0, 1] tel que f(z) = —1/2siz < 1/2et f(z) =1/2sixz >
1/2. Trouver sa décomposition en série de Fourier.

§ 3.3 Méme question que précédemment, mais la fonction f est définie par f(z) = 0siz < 1/2
et f(x) = 1lsiz > 1/2. En comparant ce résultat au résultat précédent, pouvez en tirer des
conclusions générales?

§ 3.4 Décomposer la fonction triangle, f(z) = 1 — 2 |x| sur lintervalle [-1/2,1/2].
§ 3.5 Trouver la série de Fourier de sin(z/2) sur I'intervalle [0, 27].

§ 3.6 Démontrer qu’a part le coefficient ao, les deux fonctions f(x) et g(z) = f(x)+ C ont les
mémes coefficients de Fourier. Que vaut le coefficient ao pour ces deux fonctions?
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3 Les séries de Fourier.

§ 3.7 Démontrer que si f () est une fonction L—périodique, sa décomposition en série de Fou-
rier sur l'intervalle [h, L + h] ne dépend pas de h. Help : vous pouvez utiliser la propriété des

intégrales f}erh = j,? -l-fOL + LLHL.

§ 3.8 Une fonction paire est tel que f(—z) = f(x), c’est a dire que Iaxe y constitue un axe
de symétrie. Démontrer alors que sur un intervalle [—L, L], les coefficients b,, de la série de
Fourier sont nuls. On peut généraliser cette affirmation : si la fonction f, sur Uintervalle [0, L], est
symétrique par rapport a son milieu, c’est a dire telle que f(L —x) = f(x), alors ses coefficient
de Fourier b,, sont nuls (a démontrer bien sir).

§ 3.9 Que peut on dire des coefficient de Fourier d’une fonction impaire? En vous inspirant des
deux précédents problémes, que pouvez vous dire des coefficients de Fourier, sur [0, L], d’une
fonction telle que f(L —z) = C — f(x)?

§3.10 Quelle est la condition pour que la fonction  appartiennent a £2[0, 1]. Démontrer alors
que si elle n’appartient pas a £2[0, 1], elle ne peut pas se décomposer en série de Fourier. Pouvez
vous généraliser ce résultat?

§ 3.11 Démontrer I’égalité de Parceval.

§ 3.12 Qu’elle est la représentation matricielle de I'opérateur D = d/dx dans la base de Fou-
rier? Et celle de D? = d?/da??

3.3 Pourquoi les séries de Fourier sont intéressantes?

La base de Fourier est en fait trés bien adapté pour étudier les phénomenes oscil-
latoires, et ces derniers sont abondants dans la vie de tous les jours : le mouvement
d’un camion sur un pont génére des vibrations dans toute la structure de ce dernier; le
mouvement des pistons dans le moteur met la voiture en vibration ; une onde électroma-
gnétique provoque l'oscillation des électrons a la surface du métal,.. Nous ne pourrions
pas traiter ces problémes si nous ne disposions pas de la base de Fourier. Voyons cela
ce plus pres.

Soit une fonction f périodique, de période L. Cela veut dire que f(z + L) = f(x).
Pour connaitre cette fonction, il suffit donc de connaitre sa valeur seulement sur un in-
tervalle de longueur L. Or, les fonctions sin(27nz/L) et cos(2mna /L) sont également
périodiques, et de la méme période L. Donc, si une somme de ces fonctions égale la
fonction f sur une intervalle de longueur L, elle égale la fonction f partout!

Comme nous le savons, si ces fonctions sont de carré sommable sur une période,
elle peuvent se décomposer en série de Fourier. Représenter leurs coefficients de Fou-
rier a,, et b, en fonction de n est aussi bien que de les représenter en fonction de z.
Cette représentation est appelé le spectre d’une fonction, et ses composantes de Fou-
rier les harmoniques. C’est un vocabulaire issue de la musique. La figure 3.2 représente
le spectre de la fonction f(x) = x sur [—1/2,1/2]. En réalité, pour des raisons que
nous verrons plus tard, on n’est méme intéressé qu’aux coefficients s, = /a2 + b2
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0.2 T T T T I T T T T T T T T T T T T

0.1+ —

FIGURE 3.2 — Le spectre de la fonction z sur [-1/2,1/2]

et c’est ce dernier qu'on appelle couramment le spectre. Ce qui distingue le Do 240 Hz
du piano de la méme note d’une fliite n’est pas leurs fréquence de base, mais 'ampli-
tude de leurs harmoniques (la forme de leur spectre). On appelle cela le timbre d’un
instrument. L’oreille a une capacité fantastique a distinguer les timbres, et les meilleurs
synthétiseur doivent sommer plus d’une vingtaine d’harmonique pour pouvoir imiter
une note d’un vrai instrument.

L’oreille humain d’ailleurs ne fait que décomposer les sons en leurs harmoniques :
la forme intérieure de loreille fait qu’une vibration pure (sinusoidale) de fréquence
donnée met une région particuliére de I'oreille en oscillation, ce qui stimule les neurones
a cet endroit. Chaque harmonique d’un son excite donc une région différente de I'oreille,
et la carte de ces régions permet au cerveau de déterminer tres précisément la nature
du son et distinguer ainsi le piano du violon.

La compression JPEG des photos numériques utilise le principe des transformées de
Fourier : une image est divisée en plusieurs régions et les composantes de Fourier de
chaque sous régions sont calculées, mais seulement ’amplitude des premiéres harmo-
niques sont conservées, puisque I’ceil humain n’est pas sensible aux petits détails.

Exercices.

Représenter le spectre des fonctions décomposées plus hauts.

3.4 Un peu de généralisation.
Nous avons manipulé des sinus et des cosinus séparément. Mais ces deux fonctions

ne sont que des combinaisons d’exponentiel d’arguments imaginaires. Il serait donc
tout aussi logique de choisir comme base les fonctions exp(2imnz/L). Cela en plus
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3 Les séries de Fourier.

nous élargit un peu les horizons, puisqu’on peut alors étudier les fonctions f : R — C
(pourvu qu’elles soient de carré sommable). N’oublions pas cependant que le produit
scalaire s’obtient dans ce cas un intégrant une fonction qui multiplie le complexe conju-
gué de 'autre. Nous avons donc,

“+o00

fz) = Z ¢ exp(2imna /L)

n=—oo

Tous ce que nous avons dit plus haut se généralise aisément.

Exercices.

§ 3.13 En vous inspirant du calcul des coefficient a,, et by, expliquer comment on calcule les
coefficients c,,.

§ 3.14 Démontrer que si f(z) € R, alors c_,, = cj,.
§ 3.15 Trouver la relation entre an, by et cy.

§ 3.16 Enoncer la relation de Parceval avec les coefficients c,,.

3.5 Les séries de sinus et de cosinus.

Nous avons vu que sur I'intervalle [0, L], les fonctions 1, sin(n2nx /L), cos(n2rx /L)
(n € N) constituent une base orthogonale qu’on appelle la base de Fourier : ces fonc-
tions sont orthogonales les unes aux autres, et la suite est compléte. Cette derniére as-
sertion est équivalente & “il n’existe pas de fonction, a part celle uniformément nulle,
qui soit orthogonale a toutes les fonctions de la base de Fourier”. Est-il possible de
trouver une autre base sur l'intervalle [0, L] seulement composée de fonctions sinus
ou seulement composée de fonction cosinus? La réponse est oui : la suite des fonc-
tions sin(nmz/L) (remarquer la disparition du coefficient 2 dans I'argument ) égale-
ment constitue une base, de méme que la suite cos(nmxz/L). Le choix d’une base plutdt
que d’une autre est seulement dicté par le probléme que nous avons a résoudre, nous
en verrons un exemple plus bas.

Les séries de sinus. Prenons d’abord une fonction f(x) définit sur [—L, L] (un in-
tervalle de longueur 2L donc). Sa série de Fourier est donnée par

f(z) :ao—i—;ancos?—i—bnsin%
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3 Les séries de Fourier.

FIGURE 3.3 — Comparaison des trois premiéres fonction de la base de fourier (a) et celle
des sinus.

et ses coefficients de Fourier sont

+L
a, = (1/L) f(zx) cos(nma/L)dx
-L
+L
b, = (1/L) f(z)sin(nra/L)dx
-L
Supposons maintenant que la fonction f est impaire, c’est a dire f(—z) = — f(x). En

écrivant les intégrales ci-dessus comme la somme de deux intégrales (de —L a 0 et de 0
a L) il est alors évident que tous les coefficient a,, sont nuls, et les coefficients b,, sont
données par

L
by, = (2/L)/O f(z)sin(nma/L)dx (3.8)

Considérons maintenant une fonction f(z) définit sur [0, L]. On peut toujours trou-
ver une extension g de f telle que sur I'intervalle [0, L] les deux fonctions coincident
(9(x) = f(z)) et que sur lintervalle [—L, L], la fonction ¢ est impaire. Il est donc
évident que sur l'intervalle [0, L], nous pouvons développer f en série de sinus seule-
ment

ou les coeflicients b,, sont donnés par la relation (3.8). La figure (3.3) montre les trois
premiers vecteurs de la base de Fourier et de la base des sinus.

Exercice.

§ 3.17 Développer de facon analogue le développement en série de cosinus pur d’une fonction
sur I'intervalle [0, L] en considérant les fonction paires sur I'intervalle [— L, L].
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3 Les séries de Fourier.

§ 3.18 Démontrer que les fonction sin(nmz/L) sont orthogonales les unes aux autres sur I'in-
tervalle [0, L], et que 'on ne peut pas trouver une fonction cos(kx) qui soit orthogonale a toutes
ces fonctions. Cela pourrait un peu plus nous convaincre de la complétude de cette suite.

3.6 Dérivation terme a terme des séries de Fourier.

3.6.1 Dérivation par rapport a la variable principale.

Soit la fonction continue et dérivable par morceau f(x) dont la décomposition de
Fourier est

oo
flz)=ao+ Z an cos(2mnz /L) + by, sin(2mnx /L)
n=1
Dans quelles conditions nous pouvons la dériver terme a terme ? Décomposons la fonc-
tion f’(x) en série de Fourier :

f(x) =ag+ i ay, cos(2mnx /L) + By, sin(2rnx /L)

n=1

Nous avons alors pour le premier terme

1t 1
-1 / J'(@)de = 2 (f(L) = f(0)

et pour les termes en cosinus

2 L
an = —/ f'(x) cos(2mnz/L)dx

L J
2 2 2

= z(f(L)*f(O) U / f(z)sin(2mnz/L)dx
2 27rn

= ()= — 9
2 (D) — £(0)) + 22, (9)

Finalement, pour les termes en sinus, on trouve, en suivant le méme chemin
2

Nous voyons donc que si f(L) = f(0), nous pouvons dériver la série de Fourier terme &
terme. Sinon, des termes additionnels apparaissent quand on dérive les termes en sinus
dont il faut en tenir compte.

On peut généraliser ce résultat aux séries de sinus et de cosinus pures :

1. Si f(x) est continue et dérivable par morceau, sa série de cosinus est dérivable
terme a terme sans restriction.
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3 Les séries de Fourier.

2. Si f(z) est continue et dérivable par morceau, sa série de sinus est dérivable terme
aterme si f(L) = f(0) = 0! Sinon, des termes additionnelles apparaissent dans
la série de sinus de la dérivée, qui sont de la forme 2( (—1)"f(L) — f(0))/L.

Nous voyons maintenant dans quelles conditions nous avons pu dériver terme a terme
la série de la corde vibrante. Comme nous avions la condition u(0,t) = u(L,t) = 0,
nous pouvions dériver la série de sinus pour obtenir une série de cosinus. Nous avons
pu ensuite dériver cette derniere encore une fois sans restriction particuliére.

Une hérésie saute aux yeux dans I’équation (3.9) : la suite «,, comporte un terme
qui ne dépend pas de n et ne tend pas vers 0. Cela n’est pas du plus bel effet pour la
convergence de la série! La réponse est dans le coefficient b,,, qui doit forcément avoir
un terme en —A /7n pour annuler exactement le terme constant. C’est ce que l'on va
voire plus bas dans un cas particulier.

En pratique, au lieu de dériver terme a terme et prendre en compte les termes addi-
tionnels dus aux conditions au bords, il est préférable de régulariser les conditions aux
bords pour ne pas avoir de termes additionnels du tout. Supposons par exemple que les
conditions aux bords soit u(0,¢) = a, u(L,t) = b. 1l est alors préférable d’utiliser la
fonction

L
Les dérivées temporelles et les dérivées secondes spatiales de u et w coincident évide-
ment. w(x,t) est satisfait donc a la méme équation que u s’il s’agit d’une équation de
chaleur ou de corde vibrante. Par ailleurs, de par sa construction, w(0, t)= w(L,t) = 0.
Nous pouvons donc d’abord rechercher w(z, t) et ensuite retrouver v a ’aide de la re-
lation (3.10). Nous verrons un exemple plus bas.

w(z,t) = u(z,t) — e —a (3.10)

3.6.2 Dérivation par rapport a une autre variable.

Qu’en est il pour la dérivation par rapport a une autre variable ? En écrivant

u(z,t) = by(t)sin(nmz/L)

nous avons concentré toute la dépendance temporelle dans ’amplitude des harmo-
niques by, (). Pour avoir le droit de dériver par rapport a ¢ sous la somme, nous devons
pouvoir écrire ( le démontrer )

o [t L ou
a/o u(z, t)dx = ; Edm

L’échange de I'intégrale (sur ) et de la dérivation ( par rapport au temps) est permis si
Ou/ Ot existe sur 'intervalle [0, L], est continue et si elle est bornée. Nous supposerons
dans la suite que pour les fonctions que nous considérons (qui représentent des hauteurs
de cordes, des pressions ou des températures) ces conditions sont toujours vérifiées.
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3 Les séries de Fourier.

3.7 Vibration d’une corde.

Les problemes de vibration sont une des raisons du succés de I’analyse de Fourier.
Nous traitons le cas de la corde vibrante, mais beaucoup d’autres problemes ondu-
latoires comme le champs électromagnétique ou les ondes élastiques se traitent par
exactement les mémes méthodes. Revenons a I’équation d’une corde vibrante que nous
avons mentionné au début de ce chapitre, et traitons le a aide de Iartillerie que nous
avons développé. Comme nous ’avons dit plus haut, nous considérons une corde élas-
tique dont (i) les deux extrémités sont fixées aux points x = 0 et x = L; (ii) est soumise
a une tension 7'; (iii) a une densité linéaire p. Si nous repérons la hauteur de la courbe
par y(z), 'équation d’évolution de y s’écrit

%y _ 0%

Nous ne justifions pas cette équation. Notons simplement que le membre de droite est
Paccélération d’un élément infinitésimal de la corde (dans le sens vertical) au point z, et
que le membre de droite est proportionnel a la force exercée sur cet élément par ses voi-
sins. L’équation ci-dessus est simplement la relation de la dynamique a = f/m pour un
matériau continu. Le paramétre v a les dimensions d’une vitesse. Les seuls parameétres
intrinséques du probleme étant la tension et la densité, il n’existe qu'une seule facon
(dimentionnellement parlant) de former une vitesse et v? doit étre proportionnelle a
T'/p. Nous supposons enfin qu’initialement, la corde est maintenue dans une certaine
forme (pincée par exemple) yo () et qu'on la relache a I'instant ¢ = 0.

Nous pouvons a chaque instant, représenter la fonction y(z;t) a 'aide de sa série
de Fourier ou de sinus. Pour la représenter a tous les instants, il suffit donc que les
coefficients de la série soient fonction du temps :

yla;t) = Z by (t) sin % (3.12)
n=1

Notons que nous faisons ici le choix de rechercher la solution sous la forme de fonction
de sinus, puisque chaque terme de la série respecte les conditions aux bords y(0,t) =
y(L,t) = 0. En injectant (3.12) dans (3.11) est en identifiant terme a terme (puisque les
fonctions sont orthogonales), nous trouvons une équation différentielle pour I’ampli-
tude de chaque mode :

b, (t) + n?w?b,(t) = 0

ol w = mv/L. Comme la corde est relaché avec une vitesse nulle, nous avons simple-
ment
by (t) = By, cos(nwt)

ou les coefficient B,, sont les coefficient de la série des sinus de la fonction yo(x).
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L’image est donc la suivante : la déformation initiale est la superposition d’un certain
nombre de mode, chacun avec une amplitude b,,. Une fois qu’on reliche la corde, 'am-
plitude de chaque mode oscillera dans le temps. Remarquez cependant qu’il n’y a pas
de transfert entre les modes : si un mode n’était pas présent dans la déformation ini-
tiale, il ne sera pas excité par la suite. Chaque mode se comporte comme un oscillateur
indépendant, non couplé aux autres. En langage plus chic, on dira que la base de Fou-
rier est une base propre pour 'opérateur Laplacien : dans cette base, la représentation
matricielle de cet opérateur est diagonale.

Nous avons, lors de cette résolution, inversé 'ordre des opérations de dérivation et
de sommation. Nous savons qu’il existe des conditions trés contraignantes pour pou-
voir effectuer cette inversion, et elles sont loin d’étre réunies a priori (voir ci-dessous).
Notons enfin que la différence entre un clavecin et un piano, qui excitent pratiquement
les méme cordes tendues, est dans la facon de former la déformation initiale, donc de
produire des coefficients B,, différents.

3.8 Equation de la chaleur.

La physique mathématique posséde quelques équations “star”. Ce sont les équations
d’onde (rencontrées plus haut), 'équation de Laplace et I’équation de la chaleur. Cette
derniére décrit les phénoménes de diffusion (de la chaleur, de la concentration, ...) et est
de la forme 2

ou D 0?u

o Ox?
ou u représente la température, la concentration, etc... Si x désigne ’espace et ¢ le temps,
nous voyons que D doit avoir la dimension d’une longueur au carré par unité de temps
[L2/T).

Remarquez la différence avec I’équation d’onde (3.11), ou la dérivée par rapport au
temps est de deuxiéme ordre. Nous voulons traiter le cas d’une barre ( comme d’habi-
tude, de longueur L ) dont les extrémités sont maintenues a deux températures diffé-
rentes , disons 0 et 7. Nous avons donc les deux conditions aux limites

(3.13)

u(0,t) = 0 (3.14)
w(l,t) = T (3.15)

et nous supposons la condition initiale
u(z,0) = f(x) (3.16)

Voila, le probléme est maintenant bien posé. Avant de commencer son traitement total,
voyons voir si il existe une solution stationnaire, c’est a dire une solution tel que dyu =

2. Voir le chapitre “les équations de la physique” pour la signification de cette équation.
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0. Dans les processus diffusifs, c’est la solution qui est atteinte au bout d’un temps plus
oumoins long et correspond a I'équilibre. Il est évident ici que us(x) = T'(z/L) satisfait
parfaitement aux équations (3.13-3.15) et est la solution stationnaire recherchée. Apres
quelques lignes de calculs, nous trouvons que sa série de sinus est donnée par

n+1

sz sm(fx)

Bon, revenons maintenant a la solution générale. Nous décomposons la fonction v en
série de sinus avec des coefficients dépendant du temps :

Z by (t) sin(nmz /L) (3.17)

Nous dérivons une premiére fois par rapport a x. Mais attention, la fonction u prend
des valeurs différentes sur les deux bords, il faut donc ajouter des termes

2 (1)L ) = u(0,8)) = Z-(=1)"
a la série dérivée :
Opu(z,t) = % +y [b,L(t)(TZT) + 25(1)71} cos(nmz /L)

Nous sommes maintenant en présence d’une série de cosinus, que nous dérivons encore
une fois par rapport a =

Pulz,t)= - [bnu)(’”f) + QLT(—U"} (%) sin(nz/L)

La dérivation par rapport au temps nous donne une série de sinus dont les coefficients
sont b/ (t). En égalant terme a terme, nous obtenons une équation de premier ordre
pour les coefficients

D=" (1)

nm\ 2 2T nm
)b() L L

dont la solution est

27T (_1)n+1

b (t) = By exp [-n*(n*D/L*)t] + — (3.18)

n

Notons d’abord que quand ¢ — 400, les coefficients b,, tendent vers les coefficients de
sinus de la solution stationnaire : au bout d’un temps assez long, la distribution de tem-
pérature dans le barreau devient linéaire. Ensuite, les amplitudes des harmoniques sont
de la forme exp(—n?t/7), ot 7 ~ L?/D.L’ harmonique d’ordre n “disparait” donc sur
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FIGURE 3.4 — Solution de I’équation de la chaleur par les séries de sinus avec L = 1,
u(0,t) = 0; u(1,t) = 1, et condition initiale une fonction pallier. La so-
lution est tracée pour 4 temps différents. Nous avons représenté la série
par simplement ses 64 premiéres harmoniques. Notez les oscillations arti-
ficielles : les séries de sinus ont du mal a reproduire les discontinuités.

une échelle de temps ~ L?/(n?D). (i) Plus L est grand, plus le temps de “thermalisa-
tion” est grand. Si on multiplie par 2 la longueur du barreau, on doit multiplier par 4 le
temps nécessaire a la thermalisation *; (ii) Plus le coefficient de diffusion D est grand,
plus la thermalisation est rapide : le cuivre est plus rapide a thermaliser que le verre;
(iii) plus Pordre d’'une harmonique est important, plus il disparait rapidement, et ceci
est proportionnel au carré de ordre. Tres rapidement, il ne restera pratiquement que
I’harmonique d’ordre 1, qui sera le plus lent & “mourir” (voir figure 3.4).

Nous avons réussi a nous en sortir méme quand la dérivation sous la somme posait
probléme. Mais était-il vraiment nécessaire de faire appel a une telle artillerie lourde, qui
numériquement n’est pas entierement satisfaisant ? Et si au lieu de chercher la fonction
u(x,t) qui satisfait aux équations (3.13-3.16), nous cherchions la fonction

B(5,1) = u(z, 1) — uy(2) (319)
Cette fonction obéit bien siir a I’équation (3.13). Ces conditions aux limites sont
d(L,it) = w(L,t)—us(L)=T-T=0 (3.21)

La fonction ¢ obéit donc (contrairement a u) a des conditions aux limites continues,
et ne pose donc aucun probléme lors de ses dérivations par rapport a z. Sa condition
initiale est donnée par
¢(2,0) = f(x) — us(z)

Les équations pour ¢ sont donc maintenant bien posées, et nous pouvons les résoudre
par la technique habituelle des séries de sinus sans la complications des termes addi-
tionnels. Une fois ¢ trouvée, nous avons évidemment trouvé u. La figure (3.5) montre
Pavantage (entre autre numérique) de cette derniére méthode.

3. Sachant qu’un gigot de 1 kg cuit en une heure au four, quel est le temps de cuisson d’un gigot de 2 kg ?
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3 Les séries de Fourier.

FIGURE 3.5 — La solution de la méme équation de la chaleur mais ol on a cherché
d’abord la fonction ¢. Nous n’avons pris ici que 16 termes harmoniques.
Nous voyons qu’au temps ¢t = 0, des oscillations artificielles sont tou-
jours présentes a cause de la discontinuité de la condition initiale. Mais
les oscillations artificielles pour des temps ultérieurs de la figure (3.4) ont
disparu, puisqu’on a résolu le probléme de la discontinuité des conditions
aux limites.

3.9 Problemes avancés.

Probléme 3.1 Vibration d’une corde tendu.

L’exemple de la corde vibrante que nous avons considéré plus haut peut étre complété de
bien des fagons. Si la corde est soumise a un frottement visqueux, il faut ajouter un terme en
—\dy/0t (proportionnel a la vitesse locale) a droite de I’équation (3.11). Si la corde est en plus
soumise a une force par unité de longueur f(x,t), il faut également I’ajouter a droite. Résoudre
I’équation de la corde vibrante (i) en présence d’un frottement (ii) en présence de la force de
gravité f = —pg (iii) en présence d’une force de rappelle harmonique f = —ky. Les conditions
aux bords sont toujours les mémes : corde fixée a ses deux extrémités et avec une déformation
initiale yo ().

Probléme 3.2 Vibration d’une barre élastique.
L’équation de vibration d’une barre élastique est donnée par

0%y oty

o~ “oat

Discuter les solutions de cette équation. Que pensez vous des conditions initiales?

Probléme 3.3 Equation de Schrédinger dans un puits rectangulaire.
Dans un puits de potentiel rectangulaire est trés profond, a une dimension, ’équation de
Schrodinger s’écrit :

2 2
N

1

ot~ 2m Ox?
avec les condition aux limites ¢¥(—L,t) = ¢(L,t) = 0 et ¢(x,0) = f(x). Discuter de la
solution de cette équation en suivant I’exemple de la corde vibrante.
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L x

FIGURE 3.6 — Flambage sous l'effet d’une force.

Probléme 3.4 Equation de la Chaleur I.

Soit une barre thermiquement isolée, c’est a dire 9,u(0,t) = d,u(L,0) = 0. En effet, le flux
de chaleur a travers une section est proportionnel a la pente de u en cet endroit, et que “isolée”
(pas de flux de chaleur de/vers I'extérieur), impose les conditions ci-dessus. En partant d’une
distribution de température initiale parabolique u(x,0) = Ta(L — x)/L?, résolvez I'équation
de la chaleur. A t’on plutdt intérét a prendre des séries de cosinus ou des séries de sinus?

Probleme 3.5 Equation de la chaleur II.
Si une source de chaleur est présente dans le milieu (sous forme de résistance électrique ou
de particule radioactive ...), 'équation de la chaleur prend la forme

ou 9%u
e D@ +Q(x)

ou ( est la quantité de chaleur produite en z. Prenez une source constante localisée autour de
L /2, et résolvez alors I’équation de la chaleur.

Probléme 3.6 Equation de la chaleur III.

Nous nous intéressons a la distribution de température dans une barre dont I’'un des cotés
est maintenu a température constante et 'autre extrémité a une température qui varie dans le
temps selon une loi connue. Résolvez

u _ D82u
ot Ox?
avec les conditions aux limites u(0,¢) = 0; u(L,t) = g(¢). Nous supposons une condition

initiale homogéne u(z, 0) = 0 et bien sar g(0)=0. Notez que vous avez intérét a chercher plutét la
fonction ¢(x, t) = u(zx,t) — g(t)z/L pour régulariser les conditions aux limites. Si vous n’aimez
pas cette fagon de faire, il faut faire attention aux dérivations terme a terme (qui donneront, bien
sir, la méme réponse).

Probleme 3.7 flambage d’une poutre

Posez une régle a la verticale et appuyez avec un doigt dessus : au bout d’une certaine pression,
la régle fléchit soudain. On appelle cette transition brusque le “flambage”. Le flambage est par
exemple la raison principale qui limite la hauteur des immeubles : au dela d’une certaine taille,
I'immeuble flambe sous son propre poids. Nous allons étudier ce phénomene a I’aide des séries
de Sinus.
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0. Minimum. Pour une fonction f(z1,...,2n) = @127 4+ ... + anz2, le point 21 = 22 = ... =
zn = 0 est un minimum si a; > 0 V. En mécanique, Un point constitue un équilibre stable si
c’est un minimum de 'énergie potentielle.

0’. Définitions. Nous considérons une barre de longueur £ qui sous l'effet d’une force F’
“flambe”. La fleche de la barre est repéré par la fonction u(x). La barre est contraintes de garder
ses extrémités a u = 0. La différence entre la longueur de la barre et sa longueur projeté L est
notée y = L — L (Fig. 3.6).

Soit la fonction w(z) sur Pintervalle [0, L] telle que u(0) = u(L) = 0. Nous notons sa dé-
composition en série de sinus par

u(z) = Z by, sin(nmxz/L)

1. Parseval. En utilisant 'orthogonalité des sinus, démontrer I'égalité de Parseval :

/0 u(z)?de = (L/2) Y _ by

Obtenez alors . .
/ (u/(ﬂc))2 dzx et / (u”(m))2 dz
0 0

en fonction des harmoniques by,.
2. Energie Potentielle. L’énergie potentielle de la barre s’écrit

S:/O (1/2)B (u"(z))” do — Fy

ou B est le module de rigidité de courbure et F' la force appliquée sur la barre a son extrémité.
Nous considérons le début de I'instabilité ou la fleche est faible (u’(z) < 1). Dans ce cas

/OL (ViTw@? -1)do
(1/2) /OL o/ (x)’dx

y=L—L

Obtenez alors I’énergie potentielle en fonction de Pamplitude des harmoniques b,,.

3. Instabilité. La position de la barre droite (non flambée) correspond a b, = 0 Vn. A partir
de quelle valeur F. de la force cette équilibre devient instable ? Quelle est le mode qui devient
instable en premier? Comment cela correspond a votre expérience de poussée sur une régle?

4. Hauteur. Discutez comment vous pourriez utiliser ce résultat pour calculer la hauteur limite
d’un batiment.

Probléeme 3.8 Energie d’un corps noir.
Reprenons le cas de la corde vibrante fixée a ses deux extrémités. Quelle est son énergie libre
F quand elle est maintenue a une température T *? Ce probléme a joué un réle majeur dans

4. Nous mesurons la température en échelle d’énergie : ' = K0, ou 0 est la température habituelle.
Cela nous évite de trainer la constante de Boltzmann.
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I’évolution de la physique au tournant du XIX®™M€siécle et a donné lieu 4 la premiére formulation
de la mécanique quantique.

Avant d’attaquer de front ce probléme, quelques rappels sur un cas simple. Prenons un os-
cillateur harmonique (une boule au bout d’un ressort ) dont "amplitude & un instant est z(t).
L’énergie élastique emmagasinée dans l'oscillateur est E(z) = (k/2)z2. L’énergie libre est une
sorte de moyenne pondérée par la température de toutes les énergies disponible :

Z=e T =) e FO/T (3.22)
(=)

ou la somme s’entend au sens de toutes les configurations possibles. Comme I"amplitude z est
une variable continue, la somme peut étre transformée en intégrale et®

400
7= / e 2T gy — 0.\ /T ]k
L’énergie élastique moyenne de loscillateur est
(B) =Y E(z)e "W/ )z =T/2
{=}

Si ala place d’un oscillateur, nous avions deux oscillateurs indépendants (non couplés), 1 et z2
de raideur k1 et ko, énergie serait

E = (1/2) (k1] + kox3) (3.23)

et la somme (3.22) pour obtenir I’énergie serait cette fois une double intégrale qui se calcule tout
aussi facilement. Un calcul élémentaire nous montre alors que I’énergie élastique moyenne est

(E) =(E1)+(E2) =T

Pour N oscillateurs, nous aurions (E) = NT'/2, ce qu’on appelle en physique statistique, I'équi-
partition.

Revenons & notre corde vibrante, dont la hauteur a ’abscisse z est repérée par u(x). L’énergie
élastique emmagasiné dans la corde, pour une configuration donnée u(z) vaut®

Elu(z)] = /OL K (g;‘)Q da (3.24)

Au lieu de représenter la corde par u(x), nous pouvons le représenter sur la base de Fourier :

“+ oo

u(x) = Z cn expl(2imn/L)z]

n=-—oo

5. Le résultat s’obtient facilement en effectuant le changement de variable z — x+/7T'/k; la constante

C est juste une intégrale définie qui vaut v/ 27
6. Pour la signification de cette expression, voir les deux chapitres sur le calcul variationnel et le sens
des équations de la physique.
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et une application simple du théoréme de Parceval nous montre que

L ou\? = 2mn )\ 2 9

n=-—oo

Remarquez I’expression de droite et comparez le a (3.23). C’est comme si nous étions en présence
de N (N — o0) oscillateurs harmonique indépendants, I’oscillateur n, d’amplitude c,, ayant une
constante de ressort k(27n/L)%. L’énergie moyenne emmagasinée dans la corde est

—+oo
(By= Y T/2

Aie .. Une simple corde a température non nulle emmagasine une énergie infinie. La raison prin-
cipale pour cette divergence est la forme (3.24) de I’énergie de la corde : elle n’est valable que
pour des petites déformations de la corde. Les modes a grand n (les hautes fréquences) imposent
cependant de tres fortes déformations. Il est évident que vous ne pouvez pas plier en 10000 une
corde de 1m. Il doit donc exister une sorte de longueur minimum qui limiterait les hautes fré-
quences, et on parle alors de longueur de cut-off.

Par contre, la forme (3.24) décrit parfaitement I’énergie du champ électrique (poser E = Vu)
dans une cavité. Bien sir, il faut prendre un champs électrique tridimensionnel et prendre en
compte les diverses polarisations; cela est légérement plus long a calculer mais c’est exactement
le méme genre de calcul. Ce probléme que I'on appelle divergence ultra-violet (pour les hautes
fréquence spatiale) a été résolu par Planck et Einstein en supposant que I’énergie d’'un mode n
ne pouvait pas prendre des valeurs continues mais varie par palier discret. Ceci a été la naissance
de la mécanique quantique.

Probleme 3.9 Le mouvement Brownien.

Considérons une particule sur un réseau discret unidimensionnel de pas a, c’est a dire une
particule qui peut sauter de site en site. Appelons « la probabilité de saut par unité de temps
autant vers la gauche que vers la droite. Cela veut dire que la probabilité pour que la particule
saute a gauche ou a droite pendant un temps infinitésimal dt est adt (et donc, la probabilité de
rester sur place est 1 —2adt ). On cherche a déterminer P(n, t), la probabilité pour qu’au temps
t, la particule se trouve sur le site n, sachant qu’a t = 0, la particule se trouvait a n = 0’. Pour
que la particule soit en n au temps ¢ + dt, il faut qu’il ait été en n £ 1 au temps ¢, et qu’il ait
effectué un saut vers n pendant 'intervalle dt. Ce phénomeéne enrichit la probabilité d’étre en n.
Par ailleurs, si la particule se trouvait en n au temps , il a une probabilité de sauter a gauche ou
a droite pendant P’intervalle dt, ce qui appauvrit la probabilité d’étre en n. En prenant en compte
ces deux phénomeénes, on obtient une équation qu’on appel maitresse :

1dP(n)

S = P(n—1)+P(n+1)—2P(n) (3.25)

7. Le mouvement de petites graines de poussiére dans l'eau, étudié par Brown a la fin du dix-neuviéme
siécle, est une version continue de ce mouvement. En 1905, Einstein a donné I'explication de ce mouvement
ératique en supposant la nature moléculaire de 'eau. Cet article est celui le plus cité dans le monde scienti-
fique.
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FIGURE 3.7 - Les fonctions e *I,,(z) pour n = 0, ..., 3. Pour z < 1, I,(22) = 2"/n/,
et pour z — 00, I,,(2) ~ €% /\/272.

Ceci est en faite une infinité d’équations différentielles de premier ordre, avec la condition initiale
P(n =0,t =0) = 1,P(n # 0,t = 0) = 0. La série de Fourier est devenue une célébrité en
résolvant en particulier ce genre d’équation. La méthode que I'on va suivre est une méthode
extrémement générale. Supposons que les P(n) sont les coefficients de Fourier d’une fonction
9(s,1)
—+o00
o(s,t) = Z P(n,t)exp(ins) (3.26)
n=-—oo

et essayons de voir a qu’elle équation doit obéir ¢. Notons tout d’abord que ¢gest 27-périodique
en s. La fonction ¢ est appelée la fonction génératrice des probabilités et caractérise entierement
le processus stochastique. Par exemple, on obtient la moyenne trés facilement :

(n) => nP(n)=—i %

Question : comment on obtiendrai la variance?
En multipliant I'eq(3.25) par exp(ins) et en sommant sur les n, on obtient pour ¢ :

9 _
ot

Ce qui nous donne, en intégrant I’équation différentielle par rapport a t:

s=0

—2a(1 — cos s)¢p

¢ = A(s) exp[—2a(1 — cos s)i]

Et la condition initiale ¢(s,t = 0) = 1 (pourquoi?) nous impose A(s) = 1. On connait donc
¢ et on peut par exemple calculer que la variance ~ 2at, qui est un des résultats important
du mouvement brownien. Mais on peut pousser I"analyse plus loin, et calculer explicitement les
probabilité. Il existe une classe de fonctions qu’on appelle des fonctions de Bessel d’ordre n que I’
on étudiera plus tard dans de ce cours. Ces fonctions (voir Fig.3.7) sont définies par des intégrales

In(z) = l/ e %% cos(nh)do
T™Jo
Cela nous donne directement les P(n, t) :

P(n,t) = exp(—2at)I,(2at)
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On peut a partir de la effectuer une analyse beaucoup plus fine du mouvement Brownien.

Probleme 3.10 fluctuation de mort et naissance.

Soit un systéme (comme par exemple un ensemble de bactéries ) dont la taille varie par palier
discret de facon aléatoire. Supposons que la probabilité par unité de temps pour qu’il passe de la
taille n a n £ 1 soit proportionnelle a n (notez la différence avec le cas brownien). montrez alors
que la probabilité P(n,t) pour que le systéme ait la taille n a l'instant ¢ obéit a I’équation :

dP(n)/dt =(n—1)P(n—1)+ (n+1)P(n+1) — 2nP(n) (3.27)

Nous supposons qu’a I'instant initial ¢ = 0, le systéme a une taille 1: P(1,0) = 1, P(n #
1,0) = 0. Ceci constituera notre condition initiale. Résoudre cette équation n’est pas a priori
facile. Posons u(x,t) = > P(n,t)exp(inx), et cherchons si on peut trouver une équation pour
cette fonction. Notons tout de suite que de par sa définition, u est 27 périodique. On appelle
u(z, t) la fonction génératrice. Si on réussit a trouver u, on voit alors que les P(n,t) sont sim-
plement les coefficients de la transformée de Fourier de cette fonction. Quelle est la condition
initiale pour u, c’est & dire u(z,0) =7 En multipliant les deux cotés de I’équation (3.27) par
exp(imc) et en sommant sur n, démontrez que
g—? = 2(cosz — 1)%

Démontrez que la solution de cette derniére (nous verrons plus tard® comment résoudre ces
équations) est donnée par :

1—d(1+2t)t 2
w(z, ) = z( + 2t) tanz/

1+¢(1—2t)tanx/2
Calculez la moyenne et la variance en fonction du temps. Avec un peu de vigueur en plus, dé-
montrez que

P(0,t) t/(1+1)
P(n,t) = " '/Q+t)"H

Discutez ce résultat.

Probleme 3.11 Propagation du son dans un cristal (les phonons).

Mise en place du probleme. Nous allons considérer un cristal uni-dimensionnel de maille
élémentaire a. La position d’équilibre de I'atome n est x, = na. Chaque atome n’interagit
qu’avec avec ses deux plus proches voisins. Nous voulons savoir comment une perturbation des
atomes par rapport a leur positions d’équilibre se propage dans le cristal. Soit u, I’écart de
I’atome n par rapport a sa position d’équilibre (Fig. 3.8). La force f,+1-n exercée par ’'atome
n + 1 sur son voisin n est une fonction de la distance entre les deux : fo+1—5n = C(Unt1 — Un)
ou C' est un coefficient qui dépend de la nature de la liaison chimique (grand pour les cristaux
ioniques ou covalents plus petit pour les cristaux moléculaires). Soit m la masse d’un atome;
son équation de mouvement (y = F/m) s’écrit, en considérant les forces exercées par ses deux
voisins,

8. Voir le chapitre sur les équations a dérivées partielles de premier ordre.
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u u u u
) n-1 n ) n+1 n+2
o o ° o

x= (n-1)a na (n+1)a (n+2)a

FIGURE 3.8 — Une portion du cristal montrant 4 atomes

du,
dt?

= (C/m)(uns1 —un) + (C/m)(un — tn—1) (3.28)
(C/m) (—2un + Un+1 + Un—1) (3.29)

Dorénavant, nous poserons wg = C/m.

Résolution. Nous considérerons les quantités u, (t) comme les coefficients de Fourier d’une
fonction caractéristique ¢(g, t) ot la variable g appartient a 'intervalle [—7 /a, 7 /a] (la longueur
de lintervalle est donc L = 27 /a ). Le paramétre g est souvent appelé “nombre d’onde”. ¢ s’écrit

donc
“+oo

o(g,t) = z un (t) exp (tagn) (3.30)

n=-—oo

1. En multipliant I’équation (3.28) pour 'atome n par exp(iagn) et en sommant sur toutes
les équations, démontrer que la fonction ¢ obéit a I’équation

8¢

) + 2w5 (1 — cos(ag)) ¢ = 0 (3.31)
[Help : Utilisez et justifiez 37> wun41 exp(iagn) = S0 u, exp (iag(n ¥ 1)) 1.

2. Vérifiez que la solution de cette équation différentielle linéaire homogéne de seconde ordre

en ¢ est donnée par

¢(q,t) = A(g) exp(iwgt) + B(q) exp(—iwqt)
ol wg = 2wpsin(agq/2). [Help : arranger d’abord I’équation (3.31) en exprimant cos(26) en
fonction de sin 0]. A(q) et B(q) sont des fonctions du paramétre g, mais pas du paramétre t qui
peuvent étre déterminées a I'aide des conditions initiales, mais nous n’avons pas besoin de les
expliciter ici.

3. (i) Donnez enfin la forme des ux(t). Comme vous pouvez le constater, les u, peuvent
étre considérés comme des superpositions d’ondes planes exp [i(wqt £ gna)]. (i) La vitesse du
propagation d’onde est définie par v4 = dwg/dq. Donnez I'expression de vq et tracez la en
fonction de g. Que vaut cette vitesse pour ¢ — 0 (grande longueur d’onde) et ¢ = £7/a?

4. Généralisation. Pouvez-vous indiquer, en suivant rapidement le méme chemin que pour
les questions précédentes, ce qui changerait si un atome interagissait avec ses 4 plus proches
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voisins?

d*un,
a2 = wS (—2un + Ung1 + Un—1)

+  aw] (—2un + Unt2 + Un—2)
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4 Les transformations de Fourier.

4.1 Entrée en matiere.

Nous avons vu plus haut que si une fonction était définie sur un intervalle fini de
taille L, elle pouvait étre approximée aussi précisément qu’on le veuille par les séries
de Fourier exp(2imnxz/L). On peut, pour clarifier la notation, poser ¢ = 27wn/L et
écrire pour notre fonction :

fx) =" fyexpligr) (4.1)
q

ou g varierait par pallier discret de 1/L. Notez également que les coefficients sont don-
nés de facon fort symétrique

_ L
fo= (1/L)/0 f(z) exp(—igx)dx (4.2)

C’est en quelque sorte une formule d’inversion que nous devons a l'orthogonalité. Cela
est fort sympathique, mais si on voulait approcher notre fonction sur toute 'intervalle
| — 00, 00[? La réponse simple (simpliste) serait que g deviendrait alors une variable
continue, la somme se transforme en une intégrale, et nous avons :

+o00
0 1/ 7(q) expligz)dg (43)

:% .

et par analogie avec (4.2), on doit avoir
flo= [ fayesp(-igo)is (1.9

On appelle les équations (4.3,4.4) des transformations de Fourier : prenez votre fonction,
multipliez par exp(—iqz), intégrez sur | — 0o, 400/, et hop, c’est prét. Notez la beauté
de la symétrie : si f(q) = TF[f(z)] alors f(—z) = (1/27)TF[f(q)]. Par convention,
on met un petit chapeau sur la TF pour distinguer la fonction originale de la fonction
transformée. La variable ¢ est la variable réciproque de z. Pourquoi ce facteur 27 doit
apparaitre dans la TF inverse ? En faite, si nous définissions la TF par [multiplier par
exp(2imqx) et intégrer] la TF et son inverse seraient parfaitement symétrique, et cer-

taines personnes préferent cette derniére définition. Cela nous obligerait cependant a
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FIGURE 4.1 — Quelques exemples de fonctions et de leurs transformées de Fourier. En
bleu, la fonction exp(|z|) ; en vert, la fonction IT(z).

trainer des 27 lors des dérivations et des changements de variables et nous préférons
donc la définition (4.4).

La signification de la TF est la suivante : une fonction f(x) peut étre considérée
comme la superposition d’oscillations pures exp(igx), chaque oscillation ayant un poids
f (q). Cette signification, comme nous 'avons dit, est juste une généralisation des séries
de Fourier. La TF est un exemple d’opérateur linéaire, c’est a dire une boite noire qui
prend une fonction en entrée et produit une nouvelle fonction en sortie, et fait cela de
fagon linéaire, c’est a dire :

TEAf(2) + pg(x)] = ATE[f(x)] + pTF[g(z)]
Voyons pour l'instant quelques exemples (figure 4.1).

Exemple 4.1 f(z) = e~ *l@l
1l est facile de démontrer que f(q) = 2k/(k? + ¢?). La formule d’inversion est
un peu plus compliqué & démontrer, et nécessite quelques éléments de la théorie des
variables complexes.

Exemple 4.2 f(z) = II(z)
La fonction IT(x), appelée porte, est définie par IT(z) = O si |z > 1 et TI(z) = 1
si || < 1. Sa TF est donnée par f(q) = 2sin(q)/q. Cette fonction joue un role
important dans la théorie de la diffraction.

Nous n’avons pas énoncé dans quelle condition les TF existent. Une condition suffi-
sante évidente serait que f doit étre sommable. Nous ne rentrons pas plus dans le détail,
disons simplement qu’en général, les résultats obtenus sont radicalement aberrants si
on a violé les limites permises.

Exercices.

§ 4.1 Démontrer la formule donnée pour la TF de k exp(—k|z|). Que devient cette transformée
sik — +00?
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4 Les transformations de Fourier.

§ 4.2 Calculer la TF de la fonction f(t) = H(t) exp(—vt). H(t) est appelé la fonction d’Hea-
viside (Physicien anglais de la fin du XIXéme). Elle est nulle pour ¢ < 0 et vaut 1 pour ¢t > 0.

§ 4.3 Calculer la transformée de Fourier de la fonction a ~'TI(z/a). Que devient cette transfor-
mée quand a — 0?

§ 4.4 Sachant que fj_;: exp(—x?)dx = /7, calculez la TF de exp(—x2/2). Pour cela, notez

que x° + 2igz = (z +iq)* + ¢°. Le résultat d’intégration reste valable si on parcours un axe
paralléle a axe réel.

§ 4.5 Calculez la TF de =" exp[—2?/2a?]. Que devient cette transformée quand a — 0?

§4.6 Calculer la TF d’un “train d’onde”, f(x) = I(x/a) exp(ikox). kg "est la période de 'onde
et a son extension spatial. Discutez les divers limites.

§ 4.7 Lafonction d’Airy que I'on rencontre souvent dans les problémes du calcul des bandes de
certain semi conducteur est définie par une intégrale :

Ai(z) L /oo exp (i(zt + t*/3)) dt

:ﬂ,oo

Démontrez que sa Transformée de Fourier est donnée par
~ 213 /q
Ai(k) = e /?

[Help : Vous devez connaitre les distributions, traités au prochain chapitre. Pour cet exercice, il
peut étre judicieux d’échanger I'ordre d’intégration pour le calcul de la TF].

4.2 Les opérations sur les TF.

Si les TF sont si intéressante, c’est en partie parce qu’elles nous permettent de ma-
nipuler les équations différentielles comme des équations algébriques. Ceci est un peu
Panalogue de 'invention des logarithme par monsieur Neper au début des années 1600.
Il est difficile de multiplier deux grands nombres. On prend alors le log de chacun (en
consultant une table), on additionne (au lieu de multiplier) les deux nombres obtenus,
et on prend I'antilog du résultat. C’est presque la méme chose pour les équations diffé-
rentielles et les TF : on prend la TF des équations (parfois en consultant une table), on
résout 'équation algébrique correspondante, on prend la TF inverse du résultat. Pour
cela, nous devons connaitre quelques régles de manipulation des TF, ’équivalent des
régles comme log(ab) = log(a) + log(b) pour les logarithme. Voyons cela de plus prés.
Translation. Si TF[f(z)] = f(q) alors TE[f(z — a)] = exp(—iqa)f(q)

Translater dans ’espace direct revient a multiplier par un facteur de phase dans I'es-
pace réciproque. Le changement de variable z — x + a (si on remplace x par  + a )
nous donne la démonstration :

/f(x —a)e %y = ¢~ 0 / f(z)e " dg
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4 Les transformations de Fourier.

Inversion. Si TF[f(z)] = f(q), alors TE[f(—z)] = f(—q)

Changement d’échelle. Si TF[f(z)] = f(q), alors TF[f(z/a)] = af(qa)

La dilatation d’échelle dans I’espace direct conduit a la contraction d’échelle dans
I'espace réciproque. Cela se démontre par le changement de variable z — az, comme
ce que vous avez fait dans les exercices 1 et 3 ci-dessus. Nous avons en réalité supposé
que a > 0. Dans le cas général, on doit écrire TF[f(z/a)] = |a|f(ga).

Dérivation. SiTF[f(x)] = f(q), alors TF[df (z)/dx] = iqf(q).

Dériver dans ’espace direct revient a multiplier par iq dans ’espace réciproque. C’est
lale grand avantage qui permet de transformer les équadifs en équation algébrique dans
Pespace réciproque. Pour démontrer cela, il faut simplement effectuer une intégration
par partie, et noter que puisque f est sommable, f(z) — 0 quand x — +oo.

4.3 Transformée de Fourier Rapide.

Une des raisons qui a grandement popularisé les TF est la disponibilité, depuis le
début des années 1960, des algorithmes qui permettent de les calculer efficacement. La
premiere étape pour traiter numériquement un signal est de I’échantillonner, c’est a
dire de le mesurer et de I'enregistrer tous les pas de temps At. Le son sur un CD est par
exemple échantillonné a 48 KHz, c’est a dire 48000 enregistrement de ’amplitude par
seconde. Nous sommes alors en possession de N nombres (qui sont les f,, = f(nAt) ).
Normalement, si on voulait calculer la TF, on devrait effectuer N2 opérations (de mul-
tiplications et d’addition). Les transformés de Fourier Rapide (ou FFT, pour Fast Fourier
Transform en anglais) n’effectuent pour ce calcul que N log N opérations. La différence
est énorme en temps de calcul. Par exemple, en supposant que notre ordinateur effectue
un milliard d’opérations par seconde, la TF d’une seconde d’un CD prendrait environ 2
secondes, tandis que sa TFR ne prendrait que 0.5 ms. C’est cette différence qui permet
d’analyser le signal en “temps réel”.

4.4 Manipulation et utilisation des TF.

Filtrage.

Un filtre ne laisse passer que certaines fréquences. Par exemple, pour la réception
radio de France Info, on régle un circuit électrique pour ne laisser passer que le 105.5
MHez. En optique, on fait souvent un filtrage spatial pour “nettoyer” un faisceau laser
et enlever les speckles. Le principe est toujours le méme : nous avons un signal z(¢) en
entrée et un signal y(¢) en sortie. Dans le cas d’un circuit RLC, ils sont reliés par une
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4 Les transformations de Fourier.

équation différentielle
2
% + a% +wiy = x(t)
Une habitude veut que la variable réciproque soit notée g (ou k) quand la variable directe
est x, et w (ou v) quand la variable directe est ¢. En prenant la TF des deux cotés de
I’équation, on obtient
Z(w)

4.5
(—w? +iaw + wd) (4.5)

jlw) =

Le signal en entrée x(t) est la superposition d’oscillations pures exp(iwt), chaque
oscillation ayant un poids Z(w). L’équation (4.5) montre comment le poids de chacune
de ces oscillations est modifié en sortie. Le signal (temporel) en sortie est la superposi-
tion de ces oscillations avec le poids §(w). L’amplitude du poids de la fréquence w en
entrée est donc divisée par [(w? —w?)? 4+ a?w?]'/? . Chaque composante de sortie subit
également un déphasage ¢ = arctan[(w3 — w?)/awl].

Il existe bien str autant de filtre que de probleme a traiter. Les images issues de la
microscopie électronique sont souvent brouillées par des pixels aléatoires. Pour net-
toyer ces images, on filtre les hautes fréquences : on prend la TF de I'image (c’est une
TF & deux dimensions) et on “coupe” les hautes fréquences, en multipliant la TF par une
fonction d’Heaviside H(qo — ¢) ou gq est la fréquence (spatiale) de coupure. On prend
alors la TF inverse et I'image résultantes a été nettoyé du bruit aléatoire. Bien siir, dans
Popération, on a aussi perdu peut-étre quelques informations. L’opération peut-étre
résumé comme suit : I,,(x) = TF'[H (qo — q)TF[I(x)]].

TF de H(t) cos(wot).

Nous souhaitons calculer la TF de la fonction f(t) = H(t) cos(wot) ou H(t) est
la fonction d’Heaviside. Cela parait a priori problématique, la fonction cos(wpt) ne
tendant pas vers zéro pour t — +oo. Calculons plut6t la TF de la fonction f, (t) =
H (t) exp(—vt) cos(wot). Pour v > 0, cette fonction converge rapidement vers zéro et
son intégrale est trés bien définie. Donc,

£w) %/OO (e it 4 gmtorionn)) gmivty
0

v+ iw
(v + iw)? + w?

Maintenant, si on prend la limite v — 0, nous voyons que f,(t) — f(t) (pas unifor-
mément ), et que la transformée de Fourier tend également vers une limite bien définie.

Nous posons donc :
P w

f(w):i D)

— w2
Wi —w
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4 Les transformations de Fourier.

Bien sir, si on voulait prendre la TF inverse, on aurait a nouveau des problémes pour
Pintégration autour des singularités w = Fwy. On s’en sort en prenant la valeur prin-
cipale des intégrales. Quelques connaissances de la théorie d’intégration dans le plan
complexe nous montre alors qu'on trouve bien le bon résultat . Le lecteur peut démon-
trer, en suivant une démarche analogue, que

wo

2

TF [H (t) sin(wot)] = 0wt

Théorie de la diffraction de la lumiére et de la formation d’image.

Considérons un rayon de lumiére qui se propage d’un point A a un point B . Si la
phase du champs au point A est exp(iwpt), elle est de exp(iwyt + ¢) au point B. wy est
(2 2 prés) la fréquence de la lumiére (de 'ordre de 10'*s™ pour la lumiére visible) et
¢ est le déphasage dii au temps que la lumiere met pour aller de A a B (distant de [) :

¢ = woAt = 27TfA—B = 27Ti
c A
ou A est la longueur d’onde de la lumiére (entre 0.3 et 0.8 micron pour la lumiere
visible). Le lecteur connait sans doute tout cela depuis le premier cycle universitaire.

Chaque point d’un objet recevant une onde lumineuse peut étre considéré comme
une source secondaire. Si a exp(iwgt) est le champs qui arrive au point P, le champs
émis est ar exp(iwpt + i®). Le coeflicient r (< 1) désigne I’absorption de la lumiére au
point P. Le coefficient ¢ est le déphasage induit au point P si par exemple en ce point,
le matériaux a un indice différent de son environnement. Le coefficient complexe T' =
rexp(i¢) est le coefficient de transmission du point P. Un objet est donc caractérisé
par une fonction complexe f(x) qui est son coefficient de transmission pour chacun de
ses points X.

Considérons maintenant une onde plane arrivant sur un objet (qui pour plus de sim-
plicité, nous considérons unidimensionnel) et un point P a l'infini dans la direction 6
(Fig. 4.2(a)). Le champ recu en ce point est la somme des champs secondaire émis par
les divers points de 'objet. Par rapport au rayon O P que I'on prend comme référence,
le rayon AP aura un déphasage de ¢ = —2mAA’/\ = —(27/X)x sin(f). En appelant
q = (2w /) sin(), et en appelant f(z) la fonction de transmission de I'objet, nous
voyons que le champs au point P vaut

/f(x) exp(—igz)dz

qui n’est rien d’autre que la TF de la fonction f.
Mettons maintenant une lentille a une distance U en face de 'objet, une image se
formera dans un plan a distance V' de la lentille (Fig. (b)). Les rayons qui partaient dans

1. Cela est en dehors du champs de ce cours.
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4 Les transformations de Fourier.

X X'y
A A
A AKX
0 0
B B
\
‘“—>

(a) (b)

FIGURE 4.2 — Formation d’image vu comme une double transformée de Fourier.

la direction € vont maintenant se focaliser dans le plan focal arriére de la lentille (distant
de F) en un point P dont la coordonnée 2’ vaut F tan = F'sin 6 tant que I’angle 6
n’est pas trop important. Nous en déduisons l'intensité du champ g(z’) dans le plan
focal arriére de la lentille :

~ 21

o) = [ fwres (—i(f})xﬂx) do = f(m)

Il n’est pas trop difficile de démontrer que 'image formée est la TF du plan focal arriére,
nous laissons cela au soin du lecteur. La formation d’image peut donc étre vu comme
une double transformation de Fourier. Cela ouvre de grandes perspectives pour effec-
tuer des opérations de filtrage directement dans le plan focal arriére (pfa) d’une lentille.
Voir des objets transparents, comme par exemple des cellules dans ’eau n’est pas pos-
sible en microscopie classique. Zerniké, dans les années 1950, a inventé une technique
appelée contraste de phase, qui consiste a introduire des filtres dans le pfa de 'objectif
et permet la visualisation des objets transparents sous microscope.

Energie injecté dans un oscillateur.

Soit une particule dans un puits harmonique (£, = (1/2)kz? ) soumis a une force
extérieure F'(t). Nous désirons savoir quelle énergie cette force transfert a la particule.
L’ équation du mouvement s’écrit :

2
z 2
— +twizr = (1/m)F(¢ 4.6
3+ ude = (1/m)E() 46)
ot w3 = k/m est la fréquence propre d’oscillation de la particule. Nous supposons
qu’au temps 77 du début, oscillateur est au repos. L’énergie totale transférée a I'oscil-
lateur est donc la somme de son énergie cinétique et potentielle au bout d’un temps 7%
(que nous prendront égale a +oco par la suite).
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4 Les transformations de Fourier.

Notons tout de suite que la gauche de I'équation (4.6) peut s’écrire (d/dt—iwq ) (d/dt+
iwp)x. Comme nous allons voir, cette décomposition a son utilité. En mécanique quan-
tique, on appellerai I’analogue de ces termes des opérateurs de création et d’annihilation
qui sont fréquemment utilisé. Par ailleurs, H, L’énergie totale ? du systéme (cinétique
+ potentielle ), s’écrit :

(2/m)H = (dz/dt)* + wix?
= (dz/dt — iwoz)(dx/dt + iwor)

Si on pose z = dx/dt + iwpx, nous aurons alors (2/m)H = zz*, et 'équation (4.6) se
transforme en
dz/dt —iwoz = (1/m)F(t) 4.7)
L’énergie transférée a loscillateur est AE = H(Ty) — H(Ty) = H(T»). Multiplions
maintenant les deux cotés de 1'équation (4.7 ) ci-dessus par exp(—iwpt) et intégrons
entre Tiet Ty
T

T2
/ (dz/dt — iwpz)e™0tdt = (1/m) / F(t)e “otdt
Ty Ty

Il nous suffit maintenant d’effectuer une intégration par partie du c6té gauche de I'in-
tégrale et d’utiliser le fait que l'oscillateur est au repos a I'instant 7} pour trouver que
ce cOté vaut z(T5) exp(—iwyTs). Comme en plus l'oscillateur est au repos avant 77, on
peut étendre l'intégrale a —oo. Quand T» — +00, le coté droit devient égale a la TF de
F évaluée pour la fréquence wy, et nous avons

1
AB = o F(w0) F* (w)

Pour connaitre I’énergie totale transférée a 'oscillateur, nous n’avons pas a résoudre
I’équation différentielle de second ordre avec second membre, évaluer simplement la
TF de la Force appliquée a la fréquence propre de l'oscillateur nous suffit.

Exercices. Vous pouvez donc facilement calculer I’énergie transférée dans les cas
suivants :

§4.8 F(t) = foe~ /' sit > 0; sinon, F(t) = 0.
§4.9 F(t) = foll(t/to)

§4.10 F(t) = fosit > 0;sinon, F(t) =0
§4.11 F(t) = focos(wit)

Dans les cas 4.8 et 4.9, discutez le transfert d’énergie en fonction du temps (. Pour ré-
soudre le cas 4.10 et 4.11, vous aurez besoin des résultats sur les distributions disponible
dans les prochains chapitres.

2. En mécanique analytique, on appelle Hamiltonien I’énergie totale du systéme, d’ou le H. Comme le
systéme n’est pas isolé, H n’est pas une constante du mouvement : H = H(t)
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4 Les transformations de Fourier.

4.5 Relation entre les séries et les transformés de
Fourier.

Nous avons indiqué au début du chapitre, sans le démontrer, que 'on passe des séries
au transformés de Fourier en laissant la longueur de I'intervalle L tendre vers I'infini.
Revoyons ce passage avec quelques détails maintenant. Considérons une fonction f(z)
sur lintervalle [-L/2, L/2]. Ses coefficients de Fourier (complexe) sont donnés par

L /2
- / e~ 1% do
L/2
ou pour plus de simplicité, nous notons ¢ = 2mn/L. Désignons par I(q) I'intégrale
ci-dessus (sans le facteur 1/L donc). Par définition, nous avons pour f(z) :

fl@)= Y (1/L)I(g)e'™
q,2w/L

ou dans la somme, I'indice g varie par pas discret dg = 27/L. Quand L — oo, dqg — 0
et par définition de 'intégrale de Riemann, la somme ci-dessus tend vers

+o0
@) =5 [ T

Par ailleurs, il est évident que quand L — 0o, I(q) tend vers f(q) donnée par I’équation
(4.9).

4.6 Approfondissement : TF a plusieurs dimensions.

Nous nous occupons dans ce cours essentiellement des fonctions a une seule variable
f(z). Ces concepts cependant se généralisent sans probléme a plusieurs variable. Si
nous notons les variables de facon vectorielle

x = (z1, T2, ..., Tq)
alors la TF est définie comme
flk) = | fx)e ™ xdx (4.8)
Rd
ou k.x = kyx1 + ...kgx4 désigne le produit scalaire. De méme, la TF inverse est

1

ik.x
@yt L, T

fx) =

Etudions deux cas particuliers que nous rencontrons souvent.
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F1GURE 4.3 - La fonction Jy ()

4.6.1 Symétrie cylindrique.

Dans le premier cas, d = 2 et la fonction est a symétrie cylindrique : f(x) = f(r) ou
r? = 2% + x3. La fonction f(x,y) = 1/(2? + y?) en est un bon exemple. 1l est évident
que dans un tel cas, nous avons intérét a utiliser les coordonnées polaire. Dans ce cas,

o] 2m
fk) = /0 /0 f(r)e= ™ >rdrdf

Le probléme consiste a calculer le facteur exp(—ik.x). La coordonnées 0 désigne I’angle
entre le vecteur x et ’axe des x. Cependant, si nous tournons ’axe des = pour I’aligner
sur I'axe de k, la fonction f(x) ne change pas, puisqu’elle est de symétrie cylindrique.
Dans ce cas, 6 désigne ’angle entre le vecteur x et le vecteur k et

k.x = krcos@

otk = /K2 + k2

L’intégration sur 6 nous donne
27 )
/ e~ tkreesfg — o Jo(kr)
0

La fonction Jy(z) est appelée la fonction de Bessel d’ordre 0 et apparait en physique
mathématique & de nombreux endroits. Les fonctions de Bessel jouent le réle des fonc-
tions trigonométrique en coordonnées polaires. Nous avons donc

f(k) =27 /OOO rf(r)Jo(kr)dr (4.9)

1l est évident que la fonction f (k) est également de symétrie cylindrique et la TF inverse

est
f(r) i/o kf(k)Jo(kr)dk

:271'
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4.6.2 Symeétrie sphérique.

Etudions maintenant le cas d = 3 ot la fonction est a symétrie sphérique. En répétant
les arguments ci-dessus pour les coordonnées sphériques, nous aboutissons a

flk) = /0 h /O ’ /O " f(r)ye” % *r2 sin Odrdfde

L’intégration sur ¢ nous donne juste un facteur 27. Par ailleurs,

/ efikrcose sin d6 = QSIHU{I’I’)
0 kr

et donc finalement
T o

foo =3 |

En faisant le méme chemin pour la TF inverse, nous avons

rf(r) sin(kr)dr

f(r)= ;—: /0 Tk f (k) sin(kr)dk

§ 4.12 Calculer la Transformée de Fourier de

109 = o (-1 )

aux dimensions d = 1,2, 3.
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5 Les distributions.

5.1 Ce qu’il faut savoir.

Les transformées de Fourier nous posent quelques problémes quant a la définition
d’une base orthogonale. Nous avons vu que, sur 'intervalle | — 0o, 400, la fonction
f(x) peut étre représentée comme la superposition des fonctions exp(igx) avec le poids
f (q). Pour en revenir & notre image de base dans ’espace des fonction, les fonctions
¢'4() (¢ € R) forment une base, et les coefficients f (q) sont les projections du vecteur
f () sur les vecteurs de cette base.

Nous avions aux sections précédentes basé nos démonstrations sur le concept d’or-
thogonalité. Mais peut on dire que exp(ig1x) et exp(igax) sont orthogonales? Le pro-
duit scalaire a t’ il encore un sens ? En effet, comment définir la valeur de

+oo
/ exp(iqix) exp(—igax)dx (5.1)

— 00

qui au sens normal de la théorie d’intégration, n’a aucun sens?
Il faut comprendre Le produit scalaire (5.1) dans le sens suivant d’un passage a la
limite :
1 +L/2
lim — / exp(igix) exp(—igax)dx (5.2)
L—oo L —L/2
Quand ¢q; # g9, I'intégrale est au plus de l'ordre de 1 et le (1/L) fait tout tendre vers
zéro. Par contre, si g1 = g2, I'intégrale vaut L et I'expression (5.2) vaut 1. Le produit
scalaire (5.1) est donc de 'ordre de L (avec L — oo ) pour q; = ¢o et de I'ordre de 1
sinon. Nous noterons ce genre d’objet (g1 — ¢2) et nous 'appellerons le delta de Dirac,
du nom du physicien qui a établi les régles de manipulation de ces objets dans son livre
sur la mécanique quantique en 1930.

Pour un physicien, le concept de la fonction § est trés intuitif et généralise le concept
de charge ou de masse ponctuel. Supposez que vous ayez des charges répartit conti-
nuellement dans l'espace avec une densité p(x) et que vous voulez calculer la charge
totale contenue dans une sphere de rayon R autour d’un point. Rien de plus simple,il
suffit d’intégrer la densité autour C' = fV p(x)dx. Supposez maintenant que R — 0,
c’est a dire que vous prenez des sphéres de plus en plus petite autour de votre point. Il
est évident qu’il y aura de moins en mois de charge a I'intérieur et que C' — 0. C’est
vrai, sauf si vous avez placé une charge ponctuelle au point considéré. Pour une charge
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5 Les distributions.

ponctuelle ), quel que soit la taille de la sphére autour, la quantité totale de la charge a
Pintérieur reste constante. En gros, pour une charge ponctuelle placée en x, la densité
de charge est nulle partout, sauf en x ou elle est infinie! Ce genre de densité infinie
en un point, nulle partout et dont 'intégrale est finie est justement un “delta” de Dirac.
Les mathématiciens nous exécuteraient si on appelait ces objets des fonctions et nous
obligent a les nommer des distributions. La propriété du delta de Dirac est la suivante :

/5(at)dx =1 VYI>0 (5.3)
I

Du moment que 'intervalle I contient 0, 'intégrale vaut 1, sinon elle vaut zéro. L’ob-
jet de ce chapitre est de se familiariser avec les distributions, et en particulier avec la
distribution de Dirac.

On peut voir §(x) comme un processus de limite. Prenons le cas de la fonction

Fulz) = L —(@/a)y

ay/m

C’est une gaussienne centrée sur 0, et son intégrale vaut 1. Quand a — 0, elle devient de
plus en plus piquée, avec une extension de moins en moins large, mais I'intégrale reste
constante. On peut dire la méme chose de la fonction g,(x) = (1/2a)II(xz/a) ou en
fait de n’importe quelle fonction qui, lors d’un processus de passage a la limite, réduit
son extension, augmente ’amplitude de son pique, et garde son intégrale constante. La
distribution d(x) est la limite de ce genre de fonction.

La définition (5.3) nous permet quelques généralisations. Par exemple, on peut définir
30(x), la distribution dont I'intégrale vaut 3 sur des intervalles contenant 0. On peut
méme définir f(2)d(z) ol on suppose f(z) continue en 0. L’intégrale vaut :

+oo +e
| t@ss =t [ s@)3() = 5(0)
Vous pouvez démontrer cela facilement en utilisant la définition de la continuité d’une
fonction. Mais intuitivement, cela parait évident : comme () est nulle partout sauf en
0, le multiplier par f(x) revient simplement a le multiplier par f(0). En fait, on utilise
cela comme la définition de la distribution d(x) :

/I F@)d(@)dz = f(0)  VI50 (5.4)

0(z) est une distribution centrée sur 0. 6(z — x) est une distribution centrée sur xg
et [6(x — z0)f(z) = f(x0). Finalement, les régles pour manipuler les § ne sont pas
vraiment compliquées.

Une derniére chose a savoir sur d(z) est sa transformée de Fourier ( on pose doréna-
vant R =] — 00, +o0] :

6(q) = /R5(:U)exp(—iqac)dx =1

55



5 Les distributions.

La TF de §(x)est la fonction constante 1. Cela veut dire que 6(z) est la superposition,
a poids égal, de toutes les modulations exp(igz)! Cela n’est pas vraiment étonnant :
comme §(x) varie vraiment trés rapidement, toutes les modulations doivent y étre pré-
sent. Inversement,

1

o ; exp(igx)dg = §(x) (5.5)

Exercice : Démontrer que la fonction § définie par (5.5) est bien une § de Dirac, c’est

a dire que [, 6(x)f(x) = £(0).

La dimension de la distribution §. En mathématique, nous manipulons essentielle-
ment des chiffres, c’est a dire des nombre sans dimensions. En physique cependant, les
quantités que nous manipulons représentent des grandeurs telles que des longueurs,
énergies, temps, vitesses, etc. Ces grandeurs ont des dimensions. Les physiciens at-
tachent beaucoup d’importance a cette question pour plusieurs raisons. Une de ces
raisons est purement gramaticale et permet de vérifier la cohérence des divers étapes
d’un calcul. Prenons le cas d’une équation différentielle du genre d?y/dt? + w3y = fo
et supposons que nous avons trouvé y = fo sin(wot). Si y représente une quantité de
dimension [y], alors [wo] = T~ et [fo] = [y]T~2. Ceci est nécessaire si nous voulons
que les deux cotés de I’équation aient la méme dimension. La dimension du c6té gauche
de la solution est [y]. Comme la fonction sin n’a pas de dimension, le coté droit de la
solution a la dimension de [y]7~2! Les deux cotés de la solution n’ont pas la méme
dimension et nous nous sommes manifestement trompé a une étape de la résolution.
Ces vérifications peuvent (et doivent ) étre effectuées a chaque étape du calcul.

Comme nous manipulerons pas mal les distributions par la suite, nous avons besoin
de connaitre leurs dimensions. Les fonctions sin(z) et exp(x) n’ont pas de dimensions.
Qu’en est-il de la distribution §(z) ? Pour cela, il faut d’abord répondre 4 la question de
ladimensionde [ ydz.Le signe [ n’est qu’une généralisation de I'opération addition. La
dimension d’ “une pomme + une pomme” est toujours “une pomme”. Le signe d signifie
“une trés petite quantité de” et la dimension d’une “trés petite quantité de pomme” est
toujours “une pomme”. Nous en déduisons de tout cela que [ [ ydz] = [y][z]

Nous pouvons maintenant utiliser la propriété de la distribution ¢ : [ §(z) f(z)dx =
f(0). Il est alors aisé de voir que [§(z)] = [z]~!! Nous aurions pu bien siir arriver au
méme résultat en utilisant I'expression par passage a la limite () = (1/a) exp(—2?/a>
quand a — 0. Voila, il faut avoir cela en téte a chaque fois que 'on veut vérifier la co-
hérence des équations qui impliquent des 4.

5.2 Un peu de décence.
Du point de vue du mathématicien, ce que nous avons raconté plus haut est, en res-

tant poli, mal propre. Laurent Schwarz, dans les années 1950, a rendu rigoureux la théo-
rie des distributions. Il est utile de connaitre les grandes lignes de sa construction. Il est
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5 Les distributions.

parti de la constatation que les distributions ne sont utilisées en pratique que sous le
signe intégral, comme en (5.4).

Une fonctionnelle est une généralisation d’une fonction. Elle prend une fonction en
entrée et produit un scalaire en sortie. C’est une fonction de fonction en quelque sorte.
Notons que la TF n’est pas une fonctionnelle, puisqu’elle produit une fonction en sortie.

Appelons & I'espace des fonctions !, et F I'espace des fonctionnelles linéaires (ou dit
plus sérieusement, des formes linéaires définies sur £). Un exemple de fonctionnelle est
Lexp(~22) qui prend une fonction en entrée, calcul son produit scalaire avec la fonction
exp(—22), et produit ce chiffre en sortie :

Lowi-alf) = [ exp(-a*) @)z
R

Nous pouvons généraliser cet exemple : a chaque fonction g € £, nous pouvons associer

une fonctionnelle £, € F tel que

Ll = /R f(2)g(x)dz

Et nous pouvons démontrer facilement que ce £, est bien une fonctionnelle linéaire.
Nous pouvons trouver beaucoup d’autres fonctionnelles linéaires. Par exemple, la fonc-
tionnelle 0, est définie par

Ouo [f] = £ (o)

Voila, le tour est joué. Cette fonctionnelle est bien le delta de Dirac 6 (x —z¢) définie plus
haut. Noter bien l'opération : on peut identifier une partie de ’espace F avec espace
€ via ces L, que nous avions construit : & chaque élément de £ nous pouvons faire
correspondre un élément de I'espace F. Mais l'espace F est plus vaste, et quelques
uns de ses éléments supplémentaires constituent les distributions inhabituelles. C’est
un peu comme enrichir ’ensemble des nombres rationnels Q pour arriver a 'ensemble
des nombres réel R.

On peut définir des opérations sur les distributions. Il est toujours plus simple de
partir des distributions du genre £, dont le sens est familier pour définir ensuite les
mémes opérations sur les distributions du genre J. Par exemple, que veut dire £, ? En
intégrant par partie, on trouve

Lolf) = /R ¢'(@)f(@)de = - /R o) f'(@)da = — L[]

(N’oublions pas que comme f et g sont au moins sommable, elle tendent vers zéro pour
x — 00). On peut donc définir :

O[] = =0x, [f'] = = f'(20)

1. En réalité, 'espace des fonctions a support borné et infiniment dérivable, mais nous ne sommes pas a
notre premier délit.
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5 Les distributions.

ou dans le langage moins élégants des physiciens,

/ §' (& — 20) f(x)dz = — (o)

De méme, nous pouvons démontrer que pour la fonction d’'Heaviside H(x), H'(x) =
0(x). Nous ne continuerons pas plus le développement formel des distributions. Mais
la constructions de Schwarz est extrémement élégante et nous conseillons au lecteur
de voir au moins une fois les bases rigoureuses de cette construction.

Nous voyons cependant que l’espace plus large des distributions nous permet de
manipuler aisément des objets qui nous semblaient interdit. Une force ponctuelle a un
sens. Une discontinuité également. En physique, une fonction ne peut pas étre disconti-
nue. La densité de 'eau ne saute pas de p; a p, a 'interface liquide-solide, il existe une
couche d’épaisseur petite (trés petite devant les autres échelle de longueur) ou la den-
sité varie continuellement d’une valeur a une autre. La lumiere réfléchit par un miroir
pénétre sur une petite longueur dans le miroir ou son intensité décroit exponentielle-
ment et ainsi de suite. Nous pouvons donc caractériser les discontinuité des fonctions
par des distributions. Soit la fonction f(z) = g(z) + AH(x — x¢) , ot la fonction g est
une fonction continue et dérivable en x. La fonction f par contre, saute de la valeur
9(r0) axga A+ g(wo) Az . Au sens des distributions, la dérivé de f est donnée par
f'(x) = ¢'(x) + d(x — x0). Imaginez donc f’ comme une fonction normale, avec une
fleche positionnée en .

Exercices.
§ 5.1 En utilisant la définition (5.4), démontrer que I’expression (5.1) égale §(q1 — ¢2).
§ 5.2 Que valent §'(z) et [ 6(z)?

§ 5.3 Soit une fonction L—périodique f. Que vaut sa TF (au sens des distributions)?

§5.4 Une peigne de Dirac est défini par Z(z) = 3> __ §(z—n). C’est comme si nous avions

posé un delta de Dirac sur chaque nombre entier. Quelle est la TF de E(z/a)?

§ 5.5 Démontrer que §(x + a) = §(x) + ad’(z) + (1/2)a®8" (z) + ... On peut faire un dé-
veloppement de Taylor des 6 comme pour les fonctions usuelles. Pour pouvoir démontrer cette
égalité, appliquer les deux cotés de I'égalité a une fonction f

§ 5.6 Démontrer que §(—z) = 0(x) et (ax) = (1/]a])d(z).

§5.7 Considérons une fonction g(z) avec un zéro simple en o : g(xo) = 0, g'(z0) # 0. Prenons
un intervalle I = [zo — a,zo + a] autour de zo(on peut supposer a aussi petit que I’on veut).
En développant g autour de sa racine a 'ordre 1, démontrez que

1

7 (o)) )

AM%@ﬁwmx:
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5 Les distributions.

§ 5.8 En supposant que la fonction g(z) n’a que des racines simples, et en utilisant le résultat
ci-dessus, démontrer :

(9(@) = 3 o - )

ol les x; sont les racines simples de g(x). Donner I'expression de §(z? — a?).

§ 5.9 En vous inspirant du résultat de la question 5, pouvez-vous indiquer pourquoi dans la
question 7, nous pouvions nous restreindre & un développement d’ordre 1?

5.3 Manipulation et utilisation des distributions.

Oscillateur soumis a une force périodique. Il obéit a I'équation d2x/dt? + w3z =
Aexp(iwit). En prenant la TF des deux cotés, nous avons :

_ 2 AS(w — wy)
I(w) = —5———
wd — w?

comme z(t) = (1/27) [ #(w) exp(iwt)dw, nous trouvons

Aexp(iwit)
o(t)=— 52
Wo — Wi

Nous connaissions ce résultat depuis I’exercice sur le filtrage.

Oscillateur amorti soumis a une force impulsionnelle. Un oscillateur amorti
soumis & une force F'(t) obéit 4 I'équation

d’y L dy

m—s + A=+ ky=F(¢

az T TRy =E0)
Nous souhaitons connaitre la réponse de l'oscillateur 4 une force impulsionnelle F'(t) =
Fyd(t). Ceci est I'idéalisation d’un coup de marteau trés bref et trés puissant sur l'oscil-
lateur. Pour simplifier le probléme, nous supposons dans un premier temps que la masse
est négligeable ( que les forces d’inertie sont petites devant les forces de frottement )
et que loscillateur est au repos. En renormalisant nos coefficients, I’équation prend la

forme : J

Y
E +vrvy = f05(t) (5.6)
et en prenant la TF des deux cotés, nous trouvons que §(w) = fo/(v + iw). Il suffit
maintenant de prendre la TF inverse. Il se trouve que dans ce cas, si l’on se souvient de

Pexercice (4.1 :4.2), nous pouvons directement écrire

y(t) = foH(t) exp(—vt) (5.7)

Ce résultat est représenté sur la figure (5.1). Nous suggérons au lecteur de discuter les
limites A — 0 et A — oo.
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1 T T T T I T I T 1 T T
0.5 — 0.5+
0 0
1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4

FIGURE 5.1 — Reponse d’un oscillateur amortie a une force impulsionnelle. La distribu-
tion J est représentée par une fléche verticale.

Equation de la chaleur avec une source ponctuelle. Une goutte d’encre extréme-
ment concentrée, déposée en un point de 'espace va se diluer par diffusion. La méme
chose est valable pour un pulse ponctuel de chaleur. Comme nous 'avons vu précé-
demment, les phénomenes de diffusion sont gouvernés par I’équation de la chaleur :

ou 0%y

E - @ + Q(%,t) (5.8)

ou u désigne la température ou la concentration et () est un terme de source. Dans le
probléme qui nous intéresse ici, Q(x,t) = Qod(x)d(t). En prenant la TF par rapport a
la variable d’espace x, nous avons :

dvti(q,t) + Dgt(q,t) = Qod(t) (5.9)

Mais cette équation est exactement eq.(5.6), celle qu’on a écrit pour l'oscillateur amorti.
C’est bien une équation différentielle ordinaire par rapport a la variable temps, et ¢
peut étre considérée comme une constante : Pour chaque mode ¢, nous avons une EDO
indépendante. La solution est donc analogue a (5.7), et s’écrit :

i(q, t) = QoH(t) exp(—Dg’t)

I nous suffit maintenant de prendre la TF inverse pour obtenir la solution dans I’espace
direct :

1 [t

u(z,t) = o (g, t).e""%dq
— 00

Qo 1 ?
NV T (‘4Dt>
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0.8 1 —

0.6 — —

04— —

02 —

4 2 0 2 4

FIGURE 5.2 — profil de concentration en fonction de z, a différent temps ¢ =
0.1,0.2,0.5,1,2. Ici, D = 1/4. La distribution originale, en 6(z), est re-
présenté par une fleche verticale.

La derniere intégrale s’obtient facilement par les techniques que nous avons déja utilisé.
L’évolution de u(x) pour différente valeur de ¢ est représentée sur la figure (5.2).

Extension (difficile) : si la source n’est pas ponctuelle dans le temps, mais seulement
dans Pespace, i.e. Q(x) = Qod(x), quel est le comportement de la solution ? Help : Es-
sayez comme avant d’obtenir une expression pour %(g,t). Cette expression est trop
compliquée pour inverser, mais 0;u(q,t) I'est beaucoup moins. En changeant alors
I'ordre des opération TF™" et 0, vous pouvez obtenir une expression pour d;u(z,t).
1l vous suffit alors d’évaluer

.
u(z,T) = / Opu(z, t)dt
0
Il n’est pas difficile alors d’obtenir le comportement asymptotique de u pour £ — 0o.

Equation d’onde avec source ponctuelle. Considérons une corde tendue infinie et
au repos a linstant initial. A 'instant ¢ = 0, on la soumet a une force ponctuelle dans
le temps et dans I'espace (I'idéalisation d’'un marteau de piano tapant sur la corde).
I’équation d’onde s’écrit
2 2

% - v2% = 76(2)6(t) (5.10)
En suivant la méme démarche que ci-dessus, on peut obtenir la propagation de I'onde.
on peut également montrer que 'extension du domaine ou u # 0 croit a la vitesse v.

Vitesse de phase, vitesse de groupe. Donnons nous un signal u(z,t) qui se pro-
page (Fig.5.3). Comment devrait on définir la vitesse du signal ? On pourrait par exemple
repérer le maximum de u et suivre ce point en fonction de temps; ceci n’est pas trés bon
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wo o\ tif\ t

T

FIGURE 5.3 — un signal u(z, t) en fonction de x a trois temps ¢ différents, se propageant
vers la droite.

cependant, puisque le signal peut se déformer et notre maximum disparaitre ou d’autres
maxima apparaitre. Nous devons définir la vitesse en prenant en compte ’ensemble du
signal. Une bonne définition est par exemple de suivre le barycentre du signal, ou méme
mieux, le barycentre du carré du signal pour éviter les compensations de signe :

Z(t) = /Imu2(ac,t)da:

Notons que dans la plupart des exemples physique, le carré du signal est relié au concept
de I’énergie. Par la suite, sans perte de généralité, nous supposons notre signal normé :
I; u?(z,t)dx = 1. Supposons par exemple que notre signal se propage sans se déformer
u(z,t) = ug(x — ct) et nous avons alors

Z(t) = /Imug(:v)d:c—kct/lrug(x)dm

= ZXog+ct

ce qui correspond bien a notre intuition de la vitesse d’un signal.
En utilisant la définition des TF et de la distribution d(x), il est facile de démontrer
que (cf exercice 5.17) :

() i (8&((], t)

o ), 8(}) u*(q,t)dgq (5.11)

ou u(q,t) est la TF de u(z,t) par rapport a x. Reprenons a nouveau notre signal qui
se propage sans se déformer : u(x,t) = ug(x — ct). Par la régle des manipulation des
TF, nous savons qu’une translation dans ’espace direct revient a multiplier par une
exponentielle complexe dans I’espace réciproque :

(g, t) = ao(q).e "
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En remplacant dans I’expression (5.11), nous voyons que cela nous donne

_ ct . .
To+ 5 . iio(q)g(q)dg

= ZIg+ct

Z(t)

puisque, par la relation de Parseval (cf §5.18 ), (1/27) [} to(q)as(q)dg = [} ug(x)dz.
En général le facteur qui multiplie le temps dans 'exponentiel complexe est appelé la
fréquence angulaire w, qui dans ce cas simple de signal se propageant sans déformation
s’écrit
w=cq
et nous voyons que nous pouvons définir la vitesse comme

dw

C:diq

Prenons maintenant le cas plus général de signaux se déformant en se propageant. Il
existe un cas trés important appelé milieu dispersif, ou la déformation du signal prend
une forme simple dans l’espace réciproque :

(g, t) = o(q)e D! (5.12)

C’est a dire que le mode ¢ est pondéré par un facteur de phase w(q)t au temps t, avec
une forme w(q) quelconque ?, sans plus nécessairement étre proportionnel au mode g.
Dans le cas d’un cristal par exemple, on peut démontrer (voir le probléme correspondant
au chapitre sur les séries de Fourier) que w(q) = Asin(g). Nous pouvons néanmoins
calculer la vitesse du barycentre du signal comme avant :

t dw
Z(t) =To + — — ) o (q)ug(q)d
0 =s0+ 5 [ () s
Si w(q) varie de fagon lente par rapport a g (q)%g(q), et que ce dernier posséde un pic
étroit en ¢, alors une bonne approximation pour la vitesse du barycentre serait
dw
c= —
dq

q=q0

Ceci est ce qu’on appelle la vitesse du groupe. L’expression w/q, ayant un sens pour
les signaux se propageant sans déformation, s’appelle la vitesse de phase. Une mau-
vaise compréhension de ses formules peut parfois conclure a des transmissions sur-
luminalles.

2. Notez que dans un milieu dispersif, la quantité /I u?(z,t)dx se conserve. Si cette quantité est pro-
portionnelle a I'énergie, nous concluons que dans les milieux dispersif, I'énergie se conserve. Nous pouvons
conclure a I'inverse que dans tout milieu non-dissipatif, la forme du signal change nécessairement selon la
relation (5.12).
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FIGURE 5.4 — La fonction de Green y,(¢) d’une équation différentielle du type (5.13-5.14)
comparée a sa solution exacte.

5.4 Les distributions et les conditions initiales des
équations différentielles.

Les distributions, en particulier les §(t) et leurs dérivées, sont un moyen d’intégrer
les conditions initiales directement dans 1’équation différentielle. La solution de ces
derniéres est alors appelée “la fonction de Green”, auquel le chapitre 8 est consacré.

Considérons une équation différentielle de premiére ordre sur la fonction y/(¢) :

Yy +Fy,t) = 0 (5.13)

y(to) = o (5.14)

ou F(.,.) est une fonction quelconque. L’équation (5.14) constitue la condition initiale

de I’équation différentielle (5.13). Comme vous le constatez, nous devons écrire I’équa-

tion sur deux lignes, précisant indépendamment la relation différentielle et la valeur a

lorigine.

Appelons y, (t) la solution de I'équation (5.13) muni de la relation (5.14). Considérons

maintenant une autre équation

Y + F(y,t) = yod(t — to) (5.15)

ou nous n’indiquons pas de condition initiale. Nous allons démontrer que I’équation
(5.15) possede la méme solution que les équations (5.13-5.14); en d’autres terme, cette
équation a intégré la condition initiale sur sa premiére ligne.

En effet, soit la fonction (figure 5.4)

yo(t) = H(t —to)ya(t)

et donc, par une simple dérivation,

Yy = 0(t — to)ya(t) + H(t — to)y,,
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Nous nous souvenons que §(t — to)y(t) = y(to)d(t — to) et que H(t — to) f(t) = f(t)
pour t > tg. Il est donc trivial de démontrer que

Yy + F(yp, t) = yod(t —to)

c’est a dire que la fonction y,(¢) est bien solution de I’équation (5.15). La fonction y;(t)
est appelé la fonction de Green de I'équation (5.13) et est souvent noté G(t|yo, to). Nous
les verrons plus en détail au chapitre 8.

Notez cependant que nous avons cherché une solution y; (¢) qui coincide avec la fonc-
tion y, (t) pour t > to. C’est pour cela que nous avons appelé la condition (5.14) condi-
tion initiale. Cela est souvent le cas dans des problémes physique que l’on rencontre,
mais la condition (5.14) est juste une égalité en un point. Nous aurions pu chercher une
solution y;(t) qui coincide avec y, (t) pour t < t.

§5.10 Montrer que la fonction y,(t) = H (to —t)ya(t) est solution de I'équation y' + F(y,t) =
—00(t) pour t < to.

Ce que nous avons discuté se généralise a des fonctions de plusieurs variables. Consi-
dérons par exemple le mouvement brownien ot u(x, t|zg, to) désigne la densité de pro-
babilité de trouver la particule au point x au temps ¢, sachant que la particule se trouvait
au point zg au temps ¢g. La densité de probabilité obéit a I'équation *

ou 9%u
—=D— 5.16
ot 0x? (5.16)
avec la condition initiale donc
u(x,tg) = 0(x — xo) (5.17)

D’apres ce que nous avons dit, au lieu de résoudre les équations ci-dessus, nous pouvons
résoudre I’équation
ou 0%u
ot 0x?
Or, nous avons déja résolu cette équation (voir la relation 5.8) et nous connaissons sa
solution pour les temps ¢ > ¢y :

= d(z —wo)d(t — to)

u(x, tlzo, to) = (5.18)

(x — x0)?
4w D(t — to) P <_ 4D(t — to))

qui est souvent appelé le propagateur de I’équation de diffusion. Ce propagateur joue un
role fondamental dans de nombreuse branche de la physique, et nous le rencontrerons
réguliérement par la suite.

3. Ce n’est pas un hasard que I’équation du mouvement brownien, I’équation de la chaleur et I’équation
de diffusion soient les mémes.
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FIGURE 5.5 — la fléche d’un pont sous l'effet d’'une force ponctuelle.

5.5 Exercices.

§ 5.11 Que valent les distributions §(z) cos(gx), §(z) sin(gx) et &' (x) sin(qz) ?

§ 5.12 En dérivant directement la fonction y(¢) = (fo/wo)H (t) sin(wot), démontrer qu’elle est
la solution de §j + w3y = fod(t).

§ 5.13 Démontrer que tH (t) est la primitive de H(t). En utilisant une intégration par partie,
trouver la primitive de tH (t).

§ 5.14 Une particule initialement au repos de masse m soumise a une force impulsionnelle
obéit a I'équation my = fod(t). En intégrant directement et en utilisant les conditions initiales,
trouver la solution. Trouver la méme solution en considérant la particule soumise a une force
constante avec une certaine durée f = (fo/2T)I1(t/T — 1) et faire tendre ensuite la durée vers
zéro.

§ 5.15 Intégrer directement I’équation dy/dt + vy = fod(t) en utilisant la méthode de la
variation des constantes.

§ 5.16 L’élasticité des barres est donnée par I’équation
Bd'y/dz* = F()

ou F(z) est la densité de force (force par unité de longueur) appliquée au point = et B une
constante qui donne 'amplitude de la rigidité de la barre et qu’on appelle module de courbure.
C’est par exemple cette équation qui donne la fléche d’un pont sous I’effet d’'une charge. Nous
souhaitons connaitre la fleche d’un pont de longueur L sous I’effet du mouvement d’un camion
a la position a dessus. Comme les dimensions du camion sont petit par rapport au pont, on le
modélise par une distribution de Dirac. En résolvant donc I'équation *) = fod(z — a) trouver
la forme du pont. Nous utiliserons deux formes de conditions aux limites : (i) pont posé sur des
piliers, y(0) = y(L) = 0;y”(0) = y”(L) = 0 (figure 5.5.a; (ii) pont ancré aux deux bouts
y(0) = y(L) = 0;4'(0) = y' (L) = 0 (figure 5.5.b) . Pour quelle valeur de a la fleche est
maximum?

§ 5.17 Démontrer que

/I:ruz(x)dx d @' (q)u" (q)dg

=5/,
ou (q) est la TF de u(x). Help : écrire i’ (q) et @*(q) par leurs définition des TF, former leurs
produit et intégrer sur g. Il suffira juste de remarquer que [, exp(ig(x — y))dg = 2w (z — y).
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5 Les distributions.

§ 5.18 Parseval
Démontrer de facon générale que

| t@g* @iz = - [ Fli @da

et en déduire le résultat de §5.17 a nouveau en utilisant les régles de manipulation des TF.

§ 5.19 Conditions initiales
Soit I’équation de second ordre

y// +ayl —|—by — O
y(0)=wyo ; ¥'(0) =m0

Démontrer que cette équation a la méme solution, pour ¢t > 0, que I’équation

Y +ay’ + by = (2vo + ayo)d(t) + yod'(t)

5.6 Problemes.

Probleme 5.1 Peigne de Dirac
Il est évident que I’expression
n=-4oo
(5.19)

U(z) = Z exp(2iTnx)

n=—oo
, S . . , -
n’a pas de signification au sens des fonctions. Nous allons voir par contre qu’au sens des distri-

bution, elle est définie.
1. Expliquer simplement pourquoi I’expression (5.19) n’a pas de sens usuel de fonction.

2. A supposer que cette expression ait un sens, qu’elle est sa périodicité?
Soit la distribution “peigne de Dirac” W(z) = 3.7 _§(z — n) ot §(x) est la delta de

n=-—oo

Dirac.
3. Démontrer que la période de W (x) est 1. Représenter graphiquement W (x).
4. Comme W () est de période 1,1a décomposer en série de Fourier sur I'intervalle [—0.5, +0.5],

C’est a dire trouver les coefficient a,, et b, tels que sur cet intervalle,

W(z) =ao+ Z an, cos(2mnx) + by, sin(2mnx)
n=1
=1 exp(2imn).

. . “+oo —
5. Endéduireque > "> Sz —n)=3"_"7
6. Que pouvez vous dire maintenant de la transformée de Fourier d’une peigne de Dirac?

Probléme 5.2 les sommes d’Abel, les noyaux de Dirichlet.
0. Introduction. La convergence des séries de Fourier a joué un grand role dans I'avancée de

I’Analyse au début du XIXéme, et certains concepts treés proche des distributions inventés pour

cela. Nous allons visiter quelques uns.

67



5 Les distributions.
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FIGURE 5.6 — Le noyau de Dirichlet Dy (y) pour plusieurs valeurs de N.

soit la fonction 27 périodique f(x), dont la série de Fourier s’écrit :

f(z) =ao+ Z(an cosnx + by, sinnz)

n=1
Soit la fonction hn (z) la somme partielle des N premiers termes :

N
hn(z) = ao + Z(an cosnx + by, sin nx)

n=1
1. Coefficients de Fourier. Démontrer que
27
an cos nx + by sin(nz) = (1/7) f(y)cos (n(z —y))dy
0

2. Intervalle. Soit une fonction T'—périodique : g(y + T') = g(y). Démontrer alors que

/:+T 9(y)dy = /OT 9(y)dy

En déduire que
2T
an cosnz + by, sin(nz) = (1/7) f(z —y) cos(ny)dy
0

3. Noyau de Dirichlet. Soit la fonction (appelé le noyau de Dirichlet)
Dn(y) =1/27+ (1/7) (cosy + cos 2y + ... + cos Ny)

(figure 5.6). Déduire alors que

27
hn(z) = (z —y)Dn(y)dy
0
En multipliant et divisant Dy (y) par siny/2, déduire
sin (N +1/2)y)

Dn(y) = 27 sin(y/2)
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5 Les distributions.

Pouvez dire vers quoi tend Dy (y) quand N — oo [Help : Vers quoi tend hn () ?]

4. Les sommes d’Abel. Certaines séries divergentes peuvent étre régularisées par la procédure
d’Abel : au lieu de considérer la série S = )" un, on considére la série S(r) = > r"u, ou
0 < r < 1; Une fois le calcul fait, on étudie la limite de S(r) pour r — 1, qu’on appelle la
somme d’Abel de la série > un.

Sachant la somme d’une progression géométrique

THA+ . A =1 =A"TH/(1 =)
démontrer que
1-14+1-1+4..=1/2
au sens d’Abel.
5. Somme d’Abel du noyau de Dirichlet. Reprenons le noyau de Dirichlet pour N — oo
Do (y) =1/2+ cosz + ...

notons d,(y) sa somme d’Abel . En considérant r™ cos nz comme la partie réelle du nombre
complexe z", démontrer que

1—172

1
So(y) =z
) 21— 2rcosy+r?

Quelle est la limite de 6, (y) quand r — 1? Considérer séparément les deux cas y = O et y # 0.
Discuter ce résultat.
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6 Convolution et corrélation.

Deux concepts abondement utilisés en physique ( et bien d’autres endroits ) sont les
convolutions et les corrélations. Les TF nous permettent de calculer ces choses de facon
assez simple.

6.1 Les convolutions.

Le produit de convolution f * g de deux fonctions f et g est définie par

—+o0

h(z) = (f * g)(x) = / F(8)g(z — s)ds

— 00
§ 6.1 démontrer que le produit est commutatif: f x g = g * f.

L’endroit ou 'on rencontre fréquemment ce produit est quand on mesure un signal.
Supposons que le signal qu'on mesure est I'intensité lumineuse sur un écran, f(x).
Pour mesurer ce signal, expérimentateur doit positionner son détecteur a un point z,
et mesurer son intensité. Bien sir, il va effectuer cette mesure en plusieurs points. Le dé-
tecteur est cependant un instrument réel, de taille finie, disons 2¢ (et non infinitésimal).
Quand l'instrument est positionnée en x, toute la lumiére dans I'intervalle [z — ¢, x + /]
rentre dans le détecteur, et 'expérimentateur mesure donc en faite la moyenne de I'in-
tensité sur une intervalle autour du point z, et non la valeur exacte de l'intensité en ce
point. Evidemment, plus £ est petit, meilleure est la précision de 'appareil. En terme
mathématique, 'expérimentateur enregistre le signal h(z) :

44
h(z) = / f(s)ds

= (fxIl)(x)

Ici, I (x) = II(x/¢) est la fonction de I’appareil. Les fonctions d’appareil peuvent avoir
des formes plus compliquées, comme par exemple une gaussienne. Le facteur limitant
la précision du signal est le pouvoir de résolution ¢ de 'appareil qui lisse et rend flou le
signal original. Par exemple, un objectif de microscope est un appareil de mesure dont
le signal mesuré est I'image formée. Ernst Abbe, physicien de la compagnie Carl Zeiss

70



6 Convolution et corrélation.

[\
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FIGURE 6.1 — La convolution du signal 6(z) + d(z — 1) par des gaussiennes G, de dif-
férente largeur.

dans les années 1890, a développé la théorie de la formation d’image et démontré que
le pouvoir de résolution des objectifs et, au mieux, £ = A\/2N A, ou A est la longueur
d’onde utilisée et VA est I'ouverture de 'objectif (le sinus de I’angle maximum de cap-
ture de la lumiére). Les microscopes optiques ne peuvent donc pas “voir” les échelles
plus petites que 0.2 micron.

§ 6.2 soit le signal f(z) = d(z) + 0(z — x0), c’est a dire deux piques de Dirac distant de zo.
Calculer et tracer le signal mesuré si la fonction de I'appareil est (i) T ; (i) G; = exp(—=x2/20%).
Traiter particulierement les cas zg < ¢, xg > f et xo ~ /¢ (voir figure 6.1). Pouvez vous
déterminer, pour la Gaussienne, , a partir de quelle £, nous ne pouvons plus distinguer deux
piques séparées?

Les transformées de Fourier nous permettent de calculer facilement les produits de
convolution :

TF[f * g] = TF[f].TF[g]

La transformée de Fourier du produit de convolution de deux fonctions est le produit
(normal) de leurs transformée de Fourier. Soit h(z) = (f * g)(z), alors

o) = [ e / s f)ae— )

= /:ioo ds f(s) /_fj dre™""g(x — s)
— /_+: ds f(s)e™"* /_:O dxe™"%g(x)

= f(@)ilq)

Calculer numériquement le produit de convolution dans ’espace direct est de 'ordre de
N2, ou N est le nombre de points d’échantillonnage des fonctions. Par contre, prendre
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6 Convolution et corrélation.

la TFR, effectuer une multiplication entre les TF et prendre une TFR inverse ne coiitera
que N log N opérations.

Un autre endroit ou 'on rencontre fréquemment les convolutions est la théorie des
probabilités et le théoréme central limite. Soit deux variables aléatoires continues X et
X indépendantes de densité f(x) et g(z). Cela veut dire que la probabilité pour qu’une
réalisation de X “tombe” entre x et x+dx estégale a f(x)dx : Pr(z < X; < z+dx) =
f(x)dx. Nous nous demandons maintenant si nous pouvons déterminer la densité de
probabilité i(z) de la variable Z = X; + Xo.

h(z)dz = Pr(z<X;+ Xo <z+dz)

xr1=-+00
= / Pr(z — 1 < Xo < z— 21 +d2)Pr(zy < X1 <21 +dxq)

1 =—00

+oo
= dz/ g(z — 1) f(x1)dx

Nous voyons donc que h(z) = (f * g)(2).

§ 6.3 Démontrer que la densité de probabilité de la moyenne de deux variables aléatoires est
donnée par h(z) = 2(f * g)(2z).

§ 6.4 Démontrer que le produit de convolution de deux gaussiennes de largeur [ et p est encore
une gaussienne

1 1 z’
= e P (‘ ﬁ)
V271 /12 + p? 2(12 +p?)
pour vraiment apprécier les TF, faire le calcul d’abord dans I'espace direct, et ensuite a I'aide des
TF. Une gaussienne de largeur [ est la fonction

exp(—z?/21°)

1

V2nl

Les résultats ci-dessus sont important. Supposons que nous ayons deux variables

aléatoires gaussienne de largeur /. Leur moyenne est alors également une variable aléa-

toire gaussienne, mais de largeur //1/2. Ce résultat se généralise & N variables aléa-

toires : la moyenne est alors une gaussienne de largeur [/+/N. La moyenne de N va-

riables aléatoires est également une variable aléatoire, mais qui fluctue /N fois moins

que les variables originales. C’est pour cette raison par exemple qu'un expérimenta-

teur, pour caractériser un phénomene physique, prend plusieurs mesures et calcule leur
moyenne (voir les problémes avancés).

Exercices :
§ 6.5 Calculer A(z) = (IT % IT)(x), et représenter le graphiquement.

§ 6.6 Démontrer que la distribution ¢ est 'unité pour la convolution: f x§ = f
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6 Convolution et corrélation.

§ 6.7 Que vaut f *§'?

§ 6.8 Démontrer que la translation T, [f(x)] = f(z — a) est la convolution de §(z — a) avec la
fonction f.

§ 6.9 Le Graal de I'expérimentateur est de déconvoluer son signal, c’est a dire connaissant le
signal enregistré h(t) = (f * A)(t) et la fonction d’appareil A(t), déterminer f(t). On pourrait
se dire que pour connaitre f(¢) il suffit de diviser la TF de h par la TF de A et de prendre la
TF inverse du résultat. En pratique, ceci n’est pas une bonne solution, puisqu’on ne peut jamais
enregistrer un signal pendant un temps infiniment long. Soit H (t) le signal enregistré de —T" a
+T. Mathématiquement parlant, H(t) = h(t).IL(¢/T). Montrer alors que

w+1/T

H(w) = 2T/ fW)A(w)dv

w—1/T

On voit donc que 'intervalle de temps fini mélange les fréquences. Que trouve t’on a la limite
T — o00?

6.2 Auto-corrélation.

Un outil indispensable en physique est le concept d’auto-corrélation. Cela joue un
role important dans les processus stochastiques, la diffraction, ... Supposons que nous
ayons une fonction z(t). Pour plus de simplicité, nous considérons notre signal de
moyenne nulle, c’est a dire

t+T
lim — z(t)dt =0
T—o00 t

Nous désirons savoir combien d’information nous pouvons avoir sur z(t + 7) si nous
connaissons le signal en ¢. Cette quantité est contenu dans la fonction d’auto-corrélation

“+oo
G(r) = / ¥ (t)z(t + 7)dt

— 00

Le complexe conjugué est nécessaire si I'on veut que pour 7 = 0, G(7) soit réelle.
Dans beaucoup de cas, le signal est réel et le complexe conjugué dans ’espace réel
n’a pas d’importance. Concrétement, nous prenons notre signal au temps ¢, nous le
multiplions par le signal au temps ¢ + 7, nous répétons cette opération pour tous les
temps t et ajoutons le résultat. Nous donnerons plus loin quelques exemples de la facon
dont cette mesure est utilisée pour déterminer les caractéristiques de certains systémes
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6 Convolution et corrélation.
physiques. Que vaut la TF de la fonction d’auto-corrélation ?
Gw) = /dT / dt z* (t)x(t + 7) exp(—iwT) (6.1)
= /dt x*(t) /dT x(t + 7) exp(—iwT) (6.2)
= / dt x* (t) exp(+iwt) / dr (1) exp(—iwT) (6.3)

= T(W3Iw) =|iw) (6.4)

Le résultat est d’une grande beauté : la TF de la fonction d’auto-corrélation est égale au
module de la TF du signal au carré. Rappelons simplement que pour passer de (6.1) a
(6.2), nous avons échangé I'ordre d’intégration ; pour passer de (6.2) a (6.3) nous avons
effectué le changement de variable 7 — 7 — t.

La fonction d’auto-corrélation recoit des interprétation différentes dans différents
contextes. Par exemple en probabilités, soit X; la valeur d’une fonction aléatoire au
temps ¢, et X5 la valeur de méme fonction au temps ¢ + 7. En suivant la discussion sur
les convolutions, on peut alors démontrer que l"autocorrélation G(7) est la densité de
probabilité de la variable aléatoire Xo — X.

En physique de la matiére condensée, on a coutume d’imager autrement la fonction
d’auto-correlation. Supposez que vous ayez des particules distribuées dans ’espace.
Quelle est la distribution des distances entre les particules ? Prenez n’importe quelles
deux particules 7, j et calculer la distance r;; entre les deux. Faites maintenant un histo-
gramme de toutes les distances, et vous avez une fonction d’autocorrélation des concen-
trations. Nous avions vu, dans le chapitre sur les TF, que le champs E(q) de lumiére
diffusé dans une direction q est la TF de la fonction de transmission local. En utili-
sant des rayons -y ou neutron a trés petite longueur d’onde, la fonction de transmission
devient proportionnelle a la concentration des molécules qui diffusent ces longueurs
d’onde efficacement, c’est a dire : E(q) ~ TF[c(x)]. Or, les plaques photographiques
ou les senseurs de nos caméras ne mesurent pas le champ, mais I'intensité, c’est a dire
I(q) = E(q)E*(q). Les clichés de diffusion des Rayons «y sont donc une mesure directe
de la fonction d’auto-corrélation des concentrations moléculaires.

§ 6.10 le démontrer.

6.3 Relation entre I’équation de diffusion et les
convolutions.
Soit I’équation de diffusion )
5 = Do
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6 Convolution et corrélation.

avec la condition initiale

o(z,0) = f(x)
Nous savons depuis la section 5.4 que nous pouvons le résoudre par I’équation
Oc d?c
— —D— =§(t 6.5
Dot =3()f() 65

Pour résoudre ce dernier, nous pouvons utiliser diverses méthodes, comme les TF ou
les fonction de Green (voir chapitre 8). Soit

1 x?
G(z,t) = —— exp (—) t>0
(1) Var Dt 4Dt
Cette fonction, appelée aussi une gaussienne, est de plus en plus large en x au fur et
a mesure de I’écoulement de ¢ (voir figure 5.2). Or, la solution de I’équation (5.2) est
donnée par

() = / F(@)G(y — x.t)dy

en d’autre terme,
C(.’I}, t) = (f() * G('>t)) (x)

Pour obtenir la solution au temps ¢, nous convoluons la condition initiale f(x) avec une
gaussienne dont la largeur est donnée par ¢ : La diffusion est une simple convolution de
la condition initiale ; plus le temps coule, plus la gaussienne est large est plus les détails
de la condition initiale sont gommées.

6.4 Problemes avancés.

Probleme 6.1 Diffusion des corrélations.
Soit une fonction (représentant par exemple une concentration ou une probabilité, ...) obéis-
sant a I’équation de diffusion

[ d%c
ot 02
Et soit la fonction d’auto-corrélation spatiale
G(y;t) = / c(z;t)e(x + y; t)de

—o0

Démontrer que G obéit également a une équation de diffusion, mais avec un coefficient de dif-
fusion de 2D. [indication : il suffit d’échanger soigneusement les dérivations et les intégrations]

Probleme 6.2 Ressort soumis au bruit thermique.
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6 Convolution et corrélation.

[=]
—_
8]

FIGURE 6.2 - |Z(w)|? (eq. 6.9) en fonction de w pour wy = 1 et v = 0.1,0.2,0.4.

(Discuter ergodicité). Supposons une particule dans un puits harmonique, soumis au bruit

thermique. Son équation du mouvement s’écrit :
2

m(lef + Vcc%c + kx = fE() (6.6)
m est la masse de la particule, v est la force visqueuse et k la constante du ressort. Ceci constitue
une équation différentielle stochastique, et le formalisme a été développé par Langevin vers 1910.
La partie gauche de I’équation est celle du mouvement classique d’une particule attachée a un
ressort. La partie droite tient compte des chocs aléatoires des molécules du fluide qui entourent
la particule et qui font subir a cette derniére une force. La fonction £ est une fonction aléatoire,
c’est a dire qu’on ne connait pas vraiment la valeur qu’elle peut prendre, mais seulement la
probabilité qu’elle prenne une certaine valeur. Cela généralise le concept de variable aléatoire
utilisée en calcul des probabilités. f est 'amplitude des chocs aléatoires et vaut KgT'/a, ou a
est la taille de la particule.

On suppose que la fonction & est de moyenne nulle, c’est a dire qu’il y a autant de chance,
en moyenne, que les chocs ménent vers la gauche que vers la droite. De plus, on suppose que la
connaissance de la valeur de £(t) ne nous donne aucune information sur (¢ 4 7), quelque soit
7. On exprime cela par

/I EDE(t+7) = b() (6.7)

ou bien siir, § désigne le delta de Dirac. Cela n’est pas trop dur & imaginer : comme &(t + 7) est
complétement indépendant de £(t), il y a autant de chance qu’il soit de signe contraire que de
méme signe. A la longue, I'intégral doit tendre vers 0. Par contre, £2(t) > 0, son intégrale tend
donc vers I’infini (reportez vous a notre discussion sur ce genre d’objet au chapitre précédent).
En prenant la TF (par rapport a 7 ) de I’éq.(6.7), on obtient :

{w)€ (w) =1 (6.8)
En notant w@ = k/m et en prenant la TF de I’équation (6.6), nous obtenons :
(wh — w? + ivw)i(w) = (f/m)é(w)

ce qui nous donne, grace a la relation (6.8),

\Es(w)|2 _ (f/m)

6.9
(wg —w?)2 41202 (6.9)
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Cette fonction présente un pique a w ~ wp, comme on peut le constater sur la figure 6.2.
Soit la fonction d’autocorrélation des positions

G(r) = /Ix(t)a:(t + 7)dt

et nous avons vu que par définition, G(w) = |Z(w)|>. La relation (6.9) nous donne donc direc-
tement la fonction d’autocorrélation des positions.

On peut faire beaucoup de chose a partir de la. En physique, on réalise souvent ' des ressorts
de taille micrométrique pour exercer des forces sur des bactéries ou des molécules biologiques.
Un probléme majeur est celui de calibrer le ressort, c’est a dire trouver sa constante k. L’équa-
tion (6.9) nous montre qu’il existe une fagon extrémement robuste de trouver cette constante : (i)
enregistrer la position z(t) d’une particule au bout de ce ressort au cours du temps (ses fluctua-
tions thermiques); (ii) prendre la TF de x(¢); (iii) élever le module de la TF au carré; (iv) trouver
pour quelle fréquence, cette derniére présente un maximum : nous avons la fréquence propre de
I’oscillateur.

Probléeme 6.3 Somme de deux variables aléatoires et théoréme central limite .

Une variable aléatoire X est une fonction qui produit un nombre aléatoire a chaque réalisa-
tion. On peut se donner I'image d’un boitier électronique qui affiche un nombre a chaque fois
qu’on appuie sur un bouton (une réalisation). C’est par exemple, le jeté d’un dés; ou le temps
entre 'arrivé de deux particules sur notre senseur; ou la direction prise par une amibe au fond
d’une boite de pétri quand on la photographie toute les 30 secondes; ou le cours de la bourse a
chaque seconde; ...

On caractérise une variable aléatoire (que 'on suppose continue) par sa densité de probabilité
f(x) : la probabilité d’observer une réalisation de X entre = et x + dx est égale a f(x)dx . Cela
veut dire concrétement que si on effectue par exemple 10° réalisations (mesurons I'arrivé d’un
million de particule sur notre sen