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QUADRATURES

De fugerﬁcze: Cﬁmdrtques fmf des bafes f’arabdzgues 3
, tpuques 3 ijer’thue;. o

PAR M. pE LA HIRE.

- Qnfieur Pa&hal eft le premicr , que je {cache, qui
£ ¥ ait publié & déraontré daris fod Lestres fous le nom
de A Detsonville, que fi Yon éleve pcr’pcnd‘xcukx:cmcnt
fur le plan d’un quart de cercle, tous les finus aux poiats.

“de leurs arcs, ils, formeront un_efpace Cylindrique égal
au _

1aEré du ‘Gettde.. Drod il fuit que fes cordes
d’ug dem t.'érda.:.'gnpal 3l Elevéds - docame. fus leurs
arcs du dcmxhccrclc , formeront un cfpace Cylindrique
égal au quarre du diametre du demi-cercle. Mais il me
{cmblc  quon: examiné.fi dans les autres Sc&lons ,
Afh ”ffj’t?mt “rien"d¢ fesnblable 3 ceste propricté

du ccr:clc, qui eft une des plus utilés & des.plus helles gue
Yon doit 4 Ia Geometrie dr;s indivifibles. oi&‘ce queyy

i trouvé dans lcxamen que jen ai fait..

THEO%EM§ I
i : 5 IC VMP
b e eft HF, Ie foyer
- F &la hgnc HA perpen-
dlculalre a laxeen H, en-
~ | [fette que ¥ H fbit-égale 3
NN | FF quieft égzic atr quart

P | - d‘u Parametre de Iaxc.
- AL - Je dis que fide queélque
: ~.....‘......,..,:.,3,£:, ™ _jff }?Uint Ade I ligne H 4 on
- FT ‘tene AF au foyer, & AP

';arallclc 4 laxe yufqua la
arabole cn 2 ;& quwan
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fera ﬁﬁiﬁii’a&&éﬁittﬁn‘g& re

Qanglel QX 1 4GSR 3
Gangles enferlife: faraies comme Co G rnick, font I'éfpa-
¢e cylindtigue propofé ; & tous TesreGangles P A X221

eft connudans la Parablle ;:

" DES SCIENCES. 3371
point P on gleve £:4_p§-fyggdigpkj:cm¢1lt fur le plan de

la Parabole,-& qu'on fafle de méme pour tous les points,

A d’une portion HA détetminée {ur cette ligne 5 on aura
une pottion ou efpace d’an cylindre droit qui a pour fa
bafe laParabole 7 M P, lequel fcraégal a deux fois 'efpace
mixte V¥ H AP MV qui eft un efpace connu.

.‘:C:ar ayant menc la touchante ¥ 6N par e fommet 7
de l'axe d@'.l;%ﬁftalgokc,g & la touchapte PG par le point
P, on fcait par les proprictés de la Paraboi®, quue ces deux
touchantes fe rencontreront en G fur la ligne F 4, &

qu'elles formeront 'angle droit FGP, & que FG fera égale

&angles P.GE; PG A feronk égavx. . -

. MaisdiPon-prend la ligne P 9 indéfiniment petite fur
la Rarabole ou fur {2 rouchante, ce qu'on regarde com-
me la méme ligne , & qu'on mene la ligne 2 1 perpendi-

culaized £ 8yam atmesd e 10

464,8& VGégaled GN, & enfin les deux griangies re-
L Ny ~

{ui eft égal ;- C'eft-pourquoy on aura P4 |46i1p2] 21,
ot il fuit que le rectangle P4 X 21 cft égal au rectan~
gle 4G X P-Q:; & lere@angle P4 X 2.2] fera égal au re-

pisl égale d F 4. Mais tous, les re-

qui lear forit ézaux , font un clpace double de P’efpace

-y H 4P.MV,3 caufeque tous les reéangles P4 X 9! font

. égaux enfemble i cet efpace ; donc la fuperficie cylindri-

e propeféc:cht double de Tefpace ¥/ H 4 P M¥ ,qui cft

un kc{pacq;,ég;aiian?;ﬁ;ﬁs}d@; rectangle V.N X NP, cc qui
Tus Ie

plis I reltangle ¥ H 4 N.

Ce-qudd fallost démontrer.
Mais 4 lon décrig une hyperbole équilatere FB qui

 ait HFpour la moitié de fon axe, fon centre €tant en

#,%n. [caitgue routes les ordonnées 4 8 a fon axe indé-
erminé B4, feront égales aux £ .4, & par confequent
coutes des ofdonnées 4 B de Phyperbole érant élevées

- aux points:P de Jg Rarabole oil clies 1a coupent , forme-

Tt ij

I qui |

e = N
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ront ferméme efpace cylindrique que nous venons d’exa+
’ Treoreme IL

Soit une Parabsle ¥ P dont Faxe cft ¥ , & que ¥ H

- foit egale au paramerre. Par le point H.foit. mene R4

perpendiculaire a Paxe ¥ H , & par quel %omt' on vou-
Sl dra 4 de la ligne H4 foic
Y i mené 47 au fommet p
CowiNS 0 L e la Parabole, & foit p E
' “touchante en. . Enfin du
‘point ¥ pour centre &
pour rayon le parametre
¥ H foit decrit le cercle
H DB qui coupc en B la
ligmos: i, Sivany goint. B
du cercle on éleve perpen-
A N e — diculairement fur le plan
N A R EERT ST deia Parabole la- hgnc
o AN 4 P, & qu'on fafle lamén
3N -me chofe pour.- tous :lgs
points de la parcie HA de

Ia ligne HA. ;
Je dis que Kefpace de la
Y fuperficic cylitidaighs. for-.
moc.par. toures les A2 for les points B, fera égals au ro-
"angle FHAE. - o2 qegpresiioT e . )
- 1°. Si I'on mene 1a ligne ¥ P du fommet p*awr point P,
je dis que le triangle A¥ P fera reGangle en¥, & .fem-
lable ap eriangle re@angle ¥ H 4. Car.d qaufe de Ia
Parabole ;ilg: rebangle. P& X Bt iqui o*de parametre ,
fera egalau quasté de-REsdonc PE[(EF¥ | EF i E4s
& par confequent le triangle 47 P cft reétanglc .en ¥.
Mais aufli Vangle 7 4 P étant égal & langle 47 R, lc

PN

triangle re@angle. # 47 fera femblable au triangke: retan-

gle ¥4 P. Onatradonc P4 | VAP VAl FH, .
" 2% Silon prend 4.9 indefiniment petite fur LH&

——— e —
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quon menc @ D ¥, & du poing,Qfil'on mene la perpen.
diculaire Q1 fur ¥ 4 , le peiit triangle 914 ferg fembla-
ble au triangle 4 7 P:c'elt-pourquoy 4 P4 ¥ || 43| 91.
Mais 47| VB ou # H fon égale || 21| DB donc ex equo
AP} v H{| 421 BD'5 donc ke re@angle 4P X BD fera
€gal au rectapgle” H X 4 9. Ce fera la méme chofe pour
toutes lesigarties jfidéfinimene petites de la ligne H 4.
- Mais toutes [s.4F Xles arcs' B D qui' forment Lefpace
cylindrique propafe, feront égales 4 toutes les 4.9 XV H
qui formcn‘t) le/reCangle FHAE. Ce quil falloir démontrer.

i ' THEOREME lI L

J'aurois p ne faite ga’un feul Theorcine de celui-ci &
du fulvanestgaiscomme I'explication & la démonftration
feroicnt trop compofées  caufe des diftin&ions trop fre-
quentes, jenjai fait deux feparés : mais pour faire voir
I'analegic g&nm&m{;ﬁm;@ jai-obfegvé de mettre los
mémes lettres’aux points qui ont méme rapport , outre

ilu’»il Y 2 quelques proprictés particulieres a un & 4

»

autre. . : ©
_ Si_tur une lignédroite A 8-il y 2 deisx-points . ¥6 éga-
 Tomoit Usingis de NG B0 e gL b B prolon-
gés vers D (.Tk prend1a grandéur B poégule & 36 &
‘que du poit ¥ pour centre & pout rayon FD-on décrive
e cercle DE & que du point Gayant méaéquelgue ligne
ﬁE:~i“f§S§z%iﬁ-@€?? o B SEnE R T oatitnife oE
' 6R deux egalement en'7 ;12 Yigne S perpendicubiire B GE
Gopgress FE eni un point-S quifera- fur un¢Bllipie.la-
“quellc durd A FpodtiSn graid anc & iqui-feradgale 4 7E,

& Ia‘ligﬁe‘ S'f‘féﬁéhéfﬁ? eii'—’x"l T
-Cen, n ¢ftévidente; €ar fifon mene 69, clte
C-par-donfequént 2856 Sferort enfom-

a%6 B W-M&yvrs G
TR e il

alcs? .
- '. ‘:."‘ 1 “: ':; T ‘ -0 z . Nt by (a4 v
Ellipfer s1Y Tomy

e qulil y-igé remarquable ici, ceft-quele ecrck DLE
. ot [e termine 1&%@ G E menée'du foyer @, fait [e mé-

¢ offité dans I'Ef lipe. iqur -dans’ 18 Parabole, 4 tighc
e A1 e ) snpeiy

N

LDt
X
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drgy:c pcrpcndxculan'c a laxc, & qui Ie rencontre dans
.un. point:antant; delgm: dp: fommet: quencft lc foyer; ce
.qui eft aufli dcx me e 1c1 otfe x;cchc P Ereng
o0, B chfokse: 3. "'&%e 4.BG: mais dan$ la P4

s;.}m 4 diftance infinic,
-auffi le.cergle DE qui aurpit fon ccnil;c‘,a‘,él iahce infinie
dawnnx une hgn&dmxtc T ?

, i o 65, peibbr 48 La
dfmchﬂlﬁpfc ASB an; cl,c‘fc, perpendiculdires 3’ fon
plan lc[qucllcs [o;em;lcs ﬁmxs,&cs anglcs FEG ou EG&
qui font égaux entr’eux, & qui font les ‘moities dés anglcs
<186 3 dillipke fur ,Le;*ﬁ;yc,@ga@m pofan; £ rayon
-€du cercle-des, finug Taxg-4R1qu dinus fore

 LENCIoRS N cfgac; fur le g:yhndxp d.%mr gn a pour afe Ia.

demi-Ellipfe AS B, lequel fera égal au rc&mgié it do

“Yaxe 48 & delg dl{tary:c jﬁ engre fes foyers.
Sidequelque peine 2 prisdur 12 ‘touchante indéfiri-
;mem; prodhe dr poine, § qy on peut. ccnﬁdcrcr auflj fur 1a
Courbq, opymene 2R pcrpcndxctﬂalrc 4°6', on éﬁ‘f&”’ic
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’bEs,‘Sf\crsNéns' , 33;

trlangle § ‘2;{ femblable: alx~ttmngle G S1;8 fi parle
point Eon-tire EX parallele a la* Eoucliphte S1, & FK
perpendiculaite 3 EKy on aurd aufl Ic-trm{glwrc&anglc
E FK-:{emblable aux' déux'précedens 4 caufe des paralle-
Ies;& dansle cercle D E | E K feta le finus de 'angle EFK
quiceft femblable 4 l’amglc 8G1, & qui eft la moitié¢ de
Pangle F5G:c cﬁ-pourquoy FEIxEK H 251 ER donc le
xcangle E: K *- ggqup 7 J #gal
au reangle ¥ E:qui eft’ Taxe AB x B R n‘is’-la-{ammc
de toutés fes SR pour la deml-Ell:ip(c eft égale 3 Ia diftan-
¢c FG entre les foyers, A caufe des perpendiculaires ou
arcs Q R fur G§, cequi cft conpu, & 1a fomme de toutes

les 25 eft la dcmx-Ejhpr ¢ cﬁ-POurQuoy la propofition
e

Cororrarrnsz L
. Onvoit auffi par cette démontftration que fi au lieu du
-gercle. DK {ug lagnel on-a-p inps EK des angles
-BRE § qri-les prend fur teut-autre circle, ou plus grand
comme fur HM; ou plus petit, on dira toﬁjouts la méme
_chofe 5 car alors ce nouveau ccrclc HM étant concen-
frique ; 3, BE & ayant prolongé s'il ‘et neceffairc FE cn
a9 ,;_ , dxc&ang : FMN formé parle rayon

: : #$ra , comine on-
‘2 fait, quc l’cf ace. cyﬁndruiuc ﬁltpa: vous-les:finus M N
fur lesarcs § de la demi-Ellipfe lefquels leur correfpondent,
,gafa.cgal_au retangle faic du rayon F M ou FH & dc 1&
diffange .g@cxm:c les foyers.

Cono&rsa«!c}na IT

--Silon prolong; EGdu cété de G jufqu’au cercle DE,
on formera P'dugre x:lcmbﬁllxpfc dom; on concluem la mé-
Jne. cho&«quc cl-devang. - i Q booe s

L EE

Conox.x.arnz III
S; {ur FG pout ‘diametre on decrit le cercle FLG, &

quc E‘G pmlongccaoy non Jc xcncon,crc en L, la cg;de,

;‘j Langl lc EFK, fcmbiabk: au-
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- # I, qui’ cft perpendiculaired GL, fera égale au finus EK 3

car les deux lignes £, FX fone paralleles, & les angles
FKE, FIG {ont draits ; c’efk pourquoy -toutes les cordes
FL feront €gales ayx finus &L 5 ainfi ce que nous avons

 dit des finus BK #6 pbuvoit dire des cordes FL ; mais il

faut remarquek que- pour la demi-Ellipfe on auroit les cor-
desde mougde cexcle entisr, FLG. : ’
- On voit auil: que la corde F L qui fodrient langle Fer -
cgala langle EGD dans Le cercle FLG, fera égale au finus

de langlg FEG dans. le céecle DE ; & par confequent le

finus. de’ I'adgle FEG dans le cercle DE, fora double diy

finusde I’angle EGD dans le cercle FLG.
Cono'r;x_.Al,ns IV.

11 s’enfuit ayfli de e Theoreme que fi de tousles points
E di demi:cercle D E oh mene ‘dos lignes aux deux
foyers, l'une EF qui coupe la demi-Ellipfc en s, & Pautre
E G qui rencontre le-cercle BLG en L, & fi aux points.

& $ on Eleve perpendigulaicoment 13 méme. corde. F4
i o& dans le ecrele FZ G, eele don angle FCL doubls

¢ langle EGD, il (e formera for fe cercl pagier FLG
une furface cylindrique égale 4 dcuxc?gogsfe ?mn%fh
F G, ce qui eft-cannu ;& par cette propofition il s’en for-

- mera une autee fu. la. demi-Ellipfe ,. qui oft égale au re-.

Gangle FE X FG; donc 4 caule de F G cammyiniei, e dous,

ble guaseé étant.au redtangle comme 31FGA FE,dos deux

{urfaces cylindeiques feront danfa-méme raifon de 257G
a FE ou FD. - .

‘Turorewme FV.

“Si fur une ligne droite indétczminée on prend une
grandeur AB: telle qu'on voudra , & deux points F @
egalement éloignés de A B & au dehors, & fi I'on ppend
encore la grandeur BD {ur 4B & égale.d BG, S que du
point F pour centre & pougrayon FD qui cft égaled 4B,
on décrivele cercle BE; du point G ayant mené quel-
que ligne GE jufqu'au cercle DE en E, & enfuite Ff pror

, ongeo




iongéé tant‘qﬁ il (era neceflaite ; fi Fon divife GE en deux

alementenZ, & qu'au point Zon¢éleve fur GEla perpen-

-diculaire IS jufqu'a la rencontre de FE en§; ce point §

feraun de ceuxd'unc hyperbole SB quia pour fonaxe dé-
‘terminé kaligne. AB,&pmn:ﬂ&s yousi hes points I-G, &la
Ligne i 1on rhioleen S .

Cetee ptopofit mn gﬂ; vidente par les propriceés des
foyers de Phyperbele;car dans cevse conftructios la diffe-
rence des lignes £S5, GSfera totijours €gale 4 'axe 4B égala
FE. Mais il faut rerarquer que fi 1a ligne GE touchoit le
cercle DE, alors Ia ligne FE feroit parallele 15 qui feroit
dans ce casl’uné des afy totes, & que la partie du cer-
cle DE entre le point touchant & le point D formeroit la
moitie de I'hyperbole BS & le rcﬁe du demi-cerele au-
deffus de 4B formeroit la moitié de I'hyperbole oppofce
au-deffous de 'axe 4B ; & enfin 'autre moiti¢ du cercle
DE au-defous de l'axe formcrmt le refte de ces deux hy-
perboles.

Ce cercle DE fait le méme office dans Uhyperbole que

1707, Vu

i
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dans PEllipfe, & qui cft analogue 4 Ia ligne.droite de Ia
Parabole,-comme nous avons dit.

Je dis maintenant que fi par tous les points § ’une por-
tion de 'hyperbele comme B5 depuis 'axe en B, on éleve
des perpendiculaires a fon plan, lefquelles foient les finus
des an lljr:s EGS ou GES dans le eercle DE, formeront un cf.
pace ﬁgmlc Cylindre droit qui a pour bafe Ihyperbole ,
égal au refangle de I'axe 4B par GS moins GB ; ce
qui fe rapporte a Ja figure des finus dans une partic du
cercle. o , '

Side quelquepoine . pris fur la touchante indéfini-
ment proche du point §ou furI'hyperbole, ce qui eft con-
fideré comme }a méme chofe, on mene 9r perpendiculai-
red GS, on aura le triangle S 9% femblable au triangle SGr
ou SEI qui font femblables & rectangles. Et fi par le poine
& on tirc EX parallelé i la souchante $1& Fx perpendicus
laire 4 EX, on aura auffi le triangle redtangle EFK fem-
blables aux précedens & caufe des paralleles;& dansle cer-
cle DElaligne EK fera l¢ finus de Pangle EFK femblable
Yangle SEFou S6¥, qui eft 43 moitié du fupplément de Pan-
gle FSG : C’cl-pourquoy FE ou 4B EK | 25 }SR , & par
confequent le reétangle 4B x SR feraégal au reGangle EX
"X 2 qui eft'portion de Fhyperbele. Mais la fomme: de
toutes les SR pour Varc de Phyperbole Bs, eft égalea Gs

‘moins GB , ce qui eft connu ; & la fomme de toutes les

- *

28 eft I'arc hyperbelique BS : donc ce qui éroic propofé

-eftvrat, . ,

On pourra tirer d c;ttc propoﬁtfon des VCorollairc.f
femblables 4 ceux qu'on a tirés pour 'Ellipfe. :

~N : -

g
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