N
N

N

HAL

open science

Méthodes fonctionnelles et variationnelles pour
I’existence des solutions presque-périodiques des
équations différentielles ordinaires a retard
Moez Ayachi

» To cite this version:

Moez Ayachi. Méthodes fonctionnelles et variationnelles pour l'existence des solutions presque-
périodiques des équations différentielles ordinaires a retard. Mathématiques [math]. Université
Panthéon-Sorbonne - Paris I, 2009. Francais. NNT: . tel-00424439

HAL Id: tel-00424439
https://theses.hal.science/tel-00424439
Submitted on 15 Oct 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00424439
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PARIS 1 PANTHEON-SORBONNE
&
UNIVERSITE DE SFAX

THESE

Pour obtenir le grade de Docteur es Sciences spécialité
Mathématiques
(Arrété du 30 mars 1992)

Présentée par

Moez AYACHI

METHODES FONCTIONNELLES ET
VARIATIONNELLES POUR L'EXISTENCE
DES SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES A RETARD.

These soutenue le 06 octobre 2009 devant le jury composé de :

M. JEAN-BERNARD BAILLON Examinateur Professeur a 1’'Université Panthéon-Sorbonne

M. ALt BAKLOUTI Examinateur Professeur a I'Université de Sfax

M. JoiL BLOT Directeur Professeur a Université Panthéon-Sorbonne
M. PuiLirre CIEUTAT Examinateur Professeur agrégé a 1'Université de Versailles
M. JEaAN-PIERRE FRANCOISE Rapporteur  Professeur a I'Université Paris 6

M. Arain HARAUX Président Directeur de Recherches au CNRS, Paris 6

M. Rasan TAHRAOUI Rapporteur  Professeur a I'Université de Rouen






A mes parents
A tous ceux qui me sont chers






REMERCIEMENTS

J ADRESSE ici tous mes remerciements au Professeur Jo¢l BLOT,
mon directeur de these qui, de par ses hautes compétences,
son encadrement exceptionnel en toute circonstance, de par son ai-
guillage au quotidien dans un cadre idéal et un milieu propice ot
j’ai pu m’exprimer de la plus belle des manieres.

Je présente tous mes remerciements au Professeur Jilani ALAYA,
mon co-directeur de these, qui a cru en moi et su m’orienter au
moment ol je naviguais a vue. C’est sous ses auspices que j'ai pu
maintenir des liens trés forts avec la faculté des sciences de Sfax.

Mes remerciements vont a M. Jean-Pierre FRANCOISE, Profes-
seur a I'université Pierre et Marie Curie, et M. le Professeur Rabah
TAHRAOQUI, du CEREMADE de l'université Paris-Dauphine, pour
avoir accepté d’étre les rapporteurs de ma these en dépit de leurs
contraintes. Leurs remarques et leurs critiques pertinentes m’ont été
extrémement bénéfiques.

Mes remerciements vont aussi a messieurs Alain HARAUX et
Philippe CIEUTAT, éminents spécialistes de la presque-périodicité,
pour avoir accepté de faire partie des membres du jury.

Je remercie M. le Professeur Ali BAKLOUTI, directeur du labo-
ratoire des mathématiques a la Faculté des Sciences de Sfax, pour
son accueil dans son laboratoire, et de m’avoir facilité les démarches
administratives.

Je remercie M. le Professeur Jean-Bernard BAILLON, direc-
teur du laboratoire Marin-Mersenne, de son accueil exemplaire du-
rant ces années de thése. Je remercie tous les membres de Marin-
Mersenne pour leur soutien et leurs conseils, en particulier M. Jean-
Pierre LECA qui m’a ouvert les portes de 'enseignement, et qui a
été un excellent conseiller pédagogique.

Je remercie Mme MARGARIA, Mme AUGARDE, Mme JOBERT-
ABOULKER, et M. Jean-Marc FEREZ du service administratif de
I"'UFR 27 de l'université Paris 1, pour leur disponibilité et leur aide.

Je voudrais réserver une place particuliere dans ces remercie-
ments a mes proches. Je voudrais remercier toute la famille AYA-
CHI. Ma gratitude est destinée a mes parents Mabrouk et Mounira
qui mont supporté, dans tous les sens du terme, durant toutes ces
années. Merci infiniment & ma soeur Sabrine, et mes fréres Anis et
Mondher. Je tiens a remercier sincérement mon oncle Moncef pour
son soutien et tout ce quil a fait pour moi.

Une pensée toute particuliere 8 Madame Aziza SAHLI, profes-



vi

seur de Mathématiques au lycée Sidi Marzoug (Gabes), a qui je dois
mon éveil aux Mathématiques.

Ce travail est effectué dans le cadre d’une convention de cotu-
telle entre I’Université Paris 1 Pantéon-Sorbonne et 1’Université
de Sfax, sous la co-direction des professeur Joél BLOT et Jilani
ALAYA.

Moez AYACHI. Paris, le 06 octobre 2009.



TABLE DES MATIERES

(TABLE DES MATIERES! vii
ILISTE DES FIGURES viii
[PREFACH 1
[ RAPPELS SUR LES FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES| 9
[1.1 FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BOHR| . . . . 9
[1.2  FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AVEC UN PARAMETRE] 13
[1.3 FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BESICOVITCH| 14
[1.4 ESPACE DE TYPE SOBOLEV SUR LES ESPACES DE BESICOVITCH, [
[ prr’EspacEDEBror]. . ... ... .......... ... 16
[1.5 FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES ET LE COMPACTIFIE DE |
BOHR|. . . . . .. .. 17

[1.6 DISTRIBUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES. . . . . . . . . . .. 18
[1.7 OPERATEUR DE NEMYTSKII ENTRE LES ESPACES DES FONC- |
TIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BOHR. . . . . . . . 19

2 UNE APPROCHE VARIATIONNELLE POUR LES SOLUTIONS |

PRESQUE-PERIODIQUES D’'UNE CLASSE D EQUATIONS DIFFE-

RENTIELLES A RETARD DU TYPE NEUTREl

[2.1  NOTATIONS ET DEFINITIONS| . . . . . .« « o v o v v o o o .

25
27

[2.2  UN FORMALISME VARIATIONNEL POUR LES FONCTIONS BOHR-P.P| 29

[2.3  UN FORMALISME VARIATIONNEL POUR LES FONCTIONS BESI-

COVITCH PP & v v e v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 34
UNE APPROCHE VARIATIONNELLE POUR LES SOLUTIONS
PRESQUE-PERIODIQUES DANS LES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES FONCTIONNELLES A RETARD SUR UN COMPACT 47
3.1 NOTATIONS| . . . . . . v v vttt it et e 48
[3.2  SOLUTION PRESQUE-PERIODIQUES FORTES| . . . . . . . . .. 49
[3.3 SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES FAIBLES|. . . . . . . . . . 58
........................... 71
METHODES VARIATIONNELLES ET SOLUTIONS PRESQUE-
PERIODIQUES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTION-
| NELLES A RETARD INFINT| 77
4.1  DEFINITIONS ET NOTATIONS| . . « « « ¢ v o v v v o v v v 78
4.2  RESULTATS PRELIMINAIRES| . . . . . . « o o v v o o o o 8o

4.3 EQuATION D’EULER LAGRANGE (PRINCIPE VARIATIONNEL)| .

vii



viii

[4.4 EXISTENCE ET UNICITE| . . . . . . v v v v v v v v v oo 93

[BIBLIOGRAPHIE| 97

INOTATIONS 103

LISTE DES FIGURES

[1.1 Un exemple de fonction presque-périodique.| . . . . . 10




PREFACE.

CONTEXTE GENERAL

LA modélisation mathématique de certains problemes naturels
conduit généralement & des modeles qui sont continus ou dis-
crets. Dans les modeles continus, on suppose que 1’évolution au
cours du temps se fait d'une maniere continue. Ils sont présentés
par des équations différentielles, des équations aux dérivées par-
tielles, ou par des équations intégrales.

Les équations différentielles a retard surviennent dans la formali-
sation de nombreux phénomeénes dynamiques ot certains éffets ne
sont pas instantanés, mais interviennent avec retard, autrement dit
lorsque l'état a un instant donné est une fonction de son passé.
On peut les rencontrer dans plusieurs domaines d’applications, no-
tament en économie, physique, médecine, biologie, écologie,..., et
la signification du retard dans un tel ou tel modele peut étre dif-
férente : le temps de gestation en biologie, le temps de réaction en
conduite automobile, la période d’incubation d’une maladie conta-
gieuse, le temps d’accumulation, le temps nécéssaire pour la matu-
ration des cellules ou la transformation d’un type de cellules en un
autre,....

Depuis les travaux d’Elsgolc dans les années 60, (47), il existe un
calcul des variations pour les systémes a retard, et par ailleurs une
théorie du controle optimal de systemes gouvernés par des équa-
tions différentielles a retard. Un tel travail a été developpé par
Hughes, (59), et Sabbagh, (68). Plus précisement ils considerent le
probleme variationnel de la forme

Minimiser /b F(t,x(t),x(t — 1), x'(t), X' (t — T))dt. (1)

L’équation d’Euler-Lagrange associée a (1) est divisée en deux par-
ties :

By (0 (0 =), 2(0), (0= ), (1) + Fyy (+ 7, (04 ),
x(8), /(4 7), 2 (1) = G[Fon (t,x (1), x(t = 7), 2/ (), €/ (t - 7))

+Foy(t+T,x(t+71),x(t), X' (t+7),%(t))], a<t<b-7

Fy(e (t—T x(t),x(t — 1), x'(t), x'(t = 7))

\ :%[F(( x(t—1),x(t),x'(t—1),x'(1))], b—1<t<hbh.
(2)
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Afin de prouver l'existence de solutions périodiques du probleme
du second ordre de la forme

(p(O)x"(t = 7)) + f(t, x(8), x(t — 1), x(t = 2r)) = g(t) 3)
x(0) = x(2kr), x'(0) = x’(2kr)

Y. Li (62) a étudié le probléeme variationnel de la forme

{Minimiser ST 2 (1) P = Bt x(1), x(t — 7)) + g(t)x(t)]dt
Avec x € H}[0,2kr],

(4)
ott HY[0, 2kr] := {x(t) € L?[0,2kr] : x(0) = x(2kr),x’(0) = x'(zkr)f.

Par ailleurs les fonctions presque-périodiques ou multi-
fréquentielles, apparaissent naturellement dés qu’on est en pré-
sence de plusieurs mouvements périodiques simultanés (par
exemple deux ressorts d’élasticités différentes accrochés a deux
masses différentes). Elles ne sont pas des fonctions qui sont presque
des fonctions périodiques, mais sont des fonctions qui possedent
de nombreuses presque-périodes. L'une des propriétés importantes
des fonctions p.p. est d’admettre un développement en série de
Fourier généralisée :

o
f(t) ~ Z aAnez/\nt.
n=0

La notion est issue, au début du vingtiéme siecle, des travaux de Es-
clangon, Bohl, Bohr, Besicovitch, Bochner, Stepanov.... Des contribu-
tions importantes sont dues a Von Neumann, Fréchet,... Une théorie
générale des oscillations passera forcément par les oscillations p.p..
Sur les solutions p.p. des équations différentielles ordinaires un tra-
vail initiateur est celui de Jean Favard dans les années 1920 (c.f.
(49)). Une synthese importante est un livre de A. M. Fink dans les
années 1970 (c.f. (50)). Ces travaux concernent surtout les systémes
dissipatifs. Sur les systémes hamiltonniens ou lagrangiens, dans
le cas autonome, les solutions p.p. sont surtout étudiées a travers
les tores invariants par la célebre théorie de Kolmogorov-Arnold-
Moser (K.A.M.).

Depuis une vingtaine d’années, il existe un calcul des variations
adapté aux fonctions presque-périodiques, developpé notamment
par Joél Blot, (13| 14, 16| 17, 18} [19, 20, 21, 23} 24 [25) 126 27, 28] [29,
32,33), destiné a 1’étude des solutions p.p. des systemes lagrangiens
forcés de fagon p.p. de la forme

JdL ; d oL / _
o5 (X0, X (5) = =5 (x (1), X' (1) = f(b),

notamment les systemes du second ordre :

x"(t) + VV(x(t)) = f(1).
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Ces systemes sont de la forme :

O (1 (1), 2'(1)) = 9 5 (4 x(0), (1),

Pour aborder ces questions, son approche consiste a introduire une
fonctionnelle qu’on appele une fonctionnelle d’action moyenne :

) == lim - / ) dt
J(x(.)) = lim o ¥(1))
sur un espace adéquat de fonctions p.p..

Les points critiques de cette fonctionnelle sont exactement les
solutions p.p. de l'’équation différentielle ci-dessus. L'étude des
fonctionnelle constitue le Calcul des Variations en Moyenne Tem-
porelle.

Le travail présenté dans cette thése se situe a la confluance de
ces deux courants pour construire un Calcul des Variations en
Moyenne Temporelle a Retard, dont le but est d’étudier les so-
lutions presque-périodiques de quelques classes d’équations diffé-
rentielles fonctionnelles a retard (d’origine variationnelle), ce qui
nous permettra d’obtenir des resultats d’existence, de structure et
de densité.

DESCRIPTIF DE LA THESE

Dans le Chapitre I, une collection de résultats sur les fonc-
tions p.p. sera donnée. On débute ce chapitre par les fonctions
p.p- au sens de Harald Bohr, puis on aborde les fonctions p.p.
uniformément par rapport a un parametre, ensuite on parlera des
fonctions p.p. au sens de Besicovitch, ce qui nous permettra de
décrire l'espace de Blot. Enfin on expose un resultat de continuité
et de différentiabilité de I'opérateur de Nemytskii.

Dans le chapitre II, on développe un principe variationnel asso-
cié a I’équation différentielle fonctionnelle du second ordre du type
Neutre de la forme :

DiL(x(t—7r),x(t —2r),x'(t —7),x'(t = 2r),t — 1)
+DoL(x(t),x(t —1),x'(t),x'(t —7),t)
= LIDsL(x(t —7),x(t —2r),x'(t — 1), x'(t — 2r),t — )
+D4L(x(t), x(t — 1), x'(t), &' (t = 1), )]

ou Dj, j = 1...4, désigne la dérivée partielle par rapport a la j-éme

composante, et r € (0, 00).
Le principe consiste a minimiser la fonctionnelle

(5)

D(x(.)) := Tgrfwﬁ / x(t— 1), %' (8), %' (t— 1), 0)dt, (6)
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Théoréme 0.1

Théoréme 0.2

sur un espace adéquat des fonctions p.p., ainsi les points critiques
de cette fonctionnelle sont exactement les solutions p.p. de (5.

Dans un premier temps, en travaillant sur 1’espace des fonctions
p-p. au sens de Bohr, en étudiant 'opérateur de Nemytskii sur cet
espace, on établit rigoureusement le principe général énoncé ci des-
sus. Une premiere classe d’équations sur lesquelles ce point de vue
variationnel est utilisé est celui des lagrangiens convexes ot il per-
met d’obtenir des nouveaux résultats sur la structure des solutions

p-p- de (5).

On suppose que L € C1((R")*,R), et que L est convexe. Alors les asser-
tions suivantes sont bien vérifiées.

(i) L'ensemble des solutions p.p. au sens de Bohr de (5) est sous-ensemble
fermé et convexe de AP'(R,R").

(ii) Si x! est une solution T'-periodique, non constante de (5), x? est une
solution T2-periodique, non constante de (), et si T*/T? n’est pas
un rationnel, alors (1 — 0)x' + 0x? est une solution p.p. au sens de
Bohr, non périodique de (5) pour tout 6 € (0,1).

Une deuxiéme étape du développement de Calcul de Variations
en Moyenne Temporelle a Retard est 'utilisation d’espaces de Blot
notés par B2 ; sont des espace du type Sobolev analogues a I'espace
H! du cas périodique, qui utilisent la dérivée généralisée (notée par
V) de Vo Khac (définie dans sa these de 1966) et conduit a une no-
tion de solution p.p. faible qui s’interpréte en termes de série de
Fourier généralisée. On étudie les opérateurs de Nemytskii sur ces
espaces et on y étend le principe variationnel général exposé au
début de cette description. Dans ces nouveaux espaces nous établis-
sons un théoreme d’existence et d'unicité de solutions p.p. faibles
en utilisant des techniques de I’Analyse Fonctionnelle Non Linéaire.

Soit L : (R")* x R — R une fonction qui satisfait (2.10)(2.11). On

suppose qu’elle satisfait aussi aux deux conditions suivantes :
L(.,t): (R")* — R est convexe pour tout t € R.
Ilexiste j € {1,2},k € {3,4} et c € (0,00)
tels que, pour tout (x1,x2,x3,x4,t) € (R")* x R,
ona: L(xy,xp, x3,X4,t) > c(‘x]-|2 + |xe]?).
Alors il existe une fonction u € BY2(IR") qui est une solution Besicovitch-
p.p. faible de I'équation (5).
Si de plus on suppose que la condition suivante est satisfaite :
Ilexistei € {1,2},1 € {3,4} et ¢; € (0,0)
tels que la fonction M : (R™")* x R — R, définie par
M(x1, x2,x3, X4, t) 1= L(x1, %2, X3, X4,1) — 5 x| > — 4 x|,

est convexe par rapport a (xl, X2, X3, X4, t) pour tout t € IR,

alors la solution Besicovitch-p.p. faible de (5) est unique.
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Dans le cas des équations différentielles forcées par un terme
p.p- le théoréme d’existence de solutions p.p. faibles se traduit en
resultat de densité sur les solutions p.p. fortes (forte=usuelle). Préci-
sément il s’agit de densité des forces extérieures p.p. pour lesquelles
I’équation forcée admet des solutions p.p..

Un résultat d’existence des solutions p.p. via des méthodes de mo-
notonie a été établi.

Théoreme 0.3 Soit K € C2((R")*,R) une fonction qui satisfait aux conditions sui-
vantes :

1l existe ag € [0,00) tel que |K(X)| < ag |X|?* pour tout X € (R")*,

Il existe j € {1,2},k € {3,4} et c € (0,0)

tels que la fonction G : (R")* — R, déﬁnie par

G(x1, x2,x3,x4) := K(x1,x2, X3, X4) |X]\ - |xk|
est convexe et positive dans (R™)*

La différentielle DK est Lipschitzienne dans (R")*.

Alors on a les résultats suivants :

(i) Pour tout b € B?(R") il existe une unique u € BY*(IR") qui est
une solution Besicovitch-p.p. faible de I'équation (5).

(ii) L'ensemble des b € APY(IR,IR") pour lesquels il existe une solution
Bohr-p.p. de I'équation différentielle

D1K(x(t—7),x(t —2r),x'(t —7),x'(t — 2r))
+DoK(x(t), x(t —7),x'(t), x'(t — 1))
—%[D:;K(JC(t —r),x(t—=2r),x'(t —r),x'(t — 2r))
FDAK(x(E), X(t — 1), %' (0), 2/ (= 1))] = b(t),

est dense dans AP°(IR,IR") pour la norme
Ib]], := sup{M{b.i} : h € BA(R"), ||}y, < 1}.

Dans le chapitre III, on s’interesse aux solutions p.p. d'une
classe d’équations différentielles fonctionnelles du second ordre a
retard fini de la forme :

0 0
u(t) = / Dyf(u(t), u(t+6))d0+ [ Dof(u(t—0),u(t))do+e(t),
—r —r
(7)
ou Dj, j = 1,2, désigne la dérivée partielle par rapport a la j-éme
composante, et e est une ‘force extérieure’ p.p.. Pour cela on consi-
dere le probléme variationnel qui consiste a minimiser la fonction-
nelle

J(u(.)) _711—>002T/ (—\ 0lk +/ f(u t+9))d6—|—u(t).e(t)) dt
8)
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dans un premier temps sur l'espace des fonctions p.p. au sens de
Bohr. Ainsi (7) apparait comme 1'équation d’Euler-Lagrange, et les
points critiques de la fonctionnelle (8) sont exactement les solutions
p-p.- de @, ce qui nous permet d’obtenir un résultat sur la structure
des solutions p.p..

Théoreme 0.4  Soit f € C1(R" x R",R). On suppose que f est convexe, alors I'ensemble
des solutions p.p. fortes de (7)) est sous-ensemble convexe de AP?(E).

En deuxieme temps, en utilisant la notion de la dérivée faible, on
étend le principe variationnel a 1’espace de Blot, ot nous établissons
un théoreme d’existence de solutions p.p. faibles,

Théoreme 0.5 Soit f € C1(R" x R",R). On suppose que
1. f est convexe.
2. 3c € (0,00), Id € R, V(x,y) € R" X R, f(x,y) > c. |x|* +d.
3.3da € (0,00), 3b € R, V(x,y) € R" xR", |Df(x,y)| < a(|x|+
yl) + b

Alors pour tout e € B?(E), il existe au moins une solution p.p. faible
u € B**(E) de (7). Par ailleurs I'ensemble des solutions p.p. faibles de (7)
est un ensemble convexe.

Ainsi qu'un résultat de densité.

Théoréme 0.6  Sous les mémes conditions que le theoréme précédent, pour tout e €
AP°(E), et pour tout € € (0,00), il existe e € AP°(E) telle que
le — eellpogpy < € et telle qu'il existe ue € AP2(E) qui est une solu-
tion p.p. forte de

ull (t) :/_Orle(ue(t),ue(t+9))d9+ _Orsz(ue(t—9),u€(t))d9—|—e€(t).

Dans le chapitre IV nous étudions l’existence de solutions
presque-périodiques faibles d'une classe d’équations différentielles
fonctionnelles du second ordre a retard infini de la forme

DyL(u(t), ug, ' (1), i, )—I—Q*DZL( (8), g, ' (1), 11l 1)

= (DL (u(8), e, (1) ) ) + T DL (1), s, (1), 1)
(9)

ou D; désigne la dérivée partielle par rapport a la j-¢éme compo-
sante, T° est un opérateur linéaire continu, et pour tout t € RR, la
fonction mémoire u; est donnée par

ui(0) ;== u(t+0), pour 6 € (—o0,0].

Les techniques utilisées sont similaires aux celles des chapitres II et
III. Notre approche variationnelle consiste a minimiser la fonction-
nelle

d(u(.)) = TETwﬁ/ t), ur, Vu(t), (Vu), t)dt, (10)
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sur les espaces de Blot. Ainsi 1’équation () apparait comme 1’équa-
tion d'Euler-Lagrange, et les solutions p.p. faibles de (g sont carac-
térisées par les points critiques de la fonctionnelle (10). Ce qui nous
permettra d’avoir des résultats d’existence et d"unicité des solutions
p.p. faibles de (9).

Théoreme o.7 (Existence) On suppose que les conditions (H3), (H4), (Hs), et (H6)[[| sont
satisfaites. Alors il existe une fonction u € BY2(R,R") qui est une solu-
tion Besicovitch-p.p faible de (g)).

Théoréme 0.8 (Unicité) On suppose que les conditions (H3), (H4), (Hs), et (H6) sont
satisfaites. On suppose aussi que la condition suivante est satisfaite,

Il existe a4 € [0, +00), tel que la fonction

K:H x R — R définie par

K(xll P1, X2, P2, t) = L(xll P1, X2, 92, t) - %1 (,B + ’)’) ’
est convexe par rapport a (x1, 91, X2, ¢2) pour tout t € R,

(11)

alors il existe une unique fonction u € BY2(R,R"), qui est une solution
faible presque-périodique au sens de Besicovitch de ().

Ce travail est composé de deux articles parus et d'un article sou-
mis pour publication. Plus précisement une partie du deuxieme
chapitre fait partie d’un article paru dans "Abstract and Applied
Analysis’, (co-écrit avec J. Blot), (8). Une partie du troisiéme cha-
pitre fait partie d'un article paru dans ’Differential Equations and
Applications’, (co-écrit avec J. Blot), (7). Enfin une partie du qua-
trieme chapitre est soumise pour publication (6).

1. Voir chapitre 4
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LES fonctions presque-périodiques ont été introduites par des as-
tronomes, et en particulier par E. Elsclangon (1902) pour géné-
raliser les fonctions périodiques. Un peut plus tard (1922), Harald
Bohr, s’intéressant a la fonction Zeta de Riemann et aux séries de
Dirichlet, était amené a les étudier en liaison avec des problémes de
nature arithmétique. Depuis, la notion de presque-périodicité a été
généralisée dans diverses directions notamment par Favard, Besico-
vitch, Fink, Levitan, et Corduneanu.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et résultats
sur la presque-périodicité au sens de Bohr et de Besicovitch, que
nous utiliserons dans la suite de la these.

E désigne un espace de Banach réel, et ||.|| sa norme. On note
CO(R,E) I'espace des fonctions continues de R vers E et C*(R,E)
l'espace des fonctions de classes C* sur R a valeurs dans .

1.1 FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BOHR

Définition 1.1 Un ensemble I de R est dit relativement dense s’il existe un nombre réel | >
0 (dit longueur d’inclusion), tel que, tout intervalle [a,a + 1] de longueur
I de R contient un nombre de I.
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Définition 1.2 Soit f une fonction continue de R dans [E et € > 0 un nombre réel stric-
tement positif. Un nombre réel T est une e-presque-période de f si on a

flelﬂg||f(t+r) —f)]lg <e. (1.1)

Définition 1.3 (Bohr)  Soit f € CO(IR,E). On dit que f est presque-périodique au sens de
Bohr si Ve > 0, f posséde un ensemble de e-presque-périodes relativement
dense. i.e. Ve > 0, il existe un nombre | = 1(e) > 0, tel que tout intervalle
[a,a + 1] contienne un nombre T = T satisfaisant (1.1).

C.f. (34, 48] 50, 61).

Il est clair que toute fonction périodique continue est une fonc-
tion presque-périodique au sens de Bohr. En effet si f est une
fonction T-périodique, alors tous les nombres de la forme nT;
n = (£1,£2,4£3,---) sont aussi des périodes de f, et donc
sont des presque-périodes de f, pour tout € > 0. Or I'ensemble
{nT;n ==+1,£2,43,-- -} est relativement dense, ce qui implique
que f est presque-périodique au sens de Bohr. Par contre la réci-
proque est fausse. On cite comme contre exemple la fonction numé-

rique f(t) = cos(t) + cos(v/2t); (t € R).

207

157

0.5

0.0

0.5

-1.0

-1.5

20 T T T T T T T T T

FIGURE 1.1 — Un exemple de fonction presque-périodique.

On notera par AP’(R,E) (ou aussi AP°(E)) l’espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de Bohr a valeurs dans E.

Proposition 1.1 AP(RR,E) muni de la norme de convergence uniforme

Iflleo :=sup {If(D)llg; teR}

est un espace de Banach.
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C.f. (5,34, 50, l61).
Proposition 1.2 APY(RR,E) jouit des proprietés suivantes :
1. Tout élément de AP*(IR,E) est uniformément continu.

2. Tout élément de AP°(R,E) est a image relativement compacte sur
IE, donc borné sur R.

3. Si [F est un espace de Banach, et si § : E — [F est une application
continue sur 'adhérence de I'image de f, alors go f € APY(R,F).

4. Sipouri = 1,2,---,p, fi € APY(R,E;), E; étant un espace de
Banach, alors (fi)1<i<p € AP'(R, [Ti<i<p Ei).

5. Si (fn)n est une suite des fonctions presque-périodiques et qu’elle
converge uniformément vers une fonction f, alors f € AP*(R, E).

C.t. (5,34, 61).
Proposition 1.3 Soit f : R — [, et a € IR. On définit 'opérateur de translation

w@(f)(t) := f(t +a).
Si f € AP°(R,E), alors pour tout a € R, on a 7,(f) € AP*(R,E).

Notons par BC(RR,E), 'ensemble de fonctions continues, bor-
nées de R a valeurs dans E.

Théoreme 1.1 (Bochner) Soit f € CO(R,E). Alors f € APY(R,E) si et seulement si
{w(f); a € R} est relativement compact dans BC(R,E) munit de la
norme de la convergence uniforme.

C.f. (5, Chapitre VIII, page 9).

Du Théoréme de Bochner, on tire les proprietés suivantes :

Proposition 1.4 1. Si fet g € APY(R,E), alors f + ¢ € AP'(R,E).
2. Si f € AP'(R,E) et ¢ € AP*(R,R) alors ¢.f € AP’(R,E).

C.f. (5,34, 50, 61).

Tout polyndme trigonométrique P,(t) = YJ_;ae™, (ap €
E, A € R) est une fonction presque-périodique, et donc en utili-
sant le point (5) de la Proposition toute fonction f obtenue par
la limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques est
presque-périodique. Ainsi on introduit une troisieme définition dite
d’approximation, pour les fonctions presque-périodiques.

Définition 1.4 (Approximation) APY(IR,E) est la fermeture de I'espace des polynomes tri-
gonométriques a valeurs dans E, noté Trig(R,E), dans BC(R,E) pour
la topologie de convergence uniforme. i.e. f € APY(IR,IE) si et seulement
si pour tout € > 0, il existe P. € Trig(IR,E) tel que

sup || f(t) — Pe(t)[|g <.
teR
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Ou encore f € APY(R,E) si et seulement si il existe une suite (P,), €
Trig(R,E) telle que

Tim sup [[£(1) — Pa(1)|| = 0.
X teR

C.t. (5, Chapitre I, page 15).

Lorsqu’une fonction périodique est dérivable, sa dérivée est au-
tomatiquement périodique. En ce qu’il sagit des fonctions presque-
périodiques ceci n’est pas vraie, puisque rien n’assure que la dérivée
soit uniformément continue sur IR, ce qui est nécessaire pour étre
presque-périodique. Cependant on a le résultat suivant.

Proposition 1.5 Si f € APY(R,E) NCY(R,E) et f' est uniformément continue sur R,
alors f' € AP°(R,E)

C.f. (5, Chapitre VI, page 6).

Pour k € IN*, on note

i
APK(R,E) := {f € AP°(R,E)NCK(R,E);Vi=1,---,k iz_ti € APO(IR,]E)}.

Proposition 1.6 APN(R,IE) muni de la norme

dif(t
Iler = sup (¢ g+ Y- sup [ 410
1= 1t€]R

E

est un espace de Banach.

Définition 1.5 Pour f € AP'(R,E),

Mf) = {f0)) = Jim [ fey

désigne la moyenne temporelle de f.
Proposition 1.7  Soit f € APY(R,E), alors MM { f} existe dans .
Proposition 1.8  Soit f € APO(]R,]E), eta € R, alors

M {f(t+a)} =DM {f(8)}

Notons que pour tout A € R et f € AP(R,E), I'application
[t — f(t)e7™™] € APY(R,E) et donc sa moyenne existe dans le
complexifié de E.

Définition 1.6 Pour f € AP'(R,E) et A € R, on définit le coefficient de Fourier-Bohr
d’indice A de f par :

a(f;A) ==, { f(t)e‘i“} .
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Soit f € AP°(R,E). L'ensemble
A(f) == A{r e R;a(f;A) # 0}
est au plus dénombrable.

Soit f € AP°(R,E). Alors f est développable en série de Fourier-Bohr
F(8) ~ Y a(fir)e™.

AER

La convergence ayant lieu en moyenne quadratique. De plus si E est un
espace de Hilbert, on a I'égalité de Parseval :

I BE} = L lalF )]

AER

C.f. (5, Chapitre III, page 22 et chapitre VIII, page 29).

A partir de cette Proposition on déduit le théoréme suivant.

Théoreme 1.2 (Unicité) Si deux fonctions presque-périodiques ont la méme série de

Proposition 1.11

1.2

Définition 1.7

Fourier-Bohr, alors elles sont identiques.

Soit f € AP°(R,R). Alorsona :

1. Silim;, 4o f(t) =1 (I € R), (respectivement —oo), alors pour tout
teR, f(t) =1

2. Sipour tout t € R, f(t) > 0, alors M {f(t)} > 0et M {f(t)} =
0 si et seulement si pour tout t € R, f(t) = 0.

C.f. (9, Proprieté 5, page 353 et Corollaire 2, page 357).

FoncTIONS PRESQUE-PERIODIQUES AVEC UN PARAMETRE

On considere la fonction F € CO(R x R, R) définie par F(x,t) =
sin(xt). Il est clair que pour tout x € R, la fonction F(.,t)
est périodique, donc certainement presque-périodique au sens de
Bohr. Malgré que [t — sin(t)] est presque-périodique, la fonc-
tion [t — F(sin(t),t)] ne peut pas étre presque-périodique, car
elle n’est pas uniformément continue sur R. Plus généralement, si
F € C%(E x R, F), ot1 E et F sont deux espaces de Banach, est telle
que F(x,.) est presque-périodique pour tout x € E, et ¢ : R — E
est presque-périodique, la fonction [t — F(¢(t),t)] ne sera pas for-
cément presque-périodique. Il faut une certaine uniformité par rap-
port a x (sur le choix de t). Pour cette raison on retient la définition
suivante.

Soit F € C°(E x R,TF). On dit que F est presque-périodique en t uni-
formément par rapport a x sur tout compact de IE (p.p. en t unif.p.r. a x)
lorsque : pour tout compact K de E,

Ve >0,31 >0, VaecR, 3Ite€laa+l]telsque
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Théoréeme 1.3

Proposition 1.12

Théoréme 1.4

Théoreme 1.5

1.3

supsup |F(x,t +7) — F(x, t)||p < e
teR xelK

On note par APU(E x R, F) la classe de telles fonctions.

Soit F € CO(RN x R, RM). F est p.p. en t unif.p.r. a x si et seulement si,
pour toute suite (T,) de réels, il existe une sous-suite (7)) de (t,) et une
fonction G € CO(RN x R, RM) telles que pour tout compact K de RN,

lim supsup ||F(x,t +1,) — G(x, )| = 0.
"% teR xeK
APU(RN x R, RM) jouit des proprietés suivantes :
1. Si F et G sont p.p. en t unif.p.r. a x, alors F + G 'est aussi.

2. Pour tout compact K de RN, si F est p.p. en t unif.p.r. a x alors elle
est bornée continue sur K x R.

Si F € C°(E x R, F) est p.p. en t unifp.r. a x et ¢ € AP’(R,E), alors
application [t — F(¢(t),t)] € AP'(R,TF).

Ce théoreme est démontré dans (75, Théoréme 2.7, page 16)
lorsque E = RN et F = RM, et sa démonstration se généralise
aux espaces de Banach séparables. Ce théoreme a été généralisé par
P. Cieutat (37) pour les espaces de Banach non nécessairement sé-
parables.

Lorsque F € APU(RN x R, RM), on note

A(F) = | {A eR: M, {F(x,t)e’i/\t} £ o}.

x€RN

Le module de F, noté Mod(F) est le sous-groupe de IR, ou le sous-
module sur Z, engendré par A(F).

Soit Fet G € APU(RN x R,RM). Si pour tout compact K de RN, et
pour toute suite (T,), de réels ayant une limite finie ou infinie telle que la
suite de fonctions [(x,t) — F(x,t + T,)] est uniformément convergente
sur K x R, implique que la suite de fonctions [(x,t) — F(x,t + T,)] est
uniformément continue sur K x R, alors

Mod(G) C Mod(F).
C.f. (75, Théoréme 2.8, page 18).

FoNcTIONS PRESQUE-P]::RIODIQUES AU SENS DE BEsico-
VITCH

Notre référence est (67, Chapitre I) et (0, Chapitre II) pour le
cas de la dimension finie.

Si f est un élément de I'espace de Lebesgue LI (R,R), on note

S, {£(£)} := lim sup % /_TTf(t)dt.

T—o0
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Sip € [1,+00), on note B (IR, E) la fermeture dans LZPOC(IR,IE) de
AP’(R,E) (ou aussi de Trig(RR,E)) pour la semi-norme
_ 1
fr=m{flg}"-
On note f ~, g[f si M; {||f(t) —g(t)||k} = 0. Le quotient de
B? (R, E) pour cette relation d’équivalence se note B” (R, E) et sap-

pelle I'espace des fonctions presque-périodiques au sens de Besico-
vitch.

BP(R,E) muni de la norme
1
Al = MO}
est un espace de Banach.
C.f. (67, Chapitre I).

Lorsque IE est un espace de Hilbert, B>(R,E) muni du produit scalaire

<f|g>B2(]R,]E) = MA{(fIg)e}

est un espace de Hilbert.
C.f. (67, Chapitre I).
Si f € BP(RR,E), alors sa moyenne existe, est finie, et vérifie
li L dt = i L dt = i L d
Jim 57 [ S0t = Jim . [ F(ae = Jim 7. [ S0
C.f. (10, page 104), (1T, page 262), (35, page 45).
Si () est une suite dans AP*(R,R") et si u € LZC(IR, R") (I'espace
de Lebesgue), satisfaisant
_ 1 1 T ;
M { |um —ulf}r = (limsup—/ [t — u|pdt> —0 (m—0),
T—oo 2T =T
alors u € BP(R") et on a |[um — ul|, — 0 (m — 0).

On peut bien entendu développer les éléments de B?(R,E) en
séries de Fourier-Bohr, et si E est un espace de Hilbert, leur déve-
loppement vérifie la relation de Parseval suivante :

m{IF 05} = ¥ lalFEA)IE-

AER

Théoréme 1.7 (Riesz-Fisher-Besicovitch)  L'application ® : B*(R,E) — I2(R,E) donnée

par ©(f) := (a(f; 1)) e, 0it [E est un espace de Hilbert, définit un
isomorphisme isométrique d’espaces de Hilbert.

C.f. (10, page 110), (67, page 18).

Notons que B?(R, E) est I'espace de la synthése harmonique.

1. Pour alléger I'écriture, ~; sera notée ™.
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1.4

Proposition 1.16

ESPACE DE TYPE SOBOLEV SUR LES ESPACES DE BESICO-
VITCH, DIT 'ESPACE DE BLOT’

Ces espaces du type Sobolev, inspirés de 1'espace classique
H'(]0, T[, E) du cas périodique, ont été construits et développés par
J. Blot dans (23), pour E de dimension finie. Les modifications né-
cessaires pour les généraliser a un espace de Hilbert ont été indi-
quées par P. Cieutat dans sa thése (c.f. (37)).

Soit E un espace de Hilbert sur R, dont ||.||; et (.|.)g sont sa
norme et son produit scalaire. Soit r € R; et f € BF(R,E), par
I'invariance de la moyenne par translation, on a

([l flp} 7 = m{UFIL)

Donc f ~, g implique 7, f ~, ;¢ , ce qui permet de définir 7,77 dans
B?(R,E) quand € BF(R,E). Ces opérateurs de translation per-
mettent de définir une dérivée généralisée pour certains éléments
de B?(IR,E) en suivant la méthode de Vo-Khac (73). Le générateur
infinitésimal du groupe (7;),er est noté V selon Vo-Khac :

Vf = lim (5f - f).

L'opérateur V est un opérateur linéaire, non borné de B*(R, E) ; en
outre V est de graphe fermé dans B?(R,E) x B?(R,E).
On note B?(R,E) = Dom(V), c’est-a-dire :

B2(R,E) = {f € B2(R,E): Vfe Bz(IR,IE)}.

B2(R, E) est ’espace de Blot. On munit B"?(R, E) du produit sca-
laire

(f18) pamE) == (fI&)pwrE) + (VIVE) p®E
qui en fait un espace de Hilbert (c.f. (23, Proposition 5)).
Soit k € N U +oc0. Alors APX(R, E) est dense dans BV?(R, E).
C.f. (23, Proposition 8).
Ce résultat permet de considérer (Bl'z(lR,]E), (flg)m2 (R,IE)>

comme le complété hilbertien de AP!(R,E).
Signalons sans démonstration les proprietés suivantes de 1'es-
pace de Blot.

Proposition 1.17  Les proprietés suivantes sont vraies :

1. Si f € BY2(R,E) et r € R, alors
V(Tf) ~2 w(Vf).

2. Si f € APY(E), alors f € BY*(R,E), et Vf ~; f'.
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3. Si f € BY2(R,E), alors a(Vf;\) = iAa(f; A).
4. Si f € BY?(R,E), alors M{Vf} = 0.

Remarque 1.1 Le point (2) montre que V est une généralisation de la dérivation ordinaire.

Proposition 1.18  Soit f,¢ € B%(RR,IE), alors les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. ¢ € BY2(R,E) et Vg ~; f.
2. Vh € APY(R,E), M{(flh)g} = —M{(g]h")g}-
C.tf. (23| Proposition 10).
Proposition 119 Si f € BY?(R,E), et ¢ € APY(RR,E). Alors :
1. (f1g)g € B"*(R,R).

2. V(fI)g ~2 (VfISe + (fI§ )k
3. M{(VFIgEL = —M{(fIg)E}

C.f. (23, Proposition 9).
On a aussi la proprieté qui caractérise I'espace B?(R, E), via les
séries de Fourier-Bohr.

Proposition .20 Soit f € B2(IR,IE), telle que f(t) ~2 Yper a(f; A)eM. Alorsona :

2
feB(RE) <= ) A*a(f;A)|[g < oo
AER

et dans ce cas Vf ~y Y erira(f;A)eM.
C.f. ((23, Proposition 3, et Proposition 6)).

1.5 FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES ET LE COMPACTIFIE DE
BoHR.

Définition 1.8  Soit G un groupe abélien localement compact. On appelle compactifié de
Bohr de G, le couple (bG,iy), oit bG est un groupe abélien compact et
iy, : G — bG est un homomorphisme de groupe, tels que pour tout
homomorphisme Z : G — I dans un groupe abélien compact T, il existe
un unique homomorphisme &y, : bG — T tel que

== E‘b o) ib'
Les proprietés suivantes découlent directement de la définition.

Proposition 1.21 1. keri, = {0}, et l'image i,(G) est dense dans bG.

2. Le compactifié de Bohr est définit d'une facon unique, i.e. si <l§é,z~b)
est un autre compactifié de Bohr, alors il existe un unique isomor-
phisme o :  bG — bG tel que i, = x o .

Pour construire bG on utilise la dualité de Pontryagin (57, 69).
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Théoréme 1.8

Remarque 1.2

1.6

f € APY(R,E) si et seulement si il existe une fonction f € C°(bR,E),

telle que . )
f:fOib::i;;of
(i.e. f possede une extension continue sur bIR).

(67, page 7)

L'extension f est unique et satisfait

sup || f(1)[[g = sup [|f(s)|| -
teR sebR

Ainsi on peut établir un isomorphisme isométrique entre AP°(R,E)
et CO(bIR,E), et toute fonction de AP°(R,E) peut étre identifiée a une
fonction continue sur bR

Notons par u la mesure de Haar normalisée sur bR. D’apres (67), il est
possible de voir que BF (R, E) est isomorphe a L (bR, E), ot L est muni
de la mesure de Haar définie sur bR. Il est connu aussi que

) ”]EHZP(ZJ]R,IE) = ir Hf(S)H]%dV(S), I<sp<oo
1£1l, =

€55 SUPgcpR Hf(S)HJE' p = .

DISTRIBUTIONS PRESQUE-P]:]RIODIQUES .

Notre référence pour cette section est le livre de L. Schwartz (71, cha-
pitre V1, §9).

Conformément aux notations de L. Schwartz, nous désignons par (D)
I'ensemble des fonctions ¢ : R — R, indéfiniment dérivables a support
compact. Son dual topologique noté par (D’) est I'espace des distributions.

Notons par (B) I'espace des fonctions indéfiniment dérivables bornées
sur R. Son dual topologique noté par (B') est I'espace des distributions
dites bornées.

Soit ¢ € (B). On dit que ¢ est presque-périodique dans (B), si les
translatées T(¢@) := {Ta¢} e est un ensemble relativement compact dans
(B). Cela revient a dire que ¢ ainsi que toutes ses dérivées sont des fonc-
tions continues presque-périodiques au sens usuel de Bohr. Ces fonctions
¢ forment un sous-espace vectoriel fermé noté (B,y) de (B).

Prenons maintenant une distribution T dans (B'). On dit que T
est une distribution presque-périodique si I'ensemble de ses translatées
{%aT} cr est un ensemble relativement compact dans (B'). Cela revient
a dire que l'application [a — T,T| est une fonction continue presque-
périodique au sens de Bohr de R a valeurs dans (D'). Ainsi on en dé-
duit que I'ensemble des distributions preque-périodiques noté (By,,) est un
sous-espace vectoriel fermé de (B').

Notons que si f est une fonction dans AP°(R,R) N C'(R,R), alors
sa dérivée n’est pas forcément une fonction presque-périodique, mais elle
est bien une distribution presque-périodique.
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Pour qu’une distribution T € (D') soit presque-périodique il faut et il suf-
fit qu’elle soit une somme finie de dérivées des fonctions continues presque-
périodiques au sens (usuel) de Bohr.

C.f. (71, chapitre VI, §9).
On rappelle que I'opérateur de la moyenne
Mm: APP(R,R) — R

se prolonge d'une maniere unique a 3,,,,.

Comme toute fonction presque-périodique, toute distribution presque-
périodique T € By, possede des coefficients de Fourier-Bohr a(T; A), (A €
R), donnés par la formule

a(T;\) = S)Jt{e‘zmMT},

dont le module de fréquences Mod(T) := {A € R:a(T;A) # 0} est au
plus dénombrable. Cependant on a le théoreme d'unicité de développement
de Fourier suivant :

Théoréme 1.10 (Unicité) Soit T € Bllﬂp. Alorsona :

Proposition 1.22

Proposition 1.23

1.7

VA eR a(T;A) =0 <= T est la distribution nulle.
C.f. (71, chapitre VI, §9).

On énonce sans démonstration les deux résultats suivants dus a J. Blot
(c.f.(16] Proposition 1 et Proposition 2)).

SiT € (By,), alors M{DT} = 0.
Soit T € (By,) et ¢ € AP*(R,R), alorsona:

M{p.DT} = —M {¢'.T}.

OPERATEUR DE NEMYTSKII ENTRE LES ESPACES DES FONC-
TIONS PRESQUE-PERIODIQUES AU SENS DE BOHR.

Soit E et TF deux espaces de Banach, et F : E x R — F, (x,t) —
F(x,t).
On appelle opérateur de Nemytskii (ou aussi opérateur de superposition)
construit sur F, 'opérateur N de la forme suivante :

[t — u(t)] — Ne(u) := [t — F(u(t),1)],

ot u est une fonction de R a valeurs dans E.

Dans ce paragraphe nous étudions la continuté et la dérivabilité
de l'opérateur de Nemytskii entre les espaces des fonctions presque-
périodiques au sens de Bohr. Rappelons que la théorie des opérateurs de
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Lemme 1.1

Proposition 1.24

Nemytskii dans les espaces de classe C* sur les domaines bornés est traitée
dans (3, page 168) et (51, page 211), pour les espaces L?, elle est traité dans
(60, Chapitre I et 1I). Pour les espaces de Sobolev usuels on peut consulter
(70, [64).

Soit K une partie compacte de AP°(RR,E), alors
S:={u(t): teR, uecekK}
est une partie relativement compacte de [E.

Démonstration.

e Rappelons qu’une partie d’un espace de Banach est compacte si et
seulement si cette partie est complete, et pour tout € > 0, il existe un
recouvrement fini de cette partie par des boules de rayon e.

e Soit € > 0, K est une partie compacte de I'espace de Banach
AP(R,E), donc il existe p fonctions {uy,ua,--- ,up} de AP°(R,E)
telles que

]KCO{UEAPO(]R E): |lo—ul, < f}
i=1 , 100_2

e Sachant que u;(R) est une partie relativement compacte de E (c.f. (5}
page 5)) pour touti = 1,- -, p, donc I'ensemble Jl_, {u;(t) : t€ R}
est une partie relativement compacte de E, et par conséquence, il existe g
réels {t —1,--- ,t,} tels que

p p g €
U{ui(t): teR}c U{xEIE: |x — ui(t)]] SE} (1.2)
i=1

i=1j=1

e Six € S,doncil existev € Kett € R, tels que v(t) = x, et donc il
existe p fonctions {uy,- - ,up} de AP°(R,E) telles que ||v — u;|, < §.
Ce qui implique ||x — u;(t)[| < 5.

e En utilisant on obtient :

Jkee{1,---,p}, je{l,---,q} tel que |ju;(t) —uk(t]-)|| < 2.

ainsi on obtient l'inclusion suivante :

SCOO{XE]E: |x —ui(t))]| < e}

i=1j=1

ce qui implique que S est une partie précompacte de IE, et vu que E est
complet, on obtient S relativement compact (c.f. (44, Théoreme 3.17.5, page
63)).

Soit IE et F deux espaces de Banach. Si F € APU(E X R, F), alors I'opé-
rateur de Nemytskii construit sur F, Ny : AP°(R,E) — APY(R,TF),
défini par Ng(u)(t) := F(u(t),t) est continu.
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C.f. (31, Théoréme 3.5).

Démonstration.

11 est clair que Nr(u) € APY(R,TF) lorsque u € APY(R,E)
Soit K une partie compacte de AP°(R,E), soit u € K et € un nombre
strictement positif. On pose

S = {u(t)
en utilisant le Lemme S est une partie relativement compacte de E,
donc S est une partie compacte de E. F étant dans APU(E x R,F), donc

il existe | > 0, tel que tout intervalle de longeur | contient un nombre T
satisfaisant la condition suivante :

sup {[|F(x,s +7) — F(x,5)|p (13)

S x [0.I] étant un compact, comme produit de deux compacts, donc
F est uniformément continue la dessus, par conséquence il existe § =
) (§ x [0.1] ,e) > 0, tel que pour tout sy et s dans [0,1], et pour tout x;
et xo dans S on a

teR,ueK},

seR,xeS}

€
—F(x2,9)|g < 5

(le1 = x2lg <6, |s1 — 52| < &) = [|F(x1,51) 3

doil
|x1 — x2]|p < 0 = ||F(x1,51) Vs € [0,1].

(1.4)
Soit v € K, tel que ||u —v||, en utilisant et (1.4), on obtient,
pour tout t € R

€
— F(x2,52) | < 3

[F(u(t),t) = F(o(t), g < [[F(u(t),t) — F(u(t),t —)||p
+[|F(u(t),t —7) = F(v(t), t — T) ||
+||P(v(f), —7) = F(v(t),t)[|g

< 3.5:

ce qui implique

sup {[|[F(u(t),t) = F(o(t), t)[lg : t € R} <¢,

[INE(u) = Ne(0)lo < e

Ainsi la restriction de N a tout compact K de AP*(IR,IE) est continue,
sachant que AP°(R,E) et AP*(RR,F) sont deux espaces de Banach. Ce
qui prouve que N est continu sur AP'(R,E). #

On suppose que F € APU(E x R,F), telle que la dérivée partielle
Dy F(x,t) existe pour tout (x,t) € E x R, et que DyF € APU(E X
R, L(E,F)). Alors l'opérateur de Nemytskii construit sur F, Nf
APY(R,E) — APY(RR,TF) est de classe C' et

(DNE(u).h) (t) = DeF(u(t),t).h(t)

pour tout t € R, u,h € AP*(R,E)
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C.f. (31, Théoréme 5.1).

Démonstration.
Ona F € APU(E x R,TF) donc d’aprés la Proposition [1.24) Nr €
C'(AP’(R,E), AP’(R,T)). De méme, D+F € APU(E x R, L(E,TF))

donc d’apres la Proposition
Np.r € CO(AP*(R,E), AP°(R, L(E, F))),

avec

(No,r(u)] (t) = DiF(u(t), 1),
pour tout t € R. D’apres (5, chapitre VII page 6, et chapitre IX page 10),
si [t — h(t)] est dans AP°(R,E), alors [t — DyF(u(t),t).h(t)] est
dans AP°(R,TF).
Notons par L, 'opérateur linéaire défini de AP°(R,E) dans AP°(RR,TF)
par

[Lu-h] (t) = DxF(u(t), t).h(t)
pour tout t € R. Pour ||h||, = sup{||h(t)||g:t € R} <lona

I[Luh] ()llg = [IDxF(u(t), t).h(t)]|g
< |IDxF(u(t), D)l ze ) - 11(E) |
< [Nl 2y
< sup ||DyF (u( ) OllE
telR
< +o0

(sachant que la fonction [t — DyF(u(t),t)] est dans AP°(R, L(E, F)),
donc bornée sur R). Ainsi on a démontré que pour tout h € AP°(R, E),
telle que ||h||, <1, oma ||[Ly.h]||., est bornée, ce qui implique que L, est
continu.

De plus pour ||h||, < 1lona

|[DxE(u(t), £) — D:F(o(t), )] h(0)llg < [Np,r (1) — Np,£(0) |5 -
Puisque Np,r est continu, l'application
L,: AP(R,E) — L (APO(]R,]E),APO(IR,IF))

est continue.

Soit u et h dans AP'(R,E), et 0 € [0,1]. Il est clair que
[t — u(t) +00v(t)] € AP’(R,E), et d’apres le théoreme de la moyenne
(c.f. (3} page 144)), on obtient pour tout t € R

|F(ut) +h(t), ) — F(u(t), ) — DyF(u(t), £).hl5
/HDF )+ 01(t), £) — DoF(u(t), )] ]| d6

IN

IN

/Hm £) 4+ O0(1), 1) — DLF(u(t), )| do. | 1]
< e(h)- .
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ol

&(h) = sup{|[DxF(u(t), £) — DeE(u(t), 1) g
0 € AP(R,E), [u — oll, < [[1(1)]]}-

Ainsi on a démontré que
INF(u + 1) = NE(u) = L[| < [[7(8) ]| € (1)

or limy, ., &(h) = 0 (car Np_r est continu en u), doiv N est Fréchet-
différentiable et DNp(u).h = Ly.h i.e.

(DNe(u).h) (£) = DxF(u(t), £).h(t)

pour tout t € R, u,h € APY(R,E). De plus L est continue, donc N est
de classe C1. &
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DANS ce chapitre nous étudions I'ensemble des solutions p.p. (presque-
périodiques) au sens de Bohr (5 34, 39} |48, l61) et au sens de Besi-
covitch (10} [67) d'une classe d’équations différentielles a retard du type
Neutre de la forme suivante :

DiL(x(t—7r),x(t—2r),x'(t —7),x'(t = 2r),t — 1)
+DyL(x(t),x(t—7),x'(t),x'(t —7),t)

= LIDsL(x(t —7),x(t —2r),x'(t —7),x'(t = 2r),t — 1)
+DyL(x(t),x(t—7r),x'(t),x'(t —7),1)],

(2.1)

oit L : (R")* x R — R est une fonction différentiable; D; désigne la
dérivée partielle par rapport a la j-éme composante, et r est un réel fixé
dans (0,00). Un cas particulier de est I'équation différentielle forcée

25
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du type Neutre suivante :

DK (x(t —r),x(t —2r),x'(t — 1), x'(t — 2r))
+DoK(x(t), x(t—1),x'(¢),x'(t —71))
—%[D3K(X(f —7),x(t—=2r),x'(t —r),x'(t — 2r))
+D4K(x(t), x(t =), 2 (), x'(t = r))] = b(¢),

oit K : (R")* — R est une fonction différentiable, et b : R — R" est

une 'force extérieure’ presque-périodique. Afin de voir (2.2) comme un cas
particulier de (2.1) il suffit de prendre

(2.2)

L(x1,x2, x3, X4, t) := K(x1, X2, X3, x4) — x1.b(t +7),

oit le point désigne le produit scalaire usuel dans IR™.
Un autre cas particulier de (2.1)) est I'équation différentielle du
second ordre du type Neutre suivante :

x"(t —r) 4+ D1F(x(t — ), x(t — 2r)) + DoF(x(t), x(t — 7)) = b(t),

oit b : R" — Ret F: (R")> — R. Afin de voir la derniere équation
comme un cas particulier de il suffit de prendre

1
L(x1,x7,x3, x4, ) := 5 |x3|2 — F(xq,x2) + x1.b(t +7),

ot la norme utilisée est la norme euclidienne usuelle de R". Dans leur tra-
vail, (72), Shu et Xu ont étudié les solutions périodiques de cette derniere
équation en utilisant des méthodes variationnelles. Nous allons prolonger
un tel travail a I'étude des solutions presque-périodiques.
Ainsi, pour étudier les solutions p.p. de notre approche
consiste a chercher les points critiques de la fonctionnelle ® définie
dans un espace de Banach des fonctions p.p. par :

-— 3 /
P(x) := TEIBw ZT/ x(t—7),x'(t),x'(t—r),t)dt. (2.3)
Pour le moment donnons quelques éléments historiques. On rap-
pelle que le travail d'Elsgolc (47) a traité le calcul des variations a
arguments retardés sur un intervalle borné de la droite réelle. Ce travail a
était developpé par Hughes (59) et Sabbagh (68). Sachant qu’un probleme
de calcul variationnel peut étre vu comme un probleme du contrdle optimal,
on rappelle aussi 'existence de la théorie du contrdle optimal periodique a
arguments retardés developpée par Colonius dans (38). Par exemple, on
considere le probleme du controle optimal de la forme

{Minimiser 1 fOT (), u(t),t)dt,
xX'(t) = f(x(t), (t —1),u(t)t),

ot x(t) est la variable d’état et u(t) est la variable de contrdle. Dans le

cas particulier oir f(x(t), x(t —r),u(t),t) = fr(x(t),x(t —7r),t) +u(t),
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le dernier probleme du controle optimal peut étre transformé en un pro-
bleme de calcul des variations qui revient 4 minimiser la fonctionnelle
%fOTg(x(t),fl(x(t),x(t —7r),t) — x'(t),t)dt, ce qui est un cas parti-
culier de (2.3). Notons que I'équation d’Euler-Lagrange du tel probleme
variationnel est un cas spécial de (2.1).
D’autre part il existe le calcul des variations en moyenne tempo-
relle developpé par |. Blot dans (14, 116} 17, 18, [19, 20, [17] 125} 26,
27,28, 29) pour étudier les solutions p.p. de quelques équations différen-
tielles (sans retard). Dans ce chapitre, nous prolongeons cette approche aux
équations différentielles comme (2.1)).

Décrivons brievement le contenu du chapitre. Dans la section (2.1)),
nous précisons les notations concernant les espaces fonctionnels utilisés
dans notre travail. Dans la section nous établissons un formalisme
variationnel approprié aux solutions p.p. au sens de Bohr, nous donnons
un principe variationnel et un résultat sur la structure de I'ensemble des
solutions p.p. de dans le cas convexe. Dans la section (2.3)), nous éta-
blissons un formalisme variationnel approprié aux solutions p.p. au sens de
Besicovitch, nous donnons un principe variationnel, des résultats d’exis-
tence, et un résultat de densité pour les équations avec une "force extérieu-
re” presque-périodique.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

AP°(R,R") est I'espace des fonctions presque-périodiques au sens de
Bohr (Bohr p.p) de R dans R" ; muni de la norme
¥l == sup {|x(£)[ : £ € R}

c’est un espace de Banach.
APY(R,R") := {x € CY(R,R") NAP'(R,R") : ' € AP°(R,R")};
muni de la norme
Il == lxlloo + [ '] -
c’est un espace de Banach.
Lorsque k € IN* U {oo},

APH(R,R") := {x € CK(R,R") : Vj < k,% c APO(IR,]R”)} :
Lorsque x € AP'(R,R"),
1 T
M {x(t)} = lim /_Tx(t)dt,
désigne la moyenne (temporelle) de x, elle existe dans IR",
N S At
a(x;A) = TETooﬁ /_Te x(t)dt,
pour A € R est le coefficient de Fourier-Bohr, et

Ax):={reR:a(x,A) #0}.
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Lorsque p € [1,00), BP(R") est la complétion de AP°(R,IR") dans

LI (R,R™) par rapport a la norme

loc

1

fuall := 2 {JufP 7

Lorsque p = 2, B2(R") est un espace de Hilbert pour la norme ||.||,
associée au produit scalaire

(u|o):=Mm{uv}.

Les éléments de I'espace BP(R™) s’appellent les fonctions presque-
périodiques au sens de Besicovitch (Besicovitch-p.p).

On rappelle la proprieté suivante : si (Uy)m est une suite dans
APY(R,R") etsiu € L} (R, IR") (I'espace de Lebesgue), satisfaisant

loc

1

S 1 T 2

M { |upm —ulP}7 = (limsupi/ |um—u|pdt)p —0 (m—0)
T—o0 2T J-r

alors u € BP(R") et on a ||um — ul|, — 0 (m — 0).

On utilise aussi la dérivée généralisée Vu € B%(R") de la fonction
u € B2(R") (lorsqu'elle existe) définie par

—0 (s—0),

Hw _ %(u(.+s) -

pour définir I'espace de Blot
BY2(R") := {u € B2(R") : Vu € B2(1R”)},

qui est un espace de Hilbert pour la norme |.||; , associée au produit sca-
laire
(u|v):=w|v)+(Vu| Vo).

Quand E et [F sont deux espaces de Banach de dimension finie, une
fonction continue f : E x R — [, (x,t) — f(x,t), est dite presque-
périodique en t uniformément par rapport d x sur tout compact de E
lorsque : pour tout compact K de E, pour tout € > 0, il existe | > 0
tel que : pour tout réel w, il existe un T dans [«, x + 1] vérifiant :

sup{|f(x,t+7)— f(xt);t e Rx e K} <e

On notera par APU(E x R, F) l'ensemble de telles fonctions.
Afin de simplifier le plus possible les notations, on notera par

u(t) ;== (u(t),u(t —r),Vu(t), Vu(t —r))

lorsque u € BY2(R"), et

lorsque x € APY(R,R™).
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UN FORMALISME VARIATIONNEL POUR LES FONCTIONS
BoHR-P.P

On considére la condition suivante :

L € APU((RM)* x R,R), et, pour tout (X,t) € (R")* x R,
la dérivée partielle DxL(X, t) existe, et
DxL € APU((R")* x R, L((R™)*,R)).
(2.4)
On suppose que L vérifie la condition (2.4); alors la fonctionnelle @ :
APY(R,R") — R définie par est de classe C', et pour tout x,h €
APY(R,R") ona:
D®(x).h = 9{D1L(x(t),t).h(t) + DoL(x(t),t).h(t — )
+ DaL(x(t), )1 () + DaL(x(£), £).K'(t — 1)},

Démonstration.
Introduisons I'opérateur linéaire

T : APY(R,R") — (AP°(R,R"))*
donné par
T(x)(t) = x(b).
On sait que 7,(x) € AP(R,R") lorsque x € AP°(R,RR"). Or toute
fonction dans APY(R,R™) est continue donc les quatre composantes de T
sont des opérateurs linéaires continus ce qui implique la continuté de T,
et par suite T est de classe C1, et pour tout x,h € APY(R,R") on a :

DT (x).h = T(h).

Sous la condition (2.4), en utilisant le Théoreme 'opérateur de
Nemytskii
N : (APY(R,R™))* — APY(R,R"),
défini par
NLX)(t) := L(X(t), 1),
est de classe C*, et on a, pour tout X, H € AP°(R,R")4,
(DNL(X).H)(t) = DxL(X(t),t).H(t).
La moyenne temporelle 9 : AP°(R,IR") — R est linéaire. L'inéga-
lité
[ x| < M},

assure que la fonctionnelle 9 est continue, donc elle est de classe C' et on
a, pour tout ¢, € AP*(R,R"),

DM A{¢p}.p = M{y}.
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Doit ® = Mo Ny oT est de classe C1, comme composée de trois
applications de classe C1. En utilisant la formule de la dérivation en chaine
on obtient :

D®(x).h = DIM(NL o T (x)) o DNL(T (x)) o DT (x).h
= M{DNL(T (x)).T (h)}
— M {DxL(x(t), £)h(1)}

= M{D1L(x(t), t).h(t) + D2L(x(t)

+ DsL(x(t),t).h (t) + DgL(x(t),¢

ce qu'il fallait démontrer. &

Dt —1)
) (E—1)}.

Remarque 2.1 Notons que si L est autonome, i.e. L(X,t) = L(X), pour que N soit de
classe C', il suffit que L soit de classe C'.

(C.f. (26} Proposition 1)).

Théoréme 2.1 (Formalisme variationnel) On suppose que L vérifie la condition (2.4)), alors
pour x € APY(R,R"), les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) D®(x) = 0, i.e. x est un point critique de ® dans AP (R, R").
(ii) x est une solution p.p. au sens de Bohr de I'équation (2.1).

Avant de démontrer le Théoreme on rappelle sans démonstration
la proposition suivante due a J. Blot (16).

Propositionz.x  Si T € B;p et ¢ € AP®(R) =: By, alors
M{p.DT} = -M{¢'.T},
D désigne la dérivée au sens des distributions presque-périodiques

(voir Section [1.6).

Démonstration du Théoréme
D’abord on suppose que (i) est vraie. Sachant que la moyenne tempo-
relle est invariante par translation, on obtient :

M {DoL(x(t),t).h(t —7)} =9 {DoL(x(t +7),t+7).h(t)}
et

M { DaL(x(t), £).1'(t — 1)} = M DaL(x(t +7), t+7).1 (1)},
et donc en utilisant le Lemme 2.1 on obtient, pour tout h € AP*(R,R"),

0 = M {(D1L(x(t),t) + DaL(x(t +7),t+71)).h(t)} (25)
+ D { (DL (x(t), £) + DaL(x(t +7), ¢+ 7))l (1)}, 2
On pose
q(t) := D1L(x(t),t) + DoL(x(t +71),t+ 1),

on note par qi(t) ses coordonnées pour k =1,...,n.
On pose aussi

p(t) := D3L(x(t),t) + D4L(x(t +71),t +71),
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et on note par py(t) ses coordonnées k =1, ...,n.
De I'égalité (2.5), on déduit que, pour tout p € AP®(R) C AP} (R) ona

My {qi()-p(t)} = D {pi(t).¢'(£) }.
En utilisant la Proposition 2.1} on a :

MA{pr¢'} = —M{p.Dpx},

ainsi on obtient, pour tout ¢ € AP°(R),

MA{qr-¢} = M{p.Dpr}
soit
M{(qx — Dpr)-p} =0, Yo € AP(R),

alors pour tout A € R, en prenant

¢(t) = cos(At),
puis
¢(t) = sin(At),

en multipliant le deuxiéme terme par i, on obtient

M (g — Dpx)e™))} = M{ (g — Dpx) cos A1)}
+ 19M{ (qx — Dpx) sin A(.)) }
— ()’

soit a(qy — Dpk, A) = 0 pour tout A € R, ainsi tous les coefficients de
Fourier-Bohr de (g, — Dpy) sont nuls, et le Théoreme d'unicité de
la série de Fourier-Bohr nous permet de conclure que pour tout t dans
R, gx — Dpr = 0, soit qx = Dpy, et en utilisant la proprieté de série de
Fourier-Bohr on obtient que py est C1 et que p}, = qy dans le sens ordinaire.
Ainsi, il en résulte que p(. — ) est de classe C et que p'(t —r) = q(t —r)
ce qui est exactement (ii).

Réciproquement en utilisant la formule M{l.y'} = —M{Il'.y} pour
tout 1 € APY(L(R",R)) et y € AP'(R,R"), et en translatant le temps,
on obtient de (ii) pour tout h € APY(R,R") la relation suivante :

0 =9{(D1L(x(t),t) + DaL(x(t+7),t+7)).h(t)
+ (D3L(x(t),t) + DyL(x(t +7),t +7)).H(t)}
= M{D1L(x(t), t)h(t) + DaL(x(t),t)).h(t — 1)
+ D3L(x(t), t)h'(t) + DyL(x(t), )0 (t — 1)}
= D®(x).h,

ainsi on obtient (i). @

Le Théoreme |2.1)| est une extension du (16, Théoréme 1) au cas non auto-
nome en présence d'un retard .
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Théoréme 2.2

Remarque 2.3

Théoreme 2.3

Maintenant nous allons utiliser le Théoreme |2.1| pour établir un résul-
tat de structure de I'ensemble des solutions Bohr p.p. de dans le cas
oit L est autonome et convexe.

On suppose que L € C'((R")*,R), et que L est convexe. Alors les asser-
tions suivantes sont vraies.

(i) L'ensemble des solutions p.p. au sens de Bohr de est un sous
ensemble fermé et convexe de AP (R, R™).

(ii) Si x' est une solution T'-periodique, non constante de , x? est
une solution Tz—periodique, non constante de , et si TY/T? n'est
pas un rationnel, alors (1 — 8)x' + 0x? est une solution p.p. au sens
de Bohr non périodique de (2.1) pour tout 6 € (0,1).

Démonstration.
L est dans C'((R™)* R), donc d’aprés (26, Proposition 1), ® est
Fréchet-C.
Puisque L est convexe sur (R")*, donc
L(6X+ (1—0Y)) <OL(X)+(1—0)L(Y), Vo€]0,1[X,Y € (R")4
Donc pour tout x et y dans AP*(R,IR") on a
L(0x(t) + (1 - 0)y(t)) < OL(x(t)) + (1 —0)L(y(t))

or la moyenne est linéaire monotone, en passant a la moyenne on obtient
O(0x + (1 - 0y)) =M {L(Qg—k (1- 9)z>}
<o {or(x)+(1-0)L(y) }

=0M{L(x)} + (1 —6)M {L(y)}
= 0D (x) + (1 - 0)D(y).

Donc @ est une fonctionnelle convexe et Fréchet-C' sur AP*(IR,IR"), ainsi
en utilisant (40) on obtient :

{x:®(x) =infd} = {x: DP(x) =0} (2.6)

est un sous-ensemble convexe et fermé de AP' (R, R"), et en appliquant le
Théoréme on obtient (i).
L’assertion (ii) est une conséquence immeédiate de (i). @

Les assertions (i) et (ii) sont une extension des Théoremes 3 et 4 dans (16).

On considere la fonction autonome L. On suppose que L € C((R")%,R),
et que L est convexe. Alors les assertions suivantes sont vraies.
(i) Si x est une solution p.p. au sens de Bohr de (2.1), si T € (0, c0) est
tel que a(x, 27”) # 0, alors possede une solution T-périodique
non constante.

(ii) Si x est une solution p.p. au sens de Bohr de (2.1)), alors 9M{x} est
une solution constante de (2.1).



2.2. Un formalisme variationnel pour les fonctions Bohr-p.p

33

Démonstration.

On introduit Cr,(x)(t) := %ZZ;& x(t 4+ kT), ot x est une solution
p.p. au sens de Bohr de (2.1)), pour tout v € IN*. En utilisant le Théo-
reme de Besicovitch (c.f. (10, page 44)), il existe une fonction continue

T-périodique, notée x7, telle que

lim HCT/V(X) - xTH =0. (2.7)

V—00 (]

On vérifie facilement aussi que

lim HCT,V(x) - xT) =0 (2.8)
Puisque x est une solution p.p. au sens de Bohr de (2.1)), on a bien
D®(x) =0,
donc d’apres (2.6), on a
®(x) = inf .

Or L est autonome et la moyenne temporelle est invariante par la transla-
tion, on obtient

P (7 (x)) = &(x) = inf P,
ce qui implique via que [t — x(t + kT)] est une solution p.p. au sens
de Bohr de (2.1).

Puisque Cr,(x) est une combinaison convexe des solutions p.p. au
sens de Bohr de (2.1), d’apres le Théoreme Cry(x) est aussi une so-
lution p.p. au sens de Bohr de (2.1). En utilisant le fait que I'ensemble des
solutions p.p. au sens de Bohr de est un ensemble fermé, (Théoreme
, et (2.8), il en résulte que xT est une solution T-périodique de (2.1).
D’autre part, en utilisant l'invariance de la moyenne par la translation, on
obtient :

a(Cry(x), 277{) = My {CT,V(JC)(t).e¥t}

:m{;”z

x(t+ kT).ez%nt}

k=0
1 4
= ll/Z: M {x(t +kT) eleﬂt}
k=0
]. v_1 2im
== Y o x(t).eT KD
;Lo J
1yl 2in .
= - m x(t).eTt.efz”Tk
;Lo }
]. v—1 2im
==Y O dx(t)eT!
s Lo {x(e ¥
]. i
= v, {x(t) eth}
—a(x, D),
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Remarque 2.4

2.3

Lemme 2.2

par conséquent

. 2y 2, o 2my 27
lim a(Cr (x), ) = a(lim Cr,(x), 55) = a(xT, =) = a(x, 57).
Or a(x, 27”) # 0, donc xT n’ est pas constante ce qui prouve (i).

Pour démontrer (i), il suffit de choisir T € (0,0) tel que

27

F(Z —{0})NA(x) =g,

et donc tous les coefficients de Fourier-Bohr de xT' sont nuls sauf la
moyenne temporelle de xT' qui est égale d IM{x}. M

Le Théoreme est une extension aux équations différentielles du type
Neutre du Théoréeme 2 dans (17).

Notons que dans 'espace (AP°(R,R"),||.||.,) la compacité n’est pas
facile a exhiber. L'analogue du théoréme d’Ascoli-Arzela dans AP°(R, R")
est le théoreme de Lusternik (c.f. (61 page 7)) dont la condition d’équi-
presque périodicité est difficile a vérifier. En outre, en utilisant le com-
pactifié de Bohr bR de R, on peut assimiler AP°(R,R") a C°(bR, R")
(67, Chapitre 1), ainsi on voit que AP*(IR,IR") n’est pas reflexif, et par-
tant, les méthodes de compacité faible ou de monotonie y sont difficiles a
utiliser. C'est pourquoi nous prolongeons, dans la section suivante notre
formalisme variationnel au complété hilbertien B*(R") de AP°(RR,R").

UN FORMALISME VARIATIONNEL POUR LES FONCTIONS BE-
SICOVITCH P.P.

Soit [E et IF deux espace euclidiens de dimensions finies.

Soit g € APU(E x R, ) une fonction qui satisfait la condition de Holder
suivante :

da € (0,00),da € [0,00),Vt € R,Vz,w € E,
8(zt) —g(w,t)| < a.|z —w|*
Soit p,q € [1,00) tels que p = aq.
Alors les deux assertions suivantes sont vérifiées.
(i) Siu € BP(E) alors [t — g(u(t),t) € BI(FF)].
(ii) L'opérateur de Nemytskii construit sur g, Ny : BF(E) — B(F)
défini par
Nou(t) := g(u(t),t), satisfait || Ngu — /\/gv||q <a.fu—of,
pour tout u,v € BP(E).

Démonstration.

Posons b(t) := g(0,t); puisque § € APU(E x R, ), on obtient
b € APY(F). La condition de Holder implique que :

|g(z,t) — ¢(0,t)| < a|z—0|", pour tout z € E,t € R,
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via l'inégalité triangulaire, on obtient
1g(z,t)| — |¢(0,)] < alz|*, pourtoutz € E,t € R,
soit
|g(z,t)| < alz|* +b(t), pour tout z € E, t € R.
Siu € BP(E) alors on a

8(u(t), )] < a.|u(t)|" +b(t) VtER,

et sachant que b est continue on obtient b € L?O (R, R) (I'espace de Le-
besgue), et puisque (|u(t)|*)? = |u(t)|’ on a |u|* € L] (R,R). Ainsi,
on obtient

[t — g(u(t),t)] € Lj,.(R,F),

loc

lorsque u € BF ().
Sachant que u € BP(E) il existe une suite (1); dans AP°(IE) telle que

lim Hu—u]-Hp =0.

j—o0
En utilisant (75, Théoreme 2.7, page 16), en posant
¢;(t) := g(u;(t) 1),

ona ¢; € AP(FF), et via I'inégalité de Holder on a :

0
7

g(u(t), t) — g(uj(t), t)| < a.|u—u;

soit
p

7

2(u(t),8) = (D) < . |u —u;
et en passant a la moyenne supérieure, on obtient

T, {[g(u() 1)~ @y(t)|"} < a o {Ju "}

soit

M {[g(u(t), 1) — 9;(5)|"}1 < am{[u— "} = a |ju—

oo (2:9)

et par conséquent

lim M {[g (u (1), ) — ¢;(B)["}7 =0,
ce qui implique en vertu de la Proposition que
[t — g(u(t),t)] € BI(F).

Ainsi (i) est démontrée.
Par ailleurs on obtient l'inégalité (ii) a partir de 1'inégalité en
remplacant @;(t) par g(v(t), t). #
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Remarque 2.5

Lemme 2.3

Le Lemme est une extension du Théoréme 1 dans (23) au cas non
autonome.

Soit la fonction f € APU(E x R,F) telle que sa dérivée partielle
D1 f(z,t) existe pour tout (z,t) € E x R et telle que D1f € APU(E X
R, L(IE,TF)). On suppose que la condition suivante est satisfaite.

(C) Ilexiste aj € [0,00), tel que, pour tout z,w € E, et pour tout t € R,
|D1f(z,t) — D1f(w,t)| < ay.]z — w|.

Alors l'opérateur de Nemytskii Ny : B*(E) — BY(F), défini par
Ne(u)(t) := f(u(t), t), est aussi de classe C1, et pour tout u,h € B*(IE)
ona

(DN (u).h)(t) = D1f (u(t),t).h(t).

Démonstration.
Premiere étape : On démontre qu'il existe ag € [0,00), b € B (E), tels

que, pour tout (z,t) € E X R, |f(z,t)| < ag |z|* + b(t).
Via la condition (C),on a :

|D1f(z,t) — D1f(0,8)| < a1. 2],

ainsi l'inégalité du triangle nous donne

|D1f(z,t)] < |Dif(z,t) — D1f(0,¢)| + [D1£(0,1)]
< ay.|z[ 4+ |D1£(0, 1))

En utilisant le Théoréme de la moyenne (c.f. (3, page 144)), on obtient pour
tout (z,t) € E X R,

[f(z )] <1f(z1) = £(0,8)[ + [ £(0, 1)

< sup |D1f(¢,t)|.1z— 0]+ |f(0,1)]
geloz|

< sup (a1.|¢| + [D1f(0,)]). |z + [ f(0, )]
geloz]

= (a1 [z[ + [D1 (0, )]). 2] + | £ (0, )]
= ar.|z|* + |D1f(O B[ |z + |f(0 )]

<z + 5 yle(o DI+ \Z\ +1£(0, 1)
= (m+5 ) 21+ 5 |D1f(O I+ 1£(0,1)].

Posons b(t) := 1|Dif(0,8)]* + [f(0,1)], et ag := ay + 1. Sachant
f € APU(E x R,F), et D1f € APU(E ]R L(E, )) on obtient
b c AP'(E) C BY(E).

Deuxieme étape : On  démontre que si u € B?(E) alors

[t — f(u(t),t)] € BY(F).

Soit u € B*(IE). Alors I'inégalité

|F (), B)] < ag |u(t)[* +b(t)
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implique que
[t — f(u(t),t)] € L, (R, F).

loc

En utilisant le Lemme [2.2]avec p = 2,4 = 2,0 = 1, et g = D1f on
obtient
[t — Dif(u(t),t)] € B>(L(E,F)).

Soit (tty)m une suite dans AP°(E) telle que ||u — um||, — 0 (m — oo).
En utilisant le Théoréme de la moyenne, (c.f. (3, page 144)), on obtient,
pour tout t € IR,

|f (e (£), 8) = f(u(t), £) = Drf (u(t), £).(um(t) — u(t))]
)]

<( sup [Dif( 1) = Dif (u(t), t)])- [(um(t) — u(t))|
Gefu(t)um(t)]

<ap. sup (G —u(t)] Jum(t) —u(t)]
Selu(t)un(b)]
2

< ar[um(t) —u(®)[",
et par conséquent on obtient :
M| f (i (£),8) = f(u(t), £) = Daf (u(t), £)-(um(t) = u(t))[}
< . |ty — w3

Sachant que [t — D1 f(u(t),t)] € B>(L(E,F)) et que u, — u € B*(E),
on obtient

[t = Dif(u(t), £).(um(t) — u(t))] € B'(F).
En utilisant (75, Théoréme 2.7, page 16), on obtient
[t f(um(t),t)] € AP°(F) C B'(F),
et donc, en posant
Y (t) 2= f(um(t),t) — Dif (um(t), t).(um(t) — u(t))

on obtient Py, € BY(FF). La dérniere inégalité implique que

lim 0%, {| £ (u(t), £) — pu(£)]} =0,

n—oo

et donc on obtient [t — f (u (t),t)] € B! (F).
Troisieme étape : On démontre que, pour tout u € B>(IE), l'opérateur

L(u) : B>(E) — BY(R), défini par
(L(u).h)(t) := D1f(u(t),t).h(t),

est linéaire continu.
On a vu que

[t — Dy f(u(t),t).h(t)] € BY(F).



38

Chapitre 2. Une approche variationnelle pour les solutions presque-périodiques d"une

classe d’équations différentielles a retard du type neutre

Remarque 2.6

La linéarité de L est facile a vérifier. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz-Buniakovski, (c.f. (10, page 69)), on obtient

M { | Daf (u(t), £).h(t)|} < M| Drf(ult), 1)) . [h(t)]}
< M{|Dyf(u(t), t) P} 2.90{|h[*}2

ce qui prouve la continuité de L(u).
Quatrieme étape : On démontre la différentiabilité de Ni.

Soit u € B?(E) et h € B*(E). En utilisant I'inégalité de la moyenne, on
obtient pour tout t € R,

|[f(u(t) +h(t),£) = f(u(t), t) — Dif(u(t), t).h(t)]

< sup Dif(Ct) = Dif(u(t)t)].|h(t)|
gelu(t)u(t)+h(p)]

<ay |h)?,

et en utilisant la monotonie de la moyenne on obtient

M {|f (u(t) +h(b), 1) = F(u(t),t) = Daf(u(t), t)h()]} < ay |[1]3,

1e.

I (1) = N () = L) 1|y < an |13
ce qui implique que N est différentiable en u et que

DN¢(u) = L(u).

Cinquieme étape : On démontre que N est de classe cl.

Soit u,v € B?*(E). En utilisant (C), pour tout h € B?*(E), telle que
|\h||, <1, pour tout t € R on obtient :

[(D1f(u(t), ) = D1f(o(t), ) h(E)| < [Dif(u(t),t) = Dif(v(t), )] [h(2)]
<apfu(t) — ()] [A(t)].

Ce qui implique, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski,
(c.f. (z0, page 69)), la majoration suivante :

M [(D1f (u(t), £) = Dif(v(t), 1) h(E) |} < a9 {|u(t) —o(t)] . [A(t)[}
< ay fu— ol |1l
< ay |u—of;.

Ainsi on obtient
HD/\/'f(u) — DNf(U)Hg <al|ju—nol,,
ce qui implique que DN’y est continue. #

Notons que le Lemme est une extension du Théoreme 2 dans (23), au
cas non autonome.
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Théoréme 2.4 (Formlisme Variationnel)  Soit la fonction L : (R")* x R — R,

(X/ t) - (xll X2, X3, X4, t) = L(X/ t) - L(xll X2, X3, X4, t)/
et r € (0,00). On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites.

(L e APU((R™)* x R,R), les dérivées partielles DyL(x1, x2, X3, X4, t)
existent pour tout (x1,x2,x3,x4,t) € (R")* x R

Let pourk =1,...,4,DL € APU((R")* X R, L(R",R)).

(2.10)
(11 existe a; € [0,00) tel que |Lx(X,t) — Lx(Y,t)| < a1 |X —Y]

pour tout X, Y € (R")* et pour tout t € R oit Ly est la dérivée partielle
| par rapport a X € (R")*

A\

(2.11)
Alors la fonctionnelle | : BY>(R") — R, définie par

J(u) = M L(u(t), u(t—r), Vu(t), Vu(t —r),t)}
est de classe C1, et les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) DJ(u) = 0, i.e. u est un point critique de J.
(i) D1L(u(t —r),u(t —2r), Vu(t —r), Vu(t —2r),t —r)
+D,L(u(t), u(t—r), Vu(t), Vu(t —r),t)
= VI[DsL(u(t —r),u(t—2r),Vu(t —r), Vu(t —2r),t — r)
+DyL(u(t),u(t—r), Vu(t), Vu(t —r),t)]
(egalité dans B*>(L(R",R))).

Définition 2.1 Lorsque u € BY2(R") satisfait I'équation (ii) du Théoreme|2.4, on dit que

u est une solution Besicovitch p.p. faible de (2.1)).

Démonstration.
Démontrons que la fonctionnelle | est de classe C'.

On considere I'opérateur

L : BY2(R") — <BZ(IR”)>4 = B2((R")),
défini par
(L(u))(t) :== (u(t),u(t—r), Vu(t), Vu(t —r)).
1l est clair que L est linéaire et continu, donc L est de classe C! et on a
DL(u).h = L(h).
On considere I'opérateur de Nemytskii
Ny s BA((R)Y) = BYR),  (NL(U))(E) == L{U(E), D).

En utilisant le Lemme N7 est de classe C1, et pour tout U,H €
B2((R™)*) on a

(DNL(U).H)(t) = Lx ((U(t),t).-H(t)
4
= Z DkL(l/ll(t),l/lz(t),l/lg(t),l/l4(t),t).hk(t).

k=1
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La moyenne temporelle M : B1(R) — R est linéaire. L'inégalité

(DA < Mm{lgl} = ll¢l,,

implique que M est continue, donc elle est de classe C1, et

D{p}.¢ = M{y}

pour tout ¢, € BL(R).

Par conséquent | = Mo N o L est de classe C' comme composée de
trois applications de classe C'.

Démontrons que (i) implique (ii).

Soit u € BY2(R"). Si (i) est vraie alors, pour tout v € BY?*(IR"), on a

0=DJ(u).v
= DIM{NL o L(u)} o DNL(L(u)) o DL(u).v
= M{DNL(L(u)).L(v)}
= M {D1L(u(t),t).0(t) + DyL(u(t), t).0(t —r)
+ D3L(u(t),t).Vo(t) + DyL(u(t), t).Vo(t —r)}
= M {(D1L(u(t),t) + DoL(u(t+71),t+1)).v(t)}
+ 9 {(DsL(u(t),t) + DyL(u(t + 1), t+71)).Vo(t)}
= M {(D1L(u(t),t) + DoL(u(t+71),t+1)).0(t)}
+ 0 {(D3L(u(t),t) + DyL(u(t+7),t+7)).Vo(t)}

Ainsi, Yh € APY(R,R") C B1?(R"), on a

0 = M {(D1L(u(t),t) + DaL(u(t+7),t +7)).h(t)}
+ 9 {(DsL(u(t),t) + DaL(u(t + 1), t+1)).0' (t)}

sachant que

[t — D1L(u(t),t) + DaL(u(t +7),t+71)] € B2(R"),
[t — D3L(u(t),t) + DgL(u(t+7),t+71)] € BZ(R"),

et puisque la moyenne temporelle est invariate par la translation, en utili-
sant la Proposition du Chapitre 1, on obtient (ii).

Démontrons que (ii) implique (i).
On suppose que (ii) est vraie, ce qui sous-entend que

[t = D3L(E(t)/ t) + D4L(M(t + 7’), t+ 7’)] € B1,2<Rn)/
et via la Proposition du Chapitre 1, pour tout h € APY(R,IR") on a
[t — (DsL(u(t),t) + DsL(u(t + ), t +1).h(t))] € B"*(R),

et

M {(D1L(w(t),t) + DoL(u(t +r),t+7)).h(t)}
— M {V(DsL(u(t), t) + DaL(u(t +7),t +7)).h(t)} =0,
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donc en utilisant la Proposition du Chapitre 1, et I'invariance de la
moyenne temporelle par la translation, on obtient

0 = 9U{(D1L(u(t),t) + DoL(u(t +7),t+71)).h(t)
+ (DsL(u(t),t) + DyL(u(t +7),t+7)).0 ()}
= M { (D1 L(u(t), ).h(t) + DoL(u(t), t)).h(t — 1)
+ (DsL(u(t), t)I'(t) + DaL(u(t), )1 (t —7)}
= DJ(u).h.

Sachant que AP*(IR,IR") est dense dans BY?(IR"), on obtient
DJ(u)v =0 Yo <€ B?(R"),
ce qui implique DJ (1) = 0. &
Remarque 2.7  Notons que le Théoreme |2.4|est une extension du Théoreme 4 dans (23) au
cas non autonome.

Théoréme 2.5 (Existence, Unicité) Soit L : (R")* x R — IR une fonction qui satisfait

(2.10)(2.11). On suppose qu’elle satisfait aussi aux deux conditions sui-
vantes :

L(.,t): (R")* — R est convexe pour tout t € R. (2.12)

Il existe j € {1,2},k € {3,4} et c € (0,0)
tels que, pour tout (x1,x2,x3,x4,t) € (R")* X R, (2.13)
ona:L(xy,xp, X3, X4,t) > c(}xj‘z + |xe]?).

Alors il existe une fonction u € BY2(R") qui est une solution Besicovitch-

p.p. faible de I'équation (2.1).

Si de plus on suppose que la condition suivante est satisafaite :

Il existei € {1,2},1 € {3,4} et c; € (0,00)
tels que la fonction M : (R")* x R — R, définie par
M(xl, X2, X3, X4,t) = L(xl, X2, X3, X4,t) — %1 |X1'|2 — % |x1|2,
est convexe par rapport a (x1, X, X3, X4, t) pour tout t € R,
(2.14)
alors la solution Besicovitch-p.p. faible de est unique.

Démonstration.

D’apreés le Théoreme la fonctionnelle | est de classe C'.
Puisque L(.,t) est convexe pour tout t € R; pour tout X,Y € (R")* et
6 €]0,1[, ona:

LOX+ (1—-0)Y,t) <OL(X,t)+ (1 —0)L(Y,t),
ainsi pour tout u,v € BV?(R") on a

L(bu+ (1—-6)vt) <OL(wt)+ (1-0)L(v 1),
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or la moyenne temporelle est monotone, on obtient
MA{L(Ou+ (1—0)o,t)} <OM{L(wt)} + (1-0)M{L(v,t)},
soit
J (6u+ (1= 0)0) < 0] () + (1—0)] (0),

ce qui implique que | est une fonctionnelle convexe sur BY2(R™).
Puisque la moyenne temporelle est invariante par translation, l'assertion
entraine que, pour tout u € BL2(R"), on a

J(u) = c(M{[ul*} +M{|Vul*}) = c. |Jullt,-

Par conséquent | est coercive dans B2 (IR™).
Sachant que | est une fonctionnelle de classe C!, convexe et coercive sur
BY2(R"), il existe u € BY2(IR") telle que

J(u) = inf ] <B1'2(]R”)) .
Par conséquent on a
Dj(u) =0,

et en utilisant le Théoréme u est une solution Besicovitch-p.p. faible
de (2.1). Ainsi l'existence est démontrée.

Pour traiter I'unicité, notons que, sous la condition (2.14)), la fonction-
nelle I : BY2(R") — R, définie par

() = ] (u) = S u*} = S| Vul*},

est convexe et sachant que | est de classe C', I et aussi de classe C.
Notons qu’on a
DI(u) =DJ(u) —cy {u|.).

En utilisant la monotonie de Minty de la différentielle d"une fonctionnelle
convexe, pour tout u,v € BY2(R") ona :

0 < (DI(u) — DI(v),u —v)
= (DJ(u) — DJ(v),u—v) —c1{u—v|u—ov),

ce qui implique
(DJ(u) = D] (v),u~v) > 1 [|u—o|l1,.

Maintenant si u et v sont deux solutions Besicovitch-p.p. faibles de (2.1)),
en utilisant le Théoreme[2.4lon a

D] (u) = DJ (v) =0,

et par conséquent
cr[lu—ol}, =0,

amsiu =7v. #
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Théoréme 2.6 (Existence et Densité)  Soit K € C2((R")*,R) une fonction qui satisfait aux

conditions suivantes :

1l existe ag € [0,00) tel que |K(X)| < ag|X|* pour tout X € (R")*.

(2.15)
Il existe j € {1,2},k € {3,4} et ¢ € (0, 00)
tels que la fonction G : (R")* — R, définie par
R (2.16)
G(x]./ X2,X3, x4) = K(xll X2, X3, x4) -2 |-x]‘ ) |-xk| ’
est convexe et positive dans (R™)*
La différentielle DK est Lipschitzienne dans (R™)*. (2.17)

Alors on a les résultats suivants :

(i) Pour tout b € B?(R") il existe une unique u € BY*(IR") qui est
une solution Besicovitch-p.p. faible de I'équation (2.2).
(ii) L'ensemble des b € APY(R,R") telles qu’il existe x dans

APY(R,R") solution Bohr-p.p.(forte) de (2.2), est dense dans
AP°(R,R") pour la norme

b1l := sup{om{b.n} : b € BY*(R"), |}y, < 1}

Démonstration.
Démontrons (i).
Introduisons les fonctionnelles E et Ey de BY?(R") dans R données par

E(u) := M {K(u(t))}

et
E1(u) == M{G(u(t))}.

Elles sont des cas particuliers de la fonctionnelle | du Théoreme par
conséquent elles sont de classe C'.
Notons que

Ex(u) = E(u) = 5 [[ulf},-

En utilisant isomorphisme de F. Riesz défini par
j: BY2(R") — BY2(R")",

(j(u)|o) = (u|v) pour tout u,v € BL2(R"), on peut définir les gradients
gradE(u) := j~\(DE(u)),

et
gradE; (1) := j~1(DE;(u)).

En utilisant la monotonie de Minty de gradEq (due a la convexité de Eq)
on a, pour tout u,v € BL2(R"),

0 < (gradEy(u) — gradE1(v) | u — v)
= (gradE(u) — gradE(v) | u —v) —c.||ju — v||i2,
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ce qui implique que gradE est fortement monotone et par conséquent, on a
la proprieté suivante

gradE est un homéomorphisme de B¥*(R") dans B*(R")  (2.18)

On associe a b € B%(IR") la fonctionnelle b* € BY?(IR")* donnée par

<b#|h> = O {b(t +7).h(1)}.
Par conséquent on a
j~1(b") € B (R"),
et en utilisant [2.18), il existe u € BY?(R") telle que gradE(u) =
j~1(b"), i.e. DE(u) = b*, ce qui signifie que, pour tout h € B12(R"),
M{ DK (u(t)).k(t) } = MAb(t +7).1(t)},

L.e.

M { [D1K(u(t)) + DoK(u(t + 7)) — b(t +7)].h(t)
+ [DsK(u(t)) + D4K(u(t +7))].Vh(t)} =0

et en utilisant la Proposition [1.18|du Chapitre 1, on obtient que u est une
solution Besicovitch-p.p. faible de (2.2]).
Concernant 1'unicité, notons que si v est une solution Besicovitch-p.p.

faible de (2.2)), alors on vérifie que
M {DK (v(t)).h(t)} = M {b(t 4 r).h(t)} pour tout h € BX*(R"),
et par conséquent DE(v) = b*, i.e.
gradE(v) = j~1(b") = gradE(u),

et en utilisant (2.18) on obtient u = v. Ainsi (i) est démontrée.
Démontrons (ii).
Introduisons I'opérateur non linéaire, non borné

K : Dom(K) c BY?(R") — B*(R")
défini par
(K(u))(t) := DiK(u(t — r))+D2K(u(t))
— V [DsK(u(t — 7)) + DaK(u(t))].

Donc K(u) = b cela signifie que u est une solution Besicovitch-p.p. faible
de (2.2). En utilisant 'assertion (i), on obtient K est bijective.
Siu,v € Dom(K),ona:

1K (1) =K (0) ||«
— sup {9 {(K(u) — K(0)) 1} : 1t € BA(R"), |1}, < 1}
= sup {(DE(u) — DE(v)) i : h € BYA(R"), |[h]|; , < 1}
= | DE(x) ~ DE(®) | pa(ge
= ||gradE(u) — gradE(v)||; »
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ce qui montre d’apres (2.18)) que
K : Dom(K) c B*(R") — B*(R")

est un homéomorphisme de Dom (K ) dans B>(IR"). Sachant que AP?(R")
est dense dans B2(IR"), (c.f. Proposition , JC(AP?(IR™)) est dense
dans B2(R") par rapport a la norme ||.|,.

Enfin, en notant que

K(AP*(R")) ¢ AP°(R,R") C B*(R"),

on obtient
K(AP2(R")) = AP°(R,R"),

ce qu’il fallait démontrer . &

Ce resultat est une extension du Théoréme 5 dans (23), aux équations
différentielles a retard du type Neutre.
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ETANT donnée f : E x E — IR une fonction, oit [E est un espace
euclidien réel de dimension finie, et r € (0,00), on considere I'équation
différentielle fonctionnelle du second ordre a retard :

u”(t) = /OT Dy f(u(t),u(t+0))do + Or Dof (u(t—0),u(t))do +e(t)

(3.1)
oit Dj, j = 1,2, désigne la dérivée partielle par rapport a la j-eme compo-
sante et e : R — [E est une 'force extérieure’.

Dans ce chapitre, nous étudions les solutions presque-périodiques
de ol e est une fonction presque-périodique.
Une solution p.p. forte” de est une fonction u : R — E qui
est deux fois dérivable (dans le sens ordinaire) avec u, u’ et u” sont des
fonctions p.p. au sens de Bohr (5,9, 34, 39), telle que I'égalité dans
est saisfaite pour tout t € R.
Une solution p.p. faible de est une fonction u : R — [E qui
est p.p. au sens de Besicovitch (10, |67), qui posséde une dérivée géné-
ralisée du premier ordre et du second ordre, telle que I'égalité dans est

47
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équations différentielles fonctionnelles a retard sur un compact

3.1

satisfaite en moyenne quadratique. i.e. la différence entre les deux termes a
une moyenne quadratique nulle.
Pour les équations différentielles ordinaires, ce genre de solutions p.p.
faibles a été considéré dans (23).
Notre approche utilise les méthodes variationnelles. Les solutions
presque-périodiques (fortes ou faibles) de sont caractérisées
comme points critiques de la fonctionnelle

qumt{ o (¢ ]+/ Flu t+9))d9+u(t).e(t)}

sur un espace de Banach des fonctions presque-périodiques. Ainsi
apparait comme I'équation d’Euler-Lagrange.

Décrivons briévement le contenu de ce chapitre. Apres la Section
dédiée aux notations, dans la Section nous établissons un forma-
lisme variationnel pour caractériser les solutions presque-périodiques fortes
(dites aussi usuelles) de (Théoreme (3.1)), a partir duquel nous pou-
vons déduire un résultat sur la structure de I'ensemble de solutions p.p.
fortes de (Théoreme (3.2)). Dans la Section (3.3) nous établissons un
formalisme variationnel pour caractériser les solutions presque-périodiques
faibles de (Théoreme (3.3)), et pour établir un résultat d’existence des
solutions p.p. faibles (Théoreme (3.4)), nous obtenons aussi un résultat sur
la structure de I'ensemble des solutions p.p. faibles de (3.1)).

Dans la Section (3.4) nous établissons un résultat de densité pour les forces
extérieures p.p. pour lesquelles possede une solution p.p. forte (Théo-
reme (3.5)) ; ce résultat utilise les solutions p.p. faibles.

NOTATIONS

Lorsque X est un espace de Banach, AP°(X) désigne Iespace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de H. Bohr définies de R a valeurs dans
X (c.f. (5, 9, 34, 39)). 1l s’agit d’un espace de Banach pour la norme
|ty := sup {|u(t)| : t € R}. Lorsque u € AP°(X), sa moyenne tem-
porelle existe dans X :

M {1} = M; {u(t)} == lim ﬁ/

T—o0

(c.f. (5,34 B9)- Lorsque k € N, k > 1, APk(X) désigne 'espace des
u € CK(R,X) N APY(X) telles que w = ‘g—t'f € APY(X) pour tout j =
., k. Il s’agit d"un espace de Banach pour la norme

fullge =l + X [

1<j<k

BY(X) désigne la complétion de AP°(X) par rapport a la norme

[l o = D {Jul} -
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C’est 'espace quotient qui transforme la semi-norme u —— M {|u|} en
une norme. Lorsque X est un espace de Hilbert, B*(X) désigne la complé-
tion de AP°(X) par rapport a la norme

1

2) 2
]l g2 = om [l }
C’est aussi l'espace quotient et il est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire
(1]0) g := M { (ufv)x} -

La dérivée généralisée de u € B2(X) (lorsqu’elle existe) est Vu €
B?(X) telle que

m, { ‘Vu(t) - % (u(t+7) — (b))

2
}—>O, (t —0)

(7, B7). On considere BY2(X) := {u e B*(X):Vu € B3(X)} et
B*?(X) := {u € BY2(X) : V?u := V(Vu) € B*(X)}. Ce sont deux es-
paces de Hilbert respectivement pour les normes
2\ 2
)

Lorsque u : R — [E est une fonction continue, il est habituel, dans la
théorie des équations différentielles fonctionnelles a retard, de considérer,
pour tout t € R, uy € C° ([—r,0],E) définie par

ur(0) ;== u(t+0)

1
Il = (llullge + 1 VulFe) ") flullgea = (||u|\§1,2 + |[vu

pour tout 0 € [—r,0], (c.f. (53 chapitre 2)).
Lorsque u € L2 (R,IB) (I'espace de Lebesgue), on note par

loc

a:R — L, ([-r,0],E)
la fonction définie par

a(5)(0) == u(t+0).

SOLUTION PRESQUE-P]:]RIODIQUES FORTES

On considere la condition suivante sur f :
f € CYE x E,R). (3.2)

Sous la condition (3.2) on considere I'application Fy : [E X
C%([-r,0],E) — R définie par Fy(x, ) := ff’rf(x,zp(e))de.
Alors Fy est de classe C! sur E x C° ([—r,0],E) et DFy(x,¢)(y,&) =
J°, Dif(x,9).yd6 + [° Daf(x,(6)).2(6)de.
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Démonstration.
Soit 'opérateur linéaire 1° : C° ([—r,0],R) — R, défini par

Ona

<r. sup |w(t)]=r. ||w||00([—r,0],1R)'
te[—r,0]

Ainsi 10 est un opérateur linéaire continu donc de classe C', et pour tout
w, 6w € CO([-r,0],R), ona:

DI%(w)éw = I°(sw).

Sous la condition (3.2), les deux différentielles partielles de f sont conti-
nues, ainsi l'opérateur de Nemytskii suivant construit sur f :

NP :C° ([-r,0], ) x C° ([—r,0] , E) — C° ([-7,0], ),
donné par
NP (o, 9) == [0 — f(9(6),$(6))],

est de classe C*, (voir Proposition 1 page 168, et Proposition 2 page 170
dans (3)), et pour tout ¢ b, 6¢ et 51 dans C° ([—r,0],E) ona :

DNF (¢, 4)-(6¢,6¢) = D1f (¢, 4).¢ + Daf (¢, 1).09.
L'opérateur
A% E x CY([-r,0],E) — C°([~r,0],E) x C°([-r,0],E)
défini par
Ax, ) = (x9),
ot le vecteur x € IE est considéré comme une fonction (constante) conti-

nue, est linéaire continu, ainsi A est de classe Ct, et pour tout x,0x € E,
¥, 69 € CO([-r,0],E), ona:

DA? (x,9) . (6x,6p) = A%(dx, 5¢p).

Sachant que
E:=1° o/\/fO o AY

Fy est de classe C' comme composé de trois opérateurs de classe C', et en
utilisant la formule de la dérivation en chaine, on obtient

DFy(x,9).(y,€) = I (DAP(A(x, 9)).4°(3,2)
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On sait que

DN (A% (x,)).A%(y,¢) = [0 — D1f(x,$(8)).y + Daf (x,(9))-£(0)],
ainsi on obtient la formule annoncée. @

Lemme 3.2 L'opérateur S° : APY(E) — APY(R), défini par
0
SO(u) := [t — f(u(t),u(t+9))d9} ,
—r
est de classe C1, et

DS®(u)h = [t — [ Dif(u(t),u(t+80)).h(t)do
+ _0 Dof(u(t), u(t+0)).h(t+ 0)do).

Démonstration.
Sachant que

AP <1E % € ([~r,0] ,]E)) — AP°(E) x AP (co ([~1,0] ,JE)) ,

et sachant que 'application Fy fournie par le Lemme (4.1) est de classe C?,
'opérateur de Nemytskii construit sur I'application F,

N, : APY(E) x AP° (co ([-r,0] ,1E)) — AP'(R),
défini par
0

Niy(,9) = [t — Folu(t), ¢(t)) = f(u(t),4>(t)(9))d9]

—r

est de classe C1, (voir (31, Corollaire 5.3)).
Introduisions I'opérateur

T0: APY(E) — AP° (co ([-r,0] ,1E))
défini par
TO(u) == [t — uy].
Ona
|| =

oo

donc TO est un opérateur linéaire continu, et donc de classe C 1
Sachant S° = N, o (id, T°), S° est de classe C' comme composé d’opé-
rateurs de classe C', et via la formule de la dérivation en chaine on obtient

DS°(u).h = DNg,((id, T°) (u)).D(id, T°) (h) = DNF, (u, i1).(h, ),
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et en utilisant le Lemme (4.1)) on obtient

(DSO(u).h) () = /0 Dy F(u(t), @(t)(6))-h(t)d6

-r

- [° Dafu(t), a(t)(0))i(t)(0)do

—r

— /Orle(u(t),u(tJr9)).h(t)d6

+ _O Dof (u(t), u(t+6)).h(t +6)do.

Ce qu'il fallait démonter. &
Proposition 3.1 Sous la condition la fonctionnelle J : APY(E) — R, définie par

Jo(u) := 9y {% |’ (t) }2 + /_Orf(u(t),u(t +0))do + u(t).e(t)} ,
est de classe C1, et pour tout u,h € AP (E) on a

DJo(u)t = {u’ (1)1 () + _0 D f(u(t), u(t+0)).h(t)do

+ ’ Dof (u(t), u(t+06)).h(t+6)d60 + e(t).h(t)}.

Démonstration.
On considere la fonctionnelle Qg : AP'(IE) — R définie par

1 2
Qulu) = {3 ' ()}
L'application q : E — R, g(x) := %|x|2 = 1x.x, est de classe C1,
comme composée d’une application linéaire continue et d'une forme bili-
néaire continue. Donc I'opérateur de Nemytskii

N3 AP(E) — APYR), ND(g)i= [t 3lo(F],

est aussi de classe C1, (26 Proposition 1).
L'opérateur & : AP'(E) — AP°(E), donné par

d
E(u) =,
est linéaire, et puisque pour tout u € APY(E) ona :
d
|5 = 1 < 1+ D = e,

on obtient % est continu, donc il est de classe C1.
La fonctionnelle MY : APY(R) — R, définie par

M () := M {o(t)},
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est linéaire. L'inégalité
M Lo ()} < M {{o(D)]} < 9l

implique que la fonctionnelle IN° est continue, donc elle est de classe C'.

Sachant que

d
— mo NO -

QO o q o dt
Qo est de classe C' comme composée d’applications de classe C!, et en
utilisant la formule de la dérivation en chaine on obtient pour tout u,h €

APY(E) :
DQo(u).h = 90 {u'(t).1'(t)} . (3-3)
On considere la fonctionnelle &y : APY(IE) — R définie par

0
Dy(u) := My { _rf(u(t),u(t + 9))d9} :

On considere l'opérateur ing : APY(IE) — APY(E), donné par
ing(u) := u;

il est linéaire continu, et par conséquent ing est de classe C'.
Sachant que

®y = MY 0 ¥ 0 iny,

en utilisant le Lemme on obtient que ® est de classe C*, comme com-
posée d’applications de classe C1. En utilisant la formule de la dérivation
en chaine et le Lemme (3.2), on obtient pour tout u,h € AP (EE)

Do (1)t = M, { _0 D1 f(u(t), u(t+0)).h(t)d

0 (3-4)
+ [ Daof(u(t),u(t+0)).h(t+6)do}.

—r
On considere la fonctionnelle Ag : AP*(IE) — R, définie par
No(u) := M {u(t).e(t)}.

Notons que A est linéaire continue, et par conséquent elle est de classe
Cl, et on a pour tout u,h € AP°(E)

DAo(u).h =9 {h(t).e(t)}. (3.5)
Sachant que Jo = Qo + Py + Ao, Jo est de classe Cl comme somme
de trois fonctionnelles de classe C', et en utilisant (3.3), (3-4) et (3.5) on
obtient :
0
DJo(u).h =0 {u'(8).0'(£) + | D1f(u(t),u(t +6)).h(t)do
—r
0
+ [ Dof(u(t),u(t+0))h(t+6)do +e(t).h(t)}
—-r

pour tout u,h € AP'(E). &
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Lemme 3.3

Sous la condition on a I'égalité suivante :
0
zmt{/ Dof (u(t), u(t+ 0)).h(t +0)do}
—-r

= M sz( u(t —0),u(t))-h(t)do}.

Démonstration.

Cette démonstration est basée sur le théoréme de Fubini et le théoreme
de Lebesgue.

Sous la condition (3.2), la fonction

[(t,0) — Dof (u(t), u(t+06)).h(t+0)]

est continue sur R x [—r,0|, et par suite elle est intégrable au sens de
Lebesgue et en utilisant le théoreme de Fubini (c.f. (g, Théoreme 11.26,
page 411)), on a :

ZT/ (/ Dof (u(t), ”(f—l-@)).h(t—l—())d@) dt

1

(3.6)
_ [ (ﬁ/ Daf(u(t), u(t+0)).h(t+9)dt> de.

Posons
1 T
gr(0) == ﬁ/_Tsz(u(t),u(t+9)).h(t+G)dt.

Sachant que [t — Dy f (u(t), u(t + 0)).h(t + 0)] appartient @ AP°(R),
il en resulte pour tout 6 € [—r,0],

lim. g7(0) = D {Daf (u(t),u(t +6)) (¢ +0)}

Par ailleurs, sachant que u,h € AP°(E), on a u(R) et h(R) sont des
compacts, (c.f. (5,34, 39)), et puisque l'application

[(x,y,2) — Daf (x,y)2]

est continue sur le compact u(R) x u(R) x h(IR), donc elle est bornée, et
par conséquent on a :

sup sup |Daf (u(t), u(t+0)).h(t+6)| :=0 < oo,
fe[—r,0] teR

ce qui implique que |g7(0)| < o pour tout T > 0, 8 € [—r,0]. Ainsi
toutes les hypotheses du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
sont satisfaites, (c.f. (g, Théoréme 11.20, page 407)), et en l'utilisant on

obtient :
0

lim gT( )do :/ lim ¢7(60)do, (3.7)

T—o0 —r T—o0
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En utilisant et (3.7), on obtient :
0
Mi{ [ Daf(ult), u(t +6)).h(t + 6)do)}
—-r

— 1im ﬁ/ (/ Dy f(u(t), u(t+9)).h(t+0)d9) dt

T—o0
) 1
= lim [ <ﬁ/ Daf(u(t), u(t+9)).h(t+9)> d6
0
= 7lil’l’l gT(Q)dQ
- /r Jim r(6)

— [ Do ue) u(t + ) 1 + 6) yde.

Ainsi on a démontré I'égalité suivante :

M { sz( u(t), u(t+6)).h(t+0)de}

0 (3-8)
- / M { Do f (u(t), u(t + 0)).1n(t + 8) }db.
En utilisant un raisonnement similaire on obtient :
M sz( (t—0),u(t)).h(t)do}
(3.9)

_ /ri)ﬁt{sz(u(t—9),u(t)).h(t)}d9.

Sachant que la moyenne temporelle est invariante par la translation,
(c.f. (5,34, B9)), on obtient, pour tout 6 € [—r,0], I'égalité suivante :

M Do f (u(t), u(t+0)).h(t+06)} (3.10)
= M {Dof (u(t—0),u(t)).h(t)}. '

En utilisant (3.8), (3.9), et (3.10) on obtient :
0

o, { / Daf(u(t), u(t46)).h(t +9)d9}
—r

= M sz( (t—0),u(t)).h(t)do}.

Ce qu’il fallait démontrer. &

Théoréme 3.1 (Formalisme variationnel) Sous la condition (3.2)), les deux assertions sui-
vantes sont équivalentes
(i) DJo(u) = 0, i.e. u est un point critique de Jo dans AP'(E).

(ii) u est une solution presque-périodique forte de I'équation (3.1).
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Démonstration.
Supposons (i), montrons (ii).

D’apres la Proposition (3-1)), la fonctionnelle [y est de classe C1 et
0
DJo(u).h :Smt{u'(t).h'(t) + | Dy f (u(t), u(t+0)).h(t)do
+ sz( (t),u(t+0)).h(t+0)d6 4 e(t).h(t)}.

En utilisant le Lemme (3.3), on obtient
DJo(u).h = O {u'(t).1'(t) + _Or Dyf(u(t), u(t+0)).h(t)do
+ [ Dafute - LMD+ )40
= M {u' (£).0' (1) + [ [ le( (), u(t +0))do

N _Or Do f(u(t — 0), u(t))d0 + e(B)] (1)},

ainsi on obtient
DJo(u).h =00 {u/ ()0 (t) + [/_Or Dyf(u(t), u(t+6))do

. (3.11)
+ /_r Dof(u(t —0),u(t))dd +e(t)].h(t)}.

Soit
p(t) == /_Or D1f(u(t),u(t+6))do + _Or Dyf(u(t—0),u(t))do +e(t),

on a bien p € AP°(E).
Lorsque DJo(u) = 0, en utilisant ona

My {u'(£).1'(8) } = =9 {p(t)-h(1)}

pour tout h € AP'(IE), et en utilisant le méme raisonnement que dans la

preuve du Théoreme (ou aussi le Théoreme 1 dans (16)), on obtient

que u € AP*(E), et u”(t) = p(t), ce qui est exactement (2.1)).
Supposons (ii), montrons (i).

Si u est une solution p.p. forte de (3.1), alors on a u” =

M{Ly'} = ?m{l’ y} pour tout I € APl( (E,R)) et y

en utilisant (3.11) on obtient, pour tout h € APl( )

0=m{(u" —p)h}

p. Sachant que
€ APY(R,E),

=M {u"h— p.h}
— o {u' W+ ph)
= D]()(M)h

Ainsi DJo(u) =0. &
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Sous la condition (3.2)), si de plus on suppose que f est une fonction
convexe, alors 'ensemble des solutions p.p. fortes de est un sous-
ensemble convexe de AP?(IE).

Démonstration.

11 est clair que la fonctionnelle Qq introduite dans la démonstration de
la Proposition est convexe.

Lorsque f est convexe, pour tout X,Y € E X E, et A €]0,1], ona:

fAX+ (1 =A)Y) <Af(X) + (1= A)f(Y)
ainsi pour tout u,v € AP*(E) et € [—-r,0] ona :

FOwu(t) + (1= A)o(t), Au(t+6) + (1 — A)o(t+6))
S Af(u(t),u(t+6)) + (1= A)f (o), o(t +6)),

en utilisant la monotonie et la linéarité de l'intégrale on obtient
/_Orf(/\u(t) (1= A)o(t), Au(t+8) + (1 — Aot +6))do

<A _Orf(u(t),u(t +0))d0+(1—-A) _Orf(v(t),v(t +6))do,
enfin en utilisant la monotonie et la linéarité de la moyenne on obtient
My { _Orf()\u(t) + (1 —=A)o(t), Au(t+0) + (1 —A)ov(t+ 6))(716}

< A { Orf(u(t),u(t + 9))d9} (1= M), { Orf(v(t),v(t + 9))d} .

Ainsi on a démontré que pour tout u,v € APY(E) et 6 € [—r,0], I
fonctionnelle ®g introduite dans la démonstration de la Proposition
vérifie

CI)O (Au + (1 - /\)U) < )\CI)O (u) + (1 — A) CDO (ZJ) ,

ce qui implique que la fonctionnelle ®g est convexe.
11 est clair que la fonctionnelle A introduite dans la démonstration de
la Proposition est convexe.
Sachant que
Jo = Qo+ Do + Ay,

Jo est convexe comme somme de trois fonctionnelles convexes. Ainsi
DJo(u) = 0 est équivalente a Jo(u) = inf Jo(APY(E)), (c.f. (20)), et
I'ensemble

{u € APV(E) : Jo(u) = inf]o(Apl(E))}
est convexe. Par conséquent
{u € APY(E) : DJo(u) = 0}

est convexe, et on obtient la conclusion en utilisant le Théoreme (3.1). @
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Remarque 3.1

Remarque 3.2

33

Lemme 3.4

Une conséquence du Théoréme est la suivante : lorsque e = 0, si
possede deux solutions uy et up, non constantes Ti-périodique (res-
pectivement T, périodique) telles que T1/T, ¢ Q alors %ul + %uz est
une solution presque-périodique, qui n’est pas périodique de sachant
qu’elle est une combinaisan convexe de deux solutions presque-périodiques.

Notons que dans I'espace (APY(IR,IR"), ||.||) la compacité n’est pas facile
a exhiber. L'analogue du théoréme d’ Ascoli-Arzela dans AP?(R,R") est le
théoreme de Lusternik (c.f. (61, page 7)) dont la condition d’équi-presque
périodicité est difficile a vérifier. En outre, en utilisant le compactifié de
Bohr bR de R, on peut assimiler AP°(R,R") a C°(bR, R") (67, Chapitre
1), ainsi on voit que AP*(R,R") n'est pas reflexif, et partant, les mé-
thodes de compacité faible ou de monotonie y sont difficiles a utiliser. C’est
pourquoi nous prolongeons, dans la section suivante notre formalisme va-

riationnel au complété hilbertien B*(R") de AP°(RR, R").

SOLUTIONS PRESQUE-PERIODIQUES FAIBLES

Nous commengons cette section en énongant la déﬁnition de la solution

p. g faible de (3.1). Une solution p.p. faible de (3.1)) est une fonction u €
2(E) telle que

V2 = /OT Dy f(u(t), u(t + 0))do + Or Do f(u(t — 8), u(t))do +e(t),

cette égalité ait lieu dans B?(E).
Nous commengons par établir deux lemmes concernant les proprietés
générales des fonctions p.p. au sens de Besicovitch.

Soit u € B?(IE). Alors les deux égalités suivantes sont vérifiées

0 0
m{/ |u(t-|—9)|2d9}=/ m{|u(t+9)|z}d9
_, .
= rom; { ju(t) P}
Démonstration.

Sachant que u € B%(E), M; {|u(t)|2} = lim7_.c0 57 f_TT () [* dt
existe dans R, ainsi on a :

=sup -— / () dt < oo.
T>1 2T
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Pour tout 0 € [—r,0] ona:

2T/ u(t + 0)dt = ZT/” (s)]*ds

T+r
<7 [, WOl
<[
2(T+r)

T+r zd
= t t
2T T+r)/ T+7) [u(®)l

<(1+ T)'M <(A+7r).M=: M,

et donc on a démontré

aM; > 0,V6 € [-r,0],VT > 1, (3.12)
S [Tt +0) P dt < My < oo >
Pour tout T > 1 on définit O : [—r,0] — R, en notant
= u(t+6)| dt.
®10):= 57 / +or
Sachant que $1(0) 2T T;fe \ ds, on voit que Ot est absolument

continue sur [—r,0], et par conséquent on obtient
&7 € L' ([-7,0],R).
Si [a,b] est un segment de R, pour tout 6 € [—r,0], en utilisant le

théoreme de Tonelli pour les fonctions positives mesurables (c.f. (g, Théo-
réme 11.27, page 412)), on obtient

t+ ) dtde = F+6 2dt> 4o
/[a,b]x[r,o]|u( )l /[ ]</[ab]‘ u(t+)l
2
_ ds ) do
/rO (/[ab]+9 (S)| S)
< 24s) de
- /[—r,O] </[a,b1+[—n0} u(s) S>

2
=r7. u(s)|“ds
/[ale_wH (s)]

< 0

sachant que |u|* € L} .(R,Ry), et sachant que [a,b] + [—r,0] est com-
pact. Ainsi on a démontré :

[(£,0) — [u(t+0)| € Liye (R x [~7,0],R). (3.13)
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Donc en utilisant le théoreme de Fubini (c.f. (g, Théoréme 11.26, page
411)), pour tout T > 0 on obtient

%/_TT (/_Or|u(t+9)|2d9) dt:/_or (%/_TT|u(t+9)|2dt) d

(3.14)
Sachant que u € B%(IE), en utilisant l'invariance de la moyenne tem-

porelle par la translation, on obtient pour tout 6 € [—r,0] :

lim ®r(0) = M, {yu(t+ 9)12} — {|u(t)\2}.

T—o0

La constante M est intégrable sur [—r,0]. Donc en utilisant (3.12)), on
peut appliquer le théoreme de le convergence dominée de Lebesgue (c.f. (4,
Théoréme 11.20, page 407)), pour obtenir

0 0
/ lim ®r(0)d6 = lim [ @r(6)ds,

—¢r T—o0 T—o0 )¢

ce qui implique, en utilisant (3.14), que
0 0
/ o { Ju(t +6)[*} do = om, {/ |u(t+0)|2d0} .
—r —r

Ainsi on a démontré la premiere égalité.
Pour démontrer la deuxieme égalité, il suffit d’utiliser 'invariance de
la moyenne par la translation. En effet on a

M, {|u(t+ 0)|2} =M, {|“(t)|2}

pour tout 6 € [—r,0], ainsi on obtient

/Orimt{\u(tJrG)\z}dG:/Orimt{\u(tﬂz}d()

_ [ do.om; { ju(t)”}

—-r
= r. {|u(t)|2} :
Ce qu’il fallait démontrer. &

Lemme 35 Siu € B2(E) alors @i € B> (L? ([-r,0],E)), et ona :

1] g2 (12— 0,8)) = VT 1]l g2

Démonstration.
Fixons u € B*(E), et € > 0, donc on peut choisir gc € AP°(IE), telle
que
[t — el g2y <€

Sachant que L? ([—r,0],1E) est séparable (c.f. (36, Théoreme IV, page 62)),
il existe un sous-ensemble dénombrable D dans L* ([—r,0],E) qui est
dense, et par conséquent I’ensemble

{B(¢,0) : 9 €D,peQN(0,00)}
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est un générateur de la tribu borélienne de L? ([—r,0],IE), oiL

B(g,p) i= {9 € L2([=,01,E) : |1 = @ll 2 o) <P} -

Fixons arbitrairement ¢ € D et p € QN (0, 0), et notons par

a(t) == /0 lu(t+0) — (0)|* do.

—r
En utilisant le méme raisonnement que celui utilisé pour établir (3.13)), on
obtient

[(£,0) — |u(t+0) = @(O)| € Liye (R x [~1,0],R),

loc

et par conséquent, en utilisant le théoreme de Fubini (c.f. (g, Théoréme
11.26, page 411)), on sait que x € Lllo c (R,R), donc « est nécessairement
mesurable.

Notons que t € a1 (B (¢,p)) est équivalente a t € a~1 ([0, p?[). Sa-
chant que « est mesurable, on a a~! ([0,0%[) € B(R), et par conséquent
i 1 (B(g,p)) € B(R), ainsi on a démontré que

{ﬁ est mesurable de (R, B (R)) dans (3.15)
(L*([-r,0],E), B (L* ([-r,0],E))). 3.15

En utilisant (3.13), on sait que
[(t,@) — \u(t+9)\2] €Ll (Rx[-r0],R),

par conséquent, en utilisant le théoreme de Fubini (c.f. (g, Théoréme 11.26,
page 411)), on obtient que

0
|:t — /—r |M(t + 9)|2d9 = ||ﬁ(t)||%2([—r,0],]]§):| c Llloc(]R/]R)'
Donc on a obtenu :

loc

ieL? (JR, L2 ([~,0] ,JE)) . (3.16)

En utilisant le Lemme (3.4) avec u — ge au lieu de u, on sait que
M {ff’r lu(t+06) —ge(t+ 9)|2d0} existe et qu'on a

M {Hﬁ(t) - qe(t)HU([fr,O},]E)} = My {/—r
= rm {Ju(t)  ge(t) '}

< r.e’.

' u(t+6) — ge(t+ 9)|2d9}

Sachant que §e € AP°(C°([-r,0],E)) C AP°(L?([-r,0],E)),
quand € — 0, on obtient que @i € B> (L? ([-r,0],E)).
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Lemme 3.6

La relation entre la norme de u et 1 est une conséquence du Lemme

(3-4). En effet on a

NI—=

1052 2 o) = P {1l 201

:Smt{/or]u(tJrG)]ZdG}%
= e {|u()}
= V. |ull g

ce qu’il fallait démontrer. &
Maintenant on introduit la condition suivante sur f :

Il existe a € (0,00) et b € R, tels que
{ (0, e0) 1 (3-.17)

IDf(x,y)| <a(|x|+ |y|) + b pour tout x,y € E.

Sous les conditions et (B.17), l'opérateur S : B?(E) —
BY(R) défini par S(u) := [tr—>f_0rf(u(t),u(t+9))d9} est
de classe Cl, et pour tout u,h € B2?(E), on a DS(u)h =
[t [0, Duf(u(t),ut+0)).h(t) + Dof (u(t), u(t +0)).h(t +0)do].

Démonstration.
Sous les conditions et (3.17), l'opérateur de Nemytskii construit sur

f
Ny : L ([-,0],E) x L*([-,0],E) — L' ([-r,0],R),

Ni(o, ) := [0 — f(9(0), $(60))],

est de classe C1, (c.f. (g2, Théoreme 2.6 page 14)), et sa différentielle est
donnée par :

DN (9, 9)(2,0) = [0 — Df((6),%(6))-(2(6),2(6))] -
L'opérateur A : E x L* ([-r,0],E) — (L?([-r,0] ,IE))2 défini par

Alx,9) = (% 9),

ot x est considérée comme une fonction constante, est linéaire continu,
donc A est de classe C1 et

DA(x, ¢) = A.
La fonctionnelle I : L' ([—r,0],R) — R, définie par
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est linéaire, et l'inégalité
0
1) = | [ wie)d
—r
0

<r. [ |w(0)|de

—-r
=T ”wHLl([fr,O},]R) ’
assure que I est continue, ainsi I est de classe C! et sa différentielle est
donnée par
DI(w) = L.
On considere l'application F : B x L? ([~r,0],E) — R, définie par

Ry = [ fx @),

Notons que F = I o Ny o A, et donc F est de classe C ! comme composé

d’applications de classe C', et en utilisant la formule de la dérivation en
chaine on obtient, pour tout x,y € E, et pour tout ,& € L2 ([-r,0],E),
la formule suivante :

0
DF(x,9).(y,¢) = /r (D1f(x, $(8))-y + Daf (x,9(9)).5(6)) db.

Soit (y,&) € E x L? ([~,0],E), tel que ||(y,&)|| < 1. Donc on a

DEC ). 0,0) < [ IDFC w6 1(5.8(6))] 0

1
2

< (/_07|Df(x,1p(6))|2d9>%.( _Orl(y,é‘((?))lzdf))

en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski (c.f. (1o, page
69)).
Notons que

[ 1w a@nrao= [ (1P +1zo)) ao

—r

0
=rly+ | 15(0)I"do

<r.||(y, &)
S r1,

ot r1 := max {r,1}, et doncon a :
0 2
D) 0,0)] < Vi ([ 1Dy ae)
0 2
< V. (/ (a.|x| +a.|p(0)| +b)2d9)
= V7 [la- |x| +a [9] + [b]]| 2 r01E)

< v (@l agropr) + 119120y + 11BN 20w ) -
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Lemme 3.7

Sachant que

X0 20, ) = V- 1%
N6 2 ((—r0,r) = VT- 1P,
el 2= o m) = 1® 1 2(=r00E) -

ona
IDFG, ). 2)] < av/Fi7 (Il + 1912y ) + VAV B
Soit aq = a.,/11.\/7 et by := \/11.\/r |b|, et donc on obtient :

IDE )] < ar (8 + 19z ray) ) + 1

Ainsi toutes les hypothéses de (42, Théoreme 2.6, page 14) sont satis-
faites, et on peut dire que

Ne : B2(E) x B2 (LZ ([~r,0] ,IE)) — BY(R)

est de classe C', et qu’'on a pour tout u,h € B>(IE) et pour tout V,K €
B? (L? ([-r,0],E)), la formule suivante :

DN (1, V).(h, K) =[t — DF(u(t), V(£)).(h(t),K(£))
Or(le(u(t),V(t)(9))-h(t) (3.18)
+ Do f (u(t), V(£)(0)).K(t)(6))do].

Considérons I'opérateur linéaire

T:B*(E) — B? (L2 ([-r,0] ,113)) ,
défini par
T(u) := 1.
En utilisant le Lemme (3.5)), on sait que T est continu, et donc T est de
classe C' avec DT (u) = T.
Notons qu'on a S = Npo (id,T), ainsi S est de classe

C' comme composé d’opérateurs de classe C!, et via la formule
de la dérivation en chaine et (3.18), on obtient DS(u).h =

£ [, Duf(u(t),ut+0)).h(t) + Dof (u(t), u(t +0)).h(t +0)do].
Ce qu’il fallait démontrer. &

Sous les conditions et (3.17), si u et h sont dans B>(E), alors on a
I'eqalité suivante :

M { _0 Do f(u(t),u(t +0)).h(t +8)do} =

oM { </_0 Dy f(u(t — 6),u(t))d0> .h(t)}
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Démonstration.
En utilisant un raisonement similaire a celui utilisé pour établir (3.13),
on obtient que

[(t,0) — Dof (u(t),u(t+0)).h(t+6)] € L. (R x [~7,0],R).

Ainsi on peut utiliser le théoreme de Fubini (c.f. (g, Théoréme 11.26, page
411)), pour obtenir

ZT/ (/ Daf (u ()u(t+6)).h(t+9)de)dt

0 /1 T (3.19)
-/ <ﬁ /Tsz(u(t),u(t+(9)).h(t+6)dt> a6
pour tout T € (0,00).
Pour tout T € [1,00), on introduit la fonction gr : [—r,0] — R

définie par :

1 T
gr(0) == ﬁ/_Tsz(u(t),u(t+9)).h(t+9)dt.

En utilisant le théoréme de Fubini (c.f. (g, Théoréeme 11.26, page 411)), on
sait que gt est borelienne. D’autre part, sachant que

[t — Daf(u(t), u(t+6)).h(t +6)] € B(R),
donc sa moyenne temporelle existe dans R, et par conséquent on a :

lim g7(6) = D (Daf (u(t), u(t +6) At +6)} (320

pour tout 0 € [—r,0].
Sachant que Iy {|u(t) |2} existe dans R, on a

sup( ! /T \u (t)|2dt) =M< o0
7>1 \2T ' .
Pour tout 6 € [—r,0], et pour tout T > 1+r, 0na
2T/ u(t + 0 dt = ZT/” (s)|2ds
ds
_2T/T+6 l

1 T-0 5
2T 2(T 9)'/_(T_9) u(®)dt
< (147).M =: M.

Ainsi on a démontré l'assertion suivante :

Il existe My € (0,00) tel que, pour tout
{ (0, 00) tel que, p (321)

T 2
0 €[-r,0], suprsyy,or [op|u(t+0)[ dt < Mo.
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En remplacant u par h, on obtient similairement I'assertion suivante.

Il existe M 0, tel que, tout
{ existe My € (0, c0) tel que, pour tou (3.22)

0 €[—r0], supri,, a7 ffT h(t+ 0)|* dt < M;.

En utilisant I'equivalence des normes sur R? et I'inégalité usuelle (A +
B)? < 2(A? + B?), on obtient I'existence de ay € (0, 00) tel que

1 2
Daf(u(t)ule+6DE < (a2 [l + lute+ )] +0)
< 2 <a2|u(t)|2+a2|u(t+0)|2—|—b2>

ce qui implique

(5], Isz(()u(t+9))|2dt>%§ Valar g [ It

u(t+0) dt + )2
+ aZZT/ + )12 dt + b?)

3
< \/E(azMo+ﬂzMo+b2>

101
Donc en notant par y 1= V2 (2a2M0 + bz) > M7, on a démontré 'asser-
tion suivante

(57 [, D2 (), u<t+e>>|2dt)%. (51 /_TT|h(t+9)|2dt)% <.

(3-23)
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, (10, page 69), et

on obtient, pour tout T > 1+, et pour 6 € [—r,0],

31(0)| < g [ IDaflt), ult -+ 6))]. Ih(t -+ 6) de < .

Sachant que la mesure de Lebesgue de [—r,0] est finie, la constante vy est
intégrable au sens de Lebesgue sur [—r, 0], et par conséquent les hypotheses
du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue (c.f. (g, Théoreme
11.20, page 407)) sont satisfaites, on peut alors dire que :

0
/ lim gr(6)d6 = hm gT( )de. (3.24)

—r T—o0 T—o0
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Ainsi en utilisant (3.19), (3.20), et (3.24)), on obtient
0
| eDaf (u(t), u(t +0)) it + 6) o
—-r

- [
= 11m gT( )do

1

= lim Or <ﬁ /_TT sz(u(t),u(t—|—9)).h(t—|—(9)dt> 46

T—oo J—

~ lim - TT (/O sz(u(t),u(t+9)).h(t+6)d9) it
0
= My {/_r sz(u(t),u(t+9)).h(t+9)d9}

D’oti on a démontré I'égalité suivante :

M{ sz( (t),u(t+0)).h(t+0)do}
0 (3-25)
= M Dy f (u(t), u(t+0)).h(t+0)}do
—r
En utilisant un raisonnement similaire on obtient :

M { sz( (t— )u(t))-h(f)df)}
-/ " M Daf (1t — 0), u(t)).h(t) 6.

(3.26)

Sachant que la moyenne temporelle est invariante par la translation, (c.f.
(5132, 39)), on obtient, pour tout 6 € [—r,0], I'égalité suivante :

W { Do f (u(t), u(t +0)).h(t +0)} (3.27)
— M Daf (u(t - 0), u(t) ()}, 7

Enfin en utilisant (3.25), (3.26), et (3.27) on obtient :

M { sz( (1), (t—|—9)).h(t+0)d9}

= M sz( u(t —0),u(t)).n(t)do}.

Ce qu'il fallait démontrer. &

Sous les conditions et (3-17), la fonctionnelle | : B?(E) — R,
définie par

T(u) := { Vult |+/ F(u t+6))d9+u(t).e(t)},
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est de classe C*, et pour u,h € BY?(IE)
DJ(u).h =9 {Vuu(t).Vh(t) + (/_O Dy f(u(t), u(t+ 0))d6

0
+/rD2f(u(t—9),u(t))d9+e(t))-h(t)}-

Démonstration.
On considere la fonctionnelle Q : B1?(IE) — R définie par

Q) = {; [9u(r) ).

Soit g : E — R, définie par

1., 1
g(x) := > |x]” = S XX

Sachant que B est un espace euclidien, q est une fonction de classe C', et
sachant que Dq(x) = x, q satisfait la condition de (g2, Théoreme 2.6 page
14), pour assurer que I'opérateur de Nemytskii

N; : B3(E) — BY(R)
est de classe C! et
DN (v).h = [t — v(t).h(t)]

pour tout v,h € B2(E).
L'opérateur de la dérivation V : BY?(E) — B2(E), est linéaire, et
puisque pour tout u € BY2(E) on a

2 2 2 2
IVully < flull; + 1Vuly = lulli,,

on obtient la continuté de ¥V, ainsi il est de classe C1.
Sachant que la fonctionnelle M : B'(R) — R,

M(v) := M {o(t)}

est aussi linéaire continue, donc elle est de classe C1.
Ainsi Q := Mo N o V est de classe C, comme composée d’applications

de classe C1, et en via la formule de la dérivation en chaine on obtient
DQ(u).h = 9 {Vu(t).Vh(t)} (3.28)

pour tout u,h € BY2(E).
Considérons la fonctionnelle ® : B1?(IE) — R définie par

0
D(u) := My { _rf(u(t),u(t + 9))d9} :

Notons que 'injection in : BV?(E) — B?(E),

in(u) :=u,
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est linéaire continue, par conséquent elle est de classe C1. Notons que
d=MoSoin,

en utilisant le Lemme on sait que S est de classe C1. Donc @ est de
classe Ct comme composé d'applications de classe C'. En utilisant toujours
le Lemme et la formule de la dérivation en chaine on obtient la formule
suivante :

D (u).h =90, { _0 D f(u(t), u(t+0)).h(t)do

+ " Dyf (u(t), u(t+0)).h(t +0)do},

—r

et en utilisant le Lemme (4.6) on obtient

0
DD(u) i = {( [ Dyf(u(t), u(t +0))do
o (3-29)
+ [ Daf(u(t—0),u(t))de).h(t)}.
—-r
Considérons la fonctionnelle linéaire A : BY?(IE) — R définie par
A(u) == {u(t).e(t)},
et la fonctionnelle linéaire L : B2(E) — R définie par
L(u) = M {u(t)e(H)} = (u]e) g
Via l'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, (10, page 69), on obtient

L(u)| = [920% {u(t).e(t)}]
< M {[u(t).e(t)[}

<o {fu()P o {le()*}

= [[ullp2(g) - llellp2(e) -

NI—=
N|—

ce qui implique que L est continue, d’oit A := L oin est aussi conti-
nue comme composée d’applications continues, et par conséquent A est de
classe C1. Sachant que DA(u) = L on obtient la formule suivante :

DA(u).h = 0 {h(t).e(t)}, pour tout u,h € B¥*(E). (3.30)

Notons que | = Q +® + A, et donc | est de classe C' comme somme
des fonctionnelles de classe C'. Par ailleurs, en utilisant (3-28), (3-29),

(3-30), on obtient

DJ(u) h =D {Vu(t) Vh(t) + ([ Dif(u(t), u(t +6))do
- (3:31)
+ /Or Daf (u(t — 6),u(t))d6 + e(£)).h(t)}

pour tout u,h € B2(E). &
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Théoreme 3.3

Sous les conditions et (3.17), les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) DJ(u) = 0, i.e. u est un point critique de | dans BY*(E).

(ii) u est une solution presque-périodique faible de I'équation (3.1)).

Démonstration.

Démontrons que (i) implique (ii).
D’apres la Proposition (3.2), on sait que sous les conditions et (3.17),
la fonctionnelle | est de classe C'.
Posons

p(t) 1= [ IDuf(u(t) u(t-+0)) + Daf(u(t —6),u()] 0 + e(t).

11 est clair que p € B*(E).
On suppose que D] (u) = 0, donc pour tout v € BY?(E), on a
0=DJ(u)v (3.32)

= M {Vu(t).Vo(t) + p(t).o(t)}, 33
soit

My {Vu(t).Vo(t)} = -9, {p(t).0(t)} Vo € BY2(E).
Ainsi, pour tout h € APY(E) C BY*(E), on a

M, {Tult) W (1)} =~ {p(e) h()},

ce qui implique, en vertu de la Proposition ([1.18), que Vu € BY*(IE), soit
u € B>%(E), et
Viu =p,
ce qui est exacement (ii).
Démontrons que (ii) implique (i).
On suppose que

Vu = p,

ce qui sous-entend que Vu € BY2(IE), donc d’apreés La Proposition (1.19),
pour tout h € APY(E), on a Vu.h € BY2(R), ainsi d’apres le point 4 de
la Proposition (1.17)), on obtient

0=mM{V(Vuh)}
= m{ V2| + M {Vu.Vh}
=M{p.h} + M{Vu.Vh}
= DJ(u)h,

et puisque AP'(IE) est dense dans B2 (IE), on obtient enfin D] (u) = 0. &
Maintenant on introduit une hypothese de convexité :

f est une fonction convexe sur E x E (3-33)
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et une hypothese de coercivité :

Il existe ¢ € (0,00) et d € R tels que
{ (0,0) L (3-34)

f(x,y) > c|x|* +d pour tout (x,y) € E x E.

Sous les hypotheses (3.2), (3-17), B:33), et (3:34), pour tout e € B*(E),
il existe u € B>*(IE) qui est une solution p.p. faible de (3.1). Par ailleurs

I'ensemble des solutions p.p. faibles de est un ensemble convexe.

Démonstration.

D’apres la Proposition (3.2), on sait que la fonctionnelle | est de classe
C! sur BY2(E). En utilisant (3-33) on déduit que ] est une fonctionnelle
convexe. Donc | est faiblement semi-continue inférieurement sur l'espace
de Hilbert BY2(E), (c.f. (64)).
A partir de (3:34), on déduit que, pour tout u € BY?(E), on a

1
J(u) = 5 IVl + c el — Il s - lel e
> C1. H“HZBLZ(]E) - HeHBZ(lE) : H”HBL2(]E) ’

oil ¢1 1= min {%,c} € (0,00). Par conséquent | est coercive, i.e.

) — o0 quand 4|12z, — .
Donc, (c.f. (g0)), on peut affirmer qu’il existe u € BV (IE) telle que
J(u) = inf] (B'(E)),

et sachant que | est de classe ClonaD J(u) = 0, et donc, en utilisant le
Théoreme (3.3)), on obtient que u est une solution p.p. faible de (3.1).

En utilisant encore le Théoreme (3.3), on sait que I'ensemble des solu-
tions p.p. faibles de est égale a 'ensemble suivant :

{u € BYA(E) : DJ(u) = 0},
et sachant que | est convexe, ce dernier est égale a I’ensemble
{u € BY3(E) : J(u) = inf] (BLZ(]E)> } .

Sachant que ] est convexe, ce dernier ensemble est un ensemble convexe.
D’oi1 I’ensemble des solutions p.p. faibles de (3.1)) est convexe. #

DENSITE

Lemme 3.8 Sous les conditions et (3.17), on considere l'opérateur Ty : B>(E) —

B?(IE) défini par

Ty (u) = {tv—>/_OrD1f(u(t),u(t+9))d9 .

Alors I'q est continu.
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Démonstration.

Sous et on sait qu’on a
[Dif(x,y) < a(lx|+]y]) +b

pour tout x,y € E. Donc (g2, Théoréme 2.5 page 9), I'opérateur de Ne-
mytskii

Np,r: L* ([-1,0],E) x L* ([-r,0],E) — L*([-r,0] ,E),

défini par
Npif(9,9) := [0 — D1f(9(6),9(6))],

est continu.
On sait que I'opérateur

A:E x L*([-r,0],E) — L*([-r,0],E) x L*([-r,0] ,E),
déja utlisé dans la démonstration du Lemme (3.6), donné par

Alx, ) = [0 — (x,9(0))],

est continu.

La fonctionnelle I utilisée dans la démonstration du Lemme est
continue.

Définissons Fy : E x L2 ([—r,0],E) — R en posant

Fi(x9) = 1o N0 Ao p) = [ Dif(x,(6))d6.

Donc F; est continue comme composée d’applications continues.
Or pour tout x € Eet ¢ € L? ([—r,0],E) ona

0
Byl < [ 1Dy

0

< [ (alxl+alp(®)|+b)de
0
= r.a.|x| —Hl-/ |9(0)[d6 +1.b
< ra x| +ar[$ll,0E + 10
< a3. <|x| + IIIIJHLZ([_r,o],E)> +rb,
01:[ a3 = d.max {r/ \/;}

Ainsi toutes les hypotheses de (67, Remarque 2.7 page 54) sont satisfaites,
ce qui entraine que I’opérateur de Nemytskii

Ny, : B2(E) x B? (L2 ([-r,0] ,]E)) — BX(E),

Ni(,8) 1= |1 B (u(0),€(0) = [ Duf(u(t), 66 6)de

—r



3.4. Densité

73

est continu.

Notons que
I'1 = Npo(id,T),

ot T(u) = i, et donc T'y est continu comme composé d’applications conti-
nues. M

Lemme 3.9 Sous et on considere I'opérateur Ty : B>(E) — B%(IE) défini

par
0
To(u) := lt»—>/ Do f(u(t — ), u(t))do)| .
Donc T’y est continu.

Démonstration.
Par un raisonnement similaire a celui utilisé dans le Lemme (3.8),
'opérateur de Nemytskii

Nbp,r: L* ([-1,0],E) x L* ([-r,0],E) — L*([-r,0],E),
Nop(@.9) == [0 — Daf (9(6), $(6))],

est continu.
Introduisons I'opérateur

Ay :L?([~1,0],E) x E — L*([~1,0],E) x L*([~r,0] ,E),

défini par
A, y) =10 — (9(6),y)].

C’est un opérateur linéaire continu.
Considérons aussi la fonctionnelle I comme dans la démonstration du

Lemme (3.8).
Définissons F, : L? ([—r,0],E) x E — R en posant

Blg) == 1o Nouro Ai(py) = [ Daf(9(6), )0

Donc F, est continue comme composée d’applications continues.
Comme dans la démonstration du Lemme (3.8), on établit que

2@ 9)| < a5 (1192 rom) + [91) + 0.

Ainsi en utilisant (67, Remarque 2.7 page 54), on sait que I'opérateur de
Nemytskii

N, : B2 (12 ([-1,0] ) ) x B (E) — B (E),
donné par
0
Nia(g)i= |t [ Daf(e)(6),u(e)io),

est continu.
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Pour tout u € B%(E), et pour tout t € R, on note par
a(t) := [0 — u(t —0)] € L*([-r,0],E).
En faisant comme dans le Lemme (3.5)), on peut établir que
¢ B2 <L2 ([~r,0] ,IE)),

et que
120 g212(1=r08)) = VT 1l g2 -

Donc I'opérateur
T, : B2(E) —> B2 <L2 ([~r,0] ,1E)> , Ti(u) =1,

est linéaire continu.
Enfin, sachant que

Fz - Nsz O (Tl,ld) ,
I’y est continu comme composé d’applications continues. @

Théoreme 3.5 Sous les conditions (3-2), (3-17), (3:33), et (3:34), pour tout e € AP°(E),

et pour tout € € (0,00), il existe e € APY(E) telle que ||e — Cellp2(p) < €

et telle qu'il existe ue € AP?(IE) qui est une solution p.p. forte de

() = /_Or D1 f(ue(t), ue(t+6))d6 + _Or Do f (ue(t—0), e (t))d6 + ec(t).

Démonstration.
Soit T := T1 + T, oit Ty est celle du Lemme et Ty est celle du

Lemme (3.9).

On considere I'opérateur
T : B¥?(E) — B%(E),

donné par

T(u) := V*(u) — T (u).
On sait que I'opérateur

V2. B**(E) — B*(E)

est linéaire continu, ainsi en utilisant le Lemme et le Lemme (3.9),
on voit que T est continu.

En utilisant le Théoreme (3.4) on sait que T(B>*(E)) = B%(E), et
puisque APY(IE) C B%(E), on obtient

APY(E) C T(B**(E))
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Soit e € AP°(E), donc e € T(B*>*(RE)), ainsi il existe u € B>*(E),
telle que e = %(u). Or AP%(E) est dense dans B>*(IE), (c.f. (23, Propo-
sition 8)), donc il existe (uy),en € B>*(E), telle que

[tn — ul|po2gy — 0, (n —0),
et puisque est continue, on obtient
1€ (un) = T(W) g2y — 0, (n —0),

soit
1Z(un) —ell g2y — 0, (n—0),
ce qui implique que, Ve > 0, pour n assez grand, il existe ue € AP?(E),

telle que
1T (ue) — el gy < €

En procédant comme dans la démonstartion du Lemme (3.2), on obtient
que Ty (ue) et To(ue) appartiennent @ AP(EE).
Sachant que u. € AP?(E), la proposition 2 du (23) implique que
V2 (ue) = ul, ainsi on obtient

T(ue) € APY(E).

Soit ec := T(ue), ce qui implique

ul(t) = /0 D1 f(ue(t), ue(t+06))do + Or Dy f(ue(t—0),ue(t))do + ec(t).

—r

Ainsi e satisfait les conditions annoncées. @
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DANS ce chapitre, nous traitons ['existence des solutions presque-
périodiques faibles d’une classe d’équations différentielles fonction-
nelle du second ordre a retard infini de la forme

DiL(u(t), ur, u' (), up, t) + T DoL(u(t), us, v’ (t), uj, t)
d

=~ [DsL(u(t), ue, ' (£),uf, ) + T DaL(u(t), ug, u' (1), i, )],

(4.1)

o L est une fonction differentiable, D; désigne la dérivée partielle par
rapport a la j-éme composante, T* est un opérateur linéaire continu dont
la forme sera précisée dans la suite, et pour tout t € R, la fonction mémoire
uy est donnée par

ui(0) :=u(t+80), pour 6 € (—o0,0].

Un cas particulier de (4.1)) est I'équation différentielle forcée du
second ordre a retard infini suivante

u”(£) + D1G (u (t) ,ur) + T DG (u (t) ,ur) = e (t).

77
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différentielles fonctionnelles a retard infini

4.1

Une solution presque-périodique faible de (4.1)), est une fonction u :

R — IR" qui est p.p au sens de Besicovitch, qui possede une dérivée

généralisée du premier ordre et du second ordre, telle que I'équation dans

ait lieu en moyenne quadratique. Ce qui se traduit aussi en terme de
coefficients de Fourier-Bohr de la facon suivante : pour tout A € Ron a

a (DyL(u(t), ug, u'(£), up, t) + T DaL(u(t), us, u'(t), uy, £); A)

=aq (% [DaL(u(t),ug, u'(t), up, t) + T DaL(u(t), up, u' (t), up, t)] ;A) .
Sur le plan historique, la théorie des équations differentielles fonc-
tionnelles a retard infini a été initiée par Hale et Kato dans l'article
(52). C’est un sujet trés riche, qui a fait I'objet de plusieurs travaux, ci-
tons par exemple (1, 53} [58, 165, 54, [56), et pour les solutions presque-
périodiques (41 56, 54). Sauf que les méthodes utilisées se limitaient a la
théorie de semi-groupes, degré de coincidence, théorie du point-fixe.
Ainsi notre approche consiste a utiliser le calcul de variations en
moyenne temporelle. les solutions p.p. faibles de sont exactement
les points critiques de la fonctionnelle

1 T
P(u(.)) = TEIEm o7 |r L(u(t), us, Vu(t), (Vu), t)dt,
définie dans un espace de Hilbert des fonctions presque-périodiques. Ainsi
apparait comme I'équation d’Euler-Lagrange.

Dans ce chapitre nous commengons par rappeler brievement les no-
tations et les outils utilisés dans la suite. Puis dans la section (4.2)) nous
établissons quelques résultats concernant les fonctions presque-périodiques
au sens de Besicovitch. Ensuite dans la section (4.3), nous établissons un
formalisme variationnel et I'équation d’Euler-Lagrange, enfin dans la sec-
tion (4.4), nous établissons un résultat d’existence et d'unicité de solutions

p.p faibles.

DEFINITIONS ET NOTATIONS

Lorsque X est un espace de Banach, AP°(IR,X) est I'espace des fonc-
tions presque-périodiques au sens de H. Bohr (Bohr p.p) définies de R a
valeurs dans X; (c.f. (5,9, 34, 39)). Il s’agit d’un espace de Banach pour
la norme

€]l := sup {|x()|x : £ € R},
Lorsque p € [1,00), BP(R,X) est la complétion de AP°(R,X) dans

LI (R,X) par rapport & la norme

loc

1
||u||BP(]R,X) = m{|“|§g}p :

Les éléments de l'espace BP(R,X) s’appellent les fonctions presque-
périodiques au sens de Besicovitch (Besicovitch-p.p), (c.f. (10, 67, [73)).
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Lorsque u € BP(R,X),
) =t L
désigne la moyenne (temporelle) de u, elle existe dans X,
_ = p—iM
a(u;A) = TLHEOO 2T/ at,
pour A € R est le coefficient de Fourier-Bohr, et
Alx):={reR:a(x,A) #0}.

En outre on a le théoréme de la moyenne temporelle (c.f. (10, page 93),
(11, page 244-245), (35, page 45)) qui nous permet d’affirmer que pour
tout u € BP(R,X), la moyenne temporelle de u satisfait

M {u} = M* {u} =M™ {u}, (42)

M+ {u} == limr_ o + fOT
M~ {u} :=limr_ o Tf dt

Lorsque X est un espace de Hilbert, B>(R, X) est un espace de Hilbert
pour la norme ||.|| g (R,X) Associée au produit scalaire

(u | U>32(1Rx =M {(u | v)x}.

On rappelle la proprieté suivante : si (Uy)m est une suite dans
APY(R,X), et siu € L} (R,X), satisfaisant

1

ﬂﬁ{]um—u\x}” = (hmsupzT/ —u|§dt)p —0 (m—0),
T—oo

alors u € BP(IR,X), et on a [[um — ul|gpg x) — 0 (m — 0).

On utilise aussi la dérivée généralisée Vu € B%(R,X) de la fonction
u € B2(R,X) (lorsqu’elle existe) définie par :

—0 (s—0),

HVu — 1(u( +5s) —u)
5 B2(R,X)

pour définir I'espace de Blot
BY2(R,X) := {u € B2(R,X) : Vu € BZ(IR,X)},

(cf. (23, B7)), qui est un espace de Hilbert pour la norme |[.[|g2g x)
associée au produit scalaire

(o) pawx) = | V)prx) + (Vi [ VO g x) -
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4.2

Lemme 4.1

On rappelle que u € B*(R,X) si et seulement s'il existe une suite
{ay}, € 12(X), telle que u(t) ~ Y)cr are™, et dans ce cas on a

u€B2(R,X) e Y A% a5 < +oo, (4-3)
AER
et '
Vu(t) ~ ) ilaye™. (4-4)
AER

Lorsque E et F sont deux espaces de Banach, une fonction continue
f:ExR — F, (x,t) — f(x,t), est dite presque-périodique en t
uniformément par rapport a x sur tout compact de IE lorsque : pour tout
compact K de IE, pour tout € > 0, il existe | > 0 tel que : pour tout réel «,
il existe un T dans [a, « + 1] vérifiant :

sup {|f(x,t+7)— f(x,t)|p;t e Rx e K} <e

On notera par APU(E x R,F) l'ensemble de telles fonctions.

Lorsque u & leo C(IR, R"), il est habituel, dans la théorie des équations

différentielles fonctionnelles a retard, de considérer, pour tout t € R, uy €
L7 ((—o0,0],IR") définie par

loc
ur(0) ;== u(t+0),

pour tout 6 € (—o0,0], (c.f. (53] chapitre 2)). On notera aussi par ii :
R — L2 ((—o0,0],IR") la fonction définie par

loc
i1(4)(8) = u(t +0).

Afin d’alléger les notations, nous noterons par B := B? ((—o0,0],R"),
qui est un espace de Hilbert pour la norme |.| 5 associée au produit scalaire

(ulv) g := M, {u(0).0(0)}.

H := R" x B x R" x B est I'espace de Hilbert produit, muni de la norme
produit |.|yy, donnée par

N|—

2 2 2 2
Xlgr = (1 + loafi + 122 + lo2l3)

pour tout X := (x1, 91, %2, ¢2) € H. u™ 1= u|(_qo ) désigne la restric-
tion de la fonction u : R — R" a la demi-droite réelle (—oo,0], et enfin

u(t) := (u(t), ur, Vu(t), (Vu);)
lorsque u € B12(R, R").

RESULTATS PRELIMINAIRES

On suppose que u € B*(R,R"), telle que u(t) ~ ¥, are™. Alors u~ €
B, et u=(8) ~ ¥, a e, pour tout 6 € (—o0,0].
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Démonstration. .
Sachant que u € B?(R,R"), telle que u(t) ~ ¥, are™, on obtient

lim

m—o00

() . Z aAeM(')
A=1

=0,et Y |az]* < oo, (4.5)
2 A

Or en utilisant le théoreme de la moyenne temporelle (4.2), on a

2
=M,
B2(R,R")

_mg{wﬂi@ﬂt
A=1

2

u(l)— Y apet)
A=1

m .
u(t) — Y aye™
A=1

2

2
m .
u(0) — Y aye™?
A=

2

m .
u=(0) — Y aye™?
A=1

B
Ainsi via (4.5), on obtient

2

m .
lim |u=(.)— ) a e =0, et Y. |a,]? < co.

B

Ce qui implique que u= € B, et que u=(0) ~ Y, a e, pour tout 0 €
(0, 0]. &

Remarque 4.1 Réciproquement notons que toute fonction [0 — v(0)] € B, telle que
v(0) ~ ¥, a e, possede une extension unique @ R qui sera notée aussi
v,etonav(t) ~ Y, aeM, (t € R).

Lemme 4.2 On suppose que u € B*(R,IR") telle que u(t) ~ Y, are'™. Alors les
proprietés suivantes sont vraies.
(i) 11 € B(R,B).
(ii) 1i(t) ~ Y, breM oit by : (—o0,0] — R" est donnée par

b/\ (9) = aAei)‘e.

(iii) |1l p2r ) = 4]l p2r Ry

Démonstration.

D’apres le Lemme (4.1), lorsque u € B?(R,R"), on sait que u~ € B,
et sachant que B est stable par translation (cela est dil a l'invariance de
la moyenne temporelle par la translation), on déduit que pour tout t € R

(fixé), uy € B et que
uf(@) ~ ZaAeM(H—G)-
A
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Ainsi la fonction 1i est bien définie de R dans B.
Sachant que la moyenne est invariante par translation, on obtient, pour
toutt € R, 6 € (—o0,0]

m 2 m 2

— Z b)\e”\() = S)ﬁt le(t) - Z b/\el)‘t
A=1 (R,B) A=1 B

2

B

" 2
=9y ¢ My < |u(0) — Y are
A=1
" 2
=My} |u(®) — Y are™?
A=1
" 2
= [lu= () = Y aret| .
A=1 2
Or u~ € B, ce qui implique que
3" et
Iim (ju=(.)— Y ae| =0,
m— 400 A1 5
on obtient
- " A _0
m, [70) = 2 bae =0
A=1 B2(R,B)

D’autre part il est facile de voir que by, € AP%((—c0,0],R") C B, et

que
Loy = (5 {Jome™['})
= ;lm < oo,
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et donc {b,}, € I>(B). Ce qui implique que ii € B*>(R, B), et que
11(1’) ~ Zb)\emt,
)

ainsi (i) et (ii) sont prouvées.
En utilisant I'égalité de Parseval, (c.f. (67)), on obtient

12
12 A
1] 32 (R, 3) = Z‘bfxel t’B
P
=Y |ay)?
P
2
= HuHBZ(]R,IR")'

Ce qui est exactement (iii). #

On suppose que u € BY2(R,R"), telle que u(t) ~ ¥, aye™. Alors il €
B'2(R, B), et Vii(t) = V(u) = (Vu); ~ ¥, iAbyeM, Vt € R.

Démonstration.
On suppose que u € BY2(R,IR"), telle que u(t) ~ Y, aye
d’apres (4.3), on a bien

At Donc

Y Jiday|* < co.
A

)

Or d’apres le Lemme on sait que lorsque u € B*(R,R"), ii €
B?(R, B) et que ii(t) ~ Y, breM, ol

b/\(g) = a)Lei/\el (6 S (_OO/ O])
Sachant que
2
Y liAby )y =Y <zm9— {)i/\aAelAe‘ })
A A
=Y liray|?,
A

on obtient :
Y JiAby|f < oo,
A

ce qui implique, via la Proposition (1.20), que i € BV?(R, B) et que

Vii(t) = V(ug) ~ Y iAbre™, Vt € R. (4.6)
A

D’autre part, sachant que la moyenne temporelle est invariante par trans-
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lation, Vt € R, 0 € (—o0,0], 0na:
2

H (VH)() - Z i)\b,\ei)‘(')
A=1

B2(R,B)

)

= M, {zmg { Vu(t+80) — Y idaye !+

A=1

=M, {'(Vu)t — i iAbye

)

)

m .
Vu(0) — Y iraye?
A=1

m .
= HVu() — Y idaye™)
A=

B2(R,R")

Or, puisque u € BY2(R,IR"), telle que u(t) ~ ¥, are'M, on obtient, via
la Proposition (1.20)), que

Vu(t) ~ ) ilaye™,
A
soit

2
m

Vu()— Y, irayert)
A=1

lim
m——4oo

2
ce qui implique

2
m

(Vu)() - Z iAbAeiA(')
A=1

lim
m——+00

B2(R,B)
ce qui donne

(Vu)r ~ Y iAbre™, (4.7)
p)

et en utilisant (4.6), (4.7), et le théoreme d’unicité de la série de Fourier-
Bohr, (c.f. (67)), on arrive a

V(ur) = (Vu)r ~ Y iAbye™, VteR.
A

Ce qu'il fallait démontrer. &
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On suppose que [t — [tr — f(t1)(t2)]] et [t1 — [t — g(t1)(f2)]] sont
dans B*(R, B2(R,R")). Alors

My, { My, {§(t1)(F2)-9(k1) (F2) }} = M, {My, {F(11) (£2)-9(t1)(2) }} -

Démonstration.

Rappelons que lorsque E est un espace de Banach, B>(R,IE) est iso-
morphe a (L?(bR,IE), du), oit dy désigne la mesure de Haar normalisée,
définie sur le compactifié de Bohr de R, noté par bR. (C.f. (67, chapitre I))
Ainsi, puisque [t; — [ty — f(t1)(t2)]] et [t1 — [t2 — g(f1)(t2)]] ap-
partiennent @ B?(R,B?(R,R")), il existe deux uniques fonctions
[r i [s > F)(s)]] et [rro [s — 3(r)(s)]] dans L2(bR,1*(bR,R)),
extensions de [t — [ty — f(t1)(t2)]] et [t1 — [t2 — g(t1)(t2)]] 4 DR, et
ona:

My, {My, {§(t1) (£2).9(11) (£2)}} = /b]R (/b

11 est clair que

f(r)(S)-ﬁ(r)(S)du(S)) dy(r).

R

[(r,s) = [§(r)(s)-a(r)(s)]],

est une fonction positive et mesurable sur bR x bIR. Sachant que Vr € bR,
les deux fonctions [s +— §(r)(s)], et [s — §(r)(s)] sont dans L?(bR, R"),
en utilisant 'inégalité de Holder, (67| chapitre I), on obtient que

[s = §(r)(s)-8(r)(s)] € L' (bR, R),
et donc
Vr € bR, /b [H)E)80) ()] du(s) < +e.
Sachant que
L?(bR, L*(bR,R")) C L*(bR, L} (bR, R")),

)
et puisque [r— [s+— f(r)(s)]] et [r— [s— §(r)(s)]] sont dans
L?(bR, L?(bIR,IR™)), elles appartiennent toutes les deux a L* (bR, L' (bR, R™)),
et via l'inégalité de Holder, (67, chapitre 1), on obtient

[r e [s — §(r)(5).8(r)(s)]] € L'(bR, L' (bR, R)),
soit
/b]R (/b]R |¥(7’)(S)g(1’) (S)’ d]l(S)) dy(r) < +o0,

ce qui implique en utilisant le théoréme de Tonelli pour les fonctions posi-
tives mesurables, (c.f. (g, Théoréme 11.27, page 412)), que

(r,8) — §(r)(s).8(r)(s) € LY(bR x bR, R).

En apliquant le théoreme de Fubini, (c.f. (g, Théoreme 11.26, page 411)),
on obtient

L (0o ) dur) = [ ([ F0©-a000d0) ) duts)
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Lemme 4.4

Par conséquent

My, {Me, {£(t1) (2)-9(t1) (k2) } } = D, {M, {§(t1) (£2)-0(t1) (t2) } } -

Ce qu'il fallait démontrer. &
Notons par T 'opérateur défini par :

T: B%(R,R") — B*(R, B)
u— [t— uy.
T est un opérateur linéaire continu entre deux espaces de Hilbert, donc
son opérateur adjoint noté par T* est bien défini de B>(R,B)* dans

B?(R,R")*, linéaire et continu (cf. (2, chapitre 2)), satisfaisant la rela-
tion suivante

(@1T) 2w ) = (@) ) p2(r 1)
pour tout ¢ € B%(R, B)* et u € B>(R,R")* = B?(R,R").
Dans le Lemme suivant, nous allons spécifier la forme de T sur B*(R, B).

L'opérateur adjoint de T est sous la forme suivante sur B*(R, B)
T B?(R,B) — B%(R,R")
[t = (6= @(t)(O)]] = [t — My {p(t—6)(0)}].
Démonstration.

Soit ¢ € B?(R,B)*. En utilisant le Théoréme de Riesz-Fréchet, (c.f. (36)
page 81)), il existe une unique ¢ € B?(R,B), telle que pour tout 1 €

B*(R, B)
(@19) g2 3) = P { (@ (D) [(8)) 5} -

Ainsi Vu € B%(R,IR"), en utilisant la Remarque (4.1} (4.1), le Lemme (4.3), et
l'invariance de la moyenne temporelle par la translation, on obtient

(1T()) p(r 5y = P {(@(1)[ T (u) (¢ ))B}

= M { My {p(t)(0)-ur(6)} }

th{mta{(/?(t)(@) t+9 )}}
= { My {@() (1) u(t+1')}}
= My { My {@(t)(F)u(t+1)}}
= My { M {@(t — ') (') u(t) } }
= {My {@(t —t")(t').u(t)}}
=9ﬁt{9ﬁy{¢(t—t')(')} u(t)}
=M {My {@(t—0)(0)}.u(t)}

— (35 (@t = 0)(O)} (1)) o
= <‘3*((P)\“>B2(R,mn)'
Ainsi Vo € B*(R, B),
T(e)(t) =My {9(t—6)(60)},

ce qu'il fallait démontrer. &
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EqQuaTioN D’EULER LAGRANGE (PRINCIPE VARIATIONNEL)

Soit f € APU(H x R,R) une fonction qui satisfait a la condition de
Holder suivante :

Ja € (0,00),3a; € [0,00),Vt € R,VX,Y € H,
(X 1) = f(Y, )] <ar. | X =Yg

Soit p,q € [1,00) tels que p = aq.
Alors les deux assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Six € BP(R,H) alors [t — f(x(t),t) € B1(R,H)].
(ii) L'opérateur de Nemytskii construit sur f,
N : BP(R,H) — BY(R,H)
défini par
Ni(K)(t) == f(x(t), 1),
satisfait || Ny (k1) — N(

(%) || go gy < - 1K1 = 2|y g 1)

Démonstration.

Notons par g(t) := f(0,t). Puisque f € APU(H x R,R), en uti-
lisant le Théoreme on obtient g € APY(R,R), ce qui implique que
g € Ll (R,R) (I'espace de Lebesgue).

Via I'inégalité triangulaire, en prenant Y = 0, l'inégalité de Holder im-
plique que

|f(X,t)| < ay|X|gg + g(t), pour tout X € H,t € R.

Ainsi, en utilisant (60| chapitre 1), on obtient

[t — f(x(t),1)] € L}, (R,R),
lorsque x € LZOC(IR,IH).
Sachant que x € BP (R, H), il existe {K]'}]. € APY(R,H), telle que

]Eﬁloo | — KJ'HBP(IR,]H) = 0. (4.8)

Posons x;(t) := f(xj(t),t). En utilisant (75, Théoréme 2.7, page 16), on a
xj € APY(R,R), et en réécrivant la condition de Holder, avec X = x(t),
etY = K](t , on obtient

[FOe(t),8) = (1), )] < @ [(t) —15(8) [,
ce qui implique

F(x(t), 1) = floi(t), )] < af |xe(t) — x5(1)[F,
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en passant a la moyenne superieure, on obtient

= =

M { [£(x(t), ) —Xj(t)|q}‘17 < a0 {[o(t) = i3}

soit

s

M { £, ) = 2B} < a1 [ = 5[ -
par conséquent, en utilisant (4.8), on obtient

= =

lim ﬁ{yf(x(t),t) —Xj(t)}q} —0.

jr=—4oo
Cela implique que
[t — f(x(t),1)] € BI(R,R);

ainsi on a démontré (i).
Via un calcul similaire, en remplagant dans la condition de Holder, X
par k1(t), et Y par xp(t), on obtient l'inégalité

|f (1 (t),8) = fa(t), )] < @ frer (£) — w2 (8) [y,
soit

|flea(t),t) = fra(t), |7 < af i1 () — Ka () I
et en passant a la moyenne temporelle, on obtient

My {|f (k1 (t), 1) —f(Kz(f),f)lq}% < a9 {[k(t) — m2(b)lf} 7

ou encore

= =

[NF (1) = Np(2) | go gy < @1 161 = 2l 1) -

d’otu (ii). #
Soit L: HxR — R, (X,t) — L(X, t) une fonction continue.
On considere la liste suivante d’hypoheéses :
(H2) L € APU(H x R, R), telle que la dérivée partielle par rapport
a X € H, Lx(X,t) existe pour tout (X,t) € HX R, et Lx €
APU(H x R, £(H,R)).
(H3) Il existe ay € [0, +o0), tel que

’Lx(X, t) — Lx(Y, t)| < a» |X — Y|]H’

pour tout X,Y € H, et pour tout t € R.

(Hg) L € APU(H x R,R), les différentielles partielles
DyL(x1, ¢1,x2, @2, t) existent pour tout (xq1,¢1,X2, ¢2,t) €
H x R, DiyL € APU(H x R, L(R",R)) pour k € {1,3}, et
DiL € APU(H x R, L(B,R)) pour k € {2,4}.

Lemme 4.6  On suppose que les conditions (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors I’opéra-
teur de Nemytskii N1 : B>(R,H) — B!(R,R), défini par N1 (x)(t) :=
L(x(t),t), est de classe C', et pour tout x, 5k € B*>(R,H),

(DNL(5)3x) (t) = Ly (x(t), 1).5x(t).
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Démonstration.
Premiére étape : On démontre qu'il existe c; € [0,+00), h € BY(R,H),
tel que pour tout X € Hett € R,

IL(X, 8)] < o | X gy +R(b).
En utilisant la condition (H3), avec Y = 0, on obtient
Ja; € [0,00); |Lx(X,t) — Lx(0,t)] < a2 |X|y
ainsi via l'inégalité du triangle on obtient
Lx(X,t)] < a2 [X|gy + [Lx(0,£)].

D’oti, en utilisant le théoreme de la moyenne (c.f. (3, page 144)), on obtient
pour tout (X,t) € H x R

IL(X, 1) < [L(X,£) = L0, )] + [L(0, 1))

< sup |Lx(H,t)||X = 0lg + [L(0,1)]
Helo,X|

< (a2 | X[y + [Lx(0,5)]) [X[gg + [L(0, 1)]
2
= a [ X[ + |Lx (0, )] - | X[gg + |L(O, £)]

1 1
< @ | X[iy + 5 [Lx(0,)1" + 5 X + |L(0, )]
1 1
— (a3 ) G+ 3 ILx@ 0P + |20,
Posons h(t) := 3 ILx(0,£)|* 4 |L(0,¢)], et ¢c1 := (uz + %) Sachant que
L€ APU(H x R,R) et Ly € APU(H x R, £L(H,R)), on obtient
h e AP°(R,H) c BY(R,H).

Deuxi¢me étape : On démontre que si x € B*(R,H) alors
[t — L(x(t),1)] € B\(R,R).
Soit k € B2(R,H). Alors I'inégalité

IL(k(t), 1)] < 2 | (t) [ + h(t),

oith € BY(R,H) C L} (R, H), implique que

loc
[t — L(x(t),t)] € L} (R, R).

En appliquant le Lemme (4.5) a la fonction Ly, avec p = 2,4 = 2,0 =1,
ona
[t — Lx(x(t),t)] € B3R, £L(H,R)).

Soit {K]'}]. une suite dans AP°(R,H), telle que

e =l pagpry = 0 (G = o).
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En utilisant le théoreme de la moyenne (3, page 144), on obtient pour tout
teR

L(e(t),8) = L(xj(£), £) — Lx (c(£), ). ((t) — 5;(£))]

< sup  |Lx(Gt) — Lx(x(t), 1)] | — &j| 5
Celr(t) k(8]

<a; sup |§—K(t)|]H’K—K]'|H
celr(t)x;(t)]

2
< ay |k (t) = x;(H) | -
Et puisque la moyenne temporelle est monotone on obtient :
MAIL(re(8), £) — L(j(t), ) — L (se(t), £). () — x5(£)) |}

< a0, {lK(t) . Kj(t)ﬁ{} 49

Sachant que
[t — Lx(x(t),t)] € B3(R, L(H,R)),

et
x —xj € B3(R,H),

en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwartz-Buniakovski, (c.f. (10, page
69)), on obtient

[t — Lx (x(t),t) (x (t) —x; (1))] € B(R,R).

En utilisant (75, Théoréme 2.7, page 16), on a
[t — L(x;(t),t)] € AP°(R,R) C BY(R,R),

et donc en notant par

¢i(t) := Llxj(t), 1) — Lx (e (t), £) ((t) — x;(1)),
onag@; € BY(R,R), et I'inégalité (4.9) implique que

Yim % {[L(x(0),£) ~ ¢(8)]} =0,
ce qui implique que
[t — L(x(t),t)] € BY(R,R).

Troisieme étape : On démontre que pour tout x € B*(R,H), 'opéra-
teur

L(x): BA(R,H) — BY(R,R), (L(x)ox)(t) := Lx(x(t),1)ox(t),

est linéaire continu.
On a déja vu que

[t — Lx(x(t),t)ox(t)] € B'(R,R).
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La linéarité de L(x) est facile a vérifier. En utilisant 'inégalité de Cauchy-
Schwartz-Buniakovski, (c.f. (10, page 69)), on obtient

M {Lx ((8), £)-0x(D)]} < M {|Lx (1), )] 1058 1}
< e { L (e(), O} o {lox(t) i}

ce qui implique que L(x) est continu.
Quatrieme étape : On prouve la différentiabilité de N.

N|—

Soit x € B2(R,H). En utilisant le théoreme de la moyenne, (3}, page 144),
on obtient pour tout t € R,

IL(x(t) + dx(t), ) —L(x(), t) — Ly (x(£), £).0x(¢)

|
< osup[Lx(E(8) 1) = Lx(x(8), )] |0x(E) iy
Cel(t) (1) +0x (1)

< ap | 0K (t)|3; .

et puisque la moyenne temporelle et monotone, on obtient

M {|L( (1) + 0K (1), 1) = L(x(£), 1) = L (re(t), £).x(1) [} < a0 { ox(8) 3 }
soit X
INVL(k +0K) = N1 (1) = L(x).0x |y < az[|6x]l3,
ce qui implique que Ny est différentiable en «, et que
DN (x) = L(x).
Cinquieme étape : On démontre que N est de classe C1.

Soit x1, % € B*(R,H). En utilisant (H3), pour tout 6x € B*(R,H) telle
que ||6x || po(r pry < 1, pour tout t € R, ona:

[(Lx(k1(8),£) = Lx(ka(t),£)) ox(D)| < |(Lx (x1(£), ) — Lx (2 (), £))] - |5 (£) g
< ag frey (8) — k2 (8) gy - |65 (8) [y s
et via I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Buniakovski, (10, page 69), on obtient

M {|(Lx (x1(#), 1) — Lx (k2(t), £)) ox ()|} < az®y { |1 (t) — w2 () |y - [0K (£) |}
< a2 |1 — x| o ) - 10K (| g2 )

< ap ||k — K| g2 R ) -
Ainsi on a
IDNL(x1) — DNL(k2) | 2 < a2 [[k1 — %2l p2(r 1) »
ce qui implique la continuité de DNT. #

Théoréeme 4.2 (Principe Variationnel) On suppose que les conditions (H3) et (H4) sont
satisfaites. Alors la fonctionnelle ® : B?(R,R") — R, définie par

D(u) := M {L(u(t), ur, Vu(t), (Vu)i, t)},

est de classe C1, et les deux assertions suivantes sont équivalentes :
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1. D®(u) =0, i.e. u est un point critique de P.

2. DiL(u(t), uy, Vu(t), (Vi) t)
+ T*DoL(u(t), us, Vu(t), (Vu), t)
= V[DgL(u(t),ut, Vu(t), (Vu)t, t)
+ T*DyL(u(t), ue, Vu(t), (Vu), t)].

Démonstration.

On considere l'opérateur £ : BY?(R,R") — B?(R,R") x
B%(R,B) x B*(R,R") x B>(R,B) = B*(R,R" x B x R" x B) :=
B*(R,H), défini par

L(u)(t) :== (u(t), uy, Vu(t), (Vu)).
11 est clair que £ est linéaire continu, ainsi £ est de classe Cl, et
D&(u)v = £(v).
En utilisant le Lemme (4.6), I'opérateur de Nemytskii
N1 : B3(R,H) — B}(R,R),
défini par
Ni(i)(t) == L(x(t), 1),
est de classe C, et pour tout «,6x € B>(R,H) on a
DN (x)éx = Lx(x(t),t)dx(t).

1l est clair que la moyenne temporelle 9 : BY(R,R) — R, est linéaire.

L’inégalité
Mo} =M ([gl) = [l

assure la continuité de M, donc elle est de classe C!, et pour tout ¢, €

B'(R,R)
Dm{e}.p =m{y}.

Notons que & = Mo N7 o &, et donc ® est de classe Ct comme
composé d’applications de classe C', et via la formule de la dérivation en
chaine on obtient, pour tout u,v € B¥?(R,R")

D®(u).v = DIM(NL o £(u)) o DNL(L£(u)) o DL(u)v
— M (DN (£(u)).£(0))
= M{ D1 L(u(t), t)o(t) + D2L(u(t), t)os
+ D3L(u(t), t)Vo(t) + DaL(u(t), t)(Vo)}.

Soit u € BY2(IR,IR"), on suppose que (i) est vérifiée. Alors pour tout
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v € B2(R,R") on a

H.
\/
/—\
N
_|_
1)
*
o=
N
—~
—~
I:
—~
~

Donc en utilisant (23, Proposition 10), on obtient (ii).
Réciproquement, si (ii) est vraie, donc

[t — D3L(u(t),t) +T*DyL(u(t),t)] € BY*(R,R"),
et pour tout v € APY(R,R") on a :

M{(D1L(u(t),t) + T DaL(u(t), 1))v(t)}
— 0 {V(DsL(u(t), t) + T DaL(u(t), t)).0(t)} = 0,

et en utilisant (23, Propsition 9), on obtient

0 = 9M{(D1L(u(t), t) + T"DaL(u
+ (DsL(u(t), t) + T DaL(u(t),
= I {D1L(u(t), t).0(t) + T DyL( t).
+ DsL(u(t), ).0'(t) + T D4L(u(t), t). ’(t)}
= M {D1L(u(t),t).v(t) + DaL(u(
+ D3L(u(t),t).0'(t) + DyL(u(t)

(
u(t)

(t
).

= E)ﬁt{DlLEu t t).?)(t) —+ DzL
+ D3L(u(t),t).
= D®(u).v.

\/A\//\\//\

Sachant que AP'(IR,IR") est dense dans B*(IR,R"), on a
D®(u).v = 0, pour tout v € B*(R,R"),
ce qui implique D®(u) =0 &
Lorsque u € BY2(IR, R") satisfait I'équation (2) du Théoreme (4.2), on dit
que u est une solution Besicovitch-pp faible de (4.1).

EXISTENCE ET UNICITE

Soit L: HxR — R, (X, t) — L(X,t) une fonction continue. Consi-
dérons les hypotheses suivantes.
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(Hs) L(.,t) est convexe, pour tout t € R.
(He6) Il existe a3 € [0,400), tel que pour tout t € IR et

(x1, 91, %2, 92) € H, on a |L(x1,¢1,%2, p2,1)| > az(B+ ),

ol ) )
B = |x1]” ou |g1;

2 2

v = |x2|” ou |@alp-

Théoréme 4.3 (Existence)  On suppose que les conditions (H3), (Hg), (Hs), et (H6) sont sa-
tisfaites. Alors il existe une fonction u € BY?(IR,IR") qui est une solution

Besicovitch-p.p faible de (4.1).

Démonstration.

D’apres le Théoreme (4.2)), les conditions (H3) et (Hq) impliquent que
la fonctionnelle ® est de classe C1.

Sous la condition (Hs), L(.,t) est convexe pour tout t € R, donc

L(6X+ (1—-0Y),t) <OL(X,t)+(1—-0)L(Y,t), VO€]|0,1,X,Y e H,
et puisque pour tout u € B>(R,R"), v € B2(R,R"), on a u(t) € H, et
v(t) € H, on obtient pour tout u,v € B>(R,R")
L(Ou(t) + (1 —0)o(t),t) < OL(u(t),t) + (1= 0)L(a(t), 1),
et en utilisant la monotonie de la moyenne on obtient
P(0u+ (1—6v)) M{L(Ou+ (1—-6)v,t)}
OM{L(u,t)} +(1—-0)M{L(v,t)}
0D (u) 4+ (1 —0)P(v).
Donc ® est une fonctionnelle convexe.

En utilisant le point (iii) du Lemme et la monotonie de la moyenne
temporelle, la condition (H6) implique que pour tout u € B1?(R,R")

I IA

®w) > a3 (|lul3+ | Vul})

2
= asjulli,,

ce qui implique que ® est une fonctionnelle coercive sur B1?(IR, R").
Sachant que ® est une fonctionnelle de classe C L convexe, et coercive,
en utilisant (36, page 46 ), il existe u € BY2(IR,IR"), tel que

d(u) = inf{CI)(v);v € 31'2(11{,11{”)} .

Par conséquent D®(u) = 0, et en utilisant le Théoreme (4.2)), u est une
solution faible presque-périodique au sens de Besicovitch de (4.1).

Théoréme 4.4 (Unicité) On suppose que les conditions (H3), (Hy4), (Hs), et (H6) sont
satisfaites. On suppose aussi que la condition suivante est satisfaite,
Il existe a4 € [0, +00), tel que la fonction
K:H x R — R définie par
K(xll @1, X2, P2, t) = L(xll P1,X2, P2, t) - %1 (IB + ,)/) ’
est convexe par rapport a (x1, ¢1, X2, ¢2) pour tout t € R,

(4.10)
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alors il existe une unique fonction u € BY2(R,R"), qui est une solution
faible presque-périodique au sens de Besicovitch de (4.1).

Démonstration.
D’apres le Théoreme (4.3), les conditions (H3), (H4), (Hs), et (H6)
assurent I'existence de solutions presque-périodiques faibles au sens de Be-

sicovitch de (4.1).
Soit la fonctionnelle ¥ : BV?(R,R") — R, définie par

Y (u) = D(u) — 512_4 (Emt {]u(t)|2} + My {\Vu(t)|2}>
= ®(u) — %4 (||u||§ + ||Vu||§) :

En utilisant (3i) du Lemme (4.2), la condition implique que la fonc-
tionnelle Y est convexe, et sachant que P est de classe CL, ¥ elle l'est aussi,
et pour tout u,v € B1?(R,IR")

DY(u)v = D®(u)v—ay {<U,U>BZ(IR,]R11) + (Vu, V0>Bz(RRn)}
= D®(u)v — a4 (u,0) prag ) -

En utilisant la monotonie de Minty de la différentielle d"une fonctionnelle
convexe, pour tout uy, uy € BY?(IR,R"), on obtient

(DY (u1) — DY (up), u1 — uz) grarrry = 0- (4.11)

Or

(DY (u1) — D¥(u2),u1 — “2>BL2(1R,1R") = (D®(u1) — DP(uz), 11 — u2>B1'2(IR,]R”)
— a4 <M1 — U, U1 — “2>BL2(JR,IRn) ’

ainsi donne

(DO(u1) — DP(uz), u1 — Uz) prag ey = 4 (41 — Uz, U1 — U2) p1o(R Rr) -

soit

(DD (u1) — DD (uz), 1 — tz) o) > a4 [[u1 — 21, -

Ainsi, si uq et up sont deux solutions presque-périodiques faibles au sens
de Besicovitch de (4.1), d’apres le Théoréme (4.2) on a

DCI>(u1) = D(I)(Mz) = O,

et par conséquent
ay |lur —ua||7, =0,

ce qui donne uy = up. @
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NOTATIONS

C°(R,E)

BC(R, E)

CK(R,E)

Trig(R,E)

AP'(R,E)

AP(R,E)

APU(E x R, F)

BP(R, E)

B2(R,E)
bR

D/

B/

By

m{f}
mr{f}

espace des fonctions continues de R dans E.

espace des fonctions continues bornées de R a valeurs
dans [E.

espace des fonctions k fois continuement dérivables de
R dans E.

espace des polynomes trigonométrigues.

espace des fonctions presque-périodiques au sens de
Bohr, de R dans E.

espace des fonctions CX qui sont presque-
périodiques jusqu’a l'ordre k.

espace des fonctions presque-périodiques uniformément,
par rapport a un parametre.

ensemble des fonctions presque-périodiques au sens de
Besicovitch, de R dans E.

espace de Blot.

compactifié de Bohr de R.

espace des distributions au sens de L. Schwartz.
espace des distributions bornées.

espace des distributions presque-périodiques.

la moyenne temporelle.

la moyenne temporelle sur la demie-droit positive.
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M~ {f} Ila moyenne temporelle sur la demie-droite négative.
M{f}  la moyenne sup.

a(f,A)  le A-eme coefficient de Fourier-Bohr de f.

D la dérivée ordinaire.

£Y) la dérivée distributionnelle.

\Y4 la dérivée faible sur B*(R,E).

T 'opérateur de translation par a, (a € R).

104



Ce document a été préparé a I'aide de I'éditeur de texte GNU Emacs et du logiciel de
composition typographique BTEX 2¢.

105









Titre Meéthodes fonctionnelles et variationnelles pour I’existence des solu-
tions presque-périodiques des équations différentielles ordinaires a retard.

Résumé L’objet de cette these est le développement de méthodes varia-
tionnelles pour I'étude des solutions presque-périodiques au sens de H.
Bohr et au sens de Besicovitch de quelques classes d’équations différen-
tielles ordinaires du second ordre a retard. Pour cela on utilise le Calcul
des Variations en Moyenne Temporelle.

Dans un premier temps on étudie une classe d’équations différentielles du
type neutre, puis une classe d’équations différentielles a retard fini, enfin
on s’intéresse a une classe d’équations différentielles a retard infini.

Mots-clés Fonctions presque-périodiques, Equations différentielles a re-
tard, Méthodes variationnelles.

Title Functional and variational methods for almost periodic solutions of
retarded differential equations.

Abstract The subject of the thesis is the development of variational me-
thods to study the almost periodic solutions in the sens of H. Bohr and
Besicovitch of some classes of second order retarded differential equations.
In this way we use Variational Calculus in Mean Time. In a first step we
study a class of neutral delay differential equation, then a class of finite re-
tarded differential equation, at least we'll be interested by a class of infinite
retarded differential equation.

Keywords Almost-periodic functions, Retarded differential equations,
Variational methods.
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