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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Présentation

L’existence de situations d’équilibre pour un systéme dynamique ainsi que la connaissance
de son comportement dans une telle situation sont des questions importantes dans de nombreux
domaines scientifiques. En effet, de telles informations permettent au praticien d’assurer la sta-
bilité d’'un systéme et également de contréler I’évolution du phénoméne dans une telle situation.
On peut penser & ’évolution d'une structure soumise & des phénoménes météorologiques, & des
vibrations ou & des séismes par exemple, au controle de 1’évolution d’un prix, au développement
d’une maladie, . ...

Quand ce type de phénomeéne est modélisé par un processus aléatoire (ce qui est généralement
le cas a partir du moment o on a trop de parameétres a gérer), l’existence de situations d’équili-
bre se caractérise par celle d’une probabilité invariante, i.e. d’une loi de probabilité telle que le
processus aléatoire muni de cette loi initiale est en régime stationnaire (cela signifie que la loi du
processus est invariante par translation du temps). Connaitre sa probabilité invariante et plus
généralement son régime stationnaire est alors utile dans deux situations : lorsque le processus
est réellement en régime stationnaire (on verra un tel exemple en modélisation financiére) et
lorsque le processus admet une probabilité invariante mais a une valeur initiale donnée. Dans
cette deuxiéme situation qui est certainement la plus courante en pratique, le processus n’est
pas en régime stationnaire mais dans de bonnes situations, il tend vers son régime stationnaire
quand t — +oo (dans un sens qui sera précisé dans la suite). Ce type de convergence signifie pour
le praticien qu’au bout d’un temps ¢ plus ou moins long, le phénoméne tend vers une situation
stable (dont on connait le comportement si on sait calculer le régime stationnaire).

L’objectif de cette thése est de proposer et d’étudier des méthodes implémentables par ordina-
teur pour approcher la probabilité invariante et plus généralement la loi du processus en régime
stationnaire dans le cadre des équations différentielles stochastiques avec sauts. On s’intéressera
également & certaines applications ou a certains domaines proches dans lesquels nos méthodes
permettent de résoudre des problémes théoriques (voir TCL p.s. pour les stables, Théoréme lim-
ite pour des valeurs extrémes).

D’un point de vue modélisation, une équation différentielle stochastique (EDS) peut étre vue
comme un systéme dynamique régi par un systéme différentiel perturbé par un bruit aléatoire
généralement supposé centré. La modélisation la plus standard de bruit aléatoire consiste & sup-
poser que le bruit est dirigé par un mouvement Brownien, i.e. que le bruit est dirigé par un
processus continu centré & accroissements indépendants et stationnaires. Cependant, ce type de
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modélisation apparait dans certaines situations comme peu adapté ou trop restrictif. D’une part,
ce type de modéle ne permet pas d’obtenir une bonne reproduction des "événements exception-
nels" (phénomeénes météorologiques, séismes a forte amplitude, cracks boursiers). Une maniére
naturelle de modéliser ces phénoménes est d’ajouter une composante de sauts. D’autre part,
le Brownien impose également un comportement local particulier qui n’est pas nécessairement
adapté a toutes les situations.

Dans cette thése, nous proposons donc de nous intéresser & une classe d’EDS plus générales : les
EDS dirigées par des processus a accroissements indépendants et stationnaires généraux, i.e. par
des processus de Lévy :

Soit (L;) un processus de Lévy & valeurs dans R' de mesure de Lévy «. D’aprés la décompo-
sition de Lévy-Khintchine (pour ce résultat et pour une introduction aux processus de Lévy,
voir e.g. Bertoin [Ber96|, Protter [Pro90] ou Sato [Sat99]), pour tout seuil de troncation A > 0,
(L¢) admet la décomposition suivante : Ly = apt + /QW; + Yth + Nth ol ap € R, Q est une
matrice symétrique positive appartenant & M;; (ensemble des matrices réelles a [ lignes et [
colonnes), (W;) est un mouvement Brownien standard [-dimensionnel, (Y;?) est un processus de
Lévy [-dimensionnel purement discontinu & sauts bornés par h dont la fonction caractéristique
est donnée pour tout ¢ > 0 par

]E{ei<u,Yth>} = exp [t(/ WY 1 —i <u,y > 7(dy))]
{ly|<h}

et (N}') est un processus de Poisson composé d’intensité A\, = 7(]y| > h) et de loi de sauts
ph(dy) = Ly isnym(dy)/m(ly| > h). De plus, (W), (V") et (N}) sont des processus indépendants.
En accord avec cette décomposition, nous considérons dans la majeure partie de la thése un
processus cadlag (X;) solution de 'EDS

dX; = b (X,-)dt + o(X,- )dW; + k(X,-)dZ} (1.1)

ou b : R¢ —» RE, g : RE My, et & : R¢ — My, sont continues & croissance sous-linéaire et
Zh =Y}l + N}

Il est ici primordial de distinguer chaque partie du processus de Lévy dans la formulation de
I’EDS car celles-ci ne jouent pas le méme role dans le systéme dynamique. D’un coté, le drift
produira le plus souvent une force de rappel assurant l'ergodicité de 'EDS. De 'autre, on dis-
tinguera deux sortes de bruit ayant un comportement différent : un bruit Brownien et un bruit
a sauts.

Si (X;) est solution de 'EDS pour un certain h > 0, il est facile de voir qu’en adaptant artifi-
ciellement le drift et la partie sauts, (X;) est également solution du méme type d’EDS pour tout
h' € (0,400) . Dans le cadre général, le choix du parameétre h n’est fondé sur aucune justification
structurelle. C’est pourquoi dans ce cadre, nous conservons une formulation dépendante de h
et veillerons dans la suite & ce que ce paramétre non structurel n’ait pas d’implications sur les
hypothéses. Dans de bonnes situations, on verra cependant que ce paramétre h peut étre sup-
primé car il existe alors une formulation intrinséque de 'EDS. C’est par exemple le cas si (Z])
est localement intégrable ou & variation finie.

Si ce travail semble étre le premier a aborder le probléme de l'approximation du régime sta-
tionnaire pour ce type de processus, il existe en revanche une littérature importante pour
d’autres problémes d’approximation numérique en temps fini. Le probléme consistant a ap-
procher E{g(X7)} (T > 0) pour une fonction g suffisament réguliére, a d’abord été étudié
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par Protter&Talay [PrTa97]. Dans cet article, les auteurs fondent leur approximation sur un
schéma d’Euler "exact", i.e. construit avec les vrais accroissements du processus. Comme on le
verra plus en détail dans la suite, ce type de schéma de discrétisation pose souvent un probléme
de simulabilité. En effet, les accroissements d’un processus de Lévy ne sont pas simulables en
général (exceptés quelques cas particuliers comme les processus stables ou les processus de Pois-
son composés). Dans [JKMPO05], Jacod, Kurtz, Méléard et Protter s’'intéressent alors au méme
probléme en utilisant cette fois un schéma d’Euler "approché", i.e. dans lequel 1’accroissement
exact est remplacé par une approximation (Nous reviendrons sur les possibilités d’approximation
dans la partie 1.2.2).

Un autre probléme en temps fini consiste & approcher la loi d’une fonctionnelle G de la tra-
jectoire (X4,0 < ¢t < T). Lorsque le schéma d’approximation est un schéma d’Euler exact, ce
probléme a été étudié dans Jacod&Protter [JaPr95], et Jacod [Jac04]| . Pour remédier au prob-
leme de simulabilité évoqué précédemment, Rubenthaler [Rub03] dans un cadre général, puis
Rubenthaler& Wiktorsson [RuWi03] dans un cadre plus spécifique, étudient ensuite le méme
probléme en s’appuyant sur un schéma d’Euler approché.

1.2 Approximation de la probabilité invariante

Le premier objectif de cette thése est de développer des méthodes pour approcher la proba-
bilité invariante d’une EDS dirigée par un processus de Lévy général. Dans le cas particulier ol
k =0, i.e. dans le cas ou (X;) est une diffusion Brownienne, ce probléme a fait I’objet d’un certain
nombre d’articles. C’est pourquoi avant de s’intéresser au probléme général, nous commengons
par un rappel d’une partie de ces travaux ainsi que des approches associées.

1.2.1 Différentes approches du probléme

Excepté le cas on (Xy) est une diffusion brownienne unidimensionnelle et certains cas particuliers
comme les processus d’Ornstein-Uhlenbeck, on ne sait en général pas calculer la probabilité in-
variante associée & une EDS de type (1.1). Il faut alors envisager un algorithme d’approximation.
Pour un processus de Markov ergodique (X;) de semi-groupe (P;), on a principalement deux
types de résultat dans lesquels la probabilité invariante v du processus apparait comme limite
(faible) :
. i d t—+o00
e Convergence en loi de (X;) : Vz € R, Py(z,dy) —— v(dy) .

e Convergence de la mesure d’occupation : Vo € R¢, %fg Lixzedy)ds totoo, v(dy) p.s.

Ces deux types de résultats générent deux approches différentes pour l’estimation numérique
de la probabilité invariante. Le premier type de résultat méne & des méthodes de Monte-Carlo.
Pour des travaux dans cette direction dans le cadre des diffusions Browniennes, nous renvoyons &
Kushner [Kus84| (resp. Pflug [Pfi84], Basak, Hu et Wei [BHW97]) pour une approximation basée
sur un schéma d’Euler & pas constant (resp. sur un schéma d’Euler & pas décroissant). Nous
nous intéresserons plus en détail a ’approche de [BHW97| dans les chapitres 7 et 8. Cependant,
dans la majeure partie de la thése, nous nous inspirons du deuxiéme type de résultat qui posséde
un avantage important du point de vue numérique : il est trajectoriel et ne nécessite donc la
simulation que d’une seule trajectoire. Dans ce cadre, le but est alors de construire une suite de
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mesures empiriques (#,) simulable telle que
Up(w, dy) ey v(dy) p.s.

Ce type d’approche a fait I’objet de plusieurs travaux dans le cadre des diffusions Browniennes.
Talay (cf. [Tal90]) considére un schéma d’Euler* (X} )r>1 & pas constant v et construit pour
tout v > 0, une suite (77) de la maniére suivante : ) := 1/nd> 7 ;48 x7_,- Sous les conditions
qui suivent, il montre d’abord que la chaine de Markov homogéne (X)) est ergodique pour tout
v >0:betosont C® a dérivées bornées, o est bornée, la diffusion est uniformément elliptique,
et I’hypothése de Lyapounov suivante est satisfaite :

Ja>0,36>0, VreR, (z,b(z)) < —alz|*+ 8.

En notant 7 P'unique probabilité invariante de (X} )x>1, il montre que
Vi e LWt BN TR ) pss

puis que pour toute fonction f € C*°(R?,R) & croissance polynomiale, o, (f) — v(f) — 0 quand
v — 0.

Une autre approche plus récemment développée par Lamberton&Pages (cf. [LaPa02, LaPa03])
est fondée sur un schéma d’Euler (X,) & pas décroissant : soit (y,) une suite décroissante de
réels strictements positifs telle que T'y, = Y3, 7% — 400 et limy, = 0 quand n — +o0, et
(U,) un bruit blanc ayant suffisamment de moments polynomiaux. Le schéma (X,) est défini
récursivement par

X() =xc ]Rd, X’n—l—l = Xn + ’)’nb(Xn) fYnO'(Xn)Un—}-la (12)

et la suite de mesures empiriques (v,) est alors construite comme une moyenne pondérée par
des poids strictement positifs 7, de somme infinie : 7, = m > k1 M0 X,_,- Les auteurs
admettent alors I’existence d’une fonction de Lyapounov V C? a croissance sous-quadratique telle
qu'il existe a € (0, 1] tel que

b2 + Tr(oo*) = O(VY), et AV < —aVe

Sous cette hypothése, ils montrent alors que, sous des conditions peu contraignantes sur les pas
et les poids?, (7,) est tendue et que toute valeur d’adhérence (#,) est invariante pour 'EDS. En
particulier, si ’EDS admet une unique probabilité invariante,

n—-+0o00

vn(f) —=v(f) ps.

pour un ensemble de fonctions f contenant I’ensemble des fonctions continues bornées (Le résul-
tat est valable pour toute fonction f & croissance polynomiale’ si Tr(oo*) = o(V?)).
Sous une forme légérement différente, ce type d’approche peut étre étendu au cas ou le drift

*Des schémas de Milschtein et du second ordre sont également étudiés.

ta représente l'intensité de la force de rappel

Conditions automatiquement satisfaites si (1 /7n) est décroissante. Pour des conditions plus générales, voir
[Lem05] (on y remarque par exemple qu’il est souvent possible de choisir 7, = 1).

$Pour des extensions au cas oil f est & croissance exponentielle, voir [Lem05|.
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n’est plus a croissance linéaire. Dans ce cadre, le schéma (1.2) peut exploser mais Lemaire mon-
tre qu’en remplagant le pas <y, par un pas stochastique dominé par y,, le méme type de résultat
reste encore valable (voir [Lem06]).

L’approche de Talay et celle de Lamberton et Pages sont relativement différentes du point de vue
de la construction de la suite de mesures empiriques mais également du point de vue des méth-
odes de démonstration. En effet, Talay s’appuie sur le caractére Markovien homogéne du schéma
d’approximation qui permet de prouver l'ergodicité de ce schéma grace & des arguments "a la
Meyn&Tweedie" (irréductibilité, positive récurrence, uniforme ellipticité, ..., voir [MeTw93]).
Le schéma d’Euler & pas décroissant n’étant pas homogéne, les seconds auteurs fondent leurs
preuves sur la stabilité de la chaine de Markov (non homogéne) associée a des méthodes de mar-
tingales (voir [Duf97]| pour des résultats dans cette direction) ainsi que sur un critére d’invariance
fondé sur le générateur infinitésimal : le théoréme d’Echeverria-Weiss (voir théoréme 2.10). En
particulier, cette preuve ne nécessite pas d’hypothése d’uniforme ellipticité (voir [Pag01] pour
une discussion sur ces questions).

Dans la suite, on se basera principalement sur l’approche développée par Lamberton et Pages.

1.2.2 Spécificités liées aux sauts

L’introduction des sauts du processus de Lévy dans ce probléme engendre principalement
deux types de spécificités ou de difficultés associées a la stabilité du systéme dynamique et a la
simulation du schéma d’Euler.

e Stabilité : Alors que le mouvement Brownien a un moment exponentiel, les moments de la
composante de sauts d’un processus de Lévy ne sont pas prédéterminés. En particulier, celle-ci
peut n’avoir que trés peu de moments comme par exemple, dans le cas important des processus
stables. La stabilité globale du systéme dynamique est alors fortement dépendante de la com-
posante de sauts ou plus exactement des grands sauts qui déterminent les moments de (Zf) En
conséquence, contrairement aux diffusions Browniennes, ce moment devient le paramétre prin-
cipal de I’hypothése de Lyapounov associée au systéme. De plus, on verra que le comportement
au voisinage de 0 des moments de (Z}) génére une raideur supplémentaire dans ’hypothése de
Lyapounov (voir Chapitre 3).

e Simulation : La généralisation naturelle de I’approche de Lamberton et Pagés consiste & con-
struire une suite (#,) de la méme maniére que pour les diffusions browniennes mais fondées cette
fois sur le schéma d’Euler & pas décroissant suivant :

Xo = z, Xvn—l—l = X’n + ’Yn—l—lbh(Xn) + \/7n+10(Xn)Un+1 + K(Xn)Zn—l—l

ol Z, désigne I’accroissement de la partie saut du processus de Lévy, i.e. Z, £ Zf;n. Cepen-
dant, comme cela a déja été expliqué précédemment, la simulation exacte des accroissements de
(Z]) n’est en général pas possible car la simulation de ceux de (Y;*) ne 'est pas (en un temps
raisonnable). I1 faut alors remplacer le schéma "exact" (noté (E) dans la suite) par des schémas
de discrétisation "approchés" simulables en remplacant ’accroissement exact par une approxi-
mation.

L’approximation naturelle consiste & tronquer les petits sauts de (Y}?) : soit (u,) une suite de
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réels strictement positifs tel que u, < h et up, — 0 et (Y’ﬁl), la suite de processus de Lévy
construite de la maniére suivante :

Yin= D, AViliaveny —t/

ym(dy)  Vt>0
0<s<t Dl
oit D! = {y € R4, |y| € (un,h]} et AY; = Y;—Y,. Le processus Y™" est un processus de Poisson
composé compensé de paramétres \, = w(D!) et u,(dy) = 1pn (y)m(dy)/m(D!). De plus, Y™"
converge localement uniformément dans L? ver Y, i.e, pour tout T' > 0,

E{ sup |V - Y[} P20,
0<t<T

La suite (Y,’ﬁl)n permet donc de construire un premier schéma approché noté (P) en remplacant
dans la construction de (X,,) les accroissements de (Z}') par ceux de (Zt’fn) ou Z{fn = Yt’fn + N[
Naturellement, la qualité de ce schéma est dépendante du niveau de troncation (uy). En partic-
ulier, plus (u,) décroit vite, plus on a rapidement une "bonne" approximation des accroissements.
Cependant, un tel choix peut entrer en conflit avec le temps de simulation. En effet, le temps de
simulation de la partie sauts & chaque pas de temps est fonction du nombre de sauts du processus
(Z!,) sur lintervalle [0,7y] dont la moyenne est égale & 6, = m(|y| > up)yn. En particulier, si 7
n’est pas une mesure finie, 7.e. si la composante de saut n’est pas un processus de Poisson com-
posé, (0) et le temps de simulation peuvent exploser. C’est pourquoi en pratique, on demandera
que la suite (6,,) soit uniformément bornée, i.e. que la complezité moyenne de l’algorithme soit
linéaire¥.

Quand les variations locales de (Z!) sont trop irréguliéres (dans un sens que nous préciserons
dans la suite), cette hypothése rend ce schéma peu efficace. Cela signifie que la troncation des
petits sauts génére une erreur trop lourde pour notre probléme. Pour remédier & ce probléme,
il nous faut alors corriger cette erreur. Ceci est possible par une wienerisation des petits sauts :
d’apres un article de Asmussen&Rosinski (cf. [GnKob4]), on sait que les petits sauts d’un proces-
sus de Lévy unidimensionnel se comportent asymptotiquement comme un mouvement Brownien
(voir aussi Cohen&Rosinski (cf. [CoR005]|) pour une extension en dimension supérieure). Ainsi,
en adaptant cette idée a notre cadre & pas décroissant, on construit un schéma noté (W) en
remplacant ’accroissement exact par l'accroissement de la somme de Yfln et d’une composante
Brownienne. On verra que ce raffinement permet de conserver la vitesse de convergence du schéma
exact pour une grande classe de processus de Lévy (voir Chapitre 4).

1.3 Structure et résultats de la thése

1.3.1 Stabilité a4 temps continu

L’objectif de cette premiére partie est d’introduire le sujet et de présenter des résultats a
temps continu. Nous rappellerons quelques propriétés générales de 'EDS (1.1) puis nous nous
focaliserons sur des résultats de convergence vers la probabilité invariante. Le résultat principal

T0n verra également que si (6,,) tend vers 0, on peut & chaque pas de temps arréter (Ythn) 4 son premier temps
de saut car alors les autres sauts ont une valeur négligeable pour la convergence de la procédure (voir schéma

(©))-
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de cette partie est le Théoréme 2.19 dans lequel nous obtenons, par des méthodes de martin-
gales, la convergence étroite p.s. de la mesure d’occupation & temps continu vers la probabilité
invariante. Ce théoréme est une extension d’un résultat déja existant dans le cadre des diffusions
Browniennes (voir [Pag01]).

N.B. Dans la plupart des résultats proposés dans ce chapitre ainsi que dans la suite de la theése,
on admet I’existence d’une fonction de Lyapounov pour le systéme dynamique mais on n’aborde
pas ici la question de I’exhibition effective d’une telle fonction pour un systéme dynamique donné.
Il s’agit d’un probléme spécifique (et souvent difficile en pratique). Ce type d’hypothése est clas-
sique. Typiquement, en Mécanique classique, I’énergie du systéme est une fonction de Lyapounov
d’un systéme déterministe lorsqu’il est dissipatif ou hamiltonien, le potentiel en présence de sys-
téme gradient,. .. (voir [Soi94] pour la Mécanique hamiltonienne et plus généralement [Has81]
pour une discussion & ce sujet).

1.3.2 Approximation de la probabilité invariante

La seconde partie est dédiée a I’approximation de la probabilité invariante pour des EDS de
type (1.1).
Dans le chapitre 3, nous nous intéressons a la convergence vers I’ensemble des probabilités invari-
antes de I’'EDS des suites de mesures empiriques induites par les schémas exacts et approchés.
Ce travail est réalisé dans un cadre trés général dans lequel nous supposons seulement que le
processus de Lévy a un moment strictement positif. En introduisant, une hypothése de Lya-
pounov adaptée au moment du processus de Lévy, nous obtenons d’abord un théoréme simple
d’utilisation (Théoréme 3.4). Ce théoréme permet en particulier de retrouver le Théoréme Cen-
tral Limite p.s. pour les processus stables symétriques (mis en évidence par Berkes, Horvath et
Khoshnevisan dans [BHK98]).
Les conditions de Lyapounov devenant trés restrictives quand le processus de Lévy a peu de
moments, nous présentons ensuite une extension de ce résultat (Théoréme 3.5) dans lequel nous
montrons que sous des contraintes plus fortes sur les pas et les poids, il est possible d’assouplir
les conditions sur les coefficients de ’'EDS (1.1).
Excepté le schéma (C), la convergence vers la probabilité invariante des mesures empiriques in-
duites par les schémas approchés ne nécessite pas d’hypothéses supplémentaires (vis-a-vis du
schéma exact) : il suffit que le niveau de troncation u, tende vers 0. Cependant, comme nous
I’avons déja souligné, la qualité de ces schémas, i.e. la vitesse de convergence des suites de mesures
empiriques associées en est fortement dépendante.

Cette question fait I’objet du Chapitre 4 dans lequel nous étudions la vitesse de convergence de
ces procédures et évaluons 'impact de ’approximation des sauts. De maniére & ne pas cumuler
les difficultés techniques, nous nous placons dans un cadre plus restrictif en supposant que le
processus de Lévy a au moins un moment d’ordre 2. Dans le théoréme 4.6, nous montrons dans
un premier temps que si le processus de Lévy a un moment d’ordre supérieur & 4, la vitesse
associée au schéma exact est la m@lzme que pour les diffusions Browniennes. En particulier, la
vitesse optimale est de ’ordre de n3. La question principale relative aux schémas approchés est
alors la suivante : sous quelles conditions peut-on conserver cette vitesse ?

La réponse est donnée par le théoréme 4.8 et la proposition 4.10. Ces résultats montrent en par-
ticulier que sous la condition de simulation sup,,~; 8, < +oo (voir partie 1.2.2 pour la notation),
la vitesse de convergence associée au schéma exact est conservée dans les cas suivants :
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e schéma (P) : si la composante de saut est a variation intégrable.

e schéma (W) : si la composante de saut est & variation 3/2-intégrable.

e schéma (W) : sans conditions si la mesure de Lévy est symétrique.

On montre également une extension partielle de ces résultats quand le processus de Lévy a moins
de moments.

Dans le dernier chapitre de cette partie (Chapitre 5), nous revenons au cas des diffusions browni-
ennes. Nous montrons que si le bruit blanc est symétrique, il est possible d’affaiblir les hypothéses
de stabilité introduites dans [LaPa03] permettant d’assurer la convergence de la suite de mesures
empiriques (). Ce travail permet alors d’étendre les résultats de [LaPa03] & des diffusions que
I'on qualifie de "semi-critiques" car on est proche du stade pour lequel la stabilité est trop faible
pour assurer l’existence de probabilité invariante. Nos résultats sont par exemple applicables aux
cas suivants : lorsque la force de rappel induite par le terme de drift est trés faible (dans un sens
précisé dans la suite) ou lorsque le terme de drift qui crée le plus souvent cette force de rappel
est nul. Dans ce deuxiéme exemple, il ne s’agit plus d’un systéme dynamique standard car la
fonction de Lyapounov agit cette fois sur le facteur diffusif. Ceci signifie que le facteur diffusif
peut lui-méme engendrer une force de rappel.

Bien qu’en apparence assez différents, I’approche & sauts et celle développée dans cette extension
sont assez proches : dans le cadre des EDS dirigées par des Lévy, la contrainte du moment du
processus de Lévy nécessite la mise en oeuvre d’un raisonnement plus fin et 1'utilisation de fonc-
tion de Lyapounov & croissance de plus en plus faible. Dans le cadre des diffusions Browniennes,
cette nécessité n’apparait pas car le mouvement Brownien a un moment exponentiel. Cependant,
quand les conditions deviennent critiques, c’est ce méme type de contrainte dynamique qui est
généré.

Dans ce chapitre, nous prouvons en particulier que sous la condition de symétrie sur le bruit
blanc, 'invariance des probabilités limites de (v,) est complétement indépendante de la stabilité
du systéme. Cela signifie que les seules valeurs d’adhérence potentielles d’une telle suite sont
nécessairement des probabilités invariantes.

1.3.3 Approximation de la loi du processus en régime stationnaire

La derniére partie de la thése est consacrée & ’approximation de la loi du processus en régime
stationnaire, i.e. de la loi du processus (X;) solution de (1.1) de loi initiale une probabilité in-
variante v de 'EDS. Nous la notons P, dans la suite.

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons & une version fonctionnelle de I’approche développée
dans la partie précédente en vue d’une application au pricing d’options vanille et/ou trajectoires
dépendantes.
Soit (7y,) une suite de réels strictement positifs décroissants telle que lim~y, = 0 et '), =
Zzzl v — +oo quand n — 4oo. Soit (X't(o)) le processus cadlag défini récursivement par
Xéo) =z et

(0 (0 0 (0 (0

X" = X{) + (¢ = D) (X)) + o (X)) (Wh = Wi,) + w(X[0) (28— 2L,) Vit € (Tn, Taa.
Le processus (X't(o)) est une version & temps continu du schéma d’Euler "exact" défini dans la
partie 1.2.2. On note (X't(")) la suite de processus translatés définis par (X't(")) = (X ©

R
construit alors une suite de mesures empiriques (1/(“)) sur l'espace des processus cadlag de la

) et on
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maniére suivante : .
1
(n) _
v o, kg_l nké(Xt(k_l))tZO. (1.3)

ou (m) est une suite de poids définie comme précédemment. L’objectif théorique de ce chapitre
est de s’intéresser 4 la convergence de cette suite de mesures empiriques vers le régime station-
naire P,,. L’idée générale des résultats obtenus est la suivante : si (#,) converge vers la probabilité
invariante v, alors, sous une hypothése supplémentaire peu contraignante, (1/(“)) converge p.s.
vers P, pour la topologie de Skorokhod (nous renvoyons au chapitre 6 pour des précisions). Deux
démonstrations sont proposées pour ce résultat. Dans la premiére, on utilise une méthode élé-
gante et rapide ou la convergence p.s. de (1/(“)) est caractérisée par celle de fonctionnelles bornées
et lipschitziennes pour une distance sur D(R, ,R?) adaptée au probléme. La seconde démonstra-
tion est fondée sur une approche du type "Tension + convergence fini-dimensionnelle". L’intérét
principal de cette seconde preuve est de montrer que ’on peut alors s’affranchir du critére de
caractérisation des probabilités invariantes souvent utilisé jusqu’alors : le théoréme d’Echeverria-
Weiss. En un sens, cette seconde approche fournit en fait une preuve de ce théoréme adaptée a
ce type de processus.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on montre sur des exemples concrets que ce travail donne
une nouvelle méthode numérique de valorisation d’options dans des modéles & volatilité stochas-
tique stationnairell. I’idée globale est la suivante : lorsque la volatilité est en régime stationnaire,
on peut écrire I’option comme 1’espérance d’une fonctionnelle explicite :

e du processus de volatilité seul dans des cas particuliers comme les options européennes Call-Put
dans le modéle de Heston (grace a la formule de Black-Scholes).

e d'un processus multi-dimensionnel en régime stationnaire dans le cas généra
Si les processus ci-dessus sont solutions d’EDS dirigées par des Lévy, alors notre méthode est
applicable.

Nous testons d’abord cette méthode numérique sur le modéle de Heston pour des options eu-
ropéennes Call-Put. Pour ce type d’options, il existe une formule semi-fermée. Ainsi, cet exemple
constitue un banc d’essai numérique. Ensuite, nous valorisons des options asiatiques Call-Put
dans ce méme modéle de Heston, cadre dans lequel on peut constater que cette méthode fournit
de bons résultats numériques. Nous valorisons enfin des options asiatiques dans des variantes du
modéle de Heston : d’abord dans un exemple ou la volatilité contient elle-méme un paramétre
stochastique puis dans le modéle de Bates dans lequel on suppose qu’il a des sauts dans le pro-
cessus de prix. L’ensemble des résultats numériques obtenus montre que cette méthode peut
s’avérer compétitive pour ce probléme.

1-**

Dans les deux derniers chapitres, on s’intéresse toujours & ’approximation fonctionnelle d’un
processus solution d’'une EDS avec sauts mais cette fois sous ’angle, non abordé jusqu’a présent,
de la convergence en loi.

Dans le chapitre 7, nous nous intéressons & la convergence en loi de la suite de processus (X (”)).

INous renvoyons au chapitre 6 pour la justification pratique de l'utilisation de tels modéles.

**La seconde méthode est en réalité basée sur une construction artificielle d’un processus stationnaire car en
réalité, dans les modeles classiques, le prix S; de l'actif est une fonctionnelle de la volatilité et d’une intégrale
stochastique dirigée par un Lévy. Ce dernier processus n’a pas de propriété de stationnarité mais peut étre
artificiellement écrit comme une fonctionnelle d’un processus stationnaire. Par exemple, pour un mouvement
Brownien (W), on peut toujours écrire W; = X; — Xo — fot Xsds ot (X;) est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
Ainsi, de maniére indirecte, on se raméne & une fonctionnelle d’un processus stationnaire.
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Nous nous inspirons d’un travail de Basak, Hu et Wei [BHW97] réalisé dans le cadre des diffusions
Browniennes. Nous montrons que cette approche se généralise aux EDS dirigées par des Lévy et
prouvons que (X (")) converge en loi pour la topologie de Skorokhod vers la solution de I'EDS en
régime stationnaire. Pour ce résultat, nous n’utilisons pas le théoréme d’Echeverria-Weiss pour
caractériser la probabilité invariante mais une technique proposée par les auteurs qui se base sur
une convergence uniforme sur les compacts du semi-groupe vers la probabilité invariante. C’est
pourquoi ce résultat nécessite des hypothéses supplémentaires qui assurent ce type de conditions.
Les EDS asymptotiquement confluentes vérifiant cette condition, nous terminons donc ce chapitre
par une présentation explicite de conditions d’asymptotique confluence pour ce type de processus.

Dans le dernier chapitre, nous obtenons un résultat limite fonctionnel pour le maximum de
variables i.i.d. en adaptant les résultats du chapitre 7. On s’intéresse & M,, = max(&y,...,&,)
ou (&k)k>1 est une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. lorsque &; appartient au domaine
d’attraction d’une loi maz-stable, (ce qui signifie que l'on peut construire des suites (ay) et (by)
telles que (X, = Mz;b") converge en loi vers une distribution non dégénérée). L’idée principale
de ce travail est de montrer que (X,) peut étre vu comme 'approximation d’un schéma d’Euler
a pas décroissant associé & une EDS avec sauts Markovienne et ergodique. Nous établissons alors
un résultat de convergence en loi de la suite de processus constants par morceaux ( _t(n)) sous-
jacente & la suite (Xk)kzn- L’objet limite obtenu est une EDS avec sauts Markovienne mais il
ne s’agit pas d’'une EDS dirigée par un processus de Lévy car la taille et l'intensité des sauts

dépendent de la position du processus.

1.4 Notations

Avant de terminer ce chapitre d’introduction, nous souhaitons indiquer les notations les plus
fréquemment utilisées au cours de la thése.
Le produit scalaire sur R? est noté (.,.) et la norme euclidienne | . |. L’ensemble des matrices réelles
& d lignes et [ colonnes est noté My,. Pour M € Mgy, on note ||M| := supy<iy |[Mz|/|z].
Si M € Mgy, Tr(M) désigne la trace de M. Si de plus, M est symétrique, on note Ay =
max(0, A1, ..., Ag) o0l Aq,...,\g sont les valeurs propres de M. Pour tout z € R?,

Mz®? = z*Mz < Ay|z)?. (1.4)

L’ensemble des fonctions continues bornées (resp. nulles & I’infini) est noté Cy(R?) (resp. Co(R?)).
De méme, pour | € N*, CZK(]Rd) désigne ’ensemble des fonctions de classe C! & support compact.
Une fonction f: E+— F (ou E et F sont des espaces vectoriels normés) est dite p-Holder

= sup @ = I@)le

z,yel llz — CUHI])«J

< 400

Dans le cas particulier ot f est lispchitzienne, on pose [f] := [f]:-

Enfin, une fonction V : R® — R sera dite Essentiellement Quadratique si elle est strictement

positive, de classe C2, si V (x) Moﬁ) 400 et si

IVVI2<CV et sup ||D?*V(z)| < +oo. (1.5)
z€R?
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On note alors v := minga V' (v est strictement positif). L’ensemble £ Q(R?) désigne alors ’ensem-
ble des fonctions V essentiellement quadratiques sur R?. (£Q(R?) contient I’ensemble des fonc-
tions de la forme V(z) = p + Sz®2 oil p est un nombre strictement positif et S est une matrice

d x d symétrique et définie positive).






Chapitre 2

Généralités et Résultats & temps continu

Résumé

L’objectif de ce chapitre est de présenter des résultats de convergence vers la probabilité invariante pour
un processus (X;) solution d’une EDS dirigée par un Lévy. Aprés une présentation sommaire des processus
de Lévy puis du type d’EDS que nous étudions, nous rappelons quelques résultats d’existence et d’unicité
de la probabilité invariante pour un processus de Markov général. Enfin, nous présentons un résultat
spécifique aux EDS dirigées par des Lévy (Théoréme 2.19) dans lequel nous obtenons la convergence
de la mesure d’occupation vers la probabilité invariante par un raisonnement basé sur des méthodes de
martingales.

2.1 Présentation de 'EDS

2.1.1 Processus de Lévy

Dans cette partie, on rappelle quelques propriétés des processus de Lévy a valeurs dans R qui
nous seront utiles dans la suite (pour une introduction aux processus de Lévy, voir e.g. [Ber96],
[Sat99] ou [Pro90]). Rappelons-en d’abord une définition.

Définition 2.1 Soit (Q,F, (Ft)i>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions
habituelles et (Ly)1>0 un processus (F;)-adapté a valeurs dans Rl (I € N*) tel que Lo = 0. Alors,
le processus (L) est un processus de Lévy si

(i) (Lt)i>0 est a accroissements indépendants, i.e. pour tout n > 1, pour tous to,...1, tels que
0<ty<ti...<tpn, Ly, Ly; — Lyy,. .., Ly, — Ly, _, sont (globalement) indépendants.

(ii) (L¢)i>0 est a accroissements stationnaires, i.e. pour tous s,t tels que 0 < s <t, Ly — Lg a la
méme loi que Ly .

(iii) (L¢)i>0 est un processus d trajectoires p.s. cadlag.

Notons AL; = L; — L—. On définit alors la mesure de comptage aléatoire ns(w,dy) sur R'\{0}
par : pour tout A € B(R\{0}), ny(w,A) = > <; 1a(AL,). On appelle alors mesure de Lévy,
la mesure définie sur R'\{0} par

m(A) = E{ni(.,A)} VA € B(R'\{0}).
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(AL;) est un processus ponctuel de Poisson a valeurs dans R'\{0} de mesure d’intensité 7 (voir
[Ber96]). En particulier, on bénéficie alors d’une formule de compensation qui sera souvent utilisée
dans la suite :

Proposition 2.2 Soit H un processus défini sur Ry x Q x R, P(F;) @ B(R') mesurable tel
que H(s,w,0) = 0. Alors,
(i) Si H est positif,

IE{ Z H(s,w,ALs)} :E{ /Otds/w(dy)H(s,w,y)}.

0<s<t

(#) Supposons que E{f(f ds [ w(dy)|H(s,w,y)|} < oo pour tout t > 0. Le processus (M) défini

par My := Y H(s,w,ALg) — fot ds [ n(dy)H (s,w,y) est une (F;)-martingale.

0<s<t
(#i) Supposons que f(f ds [ (dy)|H(s,w,y)| < oo p.s. pour tout t > 0. Le processus (M) défini
ci-dessus est alors une (Fi)-martingale locale.

Preuve : Nous renvoyons a [ReYo091|, p.475 pour une preuve de (z) et ().

(413) Posons A; = fg ds [ w(dy)|H(s,w,y)| et 7, = inf{t > 0, A; > n}. Le processus (A;) étant
p.s. continu, on en déduit que |Asar, | < n. Ainsi, d’aprés (i), (Miar, )¢>0 est une martingale.
(Tn)nen est une suite croissante de temps d’arrét telle que 7, D2ER 4o p.s. (My) est donc
une martingale locale. 0O

Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs telle que u, — 0. Soit h > 0 et (Yt{ln) la suite de
processus définis par

Y;:’,ln = Z Ale{ALseDg} - t/ ym(dy) Vi >0
0<s<t D}

ott D! = {y € R\, u,, < |y| < h}. Le processus Y{’n est un processus de Poisson composé compensé
d’intensité A = 7(D!) dont la loi des sauts est donnée par u(dy) = 1pn (y)m(dy)/m(D}). En
particulier, en tant que processus de Lévy centré, (Yt’,’n)tzo est une martingale. La suite de
martingales (Yfln) converge localement uniformément dans L? vers un processus Y, i.e. pour
tout T' > 0,

E{ sup |V} — Y/} % 0. (2.1)
0<t<T

On rappelle alors la décomposition de Lévy-Khintchine d’un processus de Lévy & valeurs dans
R :

Théoréme 2.3 Soit (L;) un processus de Lévy a valeurs dans R'. Alors, [(|y|> Al)w(dy) < 400
et pour tout h > 0, pour tout t > 0, E{eXwli)} = e~ (W) oy

wla) = ilon )+ 5(Qui + [ (1= 4 itu,) 1))

ap € R et Q est une matrice | x 1 symétrique positive. Le processus (Ly) admet alors la décom-
position suivante :
Li = apt +/QW; + Y + N}
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ot (Wy), (Y}?) et (N]}) sont des processus indépendants tels que (W) est un mouvement Brownien
standard [-dimensionnel, (Y;?) est défini par (3.2) et (N}') défini par N} = Y o<s<t ALslyaL,>n)
est un processus de Poisson composé de paramétres \' = m(|y| > h) et uP(dy) = 77rag(;(\lg)h) Ljy[>h} -
Un processus de Lévy est donc composé d’un terme de drift, d’une une partie brownienne, d’une
martingale purement discontinue et d’un processus de Poisson.

Nous nous intéressons maintenant aux moments et au comportement local d’'un processus de
Lévy. D’abord, un processus de Lévy a sauts bornés a des moments de tous ordres pour tout

t > 0. En particulier, (Y;?) a des moments de tous ordres. Cela signifie que les moments d'un
processus de Lévy sont dictés par ceux de (N). Or, on peut montrer que pour p > 0,

E{|N!?P} < 400 = 7(dy)|y|*P < +oo.
ly|>h
Ainsi,
E{|L} %} < foo = / r(dy)ly? < +oo. (2.2)
ly|>h
En revanche, les variations locales d’un processus de Lévy sont dictées par celles du mouvement

Brownien et de (Y}?). Le mouvement Brownien est & variation quadratique intégrable tandis que
les variations de (Y;?) sont données par la mesure de Lévy. Pour ¢ > 0,

E{ > |AY)Y} < 400 = 7(dy)|y|*? < +oo0.
0<s<t ly|<h

En particulier, comme [(|y|*> A 1)7(dy) < o0, il existe nécessairement ¢ < 1 pour lequel la
propriété ci-dessus est satisfaite.
On introduit alors deux hypothéses fondamentales pour toute la suite :

(HII,) : /|>1 7(dy)|y|* < +oo p>0 (2.3)

(Hz) : /||<1 7r(dy)|y|2q < +o00. 0<¢g<1.
yl<

2.1.2 Formulation de 'EDS

Soit h > 0. Notons Z! = Y} + NJ*. Avec les notations introduites dans la décomposition de
Lévy-Khintchine, nous considérons (X;)s>0, processus cadlag solution de 'EDS suivante :

dX; = b(X,-)dt + o(X-)dW; + k(X,-)dZP (2.4)

ol b, o et Kk sont continues et sous-linéaires & valeurs respectives dans R¢, My, Mg, (ensemble
des matrices réelles & d lignes et [ colonnes).

Sous cette forme, ’équation (2.4) n’admet pas de représentation unique a cause de la troncation
(sauf si 7 est symétrique car alors f\ylzh ym(dy) = 0 pour tout h > 0). On remarque que pour
h' # h, 'équation s’écrit aussi :

dX, = b (X,-)dt + o(X,- )dW, + k(X )dZY
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ou,
o — b + k(z) fh<|y\§h' ym(dy) sih' € (0,h) (2.5)
b — k(z) fh<|y\§h' ym(dy) sih' € (h,+00).

Cependant, dans de nombreuses situations, il est possible de privilégier une forme canonique de
(2.4). Cest le cas lorsque (N});>o est intégrable, car on peut alors compenser les grands sauts
du processus de Lévy (i.e. prendre h = +00), ou lorsque (Yth)tzo est & variation localement finie,
car alors on peut a U'inverse ne pas compenser les petits sauts du processus de Lévy (i.e. prendre
h=0).

C’est pourquoi dans la suite, nous adopterons l’écriture générique suivante :

dX; = b(X,-)dt + o(X,- )dW, + K(X,- )dZ, (2.6)

ou la définition de b et Z dépend de p et ¢ : soient p > 0 et ¢ < 1 tels que (Hrl,) et (Hg) soient
satisfaites. Alors, si :
Cas 1 :p>1/2,

b(z) = bh(:v) + / ym(dy)k(z) = b>(z), Zy=7=Y+ N, avec
{lyl>n}

Y; =Y} et Ny = NP — t/ ym(dy)
{ly|>h}
Cas 2 :p,q<1/2,

b(z) = bh(a:) + / ym(dy)k(z) = bo(a:), Zy = ZtO =Y, + N avec
{lyl<h}

Y, =Y +t/ yr(dy) et  Ny= NP
{ly|<h}

Cas 3 :p<1/2<yq,
b(z) = b*(x) Zy=7"' =Y, + N, avec
;=YY" e N,=NI
N.B : Les notations ci-dessus seront maintenues dans toute la suite de la thése.

Remarque 2.4 Les cas 1 et 2 sont des formulations réellement indépendantes de h tandis que
le cas 3 est simplement une convention d’écriture. Bien que la formulation associée au cas 1 ait
un sens dans le cas critique p = 1/2, nous choisissons pour des raisons techniques d’adopter les
notations du cas 3. Dans le cadre de notre probléme, ’avantage des formulations 1 et 2 et de
distinguer de maniére claire la force de rappel et le bruit du systéme dynamique. En effet, dans
le cas 1, la composante de saut génére du drift si elle est non centrée. La formulation 1 permet
alors d’écrire le systéme dynamique sous une forme standard "systéme différentiel pertubé par
un bruit centré". Quand p < 1/2, la composante de saut n’est pas intégrable, on est alors obligé
de la considérer comme une composante ne générant que du bruit (méme si elle est décentrée).
La formulation 2 permet alors d’isoler clairement cette composante de saut.

Le cas 1 contient par exemple les processus de Poisson composé ayant un moment strictement
supérieur & 1 et les processus stables d’ordre o« > 1. Le cas 2 contient les processus de Poisson
composé de moment inférieur & 1 et les processus stables d’ordre a < 1. Le cas 3 contient les
processus stables d’ordre 1.
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Rappelons un résultat concernant 1’existence, I’unicité et la structure Markovienne des solutions
de (2.6) (voir [Pro90]).

Théoréme 2.5 Supposons que b, o et k soient localement Lipschitziennes et sous-linéaires. Soit
(Q,F,(F),P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions habituelles et Xy une
variable aléatoire sur (Q, F,P) a valeurs dans RE. Alors, pour tout (Fi)-mouvement Brownien
(Wi)i>0, pour tout processus (Zi)i>o défini comme précédemment (Fi)-mesurable, I’EDS (2.6)
admet une unique solution cadlag (X;)i>o de valeur initiale Xo. De plus, (X;);>0 est un processus
de Markov Fellérien.

Remarque 2.6 Parmi les EDS dirigées par des semi-martingales, ’ensemble des EDS dirigées
par des Lévy constitue la classe maximale pour laquelle les solutions bénéficient d’une structure
Markovienne. En effet, d’aprés un résultat de Jacod et Protter (voir [JaPr91]) sous des conditions
appropriées sur les coefficients, un processus stochastique solution d’une EDS dirigée par une
semimartingale homogéne est un processus de Markov si et seulement si le processus dirigeant
I’équation est un processus de Lévy.

2.2 Générateur infinitésimal et stationnarité

2.2.1 Deéfinition et calcul

Plusieurs définitions peuvent correspondre & la notion de générateur. Nous utiliserons ici une
définition adaptée a des processus Fellériens & valeurs dans R%.

Définition 2.7 Soit (X;)¢>0 un processus de Markov homogéne & valeurs dans R¢ de semi-
groupe de transition (P;);>o Fellérien. On appelle générateur infinitésimal de (P;)s>0, un couple
(A, D(A)) on D(A) est contenu dans Co(R?) et A désigne un opérateur A : D(A) — Co(R?) , et
vérifiant :

Vf € D(A),Vt>0,Vz € RY, P,f(z) = f(z) —i—/OtPs(Af)(x)ds. (2.7)

N.B. Dans cette définition et dans toute la suite, D(A) désigne simplement un sous-ensemble de
Co(R?) sur lequel A est bien défini et (2.7) est satisfait. En particulier, il ne s’agit pas néces-
sairement du plus grand sous-ensemble de Cq(R?%) pour lequel les deux propriétés ci-dessus sont
satisfaites.

Cette définition implique que %Pt f(z)i=0 :== %i_r)%w = Af(z). Le générateur a donc la
qualité d’apporter une information dynamique sur le processus, la précision de cette information
étant fonction de la taille de D(A). Si D(A) est suffisament grand, alors, en quelque sorte, 'in-
formation dynamique est suffisante pour que le générateur caractérise le semi-groupe.

Notons (FP;)¢>0 le semi-groupe de transition de (X;)¢>o solution de (2.6) et F; = o(X,,s < 1).

Proposition 2.8 Soit A l'opérateur de C%(R?) dans Cy(R?) défini par :

Af(@) = (V1.P)@) + 3 To(o D2 fo)(@) + [ B, y)(ay) 29



24 Résultats a temps continu

o, HMMz,y) = f(z + k(z)y) — f(z) = (V, 6(2)y)1{1y1<n)- AlOTS

(i) Pour toute fonction f € C%(R4), Vt >0,Vz € R, P,f(z) +f0 ds.

(i) Si de plus, |k(z)|| = o(|z|) quand |z| — +o0, alors pour toute fonctzon f € CQ( RY)), Af
appartient a l'ensemble Co(R?) des fonctions continues nulles a l'infini.

Remarque 2.9 On note que dans le cas 1, on peut écrire :

Af(@) = (V1.B(a) + 5T Do) ) + [ HI® (o, y)n(d)

et que dans le cas 2,

Afa) = (V£,8)(0) + 3 Ts(o" D2fo)(o) + [ HIO(a, ().

L’assertion (i) sera nécessaire dans la suite pour satisfaire les conditions du théoréme d’Echeverria-
Weiss (voir théoréme 2.10). On note que la condition ||k(z)]| [el2te0 o(|z|) ne peut étre affaiblie
en général. Il suffit pour cela de prendre k(xz) = z et Z un processus de Poisson standard.

Preuve : (i) Soit f € C%(R?). Pour g: R - R, C = (¢; ;) : R — My, et M une martingale
locale, on notera

i d
/O(Vg(Xs_),C(XS_)dMs) ;:ZZ/ (V9)i(X-)eij(X,- )dMY. (2.9)

Supposons que Xg = = € R?. D’aprés la formule d’Ito,
t b t
F(X0) = f(z) + /0 (V£,67) (X,-)ds + /0 (VF(X,),0(X,-)dWy)

t 1 t i ,
+ [V ) nX v + 5 [ oo Do)t 3 AN, AZL),

Comme k est sous-linéaire,

|z -1
2

|z + K(z)y)| > || = Cly[(1 + |2]) >

deés que |y| < 1/2C. On pose alors § = 1/2C. Comme f est a support compact, il existe R > 0
tq supp f C B(0,R). Posons M = 2R + 1. On remarque que pour tout (z,y) € R? x R tel
que |z| > M, et |y| € (0,8], HP(z,y) = 0. Ainsi, d’aprés la formule de Taylor, pour tout z € R%,

. 1D fllso( sup  Is(2)I?) lyl? si |y < 9.
|H R (z,y)| < 2€B(0,M) (2.10)

2/ lloo + 10,0y x (0,0 (2 )V £ (@)]-(2) [I-[y] st [y] > 6.

On en déduit que
|HIM(z,)| < CulylPLyy<s + Colyss < Clyl> A1).
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Ainsi, comme [(|y|*> A 1)m(dy) < oo,

// (dy)|H ( s,y)|}<oo Vi > 0.

Cette condition est suffisante d’aprés la proposition 2.2 pour que le processus compensé (A?{c )

défini par :
t
Al = Z Hf(Xs,AZQ)—/ /n(dy)Hf(Xs,y)
0<s<t 0

soit une vraie martingale centrée. D’autre part, comme Y" est un processus de Lévy centré,
il en est de méme pour chaque composante. Ainsi, pour tout j € {1,...,l}, (Y?)J est une
martingale. De méme, chaque W7 est une martingale, et donc : [;(Vf)if(Xs-)oi (X~ )dW!
et [5(V)if (Xs-)ri;j(X,-)d(Y])I sont de vraies martingales car leurs intégrands respectifs sont
bornés. On obtient alors :

t
B} = £@) +B{ [ (V1.0 + 5120 D)) (X, + [ wlan) B (X )i}
On en déduit (i) grace au théoréme de Fubini.

(i4) On remarque que la fonction Af € Co(R?) si et seulement si g(z) = [ (dy)H/(z,y) €
Co(R?). La fonction g est continue via I'inégalité (2.10) et le théoréme de continuité de Lebesgue.
|m|—>+oo

Comme ||k(z)]] o(|z]), a y fixe, il existe M(y) > 0 tel que pour tout |z| > M(y),
|z + k(x)y| > R et |x| > R. On en déduit

|z|—>+o00
) —

Vy € RS HY (z,y 0.

L’inégalité (2.10) et le théoréme de convergence dominée impliquent alors que

/ r(dy) B (z,5) =% 0,

2.2.2 Le théoréme d’Echeverria-Weiss

Au cours de I'exposé, nous privilégierons la notion de générateur & celle de semi-groupe. Nous
rappelons ici un critére basé sur le générateur assurant qu’une probabilité est invariante pour un
processus (voir [EtKu86], p. 238, [LaPa02|, [Lem05]).

Théoréme 2.10 Soit E un espace polonais localement compact et A : D(A) C Co(E) — Co(E)
un opérateur satisfaisant le principe du mazimum positif *. Si D(A) contient une algébre dense
dans (Co(E),||-|loc), sur laquelle il existe une suite (fy)n satisfaisant :

n—oo

(4) Sgg(”fnnoo"' |Afalloo) < +o00 (i) YV € E, fulz )n—>_oo> let Afp(z) —— 0 (2.11)

*Un opérateur A défini sur D(A) & valeurs dans Co(E) vérifie le principe du maximum positif si

Vf e D(4), Sggf(x) = f(z0) = Af(x0) <0.
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alors, pour toute probabilité v définie sur (E, Bor(E)) satisfaisant [, Afdv =0V f € D(A), i
existe une solution stationnaire au probléme de martingale (A,v).

Remarque 2.11 Nous renvoyons & [EtKu86| pour une preuve de ce résultat quand E est un
espace compact. Dans le cas localement compact, la condition (2.11) n’apparait pas dans [EtKu86|
mais semble pourtant nécessaire pour assurer l’existence de solution au probléme de martingale.
Nous renvoyons donc & [Lem05] pour une preuve de ce théoréme dans le cas localement compact.

Corollaire 2.12 Soit A lopérateur défini par (2.8) et v probabilité sur B(R?) tels que :

/ Afdv =0  Vf € CL(R?).
R4

Si b, o et k sont continues et sous-linéaires et que ||k(z)]] 2l 20 o(|z|), alors il existe un
processus de Markov stationnaire (X;);>0 de générateur A tel que Px, = v. En particulier, si b,
o et k sont localement lipschitziennes, alors v est invariante pour (Xi)i>o solution de (2.6).

Preuve : On vérifie les hypothéses du théoréme 2.10. Posons D(A4) = C%(RY). 11 s’agit d’une
algebre dense dans Co(R?). A vérifie le principe du maximum positif (c’est évident pour tout
générateur car Af(z) = limyo(P:f(z) — f(z))/t). Soit ¢ € C%(R?) telle que #(0) = 1. La
condition (2.11) est satisfaite par la suite de fonctions définies par : Vn € N*, f,(z) = ¢(3). En

effet, (f)n>1 est contenue dans C%(R?) et f,,(z) 7%, 1. D’autre part,

2n2
M) (%) ! <V¢(%),fﬂ(w)y1{\y|5h}>-

n n n

1 X 1 % x _
Afale) = S(V9(5),W@)) + 5550 D90)(5) + [ H" (o))
on, H"(z,y) = ¢(
D’une part, il est clair que pour tout z € R%,

1 x 1 T, n—oo
— =), b —Tr(0c*D*po)(=) 22 0.
(VH(2),b(@)) + 55 Tr(0" D¢ 0) ()
D’autre part, on remarque par la formule de Taylor que Vz,y € R¢,
_ 1
|H"™ (2, y)|[1{y|<ny < EHD2¢HOOHK'($)||2|y|21|y\§h =50

o 1
" (2,9) Ly 5h < —|Vloolls(@) |- y/1gy5m) “= 0.

La premiére inégalité montre en particulier que H"(z,y) est dominé par une fonction intégrable
par rapport a 7(dy)1j, <, Comme H"(z,y) est également bornée sur 'ensemble {|y| > h} et que

m(dy)1¢ly| > h} est une mesure finie, on déduit finalement du théoréme de convergence dominée
n—oQ

que Af,(x) —— 0.

Enfin, sup sup |Afn(z)| < +oc0. En effet, soit R > 0 tq supp ¢ est inclus dans B(0, R). Alors
n>1 gecRd

supp fn est inclus dans B(0,nR). Comme b, o et k sont & croissance linéaire, on a alors

sup |Afn(z)| < C{H2E 4 % + 1}, d’ou le résultat.

rERY

Les conditions du théoréme 2.10 sont bien satisfaites. Ainsi, il existe un processus de Markov
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stationnaire (X;);>0 de générateur A tel que Px, = v. Si de plus, b, 0 et & sont localement
lipschitziennes, alors on a unicité pour le probléme de martingale (A, ). Or, comme (X;);>0 so-
lution de (2.6) de loi initiale v est solution du probléme de martingale, (X;)¢>o est nécessairement
stationnaire sous P,,. 0

2.3 Stabilité & temps continu

L’objectif principal de cette section est d’établir, sous une hypothése de Lyapounov, la con-
vergence de la mesure d’occupation du processus (X;) solution de 'EDS (2.6) vers la probabilité
invariante v de ’'EDS (2.6). Plus précisément, pour tout z € R?, pour tout w € Q, pour tout
fonction f: R? — R continue bornée, notons

i) =1 [ 1X@)ds (212)

la mesure d’occupation du processus (X[) (solution de 'EDS (2.6) issue de z). Sous une hy-
pothése de Lyapounov, nous montrons dans le Théoréme 2.19 que la famille (v (w,dy));>1 est
p.s. tendue et que toute valeur d’adhérence de cette suite est nécessairement invariante pour
IEDS (2.6). La propriété établie ci-dessus est généralement appelée stabilité du processus (X;)
si on a de plus 'unicité de la probabilité invariante.

Avant d’énoncer ce théoréme spécifique au type de processus que nous étudions, nous rappelons
d’abord quelques notions et résultats généraux pour un processus de Markov fellérien. Etant
donné que dans le théoréme 2.19, nous ne nous placons pas dans un cadre ot on a nécessaire-
ment unicité de la probabilité invariante, nous rappelons en particulier dans cette premiére partie
deux types d’hypothéses classiques qui permettent d’assurer 1'unicité de la probabilité invariante :
lirréductibilité et ’asymptotique confluence.

2.3.1 Rappels dans un cadre général

Définition 2.13 Soit (X;) un processus de Markov a valeurs dans R? de générateur infinitésimal
A. Nous dirons que V : RY s R est une fonction de Lyapounov pour (X;) si elle est continue,
strictement positive et si,

lim V(z) =400 et limsupAV(z) <O0.

|z|—=+o00 || =400

Proposition 2.14 Soit (X;);>0 un processus de Markov Fellérien & valeurs dans R* de semi-
groupe (Py)i>0 et de générateur infinitésimal A tel que V est fonction de Lyapounov pour (X;).
Alors, supposons qu’il existe g : RY — R telle que supga g(z) < +oc e,

t
AV <g, limsupg(z) <0 et PV(z)<V(z) +/ Psg(z)ds. (2.13)
|z|—=+00 0

Alors, (X¢)i>0 admet au moins une probabilité invariante v.

La fonction g la plus naturelle est g = AV. Cependant, comme on va le voir dans le cas des EDS
dirigées par des Lévy (voir proposition 2.18), il est souvent plus facile de dominer la fonction AV
de maniére & se ramener & une fonction bornée.
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Proposition 2.15 Supposons que les hypothéses de la proposition 2.14 soient satisfaites. Sup-
posons de plus que (Py)i>o satisfasse 'hypothése suivante :

(Lebesgue)-Irréductibilité : Il existe ty > 0 tel que Py (x, dy) ~ Ag(dy) pour tout z € R4,

Alors, il existe une unique probabilité invariante v pour le processus (X;). De plus, v(dz) ~ Ag(dz)
et pour toute fonction f localement bornée v-intégrable,

1 t
vz e R, P, —p.s, 2/ f(X,)ds H£>/de. (2.14)
0

On dit alors que (Xt)i>0 est positif récurrent.

Nous renvoyons & [Pag01] pour une preuve des résultats ci-dessus (la preuve du second résultat
s’appuie pour l'essentiel sur le théoréme ergodique ponctuel de Birkhoff). L’irréductibilité est
une hypothése contraignante mais sa force est de pouvoir alors obtenir la convergence le long de
I’ensemble des fonctions localement bornées v-intégrables. Pour des conditions d’irréductibilité
pour un processus solution de (2.6), nous renvoyons a Fournier ([Fou99] et [FoGi04]).

Nous terminons par un résultat d’unicité sous une hypothése d’asymptotique confluence.

Définition 2.16 Soit (X;) un processus de Markov de semi-groupe (P;). (X;) est dit asympto-
tiquement confluent si pour tous z,y € R%, pour toute fonction f continue bornée,

t—400

P f(z) — B f(y) —— 0. (2.15)
En particulier, si pour tous z,y € R, X¥ — X} 2F% 0 en probabilité, alors (X;) est asymp-
totiquement confluent.

Proposition 2.17 Supposons que les hypothéses de la proposition 2.14 soient satisfaites. Si de
plus, (X;) est asymptotiquement confluent, alors, il existe une unique probabilité invariante pour
le processus (Xi). En particulier, si (vf(w,dy))i>1 est Py — p.s. tendue pour tout z € R, alors
le processus est stable, i.e. pour toute fonction f continue bornée,

1 t
Vz eRY, P, —p.s, 2/ F(X,)ds m)/fdu. (2.16)
0

Ce second résultat donne une nouvelle possibilité pour assurer 'unicité de la probabilité invariante
notamment dans des cas ol 'hypothése d’irréductibilité n’est pas satisfaite. C’est le cas par ex-
emple pour un processus d’Ornstein-Uhlenbeck d-dimensionnel de la forme dX; = —X;dt+ %dW,
ou rg(X) < d. En revanche, sous la forme trés faible sous laquelle elle est énoncée, I’hypothése
d’asymptotique confluence ne permet pas d’établir la P, — p.s. convergence étroite de la famille
(vf(w,dy))s>1- Nous devons donc nous replacer dans le cadre du Théoréme 2.19 dont la premiére
partie a pour objet d’établir cette tension.

Notons cependant que certaines formes plus fortes de I’hypothése d’asymptotique confluence (cf
[Lem05] ou partie 7.4) entrainent ’hypothése dite de rappel énoncée dans le théoréme 2.19. Une
telle hypothése renforcée est notamment vérifiée pour les processus de Ornstein-Uhlenbeck. Un
critére d’asymptotique confluence "forte" pour des processus solutions de (2.6) est établi dans le
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chapitre 7 (voir proposition 7.12).
Preuve de la proposition 2.17. Soit v une probabilité invariante associée a (Xy). Soit f
lipschitzienne bornée. Comme vP; = v,

Pf(z) - v(f) = / (Puf () — Pof () (dy).

Sous la condition (2.15), pour tous z,y € R¢, (P.f(z) — P;f(y)) 1249 0. On en déduit par le
théoréme de convergence dominée que pour toute fonction lispchitzienne bornée,

Pf(z) =55 u(f) (2.17)

ce qui prouve l'unicité. La suite est évidente.

2.3.2 Stabilité du processus (X;) solution de (2.6)

Dans toute cette partie, V désigne une fonction essentiellement quadratique, i.e. V € £ Q(R%)
(Notation introduite dans la partie 1.4). Avant d’énoncer le résultat principal, nous donnons dans
la proposition suivante un critére d’existence de probabilité invariante pour (X;) solution de (2.6)
dont la preuve est établie en annexe.

Proposition 2.18 Soit p > 0 tel que I’hypothése (H:,) soit satisfaite. Supposons qu’il eriste une
fonction V€ EQ(RY) telle que VP soit fonction de Lyapounov pour (X;) solution de (2.6). Alors,
I’EDS (2.6) admet au moins une probabilité invariante.

On introduit maintenant un nouveau parameétre a € (0, 1] relatif a U'intensité de la force de
rappel du systéme dynamique. On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 2.19 Soient p > 0, ¢ € [0,1], a € (0,1]. Supposons que (H%,), (Hg) ainsi que les
deux hypothéses ci-dessous soient satisfaites.

62 < CVetP=1 et ||x]|22 < CVO®+e=D_ (@ €[0,1)) sip<1

. ES < a
(i) Trloo?) <OV, { k|2 < cve sip> 1.

(ii) Hypothése de rappel : Il existe « > 0 et B € R AVP <  — oV otP~ 1,

Notons (XF) une solution de I'E.D.S (2.6) issue de z. Alors :
(a) Soit 9 € CH(Ry,R,) décroissante telle que (0) = 1 et f0+°° P(s)ds < +oo. Pour tout
z €RY,

/0+001E{V“+”‘1(X§)}¢(s)d8<+oo ot swp HOEVI(XP)) < oo

Si, de plus a = 1, sup E{VP(X¥)} < 400 pour tout x € R%,

(b) Supposons que |b|> < CV™ avec 1 <1 < 1+ p. Alors,

1 t
sup—/ Vg““l(Xf)ds < oo p.s.
t>1 1 Jo



30 Résultats a temps continu

En conséguence, pour tout z € RY, la famille (Vf(.,dy))i>1 définie par vE(.,dy) = f(f Lixzedy}ds
est p.s. tendue dés que p/2+a—1> 0.

(c)

1 t
vz eRY,  VfeC:i(RY), p.s, g/ Af(XT)ds E2 0.
0

s N . . L .. . T|—+00
En conséquence, d’aprés le corollaire (2.12), si b est supposée sous-linéaire et si ||k(z) e

o(|z|), alors, p.s., pour tout x € RY, pour toute suite (tn)n>1 telle que t, — +oo, toute valeur
d’adhérence de (v{ (w,dy))i>1 est invariante pour (P;)¢>o.

Remarque 2.20 Comme le montre le résultat ci-dessus, le paramétre structurel majeur pour ce
résultat est le moment du processus de Lévy. Une fois p fixé, ¢ apparait seulement quand p < 1
(cf Hypothése (7)). Dans ce cas, on observe une sorte de conflit entre petits sauts et grands sauts.
On peut noter ici que pour obtenir un résultat de tension, on a besoin d’une hypothése sur b
qui est plus faible que la sous-linéarité. Par exemple, si la mesure de Lévy associée au processus
a des moments de tous ordres, alors il suffit que b soit & croissance polynomiale. La condition
de sous-linéarité sur b n’est utilisée que pour que les conditions du théoréme d’Echeverria-Weiss
soient vérifiées. En revanche, dans le cadre discrétisé, nous aurons besoin de cette hypothése
dés la recherche de critéres de tension car le drift génére un terme d’erreur que 1’on ne sait pas
controler si b n’est pas sous-linéaire. Lemaire (cf. [Lem(6]) montre dans le cadre des diffusions
Browniennes qu’il est alors possible de s’affranchir de cette hypothése en introduisant un pas
stochastique pour le schéma d’Euler a pas décroissant.

2.4 Preuve du Théoréme 2.19

2.4.1 Lemmes préliminaires
Lemme 2.21 Soit V € EQ(R?) et p > 0. Soient z,y € R et o € (0,1]. Alors,
(i)

[VPalyl sip<letac2p,l]

N

VP( +y) - VP(y)| < 1
c(Vi i@yl +ly>) sip>

N[

(i) Notons :
HM(w,y) = f(z + s(z)y) — f(2) — (VS (@), 6(@)y) 11y <ny-

Alors, pour tout |y| < h,
[VPalls(2)]|*ly]* + CVP3 (a)l|s(2) [yl sip <} et o€ 2p,1]
|H" M (z,9)| < { [VVP)alls(@)][* y|o sip<letac[2p—1,1]

(VP @)ln@)?lyl? + s(@)PPly) sip> 1.
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Preuve : (i) D’aprés la proposition 2.28, si p < 1/2, VP est a-Holder pour tout « € [2p, 1], ce
qui fournit la premiére inégalité. En utilisant ’inégalité élémentaire,

[v" —u"| < T2T_1(|’U —ufu" v — u|’") Yu,v >0, Vr>1 (2.18)

avec u = VV(z), v = VV(z + 1) et r = 2p et le caractére lipschitzien de la fonction vV, on
obtient la seconde inégalité de (i).

(1) La premiére inégalité est simplement une conséquence de () et du fait que |[V(V?)| < CV? 3.
On obtient la seconde grace a la formule de Taylor et au corollaire 2.28. Enfin, pour la derniére,
on commence par noter grace a la formule de Taylor que

|HY" M (2, 9)[1y<ny < S ID*(VP)(z + O(z)y) |- | ()| %-|y[>-
€|0,

Or,

M) ||D2(Vp)|| < cvrL

v
De plus, comme vV est Lipschitzienne, pour tout p > 1,

VP L(e 4 s(a)y) < (VV(@) + VVLLls@)gh 20 < O (a) + (@) 20 D]y 2e-Y),
(2.19)
ce qui nous permet d’obtenir le résultat. 0

DA(V?) =pV? ! (D?V + (p - 1)

Lemme 2.22 Soit p > 0 tel que (H%,) est satisfaite. Soit 1 : R, + R de classe C*. Alors, pour
tout z € R%, pour tout t > 0,

Pp()VP(X]) =VP(z / P (s)VP(XT) + ¢p(s)AVP(XT)ds + M, (2.20)

ot (M) est une martingale locale nulle en 0.

Preuve : D’aprés le lemme 2.21, on vérifie que AVP a bien un sens sous I’hypothése (H;l,)
Par la formule d’It6 appliquée a F(t,y) = ¥ (t)VP(y), on montre avec les notations (2.9) que

POVP(XE) = VP( / W (s)VP(XE ) + () AVP(XZ )ds (2.21)
+ / () (VVP(XZ), 0(XZ)dW;) + / () (VVP(XZ), 5(X2)dVD)  (2.22)
+ 3 () H X AZN) - /ds/ (dy)p(s)HY M (X2 y) (2.23)

0<s<t

ou (2.22) désigne une martingale locale nulle en 0. D’apreés la proposition 2.2, pour qu’il en soit
de méme pour (2.23), il suffit que t f(f ds [ w(dy)|H" (X", y)| < 400 p.s pour tout ¢ > 0.
D’apres le lemme 2.21, () (avec o = 2p dans la premiére inégalité),

Clla(X )% |y sip<1/2

C(VP 3 (X2)I(XT )Lyl + (X P2 Jy?) i p > 172
(2.24)

|HY M X7, )Ly shy < {
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ce qui, sous (Hll)), nous assure que pour tout ¢t > 0,

t
/0 ds / HY M X2 )1y omym(dy) < +oo  ps.

car (X7_) est localement borné p.s. en tant que processus caglad. D’aprés la deuxieme inégalité
du lemme 2.21(i7) avec @ = 1 si p < 1 et la troisiéme inégalité du lemme 2.21(i%) si p > 1, on
obtient

C((Ia(X )y sip<1

[HY (X y) L gyi<ny < (2.25)
0 (IR(X2) |2VPL (X )yl + (X)) sip>1.

Comme f{|y|<h} |y|2 PV r(dy) < +oo et que (X,-) est localement borné, on en déduit :

t
/0 ds/”(dyHHV”’h(Xf—ay)ll{y|§h} < 400

Finalement, (2.23) est bien une martingale locale nulle en 0 ce qui prouve le résultat. 0

Lemme 2.23 Soient p > 0, ¢ € (0,1] et a € (0,1] tels que (Hy), (H2) et les hypothéses (i) et
(i4) du Théoréme 2.19 soient satisfaites. Si de plus, |b*|2 < CV™ avec r € [1,1+p), alors il existe
o >0, 8 €R, tels que ,

AVE(z) < B — Vi Nz).  VzeR% (2.26)

Preuve : La premiére étape de la preuve consiste & prouver que

b b
lim RV> ($)t— V2 (z)

= AVi(z) VzeR (2.27)
t—0

D’apres le lemme 2.22 appliqué a ¢ =1
t
VP(X)) = VP(x) —|—/ AVP(XT)ds + My
0

ou (M;) est une martingale locale. En localisant (M;) par une suite de temps d’arrét (77,), il
vient :

ATy,
B{V?(Xihr,)} = VP(z) + ]E{/ AVP(XY)ds} (2.28)
0
Comme AVP < 3, 0n a:
E{V?(X{rr,)} < VP(z) + Bt (2.29)
On en déduit par le lemme de Fatou que
E{VP(X])} <VP(z) + Bt (2.30)

Si ’hypotheése (H:Il,) est satisfaite, alors nécessairement (H%) I’est aussi. Ceci nous permet d’ap-

pliquer le lemme 2.22 en remplacant p par p/2 :

tATy,
E(V3(Xi,) = VE(z) + B / AV (X7)ds).
0
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On souhaite passer a la limite en n dans cette équation. D’abord, on remarque, d’aprés (2.29),
que la suite (V% (X{\7,))nen est équiintégrable car elle est bornée dans L?. Comme d’autre part,

V%(thATn) D2F0, Y5 (XE), on en déduit que :

lim E{V?(Xfp,)} = E{V?(X])}.

n—4o0
Ensuite, on vérifie qu’il existe 9 > 1 tel que

|AVE| < OV, (2.31)
En effet, d’abord, comme |b"| < CV?z avecr < 1+p,

(V(VE),8")] = EVET (WY oh) < oV = oV

avec 1 > 1. D’autre part, d’aprés 'hypothése (7) du théoréme 2.19 et le fait que ||D2(V%)|| <
Cngl, il est évident que
Tr(c*D*Vig) < CVE.

Enfin, pour le terme associé a la partie saut, on distingue les ensembles {|y| < h} et {|y| > h}.
D’une part, grace a I'inégalité (2.24) appliquée avec p = p/2, on a

pta—1

/ BV 0 (0, )| Ly n(dy) < OV (),

D’autre part, en utilisant la premiére inégalité du lemme 2.21(%i) avec « = p V 2¢ si p V 2¢ < 1,
la seconde du lemme 2.21(73) avec « = pV 2g — 1 si pV (2¢q) € (1,2] et enfin la derniére si p > 2,
on obtient

—1 .
C(ls(XZ)PV2|y[rV2a + |ls(XZ )|V (XE)|yl) sipV(29) <1

P,h ]
[HY (X2 ) Ly1<n < § ClE(X)PY2]y[Pv2e sil<pV(2) <2

(IR PV X )yl + Ia(XT)IPlylP)  sip>2
D’aprés I'hypothése (i) du Théoréme 2.19, si p < 1, ||&[|PV2? < CVP avec p < p. De méme, si

pe (1,2, pVv (2q) < 2, donc ||][P¥22 < CV® otta < 1 < p. Enfin, sip > 2, |[s|[f < CVT.
Finalement, sous les hypothéses (Hrl,) et (Hg), on en déduit,

b
/ (Y (X2 )|y <m(dy) < OV (@) avec iy > 1.

L’inégalité (2.31) est bien satisfaite. Ainsi, en particulier, comme p/9 < p,
Lo inm, | AV (X2)| < CVP(XD)1p y(s) € L' A @ P)

car E{VP(X7)} < VP(z) + ft. Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que :

tATy, t t
lim B /0 AVE(XT)ds) = Y /0 AVE(XT)ds) = /0 E{AV (X7)}ds

n——+oo Fubini
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et donc :

P t Y4
P(V2)(z) =V2(x) +/O Py(AV2)(z)ds

d’ou :

[SIS]

PVi(z) -V
t

()

1 [t 2
:Z/o P(AV2)(z)ds.

Pour obtenir (2.27), il nous suffit maintenant de montrer que : s — P;(AV 2)(z) est continue en
0 car pour toute fonction f : Ry — R continue en 0 :

1 t
3 [ 10— 10
0
Considérons 9 > 1 vérifiant I'inégalité (2.31). D’aprés (2.30), pour tout 7' > 0,

sup E{|AV 2(X%)|’} < C(VP(z) + T) < +o0.
0<s<T

Comme ¥ > 1, on en déduit que pour tout 7' > 0, la famille (AV% (X7))o<s<T est équiintégrable.
s—0

Comme de plus, AVg(Xf) 220 AV3 (), il suit que
. P p
lim P,(AV2)(z) = AV (z),

ce qui conclut la premiére étape.
Nous prouvons maintenant le résultat. D’aprés (2.28) et 'hypothése (i3) :

AT,
BV (Xiyr, )} < VP(a) + Bt =B( [ VPl (xE)ds)
0
AT,
= B(VP(Xpyr,)) +aB( [ VPR (XE)ds) < V(o) +
0
Par le lemme de Fatou et le théoréme de Fubini-Tonelli, on en déduit
t
PVP(@) + a / PVPHL(5)ds < VP(z) + Bt
0
t
ou encore P,VP(z) < VP(z) + Bt — a/ P,VPTe=l(z)ds.
0

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz puis 'inégalité élémentaire /1 +u < 1+ % (valable pour tout
u > —1), on en déduit :

PV%(z) < /PVP(z) < \/Vp(:(:) + pt — a/t P, vrta-l(g)ds
0

a t
() (1 + 2V€t(x) © 2VP(z) /0 PSVMail(w)ds)’

M)

IN

v
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d’ou :
Bo\ B t
BV?("I") VQ(‘/E) S If _ ? /Psz+a_1(IL')d8
t 2Va(z) 2Va(x)tJo
t
< P o / P,VPrel(3) A Kds
2Vz(z) 2Vz(z)t Jo

pour tout K > 0. (P;)¢>o est Fellérien donc :

VK >0  PVePIAK 520 yatr-1 A i

Posons 8 = 8/(2V % (x)) et o/ = a/2. En passant 2 la limite en ¢, on obtient d’aprés (2.27)

a+p—1
AV < p - oV WA

g —dVetil(z) pour K assez grand.
Vi(z)

Nous rappelons enfin une version a temps continu du lemme de Kronecker.

Lemme 2.24 (Lemme de Kronecker) Soit (M);>o une martingale cadlag réelle et (§;)i>1

définie par & = fd%
M,; t—+oc

p.s. Alors, 5t ———— 0 p.s.

t— N . . . .
. Supposons que & LmaiaN oo P-8. 01 €oo est une variable aléatoire finie

Remarque 2.25 En particulier, si (§;) est une martingale bornée dans L? ou dans L° avec
s > 1, on peut remarquer que les conditions du lemme sont satisfaites. Nous nous servirons de
cette derniére condition.

Preuve : Pour tout ¢t > 1, My — M; = flt sd€s. Par une intégration par parties, on en déduit que

M; — M, & 1 [
— =& - = — - ds
n gt n n . gs
. . . t t—+00
Le résultat suit facilement en remarquant que 1/¢ fl sds —— €0 p.S. 0

2.4.2 Preuve du Théoréme 2.19
(a) Soient a > 0 et B € R tels que AVP < B — aVPT% 1 Quitte & remplacer 8 par BV 1, on
peut supposer que [ est strictement positif. Soit alors (G7) le processus défini par

t +o0
G} =9(OVP(XY) + a/o P(s)VPHXT)ds + B t P(s)ds.

G a bien un sens car on a supposé que [ 1(s)ds < +oo. D’aprés le lemme 2.22, on remarque
que (GY¥) peut se réécrire sous la forme suivante :

0o t
Gf =VP(z)+p 0+ P(s)ds -|—/0 P (s)VP(XE) + 9(s) (AVP(XE) + aVOtP~HXT) — B) ds + M,

:G3+Kt+Mt

t
on K= / P (5)VP(X2) + 9(s) (AVP(XZ) + aVe+P=1(XT) — B) ds
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et (M) est une martingale locale. Via I’hypotheése (i), on voit que 'intégrand de K; est négatif
ce qui implique que (K;) est décroissant. (G¥) est donc un processus positif s’écrit donc comme la
somme d’un processus décroissant et d’une martingale locale ayant une valeur initiale constante
(donc en particulier intégrable). Comme de plus, (Gf) est positif, il est alors standard d’en
déduire que (G¥) est une surmartingale positive. D’ou,

GY Loteo, G%, ¢ L} et supE{G}} < +oc.
>0

Ceci assure que : supycg, P()E{VP(X{)} < +oo. D’autre part, comme L5 (s)Vetr=(X,)ds
est presque slirement croissant, on en déduit également que : [;° ¥ (s)E{V*TP~1(X,)}ds existe
et est finie.

Si, de plus @ = 1, on a un résultat plus fort. D’abord, on applique la formule d’It6 & F(t,z) =
e®*VP(z) pour obtenir :

t
TYP(XE) = V() + / ¢ (aVP 4+ AVP)(XZ)ds + M,
0
L’hypothése (i) et une localisation de (M});>¢ par une suite de temps d’arrét (7},),>0 donnent

Tn
BV (X)) < VP + SB[ s} < VP + D )
0

On peut alors passer & la limite dans le terme de gauche via le lemme de Fatou et en déduire
que sup;>o E{VP(X})} < +oo.

(b) D’apres le lemme 2.23 et la locale bornitude de (X;), on remarque que

1t Lt
sup —/ VEteTl(X,)ds < 400 s limsup——/ AV'3(X,)ds < +oo.
>0 t 0 t—+o00 3 0

On va donc prouver que l’assertion de droite est vraie. D’abord, d’aprés le lemme 2.22 appliqué
avec p/2, on a

P
2

M)

t
VE(XP) = Vi) + / AVE(X,)ds + My1 + Myg + Mg
0

t
o My =5 [V ) o(x T )aw),

t
Mg = [(VEIVVXL) R )ar?),
0

P t P
My =3 HVQ(X?—’AZ”‘/ @ / n(dy)H"” (XZy).
0<s<t 0

. . p
Ainsi, comme V2 >0, on a

1 [t 5 M1+ Mo+ M
E/—Avg(Xf)ds§V2(x)+ w1t M2 ¥ Mus

0 t
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On va maintenant prouver que le membre de droite tend vers 0 quand ¢ — +00 en faisant usage

du lemme 2.24 (Kronecker). Pour 4 = 1,2, 3, on définit alors & ; := lt AMsi

S
On rappelle que pour une semimartingale X a valeurs réelles, [ X | désigne sa variation quadratique
et celle-ci est définie pour tout ¢ par :

t
[X], = X2 — X2 - 2/ X,-dX, =< X°>; 4+ Y (AX,)?
0 0<s<t

2 ot
(€l = pz/o VP X)) Tr (0" (VV ® VV)o) (X2 )ds.
Comme Tr(co*) < CV% et que [VV|? < CV,on a :

(€] < /lt IE{V(H—p_l(ch)}ds

g2

En appliquant (a) & une fonction 1 de classe C*° décroissante sur R, telle que 1(s) = 1/s% sur
[1,4+00), on obtient

5 ds < 400, (2.32)

Jetiaats)
1

ce qui permet d’en déduire que E{[{ 1]} < 400. (§,1) est donc une vraie martingale bornée
dans L2. On considére maintenant Ea2+E&3:

(VEz +m(xz)azg) - Vi)

g2

Eat&ali= )

0<s<t

D’apreés la formule de compensation,

E{[f.2 + & 3]0} = /1+Oo ds/ﬁ(dy) (VE(X;”_ + k(X% )y) — V§(X;(;_)>

g2

Le lemme 2.21(4) nous permet alors de controler I'intégrand. Si p < 1, on obtient par la premiére
inégalité du lemme appliquée avec a =psi |yl >heta=pVgsi |y <h:

Clla(X )|y [P si [y| > b

2y T _viiyz 2
(vioxs +wxim - vHE) " < { GIEGE Nastor, oo <

Si p > 1, on utilise la seconde inégalité du lemme 2.21(i) et on obtient :
2oy T 2ovr\\2 z \12y/p—1( vz 2 T 2
(VEXZ + k(X2 )y) — VEXZ)) < O(Im(X2)PVP U XD ) +||w] (X2 )|y|*).
Ainsi, d’apres les hypothéses (Hll,) et (Hfl) et ’hypothése (i) du théoréme 2.19, on en déduit

* E(V (- D(X7)}
2

E{[€.0 + €3]0} < C /

1 S

ds,
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ol on a utilisé que ap < p+a —1si p > 1. Ainsi, E{[{ 2 + £ 3]} < +o00 d’aprés (2.32).
Finalement (&) := (&1 + &2 + &,3) est une martingale L?. D’aprés le lemme de Kronecker, on
en déduit

M M M 00 1/t
b1+ M2 & Mas bt >0 p.s. = limsup——/ AVE(XT)ds < +oc.
t t—+400 0
(¢) Soit f € C2%(R?). On doit montrer que
1 t t—00
;/ Af(X)ds —= 0 p.s.
0

Par la formule d’1to,

1 B0 R (. TR N P By L
: /0 Aj(xas TR =T /0 (VX2 ),0(XE )W) — - /0 (VF(XZ), k(X2 )dYs)
_1 i (x® I P N e
X . az) | as [ wtanm xzp).

Le suite du raisonnement est alors similaire & celui employé ci-dessus. Elle consiste & utiliser le
lemme de Kronecker pour prouver que le membre de droite tend vers 0 p.s. et ne présente pas
de difficultés particuliéres par rapport a (a).

2.5 Annexe

2.5.1 Fonctions p-Ho6lder

Définition 2.26 Soient FE et F deux espaces vectoriels normés. Une fonction f : E +— F est
dite p-Hélder si

3Gy, Y (2,y) € B2 ||f(2) - f®)llF < Crllz —yly

Voici un petit critére pour déterminer si une fonction est p-Holder.

1
Lemme 2.27 Soit f : R — R continue et 0 < p < 1. Alors, si |f|? est Lipschitzienne, f est
p-Hélder.

Preuve : Posons ¢, = |f|% D’aprés I'hypotheése, il existe C' > 0 tel que |¢p(y) —ép(z)| < Cly—z|1
otl pour u € R?, |u|; = Z?Zl luil]- Si f(y) > f(z) >0, on a

1f(y) = @) = fly) — f(z) = (6p) (y) — (6p)°(2)-
Par l'inégalité élémentaire |uP — vP| < |u — v|P si p < 1, on en déduit
1f(y) = £(@)] < |¢p(y) — dp(@)[” < CPlz — ylf. (2.33)
Si f(z) < f(y) <0, on applique le raisonnement précédent & —f. Enfin, si f(z) <0 < f(y), le
théoréme des valeurs intermédiaires assure l'existence de z € R¢, tq, f(z) = 0, d’ou,

[f(y) = f@)] = f(y) = f(=) = (6p)"(v) + ()" (x) < | p(y) + bp()[”
< 18p(y) — ¢p(2)] + ¢p(2)] = dp(2)|” < CP(ly — 21 + [z — 2|1)".
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Or, ly — 2zl = % |yi —zi] et |z — 21 = %, |z — x| et Vi € {1,d}, 2z € [z; ;] donc,
|ys — zi| + |2 — x| = |yi — x| et ainsi, |f(y) — f(z)| < CP|z —y[{. Comme toutes les normes sont
équivalentes en dimension finie, on peut évidemment remplacer |.|; par |. 2. 0

Proposition 2.28 Soit V € EQ(R?) et p > 0. Alors,
(i) Sip < %, , VP est a-Holder pour tout a € 2p, 1].
(i) Sip <1, W : z — p(VV)VP~L(z) est a-Hélder pour tout o > 0 tel que a € [2p — 1,1].

Preuve : (i) vV est lipschitzienne donc V? est 2p-Holder. Comme de plus, V? est lipschitzienne,
on en déduit qu'elle a-Holder pour « € [2p, 1].

(i3) 11 suffit d’établir que W;(z) = p(VV);VP~1(z) est a-Holder pour a € [2p — 1,1] et a > 0.
Notons D = {z, VV(z) = 0} et g;(x) = |I/Vz(m)|é Pour tout z € D¢,

201wy @i v @),

Vgi@) = Z(DV)@|(VV)i(@)] s VS Osgn((TV)i(a) +

Comme « < 1, Vg; est en fait continue sur R%. De plus, [VV| < v/V. Ainsi, |Vg;| < oV e 3.
On en déduit que Vg; est une fonction bornée si a > (2p — 1). On en déduit le résultat. 0

2.5.2 Preuve de la proposition 2.18

D’abord, d’aprés le lemme 2.21, AVP a bien un sens sous I’hypothése (H%,) et AVP est
localement bornée. En particulier, d’aprés '’hypothése du lemme, il existe des réels strictement
positifs R, « et 8 tels que

AVP(z) < g(z) = Blyzj<r}y — L{jz>R)-

D’apreés le lemme 2.22 avec ¢ = 1,
VP(XT) = VP(s / AVP(XT)ds + M,

ou (M;) est une martingale locale nulle en 0. En conséquence, il existe une suite (7;,) de temps
d’arrét telle que 7, — +00 p.s. et (Myar,) est une martingale pour tout n > 1. Ainsi,

BV (X )} = VP(e) + B[ AVP(X3)ds)
< V@) +E([  g(x3)ds).

D’apres le lemme de Fatou, on en déduit

n—-+o0o

tATR
E{VP(X})} < VP(z)+ hmlanE{/ X7)ds}

<VP(e +IE{/ (XT)ds} = VP(a /Psg

ol dans les deux derniéres assertions, on a utilisé le théoréme de convergence dominée puis le
théoréme de Fubini tous les deux applicables car la fonction g est bornée. La fonction g vérifie
les hypothéses de la proposition 2.14 d’otli le résultat.
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Chapter 3

Recursive computation of the invariant distribution of
a stochastic differential equation driven by a Lévy
process”

Abstract

We study some recursive procedures based on exact or approximate Euler schemes with decreasing step to
compute the invariant distribution of Lévy driven SDE’s. We prove the convergence of these procedures
towards the invariant distribution under weak conditions on the moment of the Lévy process and on the
mean-reverting of the dynamical system. We also show that an a.s. CLT for stable processes can be
derived from our main results. Finally, we illustrate our results by several simulations.

3.1 Introduction

3.1.1 Objectives and motivations

This chapter is devoted to the computation of the invariant distribution (denoted by v) of
ergodic stochastic processes which obey a stochastic differential equation (SDE) driven by a Lévy
process. Practically, we want to construct a sequence of empirical measures (7,),>1 which can
be recursively simulated and such that, 7, (w, f) — v(f) a.s. for a range of functions f containing
bounded continuous functions.

In the case of Brownian diffusions, some methods have already been developed by several authors
to approximate the invariant distribution (see subsection 3.1.3) but this work seems to be the
first one that deals with this problem in the case of general Lévy driven SDE’s. The motivation
for this generalization is the study of dynamical systems that are widely used in modelling.
Indeed, there are many situations where the noise of the dynamical system is discontinuous or
too intensive to be modelled by a Brownian motion. Let us consider an example that comes from
the fragmentation-coalescence theory. In situations such as polymerization phenomenons, when
temperature is near to its critical value, molecules constantly break-up and recombine. This

*This chapter and the following have been submitted for publication. Only some minor changes of the submitted
versions have been made here. That is why some notions developed in the introduction of these chapters may
have already been tackled in the first part of the thesis.
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situation has been modelled by Berestycki ([Ber04]) through what he terms EFC (Exchangeable
Fragmentation-Coalescence) process. The mass of the dust generated by this process (see [Ber04]
for more details) is a solution to a mean-reverting SDE for which the noise component is driven
by a subordinator (an increasing Lévy process). We come back to this example in section 4.7.
For other examples of situations where models that use a Lévy driven SDE are adapted, we
refer to Barndorff-Nielsen et al. ([BMRO1]) for examples in financial modelling (where ergodic
Lévy driven SDE’s are usually used to model the volatility of a financial market), Protter&Talay
(|[PrTa97|, for financial examples and a telephone noise model) or Deng ([Den00]|, who models
the spot prices of electricity by a mean-reverting Brownian diffusion perturbed by a compound
Poisson noise).

3.1.2 The stochastic differential equation

Let h be a positive number and let = be a Lévy measure on R'. We denote by (Xt)t>0, a
cadlag process solution to the S.D.E.

dX; = b"(X,-)dt + o(X,-)dW; + (X~ )dZP

where " : R — R4, o : R? 5 My, (set of d x [ real matrices) and « : RY — M, are continuous
with sublinear growth, (W)¢>o is a [-dimensional Brownian motion and (Z});>o is a purely
discontinuous Lévy process independent of (W})s>¢ with characteristic function given for every
t > 0 by

E{ei<”’zf>} = exp [t(/ei<u’y> —l-i<u,y> 1{|y‘§h}7r(dy))].

(Z}') can be written Z = Y* + N where (Y")i>0 and (N');>¢ are two independent Lévy
processes such that the characteristic function of Y;* is given for every ¢ > 0 by

E{ei<“’Yth>} = exp [t(/ eiwy) — 1 — i(u, y)m(dy))]
{lyl<h}
and such that (N}')¢>o is a compound Poisson process with intensity A = 7(|y| > h) and law of
jumps p(dy) = 1y >nym(dy) /m(jy| > h). (Y;?) (resp. (N})) is called the small jump (resp. big
jump) component of (Z}).
In most papers dealing with Lévy driven SDE’s, the SDE reads dX; = f(X;- )dL; where (L;)¢>o
is a Lévy process. Here, we separate each part of the Lévy process because they act differently on
the dynamical system. We isolate the drift term because it usually produces the mean-reverting
effect (which in turn induces the ergodicity of the SDE). The two other terms are both noises
but we distinguish them because they do not have the same behavior.
With the above formulation, the SDE does not admit a unique representation because of the
truncation function (except if 7 is symmetrical). However, in many situations, we can rewrite
the SDE with a formulation which does not depend on h. So is the case if (N}*);> is integrable
(then we can compensate for the big jumps, i.e. we can set h = +o0) or if (Y}*);>¢ has locally
bounded variations (then we are not compelled to compensate the small jumps, i.e. it is possible
to set h =0).
To this end, we introduce assumptions (HJ}) (resp. (H2)) on the moments of the Lévy measure
at +oo (resp. at 0) which will be used for rewriting the SDE:

(L) / r(d)lyl? < too,  (HI) / (dy) 5?7 < +oo.
ly|>1 ly|<1



3.1 : Introduction 45

Assumption (H}) is satisfied if, and only if, E|Z]'|? < +oo for every ¢t > 0 (see [BMRO1],
Theorem 6.1). By the compensation formula (see [Ber96]), (H2) is satisfied if and only if
E{Y g5t [AY?7} < 400, i.e. if and only if (Y}*) has locally 2g-integrable variation. We
recall that (H2) is always satisfied for ¢ = 1 since [ (<1} ly|?m(dy) < oo for any Lévy measure
.

Accordingly to these assumptions , we afterwards adopt the following representation for the SDE:

dX, = b(X,-)dt + o(X,=)dW; + £(X,- )dZ, (3.1)

where the definition of b and Z depends on p and ¢: Let p > 0 and ¢ € [0,1] such as (H}) and
(H2) are satisfied. Then, if

Case 1l : p>1/2
b(z) = b (z) + / yr(dy)a(z) = b°@),  Zi=Z° =Y, 4+ N,  with,
{lul>h)

;=YY" and N;=N}- t/ ym(dy)
{ly|>h}

Case 2 : 0<p,q<1/2

b(z) = b (z) —l-/ ym(dy)k(z) = b°(z), Zy=7)=Y;+ N;  with,
{lyl<h}
Y=Y/ + t/ ym(dy) and  N; = NI
{lyl<h}

Case 3 : p<1/2 <gq,

b(z) =b(z) Zi=ZF=Y,+ N, with, ;=Y and N,= NI

Remark 3.1 In cases 1 and 2, the representation is really independent of h whereas in case 3,
we adopt the convention which seems to be the most natural. For technical arguments, in the
critical case p = 1/2, we choose the notation associated with case 3.

3.1.3 Background on this problem for Brownian diffusions

This problem has already been studied by several authors when (X;) is a Brownian difusion,
i.e. when k = 0. In [Tal90], Talay approximates v(f) by vn(f) = 1/n> ;_, f(X]_,) where

(X)) denotes the Euler scheme with constant step . Denoting by v the invariant distribution

. 0
of the homogeneous Markov chain (X, )., he shows that o, "2E° 17 and that v7 = v, under

some uniform ellipticity and Lyapunov-type stability assumptions. In this procedure, v and n
correspond to the two types of errors that the discretization of this long time problem generates.
Practically, one cannot efficiently manage them together. Indeed, when one implements this
algorithm, one sets a positive real v and then, one approximates the biased target v7. In order
to get rid of this problem, Lamberton&Pages (see [LaPa02, LaPa03]) replace the standard Euler

scheme with constant step v with an Euler scheme with decreasing step 7,. Denoting by (Xn)nZI

this Euler scheme and by (7;)r>1 a sequence of weights such that H, = Y p_; n Uimak NEENS
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they define a sequence of weighted empirical measures (,) and show under some Lyapunov
assumptions (but without ellipticity assumptions) that if (7, /7,) is nonincreasing,

)= 7 S mf(Kx ) D) as,
" k=1

for every continuous function f with polynomial growth (see [LaPa02, LaPa03] for more details).

Remark 3.2 These two approaches are significantly different. Talay’s method strongly relies
on the homogeneous Markovian structure of the constant step Euler scheme and on its classical
"toolbox" (irreducibility, positive recurrence, ..., see e.g. [MeTw93]). Since the Euler scheme
with decreasing step is no longer homogeneous, Lamberton and Pagés develop another method
based on stability of Markov chains and on martingale methods which can be extended to a non
homogeneous setting (see [Duf97]). This is why they do not need any ellipticity assumptions on
the coeflicients.

3.1.4 Difficulties induced by the jumps of the Lévy process

In this work, we adapt Lamberton and Pages’s approach. In order to obtain some similar

results in the case of Lévy driven SDE’s, one mainly has two kinds of obstacles to overcome.
From a dynamical point of view, the difficulty comes from the moments of the jump component.
Indeed, oppositely to the Brownian motion, the jump component can have only few moments
(stable processes for instance), and it then generates some instability for the SDE. Moreover,
the local behavior of the moments of the jump component is relatively different from that of the
moments of the Brownian motion. It will induce some stiffness on the mean-reverting assumption
(see Assumption (Sap,q) and Remark 3.12).
The second obstacle appears in the simulation of the Euler scheme. Actually, only in some very
particular cases can the jump component of a Lévy process be simulated (compound Poisson
processes, stable processes. .. ). In those cases, the Euler scheme (that we call ezact Euler scheme
and denote by (E)) can be built by using the true increments of (Z;). Otherwise, one has to study
some approximate Euler schemes where we replace the increments of Z; with some approximations
that can be simulated. The canonical way for approximating the jump component is to truncate
its small jumps. Let (un),>1 be a sequence of positive numbers such that u, < h and (u,)
decreases to 0. Let (}/_fln)n21 be the sequence of cadlag processes defined by

V= 3 AVl aypeyy —t [ ynldy) ez
0<s<t Dl

with D! = {y € R, u, < |y| < 1} and AY; = Y; — Y,—. The process Y;hn is a compensated
compound Poisson process with parameters \? = w(D?) and p?(dy) = 1 pr(y)m(dy) /m(DM). Tt
converges locally uniformly in L? to Y, i.e., for every T > 0,

E{ sup |V — Y [P} "% 0 (see [Ber96)). (3.2)
0<t<T

We denote by Z , the process defined by

Zt,n = Y;i,n + Ny (33)
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where the definition of N is given in subsection 3.1.2 depending on cases 1, 2 and 3 and

Y, — { \ 24 in cases 1 and 3 (3.4)

th‘n +t [pnym(dy) in case 2.

The Euler scheme built with the increments of (Z; ;) will be denoted by (P). In the three cases,
(Zt,) is the sum of a drift term (which is null in case 2) and of a compound Poisson process with
parameters A, = A° and p, = pp°. Thus, the increments of (Z;,) can be simulated if A, and
the coefficient of the drift term can be calculated, and if p, can be simulated for all n > 1. This
is the case for a broad class of Lévy processes, thanks to classical techniques (rejection method,
integral approximation, ...). If there exists (up)n>1 such that the increments of (Z;,)¢>0 can
be simulated for all n > 1, we say that the Lévy measure can be simulated. However, the
simulation time of Z* depends on the average number of its jumps, i.e. on 7(|y| > up)t. When
the truncation threshold tends to 0 (this is necessary to approach the true increment of the jump
component), m(|y| > uy) explodes as soon as the Lévy measure is not finite (i.e as soon as the
true jump component is not a compound Poisson process). It implies that the simulation time
of Z}* explodes for a fixed ¢t. However, thanks to the decreasing step, it is possible to adapt the
time step v, and the truncation threshold w, so that the expectation of the number of jumps at
each time step remains uniformly bounded. Following the same idea, it is also possible to choose
some steps and some truncation thresholds so that the average number of jumps at each time
step tends to 0. In this case, approximating the true component by the preceding compound
Poisson process stopped at its first jump time (the first time when it jumps) can be also efficient
(see Scheme (C)).

3.1.5 Construction of the procedures

Let (vn)n>1 be a decreasing sequence of positive real numbers such that limy, = 0 and
Tp =>4 1V — +oo when n — 4o00. Let (Uy)n>1 be a sequence of i.i.d. square integrable
centered R'-valued random variables with Xy, = I,;. Finally, let (Z,)n>1, (Zg Jn>1 and (Zs In>1
be sequences of independent R'-valued random variables independent of (Un)n>1, such that,

_ l _ l _ 1

with (Z;,,) defined by (3.3) and 7™ = inf{s > 0,|AZ;,| > 0}. Let z € R?. The Euler Schemes
(E), (P) and (C) are recursively defined by Xy = X'(I; = )_(g = z and for every n > 1,
X1 = Xo + 10(Xn) + VAn410(Xn)Uni1 + £(Xn) Z n-I—l (E)
= P S P = P = P
X1 = Xy + 1s1b(Xy) + VAn10(X ) Un s + 5(X, ) Z n+1 (P)
S C C S5 C
n n n

= C = C

X1 = Xy +s1b(X) + vAns10(X0 Unir + K(X, ) Zg 1. (C)
We set F, = o(Xg, k < n), .7-"; = O'(X]:,k < n) and .7-"5 = O'(X]f,k < n). Let (ng)ken be a
sequence of positive numbers such that H, = Y ;_; nx — +o0. For each scheme, we define a

sequence of weighted empirical measures by

~ 1 <& _P 1 — _C
Up = H—n ;nkdxkl I/n = Fn ;nkéX]f_l and Vn = H_n anéxc_ . (35)
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For a function f : RY — R, (7,(f)) can be recursively computed (so is the case for the two other
schemes). Indeed, we have v1(f) = f(z) and for every n > 1,

Za1 () = (D) + - (F (1) = 2a()).
n+1

Some comments about the approrimate Euler schemes. In Scheme (P), since (uy,) decreases to 0,
we discard fewer and fewer jumps of the true component when n grows. We will see in Theorem
3.4 below that this is the only condition on (uy) for the convergence of (17:; ). This means that
we only need the law of Z,, , to be an "asymptotically good approximation" of the law of Z,,.
Yet, as previously mentioned, there is a hidden constraint induced by the simulation time which
is proportional to the average number 7(|y| > u,)y, of jumps of (Z;,) on [0,7,]. In practice,
we require (7(|y| > u,)7yn) to be bounded.

Furthermore, if 7(|y| > un)yn — 0 (i.e. the average number of jumps at each step tends to 0),
we will see that the first jump of (Z;,) is all that matters for the convergence of the empirical
measure. This means that Scheme (C) becomes efficient.

3.1.6 Organization of the chapter

The main results (Theorems 3.4 and 3.5) are stated in Section 4.3 and are proved in the
three following sections (6.3, 6.4 and 3.5). Firstly, we focus on the proof of these theorems for
the exact Euler Scheme (E): in Section 6.3, we prove the almost sure tightness of (7,) and in
Section 6.4, we establish that every weak limiting distribution of (&) is invariant for the SDE
(4.2). Secondly, in Section 3.5, we point out the main differences which arise in the proofs when
considering the approximate Euler Schemes (P) and (C). In Section 3.6, we show that the almost
sure central limit theorem for symmetric stable processes (see [BHK98]) can be obtained as a
consequence of our main theorems. Finally, in Section 4.7, we simulate the procedure on some
concrete examples.

3.2 Main results

In Theorem 3.4, we obtain a result under simple conditions on the steps and on the weights.
In Theorem 3.5, we show that under more stringent conditions on the steps and on the weights,
some assumptions on the coefficients of the SDE can be relaxed. Let us introduce the joint
assumptions.
For V € £Q(R?) (see Section 1.4 for this notation and for those of (3.6)) and for p > 0, one
checks that ||[D?(VP)|| < CVP~! that VP is a 2p-Holder function if p < 1/2, and that VP~1VV
is a (2p — 1)-Holder function if p € (1/2,1) (see Lemma 3.13 and Section 2.5). Hence, A, and ¢,
given by

1 [VTP]Qp ifp € (Oa 1/2]
)‘p = —sup AVI—pD2(Vp)(m) and Cp 1= (36)
P zeRrd [Vloflvv]hk1 if p € (1/2,1]

are finite positive numbers.
Then, we introduce the following Lyapunov assumption. Let a € (0,1], p > 0 and ¢ € [0, 1] :



3.2 : Main results 49

(Sap.q) : There exists V € £Q(R?) such that

Tr(oo*) + ||s||2®VD < CVetr—! ifp <1
Tr(oo*) + ||k||2 < CVe if p > 1.
2. MEAN-REVERSION: there exist 8 € R, a > 0 such that,

(VV,b) + ¢pqglo, 6,7, V) < f—aV* where ¢, , is given by

1. GROWTH CONTROL: |b|?> < CV%, and, {

cp [ lylPm(dy)||6[[PPV P14 ifp<1

¢,(0.7"€77T,V):{ .
P dpdp (Te(o0™) + [ |y>m(dy)||K]12 + ep [ |y|2m( dy)”v,l'l) ifp>1

with d, = 2C(P=D=D+ ¢ and ), given by (3.6), and e, = 0 (resp. [\/_] ) if p=1 (resp.
p>1).

Assumption (Sapq)-2 can be viewed as a discretized version of "AV? < 8 — aVeP~1" where
A denotes the infinitesimal generator of (X;) (see (3.53)). We will say that V? is a Lyapunov
function for the Euler scheme (X,) (Note that V? is also a Lyapunov function for (X;) since
under (Sap.q), limsup AVP(z) = —oo when |z| - 400). In the continuous time framework,
assumption "AV? < B—aV*P~1" provides the following type of control: E{VP(XF)} < VP(z)+
fot(ﬂ — aE{VPTe"1(X%)})ds (see Chapter 2). The role of (Sap,q).2 is to provide the same type
of control for the Euler scheme (see Proposition 3.10).

The left-hand side of (Sap,q).2 is the sum of two conflicting components: (VV,b) produces
the mean-reverting effect (see Example 1 for concrete cases) whereas the positive function ¢, 4
expresses the noise induced by the Brownian and jump components. If the assumption on the
growth of ¢ and x is more stringent, the second component becomes negligible against the mean-

reverting effect. In that case, (Sap,q) can be replaced with the simpler assumption: There exists
V € EQ(R?) such that

{(VV, by <B—aV?% [b2<CV% and when |z| — +oo, (3.7)

Tr(00*)(z) = oV~ 7Pt (2)) and  [|s(@)[|* = o(Ver(z))
with 7ape = (Vg Ha+p—1)ifp<land g,y =aif p> 1.

Remark 3.3 Assumption (Sa p q) does not depend on the truncation parameter h in cases 1 and
2. This can be viewed as a consequence of the existence of an intrinsic formulation in these cases.
In case 3, since b" depends on h, the left-hand side of (Sa,p,q)-2 also depends on h. However,
under the growth assumption on &, one can check that (VV,b*) = (VV,b!) +0(V*). This implies
that the same conclusion holds in this case.

We now state our first main result.

Theorem 3.4 Leta € (0,1], p > 0 and q € [0,1] such that (H}), (H2) and (Sa,p,q) are satisfied.
Suppose that B{|U; [2PVD} < 400 and that the sequence (nn/Yn)n>1 is nonincreasing. Then,
(1) If p/24+a—1 > 0, the sequence (Un)n>1 is almost surely tight. Moreover, if k(x) ol 2oo o(|z|)

and Tr(oo*)+||K||22 < CVET91 | then every weak limit of this sequence is an invariant probability
for the SDE (4.2). In partzcular, if (Xt)i>0 admits a unique invariant probability v, for every
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continuous function f such that f = o(V21e"1) lim o, (f) = v(f).

P n—oo
(2) The same result holds for (v, )p>1.

(8) The same result holds for (Es)nzl under the additional condition:

m(|y| > un)yn =25 0. (3.8)

We present below some examples which fulfill the conditions of Theorem 3.4. In the first, we
suppose that the dynamical system has a radial drift term and a noise generated by a centered
jump component with a Lévy measure close to that of a symmetric stable process. In the second,
we consider an SDE driven by a purely discontinuous Lévy process. We suppose that this Lévy
process is not centered. This implies that even if the SDE has seemingly no drift term, a mean-
reverting assumption can be still satisfied.

Example 1 Let ¢ and 1 be positive, bounded and continuous functions on R¢ with positive
infimum ¢ and 1. Moreover, assume that ¢(y) = ¢(—y) and consider (Z;) defined as in the
SDE (4.2) with Lévy measure 7 given by m(dy) = ¢(y)/|y|¢T" Aa(dy) where r € (0,2). When
¢ = C > 0, the increments of (Z;) can be exactly simulated because (Z;) is a symmetric R?-
stable process with order r. Otherwise, Z,I: and Zs can be simulated by the rejection method
since the density of 7 is dominated by the density of a Pareto’s law).

Let p € [0,2) and let M be a positive number. We assume that b is a continuous function such
that b(z) = —1(z)z/|z|P for every z € B(0, M)°. Then, we consider (X;) solution to

dX; = b(X,- )dt + k(X,-)dZ; (3.9)

where k is a continuous function. In this case, the formulation does not depend on p and gq.
Indeed, since ¢(y) = ¢(—y), we have f{|y‘>h} ym(dy) = 0 for every h > 0. A natural candidate

for the function V is V(z) = 1 + |z|?. Indeed, one checks that there exists 8 € R such that
1
(VV(2),b(z)) = ~(@)|2l*? < f = 9V (2)'"5

for every z € R%. We set a =1 — p/2. (H}) and (H2) are satisfied for all 0 <p <r/2 < g < 1.
According to (3.7), the conditions on the coefficients of Theorem 3.4 are fulfilled if p/2+a—1 >0
and ||k|[22 < CV2Te 1. It follows that we can find p and ¢ such that the assumptions on the
coefficients are satisfied if 2p < r and ||k(z)|| < C(1 + |z|) with € € [0,1/2 — p/T).

Example 2 Let 7 be a Lévy measure on R such that f‘y|<1 ly|m(dy) < +o0, f|y|>1 ly|?P(dy) <

400 with p > 2 and [ym(dy) > 0. Let (Z}) be a real Lévy process with characteristic measure
given by

E{c®#)} = exp [t( / (9 — 1yr(dy))].

For p € [0,2), we assume that there exists M > 0 such that for every z € B(0, M)°, k(z) =
—4(x)z/|z|” where 9 is a positive and bounded continuous function with positive infimum 4.
We then consider the SDE: dX; = x(X,;- )dZ{ that we rewrite accordingly to case 1 :

dX; = K(X,-) / yr(dy)dt + (X, )dZ,
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where Z; = Z —t [ yn(dy). As in the preceding example, one set V(z) = 1+ z? and checks that
there exists 8 € R such that V'b) < 8 — (y/Z)Vlfg. We set a = 1 — p/2. Since (HII,) and (Hfl)
are fulfilled with p > 2 and ¢ < 1/2, we necessarily have: p/2+a—1 > 0 and ||x[?? < cvite-l,
According to (3.7), it follows that the conditions on the coefficients are satisfied if ||||> = o(V%),
i.e. if p > 0. Hence, Theorem 3.4 applies for every p € (0,2).

The interest of Theorem 3.4 lies in the facility with which it can be put to use in concrete
situations. For instance, in Scheme (E), we only have to take a sequence (7,),>1 decreasing to
0, with infinite sum and 7, = 7y,. The next theorem (Theorem 3.5) requires tougher conditions
on the sequences (v,) and (n,) but it can be applied to SDE’s where the coefficients do not
necessarily verify all conditions of Theorem 3.4. It broadens the class of SDE’s for which we can
find an efficient procedure for the approximation of the invariant distribution.

Theorem 3.5 Leta € (0,1], p > 0 and q € [0, 1] such that (HII)), (Hg) and (Sap,q) are satisfied.
Suppose that B{|U1|*PVD} < +o0. Then,
(1) Let s € (1,2] such that

v (3.10)

2p if L
s>2p+(a71)(£) 1f2<p§1
3>$ ifp>1.

Ifp/s+a—1>0, there exist some sequences (Yn)n>1 and (1Mp)n>1 such that (Tp)n>1 is almost

surely tight. Moreover, if k(x) [ol2keo o(|z) and Tr(co*) + ||k < CVET4 L, then every
weak limit of this sequence is an invariant probability for the SDE (4.2). In particular, if SXt)tZO
admits a unique invariant probability v, for every continuous function f such that f = o(Vs T 1),

Tim 74(f) = v1/).
(2) The same result holds for (v
(8) The same result holds for (v

)nzl-
)n>1 under the additional condition (3.8).

T3y

Remark 3.6 The sequences (1,)n>1 and (yn)n>1 must verify an explicit condition given in
Proposition 3.7 below (see Remark 3.8 for a version adapted to polynomial steps and weights).

In the following example, we consider the same class of SDE’s as in Example 1 in the non-
integrable case (i.e. 7 < 1). One can observe that the mean-reversion condition and the growth
condition on the coefficient k can be both relaxed. We also give some explicit polynomial weights
and steps for which Theorem 3.5 applies in this case.

Example 3 Let p € [0,2) and r € (0,1], let b and x be continuous functions, b being defined as
in Example 1. Consider a solution (X;) to the SDE (3.9). For every s € (1,2], one can find p
and ¢ such that the conditions of Theorem 3.5 are satisfied if sp < r and [|k(z)|| < C(1 + |z|)
with € € [0,1/s — p/r). Under these conditions, Theorem 3.5 can be applied with (v,) and (7,)
given by v, = Cn™"™, n, = Cn~"2 with r; < ry and

1 1
0<r1<2(1—-=) and 7m79<1 or 0<r <2(1—-) and 7o =1.
s s
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3.3 Almost sure tightness of (7,(w, dz))nen

The main result of this section is Proposition 3.7. We need to introduce the function f,,
defined for all s € (1,2] by

8 if s>2p
fap(s) =4 _prel A ifs < op. (3.11)
s ' 2(pAl)

Assume that p+a —1 > 0. Then, s — f,,(s) is a nondecreasing function which satisfies
fip(s) = s forall p > 0 and f,,(2) = 2. Note that f,,(s) > 1 if and only if s satisfies
Assumption (3.10).

Proposition 3.7 Let a € (0,1], p > 0 and g € (0,1] such that (HY), (H2) and (Sapq) are
satisfied. Assume that E{|U1|?PVD} < 400 and (1, /yn)n>1 is nonincreasing.
(1) Then,
sup 7, (V2141 < 400 a.s.
n>1
Consequently, if £ +a — 1> 0, the sequence (Up)neN is a.s. tight.
(2) Let s € (1,2) such that Assumption (3.10) is satisfied. Assume that (N,)n>1 and (Yn)n>1

1 Mn fa,p(s)) . . . Mn fa,p(s)
— is nonincreasing and < 4o00. (3.12)
('Yn(Hn Vn) ;(Hn ’Yn)

Then, supp,>4 Dn(VIslea*l) < +00 a.s. and the sequence (Un)neN is a.s. tight as soon as p/s+a —
1>0.

Remark 3.8 If v, = Cn~ "™ and 7, = Cn " with r; < ry, then Assumption (3.12) reads :

O<r1<f1:2<1 )andr2<1 or 0<r <7 andry =1 (3.13)

_ 1
fap(s)

The proot of Proposition 3.7 is organized as follows: firstly, in subsection 3.3.1 (see Proposition
3.10), we establish a fundamental recursive control of the sequence (VP(X,,)) : we show that

(Ra,p): There exist ng € N, & >0, 8/ > 0 such that Vn > ng,
E(V?(Xn41)/Fa} < VP(Xn) + pui1pV?H(Xo) (B = ' VA(X)). (3.14)

For this step, we rely on Lemma 3.11 that provides a control of the moments of the increments
of the jump component in terms of p and gq.

Secondly, in subsection 3.3.3, we show by using arguments similar to [LaPa03] that an LP-control
of the Euler scheme can be obtained as a consequence of (Rap) (see Lemma 3.15) and that

(Cp,s) : There exists p € (1,2] such that

D () BV E () = VE (Xt + 3ab(Xn )|} < +oo, (3.15)
n>1 nin
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This property is established in Corollary 3.17 with p = 2 (resp. p = fap(s)) if s = 2 (resp.
€ (1,2]).

In Lemma 3.9, we show that Proposition 3.7 follows from (Rap) and (Cp ).

Lemma 3.9 Letp >0, a € (0,1] and s € (1,2] such that (Rap) and (Cps) are fulfilled. Then,
the assertions of Proposition 3.7 are satisfied.

Proof: By a convexity argument (see Lemma 3 of [LaPa03]), one shows that (Rap) = (Rap)

for all p € (0,p]. Hence, for all s € (1,2], there exists np € N, @ > 0 and 8 > 0 such that
vk > no,

B{V S (Xp)/Fe1} < Ve (Kpor) + Ve H(Xion) (B - dVa(Xkal))- (3.16)
As V is locally bounded and V(z) — +oo when |z| — 400, one checks that for all £ > 0, there
exists C. > 0 such that Vs 1 < esV?“L“’1 + C.. By setting e = &/(28), &@ = &/2 and 8 = BC.,
we deduce that Vs~1(3 — aV®) < B — &V s %1, Hence, we derive from (3.16) that
Ve (K1) = B{V* (Xy)/Fe 1} ny

ViteTH (Xly)< -
Yk

Vk > ng-

It follows that sup,>; n(V's st ) < 4o if

- .
sp (70 30 B(VEEL ) BV (X)/Fi})) <0 as. (3.17)
n>ng+1 O — Yk

We then prove (3.17): we decompose the above sum as follows
1 - m oo
I Z (VS (Xpo1) — B{V ¥ (Xp)/Frer})
n k=ng+1 Tk
1 &~ T I &~
P, o P, o P, o
= Y Eavi@)+— 3 —(Vs (Xy) —E{V5 (X,c)/]-'k_l})

n k=no+1 Vi n k=no+1 Yk

where AVg(Xk) = V%(X’k,l) — Vg()?k). Firstly, an Abel’s transform yields

1 o Tk P, 5 1 TIn P& Tin >
= Mk AVE (X, :—(—Ovs X,) - MyvEx )
H, k_%:ﬂ O =g (Y B = V)
PO @By, ) < ey,
H, Ve o Yh-1 = Hy Y "o

k=no41

where we used in the last inequality that ( )neN is nonincreasing. Hence, since H, D20 oo

1 - m
sp (77 2

(v 2 (Xpoi) — V%(Xk))) < +oo. (3.18)
n>ng n k=no+1 Yk

Secondly, one denotes by (M, ),en the martingale defined by

M, =3 E (VvE(R,) - B{VE(Ry)/Fai})-
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Denote by G_1 an Fj_i-measurable random variable and p € (1, 2] such that (Cp ) is fulfilled.
As |u+v|P < 2°71(Julf + |v|?) for p > 1, we have

B{ V3 (%) — B{V ¥ (X)/Fer}7} < CE{|VE(Re) - Gia |}
n C]E{ IB{ (G 1 — Vg(Xk))/fkfl}\p}
< C]E{|Vf()‘(k) — Gk—1|p}

thanks to the Jensen inequality. Setting Gy 1 = V's (X1 + 7%b(Xk_1)), we derive from (Cp s)
that ) ;< [AM}|? < 400 a.s. Hence, since p > 1, it follows from Chow’s theorem (see [HaHe80])

that M, oz, My a.s. where M is finite a.s. Then, Kronecker’s Lemma yields

1 . .
— 3 E(VE®) - EVH(X)/Faa}) 50, (3.19)
n k=no+1 Yk
Finally, (3.17) follows from (3.18) and (3.19). 0O

3.3.1 A recursive stability relation

Proposition 3.10 Let p > 0, ¢ € [0,1] and a € (0,1]. Assume (H}), (H2) and (Sapq). If
E{|U1 |?PV1} < 400, then (Ra,p) holds true.

The idea of the proof of Proposition 3.10 is to obtain an inequality of the following type:
E{Vp(Xn+1) - Vp(Xn)/fn} < 7n+1pr_1(Xn)(I)(Xn) + Rn

where @ = (VV,b) + ¢, 4(0, k, 7, V) (see (Sa,p,q)-2) and R, is asymptotically negligible in a sense
made clear in the proof. To this end, we begin by three lemmas. In Lemma 3.11, we study the
behavior of the moments of (Z;) near 0. Then, in Lemma 3.13, we state some properties of the
derivatives of V? in terms of p and in the last one (Lemma 3.14), we establish a control of the
expectation of the jump part of the increment V?(X,.1) — VP(X,).

Lemma 3.11 (i) Let p > 0 such that f‘y|>1 ly|?Pm(dy) < +oo and let h > 0. Then, there exists
a locally bounded function vy, such that

V>0, E{NFP?Y = [ luPPr(dy) @+ on(0)8).

(i1) Let q € [0,1] such that f‘y|<1 ly|?47(dy) < 400, h >0 and T > 0. Then,

E{|Y/ +1 [, <pym(dy)*?} <t [, lylPim(dy) if ¢ <1/2
vt € (0,7,
R{IY/P} < Ct [ lol0n(dy) + Chrgt®  if g € (1/2,1]

11) Let p € [1,+00) such that y|®P7(dy) < oo . For every T > 0, for every € > 0, there
) ly|>h
exists Ce 1 p > 0 such that,

vt e [0,T], E{|Z|*} < t(/ [y (dy) + ) + Cerpt”

where n > 1. In particular, E|Z;|* =t [ |y|*r(dy).
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Remark 3.12 In this lemma, we obtain in particular, a control of the expansion of t — E{|D;|"}
in the neighborhood of 0 (where D denotes one of the above jump components and r, a positive
number): we have the following type of inequality: E{|D;|"} < ¢t + O(t") where ¢, is a non-
negative real constant and 1 > 1. The value of ¢, is important since it appears in the left-hand
side of the mean-reverting assumption. Note that we cannot have ¢, = 0 in the inequalities of
Lemma 3.11. Indeed, according to the Kolmogorov criterion, a Lévy process D that satisfies
E{|D:|"} < Ct" in the neighborhood of 0, is pathwise continuous (For the Brownian motion,
¢ = 0 as soon as r > 2 since E{|W;|"} = o(¢2)). This specific feature of the jump component
generates some stiffness in the mean-reverting assumption ((Sapq),2). Thus, ¢p, contains a
term of order 2p coming only from the jump component.

Proof: (i) (N]))t>0 is a compound Poisson process with parameters A\, = w(|y| > h) and
p(dy) = w(dy)/m(ly| > h). We can set N} =Y, Ryl7, <, where (R,)n>1 is a sequence of
iid. r.v. with law x” and (T},).en is the sequence of the jump times of a Poisson process with
parameter \; independent of (R,),>1. We have

. o ()
B(IN! 7} = 3B Y Ry e Z,) = WIE{|R; [} Fy, (2)
n>1 i1 -
where Fy, (t) = e Mt Z E{| Ezn;ll Ri|*P} (Ant)"
o n>0 E{‘Rl |2p} (n + ].)‘ '

By the elementary inequality:
n n
Vai,...,a, € R, Ya >0, | Zaﬂ"‘ < plo—b+ Z la;|®, (3.20)
i=1 i=1

we obtain
E{| S R (not )G
i+ DE(R P} S nl

It follows that F), is an analytic function on R such that F}, (0) = 1. Therefore,

F)\h (t) =1+ t'(ph(t) with ‘Tﬁh(t” < C(p,h,)\h) Vit e [O,T].
Since E{|R;|?*} = - y|*P7(dy), the first equality is obvious.
An Hly[>c}
(i) If f\y|<h ly|247(dy) < 400 with ¢ < 1/2, then Y has locally bounded variations and Y, +
t ym(dy) = AY/*. Inequality (3.20) with o = 2¢ and the compensation formula
ly|<h 0<s<t t

yield
2
B[V + ¢ / yr(dy)P} <B{ Y [AVA) =4 / Iy 2 (dy).
ly|<h 0<s<t y<h

Now, let ¢ € (1/2,1]. As Y" is a martingale, we derive from the Burkholder-Davis-Gundy (BDG)
inequality (see [Ber96]) that

E{[Y,"["} < CE{( ) |AY"*)7).
0<s<t

The second inequality follows from Inequality (3.20) with a = ¢(< 1) and from the compensation
formula.
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(i) One first considers case p = 1. The process (M) defined by My = |Z|? —t [ |y|?n(dy) is
a martingale. Then, in particular, E{|Z;|*} = t [ |y|*n(dy). When p > 1, the BDG inequality
yields
E{|Y;" [} < GE{( ) |AYP)P}. (3.21)
0<s<t
For every integer k > 1, Myy 1= D g o<y |AYS")|2’c - tf{|y|<h} |y|2k7r(dy) is a martingale. By
Inequality (3.20) and the BDG inequality applied to (Mgy), we obtain

R Y [avi? 7Y 4 (1 /{ o e

0<s<t
<C(B{( Y AV *T)aE} + (t/

0<s<t {ly|<h}

1} < O (E{| My

[yl v (dy) 7).

Set ko = inf{k > 1,2¥ > p}. Tterating the preceding relation yields

E(( Y [AY2)P} < CE((Y AV ey

0<s<t 0<s<t
ko ) .
e (t/ Iyl 7 (dy)) 7.
; (lyl<h)

By construction, p/2%0 < 1. We then derive from Inequality (3.20) with o = p/2*, from the
compensation formula and from (3.21) that,

BUYPP) < GBS IAYIPP) <Gyt

ly|*Pre(dy) + Ct™ (3.22)
0<s<t {lyI<h}

with 7, = p/2F0—1 > 1. We now consider (Z;). For every h € (0,+0c), we have Z; = Y* + N}
where N = N} —t f|y|> p y7(dy). Using the elementary inequality,

Vu,v € Ry, Va>1 (u+v)% < u®+ a2 (w* o +v%), (3.23)
we deduce from the independence between (N}*) and (Y;*) that
E{| 2%} < B{INP %} + C (B{INF VE(Y;" [~} + B{Y;*}).

Using the Jensen inequality if 2p — 1 < 1 and Inequality (3.22) if 2p > 1, we have E{Y;*|??~1} <
CtP—2)M\L By (3.23), we can also check that if p > 1/2,

E{|N} %} <t / | h|y|2p7r(dy) + COpp pt 2PN, (3.24)
y|>

Hence, by (3.22), it follows that for every h > 0,

5|z} <t |

[yl (dy) + ¢ )
{Jy/>h}

[y P (dy) + C’(t“"*%)A2 + t/
{ly[<h}

< (/\yIQ”W(dy) +C/ ly|*Pm(dy))t + Ct"
{lvl<n}
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with n > 1. As f‘y|<h\y|2p7r(dy) h=0, 0, for every ¢ > 0, we can choose h. > 0 such that

C f|y| <h. ly|?P < e. That yields the announced inequality. 0

Lemma 3.13 Let V € EQ(R?). Then,

(a) If p € [0,1/2], VP is a-Holder for any o € [2p,1] and if p € (0,1], V(VP) is a-Holder for
any a € [2p — 1,11 N (0, 1].

(b) Let z, y € R? and € € [z,z +y] and set v =min{V (z),z € R?}. Ifp < 1,

1

S (VD) < pu" Nl (3.25)
If moreover, |y| < (1 —¢) \[7‘%? with € € (0,1], then,
1 _ -
5D (VD)(€)y™* < ph® VP (@) yP. (3.26)
Ifp>1,
1 —1)— _ -
S D2 (V)€™ < prp2C@= D7D (VP! (2) + WV |y P~ . (3:27)

Proof: Consider a continuous function f : R? + R such that |f |é is Lipschitz. Then, f is
a-Holder. This argument yields (a) (see Section 2.5 for details). Now, let us pass to (b). We
have

D*(V?) =pV? 1 (D*V + (p — 1)@), (3.28)
where (VV ®@VV); ; = (VV);(VV);. Since VP~! <P~ if p < 1, we derive (3.25) from relations

(1.4) and (3.6). For (3.26), we consider & = z + Oy with 6 € [0,1] and |y| < (1 — 5)%.
V'V is a Lipschitz function,
VV () 2 VV (@) - [VVIilyl > eVV (@) = VP (§) < 2P DVP(a).
Hence, Inequality (3.26) follows from (3.6). If p > 1,
V(O <VV(@) + VVIilyl = VPO < (VV(@) + [VV )P
We then derive (3.27) from (3.20) (with @ = 2(p — 1) and n = 2) and from (3.6). 0
Lemma 3.14 Letp € (0,1), g € [0,1] and a € (0,1]. Assume (H}), (H2) and (Sap,q)-1. Then,

for every € > 0, there exists h. € [0,40c], T. > 0 and C. > 0 such that for every x,z € R¢, for
every t < T,

B(VP(+r(2)Z1) — VP(2)}
<t(pey [ W) ey IK@IP + V7M@) 4 C) (329

with ¢, given by (3.6), he € (0,1] if p < 1/2 < q, he = 0 if p,qg < 1/2 and h, = 400 if
p € (1/2,1).
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Proof: Set A(z,z,U) = VP(z+k(z)U)—VP(z). We first consider the case p < 1/2 and ¢ > 1/2.
Let h € (0,00). Since Z! = Y}» + N}*, we can decompose A(z,z, Z}) as follows:

Az, 2) = A + k(@)N}, 2, V) + Az, 7, ND).

One controls each term of the right-hand side. On the one hand, as V? is 2p-Holder with constant
[VP]ap, = pep (see Lemma 3.13), we deduce from Lemma 3.11(%) that

E{A(z, 2, NI")} < peyl|r(x)|[PE{ N} [} (3.30)

Spcp/ [y 7 (dy) [|s() 1% (¢ + 9n (t)2%) (3.31)
[y|>h

where 1, is a locally bounded function. On the other hand, we set Z = z + x(z)NJ*. By the
Taylor formula,

A(z,2,Y") = (V(VP)(2), 6(2)Y,") + (V(VP)(€) = V(V?)(2), k() Y}")

with ¢ € [2, 2+ k(z)Y}?]. As (N}) and (Y}*) are independent and Y}? is centered, E{(V(V?)(Z), k(z)Y,*)} =
0. By Lemma 3.13, VP !VV = V(VP)/p is (2¢ — 1)-Holder. Then, it follows from Lemma
3.11(i3).2 that

E{A(z + k(@) N}, 2, V") } < p[VP Vg1 |l6(2) [PE{ Y, [}

smwdeAQWWmm+%ﬁ (3:32)

By (Sap,q)-1, ll&(z)][?? < CVPTe=1 Since f‘y|<h\y|2q7r(dy) — 0 when h — 0, we can find
h. € (0,1] such that -

E{A(z + k(z) N, z,Y*)} <tVPTel(z)(e + Clt). (3.33)

Now, as p < g, for every § > 0, there exists Cs such that ||k(x)||?? < §VPe~! + Cs. Hence, by
(3.31), for every € > 0, we have

E{A(z, 2z, N*)} < t((e + tyhn, (1)) VP (2) + C2) (3.34)

Then, adding up (3.33) and (3.34) and taking 7. sufficiently small yields the result when p <
1/2 < q.

When p,q < 1/2, i.e. in Case 2, we deal with Z; = Z?. For every h > 0, we can write
Zy =Y + NI where Y* = Y} + tf{‘y<h} ym(dy). Hence, for every h > 0,

A(z,@,Z1) = Az + 5(@)N, 2, Y") + Az, 2, NJ).
If ¢ < p, 7 satisfies (Hg) Since p < 1/2, VP is 2p-Holder. Therefore, by Lemma 3.11(44).1,
E{A(z + k(@) N, 2, Y{")} < peyt|lw(2)|* /| . ly[*Pm(dy).-
y/>

By summing up this inequality and (3.31), we deduce (3.29). When p < ¢ < 1/2, we use that V?
is 2¢-Holder (see Lemma 3.13) and a proof analogous to the case p < 1/2 < ¢ yields the result.
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Finally, we consider the case p > 1/2. AWith the notations of Case 3, we deal with Z; = Zp°.
For every h > 0, we have Z; = Y + N}* where N}' = N} — f{|y>h} ym(dy). For every h > 0,
A(z,z, Z;) can be written as follows

A(z,z,Z;) = Az + k(z)NF, 2, V) + Az, z, NI). (3.35)

On the one hand, by the same process as that used for (3.32) and by the inequality (3.24), we
have

E{A(z,z,N{')} < p[VP ' VV]op1|Is() | PE{ N7 [P}

<@ ( [ () + G ).
yI>h

On the other hand, by Lemma 3.13, VP~!VV is (2(pV q) — 1)-Holder. Hence, (3.32) is still valid

in this case if we replace g with p V ¢q. By using these controls of the terms of the right-hand
side, we obtain if ¢ < p

E{A(z 2, 2)} < t]n(a)]|?( / [ r(dy) + /

i< ly[*(dy) + Cut* 1)
A

where we have used that f{|y <h} ly|*Pnr(dy) < [ |y|**m(dy) < +00. When h — 0, f\y|<h |y (dy) —
0 and the result follows in this case by taking a small enough h. If ¢ > p, the same process as in
the case p < 1/2 < q yields the result. n

3.3.2 Proof of Proposition 3.10

For this proof, one needs to study separately the p < 1 and p > 1 cases. We detail the p < 1
case and indicate the process of the proof for the p > 1 case.
Case p < 1. We firstly consider Cases 1 and 2 and set

B B k B A)gn—i—l,l = 'Yn—l—lb(an
Xnt1e = Xp + Z AXpq1;  with AXpni1,2 = /Tn+10(Xn)Unt1 (3.36)
=1 AXn—{—l,?) = K/(Xn)Z’n—i—l-

The idea is to study the difference V?(X,41)—VP(X,,) as the sum of three terms that correspond
to the above decomposition.
1) First term: There exists n; € N such that for every n > n,

(VV,b)

E{VP(XM—IJ) - Vp(Xn)/]:n} < p’Yn—HW

(Xn) + Oy VAP H(Xo). (3.37)

Indeed, from Taylor’s formula,

i i} VB o1 i
VP(Xny1,) = VP(Xn) = pfyn+1<V1—_p>(Xn) + 5 D2 (V) (Eny 1) (AXn41,1)®
where €1, € [Xn, Xn +ymr10(Xn)] Set © = X, and y = 7, 116(X,,). Since y, “27%% 0 and

|b| < CVV, there exists n; € N such that for n > nq, |y| < ;[/VTX(/? a.s. Thus, we can apply the



)
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second inequality of Lemma 3.13(b) with € = 1/2 and deduce (3.37).
i1) Second term: For every € > 0, there exists ny . € N such that for every n > no,

E{V?(Xns12) = VP (Rns1)/Fa} < et VP (E) + Clynn. (3.38)

Let us prove this inequality. Since E{Up+1/Fn} = 0, we deduce from Taylor’s formula that
_ _ 1 _
E{V?(Xnt1,2) = VP(Xni1,0) /[ Fn} = iE{D2(Vp)(572;+1)(AXn+1,2)®2/~7:n}

with €21 € [Xn41,1;Xn+1,2]. Set 2 = Xpy11 and y = Ang10(2)Uny1. Since |lo(z)]| <
C,V/V (x), the conditions of (3.26) are satisfied with € = 1/2if |[Up 41| < pni1 = 2/(Co[VV]iv/Fnr1)-
Therefore,

E{D2(V?)(E2:.1) (AR 11,2) 21011 <pu i} [ F} < OVP () Tr(00") (Xon).
By (3.25), we also have
E{D?*(VP)(£2,,)(AX ®21 Fo} < C, VPO I(X
{ ( )(£n+1)( n+1,2) {|Un+1\>pn+1}/ n} > n ( n)

where 6, = B{|Un411*1j0,115pnsr}}- Now, let € > 0. Firstly, by (Sapq), VP 'Tr(c0*) <
Ccvet2r-1) Since a4+ 2(p —1) < a+p — 1 when p < 1, there exists C. > 0 such that
VP~ 1Tr(00*) < eV¥*P~1 4 C,. Secondly, since p, — +00, 6, — 0. Thus, there exists na. € N
such that for every n > ng ., C6,VPT¢~1 < gVP+a=1 The combination of these two arguments
yields (3.38).

i44) Third term: For every € > 0, there exists CE2 > 0 and n3, such that for all n > n3,

BV (Xat1) = V! (Xas1.2)/Fa} < IR (v [ 10 m(d)1 gy + V77 (%) +CE).
(3.39)

Since Uy 41 and Z, | are independent, we have
E{Vp(Xn—f—l) - Vp(Xn-f—l,?)/fn} = E{G(Xn-f—l,ZaXn)/}—n}

where G(z,7) = E{V?(z + k(z)Z;) — VP(z)}. Since Z; = Z{° (vesp Z; = Z}) in Case 1 (resp. in
Case 2), (3.39) follows from Lemma 3.14.

We can now prove the proposition in Cases 1 and 2: by summing (3.37), (3.38) and (3.39), we
obtain: for every ¢ > 0, there exists n. € N such that for every n > n,,

E{Vp(Xn+1)/fn} < Vp(Xn) + ’Yn+1(5Vp+a_1(Xn) +Ce)

4 (VP UOV B + Loy [ P r(an) IsCG)P). (340

Then, we recognize the left-hand side of (Sap,q)-2 in the term (3.40). Therefore, by (Sap,q)-2,
we obtain
E{V(Xn11)/Fa} < VP(Xn) +pr0i1V? ™ (Xa) (B = aV*(Xn) ) + Yss (VP77 (Xa) + C).
(3.41)
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Taking € = /2 yields the result in Cases 1 and 2.
In Cases 3, by following the same process as above and using Lemma 3.14, we obtain that for
every € > 0, there exists h. € (0,00) and n. € N such that for every n > n,,

E{V?(Xnt1)/Fa} < VP(Xn) + i1 (VI (Xn) + Cc)

429 (VP HOV N ) + Loy [ Pl [s(R)I?). (342

In this case, the term which appears in (3.42) is not exactly the left-hand side of (Sa,p,q)-2. How-
ever, one observes that (VV,b%) = (VV, b)+®},_ where &, (z) = (VV (z) f{ly\e heoh)} ym(dy)).
Then, by (Sa,p,q)-1, one checks that for every £ > 0, there exists C, > O such that VP~1|¢p| <
eVPta=l 4 C.. This means that (3.42) is the sum of the left-hand side of (Sap,q)-2 and of a
negligible term and the result follows.

Case p > 1. Thanks to Taylor’s formula, we derive from the assumptions on the noise terms
that

B(VP(X,2)/Fa) = VP(K0) 4 pruaV? VY, Do) + BDH (V) () AXEL, /)
where &,11 € [Xy, Xpt1]. From Lemma 3.25, we have
DAV (&) AXEE < php20 DV (VP ()| A K 4 VTR K0 1, )

Then, by using Lemma 3.11.(iii), independence properties and (Sa,p,q).1, we show that

B(V? (K AP/ P} < 9tV () (Telo0)(Re) + [ Pr(d) (X)) (343)
+ 07721+1Vp+a_1(Xn)'
Next, by Inequality (3.23), we have
AZ 1P < ()22, Z 2

+Gp (Ilﬁ( AP Zpa P AV (X )(1+|Un+1l)+75§+1V“p(5(n)(1+IUn+1l2p))-

Then, we derive from Lemma 3.11.(iii) and (Sap,q)-1
s 2p 2p " 2p 1/\(1” 1) ap(y
E{|AX 1 [P/ Fn} S gt [ [yPa(@lsXa) 1 + ynai (e + Corpl )VP(Xn).  (3.44)

Thus, adding up (3.43) and (3.44) yields a control E{D?(V?)(&,41)A X®21/.7-" }. By (77), it
follows that

E(VP(Xps1)/Fa} < VP(Xn) + Crnsa (e + CorP? M)veatr1(X,)

+ DYtV (Xn) ((VV,B)(Ka) + Bpl s, V) (Ka))

where ¢, 4(o,k,m, V) is defined in Assumption (Sap.q)-2. Then, the result follows by applying
(Sa,p,q)-2 and taking ¢ sufficiently small.
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3.3.3 Consequences of Proposition 3.10

In Proposition 3.10, we established (Ra,p). According to Lemma 3.9, it suffices now to prove
(Cp,s)- This property is established in Corollary 3.17 and is a consequence of Proposition 3.10
(under additional assumptions on (vy,) and (7,) when s < 2). More precisely, we first show in
Lemma 3.15 that a supermartingale property can be derived from (Rap) and that this property
provides an LP-control of the sequence (V (X)) (see (3.45)). Secondly, we show (in Corollary
3.17) that this LP-control implies (Cp ).

Lemma 3.15 Let a € (0,1] and p > 0. Assume (H%,) and (Rap). Let (Op)nen be a nonin-
creasing sequence of nonnegative numbers such that )", <, Opyn < 0o. Then, there exists ng > 0,

&> 0 and B> 0 such that (Sn)n>n, defined by

n
Sp = 0,VP(Xy) + & Z Ok VP H(Xp1) + B Z Ok vk
k=1 k>n

is a nonnegative L'-supermartingale. In particular,

S 0, mE(VP (X, 1)} < oo and E{VP(X,)} "E 0(0i). (3.45)

n>1 n

Remark 3.16 In the particular case a = 1, one can ckeck that we have a better LP-control.
Indeed, in this case, (Ra,p) implies that there exists ng € N such that

E{V?(Xp+1)} < E{V?(Xp)} + B — GE{V?(X,)}

where & is a positive number. Then, a simple induction shows that sup,~; E{V?(X,)} < +oc.

Proof: Since b, o and £ have sublinear growth and Zn € L? for every n > 1, we can check
by induction that for every n > 0, V?(X,,) is integrable. Denote by (AM,,),>1 the sequence of

martingale increments defined by: AM,, = VP(X,,) —E{VP(X,,)/Fn.-1}. By (Ra,p), there exists
no € N such that for every n > ny,

On+1VP (Xng1) < 01 (VP(Xng1) — E{VP(Xpg1) [ Fa} 4 On 1 B{VP (X 11) [ Fr}
< Ot 1 AMpi1 + Onir (VP(Xn) + mnppV? H(ER) (B — ' V(Xy))) -

By the same argument as in the proof of Lemma 3.9, one can find & > 0 and B > 0 such that
VP=H(p - o'V?) < — aVPte~l, Since (#,) is nonincreasing, we deduce that

On1 (VP (Xps1) + Gy VP (X)) < 0,VP(Xy) + Oy 1 AMpi1 + Opg1¥ni1 5.
Adding "a Y, Oy VPO (X)) + B ksni1 Ok to both sides of the inequality yields
Snt1 < S+ 0 1AMy = E{Sn+1 /Fn} < Sy Vn > ng.

Since S, € L!, it follows that (Sp)n>n, iS a nonnegative supermartingale and then, that
sup E{S,, } < +o00. The result is obvious. 0
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Corollary 3.17 Let a € (0,1], p > 0 and g € [0,1]. Assume (H}), (H2) and (Sapq). If
E{|U1 2PV} < 400 and (m,/Yn)nen is nonincreasing,

Z(%)QE{|V§(XR) — V3 (X1 + 9b(Xn1)) P} < oo (3.46)
n>1 nn

Furthermore, if conditions (3.10) and (3.12) are satisfied for s € (1,2),

D e BV (X0) = VE (s + mb(Xn )20} < oo, (3.47)
n>1 nin

Proof: Let us begin the proof by two useful remarks. Firstly, (3.46) is a particular case of
(3.47) since fqp,(2) = 2 and (3.12) is always satisfied in this case. Indeed, as (n/Vn)nen is
nonincreasing, so is (%ﬂ( Hn”\%—n)Z) and,

o
(2N T 5/ % < co. (3.48)
st Hoym T Hy Tt
Then, it suffices to prove (3.47). Secondly, by Lemma 3.15 applied with 6,, = %(#\T}%)f“’l’(s)
e OE{VP (R, 1)} < +o0. 3.49
g(Hn\/v_n) { (Xn-1)} (3.49)
(3.47) Hence, one checks that (5.24) holds as soon as
. . ) fag)
E{|V's (Xp) = Vs (Xn—1 + Wb(Xn-1))|/*"'¥} < Cypn 2 E{VPT7(Xp-1)} (3.50)

Thus, we only need to prove (5.24). We inspect the p/s < 1/2 and p/s > 1/2 cases successively.

Case p/s < 1/2. In this case , f,p(s) = s and V% is a 2p/s-Holder function(see Lemma 3.13).
If ¢/s < 1/2, then Vs is also a 2¢/s-Holder function. We have

E{|[V$(Xn) — V5 (Xn—1 + Yab(Xn-1))|*/Fn1} < C’YE]E{ (VET'VV (&), ’YnU(Xn—l)Un)‘s/}—n—l}
+ C(B{|w(Xn 1) N2 [ Fo 1} + B{ (X 1) ¥/ Fo1})
where &, € [Xp,1; Xn2]. According to Lemma 3.11, we have under (HJ) and (HZ2)
E{| N |} + E{| Y2 [} = O(n)-
Hence, since V= ~'VV is bounded, it follows from (Sapq)-1 that
EB{V$(Xn) = VE (Rn1 + 9b(Xn)*/ Fao1} < CraVarr=i(X, ) (3.51)
We recognize (5.24). If g/s > 1/2, we have

E{|V 5 (Xn) = Vs (Xnot +9mb(Xn)[*/Facr1} < CE{|6(Xno1 ) No| P/ Fro1}
+ Cw B [(VEIVV (€0), vAmo (Xn )Un + KX 1))/ Fa 1}
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where &, € [X'n,l; X’n,l + V0 (Xn_1)Un+K(Xy_1)Yy]. Since E{|Y,|?} = O(v,), we deduce from

Jensen’s inequality that E{|Y,|*} = O(vyz2). Moreover, by (Sapq)-1, [|5]|°* < CVPT¢~1 because
s < 2q. Then,

E{|s(Xn1)al* /Fa} < O% 6(Xn1) | < CRRVEP (K1)

and (5.24) easily follows.
Case p/s > 1/2. Applying the following inequality,

Yu,v >0, Va>1, [u® — v®| < Cq (lu — v|u®™" + Ju — v|*) (3.52)
with u = \/V(Xy), v = V/V(Xn—1 + 1b(X5—1)) and o = (2p)/s, we obtain
|V§(Xn) - Vg(Xn—l +mb(Xn-1))| < C|\/‘7(Xn) - \/V( n—1 + mb(Xn-1))[V _%(Xn—l)
+ OV (Xn) = VV (Rt + 7b(R )| ¥ (K1)-

P
s

We deduce from (Sap,q).1 that

o o - oV ( n—1) (VIm|Un| + |Zn]) ifp <1,
| Xn — (Xn—1 +mb(Xn-1))| < { Vs ( B )(\/’%|U |+ ‘Z |) if p>1.

Since V/V is Lipschitz, one then checks that

_ _ _ _ _ P 2 _ 2
VE(Xn) = VE (Kot + 9 (K1) < OV (Xned) (VAITn| + 1 Z0] + 481Ul ¥+ 120] 7))

where
(E+hyv (=) ifp<l,
’[‘ =
(24elyv e if p>1.

S

<@
2

Firstly, we derive from Lemma 3.11 that E{|Z,|*} = O(v:?). Therefore, since 2p/s > 1/2, we
have

_ P 20 _ 2\ fa, (s) fa p(S)
E{ (VAnlUnl + |Zal + 72 U] ¥ +1Z] 7)™} = O3 7 ).
Secondly, one checks that 7 f,,(s) < a4+ p — 1. Therefore, Inequality (5.24) follows. 0

3.4 Identification of the weak limits of (7, (w, dz)),>1

In this section, we show that every weak limiting distribution of (7, (w, dx)),>1 is invariant
for (X¢)s>0. For this purpose, we will rely on the Echeverria-Weiss Theorem (see Theorem 2.10).
This is a criterion for invariance based on the infinitesimal generator A of (X;). A is given for
every C2-function f with compact support by

Af(z) =(V/, bh)(iﬂ)+%T‘f(0*D2f0)(w)+/ (f (@ + K(z)y) = f(x) = (Vf(2), 6(2)y)1{191<n}) T(dY)-
(3.53)
By Corollary 2.12, a probability v is invariant for the SDE (4.2) if for every f € C%(R?),

v(Af) = 0 and if ||k(z)]| [#l2o0 o(|z|) (and this condition can not be improved in general).
Then, the main result of this section is the following proposition.
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Proposition 3.18 Leta € (0,1], p > 0 and q € [0,1]. Assume (Hll,), (Hg), (Sap,q)-1. Assume

that ||k(z)]| [#l2:po0 o(|z|) and that (n,/Yn)n>1 is nonincreasing. If moreover,

sup 7y, (|57 4+ Tr(oo™)) < oo and Z i E{VeP (X} 1)} < +o0, (3.54)
n>1 k>1 k’y
then,
Ve CiRY, / Afdi, 2225 (3.55)

Consequently, a.s., every weak limiting distribution of (Un(w,dx))n>1 is invariant for the SDE
(4.2).

Remark 3.19 The two assumptions in (3.54) hold under the assumptions of Theorem 3.4 (resp.
Theorem 3.5). Indeed, since ||x]|2? + Tr(co*) < CV s 1%L with s = 2 in Theorem 3.4 (resp. with
s satisfying (3.10) in Theorem 3.5, the first is a consequence of Proposition 3.7. Likewise, the
second is a consequence of Lemma 3.15 applied with 8, = (7,/(Huv,))? (see (3.48)).

3.4.1 Proof of Proposition 3.18

The proof of Proposition 3.18 is built in two successive steps that are represented by Proposi-
tions 3.20 and 3.22. In Proposition 3.20, we claim that, showing that 7, (Af) — 0 a.s is equivalent
to showing that 1/Hy,, Y ¢ (me/ve)E{f(Xk) — f(Xk—1)/Fk-1} — 0. Then, in Proposition 3.22,
we show that this last term does tend to 0.

Proposition 3.20 Assume that the assumptions of Proposition 3.18 are fulfilled. Then, for
every f € C%(RY),

lim ink(E{f(Xk) — f(Xe—1)/Fi—1} Af()‘(k,l)) =0 a.s. (3.56)

n—oo H, Yk

We begin the proof by a technical lemma.

Lemma 3.21 Let ® : R? — R be a continuous function with compact support, ¥ : RY s R,
a locally bounded function, (h?)gg[o,l] and (hg)ge[o’l] two families of Borel functions defined on
R? x Ry with values in RY satisfying the following assumptions:

There exists 69 > 0 such that

nf h Be lal=boo -
06[0;15276[0,60] (| 1|($,’7) + | 2|(.’E,'y)) +00 ( )
For every compact set K,
0
sup |h€($a7) — hg(x,7)| 229 0. (3.58)

T€K,0€[0,1]

Then, for every sequence (zy)ren of R?,

1 n
z= 2 sup [|(h] (@x-1,m)) — (RS (we-1, 7)) [ ¥ (@x-1) T 0.
n . —; 0€[0,1]
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Proof: ® has a compact support therefore, we derive from (3.57) that there exists Ms, > 0 such
that for every |z| > Mj,, v < dp and 6 € [0,1],

®(h](z,7)) = ®(hy(z,7)) = 0.

Counsider p — w(p, ®) = sup{n > 0,sup|;_y <, [2(z) —2(y)| < p}. As @ is uniformly continuous,
w(p, ®) > 0 for every p > 0. Thanks to (3.58), for every p > 0, there exists 6, < dp such that for
every v < d,, 6 € [0,1],
sup  [h](z,7) = h3(z,7)] < w(p, ®).
|z <M,

As v kotoo, 0, there exists k, € N such that v, < 6, for k > k,. Since H, notoo, 400, we

deduce that

n

. 1 —
limsup— 3 sup DA (2 1,7%)) — B(R(wx 1,7%))[¥(zk 1) < pTs,
n—r+oo Hn 70 9€[0,1]

where s, := sup{|¥(z)|, |z| < Mys,} < +oo since ¥ is locally bounded. The result follows.

Proof of Proposition 3.20. We have to inspect successively the ¢ € (1/2,1] and ¢ € [0,1/2]
cases.

Case q € (1/2,1]. First, we recall that the construction of the Euler scheme depends on h
and on p and ¢q. However, it is easy to check that it is possible to transform Z, and b in order
to obtain the Euler scheme adapted to Case 3 with A = 1. That is why in this proof, we adopt
the notations of Case 3 with h = 1.

Let f € C%(R?). Decompose the infinitesimal generator as the sum of three terms defined by

Aif(@) = (VEB(),  Asf(z) = Tr(o" D*fo)(a),
Asf(z) = / (f(z + rl@)y) — £(2) — (V1 (@), K(@)g) Ly (dy).

Set X1 = Xp—1+mb(Xp-1), X2 = Xi1 + 0 (Xp—1)Ux and Xy 3 = Xp 2+ /65 Xp—1) Zg.
We then part the proof into three steps:

Step 1. E{ f(Xa) ;kf(Xkl)/fk—1} = A1f(Xp-1) + Ri(7k, Xp—1)
with Hin zlzﬂle(’Yk,Xk—ﬂ 222 0.
Step 2. E{ f(Xi2) - f(X’“’l)/fk,l} = Ao f (X 1) + Ry, X 1)

Tk

1 & _
with H_ anRQ(’yk,Xk_l) n_)—oo> 0.
n
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Step 3. %E{f(xk)  F(Xe2)/Feor} = Asf(Xn-1) + Ra(ye, K1)

o0

I .
with —— Z"?kR?;('Ykanfl) =255 0.
n
1

The combination of the three steps yields Proposition 3.20. We refer to Proposition 4 of [LaPa03]
for steps 1 and 2 and focus on the last step where the specificity of our jump Lévy setting appears.
Since Xj,_1 is Fp_1- measurable and Zj, Uy and Fi_; are independent, we have

E{f(Xk2 + £(Xk-1)Zk)/Fr-1} = Qu, f (X—1)
with  Quf(@) = [ BUF(S(,7,u) +5(z)2,)}Pu (du),

where S(x,v,u) = z+vb(z) +\/’70(:1:)u. Set V; = S(z,v,u) + £(x) Z;. By applying Ito’s formula
to (f(Vi))i>0, we obtain

t
FR) = £(S(@,7,u)) + /0 (VI (Vo). w(z)dY) (3.59)
+ Z Hf S(z,v,u) + k() Z,-,z,AZ;) where, (3.60)
0<s<t
B (z,2,y) = (= + sle)y) — £(2) — (V(2), ml2)y) 1<y (3.61)

The process ( fot (Vf(V,-), k(z)dYs)) is a true martingale since V f is bounded. The compensation
formula and a change of variable yield

B(/ (S 1) + K(@)Z,)} = BT (V5))
= 1G4 [ o [ w@) A (w00 + 50 a0

Since A3 f(z) = [ w(dy)H (z,z,v) { fo dv [ n(dy)H' (z,z y)}, it follows from the previous
inequality that

B0 — F(Xua)/Far} = Aaf (Xicr) + ol X
1
where, R3(v,z) = /]E{/O dv/w(dy)AI;Tf(S(x,’y,u) +f§(x)Zv7,x,:v,y)}]P’U1 (du)

with AHT (21,22,2,y) = HY(21,2,y) — Hf (22,2,y). We upper-bound R3 by two terms: Rs;
and R39 that are associated to the small and big jumps components of (Z;), namely

Ry (7, 2) // do [ (B AT (G2, + (0 oy, ,2,) [P ),
{ly|<1}

R3o(7v,x // d'u/ m(dy) ]E‘AHf S(z,v,u) + () Zyy, T, 2,y ‘PUI (du).
{ly[>1}
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We study successively R3; and R3o. From Taylor’s formula, we have for every y such that
lyl <1
~ 1
‘AHf(S(:I’Ia’Y’u) + ﬁ(x)va-’anay)‘ S §R(Z,’)’,£E,’U,,’U,y)|f$($)y|2,
where R(Z,7,z,u,v,y) = sup ||D2f(S(:v,'y,u) + Kk(2)(Zyy + Oy)) — D2f(:v + 0k(x)y)||-
0€[0,1]

By setting ® = D?f, ¥(z) = ||x(z)]|.]y|* and
1(x,7) = S(z,7,u) + K@) (Zuy +0y),  By(2,7) = @ + Or(2)y,

we show that the assumptions of Lemma 3.21 are a.s. fulfilled for every fized u, v and y.
First, since k(z) [#l2Fo0 o(|z|), there exists a continuous function e such that x(z) = |z|e(z)

and () M 0. Therefore, as b and o have sublinear growth, there are some positive real

constants C7 and C5 such that
|8 (2,7, u) + £(2)(Zoy + 0y)| > 2] (1 = vC1 = (|Zuy]| + ly])]e(2)]) — Co

|z + Or(z)y| > |z|(1 = |e(=)]ly])-
Let dp be a positive number such that 1 — §oC7 > p > 0. Since (Z;) is locally bounded (as

|z|—>o00

a cadlag process) and e(z) —— 0, there a.s. exists M > 0 such that for every z such that
lz| > M, (|Zyy| + |y])|e(z)| < p/2. It follows that for every v < §y and 0 € [0, 1], a.s.,

06[0,1526[0,60] (' il(z,7) +| 2|($,’7)> — 400 ( )

Now, let K be a compact set of R4, We have

0
sup  |h{(z,7) — h§(z)| < sup (|b|(z) + llo (@)l + 6]l (@) (v + vAlu| + | Zy]) 50 as.
zeK,0€[0,1] zeK

(3.63)

because b, o, x are locally bounded and lim;oZ; = 0 a.s. Thus, by Lemma 3.21, for any
sequence (zy)ren of RY, for every (u,v,y) € R x [0,1] x By4(0,1),

1 O -
0 Z M AH (S(z5—1, 7%, 6) + K(@p-1) Zoy » The15 The1,Y) —— 0 @.5. (3.64)
" k=1

Now, since V f and D?f are bounded, we derive from Taylor’s formula that for every z1, zo € R¢,

X . 2[|V fllooll% () |- ]
Hf [ ) - Hf » Yy 1 < {
|H (22,2, 9) (12, 9) i<y < 21 D% fllooll (@)1 [y[>-

Then, for every g € (1/2,1],

AR (82,7, ) + 5(2) 2oy, 3, 2,9) [ Ly 1y < Cllsa) 2]y (3.65)
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where C' = 2max(||Vf|lcos [|D?f]loo). Therefore, by Assumption (Hg), we finally derive from
(3.64), (3.65) and from the Lebesgue dominated convergence Theorem that

= Z"?kRS (Vs Bk 1) T2 0if Sug— anH’i k1) < oo (3.66)
no_q ne

We apply this result to (zg) = (Xk) By (3.54), suppen 7n([|%]|??) < oo a.s. Hence, it follows
that 7= >p_; 7k Ra1 (v, Xe—1) 2= 0 a.s.
Now, let us focus on Rz 9. Set Af(z1,22) = f(z1) — f(22). Then,

R3a(v,) = /E{ /01 dv /{|y|>1} m(dy)Af (x, S(z,y,u) + m(x)Zm) }IP)UI (du)
+ /E{ /01 dv /{|y|>1} m(dy)Af (S(m,’)’,u) + K(x)(Zyy +v),z + m(x)y) }PUI (du).

One proceeds as before. By using Lemma 3.21, one begins by showing that for any sequence
(z1)ken , for every (u,v,y) € [0,1] x R? x B4(0,1)¢, a.s.,

1 n
A E A f (:ck_l,S(:vk_l,’yk,u) + ﬁ(xk_l)Zu%) 270 and (3.67)
n
=1

1 n
= D A (k1 7,1) + K@k 1) (Zuy, + 9)s w1+ Klop1)y) 225 0.
" k=1

By the dominated convergence Theorem (which can be applied because 7 (|y| > 1) < oo and f
is bounded), we deduce that for any sequence (zx)ken,

il Z%Rsz Yoy Tho1) 250 a.s.
k=1

This completes the proof of Step 3 when ¢ € (1,2].

Case q < 1/2. The reader can check that the assumption ¢ € (1/2,1] is used only once: when
we want to apply the dominated convergence theorem for R3; (see (3.65)). In order to overcome
this problem, the idea is to decompose the infinitesimal generator in a slightly different way:

Af(@) = (VEY@),  Aof(z) = Te(o" D2fo) (@),
Asf(z) = / (f(z + sl)y) — f(@)n(dy).

Note that this decomposition is only possible when ¢ < 1/2. That means that with the notations
(3.36), we decompose AXy, with A = 0 and inspect the three induced steps. We do not go into
further details since the proof is similar to the case ¢ > 1/2.

Proposition 3.22 Assume that the assumptions of Proposition 3.18 are fulfilled. Then,
. 1 _ _
lim — 5" R(f(Xy) = f(X1)/Fa1} =0 as.
n

Proof: We do not detail the proof of this proposition which is an adaptation of Proposition 3
in [LaPa03]. O
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3.5 Proof of the main theorems for Schemes (P) and (C)

The aim of this section is to give a general idea of the proof for Schemes (P) and (C)
and to overcome the main difficulties induced by the approximation of the jump component.
For Scheme (E), main theorems have been proved in two successive steps. First, we focused
on tightness results (Proposition 3.7) and then proved that every weak limiting distribution is
invariant for (X;)¢>o (Proposition 3.18). We follow the same process for Schemes (P) and (C).
We will successively explain for both schemes why Proposition 3.7 and Proposition 3.18 remain
valid.

3.5.1 Almost sure tightness of 7, (w,dz) and v, (w, dz)

The tightness result for Schemes (P) and (C) is strictly identical to Proposition 3.7 (In
particular, Assumption (3.8) is not necessary for tightness). Looking carefully into the proof
of this theorem for Scheme (E) shows that the properties of jumps that we use, are: control of
the moment of the jump components(Lemma 3.11) which is fundamental for Proposition 3.10,
and independence between (Y,,)nen, (Nn)nen and (Uy,)nen. We show in Lemma 3.23 below that
the controls of Lemma 3.11 hold true for the moments of the jump components of Schemes (P)
and (C). Then, since Scheme (P) satisfies the independence properties, Proposition 3.7 follows
in this case. In Scheme (C), (¥, )nen and (N )nen are no longer independent. It raises several
technical difficulties in the proof of Proposition 3.10 in case p < 1 but the process of the proof is
the same. So, we only state a variant of Lemma 3.11.

Lemma 3.23 Let Ty be a positive number and T™ = inf{s > 0,|AZ;,| > 0}.
(i) Let p > 0 such that f| Sh T m(dy)|y|*? < +oo. Then, for any t < Ty,
E{| /\Tn |2p} < tf\y|>h |y|2p7r(dy) if p>0.

(i1) Let T be an (Fy)-stopping time and q € [0,1] such that f|y|<h ly|*m(dy) < +o0. Set Y =
Zo<s<t AY! Liavrepry — thh ym(dy) where D! = {y, |y| € (un,h]}. Then, for any t < Ty,

E{|Yikrm + EAT) [iyn 91707 (dy)} <t [ cplylPim(dy) i g <1/2
E{[Yikrn "1} < Cat [y <p [yI**7(dy) + On 1o qt” if 1/2 < q € (1/2,1).

(ii) Let p > 1 such that [ w(dy) )|y|?P < 4+oc. For every e > 0, there exists Cc > 0, ng € N such
that for every t > Ty and n > ng,

B{|Zen 7} < t( [ 1o () + &) + Ct? .
B Zuen ) < t( [ 1oPn(dy) + ) + O
Proof: The proof is left to the reader. 0

Remark 3.24 In (ii), the control is only valid for n sufficiently large but that does not make
any problem since (Rap) just needs to be valid for sufficiently large n.
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3.5.2 Identification of the limit of (7, )ueny and (7, )nen

The theorem which is obtained for (’P)neN and (v, )neN is strictly identical to Proposition
3.18 under the additional condition (3.8) for Scheme (C) We recall that the proof of Proposition
3.18 is based on two steps: Propositions 3.20 and 3.22. Proposition 3.22 is still valid without
additional difficulties. However, the proof of the analogous result to Proposition 3.20 raises some
new difficulties. Denote by A®F and A*¥C the operators on CX(R?) with values in C°(R?,R)
defined by

A f(a) = (V£,5)(@) + 3 Tolo DX o)) + [ (o))
{ly|>ux}

ARCf(z) = AR f(2) — (1 — () / A (2,2, y)m(dy).

{ly|>ur}

where ay(t) = %. "Af— AR 1 and "Af — ABC f" can be viewed as the principal part

or the weak error induced by the approximation in Schemes (P) and (C) (A*F is the infinitesimal
generator of (XF) where (XF) is solution to the SDE (4.2) driven by (ZF)). Thus, one may expect
that this error be negligible in the sense of our problem. This is the aim of Lemma 3.25.

Lemma 3.25 Assume (H2). Let (zx)ren be a sequence such that

sup - annnn “(@r-1) (3.68)
Then, for every function f € CX(R? R),

lim —an(Af (zk—1) — Ak’Pf(wk—ﬂ) =0

n—+oo H,

and if 7(Dy,)y, 2200, lim —— Zﬂk (Af Tp-1) — k’cf(ﬁﬂlcfl)) =0.

n—+oo H,

Proof: Note that A% f(z) — Af(x f{\y|<uk} Hz,z,y)w(dy). When ¢ > 1/2, we deduce
from Taylor’s formula and the boundedness of Vf and D?f that there exists C; > 0 such that

| (2,2, )11 { g 1<t < Call6(@) P21 11y <} -
When ¢ < 1/2, since f is a 2¢g-Holder function,

|HY (2, 2, ) 11y <un} < [Flagllm(@)P]y? 9y <uy + sup f|Vf(w)|-||ﬂ($)||-|y|1{|y\guk}-
TESUPP

By setting vy 4 = f{|y|5uk} ly|?97(dy), we have

C (vkgllm@r-1)|*7 + vk,1) if ¢ < 1/2
_ AkP kyq k—1 s
|Af(-'13k71) A f($k71)| < { C'Uk,qHKf(xkfl)HQq if q > 1/2
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Since v o E2%0 0 for every a > ¢ under assumption (Hg), the first result follows from (3.68).
One deduces the second one by checking that

|45 f () — ARCf(2)] < Om(De) (1 + ||5(@)[*7).

Set

R ) = B = P/

E{f(X,) — [(Xe_)/Fp i}
Yk

The rest of the proof then amounts to proving that

S P
— AR F(X ),

—-C 5C
R??’k(’Ykan—ﬂ = - Ak’cf(Xk—1)-

lim —anR3 'yk,Xk 1) =0 and lim —anR3 ’yk,Xk 1) =0.

n—)oo

We want to explain why these assertions are true. Here, we only treat Case ¢ € (1/2,1) and
adopt the notations of Case 3 with A = 1. First, one can check that, with the notations of the
proof of Proposition 3.20, R3P’IC can be upper-bounded by Ri’lk + R:IZ’QIC where Rg’lk and Rf;’Qk are
defined by

1
REfene) = [ [ [ naB| AR (S ) + 5@)Zir ). 2,2,0) [P (),
R4 up<|y/<1
R?,PZ’C (v, / / dv/ 7(dy) E‘AHf( S(z,v,u) + K5(x) Zpyk), T, T y)‘IP’U1 (du).
R4 ly|>1

We focus on R3,’1. We use the same process as for R3; but some arguments used for R3; no
longer work: the dependence on k induces some problems in (3.62) and (3.63) where an uniform
control is needed for applying Lemma 3.21. Since R:I;’lk only depends on the law of Z*, an idea
is to use the Skorokhod representation Theorem (see e.g. [RoWi87|) in order to replace (Z. ) by
a sequence which is uniformly controllable a.s.:

Lemma 3.26 There exist a sequence of cadlag processes (Z.,n)nEN and a cadlag process Z such
that Z,n £ Z n, 7257 and Z,n = Z a.s. for the Skorokhod topology. In particular,

sup sup |Zsp| < +oo VT >0 and limsup sup |Zspn| =0 a.s. (3.69)
neN 0<s<T n—400,7—=0 0<s<y
Proof: (Z.,) converges locally uniformly in L? toward Z, hence in distribution for the Skorokhod
(Polish) topology. Thanks to the Skorokhod representation Theorem, there exists (Z. ,)nen and

= . ~ DRt RY) (R ,RY) ~ -
Z with Z , = Z_n and Z Z such that Z , tends a.s. towards Z for Skorokhod
topology. The assertion (3 69) easﬂy follows from the continuity of a + ||e|[sup and o — a(0)
for the Skorokhod topology. 0

Then, by replacing (Z. 1) with (Z_ 1), we obtain the following alternatives of (3.62) and (3.63):
set
WOk (2, y) = S(z,v,u) + k(x)(Zyy + 0y), and Kok (z,~) = z + Ok (z)y.
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Assume that u, v, y et w are fixed. Then, there exists dg > 0 such that for every v < dy, 6 € [0, 1],
inf [10* (2,7)] 275 oo et inf (5% (2, 7)] T oo,
E>1 E>1

and for all compact set K C R¢,

0.,k 0,k —0,k—+
sup  |hy"(2,9) — hy*(z,7)] =0 a.s.
z€K,0€[0,1]

Then, by setting ® = D2f and 9(z) = ||x(z)||.|y|?, the sequel of the proof is the same as for
R:,]:’lk thanks to a variant of Lemma 3.21:

Lemme 3.27 Let ® : R¢ — R! be a continuous function with compact support, ¥ : R¢ — Rt a
locally bounded function, (hf’n)ge[o,l],neN and (hg’n)ee[o,l},neN be families of functions on R? x RY

with values in R® satisfying the two following assumptions:
There exists 69 > 0 such that

|z|—=+o0 |z| =00

inf hG,n .’E, —|-OO and inf ha,n x, 4)4_00
nZl,Ge[O,l],76[0,60]| 1(:7) n21,9€[0,1],7e[0,60]| o (z,7)

For every compact set K,

v—0,n—+00
E—— 4

sup B0 (2, y) — KO (z,7)] 0

z€K,0€[0,1]
Then, for every sequence (zy)ren in RY,

1 n
=, b 19 (A3 (-1, 7)) — B(h5™ (@1, )T (1) = 0.
" g=1%€10

The same idea works for R?I:’Qk.
Finally, for Scheme (C), since Z;; = 0 on [0,7%), one can check that

B0 = [ [ [ waye{ AR (St 5.0.0) Yo, ().
R4 JO ly|>ug

Then, this scheme does not induce any difficulties.

3.6 A theoretical application

The "classical" a.s. CLT due to Brosamler (|[Bro88|) and Schatte ([Sch88]) is the following
result. Let (Uy,)nen be a sequence of i.i.d. random vectors with values in R? such that E U; = 0
and Xy, = Ig. Then,

1 —1 ®Y)
P—a. — — I).
a.s lnn;k(s\}zzlem =" N(0, I)
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This result is naturally associated with the Central Limit Theorem which expresses the fact that
every square-integrable random variable is in the domain of attraction of the normal law. When
the square-integrability no longer holds, Berkes, Horvath and Khoshnevisan ([BHK98|) obtained
an extension of this result associated with the non square-integrable attractive laws which are
stable laws (with index a € (0,2)). We are going to show that we can obtain this extension as
an application of Theorem 3.4.

Denote by (Z;“);>0 a symmetrical one-dimensional a-stable process such that the characteristic
function ¢ of Z"° satisfies ¢(u) = ePlU* where p = 2¢ f0+°° y~*sinydy. Consider a sequence of
symmetrical i.i.d. r.v. (V)nen such that for z > 0,

r—+00

P(V; > z) = wia +6(2)(z~%(nz)™") with v > 0 and §(z) 0. (3.70)

Under these conditions, Yid=Va & Z ¢ (see [GnKo54]). We have the following result:

1
no

Theorem 3.28 Let (ng)ken be a positive sequence with infinite sum such that (kng)ken is non-
increasing and p = L(Z7°°). Then, if v > é,

1< R 1 &1 R
H_n;nkdvl+k;..+V! (:)>u a.s. In particular, HICZIE(SVH“M (:L,u a.s.

1 1
a ka

In order to prove this theorem, we first need an almost sure invariance principle due to Stout

([Sto79]).

Proposition 3.29 Let (Vy)n>1 and (Zy)n>1 be sequences of i.i.d. random variables such that
A £ Z1"° and V1 is defined as above. Then, if vy > é, there exists a probability space (Q,]:", ]f”)
and sequences (Vn)nZI and (Zn)n21 with Vi = V4 and Zy = Zy such that

n

n
A - 1 _ ) 1
ElZZ-—ElVin_g_ooo(na(lnn) P)  with O<p<’y—a.
1= 1=

Proof of Theorem 3.28 : First, we assume that V; = Z; £ Z1°. Set

Zi+ ..+ Z
So=0 and S,= At tIn oy sy

nao
L
We observe that S,11 = S, — évnﬂsp + 924 1Zn+1 + Rpy1 with 4, = % and Ry 41 = O(%Sn).
The idea of the proof is to compare (Z,)n>0 with the exact Euler Scheme (E) with initial value
0 associated with the SDE (Eqc) defined by dX; = —1X,-dt + dZ*°. Since (Z;")i>0 is a
self-similar process with index é, its Euler scheme can be written

_ 1

_ _ 1 _ i
XO = 0 and Xn+1 = Xn — a’)’n+1Xn + ’)’,’?+1Zn+1.

Assumptions of Theorem 3.4 are clearly fulfilled with a = 1 for any p € (0,/2) and g € (@/2,1).
Now, we know that (E, ) admits a unique invariant distribution p such that u = £(Z"°) (see
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[Sat99], p. 188). Thus, by Theorem 3.4,
1 — (R
T > mbx, L (3.71)
" k=1

Then, consider A, = S, — X,,. We have Ag =0and A, ;= (1-— m)An + R, 41. Setting

ko = inf{k > 0,k — é > 0}, we deduce that A, = Ak -+ L ZZ ko1 Ck Btk for every m > ko +1

with ¢, = [[i—g, 11 (1 — alk) . We show that A, m O a.s. We observe that

n n
1 1 1 1
Cn:exp<— Z ln(l—@)> = exp (a Z 1/k+0(ﬁ)) n3® Olna.
k=ko+1 k=ko
On the one hand, if & > 1, Z; is integrable therefore,

SR} < CY EIZ) < OY i < oo

k>1 Ic>1 k>1

We deduce that ), |Rk| < 4+o00. Since ¢, — +o00, we derive from Kronecker’s Lemma that

1 n
— Z ckkaﬂ) = A, 2200 g if > 1.

Cn p kot
On the other hand , if @ < 1, Z; has a moment of order 6 for every 6 < a. It follows:

Cl
0
¥ = nf2+5)-1

Therefore, if 0 satisfies: 0(2+ 1) — 1 > 1, i.e. if 2 71a <0 <a, wehave } -, |Ry|® < +oc. This
implies that

1 - 9 g n—+oo
p Z x| Re|” —— 0
" k=ko+1

0
Now, as 6 < 1, ‘é D kot 1 ckRk‘ < & Y h—kort ol Rel®. Tt follows that A, K N

We derive from (3.71) that

— Z M0 2,442, "2E° a.s. (3.72)

l
Now, consider a sequence (V)n>o of i.i.d. symmetrical random variables satisfying (3.70). As
(3.72) is almost surely valid and (Z,),>1 is a sequence of i.i.d. random variables, we observe
that (3.72) is also valid for every sequence (Zy)n>1 of i.i.d. random variables such that Z; £ 7.

By Proposition 3.29, we obtain that there exists a sequence of i.i.d. random variables (Vn)nZO
such that V4 = V7 and:

an5V1+ 4V, n_H—OO,U a.s. (3.73)
P

ka

As (Vi)n>1 and v n)n>1 are sequences of i.i.d. random variables such that Vi = Vi, (3.73) is also
true for (V3 )n>1-
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3.7 Simulations

Example 1. Denote by (Z;)¢>0 a Cauchy process with parameter 1. Its Lévy measure is then de-
fined by m(dy) = 1/y2dy. Consider the Ornstein-Uhlenbeck process solution to dX; =—X,- dt + dZ;
corresponding to (E1,1) in the previous subsection. The unique invariant distribution of (X¢)¢>o
is the Cauchy law (see [Sat99], p.188) and the assumptions of Theorem 3.4 are fulfilled with
V(z) =1+22 a =1 and every p € (0,1/2) and g € (1/2,1). Therefore,

- — — n—+00, f(:v)
). oK), 7S 2 [ A as

for every f such that f = O(\$|%_5) for every € € [0,1/2). In the following figures, one compares
the theoretical density of the invariant distribution with the density obtained by convolution of
each of the empirical measures by a Gaussian kernel for N = 5.10%*. We choose 1, = vy, = 1/v/n,
Up = y/7n (in order to have 7(Dy)y, — 0) and ¢ indicates the CPU time. In order to have a

\
S o
s

Figure 3.1 : Sch. (E), t = 12.5Figure 3.2 : Sch. (P),¢ = 16.6 Figure 3.3 : Sch. (C),t=16.4

more precise idea of the differences between the three Euler schemes, let us observe n +— vy, (f)
where f(x) = |z|%* for several choices of polynomial steps. We set v, =, = 1/n? and u, = 7,
(resp. un, = /7,,) for Scheme (P) (resp. for Scheme (C)). We observe that among the tested

Figure 3.4 : Scheme (E) Figure 3.5 : Scheme (P) Figure 3.6 : Scheme (C)

steps, the best rate seems to be obtained for § = 0.3. Notably, in Schemes (P) and (C), we see
that on the one hand, if the step decreases too slowly (for instance, # = 0.7), the variance is too
strong and, on the other hand, if the steps decreases too fast (for instance when 6 = 0.1), there
is to much bias.

Remark 3.30 These first numerical illustrations are enlightened in Chapter 4 where we study
the rate of convergence of these procedures in terms of steps, weights and truncation thresholds.
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Example 2. Now, we deal with the following SDE:
dXt — (]. - Xt—)dt - Xt_ dZt
where (Z;)>0 is a drift-free subordinator with Lévy measure 7 defined by

f2.1(y)
mldy) = = 5y,

where fqp is the density function of the 3(a, b)-distribution. This SDE models the dust generated
by a particular EFC process (see Introduction) whose sudden dislocations do not create dust,
having parameters (according to the notations of [Ber04]):

k=0, c.=1 Vcoag(dy) = fg,%(y)dy

We observe that (Sl,l,%) and (R1,1,%) are satisfied with V(z) = 1 + 22 However, we do not
have k(z) = o(x) but, since supp(w) is restrained to [0, 1] without singularities in 0 or 1, we are
able to show that Assumption x(z) = o(z) is no longer necessary in this very case. Then, let us
represent the computation of the invariant distribution obtained for Schemes (P) and (C). (We
are not able to simulate Scheme (E) in that case).

Figure 3.7 : Approximated density, N = 105






Chapter 4

Computation of the invariant distribution for SDE’s
driven by a Lévy process: Rate of convergence

Abstract

We study the rate of convergence of some recursive procedures based on some "exact" or "approximate"

Euler schemes which converge to the invariant distribution of an ergodic SDE driven by a Lévy process.
The main interest of this work is to compare the rates induced by "exact" and "approximate" Euler
schemes. In our main result, we show that replacing the small jumps by a Brownian component in the
approximate case preserves the rate of the exact Euler scheme for a large class of Lévy processes.

4.1 Introduction

In Chapter 3, we investigated several weighted empirical measures based on some Euler
schemes with decreasing step in order to approximate recursively the invariant distribution v of
an ergodic jump diffusion process X = (X});>0 solution to a SDE driven by a Lévy process. More
precisely, let (X) k>1 be such an Euler scheme, let (y;)x>1 denote its sequence of decreasing steps
and let (n)r>1 be a sequence of weights. We showed under some Lyapunov-type mean-reverting
assumptions on the coefficients of the SDE and some easy conditions on the steps and on the
weights that,

n
o) = e (s 2B ) s (4.1
for a broad class of functions f including bounded continuous functions (see Theorems 3.4 and
3.5). We obtained this result for two types of Euler schemes: the "exact" Euler scheme that
is built with the true increment of the Lévy process and some "approximate" Euler schemes in
which the Lévy process increment is replaced by an approximation of it which can be simulated.
The aim of this work is to study the rate of a.s. weak convergence of (7,) toward v for these
schemes and to devise some variants of our schemes which speed up this rate. This prob-
lem has already been studied for strongly mean-reverting Brownian diffusions * : first, by

*This corresponds to the case a = 1 in Chapter 3
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Lamberton&Pages (|[LaPa02|) when 7, = y,, and then, by Lemaire ([Lem05]) for more general
weight sequences (see also [LaPa03| and [Lem06]). In particular, Lemaire established in [Lem05]
that considering some more general weights never improves the rate obtained with 7, = v,
(although it may improve the "sharp" rate). Following this remark and in order to limit the
technicalities, we will focus on the case 7, = vy,.

As a first result, we show that the rate induced by the exact Euler scheme (see Scheme (E)) is
the same as that obtained for Brownian diffusions, provided ‘che1 Lévy process has moments up
to order 4. In particular, the fastest possible rate is of order n3 (see Theorems 4.6 and 4.22).
However, in practice, this "exact" scheme needs that the increments of the jump component of
the Lévy process be simulated in an exact way. This is not possible in general except in some
particular cases (stable processes, compound Poisson process, Gamma processes,...). That is
why we need to consider some approximate Euler schemes built with some approximations of
the jump component, especially when the Lévy process jumps infinitely often on any compact
time interval.

The canonical way to approximate the jump component is to truncate its small jumps (see Scheme
(P)). This amounts to replacing this jump component by a compensated compound Poisson pro-
cess (CCPP). For this type of approximation, the smaller the truncation threshold is, the closer
the law of the corresponding CCPP is to that of the true jump component and conversely, the
higher the intensity of its jumps is. So, there is a conflict between the approximation of the
jump component increment and the complexity of its simulation procedure (when there are too
many jumps). The choice of the truncation threshold is the result of a compromise between these
constraints. It is time varying depending on the sequence (7y,) and on the Lévy measure. When
the jump component has integrable variation, we show that it is possible to find a compromise
which preserves the optimal rate of the exact Euler scheme. We mean that it is possible to
construct the step sequence (7,) and a sequence of truncation thresholds such that the optimal
rate induced by this type of approximation is of order ns (see Proposition 4.10) and such that
the mean number of jumps at each time step remains uniformly bounded. This implies that
the algorithm has a linear mean-complexity. Otherwise, respecting this constraint of simulation
reduces the optimal rate. In particular, when the local behavior of the jump component is very
irregular, Scheme (P) provides some very slow rates of convergence.

We propose to overcome this problem by adapting a work of Asmussen&Rosinski (|[GnKob54]) in
which it is shown that when the truncation threshold tends to 0, the small jump component of
a one-dimensional Lévy process has asymptotically a Brownian behavior. It can be extended to
d-dimensional Lévy processes (see Cohen&Rosinski, [CoR005]). We then construct another Eu-
ler scheme (see Scheme (W)) based on a wienerization of the small jumps. For this scheme, the
compromise between the simulation and the approximation of the jump component is less strin-
gent. Actually, we show that if the jump component has 3/2-integrable variation, it is possible
to preserve the optimal rate of the exact Euler scheme and to respect the simulation constraint.
Furthermore, if 7 is symmetric in a neighborhood of 0, the preceding assertion is valid without
any conditions on the small jumps (see Theorem 4.8 and Proposition 4.10).

Before outlining the structure of the chapter, we introduce some notations:
o For z € R and k € N, 2®* denotes the element of (R?)* defined by z{*

cip = TirTiy - - Ty, for
every ii,...ix € {1,...,k}.
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e For every C* function f: R? — R and z,y € R, we adopt the following notation :

k
D™ = Y

ox;, ...0x;
i1y €{Lyek} tk

If DFf is bounded, we set

ok f
“Dkaoo = sup sup | ————
114y €{1,..,k} £ERY 8.Ti1 . aﬁblk

(z)].

o We set I’y = > -1 &, and for s > 0, ry) = D k=1 71(98)-

In Section 5.3, we introduce the framework and we recall some results established in Chapter
3 that are needed for this work. In Section 4.3, we state our main results about the rate of
convergence induced by the exact and approximate Euler schemes when the Lévy process has
moments higher than 4. Sections 4.4 (resp. 4.5) are devoted to the proofs of these results in
the exact case (resp. approximate case). In Section 4.9, we state a partial extension of the
main results when the Lévy process has less moments. Finally, in Section 4.7, we propose some
numerical illustrations of our theoretical results.

4.2 Setting and Background on convergence results

Let 7 be a Lévy mesure on R' satisfying (H}) with p > 1 (see (2.3)). A Lévy process with
such Lévy measure is then at least square-integrable (see (2.2)). In Chapter 3, we studied the
convergence to the invariant distribution for every p > 0. Here, we only consider the p > 1 case
because our main problem is to observe the impact of the approximation of the jump component
which only depends on the small jumps.

Throughout this chapter, we denote by (X¢)¢>0 a solution to the following SDE

dX, = b(X,-)dt + o(X,- )W, + k(X,-)dZ, (4.2)

where b: R¢ —» R o : R? Mg, (set of d x I real matrices) and & : R¢ My, are continuous
with sublinear growth, (W});>o is a I-dimensional Brownian motion and (Z;);>¢ is a centered
locally square-integrable purely discontinuous Rl-valued Lévy process independent of (Wi)e>o
with Lévy measure m and characteristic function given for every ¢ > 0 by

E{ei<u,Zt>} = exp [t(/ei<u,y> -1—-i1<u,y> W(dy))]

We recall that (Z;);>0 is a CCPP if and only if 7 is a finite measure and that, otherwise, it can
be constructed as a limit of CCPP: let (u,)n>1 be a sequence of positive numbers converging to
0. Let Dy, = {|y| > un} and let ((Z;n)¢>0)n>1 denote the sequence of processes defined by

Zt,n = Z AZsl{AZsEDn} — t/ yﬂ'(dy) Vt Z O (43)
0<s<t Dn
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For every n > 1, (Z;n)¢>0 is a CCPP with intensity A\, = m(Dy,) and jump distribution pu,(dz) =
n—-+0o0o

1p, ;((g?). Furthermore, Z , ———— Z in L? locally uniformly, i.e.

E{ sup |Z; — Zin?} 2220 VT > 0.
0<t<T

Discretization of the SDE. We introduce three Euler schemes. Scheme (E) is constructed
with the exact increments of the jump component and is called the exact Euler scheme. Schemes
(P) and (W) are approximate Euler schemes. In scheme (P), we truncate the small jumps of the
jump component and in scheme (W), we refine the approximation by a wienerization of small
jumps.

Let (yn)n>1 be a decreasing sequence of positive numbers such that limy, = 0 and such that
I, = +o0o. Let (Up)n>1 be a sequence of i.i.d. square integrable centered R!-valued random
variables such that Xy, = I;. Finally, let (Z,)n>1, (Z::)n21 and (Z;V)nzl be sequences of
independent R!-valued random variables independent of (U,),>1 satisfying

Zy £ s Z: £ Zy,n and Z:/ £ Zvl: + V1 QnAn, n > 1.

(An)n>1 is a sequence of i.i.d. random variables independent of (Z: , Un)n>1 such that EA; =0,
YA, = I; and E{A??} = 0, and (Qy) is a sequence of I x I matrices such that

(@Qn@})ij =/|y|<u yiy;(dy).

We then denote by (X,,), (X': ) and (X';V ), the Euler schemes recursively defined by X, = X'é) =
X'gv =z € R4 and

Xni1 = Xy + Y0110(Xy) + vVYar10(X,)Ungr + 6(X,,) Zna (E)
Xnir = X + 16X + 310 (X )i+ 6(X0) 2y (®)
Xoir = Xn +9001b(Xn ) + V110X Wit + 5(X ) Zys1. (W)
We respwefzctively denote by (F,), (F,.) and (F, ) the natural filtrations induced by (X,), (X, )
and (X, ).

Remark 4.1 Note that Z:: can be simulated if both the intensity and the jump size distribution
of (Ziy)i>0 can be computed. Its simulation time depends on the number of jumps of (Z;,); on
the interval [0,,]. Its mean is w(Dy)y,. In order to ensure the linear mean-complexity of the
algorithm, we ask in practice its mean to be uniformly bounded at each time step, i.e.
sup 7(Dp)yn < +00. (4.4)
n>1
In scheme (W), @, can be computed by the Choleski method as an upper triangular matrix if
QnQ;, is definite. Otherwise, we can compute the principal square root of @,Q;,.

The associated sequences of empirical measures are defined by

— 1 - _P 1 - _w 1 S
= g o T =g domdxyand 7= Yomden  (45)

k=1 k=1 k=1

n—-+00

where (7)) is a sequence of positive numbers such that H, =Y | ny ——— +o0.
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Remark 4.2 As already mentioned, the rate of convergence will be only studied in the case
e = k. However, in the proof, we will intensively make use of convergence results for some
more general weighted empirical measures. That is why Proposition 4.3 is recalled in a quite
general setting.

Let us pass now to the Lyapunov mean-reverting assumption. Let V € £Q(R?) (see Section 1.4).
Let a € (0,1] be a parameter measuring the mean-reversion intensity. Let 7 > 0 be a parameter
relative to the growth of the noise coefficients o and k. We then introduce the following Lyapunov
assumptions:

Assumption (Sa;): b2 < OV, Tr(oo*) +||k||> < CV" with r < a.
Assumption (R,) : (VV,b) < B—aV® with @>0and B €R

The first one deals with the growth control of the coeflicients at infinity and the second-one is the
mean-reverting assumption. These two assumptions respectively imply Assumptions (Sapq)-1
and (Sa,p,q)-2 introduced in Chapter 3. Hence, we know from Chapter 3 that:

Proposition 4.3 Let a € (0,1], p > 1 and r € [0,a). Assume (H%,), (Ra) and (Sar). Suppose
that B{|U1 |?P} + E{|A1|?*} < +oo and that (nn/7ys) is nonincreasing.

(a) i) Then, )
81;11) 7,(V2t ) < 400 a.s. (4.6)
n_

Hence, the sequence (Dn)nzl is a.s. tight as soon as p/2+a—1> 0.
|| =2 +o0

it) Moreover, if k(z) "' = o(|z|) and Tr(co*)+||s||> < CV 2191 then every weak limit of (y)

is an invariant probability for the SDE (4.2). In particular, if (X;)i>0 admits a unique invariant

probability v, then for every continuous function f such that f = 0(V§+a*1), ILm v, (f) = v(f).
n—oo

ii1) Furthermore, E{VP?(X,)} = O(T'y) and if a = 1, sup,,~; E{VP(X,)} < +o0.

(b) The same result holds for (D:)nzl and (17:/)”21.

Remark 4.4 For schemes (E) and (P), the above proposition is a direct consequence of Theorem
3.4 and Proposition 3.10. We did not study scheme (W) in Chapter 3 but it is straightforward
to show that the proposition holds true with a similar proof as that used for scheme (P). Note
that when a = 1, n — E{VP(X,)} is bounded whereas when a < 1, i.e. when the intensity of
the mean-reverting is weak, one only has a control of its growth. This induces some difficulties

but has no significant consequences on the main results.

4.3 Main results

In this section, we suppose that E|Z;|?? < +o0o with p > 2 (see Section 4.6 for an extension
when p € [1,2)). We evaluate the rate of convergence along some test functions g such that
g = Af + C where f is a subquadratic function satisfying the following assumption:

(CP) : The function fis a C*-function such that f < CV. Its derivatives D2 f, D3 f and D*f are
bounded and Lipschitz continuous functions. Its first derivative satisfies |V f|> = O(V2) with
e<p/2+a—1-—r.

Since v is invariant for the SDE (4.2), we know that v(Af)

= 0 (see e.g. [Pag01]) and then,
v(g) = C. It follows that it suffices to evaluate the rate when C

0 (
= 0.
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Remark 4.5 We are not able to determine in general the class of functions g which can be
represented as g = Af + C with f satisfying (CF). However, in the case of Brownian diffusions
processes, some works have been done in that direction. Actually, in [PaVe(0l], [PaVe03] and
[PaVe06], Pardoux& Veretennikov show that existence and unicity hold in a Sobolev framework,
for the Poisson equation in R¢ induced by the generator of a positive recurrent diffusion. More-
over, in [LaPa02|, Lamberton&Pages show that when the diffusion is an Ornstein-Uhlenbeck
process, the Poisson equation can be solved in C2(]Rd).

For such functions, the global structure of the rates of convergence is elucidated. For Scheme (E),
our main result is Theorem 4.6. We show that for every sequence (vy,), there exists a sequence
(pn) such that (pnﬂf (Af)) converges weakly: a fast-decreasing sequence (7,) (in a sense that
we will precise in Theorem 4.6.a)) leads to a CLT and a slowly-decreasing sequence (7,) leads
to a convergence in probability to a deterministic constant (see Theorem 4.6.b)). The rate (py)
is maximal for a choice of (7,,) for which these two types of convergence occur in the same time.
In particular, if 7, = Cn~*? with p € (0, 1], the best rate holds for p = % (see "Particular Case").

In this case, p,, is of order ns.

For the approximate Euler schemes, our main results are Theorem 4.8 and Proposition 4.10. In
the first one, we describe the structure of the rate induced by Scheme (P) and (W) as a function
of (vn) and (u,). When (u,,) decreases "sufficiently rapidly" in a sense depending on the choice
of the scheme, on (vy,) and on the Lévy measure, the result induced by Scheme (E) remains valid
for schemes (P) and (W). Otherwise, the approximation of the jump component dictates the rate
of convergence.

Theorem 4.8 can not be directly applied in practice because it does not specify whether the
fundamental condition of simulation (4.4) is compatible with the theoretical results. This is the
purpose of Proposition 4.10 in which we give the best rates obtained for schemes (P) and (W)
under this condition of simulation as a function of the local behavior of the small jumps. In par-
ticular, Proposition 4.10 clarifies the impact of the wienerization of the small jumps announced
in the introduction and shows that it provides the same rate as that of the exact Euler scheme
for a wide class of Lévy processes.

For f € C*(R?), we define H by
H (z,2,y) = f(z + 6(z)y) — f(2) — (Vf(2), k(z)y)

and z — H7(z,z,y) is denoted by ﬂfw,y. Then,

Theorem 4.6 Assume that E|Z;|*" < +oo with p > 2 and that (4.2) admits a unique invariant
distribution v. Let a € (0,1] and r > 0 such that (Ra) and (Sar) are satisfied and such that
p/2+a—1> 2r. If moreover, B{UZ*} = 0, B{|U1|?*} < 400 and 0, =y, for every n > 1, then
for every function f : R? — R satisfying (C}),

rg) n—+400_ _ L N )
(a) If L= "2 5 € [0, 400), VIz,(Af) 5 N (§m.63).

pgf) n—+o0o T, - P
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where &12@ = [(lo*V 2 (z) + [ (f(z+ K(z)y) — f(x))zw(dy))l/(dx) and,

m == [(61(0) + da(a) + da(a))v(ds) with (o) = 3D*F(a)b(2)

b2(0) = [ GD*H(a)ibla)i (0(2)0)® + 51D (@)(o(a)u)** Py, (du
and, a(z) = 5 [ wldn) [ w(dg) " (0,0,

+ [y (VL (@),00)) + [ Py (@) DAL ) (@) ().

Particular Case. Assume that vy, = Cn ? with p € (0,1]. Then,

_ L N .
VClogni, (Af) n_}—loo./\/'<0,aj2f). ifp=1
lop _ L « ~ .
\/—fpn 2 Vn(Af)n—>ooN<7m,0]%). if pe[1/3,1)

—+
_ _ P .
Cl(lzfz)npun(Af) W ™ if p<1/3

where 4 = 0 if p € (1/3,1) and 4 = V6C?3 if p = 1/3. On Figure 4.1, one represents p — h(p)
where h(p) denotes the exponent of the rate. One observes that max h(p) = h(1/3) = 1/3.
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Figure 4.1 : Rate of convergence for polynomial steps

Remark 4.7 Theorem 4.6 shows that the rate is the same as that obtained for Brownian dif-
fusions. In particular, when x = 0, Theorem 4.6 extends the rate results of [LaPa02] to weakly
mean-reverting diffusions (¢ < 1), for which the convergence to the invariant distribution has
been studied in [LaPa03].

Note that the condition ]E{Uig’?’} = 0 is not necessary for the convergence of the empirical mea-
sures but plays a role in the rate. Without this condition, the best rate would be of order n%,
obtained for p = 1/2 (see [LaPa02] in the case of Brownian diffusions).

Let us pass now to the main results for the approximate Euler schemes. Let (ux)r>1 be the
sequence of truncation thresholds and set @(Lf% =Y 1Yk f|y|<Uk ly|*7(dy). For s € {2,3,4}, we
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introduce assumption (Al) which is relative to the impact of the approximation of the jump
component as a function of the steps and of the truncation thresholds:

,Br(tsﬂ)r n—+00

VT

Since s +— ,Br(f,zr is a decreasing function, s +— &g and s — Bs decrease. This can be interpreted
as follows: the constraint on (uy) decreases with s.

For s € {2,3,4}, we also introduce another assumption on the Lévy measure that will be neces-
sary to transform some tightness results in some convergence in distribution results:

f|y\Suk Yy m(dy)

In the following theorem and in the rest of the chapter, we say that 7 is quasi-symmetric in a
neighborhood of 0 if [, {yl<u} y®371(dy) = 0 for u sufficiently small. In particular, this assertion
holds if 7 is symmetric in a neighborhood of 0.

We also say that a real-valued random variable X is quasi-subgaussian if there exists m > 0 and
o > 0 such that for all M > 0

P(IX| > M) <P([Y|+m > M) with Y ~N(0,0%).

(s)
(AD): ﬂ’(g’)’ n2E0, &, € [0,400] and
Iy

B, € [0, +00].

(A2) : Every coordinate of the sequence ( )k>1 converges.

Theorem 4.8 Leta € (0,1], r > 0, p > 2 such that the conditions of Theorem 4.6 are satisfied.
Assume that E{|A1|*} < 400 and that (uy)g>1 is decreases to 0.

(a) i. Scheme (P): Assume that (AL) holds with s = 2.

o If s =0 or Bs =0, then the conclusions of Theorem 4.6 are still valid for (17;:).

o If &, € (0,+00] and f3, € (0,+00), then (BF") D:(Af))nzl is tight with quasi-subgaussian limits.

(s
n

P

o If @, € (0,+00] and B, = 400, then (;g—;’zrﬂn (Af))n>1 is tight with bounded limits.
ii. Scheme (W): Assume (A}).
Then, the conclusions of (a).i are valid for (17:/ (Af))n>1 with s = 3. Furthermore, if 7 is

quasi-symmetric in a neighborhood of 0 and (A}) holds, the conclusions of (a).i are valid for
(7 (AD)nz1 with s = 4.

(b) i. Scheme (P): Assume that (Al) and (A2) hold with s = 2. Then,

Fn — A~ ~ 5 op oA 5
ﬂ(s) VHP (Af) n_)%oo N(m/as — Mg, (af/,Bs)Q) if &5 € (0,400] and S5 € (0,+00)
F; _P P . . 5
ﬂ(s) v, (Af) n_)—}roo m/és —ms if &5 € (0,400] and S5 € (0, +00),

with |me| < Mo = (d/2)||D? flleo [ |6l*(z)v(dz) and m and &; like in Theorem 4.6.

ii. Scheme (W): Assume that (A}) and (A2) hold.

Then, the conclusions of (b).i are valid for (17:/ (Af))n>1 with s = 3 and a real number m3
satisfying [ma| < ms = (43 /6)1D* oo [ () |2v(ds).

Furthermore, if 7 is quasi-symmetric in a neighborhood of 0 and if (A}) and (A2) hold, the

conclusions of (b).i are valid for (D,:V(Af))nzl with s = 4 and a real number my satisfying
ma| < iy = (d*/24)|D* floo [ [I5(2) || v (dz).
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Remark 4.9 Note that in the one-dimensional case, Assumption (A2) is always satisfied when
s =2or s = 4. In those cases, ms = % [ fO)(z)k(z)*v(dz). If s = 3, Assumption (A2) is satisfied
if f{|y|§“lc g{3w(dy)/f{|y|§uk ly]37(dy) — a3 € R In thi‘s case, my = az% [ f& 3v(dz). In
the multidimensional case, the value of my is also explicit but its expression is more comphcated
(see proof of Lemma 4.20).

Let us now state Proposition 4.10. In (a), we establish some conditions on the Lévy measure in
the neighborhood of 0 for which the rate of convergence induced by the exact Euler scheme can
be preserved under the condition of simulation (4.4). In (b), we suppose that the Lévy measure
has a density closed to that of a a-stable process in the neighborhood of 0 and give in that case
the optimal rate for the two schemes as a function of a. For these two parts, we also give some
available choices of steps and truncation thresholds.

Proposition 4.10 Let a € (0,1], » > 0, p > 2 such that the conditions of Theorem 4.6 are
satisfied. Assume that E{|A1|?P} < +o0 .

(a) Assume that f{\ylﬁl} ly|i7(dy) < 400 with g € [0,2] and set v, = k™3 and u, = Ve with
r e [1 L1, Then, Condition (4.4) holds and,

i. Scheme (P): If ¢ <1 and s =2, n%E:(Af) _)%_) V2/3N (m 6,6]20)
n o

i. Scheme (W): If ¢ < 3/2 and s = 3, n%D;V(Af) _é)r V2/3N (m 6,&12@).
n o0
Furthermore, if w is quasi-symmetric in the neighborhood of 0, the preceding assertion is valid
with s = 4 and every q € [0,2].
(b) Assume that there ezists €y > 0 such that

) C C
m(dy) = ¢(y)\i(dy) with 1{0<|y\§60}|y‘Tl+l <Y(y) < MTQﬂl{o<\y|geo}- (4.7)
Set vy, =k~ GVats , Uk =, withr € [a, #)\/a] Then, Condition (4.4) holds and,

i. Scheme (P), s=2: (n (3/375) (Af)) is tight.

ii. Scheme (W), s = 3: (n(§A6—a v, (Af))n>1 is tight.

Remark 4.11 Figure 4.11 represents « — h(a) where h(a) denotes the exponent of the optimal
rate induced by each approximate scheme under the assumptions of Proposition 4.10(b). This
figure shows in particular that using scheme (W) is really necessary when the jump component
has infinite variation because the optimal rate of convergence induced by scheme (P) decreases
very rapidly in that case.

Remark 4.12 The fact that we optimize the rate for the range of sequences (g, ux)r>1 such
that the linearity of the mean—(lzomplexity of the procedure is ensured can be disputable when the
optimal rate is not of order n3. Actually, in this case, even if for a smaller level of truncation,
the linearity of the complexity fails, the theoretical rate is better. Hence, another point of view
consists in evaluating the order of precision as a function of the complexity. Some precise state-
ments on that question would require some Berry-Esseen type estimates (in our inhomogeneous
framework). Nevertheless, heuristic study can be done when (4.7) is satisfied and suggests that
the asymptotic order of precision as a function of the mean-complexity is optimized for a class
of steps and truncation levels containing the choices of Proposition 4.10.
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Figure 4.2 : Optimal rate in terms of the local behavior of the Lévy process

4.4 Proof of Theorem 4.6

In this section, we prove the main result induced by the exact Euler scheme: Theorem 4.6.
Firstly, we decompose 7,,(Af) (see Lemma 4.13) and then, we compute the rate of each term of
the decomposition in Lemmas 4.14, 4.17 and 4.15. (We will principally focus on Lemmas 4.14
and 4.15 where the rate of the jump part of the decomposition is studied). Finally, a synthesis
of the previous lemmas is realized in subsection 4.4.2 and completes the proof of Theorem 4.6.

4.4.1 Decomposed computation of the rate of v,(Af).

We set

X1 = Xg1 +mb(Xp—1), and Xyo = X1 + Y60 (Xp—1)Ug.

Denote by (Z(k))kzl, a sequence of i.i.d. random variables such that 7" £ 7 and set 7y = Z(k)

Lemma 4.13 For f € C%(RY), we have the following decomposition.

> mAf(Xpo1) = F(Xn) — F(Xo) =) (51 (Vs Xk—1, Uk) + €2( ks X1, Z(k)))

n

(k)
E ( (Vs Xk—1) + O2 (ks Xi—1, Uk) + O3(vk, X1, Xk 2, Z ))
k=1

3

(k)
<R1+Rz (Yks Xk—1, Ug) + R (v, Xg—1, Xk,2, Z ))
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where,
fl(’)’,I,Uk) = ﬁ(Vf($),U(I)Uk>,
Y - ~
&01e.2) = [ (V@ r@iz) + (3 H(w.0.02) ~7 [ B (@a)n(d),

0<s<y

1
01 (7,2) =4 /0 (Vf(z + 0yb()) — Vf (), b(x))db,

1
O2(y, z,u) = 7/0 (1 0)(D*f(z +~b(z) + 0y/70(z)u) — D*f(x))(0(2)u)**dd,

Os(y,z,2,7) = Z (ﬁf(x,z, Zo-,ANZ,) — H (z,z,0, AZy)),
0<s<y

Ri(y,7,Uk) = V¥(Vf(z +b(z)) — VI (z),0(2)Us),

Ry(v,z,Ux) = %(sz(w) (0(2)Uk)*? = E{D? f (2)(0(2)Ux)*?}),

vy
Ry(y,2,2,7) = /0 (V1 (2 + 5(2) Zo-) — Vf(2), 5(2)dZs).
Proof: We write
F(Xe) = F(Ximr) = (F(K) = (K1) + (FXD) = FKR)) + (£ (X) = £ (X))

We expand the first two terms by the Taylor formula and use the It6 formula (with jumps) for
the last one. The lemma follows by summing up the equality for k =1,...,n. 0

As mentioned before, we study successively the rate of convergence of each term of the previous
decomposition. We start by showing a CLT for the term associated with &; and &s.

Lemma 4.14 Assume that (H%,) holds for p > 2. Let f : R? — R satisfy (C}). Then, with the
notations of lemma 4.13, we have

(a)
B{léa(na. 2)P} = [ (f(o+ (o) - £(a)) n(dy) (18)
and there exists § > 0 and a locally bounded function C such that
E{|&2 (v, 2, Z) "1} < C(a)y (4.9)

(b) Moreover, if (Ra) and (Sa,) hold with 2r < p/2 + a — 1 and E{|U; |*’} < +oo0, then,

1y v o (k) c .
JT ; (51(’)’k,Xk—1,Uk) + &o (i, Xp—1, Z )) n—>_+>ooN(O’UJ2°)’
with 57 = [ (lff*VfIQ(w) + [ (f(z+ k(x)y) - f(x))Zﬂ(dy))u(dx).

Proof: (a). Let (Z ,)n>1 be the sequence of processes defined by (4.3). We know that

E{sup{o<s<t} |Zs.n—Zs|?} 22¥%0 0. As 7. n has bounded variations, §2(v, z, Z, ) can be written

(1,2, Z.0) = Y 1{Azs>un}(f(£v+/~”~(£v)AZs)—f(zv))—7/{| N }(f(HH(w)y)—f(w))ﬂ(dy)-

0<s<y
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Since D?f is bounded and E|Z;|* < 400, one easily checks that & (7,2, Z ) is a locally square-
integrable purely discontinuous martingale. We deduce from the compensation formula that

E{¢2(7,2, Z.0)["} = 7/ |f (= + 5(2)y)) = f ()P (dy)- (4.10)
{lyl>un}
We also check that
E{|é2 (7,2, 2) = &(7,2, Z.0)"} < Ci {ly/<un} ly*m(dy) == 0.
Yy|ISun

Letting n — 400 in (4.10) yields the first identity.
Now, let us prove the inequality. &2(y,z,Z) = (Vf(z),x(z)Z,) + M, where M is a martingale
defined by

M= Y / (Vf (@ + 05(2)AZ) — V £(2), k() AZy)d6

0<s<y
—7// (Vf(z+0r(z)y) — Vf(x),r(z)y)ddr(dy).

Let 6 € (0,1] such that 4(1 + §) < 2p. Since Vf is Liscphitz continuous, we derive from the
Burkholder-Davis-Gundy inequality that

IE\Z7|2(1+‘5)§]E{( D |Azs|2)1+5} and E|M, |21+ < C(z { Y Az ”5}

0<s<y 0<s<y

It follows that

Bl (1., 2) X9} < G@E( (X IAZ) )+ Ca@E{ (X 1AZ1)H).

0<s<y 0<s<y

Then, it suffices to prove that

]E{( 3 |AZS|2+P)1+‘5} =0(y) forp=0andp=2. (4.11)
0<s<y

Denote by (M,) the martingale defined by M, = D ocs<y |AZ* TP — v [ |y[*TP7(dy). By the
elementary inequality

Vu, v ERa >0, |u+v|® <22 (|u® + [v]*). (4.12)

we have,

(3 1AZP#) ) <CENG| ™+ [ n(ay).
0<s<y

By the Burkholder-Davis-Gundy inequality,

EINL [ < CE{ (3D [Aaz,p00) F )
0<s<y
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Since (14 6)/2 < 1, it follows from (4.12) and from the compensation formula that

E|M, |t < CE{ > IAZSI(””)(”‘”} < Oy / ly| GO 7 (dy).
0<s<y

Since 2 < (2 + p)(1 +6) < 2p, [ |y|Z+A+)x(dy) < +o0. (4.11) follows.

(b) Let {(&),k =1,...,n,n > 1} be a sequence of triangular arrays of square-integrable mar-
tingale increments defined by
n 1 — - (k)
§p = F(fl('Ykanfl,Uk) + & (ks Xk-1, Z ))-
n

Since ¥y, = I, we have
E{[€1 (vks Xk—1, U)* | Fr—1} = Wlo* V F [ (X-1).
Moreover, &1 (vg, Xk—1, Ug) and Eo (g, Xp—1, Z (k)) are independent conditionally to Fj_; and

- ~ (k)
E{¢1 (v, Xe1,Up)/Fio 1} = B{éa (o Xp 1, 2" )/ Fi_1} = 0.
Then, we deduce from (4.8) that

E{|¢; |2/ Fr-1} = Fin(]Eﬂ{l (Ve X1, U) 12/ Fr1} + E{|& (7kan71,Z(k))|2/fk71})
= g_:(|0*vf|2(Xk—1) + / (f (X1 + 6(Xp—1)y) — f(Xk_l))zyr(dy))

Since D?f is bounded, we derive from Taylor’s formula and from the assumptions on r and on
Vf that

/ (f(.+K()y) — F))°m(dy) + 0" VP < QVIEFIVE = oy §Fat), (4.13)

Hence, Proposition 4.3 yields
SRR/ 1} 25 [ (IR + [ (4 sOn) — O ra)d. (414)
k=1

Then, the lemma will follow from the central limit theorem for arrays of square-integrable mar-
tingale increments (see Hall and Heyde, [HaHe80]) provided the Lindeberg condition is fulfilled,
i.€. "
RZ ZZE{|§Z|21{‘§}:|2‘0}/.¢]€,1} mo a.s. Vp>0.
k=1
Let A € (0,+00) and set

n
A
Ry =Y Lixe < BUER PLgep 120/ Frmt ),

k=1

n
A
Ryy = ) s BUE Pl 201/ Fia}-
k=1
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We have E{|&7[*1{¢n >0} /Fr-1} = F4(Xk-1,7k) where

n 1
Fi(e,7) = Bl (v,2,00) + &0, 2P g (00) 1 (r0,2) 2oy

Let § > 0 such that (4.9) holds. By setting p =1+ 6 and g = 1%‘5, we derive from the Holder
inequality that

1 1 —\\ T
FZ(IL', ’7) < I‘_E{Ml (’75 €z, Ul) + 62(7’ T, Z)|2(1+5)}1+6 (P(|£1 (75 Zz, Ul) + 62(77 €T, Z)‘ >p FTL)) e
n
On the one hand, we deduce from (4.12) and from (4.9) that

B{|€1 (7, 3, U1) + &7, 2, Z)| X0} 15 < C(x,8) (v +4) T8 < Cy(w, 8)y T+

where z — Ci(z,0) is locally bounded. On the other hand, we deduce from the Chebyschev
inequality that,

(IP’(I£1(7,$,U1) +&(y,z,Z)| > p\/ﬂ))m < ﬁE{\& (4,2, U1) + &, 7, Z) |2} 745
p?Ty) 1+
< Co(a, b, ) ()7

where z — Cs(z, 6, p) is locally bounded. Then, for every A > 0 and p > 0,
0,A 1 = 1 n——+o0o
Rn,l < CA,pT Z’)’k = CAW_L —0 a.s.
T ™% k1 it
Now, we observe RZ’,‘;. From (4.13), we have : E{|€2|2/F_1} < CVP(Xy_1) with 8 < p/2+a—1.
Therefore,

- VB(J7) _ Pyg— _ Pyg—
RAP < 1% E{|€7 12/ Fr_1} < sup ————sup i, (V2T01) = ¢(A)p, (V21a7t
o < D B P} < s S s (V) = Ay (vE )

where ¢(A) A2+, . Since SUD,eN Un(V31971) < oo (see Proposition 4.3), letting A — 400
yields

R, 1220 as. Vp>0.

O

Lemma 4.15 Leta € (0,1], r > 0 and p > 2 such that (H), (Ra), (Sa,) hold and p/2+a—1 >
2r. Assume that B{UZ*} = 0 and that B{|U; |} < +oo. Let f : R? — R satisfying (C}). Then,

(a) IFTY Jy/Ty = 0,

n

1 > > k), P
\/I‘_nggg(’Yk’Xk_l’Xk’Q,Z ) n—)——|—>oo

(b) IfT2 )\/Ty — 4 € (0, +00],

0.

1 & = - (k) P
@;@3(%,4’%—1,){1@2,2 )n_>—+>oo/¢3($)’/(d$)

where ¢3 is defined like in Theorem 4.6.
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The proof of this Lemma is the subject of subsection 4.4.3.

Remark 4.16 If Z is a compensated compound Poisson process, computing the rate of conver-
gence of O3 consists in evaluating what happens after its first jump. Naturally, this argument
has no sense when the Lévy measure is not finite but the proof and the formulation of ¢3 show
that it keeps some sense in average.

Lemma 4.17 Leta € (0,1], r > 0 and p > 2 such that (H), (Ra), (Sa,) hold and p/2+a—1 >
2r. Assume that E{U®*} = 0 and that B{|U; |’} < +oo. Let f : R? s R satisfying (C}). Then,

(a) If T VT = 0,

P
T k§1®1 s K1) + Oa (e, X1, Un) 0,
— X X v o *), P
Pn;Rl(’m, k=1, Uk) + Re( X1, Us) + Ry, X1, X2, 2) 0.

(b) IfF /\/ D2F%0% 4 € (0, +00], we have

1 & _ P
I‘(2 291 Ves Xk-1) —+> m1  and @ZGZ(Wkafl,Uk) W 2
n k=1 n k=1

mm7m:%/07@m@@m@)

and, my = / / £D*£(2);b(0); (0(0)w)= + o D (2) (0 (2)u) P (du)o ().

At last,

n

1 (k)y P
@ Z 1(Ye, Xe—1,Uk) + R (v, Xk—1, Ur) + Ra(yks X1, Xp2, 2 ) —
Tn’ =

n—-+oo

0.

Proof: The arguments of this proof are quite similar to those of the previous lemma. Then, we
leave it to the reader. n

4.4.2 Synthesis and proof of Theorem 4.6

e Proof of theorem 4.6 when I\’ /\/ — 0: Looking into the decomposition of v,(Af)
introduced in lemma 4.13, we deduce from lemmas 4.14, 4.15,a) and 4.17,a) that

Jﬂ%mﬁ—(ﬂ&%ﬁﬁﬁhnﬁwN@ Q (4.15)

Now, f < CV. Then, by Proposition 4.3(a).4i and Jensen’s inequality, E{ f (X, )} < E{VP(X,)} <
1

CT}. Tt implies that - -
f(Xn) — f(Xo) nt

— 0

A /I‘n n—-+00
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and theorem 4.6 is obvious.
e Proof of theorem 4.6 when I'Y) /T, — 4 € (0,+o0c]: in this case, vI, < CT'Y). It implies

that _ _
[Z) =~ $(Re) 1

]_‘17(12) n—-+0o0o

According to lemmas 4.14, 4.15.(b) and 4.17.(b), we have

_ _ P ea
Tn, ap) - (f(Xn) —f(Xo)) nioe ™ iy = +oo
F(RQ) I‘g) n_)—>+oo N('ym Uf) if ¥ < 400

and the result follows.

4.4.3 Proof of Lemma 4.15

In the proof of Lemma 4.15, we usually need to show that some sequences tend to 0 in
probability. The arguments used for this are collected in the following lemma (these arguments
also work for the proof of Lemma 4.17).

Lemma 4.18 Leta € (0,1], r > 0 and p > 2 such that (H,), (Ra) and (Sa,r) hold. Assume that
E{|U;|?*} < +00 and let (F}) be a sequence of random variables such that F}, is Fr-measurable.
(a) Assume that T /\/ — 0.
i If |Fy| < C2VEYa(Ry ), then, 1/y/Ty S0, Fra % 0.

n o
ii. If B{Fy/Fe_1} = 0 and B{|F|2/Fr1} < C(viVP(Xpo1) + 72V ? (Xp_1)) with € € [0,1)
then, 1/y/T, ", F L 0.
(b) Assume that T )/\/ m) 4 € (0, +00]. Then,
i If |Fi| < Cy2H0VE+Te (X ), /TP S0 Foy — 0.

n—+oo
it. If B{Fy/Fr—1} =0 and ]E{|Fk|2/.7:k_1} < C(’}’,‘:’VEP(Xk_ﬂ + ’)’kV 3 (Xk 1)) with € € [0,1)
2 P
then, l/F% ) > et Fr A 0.

Proof: (a)i. By Proposition 4.3(a).ii4, E{VP(X,)} < CT,. We then derive from Jensen’s
inequality that

S]]

1 " 1 &
——E{) |Feal} < = I}

with p = p/2 4+ a — 1. Hence, the first assertion is obvious if

n _

1 p
NP 12 g, (4.16)
Tn k=1

If (4.16) is not fulfilled, then we have lim inf \/% S r_1 72Tk > 0 because p/p < 1/2. It follows

from the Kronecker Lemma that we have necessary >, 'y,% = +00. By setting n = 'y,%, we can
apply Proposition 4.3 and deduce that

sup —— (2 Z’y,%V”’a HXpo1) < +o0  a.s. (4.17)
n>1 Iy =)
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Since Fn / VI m) 0, the first assertion follows when
ii. Since E{Vp( <

(4.16) is not fulfilled
n)} < Ty, we derive from Jensen’s inequality that E{|Fj|“}
F 2), with € € [0,1). On the one hand, one checks that > p_; vil
/ VTn 2252 0, we have

< C(yilk +

(Psl ))2. Hence, since
1 & 3 (T)? n—+00,
=) nlk<C =0 (4.18)
Ly £~ VTy)?
2 £
On the other hand, one observes that ) ,_; %Ly
lemma implies that

2
b <Y e (F,(f”;# < +o00. Hence, the Kronecker

1 n
_Z F2 n—-+0o00
ry —

D20 ). (4.19)
It follows that &~ Y r_, E{|F;|?} D=%9%% 0. This yields the second assertion of (a)
(b) i. We derive from the assumptions that
LS 2oy sta (X 4.20
o IR < Zv 1%, y). (4.20)
e k=1
Then, (b).i. follows from (4.17) which is still valid because ), v; = +00
14. It suffices to check that
ZE{|F |2} n2tee, (4.21)
TL
With the same arguments as in (a) 13, one checks that
1 n n
I > E{|Fel’} <
(Tn")? k=1

C 2/m(2)\e 31e :
()2 ,; ()2 ,;
On the one hand, we deduce from the Kronecker lemma that

(4.22)

1 S~ o2m®
oy 25

)e n=too (.
k=1
On the other hand, for every € € [0, 1)
1 = 31-,6 n—+0oo 1
m Z% k=
(Tn")? k=1

31€

— oy D MLk < +oo
(M) i

because Y p_; Vil

(F( )) Hence, we derive from (4.22) that

1 n—to0
i > BB}
)2 =

95
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which completes the proof. 0O

Proof of Lemma 4.15. (a) In order to alleviate the notations, we prove the lemma in the
one-dimensional case. We set

Os3(v,2,2,Z) = /Ovds/W(dyl)(ﬁf(z—l—/s(ac)Zs,x,yl) —ﬁf(x,a:,yl)).

O3(v,x, 2, Z) is the compensator of ©3(v,z,z,Z). Then, since O3(v, z,z, Z) is a purely discon-
tinuous process, we have

E{|(03 — ©3)(7, 2,2 2)]"} = ]E{/()7 dS/?T(dw)\f{f(er k(@) Z, x,91) — H (w,2,3)[}.

By Taylor’s formula,

1
i (20, y1) = /0 (F'(z + br(@)y) — () w(z)yrd6.
It follows that,

|‘f{f(z + K’(',I’I)Zsaxayl)_ﬁf(w7xayl)|

< up (2 + K(2)(Zs + 01)) — (@ + Ok()y) | 5 (2)y:
elo,

+1f(z + 5(2)Zs) - f'(2)|-|s()ys |

f' is a Lipschitz continuous function. Then, by setting z = =z + yb(z) + /yo(z)u, we deduce
from the assumptions on the coefficients and from the fact that |E{|Z;|?} = O(s) that

B(|(03-03)(1.7,%, 2)’)
<on( [ ds [l (VIbP(@) +lo@)Pu? + Is(@) P12 blo) a2}
N 0
< OGPV (@) + 920+ )V (2)). (1.23)

Set Fy, = (O3 —O3) (ks Xk—1, X 25 Z(k)). Since B{Fy, /F—1} =0,a+r <pand 2r < p/2+a—1,
it follows from Lemma 4.18(a).74 and from the preceding inequality that

\/_Z (©3 — O3) (v, Xi 1,Xk2,Z(k)) L) when n — +oc. (4.24)
k=1

Now, since f) is bounded, we deduce from Taylor’s formula that
\HY (2 + (2) Zs, 2, y1) = HY (2, 2,51)| < Cls()|*- |91 ]*-
Then,
E{|03(v, %, 2, Z)|*} < 072||f<a(x)||4/|y1|27r(dy1)2 < OV (x).

By Lemma 4.18(a).71, it follows that,

. - *) ~ S *) n—r+00
O3 (e, X1, Xay Z) — B{O3 (e, X1, Xp 0, Z _ )——>0. 4.25
m;( 3 (Ve Xk—1, Xk 2 ) — E{O3 (&, X1, Xi,2 )/ Fr—1} . (4.25)
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Then, by (4.24) and (4.25), (a) is obvious if we prove that

1 <« ~ = = (k) P

Vi ;E{@&l (Yk» Xk=1, X2, Z )/ Fr—1} i 0 and, (4.26)
1< ~ . = (k) P )

I kz_lE{@m (k> Xk=1, X2, Z )/ Fr—1} noho 0 with (4.27)

O31(v, 7,2, 2)
7 / ds [ #(dy,) / (FO (= + 5(@)(Zay +092)) — FO =+ Ox(@)y)) (1 - O)* (@)
6s2012,%) =7 [ #an) [ a8 (120 + 0n(an) ~ 1O+ 0xh) (1 - 520

where @ = [yim(dy)(< +oc) and 7 is a probability measure defined by #(dy1) = yin(dy1)/7.
Let us prove (4.26). By Itd’s formula, we have

PO+ @) (Zoy +631)) = £+ Oth) = | 71O (1 (@) (Zo- + 0y))R(2)dZ,

+ ) H' (2 + 5(x)(Zy- + Oy1), 3, AZ,).
0<v<sy

Since f3) is bounded, the first term of the right-hand side is a martingale. Therefore, we obtain
by the compensation formula that

IE{®31 Y, Ty 2 Z)}
1 s
/ ds/ (dy1) / d0/0 ydv/w(dyg)E{ﬂf@)(z+/-$(a:)(Zv—I—Hyl),ac,yg)}(l—ﬁ)mQ(a:).

Finally, since
r£(2)
\H (2 + 5(2)(Zo + 0y1), 7, 10) | < CIF D llook® ()3,
we have

— _ _ (k) _ _
E{|©3,1 (Vs Xk—1, Xk.2, Z )|/ Fr-1} < Oyt (Xp—1) < CYEVH (Xpy).

Since 2r < p/2+a — 1, (4.26) follows from Lemma 4.18(a).i.
Now, let us prove (4.27). Set z = z + yb(z) + /7o (z)U;. By Taylor’s formula, there exist

& € [z + yo(@)Uy + 0k(z)y1, z + Ok(z)y)] and & € [z 4 0k(z)y1, 2 + o (2)Ur + Ok(z)yi)
such that
FO(z + 0r(z)yn) — FO(z + k(2)0k(2)y1)
= 7fP(€)b(x) + v D@ + 0k(z)y1)o (@) U1 + 7D (61)0* (@) UF.
Since f®) and f® are bounded and U is centered,

IE{O3,2 (e, Xi—1, Xk,2)/Fre-1} < Cy (1b]6*(Xp—1) + 0°6*(Xp-1)) < CiV*¥>" (Xp-1)
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where we have used that a/2+r < aV 2r. Since a V2r < p/2+a — 1, we deduce (4.27) from
Lemma 4.18(a).i.

b) We keep the notations of (a). On the one hand, by (4.23) and Lemma 4.18(b).7i, we have

n

$ k:1(®3 — O3) (v X1, Xp2, Z) % 0.
On the other hand, we have
E{|03(7,2,2 2)} < C1*V'¥ (a)
with € € [0,1). Hence, by Lemma 4.18(b).i4, it follows that
n
% ; ((:)3(%,)7(#1,)?19,2, 7") — E{©; (Ve Xk—1, Xk 2, Z(k))/fkﬂ}) % 0.

Finally, it suffices to prove that

RN ® % % (k) P
@;E{G?Ml (fYk’kalan,ZaZ )/.7:]‘;,1} n—)_—|—)oo m3,1 (428)

1 - Q v v (k) P
and, @ ; E{®3’2 (’Yk, inl’ Xk,27 4 )/fkil} ’n/—)_—l—)oo mg3,2. (429)

with m3 1+ m32 = [ ¢3(z)r(dz). In order to prove (4.28), we first show that

1 & _ . . k) = > o P
@ 3 (E{@:%,l(')’kanflan,Q, Z) | Fr—1}t — 93,1(’Yk,ka1,ka1,0)) S0 (430)

n’ k=1

Since f(* is a bounded and Lipschitz continuous function, we have for every § € (0,1/2]

I:If(2) 7 f (2

(Z + Iﬂ)(ﬁE)(Zv + 0y1)7 z, yQ)_H (Z + KZ(.T)(Zv + gyl)a z, y?)
< ClfWas (|2 = o + 5(2)%) 20 ) ()93,
By setting z = & + vb(x) + \/yo(x)u and taking § sufficiently small, we have
(A (2 + 5(@) (Zy + 0y1),,92) = A (@ + (@)1, 2,1)[} < OF (1 + ) VI (2).

This implies that

— _ — (k) — — — o —

‘E{®3,1(’Ykan71an,2aZ ) — 93,1(’)%an71an71’0)/-7:k71}| < CyFRVItaTL (X ).

Then, (4.30) follows from Lemma 4.18(b)..

Now, @3’1('yk,Xk_1,Xk_1,O) is Fr_1-measurable and

03,1 (Vs X—1, X—1,0)| < C1pV>" (Xg—1).
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Since 2r < p/2 + a — 1, we can apply Proposition 4.3 with n = 7,%. We obtain

1 n
P(Z) 2931 ’Ykan 17Xk: 1,0 TZ ¢31 Xk; 1 m/(b?,l a.s.
n k=1 L'y k=

with  ¢31(z) = / (dy1) / / (dy2) FT (z + K(2)0y1, 7, 2) (1 — 0)>(z)y;
1
25/ (dy1) / (dy2) HH’“"‘l(w-’Eyz)

It follows from (4.30) that

n

1 - = ¢ . z®
— E O3.1(7k, Xk—1,Xk,2, Z ) Foor} 22 m3,1 = [ ¢31(z)v(dz) a.s.
Y =

Finally, we prove (4.29). Since f®) and f® are bounded and Lipschitz continuous, we deduce
from Taylor’s formula that for every § € [0,1/2],

E{O3.2 (Y X1, Xk.2)/Fro1} = 72 (¢3,.2(Xp—1) + b3,3(Xe—1)) + p1(Xk—1, W) + p2(Xr—1,7%)

1
with s (z) = / r(dy1) / 48P ( + Or(z)yn)b() (1 — 0) k() )?
$3.5(2) / dyl/ a6 / Py (d) £O) (2 + O () )0 () (1 — B) ()1 )?

p1(2,7)| < [fO157* P b()| P |k(2)]* and gz, )| < [FDNasy* o (@) ().
Since (a/2+ 1)V (2r) < p/2 +a — 1, one can find > 0 such that
b(2)] () [* + |o (@) PO |s(2)> < VIR ().

On the one hand, Lemma 4.18(b).i and the assumptions on the coefficients allow us to conclude
that

n

1 o o
~O] > (P1(ka1,’7k) + Pz(qu,’Yk)) 0.
n k=1

On the other hand, as |b|(z)|x|2(z) + |o|2(z)|x[2(z) = o(V 279" 1(z)) when |z| — +o00, we derive
from Proposition 4.3 applied with 7 = ’y,% that

1 & _ ~ N
57 Do (B32(Ke 1) + d3(Ki 1) " s
n k=1

with m3o = [(#3.2(2) + ¢3,3(2))v(dz). Checking that

b12(0) + daa(e) = [ ) ((HLp ) @0(e) + [ Py (@) (L )P @) 000

completes the proof.
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4.5 Proof of Theorem 4.8

The proof is built as follows. Like in the proof of Theorem 4.6, we firstly decompose 17;: (Af)
and 17:/ (Af) (see Lemma 4.19). Some new terms appear due to the approximation of the jump
component. That is why in the sequel, we focus on these parts of the decomposition (see Lemmas
4.20 and 4.21). The other terms can be studied by the same process as their corresponding terms
in the decomposition of 7,(Af) and then, are left to the reader. We denote by (Z(k)P)kzl, a
sequence of independent and cadlag processes such that

(k)p (k)p

L —P
(Zy 7 )0 = (Zig)i>o and Z, " =2, Vk2>1
For a C?-function f such that D?f is bounded, we define A% and AHW by

AP (@) = (V£,0)(@) + 3T DA o)) + [ (o))
{ly/>ux}

AV f(0) = 4TS @) 5 [ D) (s(a)y) ),
{lyl<ur}

These operators correspond respectively to the infinitesimal generators of
dXy = b(Xy-)dt + o(Xy- )dW,; + k(X )dZyy,  and
dX; = b(X;-)dt + (X )dW; + 6(X;-)d(Zyk + QeWy),

where W is a g-dimensional Brownian motion independent of W and (Z; 4)i>o-

Lemma 4.19 For a C?-function f such that D%f is bounded, we have the following decomposi-
tions
n

D Y AR ) = Gy + (X)) = F(@) = Y (60 X1, Un) + 5 p o i 1,27)
k=1 k=1

n
v o o o (k)
=" (0169, Ti_1) + O3k, K1, Uk) + Os i, Xy, K 27))
k=1

n

> > > (k)
- Z ((Rl + RQ)(rYk’lefla Uk) + R3(7kaX]:71aXI::2’Z * P))’
k=1

where le,? = X:A -+ 'ykb(X,il) -+ \/’WU(XIZI)U;C, G, = Sop1 Ye(Af — Ak’Pf)(X,ffl) and for

a cadlag process 'Y,

drtray) = [(V@n@ar) + (¥ e av)) -1 [ Bwe).

0<s<ry Dy,
n n
—w w w W W SW (k)
2) Y WAL 1) =G+ + F) = £@) = D (60w X0, Uk) + 5 lom X1, 27)
k=1 k=1
n
o o o - (k)
=3 (©10% Xil) + Oal, Xy, Up) + Ok Kyly, K2y 27))
k=1

n

o Z <(R1 + R2)(’YkaXI:‘:1a Uk:) + R3('Yk,X]:‘:1,X:’2’ Z(k)P))’
k=1
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where XII:,IZ = Xlzv—l + Xl?l—l + wcb(f(;:v_l) + \/’YkU(Xlzv—l)Uk,

= ST (Af-ABY ) (X, ), Zf —f (X g) (AR F— AR 1) (X, ),

k=1
with X]:[’/?’ = XZV — K(X]:‘il)QkAk-

The two following lemmas are devoted to the additional terms of the preceding decomposition.
P w . w

In lemma 4.20, we compute the rate of G,, and G,, and in lemma 4.21, we show that J,, does

not have any consequences on the rate of the procedure.

Lemma 4.20 Let a € (0,1], 7 > 0 and p > 2 such that (H,), (Ra), (Sar) hold and 2r <
p/2 +a — 1. Suppose that B{|U;|?P} < 4+oc and B{|A{|?} < +oo. Let f : R s R satisfying
(CR). Then,

P

(1) . Iflimny o By < o0, = Sy w(AS = ARPH(X ) 5 0.

ii. If limp oo Bix = 400,

1 & e
lim sup — fyk‘(Af — Ak’Pf)(kal)‘ <y a.s.
n—+o00 ’87(12} ;

where mo = %f |l&|?(z)v(dz). Furthermore, if (A2) holds,

n

b

Bk i
(2) Assume that s = 3 or that s = 4 if 7 is quasi-symmetric in the neighborhood of 0.
io I limn s yoo B2 < 00 A= SR_ w(Af — ARV (X)) s 0.

n—-+o0o

Y Af—Ak’Pf Xp_l m)m2 a.s. with |ms| < mao. 4.31
k

[y

ii. If limy 00 B05 = +00,

. 1« _ _
limsup — > | (Af = AFW ()| <y as.

n—+00 Bn,w 1
3
where ms = Cs||D* flloo [ ||6(2)||Pv(dz) with C3 = ‘% and Cy = %. Furthermore, if , (A2)
holds,
8 ST wm(Af = ARV EX ) TS ms as. with [my] < g (4.32)
IB'n,’iT k=1

Proof: (1)i. By Taylor’s formula, we have
2
A7) = 457 1@)| = 5 [ D)t atan) < L [ 57 staitntom)ln(a)
1]

For z € RY, 12255 %zl < |z|2 < d|z|%. Tt follows that

—_p —_p D? 00 _p
arx) - b < el [ e
|y <ug
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Since r < p/2 and E{V”(X,f_l)} < Ik, we deduce that

SO WE{AF(XL ) — AR < Y / ly[27(dy) /T
k=1

k=1 ly|<ug

Now, as limy oo [37227% < 400, the Kronecker lemma yields

1 ¢ / 2 oo,
Vi ly|“m(dy) v/ Tk
VI kz_l ly|<ui

The first assertion is obvious.
1. Since limy, 4o ,37(12,2( = 400, we deduce from Proposition 4.3 with np = v fly\<uk ly|?m(dy)

that
(2 Z7k/

B b—1 ly|<ug,

PR (DI 5 [ e v(do) s

because ||x||? = 0(V2+“ ). Then, the second assertion follows from (4.33).
Assume now that (A2) holds. Since D2f is Lipschitz continuous, we deduce from Taylor’s
formula that

Af(z) - ABF f() (Zpklj¢z,J )+ R (@)

with  pg(2,7) = / viy;m(dy), iz Kij o km,j(Z))
vi<uy ’ Z 33 ’

and [RE,(0)| < [y <uy [9P7 ()l .
According to (A2), for every i, j, lim py (3, /f{ly\<uk} lyl>m(dy) = a;,; € R. Set my, = v f{‘y|5uk} ly|?7 (dy)
and H, = >.}_, ng. Then,

0‘2,.7

@ Z%Pk ¢ JWZ,J(Xk 1) ZW%J Xk )+ —kaﬂk¢z,g Xk: 1)

IB 1 k 1

with e} = (pg(4,5) — @i jnk)/mk- Firstly, since 4;; < CV" and r < p/2 + a — 1, Proposition 4.3
applied with 7 = v f{ly\éuk} ly|27(dy) yields

1 <& _p _|_
H_ Z nkwi,j (Xk: 1 i /¢ZJ a.s.
" k=1

Secondly, e; = o(1). Since sup,s; 1/Hy, Y ;i lnkV‘ﬂL“ l(X,c 1) < 400 a.s., it is then easy to
check that

1 & P n
F Z‘Ellcnk'lpi,j(Xk_l) TH—OO> 0 a.s.
" k=1

The same argument is appropriate for Rf- with €2 = f{|y|<uk} ly[3 f{‘y|<uk} ly|?m(dy)).
Finally, we obtain

S AT = AP Py =32 [
1,J

n,7m k=1




4.5 : Proof of Theorem 4.8 103

2) We derive from Taylor’s formula

|Af (z) — APV f(2)] < Cslleflloollfills(w)/ ly|*m(dy)- (4.34)

|y|<ug
3
with s = 3 and C3 = &, or s =4 and Cy = & ©if f|y‘<u y®371(dy) = 0. As 2r < p/2 and
E{V?(X, ,)} <T%, it implies that

n

SO RE(JAf — AWV FRY )} <O / lyl*7(dy) /T,

k=1 k=1 ly|<ug

with s = 3 or s = 4 if f|y|<Uk y®3n(dy) = 0. If lim, 1o 57(52, < 400, we derive from the
Kronecker lemma that -

1 - / n—>—|—oo

—== Dk ly|*m(dy) v T
Ln ; [y|<ugk

and the first assertion of 2) follows.

Assume now that lim,_, ,37(5% = +00. Applying Proposition 4.3 to f(z) = ||k(z)||® with

M = Tk Jiy<uy, [YI°7(dy) yields

W
fhmsup— 3 / PRy ISCGLIE < +oo as.
n—+00 ;an k=1 ly|<ug,

Then, (2).7¢ follows from (4.34).
Finally, the proof of (4.32) is similar to that of (4.31). n

Lemma 4.21 Let a € (0,1], 7 > 0 and p > 2 such that (H,), (Ra), (Sar) hold and 2r <
p/2+a—1. Suppose that E{|U1|P} < +oo and that E{|A1|?P} < +oc. Let f : R? s R satisfying
(CF). Then,

\/7(2)2 FR) = FRi) + (AP = AW (K)o (4.3))
L, vIy’ k=1
Proof: Since
U - A @) = 5 [ DA @) sl ady) = GE(D? @) k() Q)P
{ly|<ux}

we derive from Taylor’s formula that

w

(X ) = F(Xps) +v(ABT f — ABWY P 1) = €1, Xy Xi 15 QkA)
+ Rt (ks X1 Qi) + R (s X 30 X1, Qi)
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Where, 61 (’)’,Z,.’E,QkAk) = ﬁ(Vf(Z),H($)QkAk),
Ria(v,z,QrAy) = %(DQf(flC)("<6(o’5)Q/cf\lc)(g’2 — E{D*f(z)(k(x)Qr Ax)®*})

1
Rio(v, 2,7, QpAy) = 7/0 (D?f(z + 0\/76(z)QrAk) — D* f(2)) (1 — 0) (k(z)QrAr)®*d6.

Setting 0, = v/I'y V Fg), it suffices to show the three following steps:

_ SwW P
a) On ! 2221 61 (’Yk’ Xk—l’ Q’CAk) n—>_+>oo 0,

—1 n ~ W P
b) on Zk:l Rk,l(’Yka Xk;_la QkAk) nﬂ—+)00 0.

_ ~ = S P
C) 0n 1 Zz:l Rk,?(’)’ka X]‘::ga X::p QkAk) n—>——|—>oo 0.
a) We set
§1(7, 2,2, QuAr) = §1,1(7, @, QelAi) + &1,2(7, 2, T, QrAg)

with 51,1(77"57“) = ﬁ(Vf(lC), H(:II)’U) and 61,2(’7’za$av) = ﬁ(Vf(Z) - Vf(ll:), H(.’I})’U). Let
(Mpy,1) and (M, 2) be the (F,)-martingales defined by

° n
_w oy w
Mn,l = Zgl,l(yk;Xk_l,QkAk) and M’I’L,2 = Zéva(Wk’Xk,.g’Xk—l;QkAk).
k=1 —
We have to prove that 6,1 M, 1 “=25% 0 and 6,1 M, , 2= 0.
According to (CF) and the assumptions on «, we check that

<M >, C <& P, 1, W
ST Y [ WP
n " p=1 ly|<ug

k——+o00

Now, by (4.6), sup,>1 1/Tn > 5, 'kag"'“_l(X,:‘:l) < 400 a.s. Since f‘y|<uk ly|?7(dy) ——= 0,

n—-+o0o

that < M >, /'y, ——— 0 a.s. Then

1

1
M| < ——
v Ml = U

Now, we turn to (M, ). Vf is Lipschitz continuous. Then, it follows from the assumptions on
the coefficients that

P
M| 2 0. (4.36)

B{lé12 (v, X3, X1, QuAw)*/Fi-1} < O » [yPr(dy) (V) + RV E (X))
YISug

with € < 1 and p = p/2+ a — 1. Then, by a variant of Lemma 4.18(a).it and (b).77, one checks

that

< My > 2T ) g.s. = 1 notoo, ),

(VI VT2 VI vTD
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b) Rk,l is very closed to Rp introduced in Lemma 4.13 and the arguments are similar.
c) As D?f is bounded, one observes that

~ - W - W SW
E{|Ri2 (Vk, X 20 Xpp—1, QeAn)|?/ Fro1} < OV (X _y).-
Then, since 2r < p/2, a variant of Lemma 4.18(a).ii and (b).7¢ yields

1 n ~ W =W ~ W SW P
m Z (Rk,Z(’Ykan,Qan;fla QkAk) - E{Rk,Q (7/6an,2an71’ QkAk)/]:kfl}) n—>_+>oo 0.
n n k=1

(4.37)
By setting (x9(z) = = + 1eb(z) + Ak (2) Uy, + 6(x) (Z), + 0QkAy), we decompose the integrand
of Ry as follows:

D*f(Cro(w)) — D2 f(2) = (D*f(z + wb()) — D*f(x)) + (D*f (Cro(2)) — D*f(x + yib(x))).-
On the one hand, set yx = /7 QrAx- By Taylor’s formula, we have
(D?f(z +wb(x)) — D> f(2)yg? = D* f (&) wb(@); v
where D3 f(u);v;y®? = Zi,j(VDin,j(u),v)yiyj and & € [z,z + yb(z)]. Thus, since D3f is
bounded, we deduce that

B{ D% )b (B s (@A™ A Y < O [ Prdn VTR,

ly|<ug

On the other hand, set Ag(y,z) = (k9(x) — (z + yb(x)). By Taylor’s formula,
(D*f (Crp(x)) — D f (2 + 7b(x)))yg* = D*f(x); Do (v, ); v *
1
+ 5 D F(68); (Do, )%
where D*f (u); v¥%;y®? = 37,  D*(D? f; j(u))v®?y;y; and & € [z + yb(z), (o(x)]. The random
variables Uy, Z;, and Ay are independent and independent of .7-",?/_ 1- Then, since E{Uj /.7-",:[/_ 1=
E{Z_k/flzv_l} = E{A?3/f,:[:1} =0, we have
W W W w
E{ D £(X,L1); Ao lyes Ki0)s (KR ) Qi) 2/ FiL = 0.

Now, since D*f is bounded, one checks that
SW S W ®2 S W w SW
E{|D4f(ka1); (Qo(ks X—1)) ;(K(kal)QkAk)®2/fk71|} < C/|< |y (dy)ve V" (Xg 1)
yl<uy,
Since a/2+ 71 <p/2+4+a—1and 2r <p/2+a — 1, it follows that

~ W W _ S>W
|E{ Rg,2 (vk, X 20 X1, Qi) [ Fre—1} < C " |2 (dy)2VEte LR, )
Y|Sug

By a variant of lemma 4.18(a).7 and (b).i, we derive from the previous inequality that

1 n . Cw w )
s B 5 x \ )
VT,V F%Z) ; { Rg2 (ks k2 k10 QuAr)/Fr—1} n—:)l-oo 0,

Assertion ¢) then follows from (4.37). 0
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4.6 An additional result

In this section, we present a partial extension of the main results when the Lévy process has
a moment of order 2p with p € (1,2]. In this case, stating some global results as in Theorems 4.6
and 4.8 would need two kinds of restrictions: either to suppose that at least, the derivatives of f
tend to 0 when |z| — 400 or to impose more constraints on the growth of the coefficients. The
first alternative leads to a very technical proof and the second one can not be really envisaged for
the drift term. Actually, we recall that in this type of problem, b produces the mean-reverting
effect and then, it would not be natural to suppose that for instance, b is bounded .
That is why we propose to state a partial result for fast-decreasing steps for which the extension
does only require some weak restrictions on f. We introduce a new assumption on the steps
depending on the intensity of the mean-reverting:

aV(2r)

@

n n—-+0o00 0

1 n
if a =1 and, —§:72r »
VIn VF"k:1 e

220 ifa< 1. (4.38)

Then,

Theorem 4.22 Assume that E{|Z;|*P} < +oc with p € (1,2] and that (4.2) admits a unique
invariant distribution v . Let a € (0,1] and r > 0 such that (Ra) and (Sar) are satisfied and
such that p/2 4+ a — 1 > r. If moreover B{U®3} = 0, B{|U1|*} < 400, N = Yn for every n > 1,
then for every function f : R% — R C* having bounded derivatives and satisfying f < CV/V,

(a) Scheme (E): If (4.38) holds, VTamn(Af) £ n(0,6%).

n—-+oo
(b) Scheme (P): If (4.38) holds and ﬂg%/\/rn — 0, the conclusion of (a) is valid for Scheme
(P).
(c) Scheme (W): If (4.38) holds and ﬂy(f’zr/\/I‘n — 0, with s = 3 or s = 4 if ™ is quasi-symmetric
in the neighborhood of 0, the conclusion of (a) is valid for Scheme (W).

Remark 4.23 Assumption (4.38) is less constraining when a = 1 because the LP-control of the

Euler scheme is better in this case (see Proposition 4.3). Note that when a = 1, Theorem 4.22(a)

corresponds to Theorem 4.6(a) when 4 = 0.

Let v, = Ck P with p € (0,1] and C > 0. For Scheme (E), Theorem 4.22 applies in the following

cases:

p+2n
if

a<l
3p + 2n

1
p>§ ifa=1 and p>

where n = a V (2r). Since /T, B ,/%pnl_Tp if p € (0,1), we derive that for every € > 0,

there exists an Fuler scheme with polynomial step such that the rate of convergence is of order
1 p___

n3 ¢ ifa=1and nd¥+xm “ifa < 1.

Indications for the proof of Theorem 4.22. We only focus on Scheme (E). According to
the decomposition obtained in 4.13, it suffices to prove that Lemmas 4.14, 4.17(a) and 4.15(a)
hold true under the assumptions of Theorem 4.22. First, one can check that Lemme 4.14 holds
true if Assertion (4.9) remains valid in this case. Since Vf is bounded, it is easy to show that
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for every § > 0 such that 2(1 + ¢) < 2p,

E{J& (7,2, 2) "} < Cl@E{ (Y [Aaz) .

0<s<y

Then, checking that E{(ZO<857 |AZS|2)1+6} = O(v) yields the result. For Lemmas 4.14,

4.17(a) and 4.15(a), the result essentially follows from the fact that V f is bounded and from the
following variant of Lemma 4.18:

Lemma 4.24 Let a € (0,1], p > 1 and r > 0. Assume (HJ), (Sa,r) and (Ra). Suppose that
E{|U; 2PV} < 400. Let (Fy) be a sequence of random variables such that Fy is Fy-measurable
and let (By,) be defined by B, =1//Tp Y p_, Fy. Then, By, n_)l;)oo 0 in the following cases:

(a) (4.38) holds and

CyVP(Xg_1) ifa=1

CRVWVT (X)) ifa<l

(b) (4.38) holds, E{F) /Fr_1} = 0 and there ezxists s € (1,2] such that

E{|Fe|/Fr-1} < {

CyEVP(Xy_1) ifa=1

E F S f_ < _

Proof: (a). We derive from Proposition 4.3(a).ii7 that

ﬁ > k=1 7k ifa=1
E{|Bnl} <C
=il ifa<l,
n—-+0o0o

and it follows from (4.38) that B, ——— 0 in L!.
(b). Denote by (My)n>1, the martingale defined by M, = >~} Fi,/+/Tk. We have

2
Dk i —
) 2k>1 r} ifa=1
S E{|[AM;'} < C S
k>1 D k>1 _bg— ifa <1

We recall that for a sequence of positive numbers (v,), 32,51 vn/(D2 k=1 v%)® < +00 if s > 1.

aV2r

Then, by (4.38), I‘;% < C(D(zz)) when ¢ = 1 and T, : <O p_1 7T, )~* whena < 1. We
deduce that

aV2'r

o/ %L, ”
ifa=1, g k « +o00 and if @ < 1, E Tk < 4o
2
k>1 F k>1 Fk

It follows from the Chow Theorem that M, norboo, My a.s., and the Kronecker lemma implies

n—-+o0o

that B, 22%%% 0 q O
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4.7 Numerical comparison of Schemes (P) and (W).

1. When v(f) can be theoretically computed. In this first example, we are interested
in the two-dimensional SDE
dX; = —X,-dt + dZ; (4.39)

where Z is a symmetric purely discontinuous Lévy process (having no drift term). We consider
¢ : x — |z|? and denote by v, the unique invariant SDE (4.39). We can easily compute v(¢). In
fact, as m is symmetric and v(A¢) = 0,

1
Ap= -2+ [oPntdy) — v(&) =3 [ lolntay).
Let us test this theoretical result on a 2-dimensional example. Assume that
o 1 1 i
7r( )(dy) = 1{|y‘§1}|y|T+2)\2(dy) + 1{|y‘>1}W)\2(dy) with o € (1,3).

We have v(¢) = m(1/(2 — a) + 1/4). In figures 4.3 and 4.7, we observe the rate for two values of
« taking the choices of steps and truncation thresholds of Proposition 4.10(b). These simulations

45 . . . T T 2
22F
| ] M”k
20 theoretical value
) Pae me (W)
W e
W theoretical I value 18F
27k scheme (P) | 16k
14+
35 [
0l SEEMEE)
3.25F
10
3 L L L L L 8 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
x10° X 10°
. . — _ . —
Figure 4.3 : n — 7,(¢), a =1 Figure 4.4 : n— v,(¢), a =5/3

are coherent with the theoretical results. Indeed, when a = 1, the optimal asymptotic rates
induced by Schemes (P) and (W) are the same ones (with order n%) When a = 5/3, the
optimal asymptotic rate induced by scheme (W) is still of order n3 whereas that of scheme (P)
is of order n7.

2. Another example. Now, we observe the following two-dimensional SDE

X,
dXy = ———=C_dt + (1+ |X,-|)1dZ,

V14 [X-|

where (Z;) is a purely discontinuous Lévy process having no drift term with Lévy measure m(@)
(defined in the preceding example). One checks that Proposition 4.10 applies with V (z) = 1+|z|?,
a =3/4, 7 =1/4 and every p € (2,3). As in the preceding example, we test our procedure in
the cases o = 1 and @ = 5/3. As the dynamical system is less stable, the convergence is slower
but we can observe the same phenomenon.
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25 140

scheme (W)

45 | 12 Timit value
‘WM

100

L s 60 scheme (P) e
"’scheme(P) 4 /‘(‘,,_ -
a0~
215 , 2o
21 . . . I I I I I I 0 . . . . . . . . . ,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x10° «10°

Figure 4.5 : n— 7y(4), a =1 Figure 4.6 : n— vy(¢), a =5/3






Chapitre 5

Approximation de la probabilité invariante pour des
diffusions a stabilité "semi-critique"

Résumé

Nous nous intéressons & ’approximation de probabilité invariante pour des diffusions Browniennes er-
godiques satisfaisant une hypothése de stabilité trop faible pour entrer dans le cadre d’application des
travaux déja existants sur ce probléme. Sous une hypothése supplémentaire peu contraignante sur le bruit
blanc du schéma d’Euler, nous montrons que I’algorithme converge sous une hypothése sur les coefficients
permettant d’englober certains cas "semi-critiques” ou la force de rappel est évanescente et également
certains cas oul la force de rappel est créée par la composante Brownienne et non plus par le terme de
drift.

5.1 Introduction

5.1.1 Présentation du probléme

On s'intéresse & (X;);>0, processus a valeurs dans R?, solution de ’'EDS suivante :

Les coefficients b et o sont continus, & croissance sous-linéaire et & valeurs respectives dans R%
et My; (I'ensemble des matrices & d lignes et [ colonnes). (W})¢>o est un mouvement brownien
standard /-dimensionnel.

On introduit (X,)nen le schéma d’Euler & pas décroissant défini par
XO =x € Rda Xrn—i—l = X’n + 'Yn—l—lb(j(n) + \/7n+10(Xn)Un+1

oll (yn) est une suite décroissante de réels strictement positifs dont la somme diverge et (Up)n>1
est une suite de v.a i.i.d. centrées telles que Xy, = Id.

Soit (7)) une suite de réels strictement positifs telle que H, = >y _; nx — +00. Comme dans le
chapitres précédents, la suite de mesures empiriques (7),>1 destinée & approcher la probabilité
invariante est définie p.s. par :

I U~
™ k=1
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L’étude de la convergence de cette suite de mesures empiriques a déja fait l'objet de plusieurs
travaux. Dans [LaPa02], Lamberton et Pagés s’intéressent a la convergence de l’algorithme sous
une hypothése de Lyapounov correspondant au cas ol le drift est a croissance linéaire. Dans
|[LaPa03], ils étendent ensuite cette approche au cas ou le drift a une croissance sous-linéaire et
induit donc une force de rappel plus faible. A l'inverse, dans [Lem06], Lemaire s’intéresse aux
situations ol b peut avoir une croissance polynomiale ou méme exponentielle, situations ol la
force de rappel est plus forte mais ol ’erreur de discrétisation ’est également. Lemaire montre
alors la convergence vers la probabilité invariante d’un algorithme modifié ou il remplace le pas
¥n, Par un pas stochastique dominé par 7,.

Bien que les résultats de [Lem06] soient transposables au travail que nous allons réaliser, nous
nous contentons ici du cadre sous-linéaire et souhaitons donc élargir le champ d’applications de
[LaPa03] a des diffusions Browniennes ergodiques ayant des coefficients & croissance sous-linéaire
mais qui ne satisfont pas les hypothéses de cet article.

Pour fixer les idées, on peut penser en dimension 1 & des diffusions du type

dX; = — Xt sdt +odW; ou dX;=(1+ X2 dW,
1+ X;

avec o € (0,2) et @ € (1/4,1/2). Ces diffusions sont récurrentes positives mais n’entrent pas
dans le cadre des hypothéses de [LaPa03]. Dans le premier cas, la force de rappel induite par le
drift est trop faible et dans le second cas, c’est le terme Brownien lui-méme qui produit la force
de rappel du systéme dynamique. Ces diffusions sont des systémes dynamiques pour lesquels le
conflit entre le bruit et la force de rappel est important. On les qualifie alors de "semi-critiques"
car on est proche du stade critique pour lequel le systéme dynamique n’est plus ergodique.

Nous souhaitons ici prouver la convergence de la suite de mesures empiriques associées a
de telles diffusions. La construction de notre résultat principal (théoréme 5.2) est basée sur la
méme approche que dans [LaPa03]|. Nous établissons la tension sous une hypothése de rappel
et montrons 'invariance des probabilités limites grace au théoréme d’Echeverria-Weiss (voir
théoreme 2.10). Notre travail consiste donc principalement & adapter et a affiner les hypothéses
de chaque étape de la preuve proposée dans [LaPa03| de maniére a ce que celles-ci contiennent les
diffusions "semi-critiques". Explicitons concrétement ces améliorations. Dans la premiére étape
(tension de (v,)) nous montrons que sous une hypothése supplémentaire sur le bruit blanc,
une étude plus fine du terme diffusif et/ou 'utilisation de fonctions de Lyapounov & croissance
faible permettent d’affaiblir I'hypothése de rappel : en d’autres termes, on peut s’autoriser un
conflit plus important entre le bruit et la force de rappel. Dans la seconde étape (invariance
des probabilités limites), nous nous affranchissons de toute hypothése sur les coefficients pour
prouver l'invariance des probabilités limites. En d’autres termes, nous montrons que l'invariance
des probabilités limites est quasi-automatique et complétement indépendante de la tension de la
suite de mesures empiriques.

5.1.2 Résultat principal
Soit V € £Q(RY) (voir Partie 1.4). On définit A; par

A1 = Sup Ap2y(g)-
z€R4

On remarque que A; est fini car D?V est bornée. Soit a €] — oo, 1], un paramétre relatif &
Iintensité de la force de rappel. On introduit alors les hypothéses suivantes sur les coefficients :
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(Sa)
b2 + Tr(oo™) < CVC.
(Ra) Il existe p > 0, M, > 0, o, > 0 tels que pour tout z € R? avec |z| > M, :

(p—1)(VV,00*VV)(x)
2 V(z)

(VV,8)(a) + L Tr(o0")(z) + < —a,V(z) (5.3)

Notons
I={p>0,il existe M, >0, op > 0 tel que (5.3) est satisfaite pour |z| > M,}.

Sous ’hypotheése (Sa), I est un intervalle ouvert. On note alors psyyp, le suprémum de cet ensemble.

Remarque 5.1 Si V(z) = 1+ |z|2, on remarque alors en multipliant I'inégalité (5.3) par pVP~!
qu’il s’agit exactement de ’hypothése AVP < f — aVPT* 1 je. de I’hypothése de Lyapounov
apparaissant & temps continu. Ainsi, I’hypothése (R,) n’est une hypothése de rappel que si
p+a—1>0. La valeur de pgyp +a — 1 traduit en fait la stabilité du systéme. Plus pg,, +a — 1
est proche de 0 et plus le systéme dynamique a une stabilité "critique", le stade critique étant le
cas ol Psyp = 1 —a.

On introduit enfin une hypothése technique sur Uy .
(H) Il existe C' > 0 tel que pour tout > C, E{U1 1jp,|<,} = 0.

On remarque que cette hypothése est bien satisfaite si U; suit une loi de Bernoulli ou une loi
normale centrée réduite (choix standards en pratique). Plus généralement, (H) est satisfaite si
U; est bornée ou si Uy a une loi symétrique.

Le théoréme qui suit est le résultat principal de ce travail.

Théoréme 5.2 Soita €] —00,1] tel que (Ra) et (Sa) soient satisfaites. Supposons que Uy vérifie
Uhypotheése (H) et que IE{|U1|2(1’V1)} < 400 pour tout p < Psyp. St de plus, la suite (N, /vn) est
décroissante, alors,

(a) pour tout p < psup/2, sup,>1 vn(VPT41) < 400. La suite de mesures aléatoires (Un)n>1 est
alors p.s. tendue dés que psup/_Q +a —1 > 0. De plus, toute valeur d’adhérence de cette suite
est invariante pour I’EDS (5.1). En particulier, si I’EDS (5.1) admet une unique probabilité
invariante v, alors pour toute fonction continue f telle que f = O(V") avec r < psyp/2+a —1,
nli)néoljn(f) =v(f).

(b) pour tout p € [Psup/2, Psup + %5+), SUPp>1 Un(VPHETY) < +00 80 (1), 1) satisfait la condition
suivante :

(1 Mn

— Psup +a—1

—1
P+

)5) est décroissante et, Z( I )* < 400 avec s € (1,
o1 Hp /A

). (5.4)

La suite de mesures aléatoires (Up)n>1 est alors p.s. tendue si p+a—1 > 0. De plus, toute valeur
d’adhérence de cette suite est invariante pour I’EDS (5.1). En particulier, si ’EDS (5.1) admet
une unique probabilité invariante v, alors pour toute fonction continue f telle que f = o(VPTo 1),

nh—)nololjn(f) =v(f).
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Remarque 5.3 La deuxiéme partie du résultat est similaire au théoréme 3.5 du chapitre 3 :
une contrainte supplémentaire sur les pas et les poids permet d’affaiblir les hypothéses. Nous
renvoyons & la remarque 5.12 pour des pas et poids polynomiaux explicites satisfaisant ’hypothése
(5.4). La deuxiéme partie du résultat montre en particulier qu’il est possible de construire des
pas et des poids pour lesquels ’algorithme converge tant que 2pg,,/3 +a—1 > 0.

Ceci signifie que 1'on n’est pas capable d’approcher tout & fait le stade critique psyp = a — 1
évoqué dans la remarque 5.1. La limitation obtenue ici peut s’interpréter comme un cotit associé
aux méthodes de martingales et plus exactement & des problémes de convergence de martingales
(voir lemme 5.9 et proposition 5.11).

5.1.3 Applications

Nous explicitons deux types d’exemples "semi-critiques" pour lesquels le théoréme 5.2 s’ap-
plique. Intéressons-nous d’abord & un cas ol on a une force de rappel faible.

Exemple 1 Posons V(z) = 1+ |z|?. Supposons que b est de la forme :

px

b@) = 1o

+T(z) onp>0, 7T est bornée et (T(z),z)=0 VzeR.
Supposons d’autre part que oco* est diagonale. On note (c0*(z));i(z) = a;(z). Alors, s'il existe
M > 0 tel que supp, s Zle a;i(z) < %p, la premiére partie du théoréme est satisfaite. Si
SUP|z|> M Zle ai(z) < p, alors on peut construire des pas et des poids pour lesquels la seconde
est satisfaite.

Preuve : En réécrivant le membre de gauche de (5.3) avec les conditions de I’exemple, on obtient
sip>1:

2 d

2p|a®
+ a; +2 -1 a; < -204+ (2 1) su a;(x)+e€
1+|$|2 Z ZZ Z Z’L 1+‘$|2 — p (p )|w|>I])\4'12:; Z( )

pour tout € > 0 et pour |z| assez grand. En posant naturellement a = 0, on remarque que la
condition (Ra) est satisfaite s'il existe p > 1(considérer les cas oil p < 1 est inutile car alors,

p+a—1<0) tel que:
d

(2p —1) sup Zai(w) < 2p. (5.5)

|z|>M i—1
Cette condition est satisfaite si SUP|g|> M Egzl a;(z) < 2p. Maintenant, pour que les conditions
de la partie (1) du théoréme soient satisfaites, il suffit qu’il existe p > 2 (pour que pgyp/2 —1 soit
strictement positif) tel que (5.5) soit vraie ce qui correspond & la condition sup| s s Zgzl a;(z) <
2p/3. On raisonne de la méme maniére pour la condition de la seconde partie du théoréme.

Exemple 2 Soit V(z) = 1+ |z|?. Pour tout z € (R%)*, notons B, = (z/|z|,€,...,e%), une
base orthonormale et supposons que dans cette base, A, = oo*(z) soit diagonale. On note
(Az)ii = aii(x). Alors, si Ci|z|* < a1,1(z) < Cy|z|* pour z assez grand, si a;;(z) = o(|z|*) pour
tout i € {2,...,d} et si |[b(z)| = o|z|* 1), alors psyp = 1/2. En particulier, les conditions de
la premiére partie (resp. de la seconde partie) du théoréme sont satisfaites si a > 3/4 (resp. si
a>2/3).
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Remarque 5.4 Pour pouvoir jouer le role de force de rappel, oo™ doit posséder une composante
radiale prépondérante. Par exemple, si b(z) = 0 et oo*(z) = V(z)Id, la condition de rappel ne
peut étre satisfaite qu’en dimension 1.

Preuve : Il suffit de remarquer que :

152

d
2 b(w) + Trlo0")(x) + 200 = 1) Y asi(w) 7 g = (20 = Dana (o) + offe).
i=1

5.1.4 Organisation de la preuve du théoréme 5.2

Les deux sections qui suivent sont consacrées & la preuve du théoréme 5.2. Dans la section 5.3,
nous montrons que toute probabilité limite de la suite de mesures empiriques est automatique-
ment invariante pour 'EDS (5.1) (Proposition 5.5), puis dans la section 4.3, nous établissons
un critére de tension pour cette suite de mesures (Théoréme 6.12). La combinaison de ces deux
étapes permet d’obtenir le théoréme 5.2.

5.2 Invariance des valeurs d’adhérence de (7,),>1

Dans [LaPa03], 'invariance des valeurs d’adhérence est obtenue par la combinaison des propo-
sitions 3 et 4 de [LaPa03]. Ces propositions sont obtenues comme des conséquences de la tension
de la suite de mesures empiriques et nécessitent une contrainte supplémentaire sur ¢ qui nous
poserait probléme ici. On souhaite donc ici s’affranchir de ces hypothéses. On prouve que sous
I'hypothese (H) sur le bruit blanc, il est possible d’obtenir ces deux propositions en supposant
simplement que (7, /) est décroissante. En d’autres termes, toute valeur d’adhérence de cette
suite est automatiquement invariante dés que (n,/7vn) est décroissante.

Proposition 5.5 Supposons que b et o soient sous-linéaires et que (ng/vk) soit décroissante.
Alors :
(1) Pour toute fonction f continue a support compact,

n

lim — SRR F(Xy) — F(Kpo1)/Fe1} =0 pes.
el Yk

2) Si de plus Uy est satisfait Uhypothése (H), alors pour toute fonction f C? a support compact
p
contenu dans R,

1 zn: " (]E{f(Xk) — f(Xk—1)/Fr—1}

” — Af(Xg 1)) =0.

Par conséquent, toute valeur d’adhérence v de la suite (Uy)nen VETifie :
q ) €

/Afdu =0 VfeCkRY).

v est alors invariante pour ’EDS (5.1) d’apres le théoreme (2.10).
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Preuve : (1) Il s’agit en fait de reprendre la preuve de la proposition 3 de [LaPa03] dans le cas
ou f est & support compact et de montrer que la condition :

Z HZ{; n]E{V“()_(n_l)} < +oo (5.6)

n’est alors pas nécessaire. En reprenant les notations de la preuve de cette proposition, on re-
marque qu’il nous suffit en fait de montrer que la martingale (M, f)n>1 définie par :

M = 23" B (5(Xy) — B{F (%) Fe1}) (5.7)

est bornée dans L? sans I’hypothése 5.6. On a :

)’} = Z Hm {(f(Xk) —B{f(Xx)/Fx 1}

Comme
1F(Xe) = ELF (R)/ Fir}lz2 = min{Y Fi_y — mesurable, |/ (%) = Y12 },
on en déduit en particulier que

E{(M*}< D (57 ) "EUS (Xn) = F (X1 + b(Xp-1))?-
k>1

Comme b et o sont sous-linéaires, on peut trouver § > 0 et Cy > 0 tels quesiy < 0 et /7|u| < Cy,

|z|—=+o0

z +vb(z) + /yo(x )u—>+ et z + yb(x) —— 400

indépendemment de u et . En particulier, comme f est & support compact, il existe M stricte-
ment positif tel que pour tous |z| > M, 7, u satisfaisant les conditions ci-dessus,

[z +7b(z)) = f(z +vb(z) + /yo(z)u) =0

Notons Dy = {/7k|Uk| < Cs}. Soit ks tel que v < pour k > ks. Pour k > ks, on a alors :
E{|f(Xk) = f(Xk—1 +Wb(Xk—-1))["1D, /Fi—1} < O |$S|1111>M||0||2(w) et,
E{|f(Xk) = f(Xk—1 + Wb (Xk-1))[*L(py)e /Fi1} < 2||f|I_ocJP’{(D/c)c/f'"k—l}* < CuE{|UL 7}
Dans la premiére inégalité, on a utilisé le caractére lispchitzien de f tandis que dans la seconde,

on s’est servi de I'indépendance de Uy, vis-&-vis de Fj 1 ainsi que de l'inégalité de Chebyschev.
On en déduit que

sup E{(M, }<CZ n’“ mzn—k<+oo

n21 k>1 L >t Hj
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(2) On reprend la preuve de la proposition 4 de [LaPa03] obtenue par la combinaison des deux
étapes suivantes.

1 & (E{f(Kpy +wb(Xp1)) — F(Xe 1)/ Fr 1} _
;an( e kwlc O _<Vf>b>(Xk—1)>:0 (5.8)

et :

1N (BE{f(XR) — (Ko + b (K1) [ Frmr} 1
nlgrgoH_nan( k k17k7k k=1)/S k-1 _§Tr

(" D*f0)(Rir)) = 0. (5.9)
k=1

(5.8) ne pose pas de difficulté. Pour (5.9), on découpe la différence de la méme maniére que dans
la premiére partie. D’abord,

(£ = £k 1+ mb(Re 1)) 1o, = (VI (K1 +0b(Re 1), vk (Xk 1)Ul )

+ %DQf(qu + 7:b(Xk-1)) (0(Xe-1)U1p,)®? + Ro((Xk—1 + b(Xk—1))1p,, Xi1b,)

o, |Baley)| < 5 sup (D*f(w+6(y — 2)) — D2 (@) |y — af”
#€[0,1]

D’aprés I'hypothése (H), il existe ko > 1 tel que pour tout k& > ko, assez grand, E{Uy1p, /Fr_1} =
0. On en déduit que pour k > ko,

E{(f(Re) = (K1 +Wb(Ke1))) 1oy /Fe 1} = 5 Tr(o" D2f0) Ky 1)
+ Yk <R2,1(7k, Xk-1) + Ro2 (ks Xi 1) + Roa (v, qu)) avec,

Ron(v,m) = /K (D?f (@ +7b(x)) — D*f(2) ) (o(x)u) **Pu, (du)

Roa(y,) < 5 [ sup [02f(@ +90(a) +6vo (o)) — D2 (o + yb(a)] o (o)ul By (o)
K., 0€[0,1]

Roa(ra) = 5 [ D*(e+1b(o)(ola)u)**Pr; (du),

ot K, = {u € R, ,/y|u| < C,}. Avec les notations de la premiére partie, il existe § > 0 et M > 0
tels que pour tout v < 4,

D2 f(z + yb(z) + 0y/yo(z)u) = D*f(z +b(z)) = D*f(z) =0  Vu € K,.

Comme b et o sont localement bornées, que D?f est lispchitzienne et que v, — 0, on en déduit
sans difficulté que

n—-+o0o

1 & .
A Z MeRa,1 (Y, X—1) —— 0.
" k=1

Dans un deuxiéme temps , comme D?f est uniformément continue et que y; — 0, on en déduit
que pour tout € > 0, il existe k. > kg tel que pour tout k > k. :

|Ro2(vk, Xp-1)| <e  p.s.
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Ceci nous permet d’obtenir que pour tout € > 0,

: 1 . v 1 - v n—+0oo
lim sup H_ Z'f}k'RQ,z(’}/k, Xk,1)| <eg — H_n ;nkRZ,Z(’)’ka kal) — 0.

n—+00 no_q
Enfin, pour k > ks, on a

Ro3(%, Xk 1) < C sup Te(00™) (2)E{|U1 21, . cp } = 0(1).
|z|<M vk

ce qui induit que

n—+oo

1 & _
A Z i Ra,3(Vk, Xp—1) — 0.
" g=1

Finalement, on obtient

1L E{f(Xk) — f(Xk—1 +7b(Xp—1)1p, /Fr_1} 1 . . _
Jim o, 2 Uk( - — 5 Tr(o DQfO')(Xk—l)) = 0.

Pour en déduire le résultat, il reste simplement & vérifier que :

Hin ; Z_Z(E{f(xk) — f(Xk—1 + mb(Xe-1)1(py)e /[ Fr-1}) notoo, o

Il suffit pour cela de remarquer que pour k > kg

|]E{ (f (Xx) = F (X1 + ’ka()_fkfl)))l(pk)c/fkfl}| < CwE{|U: |21|U1\>¢%} = o(7k)-

5.3 Tension de la suite de mesures empiriques

Le théoréme principal de cette section est le théoréme 6.12. Auparavant, nous établissons
quelques résultats préliminaires. L’étape fondamentale est la suivante dans laquelle on établit un
controle récursif des moments conditionnels du schéma d’Euler.

5.3.1 Un controle récursif

Le but de cette partie est d’obtenir un contréle récursif du schéma d’Euler grace a 'hypothése
de rappel (Ra). Nous commencgons par deux lemmes techniques.

Lemme 5.6 Soient p > 0 et a €] — 00,1] tels que (Sa) est satisfaite. Supposons que Uy vérifie
Uhypothese (H) et que E{|U7 [2PVD} < 4o00. Pour e € (0,1/2), notons (K&)n>1 la suite définie
par :

K5 = {VAlo (R )0 < YV Ent)y



5.3 : Tension de la suite de mesures empiriques 119

ot Cy = 2(VV]L V sup;e(1,a3[(VV)ilr). Alors, si §pi1 = X + Yn116(Xp) + 0(w)o(Xn)Uns1,
avec 0 variable aléatoire dans [0,1], il existe n. € N* tel que pour tout n > n,

E{D2 (Vp)(én—kl)(U(Xn)Un+1)®21KZ+1/?n}
(VV,00*VV)(Xy,)
V(Xn)

(5.10)

< Pt VP LX) (M Te(00”) + (0 — 1) ) + Cevrtei(X,).

Preuve : Soit ¢ € (0,1/2). Par la définition de Cy et le fait que y,11|b(Xy,)| < €/(20v)VV (X,)
pour n assez grand, on remarque qu’a partir d’un certain rang, pour tout w € Ky 4 :

VV (Eni1) = VV(X5)(1 + One)
ou 6, est un nombre aléatoire dans [—1,1]. On en déduit que :

V7 (€ns1) = V7 (Xn) (1 + )" (5.11)
On rappelle que D?VP = pVP~ID2V + (p — 1)VP~2VV ® VV. On a d’une part :
E{V? ™ (€nr1) D?V (€ns1) (0(Xn)Uns1) 1k, [ Fn} < MVPH X0 E{|0(Xn ) Unsa [/ F0 } 8y (e),

avec

— )21 g
@p(g):{(l ) sip<1

(14¢)2P=D sip>1.

Comme z +— (1 + )" est lipschitzienne sur [-1/2,1/2] pour tout r € R, |®,(e) — 1| < Cple| car
e € (0,1/2). Ainsi, comme

E{|U(Xn)Un+1|2/-7:n} = 41 Tr(00™)(Xn),
on en déduit en utilisant 'hypothése (Sa) qu’a partir d’un certain rang :

E(V? (6041) DV (§n41) (0( X)) Un1) 2 1kcz [ Fu} (5.12)
< MY 1 VPH X)) Te(00™) (X)) + CeVPTITY(X,). (5.13)
D’autre part, toujours d’aprés la définition de Cy et le fait que vy,41|b(X,)| < €/(2Cv)VV (X,,)

pour n assez grand, on remarque en utilisant les hypothéses sur VV qu’a partir d’un certain
rang, pour tout w € Ky, :

(vv(gn-l-l)i = (VV(Xn))Z + é:zg\/v()zn) Vi € {1’ .- ’d}

avec % nombre aléatoire dans [—1,1]. En se servant & nouveau de (5.11), on obtient qu’a partir
d’un certain rang :

K,y (Vp*2(§n+1)(VV ® VV)(§n+1)(g(Xn)Un+1)®2)

= 1K5 (VpiZ(Xn)(VV ® VV) (Xn)(U(Xn)Un+1)®2 + 8|Un+1‘20(vp+a71(Xn)))'

n+1
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D’aprés I'hypothése (Sa), il existe C, > 0 tel que ||o|| < C,VV (X,). On remarque alors qu’en
posant C = (C,Cy)™! que,
Ce

n—+

{IUn41] < =} C Ko

On en déduit que
VPR E{(VV ® VV)(Xn) (0(Xn)Un 1) (ks ye/ Fa}

< O VP H (X)) E{ (UL P Yo > e oo }} < e VPN (Xn)

a partir d’un certain rang. Enfin, on vérifie que

(VV,00*VV)(X,)
V(Xa)

E(VP™(X,)(VV @ VV)(X3)(0(Xn)Un+1)%/ Fu} = Y1 VP~ (Xn)
On en déduit finalement qu’a partir d’un certain rang :

Bl 1z, (V7 2(€ns1) (VV © VV)(€ns1) (0(Xn)Uns1)®2) / F }

(VV,00*VV)(X,) e (
M Cevp VPTo 1(X,).
vy T Cemn (Xn)

< ’Yn+1Vp71(Xn)
Le résultat s’obtient alors par addition de (5.13) et (5.14). 0

Lemme 5.7 Soient p > 0 et a €] — 00,1] tels que (Sa) soit satisfaite. Supposons que Uy vérifie
Uhypothése (H) et que E{|U; \2(1’\/1)} < 4o0. Alors, pour tout € > 0, il existe n. > 0 tel que pour
tout n > n; :

B{ (VP (Xnt1) = VP(Xn + Y416(Xn))) Lke  )e /[ Fn}| < e VEHOTH(X)
Preuve : Si p < 1/2, VP est 2p-hdlderienne. On a alors :
VP (Xnt1) = VP(Xp + 10(Xn))| < g 0l 1 Ui [P
D’apres 'hypothése (S,) puis l'inégalité de Holder, on en déduit :

E{|V?(Xnt1) = VP (X + Yot 1b(Kn)) | Lz, e/ Fa} < OV VP (KB |Unst [Pz, e/ P}
< OB VP (Xn)P{(KG 1) [ Fa} .

Or, d’apres ’hypothése (Sa), il existe C' > 0 tel que :

(Kzs1) C {|Unsal >

Ainsi, par I'inégalité de Chebyschev, on obtient :

£ c — c - - —a)(y -
P{(KG)" [ Fa} 7 < 51——10771z+11)V(1 e )(X")E{|U1|21{IU1\>7%}}1 ’
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n—-+o0o

d’ou comme E{|U; |21{|U1‘>ng/\/%+l}}1*p » 0, on a pour n assez grand :

E{|VP(Xnt1) = VP(Xn + Yn16(Xn)) |1z, )0/ Fa} < e VEPTH(XG). (5.15)
Sipe€ (1/2,1), on remarque d’abord que

E{Un+1 1(K§+1)C/-7:n} = U(rp+1 (&Xn))
V'V (x)

ou, U(r)=E{Uiljy, >} et, mn(e, )= m.
n

Sous I'hypothése (Sa), inf,cra 7 (e, ) 2%, } 0. En particulier, d’aprés Ihypothése (H), i
existe n1 € N tel que pour tout n > nq,

On déduit alors de la formule de Taylor que
E{(Vp(Xn-l—l) — VP(X, + ’Yn-l—lb(Xn)))l(KgH)C/fn}
= VI B{(VP IV (&ng1) — VP IVV(X, + (X)), U(Xn)Un+1>1(Kg+1)v/fn}-

avec &nt1 € [ Xy + Ynr10(Xp), Xnt1]. Comme VPTIVV est 2p — 1-holderienne, on en déduit le
résultat de la méme maniére que précédemment.
Sip > 1, d’apres la formule de Taylor et (5.16), il existe n; > 1 tel que pour tout n > nq,

E{(VP(Xnt1) = VP (Xn +7n+10(Xn))) Lkz , e /Fn} = E{D?VP (1) (0(Xn)Uns1) "L, )/ Fa}

avec &,11 variable aléatoire a valeurs dans [X,, +75+10(Xy), Xpt1]. Comme z +— D2VP/VP~1(z)
est bornée : B B
D*V?(€ns1)(0(Xn)Un41)? < CVP™H(Enr)llo (Xn) 7| Una .

VV est lipschitzienne donc :
VV (€ns1) < CVV (X)) + |Unii).
Ainsi, d’aprés ’hypothése (S,), on en déduit :

E{(V?(Xn+1) — VP(Xn+1n416(X0))) L(kz , )/ Fn}
< Oyt VIR HXL)E{ (10 + (L)L o _con ey }}

< 5’Yn+1va+p71(Xn)a
& partir d’'un certain rang. 0
Proposition 5.8 Soient a €] — 00,1] et p € (0,psup) tels que (Sa) et (Ra) soient satisfaites.

Supposons que E{|U; |?PVD} < 400 et que I’hypothése (H) soit satisfaite. Alors, il existe ng € N,
B ER et a>0 tels que pour tout n > ng :

E{VP(Xns1/Fa} < VP(Xn) + a1 (B — aVPH 1 (X). (5.17)
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Preuve : On découpe la différence VP(X,, 1) — VP(X,) de la maniére suivante :
VP(Xpi1) — VP(X,) = VP(Xp + Yar1b(Xy)) — VP(X,) (5.18)
+ VP(Xpi1) — VP( Xy + Ynr1b(X0)). (5.19)

Observons séparément les deux termes de droite. D’abord, par un développement de Taylor, on
obtient :

2
V(X + i 1b(Kn)) = VP (Xn) = 3041 (TVP(K), b)) + TS DA(VP) L 1) (0(Kn) ™

avec &1 € [Xn, Xn + Yp1b(Xp)]. Comme v, 22100, que b2 < OV et que VV est
lipschitzienne, on a & partir d’un certain rang :

VV (&) <OVV(Xa).
Or, comme D?V?(¢},1)(b(X,,))®? < CVP~H(E)L L 1)[b(Xn)[?, on a par 'hypothése (Sa) :

%DQ(VP)(&/IL—H)(I)(XVL))@? < Crny+1VP+a—1(Xn)

a partir d’un certain rang. On en déduit que pour tout ¢ > 0, il existe n! € N* tel que pour tout

n>nl:

E(V?(Xpn+Yn+16(X0)) = VP(X0) [ Fu} < pYasi VI H (X (VV (X0), (X)) + €Y1 VI (X)),
(5.20)

Ensuite, regardons (5.19) et considérons la suite (K7 ),>1 définie dans le lemme 5.6. Alors, d’aprés

la formule de Taylor et (5.16), on a pour d’une part pour n assez grand :

E{ (VP (Xn41) VP (Xt n410(Xn))) 1xs,,, /Fn} = %H]E{DZ(VP)( 2 ) (0(Xn)Un1)®? 1K [ Fn}

(5.21)
avec €21 € [Xn + Yn416(Xy), Xnt1). Ainsi, grace au lemme 5.6, il existe n? € N* tel que pour
tout n > n? :

E{(Vp(Xn+1)_Vp(Xn + ’Yn+1b(Xn)))1Kﬁ/Fn} < C57n+1Vp+a_1(Xn)

* X 22)
’)’n+1 b1 T 1 (VV,00"VV)(Xn) (5
PV (Xa) (MTHo0") + (0 - D )
D’autre part, par le lemme 8.5, il existe n3 € N* tel que pour tout n > n? :
E{(V?(Xnt1) = VP(Xn + Yns16(Xn)) Lircz)e /Fn} < en1 VITHXy). (5.23)

Ainsi, en sommant (5.20), (5.22), (5.23), on en déduit que pour tout € > 0, il existe n, € N* tel
que pour tout n > n; :

E{ (VP (Xn11)=VP(Xn))/Fu} < Yar1(e) V2T (Xn)

PV () (9 (%), b(Kn)) + SoTe(o0") +

p—1(VV,00*VV) (Xn))
2 V(Xn)

avec ¢ fonction positive telle que ¢(e) =29 0. Choisissons & > 0 tel que #(e) < ap/2. D’apres

I’hypothése de rappel, on en déduit qu’il existe ng € N, 8 € R tel que pour tout n > ng :
E(V?(Xn11)/Fa} < VP(Xn) +0V? ™ (X0) (Bly2,1200) — VA X)g5,0500 )

On en déduit le résultat. O
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5.3.2 Critére de tension

Lemme 5.9 Soit s € (1,2]. Supposons que pour tout p < pgyp, IE{|U1|2 pV1) } < 400 et qu’il
eriste ng(p) € N* tel que pour tout n > ny(p), la relation (5.17) soit satisfaite. Alors :

S
3 (H”—’“> E{|VP(Xy) — VP(Xp_1 + 7b(Xp_1))°} < 400
w1 VeV

dans les cas suivants :

1. p <psup/2, s =2 et (nn/’)’n)n>1 est décroissante.
2. Poup/2 <p <psup + (@ —1)/2, s < Imaall et :
2

1. _ o
—(7)8) est décroissante et (=" ) < 400

Remarque 5.10 Ce lemme est nécessaire pour assurer la convergence d’une martingale par
le lemme de Chow (voir preuve de la proposition 5.11). Il n’a donc un intérét que si s > 1.
L’hypothése p < psyp + (@ — 1)/2 permet en fait d’assurer 'existence d’un tel s.

)5 On remarque dans un premier temps que sous les condi-

Preuve : On pose : 6, = v_n(Hnﬁ

tions 1 et 2, on a :

(0n)n>1 est décroissante et ZGn'yn < 0.
n>1

D’apreés le lemme 4 de [LaPa03], on en déduit que pour tout p < peyp,

Z(W)SE{V““ HXp-1)} < oo (5.24)
n>1 n

ou s =2 (resp. § < (Psup + @ — 1)(p + a — 1/2) sous la condition 1 (resp. condition 2). Il nous
suffit alors de montrer que sous les condition 1 ou 2, il existe p < pgyp :

E{(|[VP(Xy) = VP(Xno1 +1mb(Xn—1))*} < Cri E{VPFO 1 (X1)} (5.25)
Par la formule de Taylor, il existe &, € [X,, 1 + 1.b0(Xn 1), Xy] tel que :
[VP(Xn) = VP(Xn-1 + 1b(Xn-1))|* = 72 (VVP (), 0(Xn—1)Un) "
Sip>1/2,ona:
V()] < VP73 (g0) < (VI (Xat) + V] (alb(Xmt)| + v/l (Xn-1)Un |))
< CVP™2 (Xmt) (14 U7
car |b| + ||o]| = O(VV) et (7,) est bornée. Ainsi, par la condition (Sa), si p > 1/2 :

VP(X) = VP (X1 +9nb(Xn1))|* < CYVIEHTI (X 1) (1 + [Un ).
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Sous les conditions 1 ou 2, on remarque que s(p + a_l) < psup +a — 1 et on peut également
vérifier que ps < Psup, d’oll le résultat dans le cas p > 1/2. Supposons maintenant p < 1/2 et

considérons K} ; défini dans le lemme 5.6. Sur Kﬁ , on sait d’aprés le début de la preuve du lemme
5.6 qu’ & partir d'un certain rang :

IVVP(En)| < CVP73(£,) < CVP73(Xpi)
On en déduit :

B{| VP (%) = VP(Fnt + 7b(Fn1))['T 3} < OUWEVPH2%(X, 1)} (5.26)

& partir d'un certain rang. D’autre part, comme V? est 2p-holderienne, on a d’aprés ’hypothese

(Sa) :

B|V?(Xa) = VP (Xt + b (X)L 3 < OBV (e E(I0A Ly [0}

2

Sip < 1/2, 2ps < 2, donc on en déduit par I'inégalité de Holder, puis l'inégalité de Bienaimé-
Chebyschev :

1 _
E{IUnIZ”Sl( T} SE{UPYP{(KR )/ Fu}' 7 < Oy PV DU2)(X, ).

Finalement :
_ _ _ a—1 _
E{| VP (Xn)=VP(Xn-1+70b(Xn-1))|"1 (3 } < CYBE{VP+N(X,1)} < o BV #H5D%(X, 1)),
(5.27)
Ainsi, dans le cas p < 1/2, le résultat s’obtient par combinaison de (5.26) et (5.27). 0O

Proposition 5.11 Soit a €] — 00,1] tel que (Ra) et (Sa) soient satisfaites. Supposons que U;
satisfasse Uhypothése (H) et que E{|U; |2(pV1)} < 400 pour tout p < pgyp. Considérons enfin un
systeme (1, Yn)n>1 tel que (Mn/Yn)n>1 soit décroissante. Alors,
(1) Si0 < p < Psup/2,

sup 7, (VP47 1) < 400 p-S.

n>1
En particulier, si % +a—1>0, la suite (Un)nen est presque sdrement tendue.
(2) Sipsup/2 < p < Ppsup + (a —1)/2, alors :

sup 7, (VP41 < 400 p-S.
n>1

dés que le systéme (np,Yn)n>1 Satisfait la condition suivante :
Il existe s € (1, M) tel que :

pt+5L
(i( I )s> est décroissante et Z(nin)s < +o00. (5.28)
Yo Hpr/Tn et Hy\/vn

En particulier, sous ces conditions, la suite (Un)nen est presque sirement tendue si p+a—1> 0.
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Remarque 5.12 Siy, = Cn~"™ et n, = C'n~"2 tels que 0 < r; < 79. Alors, la condition (3.12)
est vérifiée si et seulement si :

1 1
0<T1<2((1——)etT2<1 ou 0<r1§2(1——)etr2:1
S S

Preuve : Soit p < psyp. D’apres la proposition 5.8, on obtient en renversant Iinégalité (5.17) :

Vp+a71(Xk_1)SVp(Xk—l) — IEi{Vp(Xk)/fk—l} + é

Yk @
pour n > ng. Pour prouver le théoréme, il suffit donc de montrer que :

sup (L S B P(X) — BV (Xe)/Fia})) <o ps. (5.29)

H,
n>ng+1 L —— Yk

Considérons donc :

1 n 1 n

— Z %(VP(XIC—Q — E{VP(Xy)/Fr-1}) = o Z Z_z (VP(Xp_1) — VE(X))  (5.30)
" k=not+1 " k=ng+1
+ Hi > %(VP(XIC) — B{V?(Xy)/Fr-1}). (5.31)
™ k=no+1

Par une transformation d’Abel (voir Lemme 3.9 pour une preuve identique), on montre que
1 = "lk D(Y D( Y
sup (— Z = (VP(Xyq) =V (Xk))) < 4o00.

nzno n k=no+1 Tk

Pour (5.31), on considére la martingale (M,,) définie par :

(M) est une martingale convergente. En effet,

D E{AM, [} <) ( - )SE{W”(XU — E{V"(Xp)/Fie-1}I°}

= = Hiyvg
S
<y (%ICWJ E{|VP(Xg) = VP(Xy 1 +wb(Xr1))°} -
n>1

Or, cette somme est finie d’aprés le lemme 5.9 ce qui permet d’assurer la convergence p.s. de la
martingale par le lemme de Chow puis d’en déduire (5.29) grace au lemme de Kronecker. 0
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Chapitre 6

Approximation de la loi d’une diffusion avec sauts en
régime stationnaire et application au pricing d’options
pour des modéles & volatilité stationnaire.

Résumé

Nous construisons et étudions une suite de mesures empiriques sur D(R, , R?) avec pour but d’approcher
la loi d’une diffusion avec sauts en régime stationnaire. Sous des hypothéses de Lyapounov du méme type
que celle du chapitre 3, nous montrons que p.s., cette suite converge faiblement vers la loi voulue.

La motivation pratique de ce travail est de fournir une méthode numérique de valorisation d’options pour
des modéles & volatilité stochastique stationnaire. Nous fournissons donc des résultats numériques de
calcul de prix d’options Européennes et Asiatiques associés & des modéles de ce type.

6.1 Introduction

6.1.1 Objectifs et Motivations

Dans le chapitre 3, on s’est intéressé & la convergence de suites de mesures empiriques vers
la probabilité invariante v d’'une EDS dirigée par un processus de Lévy. Le but de ce travail est
d’utiliser le méme type de méthode pour approcher non plus la seule probabilité invariante mais
I’ensemble de la loi P, du processus (X;), solution de 'EDS, en régime stationnaire, i.e. ayant
pour loi initiale la probabilité invariante.

Concrétement, I'objectif est de construire une suite de mesures empiriques simulables (V(“)) sur
l'espace D(R, , R?) des fonctions cadlag de R, vers R? telle que si I’on note P, la loi du processus
solution de 'EDS,

v (o, F) 227 /F(m)IP’,,(dz) Pp.S.

pour une classe de fonctionnelles contenant I’ensemble des fonctionnelles F : D(R,,R?%) +— R
bornées et continues pour la topologie de Skorokhod.

Une motivation pratique de ce travail est de proposer une méthode numérique de valorisation
d’options dans le cadre des modeéles a volatilité stochastique stationnaire (avec ou sans sauts).
Dans ces modeéles, on fait généralement 1’hypothése que le processus de volatilité est un processus
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(positif) solution d'une EDS ayant une force de rappel a la moyenne et donc des propriétés
ergodiques. Par exemple, dans le modéle de Heston ([Hes93|), le processus de volatilité est un
processus de Cox-Ingersoll-Ross (C.I.R.), tandis que dans le modéle de Barndorff-Nielsen et
Shephard (|[BaSh01]), le processus de volatilité est un processus d’Ornstein-Uhlenbeck dirigé par
un subordinateur.

Ces modeles sont calibrés sur les prix d’options "vanille" (Call-Put). En d’autres termes, on
détermine les paramétres du modéle pour lesquels les prix d’options "vanille" correspondent le
mieux aux prix du marché. Une fois ces paramétres déterminés, on utilise ces mémes modéles
pour la valorisation d’options exotiques ou pour faire le calcul de risques (Value at Risk) par
simulation de Monte-Carlo. Comme la valeur initiale du processus de volatilité n’est en général
pas calibrée et que le but de ces modéles est d’étre suffisamment riche pour coller a la réalité
du marché, il est de ce fait justifié et non réducteur de supposer que la volatilité est en régime
stationnaire. De plus, la volatilité n’étant pas observée, il n’y aucune raison de supposer celle-ci
déterministe & ’origine ¢ = 0.

Nous supposerons donc dans les applications que la volatilité est en régime stationnaire, i.e. que
sa loi initiale est celle de sa probabilité invariante.

6.1.2 Notations et Rappels

Dans toute la suite, D(R, , R?) désigne I’espace des fonctions cadlag de Ry vers R? muni de la
topologie de Skorokhod. Avec notations introduites dans le chapitre 3, i.e., on considére (X¢)¢>0
processus cadlag a valeurs dans R4, solution de ’EDS suivante :

dX, = b(X,_)dt + o(X, )dW, + k(X )dZ,. (6.1)

ot l'on rappelle que b: R? s R g : R? My, (ensemble des matrices a d lignes et m colonnes),
kR My, sont continues et sous-linéaires. On rappelle également que les définitions de la
composante de saut (Z;) et de b dépendent du moment des accroissements de (Z;) (représentés
par ’hypothése (Hrl,)) et de son comportement local (représenté par ’hypotheése (H(zl)) Nous ren-
voyons au chapitre 3 pour un rappel de ces notations. On note (F);>0, ’'augmentation habituelle
de (0((X;),s < t))i>0 et on introduit (X,)nen, le schéma d’Euler suivant :

{ Xo=2z € Rd (6.2)

Xnt1 = Xpn + Yn1b(Xn) + o(Xn) Wr,, — Wr,) + 8(X0n) Zni1

n+1

ol (Yn)n>1 €st une suite décroissante de réels strictement positifs et I', = > _; v — 400 quand
n — 400. Avec la convention T’y = 79 = 0, on pose

o(k,t) = inf{n > 0,Tp41 — Tk > t}(=max{n > 0,y =Ty <t}) et s=T, 4.
On construit alors la suite de processus & trajectoires cadlag (X (n))nZO de la maniére suivante :
! 0 - o 0
=+ / b(X)ds + / o(XDyaw, + / (X Ndz, et XM =X,  (63)
= 0 s

Ona X’gi) = X’én) = X,,. L’augmentation habituelle de (c(X'?,0 < s < t))t>0 est notée (Fy)i>o-
On note que s # s_ si et seulement si s = 'y avec k > 1. Or, les sauts de Z ne sont p.s. pas
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prévisibles, ce qui implique que P({3k > 1,AZp, # 0}) = 0. En particulier, quitte a remplacer
(X(©) par une version qui lui est indistinguable, on pourra écrire dans la suite

t t ¢
X0 =+ [ oXOds + [ (KO, + [ (X0,
o 0 N 0 -

La suite de mesures empiriques (1/(“)) est alors définie p.s. par

1 n
(n) — 5 o 4
v . > e (XD (6.4)
k=1
ol (7)) est une suite de poids strictements positifs telle que H, = > ) 7 ina NN

(n)) (n)

On note enfin (v la suite de mesures empiriques marginales sur R? définie par v, =
H%L Y h—1 M0 XD Enfin, en accord avec le chapitre 3, on note () la suite de mesures em-

(n)

piriques sur R?% définie par v, = Vo

Remarque 6.1 Pour une fonctionnelle F : D(R, ,R%) — R, la suite (v(™ (F)) vérifie la relation
de récurrence suivante :

V) (F) = () () 1 %(F(X(”)) — v™(F)). (6.5)
n+1

Pour une fonctionnelle F : I([0,7],R?) +— R, on utilise donc cette relation pour implémenter
de maniére récursive la suite (v(™ (F)). Contrairement & la simulation de (#,), 'implémention
nécessite ici de mémoriser la trajectoire du schéma d’Euler X©) entre T, et [pir. On peut
remarquer que le nombre de valeurs & mémoriser est de l'ordre de (n,t) —n. Si v, = Cn™?
(p € (0,1]), ceci signifie que le nombre de valeurs & garder en mémoire est de ’ordre de n”.

Une condition nécessaire pour que (1/(“)) converge p.s vers la loi du processus en régime sta-
tionnaire est naturellement que (7,) converge vers la probabilité invariante du processus. Cette
convergence a été montrée dans le chapitre 3. Rappelons le résultat qui y est établi (voir ce
chapitre pour les notations)

Proposition 6.2 Soient a € (0,1], p > 0 et g € [0,1] tels que (HY), (H2) et (Sap,q) soient
satisfaites. Supposons également que (1 /Yn)n>1 est décroissante. Alors,

sup i, (V21971 < 400 p.s.
n>1

En conséquence, sip/2+a—1>0, la suite (V)n>1 est tendue p.s. Si de plus,

k(@) TEColz]) et Tr(oo®) + [k < CVEFeL, (6.6)

alors toute valeur d’adhérence de (vy,) est invariante pour ’EDS (6.1). Enfin, si (6.1) admet
une unique probabilité invariante, pour toute fonction f continue telle que f = O(V%"'“_l),

Tim 5n(f) = ¥(f) ps
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6.1.3 Organisation du chapitre.

Dans la Section 6.2, on expose les résultats principaux : les Théorémes 6.3 et 6.5. La preuve
du Théoréme 6.3 est établie dans la Section 6.3 sous une forme purement fonctionnelle tandis
que la preuve du second résultat détaillée dans la Section 6.4, est basée sur un raisonnement du
type "Tension+ Convergence fini-dimensionnelle". On termine le chapitre par la mise en oeuvre
de I'algorithme pour le calcul d’options dans différents modéles (voir Section 6.5).

6.2 Résultats principaux

Dans le Théoréme 6.3, on montre que si les coefficients sont localement lipschitziens (et sous-
linéaires) et que I'on a existence d’une unique probabilité invariante v, alors (v(™ (w, dy)) converge
p.s. pour la topologie de la convergence étroite sur D(R ., R¢) vers P, (dy) dés que (#,) converge
vers v. Le caractére localement lipschitzien cache naturellement certaines propriétés concernant
I’EDS et la convergence du schéma d’Euler que nous utilisons dans la preuve. Le Théoréme
6.5 est une version plus générale permettant de visualiser le type d’hypothéses véritablement
nécessaires : le caractére localement lipschitzien est remplacé par une hypothése de convergence
du semi-groupe ce qui permet d’évaluer dans quelle mesure on peut envisager une extension a
certains cas critiques (comme le modeéle de Heston par exemple). D’autre part, nous montrons que
sous une hypothése peu contraignante sur les pas et les poids, on peut redémontrer I'invariance des
valeurs d’adhérence de (#7,) sans utiliser le théoréme d’Echeverria-Weiss. Ceci permet également
d’affaiblir les hypothéses sur les coefficients.

Théoréme 6.3 On suppose que b, o et k sont localement lipschitziennes et sous-linéaires et que
IEDS (6.1) admet une unique probabilité invariante v. Si de plus, (n/Yn)n>1 est décroissante
et que (Un)n>1 converge p.s. étroitement vers v, alors, (Un(w,dy)n>1 converge p.s. vers P, (dy)
ot Py, désigne la loi du processus (X;) en régime stationnaire. Ainsi, pour toute fonctionnelle
F: ]D)(R+,Rd) — R) bornée et continue pour la topologie de Skorokhod,

V(8 (i, ) H2E0, / F(2)P,(dz) p.s. (6.7)

Pour le second résultat, on introduit une hypothése plus fine concernant les solutions de I’EDS
et la convergence du schéma d’Euler & temps continu vers le processus solution de (6.1). On note
d’abord (X (™)) le processus construit de la maniére suivante :

Spn °n

t t t
X =t /0 b(X)ds + /0 o(X{MD)aW, + /O K(X () dZ,

ol s, = I'y ) — I'n. D’aprés la propriété de Markov, on a L(X™2)) = £(X™)|X, = z). On fait
alors ’hypothése (F) suivante :

[ 11y a existence et unicité faibles pour PEDS (6.1) et (X;) solution de ’'EDS (6.1) est
un processus de Markov de semi-groupe (P;) Fellérien. De plus, pour tout compact K
(F) = ¢ de R, pour toute fonction f de classe C? & support compact,

sup (B{f (X))} — Pf(z)) 2250 vt >o.
\ €K
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Remarque 6.4 Cette hypothése est en particulier satisfaite si les coefficients sont localement
lipschitziens et sous-linéaires (voir Lemme 6.20).

Le second résultat est le suivant :

Théoréme 6.5 Soient a € (0,1], p > 0 et g € [0,1] tels que (Hy), (H2) et (Sap,q) soient
satisfaites. Supposons également que (1, /Yn)n>1 Soit décroissante. Alors :

(a) Sip/2+a—1>0, la suite (v®™),>1 est presque sirement tendue sur D(R; ,R?).

(b) Supposons de plus que les hypothéses (F) et (6.6) soient satisfaites. Alors, toute valeur d’ad-
hérence de (V(n))nzl pour la topologie de la convergence étroite sur D(Ry,R) est de la forme B,
ot v désigne une probabilité invariante pour I’EDS et P, la loi du processus (X;) de loi initiale
v. En particulier, si I’EDS admet une unique probabilité invariante v, pour toute fonctionnelle
F:D(R;,RY) = R continue bornée sur D(R, ,R?),

V8 (i, ) H2E0, / F(z)P,(dz) p.s. (6.8)

(c) Supposons de plus que a = 1 et que ||||> < CVPN, Soit F : D([0,T],R?) — R continue
pour la topologie de Skorokhod telle que |F((cy),0 < t < T)| < Csupyeicr V() pour tout
a € D(0,T),R%). Alors, (6.8) est satisfaite par F si v < p/2 et s’il eviste ¢ > 0 tel que
Ss (1/HETH) < oo,

(d) Supposons que n, = C1n~ P! et v, = Con™P2 avec 0 < py < p1 < 1. Alors, si ps < 1, les
points (b) et (c) restent vrais sans la condition (6.6).

Remarque 6.6 Si 7, = Cn™" avec p € (0,1], la condition associée au point (c) :

1
Je >0 tel que Z — < +oo <=1 < p(1 —p).
n>1 H{

En particulier, si p < 1/2, cette condition est satisfaite pour tout r < p/2. Le point (c) est
également valable sous les hypothéses du Théoréme 6.3. Pour des pas et des poids généraux, la
condition sur les pas et les poids du point (d) peut étre remplacée par I’hypothese :

n—-+o0o

1 n
I > (k= Mip-1,641) 0.
" k=1

On vérifie alors facilement que les pas et les poids proposés dans le point (d) satisfont cette
hypothése en remarquant que si po < 1, alors 2(n,t) — n = o(n). En revanche, cette condition
n’est pas vérifiée si p; = po = 1 car on remarque alors que (i(n,t) — n) ~ n(e’ —1).

L’idée générale du point (d) est la suivante : sous une faible contrainte sur les pas et les
poids, on peut redémontrer I'invariance des valeurs d’adhérence de () sans utiliser le théoréme
d’Echeverria-Weiss. Ceci nous permet alors de nous affranchir de la condition (6.6). En parti-
culier, ceci signifie que, sous I’hypothese (F) et cette faible contrainte sur les pas et les poids,
le point (d) affaiblit également les hypothéses sur la croissance des coefficients associées a la
proposition 6.2.
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Remarque 6.7 Nous n’avons présenté ici que des résultats pour ce qu’on appelé dans le chapitre
3, le schéma ezact (E). Cependant, sous une hypothése de type (F), il est possible d’étendre ces
résultats aux schémas approchés.

Le fait de présenter des résultats dans un cadre ol on n’a pas unicité de la probabilité invariante
peut apparaitre inutile pour les applications puisqu’on n’a pas convergence. Ceci n’est pas le cas
comme on pourra le voir dans le pricing d’options (voir Remarque 6.18).

6.3 Preuve du théoréme 6.3

La preuve du théoréme 6.3 consiste essentiellement & montrer la convergence (6.7) & travers un
ensemble de fonctionnelles bornées et lipschitziennes pour une distance d pour laquelle D(R,. , R?)
est polonais. D’apres le lemme 6.21 de I’annexe, ceci suffit a prouver le résultat. Nous établissons
dans un premier temps plusieurs lemmes préliminaires puis prouvons le résultat dans la partie
6.3.2.

6.3.1 Lemmes préliminaires

Le lemme qui suit (Lemme 6.8) constitue une étape classique mais fondamentale de ce type
de probléme. On montre que ’on peut, pour une certaine classe de fonctionnelles F', ramener le
probléme de la convergence de (™) (F)) a celui de la convergence d’un objet plus régulier. Ce
lemme est une étape nécessaire & la preuve des deux théorémes principaux. Pour tout 7" > 0,
notons Dy = o(m,,0 < s < T) ol 75 : D(Ry,RY) — R est définie par m,(a) = a(s). Pour tout
n > 0, pour tout 7' > 0, on introduit également 7(n,7T") défini par

7(n,T) :=inf{k > 0,Ty + T > T, }. (6.9)

On remarque que I';, 7)1
7(n,T) = inf{k > 0,2(k,T

<T'n —T et que I';(;; 7y > I'n —T'. D’autre part, on a également que
>

I'n
Lemme 6.8 Soit T > 0 et F : ]D)([O,T],]Rd) — R, une fonctionnelle Dy-mesurable et bornée.
Soit (Gy) une filtration satisfaisant : Fr, C Gy pour tout k > 1. Si la suite (ng/yx) est bornée
alors,

n
S (FRED,0 <5 <T) ~BIR(EED,0< 5 <T)/Gx 1)) 0. (6.10)
" k=1

Preuve : Notons Y*) = F(Xs(k), 0 < s <T). On décompose dans un premier temps la somme
ci-dessus de la maniére suivante :

1 « 1 <
- (k=1) _p(y (k—1) — (k=1) _ gy (b=1)
7, 2 (e -By ¢V /Ge}) = 5 > (v*0 -Ey®/6.3)  (61)
+ Hi D ome (E{Y<k—1) /Gn} — B{Y (F—1) /gk_l}). (6.12)
" k=1

On étudie d’abord le terme de droite de (6.11). Comme Fr, C G, et que Y(*) est ﬁrz(k’T)_H-
mesurable, Y(*) est donc G,-mesurable si k& < 7(n,T) — 1. Ainsi, comme F et (/) sont
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bornées,

S (e s < £
™ k=1 "k

n

HEZ%

=71(n,T ) k=71(n,T)
¢ ¢ C(T+m) novt
e Fn (Pn - I‘T(’n,T)fl) = H—n (Fn - PT('H,T) + ’Y’T(TL,T)) S Hn n OO/ 0 p s.

ou dans la derniére inégalité, on a utilisé que (y,)n>1 est décroissante. Il reste & montrer que
(6.12) tend également vers 0. Pour cela, on définit (M,,) par

Mo =3 g, (B0 0160} - B 00/Ge ). (6.13)

Par construction, le processus (M) est (G,)-adapté et on peut vérifier qu’il s’agit d’une (G,)-
martingale. On montre qu’elle est bornée dans L2.
Notons ®*:n) = E{F(ng),o <s<T)/Gn}— E{F(X§k),0 < 5 <T)/Gx}. Comme ®F™) est en
particulier Fr, yr-mesurable, on peut remarquer que pour i > 1(k,T) + 1, E{®0n) @kn)} = 0.
Ainsi,
’17 n—1 W(k—1,T)An n
2 k (k—1,n) i (i—1,n) g (k—1,n)
E{M?2} = Z IE{ (@ }+2Z 2 HiIE{@ o 3 (6.14)
1=

Comme F' est supposée bornée, on en déduit que
n—1 W(k—1,T)An

sup E{ M2} <Csup ( kz Z IZ_:)

n>1

kZl i=k+1
- u(k—1,T) n
(Z +2Z 3 ) (6.15)
k>1 i=k+1

Montrons que (6.15) est fini. Comme (7, /%) est bornée et que 7 — H; est croissante, on peut
remarquer que

w(k—1,T) o(k—1,T)

m _ C C cT

— < — ;< — (T —Tpq) < —.

- H, = H, v Yi = Hk( o(k—1,T) k 1) = H,

On en déduit que
~ i m "R Tk m o, [ du
(]
(T2 X ¥ g <oy <oty [ ) <ve
k=1 E>1 i=k+1 k>1k 1 1

(M,,) est donc bornée dans L?. D’aprés le lemme de Kronecker, il suit que

n—-+00

T an(E{F D,0 <5 <T)/Ga} = B{F(XFD,0 <5 <T)/Gu1}) 22250 ps.
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ce qui termine la preuve. 0

On définit maintenant la distance d sur D(R, ,R?%) de la maniére suivante. On note d’abord A1,
I'ensemble des homéomorphismes croissants de [0,1] et di, la distance définie sur D([0, 1], R%)

par,

di(a,8) = inf {ma.x( sup |a(t) — B(A(t))], sup |log(M)|)}

A€h t€[0,1] 0<s<t<1 t—s

pour tous «, § appartenant a ([0, 1], R¢). On rappelle que d; métrise (D([0,1], R?) (muni de la
topologie de Skorokhod) et que (ID([0, 1], R?%),d;) est polonais.
Soit maintenant o € D(R,,R?). Pour tout T > 0, on définit ¢ : D(Ry,R?) — D([0,1], RY)
par (¢7(a))(s) = a(sT) pour tout s € [0,1]. La distance d est alors définie pour tous o, 8 €
D(R, ,RY), par

~ oo
)= [ (LA da(di(o), u(B)) .
La distance d métrise D(R, ,R%) (muni de la topologie de Skorokhod) et d’aprés [Pag85],

Proposition 6.9 (D(Ry,R?),d) est un espace polonais.

On établit alors le lemme suivant :

Lemme 6.10 Supposons que b, o et k soient localement lipschitziennes et sous-linéaires. Alors,
1. Soit zg €RY. On a
: 7( vz To —
mlgI;OIE{d(X , X"} =0. (6.16)
En conséquence, pour toute fonctionnelle F' : D(R,,R%) s R bornée et lipschitzienne pour la
distance d, la fonction ®F définie par ®F (z) = E{F(X®)} est continue et bornée sur R?.
2. Pour tout compact K de R?,

sup E{d(X™" X*)} 22¥%, ¢, (6.17)
rzeK

En conséquence, en notant F : D(R,,R?Y) = R une fonctionnelle bornée et lipschitzienne pour la
distance d et ®F la fonction définie par ®F (z) = E{F(X™%)}, on a pour tout compact K de R?,
n—+0oo

sup |®F (z) — L (z)| 22225 0. (6.18)
TeEK

Preuve : 1. D’aprés la définition de d, pour tous a, 8 € D(R, ,R?%) et pour tout 7 > 0,

d(,B) < (1A sup |a(t) — B()]) +eT. (6.19)
0<t<T

Or, d’apres le Corollaire du Théoréme 11 p.260 de [Pro90], si les coefficients sont lispchitziens, le
flot z — X® est p.s. continu pour la topologie de la convergence ucp (uniforme sur les compacts
en probabilité), i.e., pour tout zg € R?,

sup |X? — X7| £Z%% 0 en probabilite. (6.20)
t€[0,T]
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Cette convergence s’étend sans difficulté au cas ol les coefficients sont localement lipschitziens
sous-linéaires car dans ce cas, d’apreés le lemme 6.19 établi dans 'annexe, pour tout compact K

de R¢,

sup P( sup |X}| > M) Mot

z€K  t€[0,T]

On déduit alors de (6.19) que

0.

limsup E{d (X%, X*)} < e~T pour tout T > 0.

T—>T0

Le résultat (6.16) s’obtient alors en faisant tendre 7' vers +o0.
2. D’aprés le lemme 6.20 de ’annexe, pour tout € > 0, pour tout 7" > 0,

supP( sup |X™" — XP| > ¢) Z2F% 0, (6.21)
zeK  0<i<T

Ainsi, d’aprés (6.19), on en déduit que pour tout compact K de R?, pour tout 7 > 0

lim sup sup E{d(X™% X%)} < e T

n—+o00 z€EK

puis (6.17) en faisant tendre 7' vers +o0. 0

6.3.2 Preuve du Théoréme 6.3

Soit F' : D(R;,R?) + R une fonctionnelle bornée et lipschitzienne pour la distance d. On
veut montrer que

v (i, F) 227, /F p.S. (6.22)

Avec les notations du lemme 6.10, on sait que la fonction ®¥ est continue bornée sur R¢. Ainsi,
comme par hypothese, (v,) converge p.s. vers v (pour la topologie de la convergence étroite sur
R?), ot1 v désigne I'unique probabilité invariante de 'EDS, on a

1 n
o S me” (Xe) "5 [ @F @)(do) = [ Fla)P, (o)
" k=1

ou P, deésigne la loi du processus (X;) de loi initiale v. D’aprés (6.22), on en déduit qu’il nous
suffit finalement de montrer que

an( F(X®=D) QF(Xk_l))MO p.s. (6.23)

Pour tout 7 > 0, on définit Fr : D(R;,R?%) = R par Fr(a) = F(aT) ot o (t) := a(t AT). On
applique alors le lemme 6.8 & Fr :

A ZMT X Z%E{FT (RO Fry 322550 ps. (6.24)
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Par la propriété de Markov (non homogene), on vérifie que
E{Fr (XD /Fr, 1 =@ T(Xk 1) (®F est définie dans le lemme 6.10).

Or, d’apres le lemme 6.10(2), pour tout M > 0,
—Z’I’]k Xk: 1) (0] T(Xk 1))1{‘Xk <M} mo p-S. (625)

D’autre part, (7n) est tendue. Ainsi, (M) = sup,>(n(B(0, M)¢)) — 0 lorsque M — +oo si
bien que

1 & o M
sgz;(H >l @ (K1) = 7 (R ) [z, any) < 2F oot (M) X250, (6.26)
nz k=1

En combinant (6.25) et (6.26), on obtient que

—+00

1 & [ _
. D (T (Xp—1) — T (Xpoy)) 00 ps.
Finalement, cette convergence et (6.24) entrainent que

lim SUp| - an X(k—l)) _ (I)F(Xv(k—n))‘

n—-+00

< limsup |—— an F(X®D) - FT(X(kfl)))‘

n—-+00

+ lim sup H_ an <I>FT(X(’C Uy — (I’F(X(k_l)))‘ <27

n—-+o0o =1

d’apres la définition de d. (6.23) suit en faisant tendre T vers +oc.
La convergence (6.7) est donc valable pour I’ensemble des fonctionnelles bornées et lipschitziennes
pour la distance d. Le résultat suit par le lemme 6.21.

6.4 Preuve du Théoréme 6.5

Comme on ’a signalé précédemment, la preuve de ce résultat est basée sur une approche
"Tension+Convergence fini-dimensionnelle". Cette seconde preuve est plus technique mais a
lavantage d’étre moins dépendante de la convergence de (v,) vers la probabilité invariante.
Ainsi, d’une part, la tension de (1/(“)) nécessite simplement les hypothéses de la proposition 6.2
associées a la tension de (v,) . D’autre part, le point le plus important est que la stationnarité
du processus limite n’est plus nécessairement une conséquence de l'invariance de la limite de
() obtenue dans le chapitre 3. Cette preuve peut d’une certaine maniére se voir comme une
redémonstration du théoréme d’Echeverria-Weiss adaptée a ce cadre de processus.

Dans la partie 6.4.1, on prouve la tension de la suite (1/(“)) grace & une adaptation du critére
d’Aldous a notre probléme puis, dans la partie 6.4.2, on établit la convergence fini-dimensionnelle
de (#(™). Enfin, on montre le point 3 du Théoréme 6.5 dans la partie 6.4.3.
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6.4.1 Tension de la suite de mesures empiriques

Avant de prouver la tension de la suite (V(“)), on établit un critére de type Aldous qui nous sera
utile.
Pour z = (z;); fonction cadlag sur [0,7], on note

wi(z,0) = inf{max( sup |z;—zs|),0 =1t <t <...<t,=T,inf(t; —t;_1) > J}.
UST s teftioa bl isr

De méme, on note Y (T, n,d) 'ensemble des couples (S,U) de (Fr,+¢)i>0-temps d’arrét tels que
S et U sont bornés par T et S <U < S+ p.s.

Lemme 6.11 Supposons que (o) soit p.s tendue sur R:. Si de plus, (1,/7n) est décroissante et
si, pour tout T > 0, pour tout K compact de R®, pour tous €,m > 0, il existe p.s. § > 0 et ng € N
tel que

sup ]P’(|X'I(]n) - Xén)| > n/ﬁrn)l{xnd{} <e Vn>nyg, (6.27)
S,UEY(T,n,5)
alors,
lim lim sup— anl{w (X 5)>p} =0 D-s. VT > 0. (6.28)

0—0 ns4oo n

Preuve : Soit 7 > 0. En reprenant la preuve du critére d’Aldous (voir [JaSh87], par exemple),
on peut montrer que pour tout § > 0, pour tout § > 0 et ¢ € N* tels que d¢ > T,

_ _ 5 o e )
Pwi(X™,8) > 20/Fr,) < = sup  P(IX{) - X{| >0/ Fr, )
+gq sup ]P’(\X'((]") —Xé")| Zn/f"pn).
S,UEY(T,n,0)

Soit € > 0. D’aprés (6.27), pour tout M > 0, il existe p.s. d; > 0 et nq € N tel que

™

sup ]P’(|X’I(]”) _Xén)| > n}/ﬁrn)l{‘)‘(MSM} < 3 Vn > ny
S,UeY(T,n,01)

On choisit alors ¢* tel que d1¢* > T et (Slq*)/(slq* —T') < 2. Toujours d’aprés ’hypothése (6.27),
il existe p.s. n2(¢*) € N et da(g*) € N tel que

S,UeT(Tn,02(q*)) q
Ainsi, d’apres (6.29), on en déduit que pour n > n; V ng,
niVns+1
A ZﬁkP XED62(¢%)) > 20/ Fry ) 1{1x,_1 1<) < Z MK + 8
Comme H, notoo, 400, il suit que pour tout M > 0,
hmhmsup—an]P ~1.6,) >n/Fr,_ D%, 1 <my =0 pes.

=0 n—+o0o
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D’autre part, comme (,) est tendue p.s.,

li — 1 =0
A sup 7 an (Real>ay =0 pes

On obtient alors finalement que

n

1 _ _
lim Tim sup 77— > P (X* Y 8y) > n/Fr, ) =0 p.s.

0—0 n—s4o0o =1

Or, par le lemme 6.8,
1 n
o B o
H, an (1{1‘1&(5((’“_1),5)27)} o P(wlT(X(k 1)’52) > n/FTk—l)) 0 p-s.
™ k=1
On en déduit le résultat. -

Lemme 6.12 (Tension) Soient a € (0,1], p > 0 et g € [0,1] tels que (HY), (H2) et (Sap,q)
soient satisfaites. Supposons également que (1, /Yn)n>1 s0it décroissante. Alors, sip/2+a—1 >0,
la suite (v(™) est p.s. tendue sur D(R,,R%) pour la topologie de Skorokhod.

Preuve : D’aprés la caractérisation de la tension pour la topologie de Skorokhod, il suffit de
montrer les deux points suivants :

(7) lim hmsup an {supre o XD 500y = =0 p.s. VI'>0.

M—+00 oo

(7) lim hmsup— anl{w (Xm,g)>ny =0 p.s. vT > 0.

0—=0 n—4oo0
Montrons le point (7). D’abord, on remarque par la propriété de Markov que

P( sup |[X™| > M/Fr,) = @ (Xn)
0<t<T

ot, ®pr(z) = P(supi<r |X/"| > M). Ainsi, d’aprés le lemme 6.19 de 'annexe et la tension de
(Tn)n>1, il est clair que

lim hmsup—an]P’ sup |Xt 1)|>M/.7:r,c ) =0 p.s.
0<t<

M—400 n—+o0
On obtient alors (7) grace au lemme 6.8.
On prouve maintenant (i7). D’apres le lemme 6.11, il nous suffit de prouver la relation (6.27) pour

obtenir la tension. En reprenant les notations introduites dans le cas général dans le chapitre 3,
on décompose (X't(o)) sous la forme suivante

XO =2+ [ p'(XO)ds, X9 = / ta(X(O))dW + / tﬁ(X“’))le et
t,1 — ’ t,2 — s~ s s~ s
0 - 0 -
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onY;' = f{‘y|§1} y(ni(w, dy)—tm(dy)) et Ny = f{|y|>1} y(ni(w, dy) avec ny(w, dy) = Zo<s§t LAz cdy}
(i.e. on prend les notations associées au cas 3 du chapitre 3 avec h = 1). On remarque que les
processus (\X't(,ol)D, (\Xt(g)P) et (\X’é,%)ﬂ?p)/\l) sont respectivement L-dominés (dominés au sens de

Lenglart) par (G_(g),'i =1,2,3) ou

G = |af +/ B (X)) ds,

t
6 = [ (oo (X) + /{| IR Py )ds e

= [ [ IRy (s
{ly[>1}

Soient (S,U) appartenant & Y(T',n,d). On définit (X'(")) et (ng)) t(z) = Xlg )+“ et G,(”) =

G(F03+t,z" Par l'inégalité de Lenglart appliquée a X( n) - Xt(z) XM et g n) - G( n) Ggl\?gz,

tAS,i
a pour tout n > 0,

T'n+U

p(1X - X > 0/Fr,) < 07;7;2 +19>(/

BHXO)ds > 1/ Fr, )
T'n+S B

Tn+U
#2( [ (0xo0") + Gl (RO)ds 2 7/ Fr, )

I'n+U
+2([ 7 el (R O)as > 7).
T'n+S "

Par définition, S et U sont bornés par T et 0 < U — S < §. De plus, b, o et x sont sous-linéaires.
Ainsi, on déduit que

¢ _ g 2 n (m12y 5 My 7
PR = XN 2 /7, ) < €+ B(sup(C(1+ 1XF) > )7 )

N

< O +B(sup X171 > M0,/ Fr, )

ot M(n,6) =4/ & — 1. On fixe alors 7* > 0 pour que

Ci* <€
n”? = =3

En remarquant alors que M(n,d) — 400 quand § — 0, on déduit du lemme 6.19 que pour tout
compact K de R¢,

5
supP( sup |X™| > M(n,8)/Fr,)1 (XneK} =50,
n>1 0<t<T

En choisissant 0 assez petit, on en déduit que (6.27) est satisfaite puis (i) par le lemme 6.11.
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6.4.2 Identification de la limite

Le résultat principal de cette partie est la proposition 6.15. On y prouve la convergence
fini-dimensionnelle vers un processus de Markov stationnaire de semi-groupe (F;). Auparavant,
nous établissons deux lemmes préliminaires. Dans le lemme 6.13, on amorce la convergence fini-
dimensionnelle en s’intéressant a des fonctionnelles de la forme F((z;),0 <t <T) = f(z)g(z).

. . .. . n
Dans le lemme 6.14, on s’intéresse ensuite aux conditions sous lesquelles la construction de (V,E ))
assure directement la stationnarité du processus limite.

Lemme 6.13 Supposons que () converge faiblement p.s. vers une probabilité o et que I’hy-

pothese (F) soit satisfaite. Alors ¥ f et g continues bornées sur R,
1.

k 1 +
_anf X-1) ) mtes, /f )Pig(2)Peo(dz)  p.s.
En particulier, si U est invariante pour le semi-groupe (P;),
v (w,dy) => v(dy) ps.

Preuve : On suppose d’abord que f est & support compact. D’aprés le lemme 6.8 appliqué a
F((J)S),S < t) = f(-TO)g(.’L't) et gk = fl“k, on a

1 O > (k-1 ~(k=1)\ ;&

— 3 et (Xe) (9(XY) — B (X 0)/Fry L }) 220 ps.

Hy k=1
On remarque que E{g()ffk_l))/fpk_l} = ®9(X}; 1) on, BI(z) = E{g(X}"")}. Comme f est a
support compact, on déduit alors de ’hypothése (F) que,

> = (k— — > k
f(Xe-1) (E{Q(Xt(k DY/ Fro 1} - Ptg(Xk—l)) %0 ps.
Ainsi,
—anf (Xp_1)g(XE ——Zﬂkf (Xp-1)Pg(Xp-1) =50 p.s.

h = fP.g est continue bornée car le semi-groupe est fellérien. On en déduit que

i L (e )Pg(X) 2255 [ 1) Prg(o)ns(do).
" k=1

Pour M > 0, on note 1, une fonction continue & support compact contenu dans B(0, M + 1)
telle que ¥ < 1 et 9pr = 1 sur B(0, M). En introduisant la famille de fonctions continues
(fm, M > 0) définie par fur := fipur, on généralise facilement au cas on f est continue bornée
en remarquant les deux points suivants :

limsup (supalf — fihur]) =0 et / F(@)(1 = har (2)) Prg ()00 (d) 245 0.
M—+o0c0 “n>1

La derniére assertion s’obtient en posant f = 1. 0
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Lemme 6.14 Soient a € (0,1], p > 0 et ¢ € [0,1] tels que (H}), (H2) et (Sap,q) soient
satisfaites. Supposons également que (n,/vn) soit décroissante et que

n
n—-+0o0o

(77k - ﬂz(k—l,t)+1) — 0. (6.30)

1
Hy k=1

Alors, pour toute fonction f lipschitzienne bornée,
w™ (f) = v () =25 0.

Si de plus, Uhypothése (F) est satisfaite, toute valeur d’adhérence de () est invariante pour le
semi-groupe (Py).

(n) (n)

Preuve : Soit f lipschitzienne bornée. On commence par décomposer vg ' (f) — vy ' (f) sous la
forme suivante :

A ) =6 = 7 S (FEE) — F(Re 1) (6.31)
" k=1
T Z 77k( Xyk-1,)) = f(ch—1))- (6.32)

On remarque facilement que le lemme 6.8 reste vrai si on remplace F' par une suite uniformément
bornée de fonctionnelles Fj : D([0,T],R?) — R. En particulier, en posant Fy(z) = f(z(t)) —
f(z(Tyk,-1)), on obtient que le terme de droite de (6.31) tend vers 0 p.s. si

1 ¢ - (k— . = n—+oo
= B (X)) = f(Xpo10)/Fr ) S0 ps. (6.33)
" k=1

On pose p = (p/2+ a — 1) A1/2. La fonction f étant lipschitzienne et bornée, elle est également
2p-Hélder. Ainsi,

FXED) = FRigeerny)] < Cne-r 1 Kugs- L)1+ o (K1) 1P| We = Wy, ) [%P)
+ 6o, 2 — Zry gy, 2.
On obtient :
E{I/(X* ) = FXro1)/ Frigesny} < Oty V2 (Koo1,0)
+ CVp(X’L(kfl,t)) (E{‘Wtfrl(k,l,t) |2ﬁ} + ]E{|Zt*rl(k,1,t) |2ﬁ})

5 L
< C'Vz(k—l,t)ﬂvp(Xl(k—l,t))

oii on a utilisé dans la derniére inégalité que E{|Z;|?’} = O(tP) si p < p (voir lemme 3.11). On

déduit ensuite de la proposition 3.10 et de 'inégalité de Jensen qu’il existe ng > 1 tel que pour

tout k£ > ng et pour tout ¢ € [0,7],

E{VP(Xyh,t))/Fri} < VP(Xi) + CT.
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Ainsi, comme v,x 1,541 < Vk—1, il suit :
k — — = — —
E{£(X" )~ F (K1)l Py} < O VP (Ki):

D’apreés la proposition 6.12, sup,,>; U (VP) < 400. Comme de plus, v koo, 0, on obtient alors
facilement (6.33).
Considérons maintenant (6.32). On remarque que

> mef(Xpo1) = Z M f (Xe—1)1{k—160(40,...0},0)} T Z M f (Xi— 1)1k 1¢4({0,...n},0)}
k=1 = k=1

(ﬂt)
= > mg-rnf X1 +Z77kf X)L k—1¢2({0,..n},0)}
7j=1 k=1

ou 7(n,t) est défini par (6.9). On en déduit que

1 & _ _ 1 _
2 (f(Xz(kA,t)) - f(kal)) = Z Mk = Mgk—1,0+1) F (Xok—1,0))
" k=1 " k=1
n _ 1™ ~
> e Xigpor) — 7 2= Mf (Xk-1)1{k-1¢0({0,...n},0)
™ r(n,t)+1 " k=1

La suite () est décroissante (en tant que produit de deux suites décroissantes). De plus, k <
1(k—1,t) +1 ce qui entraine que 7 — 7 (k—1,+1 > 0. La fonction f étant bornée, on déduit alors
de la condition (6.30) que

7(n,t)
1 oo
. ; (e — Mg—1,0)11)f (Xp—1) =0 p.s.
Ensuite, comme 7, < Cvy,,
1 = e C”f”oo - FT(n,t)) CcT n—+4o0
H_n‘ Z nkf(Xz(k—lt) > Z Hn < H—n — 0.
T(n,t)+1 T(n,t)+1
Enfin, on remarque que
7(n,t) 7(n, n
anl{k 1¢0({0,...,n},t)} = an— Z Th(k—1,t)+ Z Mk — Mo(k—1,6)+1) + k- (6.34)
k=1 k=7(n,t)+1

On en déduit que

1 _
0 Znkf(Xk—l)1{k71¢z({0,...,n},t)} 22100 ps.
" k=1

puis le résultat. 0O
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Proposition 6.15 Soient a € (0,1], p > 0 et g € [0,1] tels que (H%,), (Hﬁ) et (Sap,q) soient
satisfaites. Supposons également que (N, /vn) soit décroissante et que l’hypothése (F) soit vérifiée.
Alors,

(a) Notons v(®) une valeur d’adhérence de (v(™) et Dy sa loi initiale. v(%°) est égale 6 Py, ot
Py, désigne la loi du processus (Xy) de loi initiale Vo .

(b) Si de plus, (6.6) ou (6.30) est satisfaite alors, Uy est invariante pour le semi-groupe (P;),
i.e. tout processus limite est stationnaire.

Preuve : (a) Quitte & extraire une sous-suite, on suppose que (™) tend vers v*°. Il suffit alors
de montrer que pour tout 7 > 0 et F : C([0,T],R?) + R définie par F((z;),0 < t < T) =
H;’;l fi(ze;) ont f; est continue & support compact sur REet 0<t; <ty <...<tm< T, on a

anHfz ) 2252 [P (i (Pt fole Prmty ()P (d0).

On fait une récurrence sur m. Pour m = 1, le résultat est acquis par le lemme 6.13. Si la propriété
est vraie au rang m > 1, alors considérons Fi, 1 définie par

m+1
Fri1((z),0<t<T) = H fi(zy,) avec 0<t; <te<...<tpy1 <T.

D’aprés le lemme 6.8 appliqué avec G = N P

n—-+o0o

an( 1 (XF7),0 << T) =B Fnin (XF7),0 <t <)/ Fr i }) 22550 s,

On en déduit que

n—-+o0o

an Hfl Xt@ (fm-l-l(Xt( +1 ) ]E{fm—l—l (th 1))/frz(k—1,tm)+1}) —0 p.s.
On étudie donc :

- Z"Yk H fz k 1) E{fm (Xt(rlz.,.l )/ﬁrz(k—l,tm)+l}
H an H fz k 1) fm( 1(k— l,tm)+1)lE{fm+1 (Xt(l(f_l ltf;n s )/frz(k 1,tm )+1} + Rl + R2
(6.35)

1 « (b _
avec, |Ry| < Oz an|fm(x,§,i ) = S Zager,mya1)| et
n

(k—1 (k—1,tm)+1)
|R2| <C an|E{fm+1( tm+1)) fm 1( tm+1 tm IR )/Trz(k ltm)+1}‘

. - o(k N
Intéressons-nous d’abord aux restes R et RZ. On remarque que Xulktm)+1 = X t( )+61 ol 5119 =
b m k

Liktm)+1 — tm > 0. Comme 5,16 — 0, on montre que R} tend vers 0 p.s. par la méme méthode
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que celle utilisée pour (6.31) dans le début de la preuve du lemme 6.14. Il est en de méme pour
R? ou cette fois, on remarque que Xt( (_’ifmt);“) t(k)+ te2 oll 6k = Diktpsr)+1 — tm
On s’intéresse enfin & (6.35). Comme f,, est & support compact, on déduit de I'’hypothése (F)
que p.s.,

n——+00

1k m -
I (Xa(h=1,tm +1)(]E{fm+1( X +11ttm Y Fr sty en = Prr —tm Pt (Ko 1tm)+1)) 0.

Posons Y(z) = fm(2)Pi, 1t fm+1(z). Comme R} et R2 tendent vers 0, on déduit de I'identité
précédente que

m+1 m—1
— Z%( H fi( Xt(,k Y - 1I fi(Xt(ik Dyy(X, (k— 1,tm)+1)> 50 pes.
i=1

Comme (FP;) et fellérien et f,, & support compact, ¥ est uniformément continue. On souhaite
montrer que

n m—1
1 o(k— - o (k— n o0
= [T HEED) (0K 1my40) = (X)) 2550 ps. (630)
"k=1 =

On introduit § — p(d) le module de continuité de 1) et on controle la différence ci-dessus de la
maniere suivante :

7 v (k—1)
[ (K emy+1) = 9K, )] < C(”m(5) * 1{|Xl<k,tm>+1—f<§§2|>6})'
Par une étude semblable a celle de (6.31), on montre que pour tout § > 0,

—+00
— 1. . = 220 8.
H, kz_;"’“ (X sty 11—~ X5 >0} p-

puis on déduit (6.36) en faisant tendre ¢ vers 0.
Maintenant, d’aprés ’hypothése de récurrence,

I an H [iXE (X {ED) 2 / Py (f1(Pry—ty fo - - Pty 9())) oo ().

On en déduit le résultat.

(b) Sous la condition (6.6), ’ensemble des hypothéses de la proposition 6.2 sont satisfaites. Ainsi,
toute valeur d’adhérence de (u((]n)) est nécessairement invariante pour le semi-groupe (F;). De
meéme, sous la condition (6.30), le lemme précédent nous assure également de l'invariance de tout
valeur d’adhérence de (V((]n)). On en déduit alors que p.s., toute valeur d’adhérence fonctionnelle
de (v(™) est la loi d'un processus de Markov de semi-groupe (P;);>o et de loi initiale stationnaire,

d’ou le résultat annoncé. 0
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6.4.3 Extension aux fonctionnelles non bornées

Le but de cette partie est de prouver le point (¢) du Théoréme 6.5. On se contente ici de
considérer le cas a = 1. Il est possible d’étendre ce résultat au cas a < 1 sous une contrainte
légérement plus forte sur les pas et les poids mais ce cas donne lieu & une preuve beaucoup plus
technique.

Le point (c) du Théoréme 6.5 est établi dans le lemme qui suit.

Lemme 6.16 Soient p > 0 et ¢ € [0,1] tels que (Hrl,), (Hc21) et (S1,p,q) soient satisfaites.
Supposons de plus que ||k||> < CVPN et que (9, /vn) est décroissante. Soit F une fonctionnelle
F : D([0,T),R%) + R, Dp-mesurable, telle que |F((z;),0 <t < T)| < Csupy<i<r V' (1) avec
r < p.
(a) L’identité (6.10) du lemme 6.8 reste valable pour F si ), 1/(Hn)g < 400.
(b) Si de plus r < p/2, alors -

sup "V (|F|) < 400 p.s.

n>1
(c) Supposons enfin que r < p/2 et qu’il eviste € > 0 tel que Y., o, (1/Hp)P/+9) < +o0. Alors,
siv® = P, p.s., lim,>; v®)(F) = [ F(z)P,(dz).

Preuve : (a) Reprenons la preuve du lemme 6.8. Avec les notations de ce lemme, il nous suffit
de montrer que
1. N
1
= 3 (Y(k—l) ~ B[y ®-D /gn}) n2FRG s
" k=7(n,T)
2. (M) est bornée dans L2.
1. Posons s = p/r. On commence par montrer que

Z]E{ ‘HL zn: (YD —E{Y“*”/gn})r} < +00. (6.37)

n>1 " k=r(n,T)

s—1

s—1 1
Notons ay =7, ° et by = 1; (Y(kfl) - E{Y(kfl)/gn}). D’aprés l'inégalité de Holder appliquée
ap=s/(s—1)etg=s,ona

‘ Z akbk|s < ( nk)371( Z nk‘Y(kfl) — E{Y(kfl)/gn} S).
k=7(n,T) k=7(n,T) k=7(n,T)

Or, d’aprés le lemme 6.19 et la propriété de Markov, il existe ng € N tel que pour tout k > ng,

E{|F(X{",0 <t <T)]*/Fr,} < CEB{ sup VP(X{V)/Fr,} < CrVP(Xy).
0<t<T

Or, comme a = 1, sup,,>; E{V?(X,)} < +oo (voir Remarque 3.16). On en déduit que pour tout
k > ny, -

n

]E{I S om (Y(’H) - E{Y(’H)/gn}) IS} <Cr( Y m) <Cr(@+m)*  (6.38)
k=7(n,T) k=7(n,T)
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ou 'on a utilisé dans la derniére inégalité que
n n
Y m<C Y m<CT+m)
k=1(n,T) k=7(n,T)
Enfin, }°, -, 1/(Hp,)?® est finie par hypothése. On en déduit que

SR 3w - mr e[ < e

n>ng n k=1(n,T)

puis le point 1. par le lemme de Borel-Cantelli L!.

2. Avec les notations du lemme 6.8, on peut vérifier que (M,,) est bornée dans L? si

9 W(k—1,T)
Z%E{( (k— ln }+22 Nk Z E{q)z L) g (k— 1n}<+oo (6.39)
k>1 "k k>1 i=k+1 H,

D’apres le lemme 6.19 et les hypothéses sur F', il existe ng € N tel que pour tout & > ny,

E{(2*™)%} < C]E{]E{ sup_ V”( )/ Fr,}} < CrE(VP(Xy)}.

Ainsi, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[E{@l—tmek-tmy| < CT\/]E{V”(kal)}\/E{Vp(Xz‘—l)} < CrsupE(VP(X,)} < +o0.

On en déduit

W(k—1,T)

ZZI_%Q]E{( (k—1,n) }_I_zzﬁk Z nz]E{q)Z ln kln)}
k>ng K k>1
Wk=1,T)
<CZ(77k+ $ ;’I_) (6.40)
i=k

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du lemme 6.8, on obtient alors que (6.40)
est fini. Comme E{sup0<t§FnO+T Vp(X't(O))} < +00, on en déduit facilement le point 2.

(b) On déduit de la premiére partie du lemme que p.s.,

sup /(M (|F|) < 400 si SupH ZEUF (X®) )/ Fry_ } < +oo.
n>1 n>1

Or, d’aprés le lemme 6.19 de I'annexe et les hypothéses sur F, il existe ng > 1 tel que pour tout
k > o,
_ _ b
E{|F(XW)|/Fr,_,} < OrV (Xg-1)-
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Ainsi, comme d’aprés la proposition 6.2, sup,>q Dn(V%) < 400 p.s., on en déduit que

1 <& P
7811;11) o kg E{|F(X( ))|/‘7:Fk71} < 4o00.
> -

Enfin, en vérifiant que p.s.,

sup B{ sup VE((XI')/Fp,_,}<C
k<no—1 0<t<T

oit C' est une variable aléatoire finie p.s., on a également

1 no—1 ~ ~
sup —— > E{|F(X®)|/Fr,_} <+oo pas.
n>1 41In k=1
On en déduit que sup,,>; 1/(“)(|F|) < ~4o00.
(c) Si maintenant r < p/2 et s’il existe € > 0 tel que Zn>1(1/Hn)p/(T+5) < 400, un argument
d’équiintégrabilité nous assure que v(n) (F) — f F(x)P,(dz) p.s. dés que v — P, 0

6.5 Pricing d’options pour des modéles a volatilité stochastique
stationnaire

Dans cette section, I'objectif est d’appliquer les résultats obtenus au probléme de pricing
pour des modéles & volatilité stochastique quand le processus de volatilité est supposé en régime
stationnaire. Nos tests numériques sont réalisés dans un premier temps sur le modéle a volatilité
stochastique de Heston dans lequel nous valorisons des options européennes puis asiatiques.
Nous nous intéressons ensuite & des variantes du modeéle de Heston dans lequel nous valorisons
simplement des options asiatiques : dans le premier, on suppose que la volatilité contient elle-
méme des paramétres stochastiques tandis que dans le second, on introduit une composante de
saut dans le prix. Ce dernier modéle est connu sous le nom de modéle de Bates.

6.5.1 Modéle de Heston.

Le modéle de Heston est défini de la maniére suivante. On note (S;) le prix de ’actif de valeur
initiale Sp > 0 et (v¢) le processus de volatilité. Le modéle de Heston est alors défini par

dSy = Sy(rdt + /v dW})
dvy = k(0 — v)dt + /v dW? avec <WILW?2 >=pt et pe[-1,1],

ou r désigne le taux d’intérét et 6, k et ¢, des paramétres strictement positifs. L’équation as-
sociée & (v;) admet une unique solution & valeurs dans Ry . De plus, si 2kf > ¢? alors, (v;) est
strictement positif (voir [LaLa96]). On se placera ici dans ce dernier cadre. On sait également
que (v;) admet une unique probabilité invariante v et que v est une loi y(a, b) avec a = (2k)/c?
et b= (2k0)/<%. Dans la suite, on fait ’hypothése suivante :
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Hypothése. (v;) est en régime stationnaire, i.e. L(vg) = v.

Le schéma (6.2) n’a pas de sens ici car contrairement au vrai processus, il peut prendre des
valeurs négatives. Plusieurs schémas de discrétisation adaptés & ce type de processus ont alors
été étudiés par Deelstra and Delbaen [DeDe98|, Diop [Dio03] et Alfonsi [Alf05]. On utilisera ici
la version & pas décroissant du schéma étudié par Diop que ’on notera (o). On pose 7o =z > 0
et

Up41 = |7_]n + ’Yn+1k7n+1(9 - 77n) + sv T’n(ngnH - ngn)‘

On définit également le schéma a temps continu (6§k) ) par

o = [of” + k(t = 1)(0 — 5) + 51/00 (W — WD)

et pour k > 1, (17§’“)) = (171(%) +¢)- Les Théorémes 6.3 et 6.5 ne sont en particulier pas directement
applicables & ce modéle. Ce type de processus nécessiterait une adaptation théorique que nous ne
détaillons pas ici. Cependant, cette adaptation est clairement possible si on a une hypothése de
type (F) (D’apres le Théoréme 2.1.1 de [Dio03], on a une hypothése de type (F) uniformément
sur les compacts de RY. si kf > 2¢2).

Remarque 6.17 Dans le cas particulier ou il existe d € N* tel que 0 = s2d/(4k), (v;) peut
étre obtenu comme la norme au carré d'un processus d’Ornstein-Uhlenbeck d-dimensionnel (voir
[Dio03]). En particulier, en simulant un O.U. d-dimensionnel et non plus le processus de volatil-
ité lui-méme, on pourrait alors se ramener & un cadre strict ot les Théorémes 6.3 et 6.5 sont
directement applicables.

6.5.2 Pricing d’options Européennes dans le modéle de Heston.

On suppose que la volatilité est stationnaire, i.e. de loi initiale v, et on note Cey (v, Sy, K, T,
le call Européen a la date T de prix d’exercice K. De méme, on note P, (v, So, K,T'), le put
Européen correspondant. On a :

Ceu(v, So, K, T, 1) = e*TTIE,,{(ST —-K)} = /C’eu('uo, So, K, T,r)v(dvg)

e, Po(v, S0, K, T,1) = e~ TBy {(K — Sr)1} = / P (00, So, K, T, 7)(dvo).

ol Cey(vo, So, K, T, 1) et Pey(vo,So, K, T,r) désignent les calls et les puts européens quand la
volatilité a pour valeur initiale vy € RY .

Il existe une formule semi-fermée pour Ce,(vo, So, K, T, 1) et Pey(vo, So, K, T,r) basées sur des
intégrales de la fonction caractéristique de S; pour laquelle on a une formule fermeée (voir
[LaLa96]). Comme on connait la densité de v, on a également une formule semi-fermée pour
Ceu(v, So, K, T, 1) et Pey(v, So, K, T,r). Ainsi, I'intérét de cet exemple est de pouvoir tester notre
algorithme et de comparer nos résultats aux valeurs de référence fournies par la formule semi-
fermée. Dans ce cas particulier, on propose 2 types de méthodes, la premiére basée sur la formule
de Black-Scholes et la seconde n’utilisant pas cette formule.
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Méthode 1. On va exprimer Ce, (v, So, K, T') comme I'espérance d’une fonctionnelle explicite
de la volatilité grace a la formule de Black-Scholes. D’abord, en projetant W1 sur W2, on a
W =p?W?+ /1 —p2W! ou W' est un M.B.S indépendant de W?2. Ainsi, on obtient

2

t 1— 2 t B
Sy = Spexp ( - %T;tt + p/ \/v_deSQ) exp ((r - P )t + /1 — p2/ \/v_desl), (6.41)
0 0

2
ol vy = 1/tf(;5 vgds. On pose
2 T
8" = Soexp (= ZoaT+p / Vs dW?).
2 0
On vérifie alors que
Cou(v, S0, K, T,7) = e "TB {E{(ST — K)+ /F¥ " }} = B, {Crs (S, K, T, /(1 - p2)or,7)},

ou Cps(So, K, T, o,r) désigne le call dans le modéle de Black-Scholes. D’autre part, on remarque
que
v — vg — kOt + kfot vsds

<

/0\/'0_5dWs2=¢T((’Ut)) ou  ¢r((vs)) =

On en déduit que Cey(v, So, K, T, 1) = E, {FL,((v:))} ot
T r
Fean((vt)) = Cas (50 exp (— ST + pdr(v)), K, T, v/(1 - pz)ﬁTﬂ")-

Pour approcher Cey(v, Sy, K, T,7), on utilise donc la relation de récurrence (6.5) pour simuler
récursivement la suite (™ (FZL,)) définie par

A 1 ¢ ke
o M(FL,) = I ZﬂkFch(’U(k Y).
" k=1

Pour le put Européen, on obtient P, (v, Sy, K,T,7) = Fﬁt(v) ol Fﬁt est construite en rem-

placant Cpg par Ppg (Put associé au modeéle de Black-Scholes) dans FcTall.

Méthode 2. Le probléme de la méthode 1 est qu’elle n’est pas généralisable aux options pour
lesquelles on a n’a pas de formule fermée dans le modeéle de Black-Scholes (comme les options
asiatiques). On propose donc une seconde méthode n’utilisant plus la formule de Black-Scholes.
On note M; = fot VU W} D'apres (6.41), on a

e "(Sr — K)y = ELy((v), Mr), ot

Blu((n),r) = 7 (Soexp (( = ST + pgrla) + V1= 26r) = K) |

avec oy = 1/t f(f agds. L'idée est d’écrire artificiellement E'Z;” comme une fonctionnelle d’un
processus stationnaire bidimensionnel. Introduisons le couple ((v¢), (y¢)) défini par 'EDS

dvy = k(0 — v)dt + /v dW}
dy; = —ydt + /0, dW}
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Ona M; =y —yo— f(f ysds quelle que soit la loi de yg. Le systéme ((v¢), (y¢)) admet une unique
probabilité invariante . Ainsi, en supposant que L(vg,yo) = 7, on a

i
Ceu(l/, SOaK, Ta T) E {Ecall((vt)ayT — Y% _/ yst)}. (6'42)
0

Notons (7(¥)), le schéma continu associé & (y;) construit comme dans (6.3). Pour approcher
Ceu(v, S0, K, T, 1), on simule donc, a partir de la relation de récurrence (6.5), la suite (2™ (EL )
définie pour tout n par

t
)(Ecall anEcall (k 1) y(k_l) - g(()k_l) _/0‘ ggk_l)ds).

Ceci revient en réalité a simuler
~ _ E : (n)
V( ) call nkEcall )’ Mt )

ou Mt(") est définie par Mt(o) = f(f VU AW} et Mt(n) = Mg) 44 Pour le Put, on obtient une

représentation analogue (notée E;grut) en remplagant (St — K)4 par (K — S7)+.

Remarque 6.18 Pour assurer la convergence de (7™ (EL ), il suffit de savoir que (v;) admet

call
une unique probabilité invariante et il n’est en réalité pas nécessaire de vérifier si le couple

((v¢), (y1)) admet une unique probabilité invariante, ce qui peut étre une question difficile. En
effet, d’aprés ’énoncé du théoréme 6.5 (une fois adapté a ce type de modeéle), ’ensemble A des
valeurs d’adhérence de (") (EL ) vérifie

t
A C {z € Ry, 37, probabilité invariante telle que, z = Ez {EL ,,((v¢), y1 — yo — / ysds)}.
0

Or, d’apres (6.42) et l'unicité de la probabilité invariante de (v:), A est un singleton :
A = {Cey(v,So, K, T,r)} ce qui implique (#™(EL ) converge Cey(v, S, K, T, 7).

Réduction de variance. Avant de présenter les moyens pour réduire la variance pour les deux
méthodes ci-dessus, exposons le principe général que nous allons utiliser :

Considérons (X;) solution de (6.1) et P, son unique régime stationnaire. On suppose que v(® —
P,. Soient alors Fy et Fj telles que

/ Fo(2)P, (dz) = / Fy(2)P, (dz) =
OIT N / Fo(2)P,(dz) et v™(F) - / Fy(2)P, (dz).
Pour A € R, notons alors F\ = AF; + (1 — A\)Fp. On a
" (Fy) — / F\(z =m VIeR
On veut maintenant choisir A qui minimise la variance limite i.e. trouver Api, tel que

/ (P, (2))2P,(dz) = min®(\) ot B(A) = / (P> (2))2P, (da).

AER
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En étudiant la fonction A — ®()), on montre que si Fy # Fy et [(Fi(z))? + (Fo(z))?)Py(z) <
400, Amin €xiste et est unique. De plus, on a

A, =AM}
min EU{AQ}

On ne connait pas la valeur exacte de Apin mais on peut l’approcher en méme temps que 'on va
simuler la procédure associée & Fj et & F} : on pose

avec A = Fl(Fl — F(]) et Ay = (F1 — F0)2.

Si la convergence de (1/(")) vers P, est valable pour Ay et Ay, alors A, — Amin P.5.

On utilise donc cette technique pour les deux méthodes. Dans la méthode 1 (dans le cas du Call),
comme E, {S(()U)} = So, on peut l'utiliser avec Fy = FL, et Fy = FL, + (Sp — S(()U)).

Pour la méthode 2, on utilise la parité Call-Put. On rappelle que

Cey(v, S0, K, T, 1) = Sop — Ke ™ 4+ P, (v, S0, K, T,r).
Ainsi, on pose ici

Fy = ELy((v),Mr) et Fy=EL,((v),Mp)+So—Ke ™.
Résultats numériques. Les tests numériques pour ’approximation de la valeur du Call Européen

dans le modéle de Heston ont été réalisés avec les paramétres suivants :
So=50, r=005 T=1, p=0.05, =001, ¢<=0.1, k=2 (6.43)

D’autre part, en faisant la conjecture (validée numériquement) que les choix de pas et de poids
qui procurent un ordre de vitesse de convergence optimal sont les mémes pour () et pour (¢(™),
on suppose ici que v, = N, = n /3.

Dans le tableau 6.1, on présente les résultats obtenus de la maniére suivante. Dans la premiére
ligne, on rappelle la valeur référence du Call Européen pour vy = 6, i.e. quand la valeur initiale de
la volatilité est la moyenne de la probabilité invariante. Ensuite, on donne la valeur référence du
Call Européen qui correspond & notre modéle, i.e quand la volatilité est en régime stationnaire.
On constate que les prix sont trés proches pour cette échéance d'un an.

On présente alors les résultats numériques associés aux deux méthodes, avec ou sans réduction
de variance, pour différentes valeurs de N. On constate que la méthode 1 qui nécessite le cal-
cul du Call associé au modele de Black-Scholes, est environ 5 fois plus lente que la méthode 2.
Les temps de calcul obtenus avec le logiciel MATLAB et un processeur Xeon 2.4 GHz sont les
suivants. Pour N = 10%, le temps de calcul associé & la méthode 1 (resp. & la méthode 2) avec
réduction de variance est de l'ordre de 6 secondes (resp. 1,20 secondes). Les résultats numériques
semblent cependant attester que la méthode 1 reste la méthode la plus efficace.

Volatilité implicite. Comme nous le disions en préambule, I'intérét de la valorisation d’op-
tions "vanilles" est de calibrer le modéle. On en tire alors la volatilité implicite, c’est-a-dire, le
Oimp(K,T) du modéle de Black-Scholes permettant d’obtenir le prix de 'option de prix d’ex-
ercice K et de maturité T calculé dans le modeéle de Heston. Ce Oimp(K,T) est déterminé
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K 44 45 46 47 48 49 50

Hest. Call, v0 = 6 (ref) | 8.18 | 7.27 | 6.38 | 5.53 | 4.73 | 3.99 | 3.33
St. Hest. Call (ref) 8.19 | 7.27 | 6.38 | 5.53 | 4.73 | 3.99 | 3.32
Méth 1, N = 10* 8.16 | 7.22 | 6.38 | 5.504 | 4.76 | 4.01 | 3.37
Méth 1, N = 10° 819 | 7.30 | 6.31 | 5.54 | 4.75 | 3.96 | 3.29
Méth. 1 + RV, N =10* | 819 | 7.27 | 6.38 | 5.54 | 4.73 | 3.99 | 3.33
Méth. 1 +RV, N =10° | 819 | 7.27 | 6.38 | 5.53 | 4.73 | 3.99 | 3.32

Méth. 2, N = 5.10% 839 | 7.34 | 6.37 | 5.64 | 4.80 | 3.87 | 3.36

Méth. 2, N = 5.10° 827 | 7.29 | 6.40 | 5.56 | 4.74 | 3.92 | 3.34

Méth. 2 +RV, N =5.10* | 8.17 | 7.26 | 6.41 | 552 | 4.74 | 3.97 | 3.33

Méth. 2 +RV, N =5.10° | 8.18 | 7.27 | 6.39 | 5.53 | 4.74 | 3.99 | 3.32
K 51 52 53 54 55 56

Hest. Call, v0 =0 (ref) | 2.74 | 2.23 | 1.79 | 1.43 | 1.13 | 0.89

St. Hest. Call (ref) 2.73 | 2.22 | 1.78 | 1.42 | 1.12 | 0.88

Méth. 1, N = 10* 2.63 | 2.09 | 1.75 | 1.38 | 1.10 | 0.89
Méth. 1, N = 10° 2.71 | 219 | 1.76 | 1.39 | 1.09 | 0.88
Méth. 1 +RV, N =10* | 2.72 | 2.19 | 1.77 | 1.42 | 1.14 | 0.88
Méth. 1 +RV, N =10° | 2.73 | 222 | 1.78 | 1.42 | 1.12 | 0.87
Méth. 2, N = 5.10% 2.69 | 2.07 | 1.85 | 1.31 | 1.18 | 0.91
Méth. 2, N = 5.10° 2.75 | 2.18 | 1.80 | 1.40 | 1.14 | 0.89
Méth. 2 +RV, N =5.10* | 2.68 | 2.21 | 1.77 | 1.40 | 1.12 | 0.88
Méth. 2 +RV, N =5.10° | 2.71 | 2.22 | 1.78 | 1.40 | 1.13 | 0.89

TAB. 6.1 : Approximation du prix du call européen (modéle de Heston).
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FIG. 6.3 : p=0, T — 0imp(50,T) FIG. 6.4 : p= 0.5, T > 0imp(50, T)

numériquement par la méthode de Newton (quand celle-ci converge). Le graphe de la fonction
(K,T) — oimp(K,T) est appelé la surface de volatilité. Nous comparons donc ici la volatilité
implicite obtenue si la volatilité est stationnaire & celle obtenue si vy = 6. Les paramétres sont
les mémes que précédemment exceptée la corrélation p qu’on choisit égale soit & 0 soit a 0.5.

On retrouve des phénoménes attendus pour les deux modéles : si p = 0, on observe un smile de

—— v, —— v
- %™ - V0

0.0995 \\\W
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FiG. 6.5 : p=0, T — 0imp(50,T) F1G. 6.6 : p=0.5, T > 0inp(50,T)

volatilité centré sur la monnaie forward (Fig. 6.1), i.e. sur K = Spe”!, alors que si p = 0.5 (Fig.
6.2), on observe un skew croissant (biais croissant par rapport a la valeur de la volatilité implicite
a la monnaie). Comme on pouvait s’y attendre, on observe que la différence entre les volatilités
implicites correspondant & chacun des cas est faible (de l’ordre de 1/1000). On notera cependant
que dans le régime stationnaire, le smile est plus marqué et le skew moins linéaire. D’autre part,
on note également que la différence entre les deux modeéles décroit avec le temps (Fig. 6.3 et 6.4).
Ceci est ’effet d’une convergence rapide du processus de volatilité vers son régime stationnaire.
De maniére & exhiber les différences apparaissant pour les petites maturités, nous tragons enfin
la volatilité implicite pour des maturités comprises entre 1 et 12 mois (Fig. 6.5 et 6.6).

6.5.3 Pricing d’options asiatiques dans le modéle de Heston.

On note Cys(v, So, K, T), le call asiatique a la date T' de prix d’exercice K. De méme, on note
P,s(v,So, K,T), le put asiatique correspondant. Cys(v, Sy, K, T) et P,s(v, S, K,T) sont définis
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par
1 T
CaS(V;S()aK,T;r) ZGTTE/{(T/ Sst—K)+}
0
1 T
et Pas(’/’ SO’Ka Ta T) = e_TTEI/{(K N ?/ Ssd8)+}'
0

Pour calculer la valeur de Cys(v, So, K, T,r) et de Pus(v, Sy, K, T, ), on utilise la méthode de
type 2 développée précédemment. Avec les notations de la partie précédente, on a

T
(3 [ Sus—K) = ALl 0m),
otr, Afyu((aw), (Br)) 7TT / Soexp (( )t+P¢t (@) + V1= p? t)dt_K)+

La fonctionnelle associée au put est notée AL put- Avec les notations de la partie précédente, on
veut donc simuler la suite (#(" (A% ) ou (¥ (”)) est définie pour toute fonctionnelle F' par

7M(F) = anF (o1, a1y,

On doit en réalité simuler une approximation de (™ (AL ;) car on ne sait pas simuler linté-
grale du schéma a temps continu. On utilise alors une méthode des trapézes (adaptée au pas de
discrétisation). On note ici que le caractére linéaire de l'intégrale permet de permet une implé-
mentation "quasi-récursive" de I'algorithme.

Les tests numériques sont réalisés avec les mémes parameétres que précédemment :

So=50, r=005 T=1 p=005 6=001, ¢=01 k=2

Dans le tableau 6.2, sont répertoriés les résultats obtenus pour ces paramétres. Dans la premiére
ligne, on rappelle la valeur référence du Call asiatique pour vy = @, i.e. quand la valeur initiale
de la volatilité est la moyenne de la probabilité invariante. Ensuite, on donne la valeur du call
asiatique associée & notre modéle obtenue pour N = 107 itérations (considérée comme valeur
référence).

Dans les quatres derniéres lignes, on donne alors les résultats numériques obtenus pour N = 5x10%
et N = 5% 10° par, la méthode présentée ci-dessus puis, par cette méthode avec une réduction
de variance par la relation de parité Call-Put. En effet, dans le cadre des options asiatiques, on
la relation suivante de parité Call-Put suivante

Cus(v, So, K, T, 1) = Pys(v, S(),KTT)-{-S—;_,( T _1) - Ke .

6.5.4 Pricing d’options asiatiques dans des variantes du modéle de Heston

a. Un modéle multifacteur : Nous proposons de valoriser des options asiatiques dans une
variante du modeéle de Heston ol le paramétre 8 est maintenant supposé stochastique. Ce modéle
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K 44 45 46 47 48 49 50
Hest. Asiancall, v0 = 0 (ref) | 6.92 | 597 | 5.03 | 4.11 | 3.25 | 2.46 | 1.79
St. Hest. Asiancall (ref) 6.92 | 5.97 | 5.04 | 4.12 | 3.25 | 2.46 | 1.78

Méth. 2, N = 5.10* 6.89 | 6.07 | 5.07 | 413 | 3.18 | 2.49 | 1.77
Méth. 2, N = 5.10° 6.90 | 6.02 | 5.00 | 4.11 | 3.24 | 2.46 | 1.79
Méth. 2 +RV, N =5.10* | 6.92 | 5.96 | 5.04 | 4.13 | 3.26 | 2.46 | 1.78
Méth. 2 +RV, N =5.10° | 6.92 | 5.97 | 5.04 | 4.12 | 3.25 | 2.47 | 1.78
K 51 52 53 54 55 56

Hest. Call, v0 = (ref) | 1.25 | 0.84 | 0.54 | 0.34 | 0.21 | 0.12
St. Hest. Asiancall (ref) | 1.23 [ 0.82 | 0.53 | 0.33 | 0.21 | 0.12
Méth. 2, N = 5.10* 121 | 0.81 | 051 | 0.34 | 0.22 | 0.11
Méth. 2, N = 5.10° 1.23 | 0.82 | 0.53 | 0.33 | 0.21 | 0.13
Méth. 2 +RV, N =5.10* | 1.23 | 0.82 | 0.53 | 0.31 | 0.21 | 0.12
Méth. 2 +RV, N =5.10° | 1.23 | 0.82 | 0.53 | 0.33 | 0.21 | 0.13

TAB. 6.2 : Approximation du prix du call asiatique (modéle de Heston).

est introduit dans [DPS00]. Il est défini par

dS; = Sy(rdt + /v dW}')
dv; = kl(Ot — ’Ut)dt + §1\/’U_tth2 avec < Wl, W2 >i=pt et pcE [—1, 1],

ou (6;) est solution d’une EDS du méme type
dO; = ko (6 — 0;) + so\/vedW}

oii I'on suppose que (W) est un mouvement Brownien indépendant de (W', W?). On vérifie
que le couple (v, 6;) satisfait une hypothése de rappel si k1 < 2ko. En effet, notons b(z,y) =

(k1(y — ), k2(6 — y) et posons V(z,y) = 1 + 22 + y%. On remarque alors que
1 _ _
5 (VV:b)(@,y) = kizy — 2k X7 — koy” + kaf.

En posant x = Rsinp et y = Rcos (, on obtient

k1 sin(2¢)

S (VY8 (z,y) < R

— ki1 Vko)+C < —aV(z,y)+0

ol a > 0 si ky < 2ks.

On suppose dans la suite que le couple (v¢,6;) est stationnaire. La méthode est alors la méme
que celle employée dans le modeéle de Heston. On prend les paramétres suivants

So=50, r=005 T=1 p=005 6=001, ¢ =01 k =2k =2 ¢ =0.2

On ne change donc pas les paramétres déji existants de maniére & observer l'impact de cette
nouvelle composante sur les prix et sur la vitesse de calcul. Les résultats sont représentés dans
le tableau 6.3. On donne d’abord une valeur référence obtenue pour N = 108 itérations.
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K 44 45 46 47 48 49 50
St. Duffie Asiancall (ref) | 6.97 | 6.04 | 5.14 | 4.22 | 3.36 | 2.53 | 1.81

Méth. 2, N = 5.10* 7.00 | 6.09 | 5.13 | 4.29 | 3.28 | 2.60 | 1.86
Méth. 2, N = 5.10° 6.94 | 6.04 | 5.14 | 427 | 3.33 | 2.56 | 1.80
Méth. 2 +RV, N =5.10* | 6.98 | 6.05 | 5.15 | 4.26 | 3.39 | 2.55 | 1.87
Méth. 2 +RV, N =5.10° | 6.97 | 6.05 | 5.15 | 4.23 | 3.37 | 2.55 | 1.83
K 51 52 53 54 55 56
St. Duffie Asiancall (ref) | 1.22 | 0.83 | 0.57 | 0.42 | 0.28 | 0.22
Méth. 2, N = 5.10% 1.370 | 0.90 | 0.71 | 0.42 | 0.31 | 0.22
Méth. 2, N = 5.10° 1.25 | 0.86 | 0.58 | 0.39 | 0.29 | 0.22
Méth. 2 +RV, N =5.10* | 1.35 | 0.85 | 0.64 | 0.42 | 0.33 | 0.24
Méth. 2 +RV, N =5.10° | 1.25 | 0.85 | 0.58 | 0.40 | 0.29 | 0.22

TAB. 6.3 : Approximation du prix du call asiatique (modéle de Duffie).

b. Le modéle de Bates : Le modéle de Bates (voir [Bat96]) est une variante du modéle de
Heston dans lequel on ajoute des sauts au processus de prix. Dans sa forme originelle, on suppose
que (V) est un processus de Poisson composé d’intensité A et dont les sauts suivent une loi log-
normale : si on note X7 le premier saut de (Ny), alors In(1 + X1) ~ M (In(1 +m) — 362,62) (de
sorte que m = EX1). Le modéle de Bates est alors défini par

dS; = Sy(rdt + /o, dW; + dINy)
dvy = k1(0 — vy)dt + 1 /o dWE  avec < WL W2>=pt et pec[-1,1].

On remarque que le processus (NV;) introduit un drift supplémentaire (EN; = Amt). Nous sup-
posons ici que A = 1 et m = —0.03 de sorte que la moyenne des sauts est négative. On suppose
également que la valeur des autres parameétres est donnée par (6.43). Les résultats numeériques
sont donnés dans le tableau 6.4. Comme dans le modéle précédent, on donne une valeur référence
obtenue pour N = 108 itérations.

6.6 Annexe

Le but du lemme qui suit est de donner un contrdle du schéma d’Euler uniforme sur les
compacts. La premiére partie de ce lemme est principalement utile pour établir la tension de
la suite (1/(“)) tandis que la deuxiéme permet d’étendre la classe des fonctionnelles F' pour
lesquelles (v (F)) converge (voir point (c) du Théoréme 6.5). La preuve est classique mais pose
des difficultés techniques quand on a un manque d’intégrabilité pour le processus.

Lemme 6.19 (1) Supposons que b, o et Kk soient sous-linéaires et continues. Alors, pour tout
T > 0, pour tout M > 0, pour tout K compact de R¢,

M—+00 M—+00
EE— E—

sup P( sup |X[| > M) 0 et sup P( sup |X/""| > M)
€K  t€[0,T] z€K,n>0  t€[0,T]

0. (6.44)
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K 44 45 46 47 48 49 50
St. Bates Asiancall (ref) | 6.31 | 5.43 | 4.57 | 3.75 | 3.00 | 2.33 | 1.75
Méth. 2, N = 5.10* 6.34 | 545 | 459 | 3.73 | 298 | 2.33 | 1.79
Méth. 2, N = 5.10° 6.30 | 544 | 4.58 | 3.76 | 3.02 | 2.32 | 1.77
Méth. 2 + RV, N =5.10* | 6.32 | 5.43 | 4.56 | 3.77 | 3.02 | 2.32 | 1.81
Méth. 2 + RV, N =5.10° | 6.31 | 5.43 | 4.57 | 3.76 | 3.01 | 2.33 | 1.77

K 51 52 53 54 55 56
St. Bates Asiancall (ref) | 1.28 | 0.92 | 0.65 | 0.45 | 0.32 | 0.22
Méth. 2, N = 5.10% 1.25 | 0.96 | 0.61 | 0.47 | 0.30 | 0.22
Méth. 2, N = 5.10° 1.27 | 0.95 | 0.65 | 0.45 | 0.30 | 0.24
Méth. 2 + RV, N =5.10* | 1.27 | 0.95 | 0.64 | 0.44 | 0.30 | 0.21
Méth. 2 + RV, N =5.10° | 1.29 | 0.92 | 0.65 | 0.46 | 0.31 | 0.22

TAB. 6.4 : Approximation du prix du call asiatique (modéle de Bates).

(2) Soit p > 0 tel que (Hy) soit satisfaite. Si > < CV et Tr(oo*) + ||k]|* < CVPM, alors il
existe ng € N (si p > 1/2, on peut prendre ng = 0) tel que pour tout n > ng, pour tout T > 0,

E{ sup VP(X]"")} < OrVP(z)  p.s. (6.45)
te[0,T

Preuve : (1) Si (H2) est satisfaite, il est classique de montrer que

E{ sup V(X})} < CrV ().
te[0,T]

Ainsi, dans ce cas, la premiére identité de (6.44) suit par l'inégalité de Markov. Si maintenant
(H1) n’est pas satisfaite, on se raméne & ce cas en tronquant les grands sauts. Pour P > 0, on
pose A(P,T) = {w,|AN}'| < PVt € [0,T]}. Sur Pévenement A(P,T), (XF)iepo,r) coincide avec
(X¥p)tefo,r) ot (Xi'p) est solution de 'EDS (6.1) construite en tronquant les sauts strictement
plus grands que P. Ainsi, comme (X} p) satisfait ’hypothése (H1) pour tout P > 0, on en déduit
que

limsup sup P( sup |X7| > M) <P(A(P,T)) VP > 0.

M—+o0xeK  te[0,T)

Or, on peut vérifier que P(A(P,T)) P24 0. En effet, en notant (Tj)r>1 la suite des temps

de sauts de (N}), A, la fréquence de ses sauts et X; une variable aléatoire de loi p”(dy) =
Ly >mm(dy) /7 (ly| > k) (1a loi des sauts de (N})), on a

P({ sup |[AN/|> P} =) P(Ty < T < Tpy1)[P(IX1| > P)I*

te[0,T k>1
T P))k
Scze_w(kh ﬂ(IZ'I> D® < p(1 — e MTr(l>P)y Potoo, o (6.46)
k>1 ’

d’ot le résultat en faisant tendre P vers +oo.
Pour la deuxiéme identité, on remarque dans un premier temps que si (Hrl,) est satisfaite avec
p > 1, alors, c’est une conséquence de (6.45) (par I'inégalité de Markov). Dans le cas contraire,
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les hypothéses de (6.45) sont plus fortes que la sous-linéarité. Pour éviter ce probléme, on se
raméne au cas précédent en tronquant les grands sauts. La suite de la preuve est alors similaire
& celle de la premiére identité.

2. On établit ce résultat en deux étapes.
Etape 1. On montre qu’il existe ng € N (ng = 0si p > 1/2), tel que

sup E{VP(X]"")} < CVP(z) (6.47)
t<Tn>1

Par la formule d’It6, on a

t
VP(X{) = VP(z) + / AVP(XO, X %) ds + My + My + M{5 ot
0 2n ) ) ’

t t
My = [V ()W) My = [ (VYRR (Ep)avy)
0 o ’ 0 s

— ~ ~ t — A A
My = 3 BV (X X AZ) /0 ds / n(dy) B (X2, X2 ) e,
0<s<t

Af(@,2) = (VS(0), @) + ;D0 @D @)o(@)) + [ 7)), avec

H(z,z,y) = f(z + s(2)y) — f(z) — (VF(2), 6(2)y) 1}y <n-

M?";, 1 =1,2,3 désignent des martingales locales. Pour la suite, on doit séparer les cas p > 1 /2
et p <1/2.
p > 1/2 : On prouve dans un premier temps que

AVP(z,z) < C(VP(z) + VP(2)). (6.48)

Sous les hypothéses sur V, on a |V(VP)| < CVP™2 et [b"| < CV/V. Ainsi, par l'inégalité de
Young appliquée a r = (2p)/(2p — 1), et s =2p, on a :

[(V(VP)(2),b"(2))| < C(VP(z) + VP (z)). (6.49)
D’autre part, |[D?VP|| < CVP~L. Ainsi, on en déduit que
Tr(o* (2) D*VP(z)o(z)) < CVP~H(z)Tr(00™)(2)-
Si p > 1, on utilise & nouveau 1’inégalité de Young pour en déduire que
Tr(o™(z) D*VP(z)o(z)) < C(VP(2) + VP(2))-

Si p € (1/2,1), le résultat ci-dessus est encore valable car VP~L est une fonction bornée et
Tr(oo*) < CVP. Enfin, pour le dernier terme de AV?, on découpe en deux parties. En utilisant
la formule de Taylor et I'inégalité V?(z +y) < C(VP(z) + |y|??), on a d’abord

1
Y (2,2, 9)|1{1y<ny < /0 D2V ( + Or(z)y)r(z)y)®2|d6
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Ainsi,
Clls(z)|l-lyl? sip<1

H (z,z,y)|1 <
‘ (z,2,y)| {lyI<h} = {C(Vp 1( )+ |k(2)y |2(p 1)””( )”2 |y|2 sip> 1.

On a également
\HY (2,2,9) [ 1yi5ny = [V (@ + K(2)y) — VP(2)| < C(VP(2) + VP(2).|y|?)

En utilisant les hypothéses sur x et sur la mesure de Lévy, on obtient finalement un contréle de
type (6.48) pour ce terme puis cette méme inégalité (6.48). En notant (7;) une suite de temps
d’arrét réduisant les martingales M";, 7 = 1,2,3, on en déduit que sip > 1 /2,

tATE . .
E{(VP(X{7.)} < VP(2) + CE{/O VP(XPT) + V(X" )ds}

t
< VP(z) + CEf / VP(X™T) 4+ VP(X7%)ds)
0 2n

¢
<VP(z)+C | supE{VP(X]")}ds.
0 u<s

En notant y; = sup,<; VP(X"), on obtient alors par le lemme de Fatou : i < V?(x) —l—C’fJ Ysds.
Par une application du lemme de Gronwall, il vient pour tout n > 0,

sup VP (X"") < VP(z) + "

s<t
(6.47) est alors satisfait si p > 1/2.
p < 1/2 : dans ce cas, le controle du terme de drift (6.49) n’est plus valable. On adopte un
raisonnement du méme type que dans la preuve de la Proposition 3.10 en découpant X;»* — X;**
en trois parties. On pose

S

i t i
X = X7 + / b(X)ds, X735 =X + / o(X37)dW, + / R(XpT)dy)
-n zn ) ) in =N zn =N
et, XZ:’,’I = Xgéz + Z K(Xg:z)ANg
t,<t

En posant également Xt L= X" et Tg =0, on a alors p.s. (en utilisant qu’il n’y a p.s. pas de
sauts a des temps determlmstes)

VP(X[) = VP (2) = 57 + 57 + 577
o,

1(n,t)

SPt=VP(X[®) = VP(X[E,) + Y VP(XTS

ey Fn),) VP(X"w ).
k=n+1

(Fk Fn) ,Z 1
On controle chacun des termes. Par la formule de Taylor, on a d’abord pour tout ¢ > 0

t 1 \2 )
VPR [ D) - V) = - v e + LR Dt
“n ¢ 2n “n -n -n

=N
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ou & = an +0(t - )b(ngx) avec 6 € [0,1]. On rappelle que ||[D?*V?|| < CVP~!. Comme VvV
est 11psch1tz1enne on remarque d’autre part que

VV(&) 2 VV (X)L~ C(t — t,))-

Soit alors ng € N tel que 1 — Cyp, > 0. Comme (7y;,) est décroissante et que t —t,, < vy, on a
pour tout £ > 0 et n > nyg,

D2VP()(B(RP)®2 < Ot — £, VP~ (R1) b(X2)

Comme [b*|? < CV, on en déduit que

VP(XP" + / bH(X™ T)ds) — VP(X]") < C(t —t,)VP(XM®)  pour tout ¢ > 0. (6.50)
2% ¢ 2% in

Il suit alors que

st < C/ VP( an ds pour tout ¢ > 0. (6.51)
Ensuite, on pose M* = fo an dW, + ft (X3 »*)dY . En utilisant que D?V? est bornée, on
obtient alors par la formule de Taylor

Sp? < (vvp (XP7), M — MP ) + C| M — M} |? (6.52)

+ Z (VVP( X” 2
k=n+1

M B _M&k_l_r >+C|

Fn)_l) (T —T) (e -To)- ~ M(re_s-rn)

(6.53)

n,r

(=)~ ,) est Fi mesurable (resp.

Comme (M]') est une martingale et que X;; (resp. X

f(pk_l_pn)—mesurable), on en déduit

1(n,t)

E(S7?} < C(BUMP — MR PY+ Y E(ME o= M3, )
k=n+1

Par l'inégalité de Doob et les hypothéses sur les coefficients, il vient
t t
]E{S{‘Q} < C/ ]E{Tr(aa*)(Xg‘"”) + ||m(Xs”’$)||2}ds < C/ E{VP(XD")}ds. (6.54)
0 2n 2n 0 2n

- . on,3
On s’intéresse enfin 4 S;*”. On a

SpP = ) VPXES, 4+ w(XPT)AND) - VP(XT) (6.55)
0<s<t
ou X:,’tx = XZ§$+ZO<’U,SS K(X;L;lx)ANqil sis € [tn’t] et X;z,tz Xzz " —I'n) ,2+20<u§s K“(Xg;w)ANq’}
si s € (I'k,Tkt1]. Comme VP est 2p-Holderienne si p < 1/2, on obtient par la formule de com-
pensation que

t . t .
BlSiah < O [ BRI < © [ BVI(R)as (6.56)
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Finalement, d’aprés (6.51), (6.54) et (6.56), on obtient
E{VP(X™")} < VP(z) 4+ C /0 t VP(X")ds
puis le résultat par le lemme de Gronwall.
FEtape 2. En séparant encore une fois les cas p < 1/2 et p > 1/2, on prouve maintenant (6.45).
Cas p > 1/2. Comme vV est lipschitzienne, on a VP(z +y) < C(VP(z) + |y|*?). On en déduit

que

T
E{ sup VP(X™%)} < C(VP(a) + Ef] /0 b(X17)ds[?7})

t€[0,T]
t t
C(E{ sup | [ o(X")dW,|*} + E{ sup | K(X37)dZs|P}).
tefo,7] Jo t€[0,T] -

D’abord, par I'inégalité de Jensen,

t t

B / B(X™")ds[2P} < 12 1R / VPR ds). (6.57)
0 " 0 -

Ensuite, comme Tr(co*) < CVPM on obtient par I'inégalité de Burkhdlder-Davis-Gundy,

t T

B sup | [ o(Xrmaw 7y < OR(([ v Ezyasy).
t€[0,7) - 0 o

Sip > 1, on obtient un contréle similaire & (6.57) en utilisant 1'inégalité de Jensen. Si p <1, on
note que

E{( /0 T VP(X™)ds)P} < B /O "y X0o)ds)P < 1+ /OT VP(R0)ds).

Enfin, on controéle la partie sauts. Par 'inégalité de Burkhdlder-Davis-Gundy,

t
2 sup | | s(REMZP) <E(( Y] IKELNAZP)) (6.58)
t€[0,T) o 0<s<T o

Sip € (1/2,1], alors, grace a l'inégalité |u + v|P < |ulP + |v|?,
A p A A
(> wEmmazP) < (3 wEeaviE) + (3 s(xmnant?)’.
0<s<T 0<s<T 0<s<T

En utilisant maintenant 'inégalité |z|P < 1 + |z| pour les petits sauts et & nouveau l'inégalité
|u +v[P < |ulP + |v|P pour les grands sauts, on déduit de la formule de compensation :

t
E{ sup | (Xg:x)dZs\Zp}
t€[0,7T
! % 2 A 2
<o(1+E] /0 ds [ wldy) WXL iy + KRR L0 )

T
< CrEf /O VP(XD)ds) (6.59)
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car ||s||> < CVP. Supposons maintenant p > 1. Pour tout & € N* tel que 25~ < p, on peut
définir la martingale (Myy) par

t
M= 3 Ie()AZ P ~ [ ds [ nlan) gl

0<s<T

Par U'inégalité |u + v|* < Co(|u|® + |v|*) et I'inégalité de Burkélder-Davis-Gundy, on en déduit
que pour tout k > k(p) = inf{k > 1,2F > p}

E{( Y |k(XP")AZ")

0<s<T

v

1) < o (@Al + ([ [ Rz n()as) #)

T
<C(E(( Y InXrm)az,2 i)+ c /0 (X2 PPds)

0<s<T
En itérant cette relation et en utilisant que ||%||? < CV, on obtient
p

T
E{( > |/¢(X'g;w)AZS|2)p}§C<E{( > \K(ng)Azﬁ’“”“)ka}+CE{ / Vp(ng)ds}).
0<s<Y 0<s<Y 0

Comme p/2%(?) < 1, on peut maintenant utiliser 'inégalité |[u 4 v|* < |u|* + |v|® pour o < 1, ce
qui nous permet de déduire de (6.58) que
t T
E{ sup | [ w(X7%)dZ,[?*} < CE / VP(RX™%)ds}.
te[o,T] Jo o 0 o
Finalement, nous avons montré que si p > 1/2,
T
E{ sup VP(X"")} < C(VP(z) -I-/ E{VP(X}*)}ds) < CrVP(z)
te[0,T7] 0 o
d’apres I'étape 1.
Cas p < 1/2. Dans ce cas, on utilise & nouveau de l’étape 1. D’abord, d’apreés (6.51)
t
sup S < C / VPR ds, (6.60)
te[0,T] 0 o

Ensuite, comme VV? est bornée, on déduit de (6.52) que

sup 2 < C sup |MP|+C sup | M2
te[0,T] t€[0,T] t€[0,T]

Par I'inégalité de Jensen et 1’inégalité de Doob, on obtient alors

T
E{ sup M} <C / E(Tr (00" (X157 + |[s(X2%)|2ds} 3
te[0,17] 0 - o
T A~ A~
+C / E{Te (00" (X27) + | s(X2%) |2} ds
0
T . 1 T .
<c / E{V?(X)ds} + C / E{V?(X2%) }ds.
0 0

T
<c( +/ E{V?(Xp")}ds). (6.61)
0
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Enfin, d’apres (6.55) et le fait que V? soit 2p-Holderienne, on a

t
E{ sup Sp°} < CE( Y |w(X[“)ANP?) < C / E([s(X[)|®}ds  (6.62)
te[0,T] 0<t<T 0

ot dans la deuxiéme inégalité, on a utilisé la formule de compensation et le fait que [ (lyI<h} [y (dy) <
+00. Finalement, d’aprés (6.60), (6.61) et (6.62), on en déduit

t
E{ sup VP(X™)} < VP(z) + / E{VP(X7)}ds < CrVP(z)
te[0,T] 0 o

d’aprés l'étape 1. 0

Lemme 6.20 Supposons que b, o et k soient localement lipschitziennes et sous-linéaires. Alors,
pour tout € > 0, pour tout K compact de R, pour tout T > 0,

n—-+0o0o

sup P( sup |X/"" — XZ| > ¢) 2% 0.

z€K  t€[0,T]
Preuve : La preuve est construite en deux étapes. Dans un premier temps, on prouve que le
résultat est vrai si les coefficients sont lipschitziens bornés et les sauts également bornés puis on
étend ensuite au cas général par des arguments classiques.
FEtape 1. Supposons que b, o et & soient des fonctions lipschitziennes bornées et que les sauts du
processus Z soient bornés. On écrit alors le processus de sauts sous sa forme compensée de sorte
que Z soit une martingale.
Notons Ef, = X{ — X{®. On note (t7), la suite des temps de discrétisation de (X;"%), i.e.
ty = I'yyr — 'y et on commence par s’intéresser a E””z,n. Pour ¢t > 0 et n € N, on note k,(t) =
max{k > 0,t} <t} (avec comme convention t7 = 0) et s, = tk, (1) Par la formule d’'Ito, on a

fits 5 1 1
B al? = 1B 2 [ (B bOD) — 0 s+ M — M
k
n,2 7,2 1 [fhn T -1, T x (VT * [ Y-1,T
P2 Mg | I (e(XD) — oK) (KT) — o (R357)))ds
k

+ Y H(BL ,, (s(XT) - s(X37))AZs)  on

1y <s<tf,,

t t
1 o 2 o
M = [ (B2 - o(pmyaw, M = (B wXE) = (X772
et H(z,y) = |z+y|*>—|z|? —2(z,y). (Mt"’l) et (Mt"’z) sont des martingales puisque les intégrands
sont bornés. D’autre part, |H(z,y)| < |y[?/2. Ainsi, en utilisant I'inégalité |u|.|v| < 1/2(|u|? +
|v]?), on obtient

tZ+1 ~
E{|Ef,, | o} <E{|EE 1"} + /tn E{|ES, "} + E{|b(XT) — b(X")|* ds
k

. / (Cllo(x2) - (X2 + / ly 2 (dy) B | (X2_) — s(Xp")|2} ) ds

te
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ou pour le dernier terme, on a appliqué la formule de compensation. En remarquant que EY, =
+ (X7 — th) — (X" —XZ%’Z) et que X7 — X%’x = X7 - ,?% +E?z’$, on déduit du caractére
lipschitizien des coefficients que

T 2 T 2 tz-H T T |2 51, X -1, T |2
BB, a2 <E{BG 1+ Cr) +C [ (BYXT - R [2) + BIXDT - X572} ds

te

On peut vérifier que pour tous k£ > 1, n > 1 et s € [1, 17 ],
B{|X - X5 2} + E(IX — X" %) < Os — £). (6.63)

(Comme les coefficients sont bornés, la constante est valable pour tout z € R?). On obtient alors

pour tout k et n
E{|Ef: | o} SE{|Ef o }(1 + Cnsk) + O g

Comme Ef, = 0 p.s., on en déduit par une itération,

k-1 k-1
2 2
=1 i=l+1
en adoptant comme convention H@ = 1 Pour tout T' > 0, on remarque que pour tout k < k, (T,
1501+ Cynys) < €CT et que 'y, < T. Ainsi, comme (v,) est décroissante,

kpr—1

sup  E{|Ef ,[7} < CeT Y 4 < Cryn (6.64)
ke{0,....,k7} =1

ou, en particulier, Cr ne dépend pas de z. Grace a cette inégalité, on va maintenant pouvoir
obtenir le lemme sous les conditions de ’étape 1. Avec les notations déja utilisées plus haut, on
a
2 T % 2 n,12 n,2|2
sup \Ef,n| < (/ |b(XT) — b(X;:w)|ds) + sup |MM)2+ sup | M2
t€[0,T 0 " t€[0,T t€[0,T

Par les inégalités de Jensen et de Doob, on déduit du caractére lispchitzien des coefficients que

T
B sup [BZ, )< Or [ B(XE - X0oP)ds
t€[0,7) 0 "
T T
< CT/ E{|X? — X, |}ds + CT/ EE; ,|%ds.
0 0

On déduit alors de (6.63) et de (6.64) que pour tout z € R,

kn(T)

tr AT .
IEI{ sup |Etn| } < COp( Z / (s —tR)ds + vn) < Cry
te0,T

Le résultat suit.
FEtape 2. Placons-nous maintenant sous les hypothéses du lemme. Pour M >0, T > 0 et z € R¢,
on note

Q(M,T,z,n) = { sup |[X/"*| < M}n{sup |[XF|<M}n{sup |AN}| < M}.
t€[0,7] t€[0,T) t€[0,7]
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On a

P( sup |XP¥ — XF| > e) <P({ sup |X}"® — X?F| > e} NQM, T, z,n)) +P(QUM,T,z,n)°).
te[0,T7 t€[0,T]
D’une part, si b, o et s sont des fonctions localement lipschitziennes, alors elles sont lipschitziennes
bornées sur B(0, M). De plus, les sauts sont bornés sur Q(M, T, z,n). Ainsi, pour tout M > 0,

lim sup P({ sup |X;* — X¥| > e} N QM,T,z,n)) = 0.
N2+t geK tel0,T)

D’autre part, d’aprés (6.44) et (6.46), on a :

sup sup P((Q(M, T,:L‘,n))c) Moo,
€K n>1

ce qui permet d’obtenir le résultat en faisant tendre M vers +oo. 0

6.6.1 Caractérisation de la convergence étroite p.s. sur D(R,, R?)

Lemme 6.21 Supposons que pour toute fonctionnelle @ : DR, ,R%) — R bornée et lipschitzi-
enne pour la distance d,

V() (i, @) 221X, / p.S. (6.65)

Alors, (1™ (w,dy))n>1 converge étroitement p.s. vers P, pour la topologie de Skorokhod.

Remarque 6.22 Le caractére presque sir de la convergence (6.65) est ici dépendant de la
fonctionnelle ®. Sans cette dépendance, le résultat serait alors une simple conséquence de la
caractérisation de la convergence étroite sur un espace polonais par celle de ses fonctions lips-
chitziennes bornées. La preuve de ce résultat consiste donc essentiellement & s’affranchir de cette
dépendance.

Preuve : Soit O un ouvert de D(R+,Rd) et (®g)r>1 la suite de fonctionnelles définies sur
D(R, ,R%) par @ (a) =1—(1- kd(a, 0%)). Pour tout k > 1, @}, est lipschitzienne bornée pour
la distance d. Ainsi, d’apres (6.65), p.s., pour tout k > 1

/) (0 B m/

Comme de plus, la suite k — @, croit vers & = 1p, on en déduit que pour tout ouvert O de
D(R-i— 3 Rd )a

lim inf ™ (w,0) > P,(0) p.s. (6.66)

n—-+0o0o
D(R,,R?) est séparable. En conséquence, il posséde une base dénombrable d’ouverts (Of)g>1.
Quitte a remplacer (Oy)r>1 par 'ensemble de ses réunions finies (qui reste un ensemble dénom-
brable), on peut de plus supposer que (Og)r>1 est stable par réunion finie. D’abord, comme
(Ok)k>1 est un ensemble dénombrable d’ouverts, on déduit de (6.66) qu’il existe 21 C € tel que
P(Q1) =1 et tel que pour tout w € Oy, pour tout k > 1,

lim inf ™ (w, O}) > P, (Oy). (6.67)

n——+00
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Comme d’autre part, pour tout ouvert O de D(R,,R%), il existe une suite (k1)i>1 telle que

O= lim Oy,

l—+o00

on déduit du théoréme de convergence monotone et de (6.67) que pour tout w € £y,

lim inf (™ (w, 0) > P,(0) pour tout ouvert O de D(R,,RY).

n——+00

Le théoréme du porte-manteau nous permet alors de conclure que (v(®) (w,dy))n>1 converge
étroitement p.s. vers P,. 0



Chapitre 7

Convergence en loi du schéma d’Euler a pas décroissant
vers le régime stationnaire

Résumé

Nous montrons la convergence en loi du schéma d’Euler & pas décroissant dans sa version & temps continu

vers la loi du processus solution de I’EDS en régime stationnaire. Ce résultat nécessite une hypothése
de convergence du semi-groupe vers la probabilité invariante. C’est pourquoi nous explicitons également
des conditions d’asymptotique confluence pour ce type de processus, cadre dans lequel '’hypothése de
convergence du semi-groupe est satisfaite.

7.1 Présentation des Résultats principaux

Jusqu’a présent, on a privilégié une approche trajectorielle de ’approximation du régime
stationnaire d’'une EDS dirigée par un processus de Lévy. Dans ce chapitre et dans le suivant,
nous nous intéressons & un autre aspect : la convergence en loi du schéma d’Euler vers le régime
stationnaire. L’approche développée ici est inspirée d’un article de Basak, Hu et Wei ([BHW97])

dans le cadre des diffusions Browniennes. Ces auteurs considérent un schéma d’Euler (X,,) a pas
(0))

décroissant v, telle que I'y, = Zzzl v — +00. En notant (X't , le schéma & temps continu
obtenu en interpolant linéairement les valeurs de (X,), ils montrent que la suite de processus

(X'_(”) = Xé?z)+) converge en loi vers la diffusion Brownienne associée en régime stationnaire
(pour la topologie de la convergence uniforme). Le résultat qu’ils obtiennent nécessite deux
types d’hypothéses : une hypothése de Lyapounov forte (correspondant au cas a = 1 dans les
chapitres précédents) et une hypothése de convergence uniforme sur les compacts du semi-groupe
vers la probabilité invariante v. La premiére hypothése permet d’assurer la tension du schéma
d’Euler (X,,) puis celle de (Xgn)) tandis que la seconde permet d’assurer que le processus limite
est stationnaire.

Nous souhaitons étendre ce type de résultat aux EDS dirigées par des Lévy.

Considérons (X;), processus cadlag & valeurs dans R? solution de

dX, = b(X,-)dt + o(X,- )dW; + £(X, )dZ, (7.1)
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ou b, o, k, W et Z sont définis comme dans le chapitre 2 (voir page 22). Nous faisons ici ’hypothése
que les coefficients sont localement lipschitziens et sous-linéaires. Le semi-groupe associé au
processus (X;) est noté (P;);>o.

Soit (yx) une suite décroissante de réels strictement positifs telles que ', = >")_ 7k — +o0. En
adoptant la convention I'y = 0, on note

1(k,t) =inf{n > 0,Tpt1 — Tk >t} et s=Tyqy)-

Soit z € R%. On construit alors la suite de processus cadlag (X (n))nZO de la maniére suivante :

t t t
¢ . gy / B(XO)ds + / o(XO)dw, + / K(XO)dz, et XM =X,
0 0 B 0 B

L’augmentation habituelle de (J(XS(O),O < 5 < t))>0 est notée (ﬁt)tzo- La suite (X(n))nzo est
une suite de semi-martingales a trajectoires p.s. cadlag.

Notons X, := X'é") = Xlgi). La suite (X,) a la loi du schéma d’Euler exact (E) * ot (Up,) est
une suite de variables i.i.d. de loi normale centrée réduite.

On adopte enfin la notation (X (n))nZO pour la suite de processus constants par morceaux définis

(0
par X0 = X0,

Le résultat principal de ce chapitre est le Théoréme 7.1 dans lequel on montre la convergence en
loi pour la topologie de Skorokhod de (Xt(n)) vers X", solution stationnaire de 'EDS (7.1). Ce
résultat nécessitant 1’unicité de la probabilité invariante ainsi qu'une hypothése de convergence
uniforme sur les compacts du semi-groupe vers la probabilité invariante, nous explicitons ensuite,
dans le Corollaire 3.17, deux types d’hypothéses plus explicites sous lesquelles le Théoréme 7.1
est applicable.

Théoréme 7.1 Soit p > 1/2 tel que (Hll)) et (S1,p,2)! soient satisfaites. Supposons de plus que
b, o et k soient localement lipschitziennes et qu’il existe § > 0 tel que

Tr(oo™) 0 + ||x]|2(F0) < VP, (7.2)
Si de plus, ’EDS admet une unique probabilité invariante v et si

L(X]) 2ty uniformément en x sur les compacts, (7.3)

alors (X(n))nzo converge étroitement sur DR, ,R?), vers XV, solution de ’EDS de loi initiale
v. En particulier, (Xn)nzO converge étroitement vers v.

Remarque 7.2 Ce résultat est moins général que les théorémes 6.3 et 6.5 car il n’est valable
que dans le cas ou la force de rappel est d’intensité linéaire (correspondant au cas a = 1)
et nécessite également la condition supplémentaire (7.3) qui peut s’avérer contraignante (voir
exemples du corollaire qui suit). De maniére & limiter les difficultés techniques, nous ne faisons
ici pas d’hypothése sur les variations locales des petits sauts. Cependant, une démonstration plus
technique permettrait de prendre en compte la condition (Hg) dans I'hypothése de Lyapounov.
Ceci permettrait alors de relaxer la contrainte imposée au coefficient «. De méme, comme dans
le chapitre 6, nous ne nous intéressons ici qu’au schéma exact (E) mais il est possible d’adapter
la preuve aux schémas approchés.

*Schéma défini dans le Chapitre 3
tHypothese de Lyapunov introduite page 49.
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Corollaire 7.3 Soit p > 1/2. Supposons que (H}), (S1p2) et (7.2) soient satisfaites. Si de
plus, b, o et k sont lipschitziennes, alors la conclusion du théoréme précédent est valide si ['une
des deuz hypothéses suivantes est satisfaite :

(a) Le semi-groupe (Py)i>o associé a I’EDS est faiblement asymptotiquement confluent unifor-
mément sur les compacts, i.e., pour tout compact K de R®, pour toute fonction f lipschitzienne
bornée,

sup |Pif(z) — Puf ()| 225 0.
T,YyeK

(b) Le semi-groupe (P;)i>o satisfait I’hypothése suivante : il existe to > 0 tel que
Py (z,dy) = pi,(z,y)dy et dy—p.s., py(z,y) >0 VoeRL

Remarque 7.4 Nous donnons des conditions d’asymptotique confluence dans la partie 7.4. Pour
la condition (b), nous renvoyons & Fournier [Fou99|, Fournier&Giet [FoGi04|. La condition (b)
signifie que le processus est Ag-irréductible ol Ay désigne la mesure de Lebesgue. On pourra
également trouver des résultats dans cette direction dans Masuda [Mas04].

Preuve du corollaire 7.3. L’existence de probabilité invariante est assurée par le théoréme 3.4
du chapitre 3. Ensuite, il est classique d’en déduire 'unicité dans les cas (a) et (b). Notons alors
v cette unique probabilité invariante, K un compact de R? et Kr = B(0,R) (R > 0). Dans le
cas (a), on a :

sup (/) = Pif (@)] < sup / \Pof (y) — Puf () v(dy)

€K
< sup  |Pif(y) — Pif ()] + 2[|flloov(R? \ Kr),
$EK,yEKR

Ainsi, en applicant la condition (a) & Kz = K |J Kg, on obtient

limsup sup |v(f) — P;f (z)] < Cv(R? \ Kp),
t—+o00 zeK

d’ott 'on déduit (7.3) en faisant tendre R vers +o00. On obtient cette méme condition dans le cas
(b) par une application du critére de Foster-Lyapounov (cf [MeTw93], [Mas04]).

Organisation de la preuve du Théoréme 7.1. On établit la tension de la suite de processus
()_(t(n)) dans la section 7.2 (voir proposition 7.7). Dans la section 7.3, on montre alors que toute
valeur d’adhérence du processus est solution de 'EDS (7.1) (voir lemme 7.8) puis que la loi
initiale de cette valeur d’adhérence est nécessairement la probabilité invariante de 'EDS (7.1)
(voir lemme 7.9). L’ensemble de ces étapes suffit a prouver le théoréme.

7.2 'Tension de la suite de processus ()_( ("))nzo

Le but de cette premiére étape est de montrer que la suite de semi-martingales (X (n))nZO
est tendue pour la topologie de Skorokhod. Ce résultat est obtenu dans la proposition 7.7. Nous
commencons la preuve par deux lemmes préliminaires. Le premier montre que la suite (Xén))nzo
des lois initiales de (X (n))nzo est tendue sur R? et le second donne un critére de C-tension que

nous emprunterons & plusieurs reprises dans la suite.
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Lemme 7.5 Soit p > 0. Supposons que (HY), et (S1p2) soient satisfaites. Alors :

sup E{Vp(Xn)} < 400
neN

En particulier, (X,)nen est tendue.
Preuve : D’aprés la proposition 3.10, il existe ng € N, a > 0, ,8’ € R tels que, Vn > ny,
E{VP(Xp11)/Fn} < (1 = Ya11@)VP(Xn) + Yni1 -

Par récurrence, on en déduit facilement :

Qllhx

sup E{V?(Xn)} < E{V"(Xp,} V

n>no

Enfin, un raisonnement par induction permet de vérifier que sup,,<,,, E{V?(X,)} < +o0, ce qui
compléte la preuve. 0

Lemme 7.6 Soitp > 0 tel que (H}) et (S1,p,2) soient satisfaites. Soit (Yt(o)) un processus cadlag
satisfaisant ’hypothése suivante : il existe p < p tel que :

t
|Y;5(0) -v0| < C/ Vﬁ(Xéo))du Vs,t > 0 tels que s < t. (7.4)
S

Alors, (Y™ ))n>0 définie par Yt( n) - YF(O)H - YF(O) est C-tendue.
Preuve : D’aprés le théoréme 8.3 de [Bil68], il est suffisant de montrer que pour tous ,p et T
strictement positifs, il existe d > 0 et ng > 1 tels que :

1
EP( sup \Yt(n) — Y;,(")| >e)<p Vn>mng et 0<t<T. (7.5)
t<s<t+d

D’apres 'hypothése (7.4), on remarque que

P( sup [V, =¥ >e)=P( sup [, -0, >e)

t<s<t+6 t<s<t+0
1(n,t) 1(n,t+9)

<P(sup > Y CVI(Xy) >e) SP( Y e CVI(Xy) > o).
t<s<t+d k=1(n,s) k—2(n,t)

On pose ny = 1(n,t), ne =1(n,t + &) et § = p/p. D’apres U'inégalité de Markov, on a

n C 1
P( sup |V -y >e) < SE(( ZleP(Xk))e}
t<s<t+d €0 k—n1

Or, d’aprés l'inégalité de Holder appliquée a ap = 7}%—0 et by = fszﬁ(X'k) avec exposants
respectifs 1/(1 —6) et 1/6,

n2
Z e+ 1VP(Xg) < Z Y1) 0O e VP (X))’

k=n1 k=n1 k=n1
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On en déduit

C 76 > -
P( sup [V, —Y™|>¢) < T Z V+1) 0 ( Z 7k+1]E{Vp(Xk)})-
t§s§t+5 g k= n1 k:n1

Or, sup,,»; E{V? (Xn)} < +00 et pour n assez grand, Y p2 ny Ye+1 < 26. On obtient finalement

P( sup |Y;(") —YM|>e) < C.67.
t<s<t+6

Comme p/p > 1, le résultat suit en choisissant § assez petit. 0

Proposition 7.7 Soit p > 1/2. Supposons que (Hrl,), (S1,p,2) et (7.2) soient satisfaites. Alors,
X™) est une suite de processus tendue sur D(R, ,R%).

Preuve : (X(™) est une suite de semi-martingales. On considére alors 7, une fonction de tron-
cation lipschitzienne, telle que 7(z) = z si |z| < 1 et 7(z) = 0 si [z| > 2. Les caractéristiques
(ﬂ("), cm), ,u(”)) de la semimartingale X" associées & la fonction de troncation 7 sont définies
par :

g = ) (xX™), et pM = = pxm ot pour £ = (&)120 € DRy, RY),

B ™),
Bile) = / gsds—// — 1) (s(€s)y)m(dy)ds

C”({) /0 (00%)i,j(&)ds Vi, j €{1,...,d} etpour¢:Ry x R¢ — Ry,
i
(f dange= [ o anctisde) = [ [ gto.m&mi(inyas.

On montre alors que (X (™) est tendue en vérifiant les conditions du théoréme VI.4.18 de [JaSh87].

Comme (X'én)) est tendue d’aprés le lemme 7.5, il nous suffit simplement de vérifier les points
suivants.
i) Pour tous T'> 0, p > 0,

lim limsupP(u"([0,T] x {|y| > ¢} > p) =0.

€=+ nyto

ii) (BM™),>1 et (Te(C™) + fgadu(”))nzl sont C-tendues pour tout a > 0, C(™) désignant la
seconde caractéristique modifiée de X (™) définie par :

M=ot [ n (e, dsydo) Vi € (L. d),

[0,¢] x R4

et g, : RY — R, la fonction définie par g,(z) = (alz| — 1)+ A 1.
Vérifions ). D’abord,

T
P ([0,T] x {ly| > ¢}) > p) < IP’(/O r{|k(X{)y| > chds > p).
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m(|R(X )yl > ¢) < w(llwX )|yl L1 > ¢) + 7 (lX )] ylLy <1 > o)

(n) x M2
k(X K\A s
Sin oSl Iylﬁ(dy)Jri” ( 5 ) / ly|?m (dy)
¢ y|>1 ¢ ly|<1

< 8(VP(XM) avec d(c) =5 0.

Ainsi, comme X (n) _ XIQ 2 o onen déduit que :

(n,T)+1
> P
P(u"([0,T] x {ly| > ¢}) > p) <P( Y mV?(Xx) > @)
k=n
( ) u(n,T)+1
— sup E{V? :
<= 1; % SUp {VP(Xn)}
On en déduit ¢) en remarquant que sup,,>q E{V? (X)) < o0 et supn>1 Zk o I+ Y < T+ 7.
Pour 4i), on utilise le lemme 7.6. On remarque que ’on a bien ;6t ﬁrn 4 B(O) et que

1BU(X©®) ﬁsX(°)|</|b °>|+\/ — ) (RO (dy) | dus

Comme (I —7)(z) =0si |z| < 1, on peut écrire
[ e@E@wrn) < [ sEOlnd) + [ WEO P < ovEE)
B {lyi>1} a {lyl<1} a -

avec 6 < 1 car ||x|2(+9) < CVP. Comme d’autre part, |b| < Cv/V, la C-tension de (ﬁ(”))nzl est
alors une conséquence du lemme 7.6.
Intéressons-nous maintenant a (Tr(C™) + [ gadpu(™)p>1.

O + ([ audngi = [ Tror)(XOiu+ [ [ X0 wrta)i
# [ [ - 1) At
Comme Tr(oo*)t9 < CV?, il nous suffit de vérifier que
| [ 7 (st)w) + (als(@lyl - 1)1) A Ln(ay)] < OVI(a)

avec p < p. Comme |7(z)|? < |z|? si |z| < 1 et que T est bornée, on a

| / r(dy)| < [I5(2)] /y|§1|y| r(dy) + On(ly] > 1) < C(L+ V5 (2))
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De méme,

[ (alstalyl = 1)) A teta) < #({ol > )
1

1

<a(tll > g Ml < 1)+ (llyl > oo 0 iyl > 1)

< [l ()| / < ly[Pm(dy) + 7 (Jyl > 1).
Y=

On en déduit finalement la tension de (X (n))nZO en appliquant le lemme 7.6 avec p = p/(1 + 9).
O

7.3 Caractérisation de la limite

La preuve de ce théoréme est construite en deux étapes. Nous montrons d’abord que tout
processus limite de (X ("))nzo est solution de I’'E.D.S. puis dans un second temps, nous prouvons
que X, converge en loi vers la probabilité invariante.

Lemme 7.8 Supposons que les hypothéses de la proposition 7.7 soient satisfaites et que les coef-
ficients soient localement lipschitziens. Alors, tout processus X wvaleur d’adhérence de la suite
de processus cadlag (X™),>¢ est solution de I’E.D.S (7.1).

Preuve : Quitte & extraire, on peut supposer que X () £, X% Nous allons montrer que X
est une semimartingale de caractéristiques (8(X>),C(X ), ux~) avec 8, C et p définis dans
la preuve de la proposition 7.7 en utilisant un théoréme de convergence de semimartingales (cf
Jacod-Shiryaev, Théoréme 1X.3.39). Les hypotheéses i) et ii) de ce théoréme sont satisfaites car
b, o et k sont localement bornées. L’hypotheése iii) d’unicité locale est également satisfaite car
les coefficients sont localement lipschitziens.

Avec les notations de la proposition 7.7, considérons maintenant les applications de D(R, ,R%)
vers R

5 t
£ Bie), £ CulO) asaﬂ/w«mm@m (7.6)

ol g est une fonction lipschitzienne bornée nulle au voisinage de 0. On montre que ces applications
sont continues pour la topologie la convergence uniforme sur tout compact (donc également

pour la topologie de Skorokhod). Notons (£),>1 une suite de D(R;,R?) telle que " nodeo, ¢
uniformément sur tout compact. On remarque que r := SUP{s<t,n>1} |€7| < 400 et on note

M, :=supjg|<, ||(z)||. On note alors que si |y| < 1/M,, alors
(I =7)(k(&)y) =L —7)(K(&)y) =0  Vs<t Vn2>1,

car (I —7)(z) = 0 pour |z| < 1. Comme de plus b et k sont lipschitziennes sur B(0,7) et I — 7
lipschitzienne, on en déduit

st ly|>M,
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Ainsi, la premiére application de (7.6) est continue pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact donc également pour la topologie de Skorokhod. Les deux autres applications
ne posent pas d’autres difficultés.

Notons enfin

Sy = inf{t,X't(n) > a ou X't@ >a} et Sy = inf{t,xgn) > a ou X?@ > a}.

La derniére hypothése (vi) du Théoréme IX.3.39 consiste a vérifier que

Slip |/85/\S" (X ) /85/\5" (X )| _) 0 Vvt > O (7'7)
|Cipsn (X)) — émsg (X™) B0 vi>0 et (7.8)
tAST tASD B P
| / Yy)(dy)ds — / ok(X)r(dy)ds) Bo vis0  (79)
0

pour toute fonction g lipschitzienne bornée nulle au voisinage de 0. Comme S? < S7, on a

Sa
sup fns (X)) = Bunsy (X)) < [ (D) + [ 12 = (X))

s<t Sn |m>ﬁh
tASD _ _
+ /0 (1) = b(x ™)+ /|M_ (T =T (R(XE)y) = (T = 1) (X)) (dy) ) dus

ot M, est défini comme précédemment. On remarque que S — S < y,41. Ainsi, comme b et &
sont localement bornées,

L (e [0 i) s < Orn

D’autre part, (I — 7) est lipschitzienne sur R? et b et & sont lipschitziennes sur B(0,a). On en
déduit

t
E{ sup Bunsy (X™) = Bonsy (X))} < O (s + /0 E{|X{" — X{|}du)

s<t

Or, comme Sup{;,>0 >0} ]E{\/V(X&n))} < 400, on constate que

T'ntu
E(X™M - x|} < / E{b(X™)|}dv
T

ntu
I'ntu Fn‘f‘“

+E] o(X()dB, [} + B / (X(M)dZ,]} < O,

T'ntu

ce qui nous permet d’obtenir

_ 1
sup [Bsnsn (X™) — Bonsn (X)) £ 0

s<t

et (7.7). On suit la méme méthode pour (7.8) et (7.9). 0
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Lemme 7.9 Sous les hypothéses du théoréme, (Xn)nZO converge en loi vers la probabilité invari-
ante.

Preuve : D’aprés le lemme 7.5, (Xy)n>0 est une suite tendue. Notons (an )jeN une sous-suite
convergente et y sa limite. On va prouver que u est nécessairement l'unique probabilité invariante
associée 3 'E.D.S (7.1).

Etape 1. On montre que pour tout s > 0, il existe une valeur d’adhérence de (X §”))n20 notée
X% telle que L(X%) = p.

En effet, comme Xl(“(i)j £ @, on constate que ’on peut construire une sous-suite (1,,;(n)) telle
que :

Woi(m) _ % )
X7 = X, sy = X

= Fnj .

Quitte & extraire a nouveau, on peut supposer (X (5.5 (")))n>1 convergente vers X%, Ainsi, en
particulier, comme la limite est quasi-continue & gauche,

Xsws,j (n)) £) Xgo,s'

Or, comme

X s(ws’f () _ X Sps’j ™) By (cf preuve du lemme précédent),

on en déduit que L(X %) = p.

Etape 2. On prouve que y = v.

On fixe € > 0, f € Cy(R%) et on note 7 la loi initiale de X . (n;)s>0 est tendue car elle est
contenue dans ’ensemble des valeurs d’adhérence de (Xn)nZI- Il existe donc un compact K C R?
tel que 15(K€) < /(4] flloo) pour tout s > 0. D’autre part, par hypothése, on peut choisir 7' > 0
tel que pour tout ¢ > T :

|Pif(z) —v(f)] <e/2 Vee K Vt>T,

ou (P)s>0 désigne le semi-groupe associé a I'EDS. Ainsi,

() = v()] = [B{AXET)} = v(f)] = | /(Ptf(w) = v(f)) 1y, (d)]

15
< 2| fllootr, (K) + £ < e

Ce raisonnement est valable pour tout € > 0. On en déduit u(f) = v(f) pour toute fonction
continue bornée puis le résultat. 0

7.4 Asymptotique confluence.

7.4.1 Condition adaptée a ’EDS (7.1)

L’objectif de cette section est de donner des conditions suffisantes pour que ’hypothése (a) du
corollaire 7.3 soit satisfaite.
On commence par définir la notion d’asymptotique confluence.
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Définition 7.10 Un flot stochastique {(X¥), (t,z) € Ry x R4} est asymptotiquement confluent
si pour tous x,y € R%, pour tout € > 0,

P{|X? — XY| > e} 5% 0. (7.10)

Il est dit asymptotiquement confluent uniformément sur les compacts si la convergence (7.10) est
uniforme sur les compacts de R,

Nous utilisons ici cette derniére définition car on remarque que si le flot stochastique associé a
IEDS (7.1) est asymptotiquement confluent uniformément sur les compacts, alors ’hypothése
(a) du corollaire 7.3 est satisfaite.
Soit V : R — R, une fonction de classe C? strictement positive sur R*\{0} telle que V(x) — 400
si x| = +oo et
V(0)=0, |VV]><CV, sup | D%V ()| < +oo. (7.11)
TER

On note £~Q(Rd) I'ensemble des fonctions V satisfaisant les hypothéses ci-dessus. On note que
EQ(R?) est en bijection avec la sous-classe de £ Q(R?) formée des fonctions V telle que V(0) = 1
et pour tout z € R4\{0}, V(z) > V(0).

Remarque 7.11 V définie par V(z) = (z, Sz) oil S est une matrice symétrique définie positive,
appartient a £Q(R?).

Supposons que (H%,) et (Hg) soient satisfaites avec p > 0 et g € (0,1]. En accord avec les cas
deéfinis dans le chapitre 2 (voir p. 22), nous posons h = +oco sip > 1/2, h =0si p,q < 1/2 et
he (0,+00)sip < 1/2 < g.Pour z,y € R, on pose b"(z,y) = b"(z)—b"(y), 6(z,y) = o(z)—0c(y)
et &(x,y) = k() — k(y). Pour f de classe C? & support compact, on introduit alors la notation

Af(z,y) = (Vf(z—y),b"(z,y) + %ﬁ(é(w, y)*D*f(z — y)é(w,y)) + /ﬁf’h(w, y, 2)m(dz).
ou f__[fh(m’y,z) = f(:l: —y+ Fa(a:,y)z) - f(.’l? - y) - <Vf(.7,‘ - y)’ &(x’y)'z)l{\z\gh}'

On remarque que si 'hypotheése (Hll)) est satisfaite avec p > 0, AVP(z,y) est bien défini pour
tout z,y € R4 si p > 1 et pour tout z # y si p < 1. Dans la proposition qui suit, nous notons

VV VvV

S(V,p,S)ZD2V+(p—1) ce+V

Proposition 7.12 Soit p > 0 tel que (H%,) soit satisfaite.
(i) p > 1 : Sl existe Ve 5~Q(Rd) et a > 0 tels que flf/(a},y) < —aV(ax — ), alors,

E{V (X? — X})} < Ce 'V (z —y) Vr,y € Re.
(i) p € (0,1) : Supposons qu’il existe V € EQ(RY) et g9 > 0 tels que pour tout & € (0,&),
- - 1 ~ Y ~ -
(VV (@ = )0 (@,0)) + 5 (TG (0,0) SV, p, )@~ 9)5(,9))) < —aV(@ -y),  (T12)

et /I?(Hf/)p’h(x,y,z)w(dz) < BpVP(z,y) avec 3 < a. (7.13)
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Alors, R ~
E{VP(X? — X¥)} < Ce PB=0tyP (5 — 4 Vr,y € R%.

En conséquence, sous les conditions ci-dessus, le flot stochastique {(X¥), (t,z) € Ry x R?} as-
socié au processus solution de I’EDS (7.1) est asymptotiquement confluent uniformément sur les
compacts.

Exemple 3 Supposons que
b(z) = —p(z)z + T(z) avec (Y(z),z)=0 VYzeRY

oil > p(r) est une continue bornée et strictement positive. On note p := min,cga p(z) (p > 0).
Supposons également que o et s soient lipschitziennes de constantes [o]; et [k]1. Alors, les
conditions de la proposition 7.12 sont satisfaites avec V (z) = |z|? si

(i) B Z;|? < 400 et

—pt %([U]f + ]} / ly|*m(dy)) < 0.

(i1) (H:Il,) et (chl) sont satisfaites avec ¢ < p <1 et

L
P+ /Iyl2”7r dy))

l\.')

7.4.2 Preuve de la proposition 7.12.

On considére seulement le cas p € (0,1) qui pose le plus de difficultés. Dans ce cas, la fonction
VP n'est pas de classe C? en 0. Soit alors € > 0 et V, := e + V. De cette maniére, VZ? est de classe
C? sur R?%. Soit p > 0. Appliquons la formule d’Tt6 & F.(t, XF — X}) = e”th(X“; —X/).On a

~ ~ t ~ — o~
P VI(XY - XY) = VP (z —y) + /0 e’? (pV;”(Xé” - X}) + AVP (XY, Xf))ds + M+ M+ M
t ~
on, M= / e (VVP(XT — XY),6(X%, XY )dW,),
0
t ~
Mt = e eV - XU, RO XL )avD)

MEP = 3 eV - / s / A7 h(XT, XY, 2)m(d2)ds.

0<s<t

M*' et M*? désignent des martingales locales car (XZ_) est localement borné pour tout z en
tant que processus caglad. D’aprés la proposition 2.2, M3 'est également car d’aprés I’hypothése
(7.13), il est facile de voir que

/ /\H‘/E= (X%, XY, 2)|m(dz)ds < +o0 Vi > 0.

Ainsi, comme M?¢ := M%' + M®? 4 M?%3 est une martingale locale, on en déduit que pour tout
€ > 0, il existe une suite de temps d’arrét localisant (7), ce qui implique que pour tout & > 0,

N _ tATE ~ o
E{e N TVP (Xfg = X)) = V2 (@ — ) +E] / e (pVP(XF = X}) + AV2(XE, XY) ) ds
0



180 Convergence en loi du schéma d’Euler

puis par le lemme de Fatou que

tATE
e E(VP(XF — X!)} < V2(x —y) + lim inf B / " (pVP(XE - XY) + AVP(XE, XY) ) ds}.
0 0
(7.14)

D’apres la construction de V¥, on remarque que D2V? = pVP “ls (f/, p,€). Ainsi,

AT2(w,9) =972 = ) (V7 (& — ), B @) + 5Te(6(@,0)" SV, ) (& — 1) (2,3)
+/HW“%@%@ﬂwy
D’apres les hypotheéses, on en déduit que pour € < &y,
AVP(z,y) < —ap(V(z —y) + )P~ V(2 —y) + BpV7(z — y). (7.15)
Comme V <V +¢, il vient
AVP(z,y) < —(a = B)p(V(z —y) + )P ' V(z —y). (7.16)

On pose @ = o — . On déduit de (7.14) que

tATE
ME{VP (X — X})} < V2(w — ) + lim inf B /0 P e p (XF, XY )ds ).

k—+o00

ol Y p(@,y) = pVE(x — y) — apV¥ (z — y)V(x — y). Comme 1., < 0, on obtient dans un
premier temps

E{(VP(X? ~ X}\p)} < VP(z — ). (7.17)
Ainsi, on en déduit que
& [hpep (X7, XY ) Lpo,1y) < Ce” V(XY — XY) € LN([0,T] x P). (7.18)
En faisant tendre k vers 400, on déduit du théoréme de convergence dominée que

t
PETIXE ~ XD} < V20a =)+ B{ [ e (X7 XD},

On fait alors tendre & vers 0. Comme |1, . (X7, X})| < CVE(XF — X}) pour tout € < &g, on
peut & nouveau utiliser le théoréme de convergence dominée pour finalement obtenir :

t
PEVIT - XD} < V7o =) + (o= apE( [ e VPXF - X)ds),

On obtient alors le résultat en prenant en posant p = ap.



Chapitre 8

Un théoréme limite pour le maximum de variables
aléatoires i.i.d.

Résumé

On s’intéresse & M, = max(1,...,&) ot (&)r>1 est une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. telle
que & appartient au domaine d’attraction d’une loi maz-stable, ce qui signifie qu’on peut construire des
suites (a,) et (by,) telles que (X, = M’;—:b") converge en loi vers une distribution non dégénérée. L’idée

principale de ce travail est de montrer que (X,,) peut étre vu comme I’approximation d’un schéma d’Euler
a pas décroissant associé & une EDS avec sauts Markovienne et ergodique. Par des méthodes du méme
type que celles développées dans le chapitre 7, nous établissons alors un résultat de convergence en loi de

la suite de processus constants par morceaux (X\™) sous-jacente 4 la suite (X)gsn.

8.1 Introduction

8.1.1 Rappels et Notations

Soit (&5,) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de fonction de répartition F' (F(z) :=

P(&; < z)). On note zp = sup{z, F(z) < 1} et 6, = inf{z, F(z) > 1 —1/n}. On s’intéresse ici &
M, = max(&1,...,&)-
L’ensemble des fonctions de répartition F pour lesquelles il existe des suites de réels (ay,) et (by)
tels que ((My, — by)/an)n>0 converge en loi vers une variable aléatoire de fonction de répartition
G non dégénérée est entierement caractérisé par le théoréme suivant dit & Gnedenko (voir [Gne43|
et e.g. [LLR83] ou |Res87| pour une introduction a la théorie des valeurs extrémes).

Théoréme 8.1 Soit (&) une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de fonction de répartition
F. Alors, il existe (ay) et (by) tels que ((M, —by)/ay) converge en loi vers une variable aléatoire
de fonction de répartition G non dégénérée si et seulement si l'une des conditions suivantes est
satisfaite :

e Type 1 : Il existe une fonction g strictement positive telle que

1—-F(t+zg(t) t>ap g
- FQ) = A(z) =e Vz € R
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Dans ce cas, G(z) = exp(—e™7) pour tout x € R. De plus, (ap,by) := (9(6n),0n) convient.
e Type (2,a) : xp = +0o0 et pour tout z > 0

1—-F(tx) 1>+ _ N
1_};5@)) T By (x) =z “1z>0 ot a > 0.

Dans ce cas, G(z) = exp(—z~ %)L z>0y- De plus, (an,by) := (0n,0) convient.
o Type (3,0) : zp < 400 et pour tout z < 0,

1 - F(zp +xt) t op,

= Far—1) Vo) = (—2)*1ip<0) ol a > 0.

Dans ce cas, G(z) = exp(—(—2))1{z<0} + Yu>0y- De plus, (an,byn) := (vF — Op, xF) convient.

Nous donnons des exemples standards associés & chaque classe dans le paragraphe suivant. Les
lois G sont appelées des lois max-stables. On dit alors que F' appartient au domaine d’attraction
d’une telle loi si I'une des conditions ci-dessus est satisfaite.

Notons X,, := (My, = bn)/an ot (as) et (by) sont construits comme dans le théoréme 8.1. On
remarque que (X,) admet la représentation récursive suivante : X7 = &; et pour n > 1,

Xn+1: an be +bn_bn+1+ Apn (§n+1_X _b_n)+'

n n
An+1 ap41 Qp41 \ Gp (2}

On pose v, = 1 — F(6,) et I'; = > p_, Y. Notons pp, := W et B, = %. Avec ces
notations, on a :

- = = §nt1 o bn

Xnp1=Xp + '7n—|—1(pn—|—1Xn + /Bn—H) + (1 + pn—|—1'}'n—|—1) —Xpn——) . (81)

anp Qn/ +
On définit alors la suite de processus (X ("))nzo par
Xgn) = _z(n,t) ou (n,t) =inf{k >n,Trs1 — Ty >t} (8.2)

En particulier, Xén) = X,,. Dans la suite, on notera F,, = o(Xq,..., Xy,).

Remarque 8.2 Si F est continue, alors 7y, = 1/n. Sous les hypothéses du théoréme 8.1, on peut
remarquer que dans le cas général, y, ~ 1/n. En particulier, I';, — +o0.

Comme nous le disions en préambule, nous souhaitons identifier (X, ) & un schéma d’Euler & pas
décroissant d’'une EDS avec sauts. Avec la représentation (8.1), on voit apparaitre deux sortes
de termes : un premier terme qui s’apparente & un terme de drift et un second terme de saut.
Ce propos est précisé dans la section suivante.

8.1.2 Hypothéses et Résultat principal

Le résultat principal de ce travail est le théoréme 8.4. Ce résultat nécessite les deux hypothéses
suivantes :



8.1 : Introduction 183

(C):pn 5% peR, B % BeR

(Ha) : Pour g, (ay), (b,) associés a une fonction de répartition F de type 1, il existe § < zp tel
que si u < 0 et a,u + b, > 4, alors

0 a
/ — __dv< —Cu.
u g(anv + bn)

Remarque 8.3 Sur des exemples standards, on peut remarquer que la condition (C) est bien
satisfaite. :
n——+0o0o

e Loi exponentielle (Type 1) a, = 1, b, =logn, p, =0, B, —— —1.
n——+oo

e Loi normale (Type 1) a,, = ﬁgn, b, = v/2logn — ﬁ(log logn + log4n), , p —— 0,
n——+00

ﬂn > —1. 1 1

e Loi de Pareto (Type (2,a)) : F(z) = 1 — Kz~ pour z > Ko : ap = (Kn)a, b, = 0
n—-+o0o 1 o

Pn —— — s Pn = 0.

1
e F(z) =1— K(zr — 2)® (Type (3,)) pour zp — - <z < zp : a, = (Kn) =, b, = zF,

X =
pn%éa/@n:O-

Q|

L’hypothése (Ha ) est également satisfaite pour les deux lois de type 1 rappelées ci-dessus. Pour
une loi exponentielle, g(z) = 1, donc (Hp) est clairement vérifiée car a, = g(a, + ub,) = 1.
Pour une loi normale, on peut montrer que g(z) * < 2~ (voir [LLR83]). Ainsi, (H) est alors
également vérifiée car pour § assez grand, on a

anp _ g(bn) < Can'U + by

<C

g(anv + bn) g(anv + bn) o by,

pour tout v < 0. Plus généralement, on peut noter que (Hp) est satisfaite dés que g est bornée
minorée par un réel strictement positif ou dés qu’il existe § < z tel que g est décroissante sur

[(5, iL‘F)

Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 8.4 Soit & de fonction de répartition F' de type 1, (2,a) avec o > 2 ou (3, ) avec
a > 0. Supposons que les hypothéses (C) et (Hp) soient satisfaites. Alors, la suite de processus
(X(n))nzo converge en loi pour la topologie de Skorokhod vers un processus de Markov stationnaire
de loi initiale G et de générateur A défini pour toute fonction f € C}((]Rd) par

+o0
Af@) = (o + O @+ [ (fo+9) - 1@) o+ iy
0
ol
A si F' est de Type 1
T=4¢®, siF estdeType (2,a) (8.3)
U, siF est de Type (3,q).
La preuve de ce théoréme est décomposée en deux parties. Dans la section 8.2, nous prouvons

que la suite de processus (X ("))nzl est tendue sur D(R, , R?) puis nous identifions la limite par
un probleme de martingale.
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8.2 Tension

Le résultat principal de cette section est la proposition 8.10. Auparavant, nous établissons
une série de lemmes préliminaires.
Pour des raisons techniques, il sera pratique dans la suite de se ramener & des variables aléatoires
dont la partie gauche de la distribution ne pose pas de probléme. Pour une fonction de répartition
F, on définit donc la classe d’équivalence suivante

C(F) = {fonction de répartitions F,30 < zp, F(x) = F(z),Yz > §}.

On dira également qu’une variable aléatoire £ appartient & C(F') si sa fonction de répartition
appartient & C(F'). On a alors le lemme suivant

Lemme 8.5 Soient {1 (resp. 51) de fonction de répartition F (resp. F) tels que F € C(F).
Notons (X™) et (X™), les suites de processus associées construites construites a partir de
Uéquation (8.2). Alors, pour toute fonctionnelle H continue bornée sur D(R,,R?),

E{H(X™) - H(X™)} 221% 0,

Remarque 8.6 On en déduit en particulier qu’il suffit d’établir la tension pour un élément de
C(F'). Pour &; de fonction de répartition F, on montrera le résultat pour & = &V avec § < zp.

Preuve : Soit § < zp tel que F(z) = F(z) pour tout z > 8. Le résultat du lemme dépend
uniquement de la loi des suites (£,)n>1 et (En)nzl. Considérons donc (Uy,)n>1 une suite de
variables i.i.d. de loi uniforme sur [0,1] puis posons &, = F~1(U,) et &, = F~1(U,). Construit
de cette maniére, on a &, = &, sur {U, > F(6)}. On en déduit alors que X™ et X coincident
sur I’événement A, = J;_{Ux > F(0)}. (An)n>1 est une suite croissante et P(Ay) = 1 car
P(U; > F(d)) > 0. Le résultat s’obtient alors par le théoréme de convergence dominée. 0

L’objectif du lemme qui suit est d’établir un controle de la partie apparentée aux sauts dans la
représentation (8.1).

Lemme 8.7 Soit ({)x>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de fonction de répartition F de
type 1, (2,a) avec a > 2 ou (3,) avec a > 0. Supposons que I’hypothése (Hp) soit satisfaite.
Notons

maxf+1(§i V (5) —b;

a;

{g =&V d et Xk,g = (8.4)

Alors, pour tout € > 0 (et € < a — 2 si F est de type 2), il existe §; < xp tel que pour tout
0 <0 < zp, il existe ng € N tel que pour tout k > ngy, on a

(i)
) (1+ efcxk,é) (C>0) siF estdetypel
)_|_/-7:k} < Cyps1q (1 + | Xy g/ (@F0)FL) si F est de type (2, )

624—1 v k
E{ (= — Xy — a X
(1 + | Xk 0> 1) si F est de type (3,a).

ag ’
(12)
¢ ) (1+ efcxk,é) (C>0) siF estdetypel
E{ (% — X5 — a—k)i/}"k} < COypgr g (14 |Xk,5\7(a+5)+2) si F' est de type (2, @)
k g (14 | Xp,5|*FeH2) si F' est de type (3, ).
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Preuve : (i) On a :

_ b too _
B2 X - )7} = [ (1= Plasut X +bo)du (8.5)
0
Supposons dans un premier temps que F' est de type 1. D’aprés la représentation de Von Mises
([Res87], p.43), il existe zg < zF tel que pour tout = € [zp,zF),

1—F(:1c):c(:v)exp(—/m !

N /T
——ds ou c(z) 2L ¢ > 0.
o 5™

Supposons que ay(u + X;) + by < r. Quitte & remplacer & par & V zp, on peut supposer que
ar(u + Xg) + by > 29 pour tout v > 0. On a alors :

1— Flag(u+ Xi) +bx) _ 1= Flap(u+ Xg) + bg)

Tk 1 — F(by)
c(a’k (u + Xk) + bk) /bk'i'llk(u-l-)_(k) 1
- exp{ — ——ds
C(bk) P ( be g(s) )
_ c(ag(u + Xk) + b) B /U+ch o
= <on) exp ( ; 9(brs + ar) ds).

Comme c¢(x) Ll PSS 0, il existe 6 < zp tel que pour tout § <z <z, ¢/2 < ¢(z) < 2¢. Ainsi,
il existe ng € N tel que pour tout n > ny,

c(ag(u + Xk) + by)
) =

Quitte & réduire & nouveau le support, on déduit de '’hypothése (Ha) que si u + Xj < 0,

1 — F(ag(u + Xp) + by)
Yk

S —C(U + Xk)

D’aprés le lemme 2.2 p.78 de [Res87], pour tout € > 0, il existe n. > 0 tel que

ak 1
<
g(bgs +ax) — 1+es

Vn >ne, Vs>O0.
Ainsi, ~
1 — F(ag(u + Xj) + bi)

Yk
Finalement, en prenant par exemple € = 1/2, on obtient

_1

< Ce(1+e(u+ Xg) e

+o0o 1

oo S _ — X, V0
/ (1 — F(ag(u+ Xk)—i-bk))du < C'}Ik(/ du + eCXk/ efcudu)
0 0

“Xvo (1+ %(U + X))?
< Oy (1 + e %),

Supposons maintenant que &; est de type (2, ). D’aprés la représentation de Karamata ([Res87],
p. 58), pour tout z > 1, on a

a(t)

1—F(z) =c(z)exp (— /j Tdt)'
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avec c(z) T2 0> 0 et a(z) IO 4 > 0. Ainsi, quitte & remplacer & par & V 1, on en

déduit que pour tout u > 0,

1— Flap(u+ Xi) +05) 11— Flap(u+Xi)) _ clar(u+ X)) exp(— /ak(w}zk) @ds).

Yk 1 — F(ak) a c(ay) ox 8
(8.6)

Soit € > 0. Quitte a réduire & nouveau le support de {1, on peut supposer que pour k assez grand,
c/2 <c(xz) <2cet a—e < afx) < a+ e sur Uintervalle [a A ag Xy, +00). On obtient alors

1 — F(ag(u + Xp) + by)
Vi

< C((U + X’C)_a+51{u+Xk}>1} + (u+ Xk)_a_sl{uw'(k}gl})- (8.7)

D’apres 1’égalité (8.5), on en déduit que pour tout € < e — 1, on peut construire une suite i.i.d
(€k)r>1 tel que & € C(F) et qu'il existe ko € N tel que pour tout k > ko,

+o0 _ 1
/0 (1 Flag(u+ Xe) + b)) du < Ce 1+ F) (8.8)

Supposons enfin que F est de type (3, ). D’aprés le Corollaire 1.14 p.62 de [Res87], F admet
alors la représentation suivante :

|~ F(z) :c(ac)exp(—/m

v afs)

ds) V> zp — 1.
=1 g — S

avec ¢(z) —Fy ¢ > 0 et afz) s o > 0. Soit € < a/2. 1l existe 6, < zp tel que pour tout
x>0 ¢/2 <c(z) <2cet a—e < afz) < a+ e Quitte & considérer &; V d,, on peut supposer
qu’il existe ng € N tel que pour tout k > ny,

1 — F(ap(u+ Xi) +b) _ 1= Flag(u+ Xi) + z7)

Vi 1 — F(zp — ai)
X zp-tag(utXg)
< Clag(u+ Xy)) exp(—/ a(s) ds)
c(ag) — TF — 8

—ag (u+Xy) _
< C’exp/ Md’u.

Qg v

On en déduit

1 — F(ag(u+ X) +by)

o < C((—(U + X)Ly ggso1y + (—(u+ Xk))a+€1{u+)_(k}§—1})'

On remarque que si v+ X, > 0, alors 1 — F(ay(u + Xy) +bg) = 0, ce qui permet de conclure que

+o0o B i
/ (1 — F(ag(u + Xg) + b)) du < C(1 + | Xp|ToFe).
0

(#3) On remarque que

+o0
]E(EZ—ZI ~ X - Z—’;)i/fk} - 2/0 w(l — F(ag(u+ X) + by)du. (8.9)
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La suite de la preuve se base alors sur les controles établis dans la premiére partie. Nous ne la
détaillons pas. 0

Lemme 8.8 Supposons &1 a support contenu dans [K,zp) avec K € R. Alors,
(2)
Vr >0 si F est de type 1 ou (3, @)

sup E{| X,.|"} < +o0
nZIl) (X[} Vr € [0,a) siF est de type (2, ).
(13) Supposons que &1 est de type 1. Alors, pour tout C > 0, il existe d¢ < xp tel que pour tout
d0c <0< zF, )

sup E{exp(—CX, )} < +oc.

n>1

(134) Supposons que &1 est de type 2 a support dans [1,+00). Alors,

1
sup E{-—=—1} < 400 Vr > 0.
7121 { (Xn )7- } ?
Preuve : (i) La premic¢re partie est une conséquence de la Proposition 2.1 p.77 de [Res87].
(i) Comme (X, 5)n>1 converge en loi pour tout § et que z — e~¢% est bornée sur [—L,+00)
pour tout L > 0, on en déduit qu’il suffit de montrer qu'’il existe d¢ tel que pour tout § > d¢,
lim limsup]E{exp(—C)_(n)l{)—(n<fL}} =0. (8.10)

L—+00 ns4co

Montrons donc 1’égalité ci-dessus. Soit § < zp.

_ _ +oo _
E{exp(—CXpn6)l(x, s<—1}} < CP(Xp < —L) + Cexp(Cu)P(X, 5 < —u)du.
’ L
On remarque que P(X,, < —u) = 0dés que u < a,*(§—by,) et que P(X,, < —u) = F*(—a,u+by,)
pour u > a,, (6 — by). Or, d’aprés le lemme 2.2 p.78 de [Res87], pour tout € > 0, il existe . tel
que pour tout u > a1 (d: — by),

F™(—anu + by) < exp ( —(1-e)21+ g|u|)%).
Ainsi, en choisissant € = 1/2 par exemple, on en déduit alors que u + exp(Cu)P(X, 5 < —u)
est uniformément dominée sur R_ par une application Lebesgue-intégrable ce qui permet d’en

déduire que
+o0 _
lim limsup Cexp(Cu)P(X, 5 < —u)du =0.

L—+00 n—stoo JIL

Comme d’autre part,

lim limsupP(X,5 < —L) = lim P(Xe < —L) =0,
L—+00 psto0o ’ L—+o00
on en déduit (8.10). )
(#44) Si & est & support dans [1,+00) alors, X, > 0 p.s. pour tout n > 1.
1 an

X, max({1,...,&) = ~anmaxly,- o)
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ou E~1 = —é. Or, si & est de type (2,a), il est facile de voir d’aprés la définition que —é est de

type (3,a) avec zr = 0. Posons F(z) := P(§; < x) et @, := — inf{z, F(z) > 1 — 1} Ona
1 1 1
Gy = inf{z, F(—=)>1— -} = ——,
Gy = inf{o, F(—7) > 1= 1} =~

Finalement, on en déduit le résultat d’aprés la premiére partie (Controle des moments pour F
de type (3,0)). =

Lemme 8.9 Soit (Z(”))nzl une suite de processus cadlag telle que

1(n,t)

7z = > wdr(Xe1)

k=n+1

ot ¢y, est une suite de fonctions de R dans R. Alors, si supy>, E{|¢ (X 1)|P} < +o0 avecp > 1,
la suite (Z(™)p>1 est C-tendue.

Preuve : D’aprés le théoréme 8.3 de [Bil68], il est suffisant de montrer que pour tous €,p et T
strictement positifs, il existe § > 0 et ng > 1 tels que :

1
“P(sup |ZM—ZMW|>e)<n  Vn>ng et 0<t<T. (8.11)
t<s<t+6
1(n,s) 1(n,t+0)
1z -z <c Y Xl <C Y k(X))
k=u(n,t)+1 k=u(n,t)+1

1 1 _

Posons ay, = 7y, * et pp = ¥7 |¢k(Xk—1)|- En utilisant I'inégalité de Holder avec p = p%l et

q = p, on obtient

(n,t+4) 1(n,t+6) p?%l 2(n,t+6) P
Yo o wmleZe )l <[ Y wm > WX )P
k=(n,t)+1 k=1(n,t)+1 k=1(n,t)+1

En appliquant ensuite 'inégalité de Markov , on obtient

p—14q
1 1(n,t+0) »
B sup 2"~z 2z < 5| D m sup E{| ¢ (Xn1) 7).
t<s<t+d k=1(n,t)+1 n>1
Or, sup,>1 E{[¢n (Xn_1)|P} < 400 par hypothése et pour n assez grand, 22(2;2:?)4-1 e < 20, ce
qui permet d’obtenir le résultat en prenant § suffisamment petit. 0

Proposition 8.10 Sous les hypothéses du théoréme 8.4, la suite de processus (X(”))nzl est
tendue sur D(R, ,RY).
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Preuve : D’apres le lemme 8.5, il suffit de montrer le résultat pour une suite (€k)k>1 ou & a
pour fonction de répartition F' appartenant C(F'). On choisit £; de maniére & ce que les controles

des lemmes 8.7 et 8.8 soient valides. En adoptant la convention ) = 0, on décompose Xt(n)
0

sous
la forme suivante
xM=xM+p™+y™  on

Z(Tb,t) z(n,t)

DI = 3 (et + B+ L+ pomdhe(Bacn)) et, VW = 3 (14 pen)ATa
k=n+1 k=n+1

_ _ b _
avec hk(x) = ’)’_kE{(_ — T — _)-I-} et AYk = (fk——i—1 - Xk—l - i)_l_ - 'Ykhk(Xk—l)-

D’aprés les hypotheses, (Y;(n))nzl est une martingale de carré intégrable. On a

1(n,t)
<Y™ > = N7 (14 o) B{AYR /F 1}

k=n-+1
1(n,t) ¢ b
—_ 2 —_
= Y A+ B{ (B - X - )] Fe | - 2h(Re).
k=n-+1 ak Ok

Pour prouver que la suite de processus cadlag (X .("))nzl est tendue pour la topologie de Sko-
rokhod, il suffit de montrer que (D(™),>1 et (< Y™ >),51 sont C-tendues. Notons

bea(@) = (prz + B+ L+ pev)hi(@) et

b _
(@) = (1+ pin)? (S BU(EE =0 = 2507 = mb(Ric)

On a Dgn) = ZZ(Z’Q Yk bk, 1(Xk—1). Comme (Pk7E)k>1 est une suite bornée, on a d’aprés le

n+1
lemme 8.7
e”CT (C>0) siF estdetypel
pr1(z) < C(A+ |z]) + CQ |z (ate)+l si F' est de type (2, )
|g|otett si F' est de type (3, )
et,
C(1+e %) (C>0) siF estdetypel
Pr2(x) < < (14 |z|~(@Fe)+2) si F est de type (2,a)

(1 + |z|oTe+2) si F est de type (3,a)

On déduit alors du lemme 8.8 que supy>q E{[¢x.i (X1_1)?} < +oo pour i = 1,2, ce qui permet
d’affirmer d’aprés le lemme 8.9 que (D™),>1 et (< Y™ >),5; sont C-tendues. 0



190 Valeurs extrémes

8.3 Identification de la limite

Lemme 8.11 Soit F' de type 1, (2, @) ou (3, ). Soit T la fonction limite définie dans le théoréme
8.4. Alors

R si F' est de type 1
- 'r(x)) 22%%% 0 pour tout compact K de R%  si F est de type (2, )
R si F est de type (3, @).

sup

(1 — F(apz + by)
T€EK

1— F(6y)

Remarque 8.12 La convergence simple est une conséquence directe de la définition.

Preuve : Supposons dans un premier temps que F' est de type 1. Dans ce cas 6, = b,,. D’aprés
la représentation de Von Mises (voir preuve du lemme 8.7), on a pour k assez grand

1— Flagz+by)  clagz + by) p(_/z ag
o 9(

TG ) je)- (812

bks + ag

ou c¢(x) Z24% ¢ > 0. D’aprés les lemmes 1.2 p.40 et 1.3 p.41 de [Res87|, z — agz + by (resp.
T m) convergent localement uniformément vers zp (resp. 1). Il est alors facile d’en
déduire le résultat.

Si maintenant F est de type (2, a), considérons un compact K de (0, +00). D’aprés la représen-
tation de Karamata (voir preuve du lemme 8.7), on a pour k assez grand

1 — F(agz + by) _ 1 — F(agx) _ c(agx) exp(— /w afags)
1 — F(6%) 1—-F(ag)  clak) s

ds).

— — — —
avec c¢(z) T2 ¢ > 0 et a(x) T2 o > 0. Comme ap 222 400, ant —22% +o0

uniformément sur K ce qui nous permet d’obtenir le résultat.
Enfin, si F est de type (3, «), considérons un compact K de (—o00,0]. Pour k assez grand, on a
pour tout z € K,

1— F(agz+b;) 1—F(agz +zr)

1—F(9k) N 1—F(xp—ak)
Tp+apT
_ clagz + zF) exp(—/ a(s) ds)
c(zp — ag) op—ay TF —S
T
_ clagr + Tp) exp (— / alagv + xp)dv).
c(zp — ay) -1 v
avec ¢(z) 5 ¢ > 0 et afz) L o > 0. Comme a, =25 0, v > ayv + T converge
uniformément vers g sur K. On en déduit le résultat. 0

Lemme 8.13 Soit f de classe C' a support compact. Supposons que les hypothéses du théoréme
principal soient satisfaites. notons A ['opérateur défini dans le théoréme 8.4. On a

E{f(Xn+1) — f(Xn)/Frn-1} = 1 AF (Xn) + yns1Rn

ot R, — 0 en probabilité.
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Preuve : On effectue la décomposition suivante

f(Xm—l) - f(Xn) = f(Xn,l) - f(Xn) + f(XrH—l) - f(Xn,l) (8-13)
ou Xn,l = Xy + Yn(pnXn + Bn)- Par la formule de Taylor, on a

2
f(Xn,l) - f(Xn) = 7nf,(Xn)(Pan + ,Bn) + ’7n2—|—1f(2) (Cn—l—l)(ann + ﬁn)2

oll ¢,11 appartient & [Xy, Xy 1]. Notons A1 f(z) = f'(z)(pz + ). On a alors

f(Xn,l) - f(Xn) = '7nA1f(Xn) + '7n—|—1Rn,1

ou
— — ")/ 1 —
R, = fI(Xn) ((pn —p)Xn+ Bn — ,3) + 712—+f(2)(cn+1)(Pan + ,Bn)2
Comme f est a support compact, que (pn)n>1 €t (Bn)n>1 sont bornées et que 7, notoo, 0, on
peut trouver K > 0 et ng > 1 tels que pour tout |z| > K, pour tout 8 € [0, 1] et n > ny,

FO(@ + Oy (pnz + B) = f'(z) = 0.

Ainsi,
n—-+o0o

|R, (|pn_p‘+‘/8n_,8|+'7n) - Rnl—_>0 D.S.

Considérons maintenant la deuxiéme partie de la décomposition.

f(Xnq1) — f(X 1) = Ant11 — Any12 + Ania 3 ot

_ b, _ _ _

Apy1a = f(Xn + (2—; —Xpn — a)ﬁ —f(Xn), Aptip= (f(Xn,l) - f(Xn)> {fntl_gta 0
_ . bn

et Aptr3= (f(Xn+1) — f(Xn+ (i n = J)Jr)) Lensi g basgy

Posons Ao f(z) = 0+°° (f(ac +y)— f(.’E))T(.’E + y)dy. Pour terminer la preuve, on va montrer les

3 points suivants.

- P
a. E{Ani11/Fn} = m+142f(Xn) + ns1Rn2 avec R,9 — 0,

1
b Rag = —F{Ans13/Fn} 5o,
n+
¢. Rps=—T{Ani13/Fnt D0.
Yn+1
a.
+0o0 _ _ b _
E{An+1,1 /fn} = / f’(Xn + U)P{gg—_H - Xn - a—n > u}du = ’)’n+1A2f(Xn) + 'Yn+1Rn,2
0 n n
too o 1— F(an(Xn +u) + by) =
ou, Rno= "Xp+u nen " 7(X, + u))du.
o= [ F ) (T (Xn+u))
Notons

Hy(z,u) = f'(z + u)(1 - F(lan_(;:(;:)) o) T(z + u))
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Supposons que supp(f) C [-M, M]. Ainsi, H,(z,u) est nul dés que |z + u| > M.
Si F est de type 1, , on déduit du le lemme 8.11 que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
pour tout n > ng, p.s.,

|Hn(Xn,u)| < €lgx,4u<ry = |Rng| < 2Me,
En conséquence, Ry, 2 22H%0% 0 p.s. Si F est de type (3, @), on remarque que Hy(z,u) = 0 dés
que z+u > 0 ce qui permet d’obtenir le méme résultat par le lemme 8.11. Enfin, si F est de type
(2,), on utilise le théoréme de représentation de Skorokhod. Comme (X,)n>1 converge en loi

et que sa limite charge uniquement (0, +00), on peut construire (Xn)nZI avec L(X,) = L(X,)

et tel que X notoo, Xoo > 0 p.s. On peut donc supposer que p.s., il existe € > 0 tel que

X, > € > 0 pour tout n > 1. Ainsi, X, + u > ¢ pour tout u et H(X,,u) =0 pour u > M. On

en déduit d’apreés le lemme 8.11 que f0+°° H(X,,u)du Uima Ny p.s. ce qui permet d’en déduire

que Ry 2 22%%0, 0 en probabilité.

b. D’apres le début de la preuve, on sait qu’il existe un compact K, qu'il existe ng € N tel que
pour tout n > ng, |f(Xn,1) — f(Xn)| < Clixg,ek)- D'autre part, comme F est continue &
droite,
b _
IP’{&L—H -z - a—" >0/F,} =1—F(apnXy, + by).
n n

Or, apz +by, 12490 4 uniformément sur tout compact de R (resp. de R? ) si F est de type 1 ou

(3, ) (resp. si F est de type (2,a)) (voir preuve du lemme 8.11). Or, si F est de type 1, (2, @),
(3,), F n’admet pas de discontinuité en zp. Ainsi, (1 — F(a, X, + bn))l{XneK} noteo, ) pour

tout compact K de R (resp. de R ) si F' est de type 1 ou (3, ) (resp. si F' est de type (2, ).

On en déduit que Ry, 3 Uima Ny p-s. si F est de type 1 ou (3,a)). Si F est de type (2,a), on

peut a nouveau utiliser le théoréme de représentation de Skorokhod pour finalement obtenir que

R, 3 2210 ) en probabilité.

Considérons enfin R, 4. Comme f est lipschitzienne bornée

F(Kngr) = f(K+ (2 - x, = D

an an

< C')’n‘(,@n + pn)_(n) + pn

)+)‘1{%—Xn—§g>0}

£n+1 X- bn 1
— - ¢ B .
Gn " an)+‘ {2t — X, - 22 >0}

On en déduit que

o - nt1 & b
|Rn,4| S C(l =+ |Xn|)(1 - F(a'an + bn)) + CE{(2—+ - Xn - a_n)-l—/]:n}
n n
D’une part, les lemmes 8.7 et 8.8 nous assurent que, quitte & restreindre le support de &, le
second terme converge dans L vers 0. D’autre part, pour le premier, on construit & nouveau une
suite (Xn)n>1 telle que £(X,) = L(X,,) et tel que X, D2¥0 X p.s. Ceci nous assure que p.s.,
(Xn)n>1 est contenu dans un compact K, et que de plus si F est de type 1, on peut supposer que

K est contenu dans R’ . Le raisonnement utilisé pour le reste précédent nous permet de déduire
n—+0oo

que (1+ |Xn|)(1 — F(anX'n + bn)) ——— 0 p.s. ce qui implique que
P— lim (1+|Xs])(1 = F(anXn+bs)) = 0.
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O

Proposition 8.14 Supposons que les hypothéses du théoréme 8.4 soient satisfaites. Alors, toute
valeur d’adhérence de (X(n))nzo est un processus de Markov stationnaire solution du probléme
de martingale (A,v) ot v a pour fonction de répartition G (loi limite de (X,)).

Preuve : En sommant 'identité du lemme 8.13, on remarque que pour toute fonction f C' &
support compact, pour tout n > 2,

F(Xn) = F(X1) + D wAF(Xp—1) + Y WRe1 + My,
k=2 k=2

otl, (Mp)n>1 est une martingale et (R,),>1 est une suite (F,)-adaptée telle que P —lim R,, = 0.
On en déduit que pour tout n > 2,

1(n,t)
FEM) = &) = M7+ S W(AF (Kkr) + Rio),
k=n-+1

ot (M(™) est une suite de martingales (F(™)-adaptées (ou F = O'{X ,0 < u < s}) définies
par Mt(n) = M, 1) — My. On remarque que

1(n,t) 1(n,t)
S A (B 1) = / AP s+ (Y g —HAFX),
k=n-+1 k=n-+1

n——+oo

Comme vy, UimA kN 0, Eknﬁi_l —t —— 0 pour tout ¢, ce qui permet d’obtenir que

t ~
£ - i) - /0 AF(X)ds = M + B, (8.14)

ou R™ 1240 g op probabilité pour tout ¢t. Quitte & extraire, supposons que xX™ conver e en
t g

loi et notons X sa limite. On déduit de (8.14) que (f(1§°°)) - (X fo Af(X )ds)t>0
est une martingale.

D’autre part, comme pour tout ¢, (&gn))nzl est une sous-suite de (Xp)n>1, on en déduit que X;°
a pour fonction de répartition G ce qui permet d’affirmer dans un premier temps que X est un
processus de Markov solution du probléme de martingale (A,v). Par son caractére markovien,
on en déduit dans un deuxiéme temps qu'’il est stationnaire puisque £(X7°) = L(X§°). n
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