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Introduction

La présente thése est consacrée a I'interprétation probabiliste de certaines équations d’évolution
non linéaires. A ’exception du modeéle du chapitre III, ces équations sont de type parabolique et
peuvent s’écrire sous la forme

ou  10%a(u) 9PB(u)
E - 5 12 - or ) (tvx) € [07+OO) xR (1)

avec a, # : R — R (chapitres I, IV, V et VI) ou sous la forme d’une généralisation d-dimensionnelle
de (1) (chapitre II).

L’idée d’associer des processus de diffusion non linéaires & certaines équations d’évolution remonte
a McKean [25]. Cet auteur est a l’origine de I’équation de McKean-Vlasov qui s’écrit en dimension
d=1:

0P,

10 ’
ot 20z

(Alz, B]F) — %(B[x,Pt]Pt) (2)
ot V¢ > 0, P, est une mesure de probabilité sur R et pour o,b : R? — R lipschitziennes et bornées
Vo € R et Vv probabilité sur R, Alz,v] = %%[z,v] avec B[z, v] = /Ra(x,y)u(dy)

Bl = [ ety

D’un point de vue probabiliste, I’équation (2) peut s’interpréter comme une équation de Fokker-
Planck (ou Kolmogorov forward) non linéaire, car elle se met sous la forme

0P,
— = L*(P,)P,

)P
ou pour v probabilité sur R, L*(v) est 'adjoint formel de l'opérateur différentiel du second ordre
L(v) défini par

Vp € GUR), L)g(w) = 5 Ale, 114" (@) + Ble, 1] (@)

On cherche donc a construire sur C([0,77], R) une probabilité P qui fait du processus canonique
Xi,t € [0,T] un processus de diffusion de générateur L(P;) dépendant du temps ¢ au travers de
la marginale P, = Po X, 1 de P. L’outil naturel pour effectuer cette construction est le probléme
de martingales non linéaire suivant : une probabilité P sur C([0,T],R) est solution du probléme
(PM) issu de Py si V¢ € CZ(R)

Mtd’ = ¢(Xy) — p(Xo) — /tL(PS)gb(Xs)ds est une P-martingale.
0
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Vérifions que si P est solution de (PM), alors t — P, est solution faible de I’équation de Fokker-
Planck et donc de (2). En écrivant la constance de 'espérance de la martingale Mtd) , on obtient

t
SPud>—<Pod>— [ <PLP)>ds=0
0
ol < v, > désigne l'intégrale de 1) par rapport & la probabilité v. Donc
t
<Pup>=<Prp>+ [ <D(P)PL > ds
0

Ainsi t — P; est solution faible de (2) pour la condition initiale Py.

On peut montrer par une technique de point fixe (voir Sznitman [40] p.172) 'existence et ['unicité
trajectorielle et en loi pour ’équation différentielle stochastique qui est associée au probléme
(PM):

Xy = Xo + [ B[X;, PJdW, + [} B[X,, Py)ds
P estlaloide X

ou W est un mouvement brownien. Ce résultat implique 'existence d’une unique solution P pour
le probléme (PM).

Si on se donne (W?);en+ une suite de mouvements browniens indépendants et de maniére indé-
pendante (X{);en- une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi Py, on peut définir un couplage entre les processus de loi P:

t t
X;:X3+/ E[Xg,Ps]dW§+/ B[X1, P,)ds
0 0

et les systémes de particules en interaction faible:

. . t . . t .
X=X+ [ S wawi+ [ B s, 1< <n 3)
0 0

ou p" = L3 | §xin désigne la mesure empirique.
L’estimation trajectorielle . _
sup v/nE(sup | X; — X;"|) < +o0
n

t<T
qui s’obtient assez facilement (voir [40]) assure que pour tout systéme fixé i; < 1o < ... < i,
la loi de (X%™,..., X%") converge étroitement vers P®¥ lorsque n — +oo. D’un point de

vue heuristique, dans le passage a la limite, la particule d’indice ¢; subit I'influence moyenne
d’un nombre de particules identiquement distribuées tendant vers 4+oo, ce qui explique que
sa loi converge vers la solution du probléme de martingales non linéaire (PM1). En outre
Iinfluence sur cette particule des particules d’indices 49, ...,%; devient négligeable du fait du
facteur de normalisation 1/n dans la définition de la mesure empirique. L’indépendance & I'ins-
tant initial des variables Xél,Xg2, ..., X" se transmet aux instants ultérieurs et les processus
Xtm Xin o X% convergent en loi vers des processus indépendants. Ce phénoméne appelé
propagation du chaos est équivalent & la convergence en probabilité des mesures empiriques ™
(considérées comme des variables aléatoires a valeurs dans les probabilités sur C([0,7],R)) vers
P. Tout l'intérét de la démarche réside dans cette convergence : on peut approcher la solution de
I’équation de McKean-Vlasov & ’aide de la mesure empirique du systéme de n particules.

Il y a une différence fondamentale entre I’équation (1) et ’équation de McKean-Vlasov (2):
dans la premiére, la non-linéarité est locale au contraire de la seconde ou les coefficients A[z, V]



et B[z, v] s’expriment comme des intégrales par rapport a la mesure v. Le caractére local rend
I'interprétation probabiliste beaucoup plus délicate : seule une fonction peut étre solution faible de
I’équation (1). Nous allons présenter deux approches qui permettent de surmonter cette difficulté
et d’associer des processus de diffusion non linéaires a (1).

Dans la premiére approche, on cherche a construire une probabilité P sur C([0,7],R) telle que
vVt € (0,T], P, = p(t,z)dz et que la fonction (¢,z) — p(t,x) est solution faible de (1). Cette
approche peut se généraliser pour interpréter des équations paraboliques non linéaires analogues
a (1) en dimension d > 1.

La seconde approche a été introduite par Bossy et Talay [7] dans le cas particulier de 1’équation
de Burgers visqueuse (a(u) = u et 8(u) = u?/2). Elle consiste & construire une probabilité P
sur l'espace des trajectoires C([0,T],R) telle que I’équation (1) est satisfaite au sens faible par la
fonction (t,z) — V(t,z) = P(X;y < z). Comme elle fait intervenir de fagon fondamentale le lien
entre une mesure de probabilité et sa fonction de répartition, elle n’est possible qu’en dimension
d=1.

Nous allons revenir dans le détail sur chacune de ces deux approches. Puis nous verrons qu’en
associant des problémes de martingales & des mesures signées il est possible d’étendre la classe
des conditions initiales pour lesquelles elles permettent d’interpréter la solution de (1).

La premiére approche:

Elle est possible lorsque a(u) = a(u)u avec a(u) = 0%(u) et B(u) = b(u)u. L'équation (1) s’écrit
alors

ou 1 82 0 *
o = 3 oo (@) = o= (b(u)u) = Li(u)u (4)

ou pour y € R, Li(y) est I'adjoint de l'opérateur différentiel du second ordre L;(y) défini par

1
V¢ € CY(R), Li(y)¢(z) = 5a(y)¢”(z) +b(y)#'(z).
On associe & cette équation de Fokker-Planck non linéaire le probléme de martingales suivant :
on dit qu'une probabilité P sur C([0,T],R) telle que V¢ > 0, P, = p(t,z)dx est solution du
probleme (PM1) issu de Py si V¢ € CZ(R),

MY = ¢(X;) — p(Xo) — / t Li(p(s, X,))p(X,)ds est une P-martingale.
0

Si P est solution de (PM1), la fonction p est solution faible de (4) pour la condition initiale P.
Le caractére local de la dépendance en P des coefficients du probléme de martingales (PM1)
pose probléme pour définir des systémes de particules en interaction analogues a (3). La solution
introduite par Oelschldger [30] consiste & convoler la mesure empirique p™ avec une approximation
de l'identitée V"(z) = V(z/en)/€n ot V1 est une densité de probabilité sur R réguliére et (e,)y
une suite de nombres strictement positifs qui converge vers 0. On obtient alors le systéme de
particules en interaction modéreée:

. . t . . t .
X" =X} +/ o(V™ sl (X2")dW, + / bV sl (X2"))ds, 1 <i <n. (5)
0 0
Pour montrer un résultat de propagation de chaos analogue a celui du modeéle de McKean-Vlasov,

il faut réussir & controler le terme V™ x 4", malgré ’explosion de ’approximation de l’identité
V™ en 0 pour n — +o0.



L’approche que nous venons de décrire n’est pas nouvelle: de nombreux auteurs ont étudié le
probléme (PM1) ou son équivalent en termes d’équation différentielle stochastique notamment
dans le cas particulier de I’équation de Burgers visqueuse (a(u) = u, B(u) = u*/2) (Calderoni
et Pulvirenti [10], Sznitman [39], Oelschléger [30]), mais aussi dans le cas de généralisations de
cette équation (Roynette et Vallois [36]) ou dans celui de 1’équation des milieux poreux (8 = 0,
a(u) = uf, ¢ > 1) (Inoue [19] [20], Benachour, Chassaing, Roynette et Vallois [5]). En ce qui
concerne les résultats de propagation du chaos pour des systémes de particules en interaction
modérée du type (5), nous pouvons mentionner les travaux de Calderoni et Pulvirenti [10],
d’Oelshlager [30] et de Méléard et Roelly [26].

Les chapitres I, II, III de la thése présentée ici relévent de cette premiére approche. Détaillons
maintenant leur contenu.

Le chapitre I est consacré au cas a(u) = u et B(u) = ulu|?"!/q pour ¢ > 2, ce qui correspond &
a =1 et b(u) = |u|?"!/q. Escobedo, Vasquez et Zuazua [12] ont montré que 'équation

ou 1 6%u ou
ot 20x2 oz
admet une unique solution v positive réguliére sur (0,+00) x R pour la condition initiale dy

(V¢ : R = R C™ bornée, limy_,g [ p(x)u(t, z)dz = $(0)).
Grace a des estimations dues a Roynette et Vallois |36, on obtient:

_ | |q—1

V> 0, oty )= < k/(EAT).

Cette majoration donne l'idée de préférer a b(u) = |u|9™"/q le choix d’une fonction b(t,u) de-
pendant du temps telle que b(t,v(t,z)) = b(v(t,z)) et que les fonctions uw — b(t,u) sont, & la
différence de u — b(u), bornées et lipschitziennes.

Nous modifions le probléeme (PM1): P t.q. Vt > 0, P, = p(t, z)dz est solution si Py = dg et

Vo € CE(R), M t = p(Xy) — / —¢"(X,) +b(s,p(s, X,))¢' (X,)ds  est une P-martingale.

Aprés avoir spécifié une fonction b(¢t,u) qui vérifie que pour tout ¢ > 0 la fonction u — b(t, u)
est bornée par M (t) et lipschitzienne de rapport K (t) avec M(t) et K(t) décroissantes et M (t)
intégrable en 0, nous montrons que le nouveau probléme de martingales admet une unique solu-
tion P et que Vi > 0, p(t,z) = v(t, z). Nous obtenons donc une représentation probabiliste de v.
En utilisant des résultats d’Oelschlager [30], nous prouvons ensuite un résultat de propagation du
chaos vers P pour le systéme de particules défini comme (5) avec o = 1, b(.) remplacée par b(s, .)
et €, = 1/n?, 0 <~ < 1. Toute la difficulté dans ’étude de ce modéle est liée a I’explosion de
t = ||b(t,.)||z pour t — 0 que I'on ne peut éviter lorsqu’on impose b(t, v(t,z)) = v(t, )7 /q.

Le chapitre II traite de la généralisation d-dimensionnelle de (4) suivante

d
Z axz 8% aij( Z 50, iW), (t,2) € [0, +00) x R

avec a = oo™ (égalité matricielle) pour o une application réguliére et uniformément elliptique de
R dans les matrices d x d symétriques définies positives et b application réguliére de R dans R?.
Nous étudions I’équation différentielle stochastique non-linéaire qui est associée a la généralisation
d-dimensionnelle du probléme (PM1):

Xp=C+ [ o(p(s, X,)).dW, + [ b(p(s, X,))ds
p € C([0,T) x RY) est telle que la loi de X; est p(t, z)dz



pour ( variable aléatoire a valeurs R? possédant la densité fo et W mouvement brownien d-
dimensionnel.

Lorsque fy est C? avec une dérivée seconde holdérienne, nous montrons que cette équation
admet une unique solution. Soit P la loi de cette solution. Nous construisons un couplage entre
les processus non linéaires indépendants de loi P:

. . t . . t .
Xi=(it /0 o(p(s, X1)).dWi + /0 b(p(s, X1))ds

et les particules en interaction modérée analogues a (5):
- - t . - t .
X" = ¢ [ )W [ (X ds, 1< < n
0 0

oil (¢");en+ est une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi
fo(z)dz indépendante des browniens W' et V" = V1(x/e,) /el avec V! densité de probabilité ré-
guliere sur R?. Lorsque fy est trés réguliére, nous montrons que si €, converge vers 0 suffisamment
lentement, ,
lim E(sup |X; — X;"*) =0,

n—+o0o t<T
ce qui implique la propagation du chaos et constitue, a notre connaissance, le premier résultat
de convergence pour un systéme de particules avec interaction modérée dans le coefficient de
diffusion.
Dans le cas de la dimension 1, nous étudions la vitesse de convergence de la mesure empirique
p™ vers P. Nous obtenons que pour une suite ¢, — 400 bien choisie, les fluctuations ¢, (1, — P)
considérées comme des processus a valeurs dans un espace de Sobolev & poids convergent dans
L' vers un processus déterministe. La vitesse de convergence ¢, est beaucoup plus lente que celle
obtenue dans le cadre du modele de McKean-Vlasov ou v/n(u, — P) converge vers un processus
non pas détermiste mais gaussien.

Le paragraphe III.1 est consacré a ’équation cinétique non-linéaire

00 (t,7,0) + a(0) Vo (t,2,0) + A(F(£,2,0) ~ Lpcuay) = 0, (2,0) € [0,T] x BY x R,
u(t,z) = [y, ftz,0)do et £(0,2,0) = folz,v)
(6)

ot A > 0eta: Ry — RY est une fonction continue. Cette équation a été introduite par Perthame
et Tadmor [34] qui ont montré son lien avec les lois de conservation scalaires. Comme elle ne
comporte pas de dérivée du second ordre en espace, sa nature est trés différente de celle de
I'équation (4). Mais elle présente une non-linéarité locale et son interprétation probabiliste reléve
de ’approche décrite plus haut.

Pour les solutions f positives, la fonction (¢,z,v) — Lyyz)=0y (f (£, 7,v) — Liy<u(i,z)y) est nulle
pour presque tout (¢,z,v) (pour la mesure de Lebesgue sur [0,7] x R? x R, ). Donc I’équation
(6) prise au sens faible est équivalente a

Lv<u(tn)}

8tf(t,$,'l)) = —a(’[}),vwf(t,x,'l)) + Al{u(t7x)>0} ( U(t w) R
) +

= L*(u(t,2))f(t, z,v)
ou pour y € Ry, U'opérateur intégro-différentiel L(y) est défini par

flt,z,v)do — f(t,x,v))

Ve € CRO (R x R,), L(y)d(x,v) = a(v).Va(z,v) + Al{y>0}§ /0 ($(.9) — Bl v))
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Nous associons a cette équation de Fokker-Planck un probléme analogue & (PM1). Le processus
canonique sur l'espace des fonctions cadlag de [0,7] dans R? x Ry est noté (Xt Vi)i<r. On
dit qu’une probabilité P sur cet espace telle que Vi > 0, P, = p(t, = v)dmdv est solution du
probléme de martingales non linéaire si p(0,z,v) = fo(x,v) et si pour u(t, z) fR (t,z,v)dv,

Vo€ Gy (R x Ry),
t
Mtd’ = ¢(Xy, Vi) — d(Xo, Vo) —/ L(u(s, X5))p(Xs, Vs)ds est une P-martingale locale.
0

Si P est solution, alors p est solution faible de I’équation cinétique (6).

Pour fo densité de probabilité sur R? x R, , nous montrons que le probléme de martingales
admet une unique solution. Cette solution fournit une interprétation probabiliste de la solution
de (6). Elle est construite de la facon suivante: la position X évolue suivant un mouvement de
vitesse a(V') tandis qu’aux instants de sauts (Tk)r d’'un processus de Poisson de paramétre A,
le parameétre de vitesse V' se redistribue uniformément entre 0 et w(7T}y, X7, ) ot u est la densité
spatiale de la solution de (6).

Nous généralisons ensuite un résultat de propagation du chaos pour les marginales en temps
obtenu par Perthame et Pulvirenti [33] en un résultat trajectoriel. Nous construisons un systéme
a n particules (X%, Vi), 1 < 4 < n a partir de n processus de Poisson de paramétre A
indépendants en nous donnant un découpage de R? en cellules cubiques disjointes de volume
|A|. La position X" évolue suivant la vitesse a(V*"), tandis qu’aux instants de sauts du iéme
processus de Poisson, le paramétre de vitesse V" se redistribue uniformément entre 0 et la
densité spatiale empirique Y 7 lixinecay/((n — 1)|A]) dans la cellule A ou se trouve Xin,

J#
Notons que la densité spatiale empirique n’est pas obtenue ici par la convolution de la mesure

empirique avec une fonction réguliére mais & partir du découpage en cellules plus adapté au
probléme. Le principe du passage & la limite est toutefois le méme. Lorsque n — 400, on fait
tendre |A| vers 0 (au lieu de €, — 0) suffisamment lentement pour que n|A| tende vers l'infini,
condition qui assure qu’il y a beaucoup de particules dans les cellules et que la densité empirique
est représentative.

La seconde approche:

Elle est possible lorsque « et 3 sont des fonctions C! et que o/ (u) = o2(u) (i.e. la fonction «
est croissante). Elle consiste & construire une probabilité P sur ’espace des trajectoires telle que
(1) est satisfaite au sens faible par la fonction (¢t,z) — V(t,z) = P(X; < z) = H * Pi(z) (ou

H(z) = l{z>0y est la fonction de Heaviside). Comme pour tout ¢ dans [0, 7], P, = 8\/8( =) au sens
des distributions sur R, en écrivant I’équation (1) pour V et en la dérivant, on obtient:

or, 1 0° o
= = 530 H * Pi() = 55 B(H + P.(.).

Si P, ne charge pas les points, z — H * P;(x) est continue et la formule de dérivation composée
pour les fonctions & variation finie assure que

0 0
%G(H « D) = o/ (H « P(.)) P, et %ﬁ(H « P(.) = B'(H = P(.)) P,
au sens des distributions sur R. Donc si pour presque tout ¢ € [0,7], P; ne charge pas les points,
t — P, est solution faible de I’équation

oP, 1 9?

o = 5.2\ (H * Pi()P)

(@ (H « PP = L3(P)P, (7)



ol pour toute probabilité v sur R 'opérateur différentiel du second ordre Lo (v) est défini par

Vo € C,?(R), Lo(v)p(x) = %a'(H xv(z))¢" () + B/ (H * v(1))¢ ().

L’équation de Fokker-Planck non linéaire (7) présente, comme ’équation de McKean-Vlasov (2),
une non-linéarité non locale. On lui associe le probléme de martingales suivant : on dit que P est
solution du probléme (PM2) issu de P, si V¢ € CZ(R),

Mf’ = ¢(Xy) — p(Xo) — /t Lo(Ps)p(Xs)ds est une P-martingale.
0

Supposons que P est solution de (PM2). Alors ¢ — P, est solution faible de I’équation de Fokker-
Planck (7) pour la condition initiale Py. Supposons en outre que pour presque tout ¢ € [0,7], P,
ne charge pas les points. En reprenant a I’envers le raisonnement développé plus haut, on obtient
que la fonction V(t,2) = H * P,(x) vérifie

B (av 19%a(V) +35(V)> —0

ox

ot 2 0z2 Oox

au sens faible. Il est ensuite relativement facile de conclure que V' est solution faible de (1) pour
la condition initiale Vy(z) = H * Py(z).

La non-linéarité dans ce probléme de martingale (PM2) n’est pas locale puisque les coefficients
de diffusion et de dérive dépendent de l'intégrale de la fonction de Heaviside par rapport a P;.
Mais comme cette fonction n’est pas lipschitzienne, les techniques qui permettent d’étudier le
modele de Mckean-Vlasov ne peuvent s’appliquer.

Si on souhaite utiliser les résultats classiques d’existence et d unicité pour les équations différen-
tielles stochastiques afin d’associer un systéme de particules en interaction au probléme (PM2),
on peut approcher la fonction de Heaviside par une suite (H,,),en+ de fonctions lipschitziennes
a valeurs dans [0, 1] et poser, pour o(u) = \/o/(u),

. . t . . t -
X" = X+ [ ol XE)AWE+ [P, (X ds, LSi<n (8)
0 0

Le controle de H, * pu™ lorsque n — 400 est moins délicat que celui de V™ % u” dans le cas du
systéme (5) mais constitue tout de méme une difficulté qui n’apparait pas dans la preuve du
résultat de propagation du chaos pour le modéle de McKean-Vlasov.

+1
Dans le paragraphe IV.2.2) nous nous intéressons au cas a(u) = u et fS(u) = [ul? qg > 1.

? -

L’équation (1) est alors une généralisation de l’équation de Burgers visqueuse gg‘clenue pour
g = 1. Pour toute probabilité Py sur R, nous montrons que le probléme (PM2) issu de Py admet
une unique solution P telle que V¢ > 0, P; est absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue et nous obtenons un résultat de propagation du chaos vers P pour le systeme de
particules (8).

Le chapitre VI est consacré a un autre cas particulier: 8 =0 et a(u) = 2¢(u) on ¢ : Ry — Ry
est une fonction C! qui vérifie 1(0) = 0 et Yz > 0, 9'(z) > 0. Sous des hypothéses précisées
dans ce chapitre, nous montrons ’existence d’une unique solution P au probléme (PM2). Nous
vérifions que pour presque tout ¢, P, ne charge pas les points et nous en déduisons que la fonction
V(t,z) = H * P;(z) est I'unique solution faible de 1’équation

ou  9%P(u)

ot 0z

associée a la condition initiale Vy(z) = H % Py(z). Nous prouvons également un résultat de
propagation du chaos vers P pour le systéme (8).
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Problémes de martingales associés a des conditions initiales mesures signées:

Dans chacune des deux approches présentées, la classe des conditions initiales pour lesquelles
nous pouvons donner une interprétation probabiliste de I’équation (1) est limitée: mesures de
probabilité pour la premiére méthode, fonctions de répartition de probabilités pour la seconde.
Comme cette équation est non-linéaire, on ne peut pas reconstituer ses solutions pour d’autres
conditions initiales. Une maniére d’élargir le champ d’application des deux méthodes consiste &
modifier les problémes (PM1) et (PM2) de fagon a ce que leurs solutions soient respectivement
lices & des solutions faibles des équations de Fokker-Planck (4) et (7) pour des conditions initiales
mesures bornées signées.

Nous allons présenter la modification du probléme (PM2) introduite dans le chapitre V dans le
cas particulier a(u) = u et 3 fonction C? de R dans R. Soit m une mesure bornée signée sur R
non nulle. On note |m| et ||m|| la valeur absolue et la variation totale de m et h une dérivée de
Radon-Nikodym de m par rapport a [m|/||m|| & valeurs dans {—||m||, ||m|}. On associe a toute
mesure bornée signée v sur R l'opérateur du second ordre Lo(v) défini par

Vp € GAR), Lo(w)p = 5o'(x) + F (H () (x).

On dit que P est solution du probléme de martingales issu de m si Py = |m|/||m|| et V¢ € CZ(R),
t ~
M = ¢(X;) — p(Xo) — / Lo(P,)p(X,)ds est une P-martingale.
0

ou Py est la mesure définie par : VB borélien de R, Ps(B) = E” (15(X,)h(X0)). La contribution de
chaque trajectoire t — Xy & la non linéarité est affectée d’un poids signé qui dépend uniquement
de la position initiale Xj.
On obtient une nouvelle martingale en multipliant Mtd) par h(Xjp). La constance de I’espérance de
cette martingale permet de montrer que ¢ — P; est solution faible de ’équation de Fokker-Planck

op, _ . 19°P, 0 _

L = LXP)P, = -——- — —(B8'(H % P,(.))P,

5 2 (PP = 5 92 636(5( t () Pr)
pour la condition initiale m. Si P, ne charge pas les points, il en va de méme pour P;. Donc si
pour presque tout ¢, P, ne charge pas les points, on peut montrer comme précédemment que la
fonction (t,x) — H * Pi(x) est solution faible de ’équation

ou  10%u  9P(u)

ot 2012 oz 9)

pour la condition initiale Vy(z) = H * m(x).

Dans le chapitre V nous montrons que le probléme de martingales issu de toute mesure bornée
signée m admet une unique solution P telle que V¢ > 0, P; est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Nous vérifions ensuite que H * 15,5(30) est, dans une classe bien choisie,
l'unique solution faible de (9) pour la condition initiale V4. Nous associons au probléme de
martingales le systéme de particules en interaction

, ) ) t 1 & . ) .
Xt”" = X —I—th—i—/ BI(E E h(Xg)Hn(Xg’" —Xg”‘))ds, 1<i<n
0 -
J=1

oil les variables (X{);en- sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi [m|/||m|
et indépendantes des mouvements browniens. Lorsque la mesure m est telle que la fonction h
peut étre approchée en un sens satisfaisant par une suite de fonctions lipschitziennes (ce qui
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est le cas lorsque m est la somme d’une mesure absolument continue et d’une mesure purement
discontinue), nous montrons un résultat de propagation du chaos vers P pour le systéme de
particules.

11 est possible de modifier le probléme (PM1) de maniére analogue : on dit que P probabilité sur
C([0,T],R) telle que Yt > 0, P, = p(t,x)dz est solution du probléme issu de m si Py = |m|/||m/||
et V¢ € CZ(R),

Mf) = ¢(Xy) — p(Xo) — /t L1(p(s, Xs))p(Xs)ds est une P-martingale.
0

ot pour s > 0, p(s, .) est la densité (par rapport & la mesure de Lebesgue) de la mesure P, définie
par VB borélien de R, Py(B) = E” (15(X,)h(Xo)).

Si P est solution de ce probléme, alors la fonction p est solution faible de I’équation de Fokker-
Planck 0;p = L3 (p)p pour la condition initiale m. Nous n’avons pas mis en oeuvre cette approche
pour des équations paraboliques du type (4). En revanche, nous 'utilisons dans le paragraphe I11.3
pour donner une interprétation probabiliste de I’équation effectivement étudiée par Perthame et
Tadmor [34] et qui est équivalente & (6) pour les conditions initiales fy positives:

atf(thuv) + a(v).me(t,x,v) + )\(f(t,.’lj,’l)) - Xu(t,:v)(v)) = 0’ (t,LE,’U) € R—F X Rd x R
ult,r) = fo, flt.z.v)do et £(0,2,0) = folz,v)

ot a: R — R? est continue et x,(v) = Lio<v<u} — L{u<v<o}- Nous ne décrivons pas dans cette
introduction le probléme de martingales que nous associons & cette nouvelle équation. Si I’idée
essentielle qui permet de I'obtenir & partir du probléme associé a (6) a été expliquée ci-dessus,
certaines complications techniques rendraient la présentation trop lourde.

Chacun des chapitres I, I1, III, V et VI trouve sa cohérence dans la classe d’équations d’évolution
non linéaires étudiée. L’approche est légérement différente dans le chapitre IV : nous adoptons
un point de vue plus probabiliste et nous étudions deux classes de problémes de martingales
avec un coefficient de dérive non linéaire (paragraphes IV.2.1 et IV.3.1) pour lesquelles nous
montrons des résultats d’existence et d’unicité. Dans chacune de ces classes, un choix particulier
des coefficients nous permet d’appliquer les résultats obtenus pour associer des représentations
probabilistes & des généralisations de 1’équation de Burgers visqueuse
ou  10%u  10(u?)

ot 2022 2 Oz
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Chapitre 1

Convergence d’une suite de systémes de
particules en interaction modérée vers
une équation de convection-diffusion

Cette partie a été acceptée sous forme d’article dans la revue “Stochastic Processes and their Applications”.

Abstract

We give a probabilistic interpretation of the solution of a diffusion-convection equation. To do
so, we define a martingale problem in which the drift coefficient is nonlinear and unbounded for
small times whereas the diffusion coefficient is constant. We check that the time marginals of any
solution are given by the solution of the diffusion-convection equation. Then we prove existence
and uniqueness for the martingale problem and obtain the solution as the propagation of chaos
limit of a sequence of moderately interacting particle systems.

1.1 Introduction

According to Escobedo, Vazquez and Zuazua [12], for ¢ > 2, the partial differential equation

ou 1 0u 10%u
e T 2o (L)

posed in the domain (¢, z) € (0,400) x R with initial condition dy (for any C* bounded function
¢, limy_g [ P(z)u(t, z)dz = $(0)) admits a unique positive solution vy in C((0, +00), L*(R)) N
C*((0,400) x R). In this paper we interpret (I.1) as a Fokker-Planck equation to give a pro-
babilistic representation of the solution v,. Thanks to this representation, we prove that v, can
be approximated by the empirical measure of an interacting particle system. The results of Be-
lopolskaya and Dalecky [4] Chapter 5 provide another probabilistic interpretation of (I.1) when
the initial condition is a smooth bounded function. But their approach in terms of Kolmogorov
backward equations is no longer possible in the case of the Dirac measure that we study and
cannot lead to a convergence result for a particle system.

Since the solution satisfies Vi > 0, fR ve(t,z)dr = 1, it is sensible to construct a probability
measure P on C([0,400),R) with time marginals (P;);>0 such that Py = d and for any ¢ > 0,
vgy(t,.) is a density of P, with respect to Lebesgue measure. To do so, we associate a nonlinear
martingale problem with the partial differential equation. We say that P € P(C([0,4+00), R))
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with time marginals (P;);>0 absolutely continuous with respect to Lebesgue measure for ¢ > 0
solves the nonlinear martingale problem if Py = dy and for any ¢ € CZ(R)

t 2
6060~ 9(x0) - [ (G520 + 205, X))

(Xs)> ds is a P-martingale

where for any ¢ > 0, p(¢,.) is a density of P;. In [26], Méléard and Roelly generalize results
given by Oelschléger in [30] and prove existence and uniqueness for similar nonlinear martingale
problems in which %(p(s, X,))? ! is replaced by F(Xj,p(s, X)) where F : RxR — R is bounded
and satisfies the following Lipschitz assumption

Ve, o'y, y' € R, |F(z,y) — F(«',y)| + [yF(z,y) —y'F(«',y)| < Kp(|lz — 2|+ ly — '|)

They obtain existence by a limit theorem. Indeed they prove propagation of chaos to a solution
of the martingale problem for a sequence of moderately interacting particle systems.

The function z — 297! /q does not satisfy the assumptions made by Méléard and Roelly on F
and it is not possible to adapt directly their results. Combining estimates given by Roynette and
Vallois [36] (theorem [EVZ| (2) p484 and theorem I.1 p484) and by Escobedo and Zuazua [13]
(proposition 1 (ii) (2.3) p127), we get

k‘l
(tA1)d

This enables us to construct a function Fj; on (0,4+00) x R such that:

Vg > 2, 3kq, VE> 0, |lug(t,.)l|zee < (L.2)

— VYR>0, t = ||F,(t,.)||z~ is integrable on (0, R]
1
— Vt>0,YVz € R, Fy(t,v4(t,x)) = 6(1),1(15,30))'1_1

— Ve > 0, the functions ¢ — Fy(s,z) (resp. x — Hy(s,z) = Fy(s,z)) are bounded
and Lipschitz (resp. Lipschitz) uniformly for s > e

Let (M,) denote the martingale problem in which %(p(s:,Xs))q_1 is replaced by F(s,p(s, Xs)).
If P solves (M) it is easy to see that the flow ¢ — P; is a weak solution of the partial differential
equation

on_1o°n o
ot 2 0x2  Ox

(Fy(t,p(t,.) P) (I3)

In the first part of this paper we prove that ¢ — v,(t, )dx is the unique solution of this equation
in a well chosen space. In the second part, we show that (M,) admits a unique solution P?.
Moreover, for any t > 0, v,(t,.) is a density of P/. Hence PY is a probabilistic representation
of v,. Uniqueness is an easy consequence of the first part. Unlike in Méléard and Roelly [26],
existence is proved directly. In the last part, adapting arguments of Oelschliger [30] and Méléard
and Roelly [26], we prove the propagation of chaos to P? for the particle systems

. . t .
X" = Bj+ / Fyls, V"« (X5 ds, £20, 1< <n (14)
0

where B, i € N* are independent R-valued Brownian motions, u" = %E?:l dxin denotes the
empirical measure and V"(z) = nfV(nfz) for B € (0,1) and V! a probability density which
satisfies some regularity assumptions.

This propagation of chaos result provides a constructive way of approximating v4. To our know-
ledge, it is the first result for an unbounded drift coefficient in the case of moderate interaction.
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Since we do not control Fy(t,z) and Hy(t,z) when ¢ — 0, many proofs are based on time-shifts
meant for getting away from 0.

Notations and hypotheses

Let 2 = C(]0, +o0),R) endowed with the topology of uniform convergence on compact sets and
with the corresponding Borel o-field, Q7 = C([0,7], R) endowed with the topology of uniform
convergence and X be the canonical process. For a Borel space E, P(FE) is the space of probability
measures on F endowed with the topology of weak convergence.

If P e P(R), (P)i>o is the set of time marginals of P.

P(Q) = {P € P(Q); Vt >0, P, is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure}

Co([0, +00), P(R)) = {u € C([0, +00), P(R)); u(0) = &

Vit > 0, u(t) is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure}

If P € P(Q) (resp i € Cy([0, +00), P(R))), there is a measurable function p(s,z) (resp m(s,z))

n (0,4+00) x R such that for any s > 0, p(s,.) (resp m(s,.)) is a density of Ps (resp p(s)) with
respect to Lebesgue measure. See for example Meyer [27] pages 193-194. Such a function p (resp.
m) is called a measurable version of the densities for P (resp. for u).

2

%)

For ¢t > 0, G; denotes the heat kernel on R: Gy(z) = \/%wt exp(—

The following estimate will be very useful :

1970 < % (15)

Let F denote the Fourier transform.
For r > 0, H"(R) is the sobolev space {f € L*(R); [o(1 + [A*")|F(f)(A)]|?d\ < +o0}.

Let V! be a bounded and Lipschitz probability density on R such that [ |z|V!(z)dz < +o0 and
VI=W!xW! with W! a probability density belonging to H"(R) for some r > 0. Remark that
necessarily V! € H"(R). For example, the function G satisfies these assumptions.

We now define precisely the functions H, and Fy. For the constant k, given by (I1.2), let hy be
the odd function such that

Zif 0<z <k

hy(e) =4 (4 1)/#‘2 <(’”"“q)2 - (’”‘gq)3> R e k) + B kg <o <kt 1

-2
((q Dkg— +k )(w—kq—l)—i-%-i-kgfl*‘% if x>k +1

In the following lemma, we group a few obvious properties of h,.

Lemma 1.1.1 The function hy is strictly increasing. For any q > 2, hy is C* with bounded first
and second derivatives. The function hy is C' with a bounded derivative and hly is continuously
differentiable with a bounded derivative on (—o0,0) U (0,+00). Last, for any q > 2, hy satisfies
hq(0) = hy(0) = 0.

We define H, and Fj on (0,4+00) x R by

1 0ifz=0
Hl](tax) = hq((t/\ l)qx) Fq(tax) = { Hy(t,z)
x

tA1l otherwise
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Let By and B; be bounds for h; and h;’. We state some properties of F;, and H,. Let ¢ > 0.

: |zt 7!
if |z| < -, Hy(t,x) = and  Fy(t,z) = (1.6)
(tA1)a q q
byt A)az)|  Bo(tAL)elz] By _
1, (t,0)] < 202 (L8)
(tA1) «
OF, R(EAD)TT)  ho((EA1)Ta) 3B,

Va # 0, t,x)| = |~ — -1 < — L9
O x)‘ tAD)T @ (tA1)z? 2t A1) T 9
‘%(t,x)‘ (@A 131”") < BOH (I.10)

Oz AL T tAD)T

1.2 An existence and uniqueness result for the partial differential
equation (I.3)

I1.2.1 The result

Definition 1.2.1 The map pu € Co([0, +00), P(R)) is a weak solution of (Ey) if for any 0 < to < t
and any function ¢ € Cbl’Z([tg,t] x R),

/gbtx tacdx—/gbto, m(to, z)dx
09

o 1%
+ /(to . (83( ,T) + 5@(3,36) + Fq(S,m(s,x))%(s,x)> m(s, z)dsdz
(L11)

where m 1s a measurable version of the densities for u.

Clearly, this definition does not depend on the choice of the measurable version of the densities.
(E,) is linked to an evolution equation. Indeed we prove that if p is a solution, then m satisfies

t 6Gt—s
to 8$

Vitg > 0, Yt > tog, m(t,z) = Gi_y, * m(tg,.)(x) — * Hy(s,m(s,.))(z)ds ae. (1.12)

Let f be a C? function with compact support in R. We set ¢(s,z) = G4 * f(x). The function
¢ belongs to 05’2([t0, t] x R) and satisfies

9¢

Vs € [to,t],Vz € R, EACE

Applying (I.11), we get

/f m(t, z)dx = /R(GHO « f)(@)m(ty, z)dz + /(to,t] Hy(s,m(s,2) (W . f) (z)dsdz
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According to (I.5) and (I.8), it is possible to apply Fubini’s theorem and obtain

/f m(t, z)dz = / f(z (Gtto «mlty,.)(z) — t% * Hq(s,m(s,.))(x)d5> dz

to

Hence (I.12) holds. The map t — Gy_y, * m(to, .) is clearly continuous in L'(R) for ¢ > to. Using
(I.12), (I.5) and (L.8), it is quite easy to deduce that s — m(ty + s,.) € C([0,+00), L' (R)). As
to is arbitrary, s — m(s) € C((0, +00), L' (R)).

We define V, € Cy([0, +00), P(R)) by V,(0) = &y and V¢ > 0, VI(t) = v,(t, )dz. The function v,
is a measurable version of the densities for V.

Theorem 1.2.2 For any q > 2, the map V is the unique weak solution of (E).

To prove uniqueness, we need comparison results for the evolution equation (I.12) that we group
in the following proposition. The next subsection is devoted to the proof of this proposition which
requires some technical estimates. As the convergence limy_,o () = Jp is weak, it is not possible

to get rid of these estimates.

Proposition 1.2.3 Let ty > 0 and ug € L'(R). Then the equation (D{ )

t
u(t) = Gy * ug — G * Hy(to + s,u(s))ds (I.13)
0 3:5
admits a unique solution u in C ([0, +00), L} (R)). This solution belongs to C''((0,+00), L?(R)) N
C((0,400), H*(R)). If v denotes the solution of (Df, )
vt 20, flu(t) =o)L < lluo = vollr: (L.14)
Moreover if [ uo(x)de = [y vo(x)dz and Ve € R, [T uo(y)dy < [*  vo(y)dy then
Vit >0, Vz € R, / u(t,y)dy < / v(t,y)dy (I.15)

Proof of Theorem 1.2.2 : We first check that Vj, is a solution of (E;). By (I.1) and (1.6),

192
Vo> 0¥ € B 20 (o) 4 2 (B vy o))y .2) = £ 000 (s,
Let 0 < tg < t and ¢ be a C1? function with compact support in [tg,#] x R. As %, %2;5

and %(Fq(s, vg(s,2))vy(s, x)) are bounded on the support of ¢, using Fubini’s theorem and the
integration by parts formula, we obtain

/R¢(t,x)vq(t,x)dx:/Rgb(tg,x)vq(tg,x)dx

0¢ 9% ¢
+ /(to,] (85 (s,z) + —87(3 x) + F, (s,vq(s,x))%(s,x)> vy(8, ) dsdx
(I.16)

If ¢ € C’b1 ’2([t0, t] x R), by truncation, we approximate ¢ by C'+? functions with compact support

in [to, t] x R. As, by (L.7), Vs € [to, t], ||[Fq(s,v4(s,.))vg(s, )1 < Bg/(tg/\l) , (1.16) still holds
for ¢. Hence V is a solution of (E).
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The proof for uniqueness was inspired by [12] (proof of Theorem 3). Let 1 be a solution of ()
and m a measurable version of the densities for y. Equation (1.12) with ¢y = & implies that the
map t — m(L +1,.) is the solution of (D¢ (L )). Similarly, since Vj is a weak solution of (E,),
the map t — vg(L +1,.) is the solution of (D} e )). We are going to compare v, and m thanks
nla\ o
to (L.14) and (L15).

n’

Let r > 0
It [ om(y,z)de > [7 vq ,z)dz, we define v™0(z) = l{xe[_m]}vq(%,x) and for s such that
[2,m(+,z) dgc = [" v )dgc we set m™0(z) = lize_sym(+,z) . Otherwise, we make the

symmetrlcal Constructlon In this way,

T
Vr € R, / v (y — 2r)dy < / m™(y)dy < / 0™ (y 4 2r)dy
— o0

If v and m™ denote the solutions of (D4 Un,o) and (D% no)> using (L.15), we deduce

n’

Vi > 0,Vz € R, /

—00

v (t,y — 2r)dy < / m"(t,y)dy < / " (t,y + 2r)dy (I.17)

—00 —00

As p and V9 belong to Cy ([0, +00), P(R)), limy o0 Vy(L) = limy, 400 (L) = do.
Hence [[v™ —vg(;) L1 = lm™® —m ()]t —nstoo0 0.
With equation (I.14), this implies

1 1
Vt>0, lim |[v"(t) —vg(t+ — )||L1: lim ||m" ()—m(t—i—E)HU:O

- n—+0o00 ——+00

Since [|m"(t) —m(t)|lp1 < [|m"™(t) —m(t + 2)|lo + [|m(t + 2) — m(t)|| 1, with the continuity of
s — m(s) on (0,400), we conclude

Vt >0, m(t) = lim m"(t) in L'(R)

n—-+00

And the same holds for v, and v™. Taking the limit n — 400 in (1.17), we get

x

Vi > 0,Vz € R, /

— 00

X xr
vg(t,y — 2r)dy < / m(t,y)dy < / vg(t,y + 2r)dy

—o0 —o0

As r is arbitrary, Vt > 0, ||vg(t) — m(t)||,r = 0. Hence p = V4. ||

I.2.2 Proof of Proposition 1.2.3
Existence and uniqueness for (Df ') (equation (I.13)) can be proved easily by a fixed-point
method. But to show (I.14) and (I. 15) it is necessary to obtain regularity properties of the fixed-
points, which requires some technical estimates.

The main ideas come from the articles of Escobedo, Vazquez and Zuazua [12] and Escobedo and
Zuazua [13]. These authors often refer to “classical results” in their arguments which are thus
quite sketchy. It seems that the ideas are classical in the theory of quasilinear equations but it
was not possible to find any precise proof. That is why we detail the particular case that we are
interested in.
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We begin with a lemma which prepares the application of Picard’s fixed-point theorem. Let
w € LY(R) and #; > 0. On C([0,T], L'(R)) we define the map ¢y, » by

t 8ths

bt w(v)(t) =G xw — ; 50 « Hy(th + s,0(s))ds

Lemma 1.2.4 Let tg > 0. If T > 0 is small enough (depending on ty), then for any t1 >ty and
any w € L'(R)
(i) The map ¢, w is a contraction on C([0,T], L'(R)).

(ii) There is a constant Cy depending only on w such that if v € C([0,T], L'(R)) satisfies

vt € (0,T], v(t) € L°°(R) N L*(R) and |Jv(t)||p» < % for p=2,+00 (I.18)

then ¢y, w(v) satisfies (1.18)

(iii) For any a € (0,T], there is a constant Cy depending only on o and w such that if v satisfies
(1.18) and

vt € (a,T], v(t) € H'(R) NWH(R) and ||8g(t)

C
e < \/ti_a for p=2,400 (1.19)

then ¢y, w(v) satisfies (1.19).
(WH(R) denotes the Sobolev space of L™ functions with first derivative in L*.)

(iv) Forany 0 < a < < T, there is a constant Cy depending only on «, 3, ty and w such that
if v satisfies (1.18), (1.19) and

2
0°v(t) e < Cy

V€ (8,T], v(t) € H'(R) and || ——=[|r> < V=5

(.20)

then ¢y, w(v) satisfies (1.20).

Proof : (i) Clearly ¢t — Gy * w is continuous in L'(R). With supyepo,r [[v(2)[| L1 < +00, it is not
difficult to obtain that ¢, . (v) € C([0,T], L(R)).
Let v,v" € C([0,T], L*(R)). Using (1.5) and (I.10), we have for any t € [0, 7],

b O0G_s 1
1pes 0 (0)(E) = 1 00 (V) ()| 0 < /0 | 8; ot | Hg(t1 + s,0(s)) = Hy(t1 +5,0"(s)) || L1 ds

— sup |lv(s) = v'(s)llzs

2g—2

Hence if T' < %, then ¢y, 4 is a contraction on C([0,T7], L' (R)).
0

(ii) Let v € C([0,7T], L*(R)) which satisfies (I.18). Using (I.5) and (I.8) we get for p = 2, 400,

8Gt—s
ox

t
[bt1w(0) () |zr < NGell e [lwl| 1 +/0 | L2 [Hg (81 + s,0(s)) | zr ds
ByCy

t
<Gl + [ ——
0 (g A1) @ y/s\/t—s

ds
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Hence

||w||L1T4 BOCOW\/T>
t1,w\V 2 < g—1
11 0 (0) ()] \/Z< )} + oAD'

b |wllyr | BoCorV'T
15,0 (0) (1)1 < ﬁ< N +(t0M)q_ql>

2¢—2

We set Cp = (4)7 [jwl:. E T < (o) 7 A1, then (L18) holds for ¢y, u(v).
2q-2
(iii) Let T < % AL, a € (0,T] and v € C([0,T], L}(R)) which satisfies (1.18) and (L.19).

With the definition of ¢y, ,(v)(c) and Fubini’s theorem, we obtain

t 6Gt—s

Vt€[0,T = a, ¢y ,w(v)(t + ) = Gy * ¢y w(v)(a) - 3
0 T

* Hy(t1 + o+ s,v(a+s))ds

Let s € (0,7 —al. Asv(a+s) € HY(R) and the function z — Hy(t; +a+s,z) is C! and satisfies
Hy(ti +a+5,0) =0, Hy(t1 + a4+ s,v(a + s)) € H(R) and

%HQ(tl +ats,v(ats)) = hy(((t + ot s) A rvla+ 5) 30(35: .

—1
(t+a+s)Al)T
(see for example Corollary VIII.10 p.131 in [8]). We deduce that for t € (0,7 — «],

bt w oG
1., (gl(tw) = S b w(v)(@)

- LG, _s . (h;(((tl +a+s)A 1)§v(a+s)) 8U(a+s)>ds
o Oz (h+a+s)AD)T Oz

(1.21)

For p =2 or p = +00, using (I.19) and (ii), we obtain

o (4 a PYe L oG,_ B Ov(a + s
R Y P e >||Lp+/0“ ot P s

(o A1) O
t
B
< —CO -I-/ 001 ds
Viae Jo (4o a1) T Vi syE
1 (Cg B()Clﬂ'\/_)
=Vi\Va (to A1)
2g—2
We set C = f Since we have supposed that T < (tOMZBf , Gty w(v) satisfies (1.19).
2g—=2
(to/\l) q

(iv) We suppose that T <
twice the equality

pr=yer A1 so that (i), (ii) and (iii) are satisfied. Differenciating

L oG,
D (V)(t+B) = Gex duw(v)(B) = | =5 % Hyltr + B+ 5,0(8 + 5))ds
0
and taking (iii) into account, we obtain, by computations similar to the previous ones, that (iv)
2g-2
holds when T' < T* for some T* € (0, % A 1] ) [ |
0
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The next lemma gives existence of a unique fixed-point for ¢y, ,, and states regularity properties
of this fixed-point.

Lemma 1.2.5 Let tg > 0, t; > to and w € LY(R). Then, for T given by Lemma 1.2.4, ¢t, w
admits a unique fized-point in C([0,T], L*(R)).
This fized-point belongs to C((0,T), H*(R)) N CL((0,T), L*(R)) and satisfies

du(t)  10%u(t) 0

HeOT) 5 =302 " os

H,(t1 +t,u(t)) in L*(R) (1.22)

Proof : To prove this lemma, we are going to apply results on analytic semigroups of linear
operators given by Pazy [32] to the heat semigroup which is analytic in L?(R) with infinitesimal
generator ( 8$2,H2(R)) (see [32] p.208-212).

By Lemma I.2.4 (i) and Picard’s fixed-point theorem, ¢y, ,, admits a unique fixed-point v in
C([0,T], L' (R)). We define a sequence of fixed-point iterations by setting

W =0 and Vn e N, "t = bty w(0™)

Since v° satisfies (I.18), (I.19) and (I.20) for any 0 < @ < B < T, by Lemma [.2.4 (ii) (iii)
and (iv), for any n € N, o™ satisfies (I.18), (I1.19) and (I.20) for any 0 < a < 8 < T. As
Vs € [0,T], v™(s) — u(s) in the distribution sense, we obtain that w satisfies (I.18), (I.19) and
(1.20) for any 0 < o < 8 < T. Hence Vs € (0,7, u(s) € WH*(R) N H?(R) and if v € (0,T],

Ou(s
sup |lu(s)||zr < +o00 and sup || ( )||Lp < +oo for p=2,400; sup |[|[—F55—
sely.T] sl 0% sely.T]

32()

“L2 < +OO

We deduce that the maps s — %Hq(tl +v+s,u(y+s)) and s — 8:1;2H (t1 + v+ s,uly+s))
belong to L2([0,T — 7], L?>(R)). As by the fixed-point equality,

Vi€ [0,T — ], u(t +v) = Gt x u(y /Gt s*(— . Hy(ty + v+ s, u(7+s))>ds (I.23)

Ju(t + ) 8u 0?
T:Gt /Gt s*( 82H(t1—i—'y—i—$: u(y+s)) ) ds

applying [32] Theorem 3.1 p.110, we obtain that the L?(R)-valued maps s — u(y + s) and
5 — % are locally Holder continuous with exponent % on (0,7 —]. It is then easy to check
that the L2(R)-valued map s — %Hq(tl +v+s,u(y+s)) is also locally Hélder continuous with

exponent 3 on (0,7 —v]. By (1.23) and [32] Theorem 3.2 p.111, we conclude that ¢t — u(y+1) €
CH(0,7 — ), LA(R), ¢t » S50 € C((0,7 — ), LA(R)) and

G, t) 107 t d
w8 _LOuO ) O gty + 1)) in LA(R)

HeOT - —5—=5""72 o

Since 7y is arbitrary, we have obtained the desired result. [ |

Proof of Proposition 1.2.3 :
Existence and uniqueness for (D{ )

Let up € LY(R), to > 0 and u” denote the unique fixed-point of ¢, 4, in C([0,7], L' (R)) given by
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Lemma 1.2.5. If u” is constructed, let u"*! be the unique fixed-point of Pto+(n+1)Tun(T)- We set

u(t) = u"(t—nT) if t € [nT, (n+1)T]. Then u belongs to C([0, +o0), L' (R)), solves (D{, , ) and

satisfies the regularity properties presented in Lemma 1.2.5 outside of the points nT,n € N. Since
.. 1 . .

the restriction of the map ¢t — u((n + 5)T" + ) to [0,7] is a fixed-point of ¢t0+(n+%)T7u((n+%)T),

by Lemma [.2.5, u also satisfies the regularity properties at the points n7',n € N*. Hence

u € C([0, +00), L' (R)) N C*((0, +00), L*(R)) N C((0, +00), H*(R))

(9’U,(t) o 18211,(75) o qu(tO —I—t,u(t)) in L2(R) (124)

t —
VE>0 T =30 s

Uniqueness for (D}

to.uo) 1S an easy consequence of uniqueness for the fixed-points.
k

The contraction property (1.14)

Let £y > 0, ug,vo € L'(R) and u,v denote the solutions of (D{, ,, ) and (D{, , ). We set w = u—uv.
Let v be a convex C? function on R with bounded first and second order derivatives which satisfies
¥(0) = ' (0) = 0. As t — w(t) is in C([0, +00), L}(R)) N C1((0, +00), L?(R)), it is easy to obtain
that the map ¢t — ¥ (w(t)) belongs to C*((0,+00), L*(R)) with derivative Qﬁ'(w(t))aungt) (where
&g() denotes the derivative of *+ — w(t) considered as a L?(R)-valued map). Let ¢ > 0 and
e € (0,t]. We have

/¢ dx—/¢ )dm+/€t/R¢'(w(s))87gS)dxds

t
< [ wtw@yds ~ [ [ (w5 (Hylto + s,u(s) = Hlto + 5,0(5))deds
(1.25)

as by the integration by parts formula in H'(R) and the convexity of 1,

[t g8 (352

To obtain the contraction property, we are going to approximate the function  — |z| by the
convex C? functions v, with bounded first and second order derivatives defined by

—z—3/8n if z<-1/n
Yu(z) =< 3(nz)?/dn — (nx)*/8n if |z|<1/n
z—3/8n if z>1/n

Writing (I.25) for ¢, and taking the limit n — 400 we get

o @ex < ol = tim_ [ [ e 60) o (Hya + 5,0)) = Hylto + ,0(6) s
(1.26)

As ¢ — Hy(to + s, z) is strictly increasing,

Vx,yER, lim d);z(x_y) = lim ¢n( (to—I—S,.T)—Hq(t[]—I—S,y))
n—-+00

n—+oo

Hence, by Lebesgue’s theorem, the second term of the right-hand-side of (I.26) is equal to the
limit for n — 400 of

[ [ttt b 5060~ Hotta 40060 ) Byt +5,0(5) = Hyft 5,069 s
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For any n € N* this integral is equal to 0 since for s > 0, u(s),v(s) € H?(R) and thus admit C!
representatives satisfying limy|_, o0 [u(s, )| = limg| o0 [v(s, 2)| = 0.
Therefore ||w(t)|| ;1 < [Jw(€)||f:. Letting € — 0, we conclude

vt >0, [lu(t) = v(#)llzr < lluo —vol|Lr

If vg =0, then V¢ > 0, v(t) = 0 and the last inequality provides [|u(t)|| 1 < |lwollz:-

The comparison property (I.15)

We are going to obtain inequality (I.15) as a consequence of the maximum principle.

Let ug € L'(R) and u be the solution of (Df ). As u € C([0,+00), L'(R)) and for any

t >0, lu(®)llr < lluollpe, the function U(t,z) = [*_ u(t,y)dy is continuous and bounded
n [0,+00) x R. Since u € C((0,+00), H3(R)), the function U admits two continuous partial

derivatives with respect to z on (0, +00) X R which are bounded on I x R for any bounded closed

subinterval I of (0,4o00) and satisfy

0*U

vVt >0, lim lim Dz (t,z)| =0

|z| =400 61‘( ’ )‘ - |z| =00

Let z € R, ¢, > 0 and n € N. By (I1.24), we have

Ult,z)—U{,—n)—U(t,z) + U(t,—n) =

S ) 0) e )

Taking the limit n — +o00, we obtain by Lebesgue’s theorem,

Y 10%U oU
t ) —U(t,z) = o — H,(t = d
U( 773) U( ,.T) /t (2 12 (S,.T) q( 0o+, O (S,LE))) S

The continuity of s — %8827({(3, x) — Hy(to + s, 8 U(s,z)) allows to conclude that U solves

ou 10°U

V(t,z) € (0,400) X R, —(t,z) = 2922 (t,z) — Hy (to +t, g—g(t,@) (1.27)

If we let # — 400 in (1.27), we get the mass conservation: V¢, > 0, [pu(t',y)dy = [ u(t,y)dy.
As u € C([0,400), L' (R)), we deduce V¢ > 0, [, u(t,y)dy = [ uo(y)dy.

Let vy € L'(R) be such that [, ug(z)dz = [, vo(z)dz and Vz € R, [*_ uo(y)dy < [*_ vo(y)dy.
Let v be the solution of (D ). We set V(t,z) = [ v(t,y)dy and W U V. The functlon

W is bounded on [0,+00) x R. Hence for any t > 0, M; = supjg g W (s, ) is finite. By the
conservation of the mass, Vs > 0, limj,_ 4o W(s,z) = 0. Moreover W (0,.) <0 and by (I.27),

ow 10°W oUu ov ow
V(t,$) € (0,—|—OO) X Ra W(tax) - EW(tax) - Gq(m%(tax‘)a %(t )) Ox (t $)

where Gy(t,z,y) = Hq(to“’x)_Hq(tOH’y)l{wiy} is bounded according to (1.10). Hence the maxi-

T—

mum principle (see for example [35] Lemma 2 p.166 and Theorem 2 p.168) implies that M, is
not strictly positive. [ |
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I.3 The nonlinear martingale problem

Definition 1.3.1 We say that P € P(Q) solves the nonlinear martingale problem (My) if Py = &
and for any ¢ € CE(R),

t 2
d(Xy) — ¢(0) — /0 <%%(Xs) + Fq(s,p(s,Xs))%(XsO ds is a P-martingale (1.28)

where p is measurable version of the densities for P.

This definition does not depend on the choice of the measurable version. Indeed, if p’ is another
such version then

t d t d
vVt >0, /0 Fq(s,p(s,Xs))d—f(Xs)ds :/0 Fq(s,p'(s,Xs))d—i(Xs)ds, P almost surely

Theorem 1.3.2 For any q¢ > 2, the nonlinear martingale problem (My) admits a unique solution
and vg 1s a measurable version of the densities for this solution.

Proof : In the proof for existence like in the proof for uniqueness, we are confronted to the lack
of control of Fy(s,z) when s — 0. That is why we use time-shifts on the sample-paths.

Uniqueness

Let P and P’ be two solutions. We first prove that v, is a measurable version of the densities
for P and P'. The map t — P; belongs to Cy([0, +00), P(R)). By Paul Lévy’s characterization,
X — f(f F,(s,p(s,X;))ds is a Brownian motion under P. Taking expectations in It6’s formula, we
obtain that t — P, is a weak solution of (F,) (see equation (I.11)). Theorem I.2.2 then implies
that v, is a measurable version of the densities for P. The same is true for P'.

We introduce the shift y € Q — Dy(y) = y(2 +.) € Q. Let P* = Po D;', P™ = P'o D; .
Both P™ and P'" solve the martingale problem :

Qo = Uq(%,x)dx and ¢(X¢) — ¢(Xo) — fot (%Z%(XS) + Fq(% + s,vq(% + SaXS))%(XS)) ds
is a Q-martingale for any ¢ € CZ(R)
(.29)

Since  — Fy(L + s,04(2 + s,)) is bounded uniformly in s (see (L.7)), by Girsanov’s theorem,
this martingale problem admits a unique solution and P" = P'".
As for any y € Q, lim,,_, 1o Dp(y) =y, P® and P'" converge weakly to P and P’. Therefore

pP=r
Existence
The natural idea would consist in constructing a solution to the martingale problem: Qg = dg
2 "1 d¢ . .
Vo € Cy(R), ¢(Xy) — ¢p(0) — EE(XS) + Fq(s,vq(s,Xs))E(Xs) ds is a Q-martingale
0

and proving that this solution belongs to P(2) and admits vg as a measurable version for its
densities. But the drift coefficient Fy(s,v4(s,.)) is not bounded and to our knowledge, there is
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no classical existence result for such a martingale problem. That is why we introduce P™ the
solution of the martingale problem (1.29). We first prove that vy(2 +.,.) is a measurable version
of the densities for P".

By Girsanov’s theorem, since the drift coefficient Fy (L +s,v4(2 45, X)) is bounded, P € P().

Let p" be a measurable version of the densities for P", ¢t > 0 and ¢ € Cb1’2([0,t] x R). Taking
expectations in It6’s formula, we obtain

/¢t$ txdac—/¢0xvq x)dx

¢ 1 1 ¢ ;
+/(0t]><R(85( x)+§a—( )+F( + s, vq( + s, w))%(8,$)>p (s, 2)dsd

Like in the proof of the evolution equation (I.12), we deduce

! 8Gt—s
0 8$

V>0, p(t3) = G+ vq(%, Vo) — ¥ (" (s, .)Fq(% s uq(l b5, ) (@)ds ae.

For =V, and ¢y = %, equation (I.12) provides

RENE
o O n

V>0, vq(l tt) = Gt*vq(%,.)(:ﬂ)— +3,.)Fq(%+s,vq(%+s,.)))(x)ds ae.

Using (1.7) and (I.5), we obtain

n(s, ) - Uq(% + s, ')HL1
t—s

ds

1 a1 [p
It = vy + oy < BT [

After an iteration, we get

1 Bt § " y) T l + 5.
I"(t) = vl + ) o < Bin ) by e,
" t—s s—r
1
<nBin T / Ip"(r,) = vg(= + 7, | prdr
Gronwall’s lemma implies V¢ > 0, ||p"(t,.) — vq( t, )l = 0.

Hence vq(% + .,.) is a measurable version of the densmes for P".

Let Q" denote the image of P™ by the shift y € @ — y((. — 1) v 0) € Q. We now prove that
the sequence (Q™), converges weakly to the solution of (M,). For any T > 0, since QF = V(2)
converges weakly to dy and the map s — ||F,(s,.)||z~ is integrable on (0,7], the images of
the probability measures Q™ by the canonical restriction from Q to Q7 are tight. Therefore the
sequence (Q™), is tight. Let Q@ be the limit of a convergent subsequence that we still index by
n for convenience.

Let pe N*, p € CE(R), g € Ch(R?), 0< 51 <...<sp,<s<tand G: Q= R,

t 2
6) = (#0(0) = 606D — [ FLE00D + oo s G0 ) (o2 5

S

Since the functions & — Fy(s,v4(s,z)) are continuous and bounded uniformly in s > s, the
function G is continuous and bounded. Hence

E?"(G(X)) = lim E?"(G(X))

n—-+0o0o
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Clearly, for any n > i, EQ" (G(X)) = 0. Hence E?™ (G(X)) = 0. By Lebesgue’s theorem, as
s = ||Fy(s, )|l is integrable at 0, this equality still holds when we take the limits s, — 0 and
s — 0. Therefore

t 2
o050 - 90 - [ (355

d
(Xy) + Fy(r,vg(r, Xr))d—i(X,)> dr is a Q°°-martingale (1.30)
If ¢t > 0, for any n > %, vq(t,.) is a density of Q} = Pt’zl with respect to Lebesgue measure.

Hence Qf° is absolutely continuous with density vy(2,.). Since Qf = V9(L) converges weakly to

o, QF° = dp. These two properties and (1.30) imply that Q°° solves (M,). Hence we have proved
existence for this problem. Moreover, by uniqueness, the whole sequence (Q™),, converges weakly
to the solution of (My). ||

I.4 The propagation of chaos result

I.4.1 The particle systems

We recall the definition of the moderately interacting particle systems (I.4)
X" =B +/ Fo(s, V"« pu 3 (X2"))ds, t >0, 1 <i<mn
0

where B?,i € N* are independent Brownian motions, y? = %Z?:l Oyim, V'(z) = nPV1(nPx)
and V' is a bounded and Lipschitz probability density on R such that [, |#|V!(z)dz < 400 and
VI=W!sW! with W! a probability density belonging to H"(R) for some r > 0.

Proposition 1.4.1 For any n € N*, there is existence and pathwise uniqueness for the particle
system (X57, X200 X1,

Proof : In this proof, n is constant. For y = (y1,...,y,) € R, we set |y| = max]" , |y;|. Since
V1 is Lipschitz, V™ = n®V1(nb.) is also Lipschitz. Let C' denote its Lipschitz constant.
We set X; = (X"",...,X""), B, = (B},...,B}) and

Fo(s, 5 X5 V™ (51 — y5)
G(s,y)=| -
Fy(s, 3 2251 V"™ (yn — 7))

We are interested in the stochastic differential equation
t
X, =B, +/ G(s, Xs)ds (L.31)
0

The map G does not satisfy the classical linear growth and local Lipschitz assumptions. Therefore,
to prove our claim, we construct functions indexed by m € N* which satisfy these assumptions
and are equal to G on (0,+00) X [—g¢, 55]". We set F"(s,x) = Fy(s,—m V z Am) and define
G™ like G with F" replacing Fy;. We have G™(s,y) = G(s,y) if |y| < 5. Moreover the functions
y € R* — G™(s,y) are bounded and Lipschitz uniformly in s. Indeed by (1.6),

(t < (%>q> N (m < fql)%> N (if 2] < m, F™(t,2) = Fy(t,z) = #)

26




With (L.7) et (1.9), we obtain that z — F;"(s, x) is bounded by mq 2y B%qu V By and Lipschitz

(q l)mq 2 3Bimi~ 3B:
iy SRVEEH

P uniformly in s. Since

with constant

n n

|—ZV zi — 2j) nZV (yi_yj)|S;Z(|Zi_yi|+|zj_yj|)§20|y_z|

j=1 j=1

we deduce that y — Gm(s,y) is bounded by %_1 V B‘)%_q;l V By and Lipschitz with constant

20 ((‘I*l)qmq v 3Bimi 2, %) uniformly in s.

2472

Hence, there is existence and pathwise uniqueness for the stochastic differential equation
t
X" =B, +/ G"(s,X.")ds
0

We set 7™ = inf{t : |X;"| > 22} and for m < [, 7™ = inf{t : max(|X/"|,|X}|) > 2&}. By
pathwise uniqueness for the equation indexed by m, X™ and X! coincide on [0, 7™!]. We deduce
T™! = T™. Hence X™ and X' coincide on [0, 7™]. Therefore the sequence (T™) is increasing.

S
Sup|Xm| < sup|B | + Slgt)| G™(r, X;")dr|
S

As s = [|[Fy(s,.)|lL is integrable on (0,t], we get E(sup,<, |X{"|) < A(t) where A(t) does not

2C’A(t)

depend on m. Using Markov’s inequality, we deduce P({sup,<;|X"| > 5%}) < . Hence

vVt € (0,400), P({limT},,, <t}) =0 and a.s., im7,, = 400
m m
We set Xy = X{" on [Ty,—1,Tm] with Ty = 0. Then X solves equation (I.31).

For uniqueness, if ¥ is a solution of (I.31) and S™ = inf{t : max(|X{"|,|Y;|) > 5%}, Y and X™
coincide on [0, S5™] and therefore on [0,7™]. |

1.4.2 Propagation of chaos

Theorem 1.4.2 For any q > 2, the sequence of the laws of the particle systems (X7, ..., X™")
is P9-chaotic where P? denotes the unique solution of the martingale problem (My).

The particles are exchangeable. Therefore the propagation of chaos result is equivalent to the
convergence in distribution of the empirical measures p" = %2?21 dxin considered as P(£2)-
valued random variables to P? (see for example [40] and the references cited in it). To prove this
convergence, we adapt the approach of Méléard and Roelly in [26]. We begin with a tightness
result. Then we check that the limit of any convergent subsequence is P?. In both steps we need
the following fundamental technical result adapted from Oelschlédger [30] (Proposition 3.2 p.290).

Lemma 1.4.3 Let U' be a probability density in H*(R) for a > 0. We set U™(z) = n°U' (nbz)
for some b € (0,1). Then

1-0
Vee0,aA ——], Y0 <e<T, 3C, Vs € [, 1], supE(/ (14 [A%)|F (U™ « M;)(A)Fd)\) <C
n Rd
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Remark

Since our particle systems satisfy

€
2

and Fy(5 + s, ) is bounded, it is quite easy to adapt the proof given by Oelschldger for slightly
different systems in the particular case U = W, b= .

¢ +3,V”*ME+S(X%’L))ds, 1<i<n

. R t
N 2,1 7 o 15
XY, = X5+ (B - B) + [

1.4.2.1 The tightness result

Let 7, denote the law of the P(€2)-valued variable u™. Since we have to control V™ % u™, it is not
enough to prove the tightness of the sequence (m,),. That is why we introduce the space

H= P(Q) X L?oc((o’ —|—OO), L2(R))

endowed with the topology of weak convergence on P(€2) and the metric

1

p 5

d(v,v") = ZQ—P (/1 llvs — 'U;“%zdS) !
p=>1 P

on L? ((0,+00), L*(R)). The space L? ((0,+00), L*(R)) is complete and separable for this me-

tric. Let m and v denote the canonical projections from H to P(2) and L? ((0,+00), L?(R))

loc
and 7, be the law of the H-valued random variable (u™, V"™ % pu").

Proposition 1.4.4 The sequences (my,), and (7,)y are tight.

Proof : The tightness of the sequence (m,), is equivalent to the tightness of the laws of the
variables X1 (see [40]). These variables are tight since for any 7' > 0 their images by the
canonical restriction from 2 to Q7 are tight (s — ||F,(s,.)||L is integrable on (0, T).

To prove the tightness of the sequence (7, )y, it is enough to prove the tightness of the sequences
(7t om™1), and (7, ov~!),. We have just shown the tightness of the first sequence. Let us deal
with the second.

From any subsequence of (7, o m™!), we extract a converging subsequence that we still index
by n for simplicity. As P(€) is a polish space, we obtain by Skorokhod’s lemma an almost surely
convergent sequence (1), of P(Q)-valued random variables defined on a probability space (Q, P)
such that for any n, the law of 2" is 7, om ™! = 7,,. We are going to prove that V" 1" converges
in L'(Q, L? ((0,400), L*(R))), which ensures that the sequence (7, ov™"),, is weakly convergent.

loc

D 2
E(d(VF« vk Vs h) < 2277’ (]E (/1 |VE vk — v« yi”éds)) A1
p

p>1

If we prove that Vp > 1, limy ;o E (ff |[VE sk — Vi 1/§||%2d3> = 0, it is easy to conclude
P

by Lebesgue’s theorem that (V™ x v™), is a Cauchy sequence. Using the Fourier isomorphism,
we get

P 14

E(/l |VF sk — Vs u§||%2ds> = E(ﬁ / |F(VE«F)(A) — F(VE« yg)(A)Fd,\ds)
L L Jix<m
p p

+ ]E( /lp /A|>M | F(VF B\ = F(V!« ug)(A)FdAds)
’ (1.32)
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FR b)) = FV )2 < 2(|f(v’f>(x> R e 2 S > |2>

2T
Therefore the first term of the right hand side of (1.32) is bounded by

1 P . .
2p/ |IF(VFYA) = F(VHN) PdX + —E( / / | < vk e > — <l e > |2d>\ds>
A<M & + JIA<M

Since the probability measures V" (x)dz converge weakly to dp and the sequence (v"),, is almost
surely weakly convergent, applying Lévy’s theorem and Lebesgue’s theorem, we obtain that for
any M > 0 the first term of the right hand side of (1.32) goes to 0 when k,l — +o0.

The second term of the right hand side of (I.32) is bounded by

4sup]E </ /DM e ,u?)(A)|2d>\ds>

Applying Lemma 1.4.3 with € = 5, T=p, U =Via=r b=Fandc=7rA # we obtain

P 1+ |>‘|2C noy o " 2 3
Vn, IE(/ /|A>M FV™ 5 g™ dAds) <IE</ /DM TR F VT s i) ) d>\d>

< —
- 1+M2C

We conclude limy, ;4 o0 E (ff’ [VE sk —VEs2, ds) =0. |
p

1.4.2.2 Identification of the limit

The sequence (my,), is tight. Let mo be the limit of a converging subsequence (7, ). As the
sequence (7p), is also tight, we can extract from (7, ) a subsequence which converges weakly
to oo and that we index by n for simplicity. We are going to prove that 7y, a.s., m solves the
nonlinear martingale problem (M;). Since 7o 0 m ™! = 7y, we will conclude 7o = dpa.

We begin with a technical result which explicits the connection between m and v under 7oo.

Lemma 1.4.5 There is a Borel set N C H such that 7oo(N) = 0 and V(m,v) € N, for a.e.
t >0, my has a density equal to vy with respect to Lebesgue measure.

Proof of Lemma 1.4.5 : Let p € N*| (gi)ren be a sequence dense in L2([%,p]) and (f))en a
sequence of C'! functions with compact support on R dense in Cx(R) (the continuous functions
with compact support) for the sum of the L? norm and the sup norm. For (m,v) € H, we set

Gralm,v) = / ’ /R 9 (8)f1 (2o (@) dodt — / ’ /R 01 (8) i)y (dar)dt

As Gy, is continuous, E™e (G%,l) < liminf,, o E™ (Gi,l). Let V*(z) = V" (—x).

<p||9k||L251€lP( "k fi(z) — fi(z))?
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V™ 5 fu(a) — il |</|fl @)V (9)dy <i|@um/|y|v

Hence limg, ;o0 E "(Gi’l) = 0 and ]E”‘X’(G%’l) = 0. We set N, = Up en @ ,;l (R*). We have
Too(Np) = 0 and since (gi)g is dense in Lz([%,p]),

V(m,v) € N, for ae. t € [%,p],Vl eN, /Rfl(x)mt(dx) = /Rfl(x)vt(x)dx

ItV eN, [, file)mi(dz) = [ fi(z)v(x)dz, by the density of the sequence (f;); in Ck (R),

VfeCkg(R /f x)my(dz) /f x)vy(x (1.33)

Approximating —v¢l, <oy in L?(R) by positive functions belonging to C (R), we obtain that
vy > 0. Thus v (z)dz is a Radon measure. By (1.33), the Radon measures m; and v;(x)dx are
equal and m; has a density equal to v,.

To conclude, we set N = e Np- [ |

Let p € N*, ¢ € CZ(R), g € Cp(RP), 0 < 51 <... <5, <s <t For N given by Lemma 1.4.5, we
define G : H — R by

t1d2¢

d
S0 + Byl vlr, X))

6= Lye <m, (qﬁ(xt) o) - | i

(Xr)dr> 9(Xsy,.. ., X)) >

where v(r,z) is a measurable representative of v. We are going to prove that Ef=(G?) = 0.
We introduce (¢)r a sequence of C'*° probability densities with compact support on R which
converges to dg and we set

t1d2¢

Gr =<m, ((b(Xt) — d(Xs) —/ 5@()@) + Fy(r, Yy * UT(XT))%(XT)dr> 9(Xsp5..0, Xs,) >

The functions G are continuous and bounded on H. Hence

ET> (G?) < 2limsup E™= ((G — G)?) + 2limsup lim E(G2(u"™, V" * ™)) (1.34)

k—+o00 k—+4o0 N T

Let us show that both terms of the right hand side of (I.34) are equal to 0.

By the boundedness of G}, (uniform in k), the Lipschitz properties of F, (see (1.9)), Lemma 1.4.5
and Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

E™ ((G — Gi)?) < CE™ (|G — Gy|)

t
< CET <1Nc < m,/ [t * vp (X)) —v(r, X;)|dr >>

< CEF <1Nc /:/Rm ¥ 0y (z) —v(r,x)|v(r,x)dmdr>

<C (Eﬁoo (/t y|vry|%2dr>>2 (]Efroo (/t oy — 1y * vr||%2dr>> C )

By the Fourier isomorphism, E™» (f [op]25 dr) = (f [ F (V™ s ) ||2, dr) Applying Lemma
[.4.3 with U' = V! ¢ = 0 and using the continuity of (m,v) € H — fs [|vp[| 2dr, we conclude
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that e (fst ||vr||%2(R)d7"> < 400.
As for any f € L*(R), litg s poo [ * / — fllzz = 0 and [lo, — s * vrllz2 < 2oy |2, taking the
limit & — 400 in (1.35), we obtain

lim E™ (G — G})?) =0 (1.36)

k—+o00
To prove that the second term of the right hand side of (I.34) is equal to 0, we upper-bound
GE(u™, V™ u™) by
n L1d%¢p n o n do

2 < (#00) 030 - [ FEE00) + BV 0D (X Jo(Xer, oo X,,) >

n ! n n n n d¢ 2

+2 < 2 79(X517 s 7Xsp) (Fq(’F, /l/)k * V7 ok Ky (XT)) - Fq(Ta V™« Ky (XT)))E(XT)dT >
(1.37)

Let W"(z) = W"(—z) and Ay, denote the expectation of the second term of (1.37). By a
computation similar to (I.35), we obtain

t
Ak,nscn@(/ <UL (W g i — W™ ) >dr)

t
<CE ( / W™« u () W™ 5 g 5 i) — W 5 u?(y)ldydr>

1 1
t B B t 2
<o (e [ eiear)) (2 1w v —wr e itar) )
S S

Applying Lemma [.4.3 with U' = W' and ¢ = 0, we deduce

1
t 2
A < C (E (/ W™ g = W u?llizdr»

Using the Fourier isomorphism then Lemma 1.4.3 with U' = W' and ¢ =r A #, we obtain

42, < CE ( / t [ WEFIO) - 1PE uﬁ)(mﬁdxdr)
s JIANL<M

! 2c
oo </ Awumﬂz/)ﬂw+1)2|f(W"*u?)(A)Pii—'A}'zchdr)

ST I
SC<M|E1;1;\4|mf(¢k)(A) 1 +1+M2c>

where the constant C' depends neither on n nor on k. Since the probability measures 9y (z)dz
converge weakly to dp, applying Lévy’s theorem we conclude limy_, o, sup,, A, = 0.

As, by Ito’s formula, the first term of (1.37) is equal to (L Y7, g(Xbr ,Xﬁ;") fst %(Xf«"")dBf;)Q,
its expectation goes to 0 when n — +oo. Hence iy 4 oo limy, s+ 0o E(G2 (1™, V™5 ™)) = 0. With
(I.34) and (1.36), this result implies E>= (G?) = 0.

Restricting ¢, g, s1,...,Sp,s,t to countable subsets then taking limits by Lebesgue theorem, we
get that 7o a.s., Vp € N*, Vo € CZ(R), Vg € Cp(RP), V0O < 51 < ... <5, < s <t

t1d2¢

d
5 g2 (Xr) + Ey(ryo(r, Xr))d—ﬁ(Xr)dr> 9(Xs1,-0y X5,) >=0

Lo <m, (¢<Xt) — ot - [
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AsVn € N*, 1,0 mgl = d5, and the map (m,v) € H — my is continuous, e o~m0_1 = 05,
Hence there is a Borel set N with N' C N and 7o (N) = 0 such that V(m,v) € N¢: my = dp
and

d
(Xy) + Fy(r,v(r, Xr))—¢(Xr)dr is a m-martingale.

t 2
Vo € C(R), ¢(Xy) — p(0) —/ L9 dz

o 2dz?
Let (m,v) € N'¢. The process X; — fot Fy(r,v(r, X;))dr is a m-Brownian motion. By Girsanov’s

theorem, we obtain that m € P(). If p is a measurable version of the densities for m, since
(m,v) € N¢, by Lemma 1.4.5,

t t
m a.s., Vt >0, / Fy(r,v(r, X, ))dr :/ Fy(r,p(r, X;))dr.
0 0

Therefore m solves the nonlinear martingale problem (M,), which puts an end to the proof.
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Chapitre 11

Propagation du chaos et fluctuations
pour un modéle modéré avec donnée
initiale réguliére

Cette partie est le fruit d’un travail réalisé en commun avec Sylvie Méléard et a été acceptée pour
publication sous forme d’article dans les Annales de I'Institut Henri Poincaré.

Abstract

In this work, we are interested in a stochastic differential equation which is nonlinear in the
following sense: both the diffusion and the drift coefficients depend locally on the density of
the time marginal of the solution. When the law of the initial data has a smooth density with
respect to Lebesgue measure, we prove existence and uniqueness for this equation. Under more
restrictive assumptions on the density, we approximate the solution by a system of moderately
interacting diffusion processes and obtain a trajectorial propagation of chaos result. Finally, we
study the fluctuations associated with the convergence of the empirical measure of the system
to the law of the solution of the nonlinear equation. In this situation, the convergence rate is
different from /n.

IT1.1 Introduction

The first part of this paper is dedicated to the nonlinear stochastic differential equation

{Xt = ¢+ [l o(p(s, Xy)).dBs + [ b(p(s, X,))ds (IL1)

pE C’bl’2([0,T] x R%) is such that the law of X; is p(t, z)dz

where X; € R¢, B; is a d-dimensional Brownian motion, o and b are smooth and the density fj of
the law of ¢ belongs to the space H2+? of CZ functions on R? with second order derivatives Holder
continuous with exponent a (0 < @ < 1). To prove existence and uniqueness for this problem,
we first study the linear stochastic differential equation similar to (II.1) where p is replaced by a
given smooth function ¢. Our study is based on results given by Ladyzhenskaya Solonnikov and
Ural’ceva in [23] for linear parabolic partial differential equations. Then we conclude thanks to
results also given in [23] for the quasilinear partial differential equation satisfied by p.
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Considering the propagation of chaos proved by Oelschléger [30] and generalized by Méléard and
Roelly [26] in the case of the identity diffusion matrix, it is sensible to try to approximate the
solution of (I1.1) by the following sequence of moderately interacting particle systems :

. . t . . t -
Xt =C / o(V" s puy(X2")).dB: —|—/ bV« p2(X2"))ds, 1 <i<n (I1.2)
0 0

where B?, i € N* is a sequence of independent R%-valued Brownian motions, ¢!, i € N* is
a sequence of random variables IID with law fo(z)dz independent of the Brownian motions,
p" = L3 Syin denotes the empirical measure and V"(z) = éV(i) for V' a Lipschitz
continuous and bounded probability density on R? and (e,), a sequence of positive numbers
converging to 0. In the case of the identity diffusion matrix, Oelschliger [30] manages to control
V™ % puyp, by direct computations concerning the particle system. But as our diffusion matrix
depends on V" x u,, we need other techniques to prove the propagation of chaos.
Delocalizing the interaction to enter in the classical McKean-Vlasov framework (see McKean
[25], Sznitman [40] or Léonard [24] for instance), we obtain existence and uniqueness for the
following mollified versions of (II.1):

VP = [ o (Vi PRY™)dBE+ [3b(V™ % PPY]™))ds

P" is the law of Y%
Moreover the associated propagation of chaos results imply that if €, converges to zero slowly
enough, limy,_, ; oo E(sup,<; | X;™ — Y,""|2) = 0.
That is why we study the convergence for n — +o0o of Y" to X* where X* denotes the solution
of (IL.1) for the Brownian motion B’ and the initial condition (’. If the norm of fy in the
space H?*® is small enough, according to results concerning linear parabolic partial differential
equations given in [23], for any ¢ € [0,7], P;* is absolutely continuous with density py(¢,.).
Moreover the sequence p, is bounded in a Holder space included in Cb1 ’2([0,T] x R4). This
boundedness property allows to prove that limy, o E(sup,«p | X} — Yti’"|2) = 0. We conclude
that, for €, converging to zero slowly enough, -

lim E( sup | X} — Xf’” 2) =0
which implies propagation of chaos for the moderately interacting particle system (II.2) and
proves that the empirical measure u, provides a stochastic approximation of the solution of the
Cauchy problem

o 1< o 0
3 =3 22, Bage, O ~ L g () md p0.0) = o)

LJ=

where a denotes the square of o.

Finally, we study the fluctuations associated with this convergence. For the sake of simplicity,
we limit ourselves to the case d = 1. The rate of convergence is 1 /€2 where €, is chosen to
minimize the upper-bound obtained for E(sup;«; | X? — X¢™|*). It is much smaller than \/n, the
rate obtained in the case of weak interaction. Let P denote the law of the solution of (IL.1).
We study the behaviour of " = é(u” — P) when n goes to infinity. The leading term is due
to the convergence of V" to dy whereas the martingale part of the decomposition of " and
the fluctuations related to the initial conditions, which would have non-trivial limits at rate y/n,
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converge to zero. We follow the approach developped by Fernandez and Méléard in [14]. We prove
that if o,b and fy are smooth enough, the laws of the processes n™ are tight in C([0,7], W074’1)
(the weighted Sobolev space WO_4’1 is defined further on) and that these processes converge in
L' to a deterministic process characterized by a deterministic evolution equation.

Our results are obtained under restrictive assumptions on fy. But, to our knowledge, the propaga-
tion of chaos result is the first one in the case of moderate interaction in the diffusion coefficient.
The fluctuation result is the first one for moderately interacting systems and provides an example
of a non-gaussian limit (since deterministic) with a rate different from /m.

Notations

We set T > 0, d € N*. Let C;’z be the space of functions on [0,7] x R? continuous and bounded
together with their first derivative with respect to the time variable (the first one) and their first
and second derivatives with respect to the space variables. We introduce a few other functional
spaces.

Holder spaces
Let a € (0,1). For any integer j, H/T® is the space of real functions f on R? which are continuous
together with their partial derivatives up to order j and admit a finite norm

|D*f () — D* f(a")]

1 fllj4a = Zsup IDFfI+) " sup

x— ' |*
< k=i |y Iﬁidl | |
(Where fork::(kla"'akd)ENd7E:Zz lk and Dkf_ oz 8k/; kd)

Ty
For any integer j, H 550t g the space of real functions f on [0,7] x R? which are continuous

% -
together with their derivatives Dy D’af f= argkrifkd for 2r + k < j and admit a finite norm
tFT]

-0z

wERd |D{D!§f(t, x) — D’"Dkf(t', x)|
Z p Jj— 2r k4o

Ifllize s =Y. sup |DjDEf|+
2 or k< [0,T]xRd t,t'€[0,17] |t — |

G—1<2r4+k<j 7} <1
OT |DIDEf(t,2) — DiDEF(t, ")
+ Z |.T xl|a

. T,x ERd
2r th= J|a: z'|<1

Weighted Sobolev spaces
For every integer j, 8 € Ry, let us consider the space of all real functions g defined on R with
derivatives up to order j such that

o g ®) (@))>  \?

k<

where ¢(¥) denotes the kth derivative of ¢. Let Wg % be the closure of the set of functions of class
C*> with compact support for this norm. Wg’ﬂ is a separable Hilbert space with norm || - ||; 3
We will denote by W, P its dual space.
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Let C9# be the space of functions ¢ with continuous derivatives up to order j and such that

. (k) . . . .
limyg) o0 % =0, Vk < j. This space is normed with

(k)
lgllcis = Z sup M

k<j zeR 1+ |x|’8

Let ij’ﬁ be the dual space of C75.
Let Cg be the space of functions g with continuous and bounded derivatives up to order j.
We have the following embeddings (See Adams [1], in particular the proofs of Theorem 5-4 and
Theorem 6-53 can be adapted without difficulty for weighted Sobolev spaces):
WénJrj,ﬂ . OB for m >1,7>0and B2>0, and “9”0]55 < K“QHm—l—j,,B
¢ W, for f>1/2,5 20, and llgl;s < Kllgllcio- (IL3)
We have also

. . 1
W(;n+J”8 “—H.S. Wg,,@+"/ m > 1a j > Oa /6 > 07 Y > 57

where H.S. means that the embedding is of Hilbert-Schmidt type, and
191l,8++ < K|gllm+t,5- (IL.4)
We deduce the following dual embeddings:
cf o Wy > >0, B> 0,
W, o0 B>1/2, >0,
Wo PP s W M w1, >0, 20, 7> %

The following lemma, proved in [14], gives estimates of the norm of some elementary linear
operators in a well-chosen weighted Sobolev space.

Lemma II.1.1 For every fized z,y € R the linear mappings Dyy, Dy, Hy : Wd?’Q — R defined
by Day(p) = @(x) — (y) ; Dalp) = @(z) ; Ho(p) = ¢'(x) are continuous and

1Dayll-22 < Kile —yl(1+|a” +[yf*) (IL.5)
IDsll-22 < Ka(l+ |zf) (IL.6)
|Hzll 22 < Ks(1+ |zf) (IL7)

Hypotheses

If £ is a Borel set, let P(E) denote the set of probability measures on E.

Let © = C([0,T],R%) endowed with the topology of uniform convergence, X be the canonical
process on . If P € P(Q), (Pt)ico,r] is the set of time marginals of P.

P(Q) = {P € P(Q); Vt € [0,T], P, is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure}

If P € P(Q), there is a measurable function p(s,z) on [0,T] x R? such that for any s € [0, 77,
p(s,.) is a density of Py with respect to Lebesgue measure. See for example Meyer [27] pages
193-194. Such a function is called a measurable version of the densities.

In all the following, we assume that o is a Lipschitz continuous mapping on R with values in the
space of symmetric non-negative d X d matrices such that :

Im, >0, Vo € RE, Yy € R, z*o(y)z > my|z|? (IL.8)
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and that b is a Lipschitz continuous R%-valued mapping on R. The matrix oo* is denoted by a.
Let V' be a Lipschitz continuous (constant K,) and bounded (constant M,) probability density
on R? such that [p, |z*V (2)dz < +00 and [, 2V (z)dz = 0.

Let fo be a probability density on R?, B; and ¢ be a d-dimensional Brownian motion and a
random variable on R? independent of the Brownian motion with law fo(z)dz.

For any integer j > 2, [Hypj| denotes the following hypothesis: o is CI+1 (continuously diffe-
rentiable up to order 5 + 1), b is C7 and fy belongs to H/ 1.

I1.2 The nonlinear stochastic differential equation (II.1)

I1.2.1 A linear stochastic differential equation

Let q € H't32te With q, we associate the second order operator

d 2 d

1 0°. 0.
L,=— aij(q(s,y)) =——— + bi(q(s,y))=— I1.9
1= 3 X ol + Sohlal ) 5 (IL.9)
The adjoint of this operator is
1 X
L == E i E B(t, t t
q 2 e aZ] (q( 8$Z8$J + gt lE ‘/E) + C( LE)

where
Bilt,) = Xy aly(a(t, o) 2L (t,2) — bila(t, )
Clt) =t (a (ot ) 28 25 (ot 2 10) ) = S blalt,0) 2 (1)

Proposition I1.2.1 If [Hypz] holds, the law of the unique strong solution of the stochastic
differential equation

X, :C—I—/O o(q(s,Xs)).dBs +/0 b(q(s, Xs))ds (I1.10)

belongs to 75(9) and admits o measurable version of the densities p € H't T2 which is the
unique solution of the partial differential equation

Op

5 = = Lygp on [0,T] x R and  p(0,z) = fo(z) (IL.11)

12
in C,°. Moreover,

1Plh+2 240 < Fo(T, 0,0, [lalli+g 240l foll2+a (I1.12)

with F» nondecreasing in its last variable. _
If [hyp;] holds for some j > 2 and q € H%J‘Fa’ then p € HS50+e gng

Pl is2 0 < Fi(T20,, lall e o) 1ol (IL.13)

with F; nondecreasing in its last variable.
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Proof : The proof consists in bringing together results of Friedman [15] and Ladyzenskaya
Solonnikov and Ural’ceva [23]. It would be possible to obtain that the law of X belongs to P(Q)
by the Malliavin calculus (see for instance Nualart [29] Theorem 2.3.1 p.110). But for the sake
of consistency, we do not insist on this approach.

We first suppose the [Hypz] holds. The operator Ly is uniformly parabolic and its coefficients
belong to H 2. By Friedman [15] Chap.6, there exists a fundamental solution I'y (z,,y,s), 0 <
s <t <Tof Ly— % and for any ¢ € [0, 7], the law of X; has a density with respect to Lebesgue
measure given by p(t, z) = fRd I (2, t,y,0) foy)dy.

In [23] Chap.IV, Ladyzenskaya, Solonnikov and Ural’ceva deal with uniformly parabolic operators
of the second order with coefficients in H2*. We apply their results to Lj. As fo belongs to H?*te,
by equations (14.3) p.389 and (14.5) p.390 we conclude that p belongs to H' %2+ and solves
(IL.11). Inequality (5.9) p.320 then implies that [[plli+2 240 < Cllfoll2+a- The proof of (5.9)
shows that the constant C' depends only on T', on m, and on the norm of the coefficients of Ly
in H2"® and increases with this norm. Hence (I1.12) holds.

Uniqueness for equation (IL.11) in Cb1 2 is an easy consequence of the maximum principle.

If, for 7 > 2, [hyp;] holds and ¢ € Hj%’“a, then the coefficients of Ly belong to HEF -2+
and fo € H/*® By Theorem 5.1 p.320 [23], (I.11) admits a solution in HS e Cbl’Z.
As uniqueness holds for (IL.11) in C’b1 2 we deduce that this solution is equal to p. Hence p €
HS e Inequality (II.13) is like (II.12) a consequence of equation (5.9) p.320. ||

I1.2.2 Existence and Uniqueness for the nonlinear stochastic differential equa-
tion (II.1)

This section is dedicated to the nonlinear stochastic differential equation (II.1):

Xy =C+ Jyo(p(s, X.))-dBs + [y b(p(s, X,))ds
pE C’; 2([0,T] x R%) is a measurable version of the densities for the law of X

Let us assume that [Hypz] holds. We are going to prove existence of a unique strong solution
(X, p) for this equation under a new hypothesis on o.

If (X, p) is a solution of (II.1), applying Itd’s formula and taking expectations, we obtain that p
is a weak solution of the quasilinear partial differential equation :

dp

5= Lip on [0,T] xR* and p(0,z) = fo(z) (I1.14)

Aspe C’b1 2([0,T] x R%), it is in fact a classical solution. Our existence and uniqueness result for
(I1.1) is based on results concerning (I1.14) given by Ladyzenskaya, Solonnikov and Ural’ceva in
[23]. As these authors deal with equations in divergence form, we put (II.14) in divergence form
and obtain :

p =0 (1
5= o

(a;j(p)p+aij(p>)@—bi(mp) on [0,7]x B and  p(0,2) = folz)
=1 j

d
— 0z

1
(11.15)

Like in [23]| p.494, it is possible to express the difference of two classical solutions of (II.15) as
the solution of a linear Cauchy problem (with coefficients depending on both the solutions). If
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we assume that the leading matrix a;;(p)p + a;;(p) is nonnegative i.e.
Ve e RY, Yy € R, z*(d'(y)y + a(y))z > 0, (I1.16)

then the maximum principle (Theorem 2.5 p.18 [23]) implies that the difference is equal to zero
and that uniqueness holds for (II.15). We deduce uniqueness for (II.1):

Proposition 11.2.2 Under the assumptions [Hypa| and (I11.16), the nonlinear stochastic diffe-
rential equation (II.1) has no more than one solution.

Proof : We suppose that (X?,p) and (X9, q) are two solutions of (IL.1). Applying Itd’s formula
and taking expectations, we obtain that p and ¢ solve the nonlinear equation (II.14) in the
sense of distributions. As p and g belong to C’b1 ’2([0, T],R%), these functions are in fact classical
solutions. Since the equations (II.14) and (II.15) are equivalent as far as they are considered in
the classical sense, p and ¢ solve (I1.15). By the uniqueness result for this equation, we deduce
that p = ¢. It follows immediately that X? = X9. [ |

Under a stronger assumption on the leading matrix
Jpa >0, Ve € RE, Yy € R, 2*(d (y)y + a(y))r > palz]?, (I1.17)

applying Theorem 8.1 p.495 23] to our particular framework, we obtain existence in H'* 22+

for the Cauchy problem (II.15). We are now ready to state the main result of the section.

Proposition I1.2.3 Under the assumptions [Hypz] and (I11.17), the nonlinear stochastic diffe-
rential equation (II.1) admits a unique strong solution (X,p)

Proof : Uniqueness is a consequence of the previous proposition. To prove existence, we remark
that the solution ¢ of (II.15) solves (II.14). According to Proposition II.2.1, the law of the unique
strong solution of the linear stochastic differential equation

t t
X :C+/0 o(q(s, Xs)).dBs —i—/o b(q(s, Xs))ds

belongs to 75(9) and admits the unique solution of the partial differential equation

% =Lyp on [0,T] xR? and  p(0,2) = fo(z)

in C’bl’2([0,T] x R%) as a measurable version for its densities. As ¢ solves this equation, ¢ is a
measurable version of the densities for the law of X. Hence the couple (X, g) solves (IL.1). W

I1.3 The propagation of chaos result

For j > 2, let [Hypj] mean that [Hyp;] and || fol|j+a < 1/F;(T,0,b,1) hold. (F; is defined in
(I1.12) and for j > 2, Fj is defined in (I1.13)).

Remark I1.3.1 There exists probability densities on R? belonging to HI+*(R%) with an arbitrary
small norm in this space. Indeed ||,%df0(§)||j+a < k%||f0||j+a-
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I1.3.1 A McKean-Vlasov model

In this section, we deal with a mollified version of the nonlinear stochastic differential equation
(IT.1) :

(I1.18)
P is the law of Z

{ — ¢+ [Lo(W % Py(Z,)).dBy + [ b(W * Py(Z,))ds
were W is a probability density on R? bounded by M,, and Lipschitz continuous with constant
K. Although the coefficients are not linear in the measure, this equation can be treated like in
the classical McKean-Vlasov framework (McKean [25], Sznitman [40] or Léonard [24]).

Proposition I1.3.2 There is existence and uniqueness, trajectorial and in law for (I1. 18) Mo-
reover, if for some j > 2, [Hyp’] holds, then the law P of the solution Z belongs to P(Q) and

=t

admits a function p € HS <1 as a measurable version for its densities.

with ol zs2 .o
The function p 1s a solution of the Cauchy problem

dp

i Liy.,p on [0,T] x R and p(0,z) = fo(z) (I1.19)

Proof of Proposition I1.3.2 : The proof for existence and uniqueness is just a generalization
of the one given by Sznitman [40] Theorem 1.1 p.172 and is based on a fixed point theorem for
the mapping ¢ : P(2) — P(£2) which associates with m the law of the unique strong solution of
the stochastic differential equation

t t
=<+/0 o (W % my(Z)).dB, +/0b(W*ms(z;">>ds

and the topology of weak convergence on P(€2) which is metrisable for the Kantorovitch-Rubinstein
or Vaserstein metric. The fixed-point of 4 is denoted by P.
Let us suppose that [Hypg] holds for some j > 2. To obtain the regularity properties of P, we

study a sequence of fixed-point iterations (1/"(m)), where m is a probability measure in P(Q)
with tlme 1ndependent densities p°(s,z) = h(z) such that ||h||;+a < 1. Clearly, the mapping

¢ : HEite o fStIte hich associates with g the function ¢(g)(t,x) = W x g(t,.)(x) is
nonexpansive. Hence ||¢(p )||]+a e S 1 As 1(m) is the law of the solution of the linear sto-

chastic differential equation (II 10) for the particular choice ¢ = #(p°), by Proposition 11.2.1,
we Conclude that (m) belongs to P(2) and admits a measurable version of the densities

pt e H S 9([0, T x RY) with ||p! lite jyo < 1.

By induction, for any n e N, ¢"(m) belongs to P(€) and admits a measurable version of the

densities p" € H'=" T2t with lIp™ ||Jﬂ jra S L

Combining Ascoh s theorem and a dlagonal extraction process, we obtain a subsequence (p”’)nf
such that p" converges uniformly on compact sets together with its derivatives to a function p

and its derivatives. Clearly, p € H' 2" 5%t angd Ipll ita < 1. As 4™ (m) converges weakly to

Jto
P, p is a measurable version of the densities for P.
Applying It 0’s formula and taking expectations, we obtain that p is a weak solution of (II.19).

Aspe H = 3Hata , this function is actually a classical solution of (II.19). ||
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Like in the classical McKean-Vlasov framework, it is possible to construct a sequence of weakly
interacting particle systems that approximate the solution of (I1.18). Let B?, i € N* be a sequence
of independent R¢-valued Brownian motions and (?, i € N* be a sequence of random variables
IID with law fo(z)dz independent of the Brownian motions. The particle system of order n is
the unique strong solution of

. . t 1 <& . . ) t 1 ) .
Z" =4 / a<— > w(zim - Zﬁ”"”)) B + / b(— > w(zim - Zﬁ’”))ds, 1<i<n
0 n- 0 n “
7=1 7j=1

On the same probability space we define Z! to be the solution of the nonlinear equation

Z} =+ [y o(W x Py(Z0)).dBL + [y b(W = Py(Z1))ds
P is the law of Z¢

given by Proposition I1.3.2.

Proposition I1.3.3 For any i« € N*, for any n > 1,

2 4

S cM in o CM
E 7 Zi?) < =2 exp(CK2); E 7z = ZiY) < % exp(CK,y) (1120
(f;lTpl : il ) S K exp(CKy); f;lgl ' i) < W2KL exp(CK,) (11.20)

where C' is a real constant independent of W'.

Remark I1.3.4 These bounds obviously imply propagation of chaos: for any k € N* | the law of
the susbsystem (Z"™, ..., Z%") converges weakly to P¥ where P is the law of the solution of
(I1.18).

Proof of Proposition I1.3.3 : Our proof is an easy adaptation of the one given by Sznitman
[40] Theorem 1.4 p.174 but as we need to precise the dependence on W, we present the calcula-
tions.

In the following, K and K' are real constants which may change from line to line. Using Bur-
kholder inequality, we get that for any ¢t < T,

n

. . trq . . . . 2
E( sup | 20" z;F) < KE( / (— S W(Zin — 28" — W (Zi - Zﬂ’”))) dr
0 mn

s<t j=1
[ jgi;wv(z% — Zf") —W(Zi - Zﬂ))>2dr
+ /Ot (% jnl(W(z;' _Zi)-W P,(Z,é)))zdr)

By exchangeability of the couples (Z"", Z%), 1 < i < n, we get
. —_ t . —_
]E( sup | Zb" — Z;|2> < KKg,/ ]E(|Zﬁ’” — Z;|2> dr
s<t 0

+K’/0t i ]E((W(Z;' — 7)) - W*PT(Z;L)> (W(Z;' — 7k - W*Pr(Zﬁ)>>dr

jk=1
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When j # k, either j # ¢ or k # 4. Suppose that j # i. As the law of Z! is P, and this variable
is independent of the couple (Z%, ZF),

]E( (W(Z}; _Zi) - W Pr(Zfl)> (W(Zﬁ — ) =W PT(Z”» -

E(]E(W(Z;' — Z1) = W x P(Z)

7,2} ) (W@ - 25 - w s () ) =0

Hence

: iy t , . K'M2t
IE( sup | Z4" — Z;|2> < KK,%,/ IE<|Z;’” — Z;|2> dr + -
s<t 0 n

If ¢(t) = ]E( sup,<, | 20" — Z§|2> KKJ‘I@ , we have

K'M?

VEST, () < s

+KK2/ b(r

By Gronwall’s lemma, we conclude
! 2

WKK? Y exp(KK2T)

(1) <

The second inequality in (I1.20) is obtained by similar calculations. | |

I1.3.2 Approximation of the nonlinear stochastic differential equation (II.1)
for regular initial data

In this section, we suppose that [Hyp}] holds for some 57 > 2. We need this restrictive assumption
which implies compactness (as seen in the proof of Proposition I1.3.2) to prove the propagation of
chaos result. But it also enables us to obtain a new existence result for (II.1) without hypothesis
(I1.17).

Let (es)n be a sequence of positive numbers converging to 0. We set V"(.) = dV( ~). By
Proposition I1.3.2, there is existence and uniqueness for the nonlinear stochastic dlfferentlal
equations

{Y} —C+f0 (V™ % P*(Y™)).dBj —i—fo (V™ % PP (Y,)"))ds (I1.21)

P" is the law of Y™

and Vn, P" admits a measurable version of the densities p" in HY55 e with llp" ] e g <1
We set ¢"(t,z) = V"™ xp"(¢t,.)(z).

Proposition I1.3.5 Under [Hyp}] for some j > 2, there is existence for the nonlinear stochastic
differential equation (II.1). When (I1.16) also holds, the solution is unique and if it is denoted
by X,

]E( sup |Y;" — Xt|4> < Keiﬂ with 8= a,1,2 respectively for 7 =2,3,> 3 (I1.22)
t<T

where K is a real constant independent of n.
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The proof of the proposition is based on the following lemma which states existence for the
Cauchy problem (II.14) under [Hypg] and compares the solution with p"™ under the additional
assumption (II.16).

Lemma IL.3.6 If [Hypj] holds for some j > 2, then the Cauchy problem (II.1{) admits a

solution p € HES 9+ it ||p]|]ﬁj < 1. If moreover (I1.16) holds, then
2 bl

+a —
sup [p—p"| < Cep; sup |p—q"| < Cej,
[0,T]xR4 [0,T]xR4
where = «,1,2 respectively for 5 =2,3,> 3 (I1.23)

Proof of Lemma I1.3.6 : First, under different asumptions on f : [0,7] x R? — R, we upper-
bound the rate of convergence of f(t,z) = V¥« f(t,.)(z) to f(t,z).

If (| fll+g 200 <1, a8 JpayV(y)dy =0,

|fk(t7$) - f(t7$)| =

[ it =) = vl
) v ! 0% f
= ‘ /Rd ( —ey-Vof(t,z) + € Z;I yiyj/o (1— e)m(t,x - Heky)d0>V(y)dy‘
<C(V)e;
If [/l £ 4o <1, then

[ fk(t,z) — f(E,2)] =/ |f(t,z —exy) — f(E,2)|V(y)dy < sup Isz(t,x)l/ eklylV (y)dy
Rd [0,T]xR4 Rd
< C(V)Ek

If [|flls o <1, then

filtn) = f(t.a)l = [ 162 = ) = F(t.)V )y

<Iflls o / SV (y)dy +2 sup |f] 1|2V (y)dy
lery|<1 [0,7xR4 lepy|>1

< C(V)ex

As supy, ||pn||‘+%,j+a < 1, we deduce

Vn, sup [|p" —q"| < Cei

[0,T]x R4
op"™  Oq"
Vi, sup 61; _6,(710 < Ce) with y=1ory=2 resp. for j=2o0rj>2
[0,T]xR¢ i i
82pn 62(]”
Vi,j su — < Ceé?  with B=a,1,2 resp. for j =2,3,>3 (I1.24
J [0,T}>I<)Rd 61‘@8@7 61‘@61‘] =Y W b P J ( )

Combining Ascoli’s theorem and a diagonal extraction process it is possible to obtain from (p™),, a
subsequence (p*);. such that p* converges uniformly on compact sets together with its derivatives
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(the first order time derivative and the first and second order space derivatives) to a function

p and its derlvatlves The norm of this function in H*2*¥+® is smaller than 1. By (I1.24), w
deduce that ¢* and its first and second order space derivatives converge to p and its derlvatlves
uniformly on compact sets. As by (I1.19), p* solves the Cauchy problem

ok
ot
taking the limit & — +oo we obtain that p solves (II1.14).

L*kp on [0,7] x RY and p*(0,z) = fo(x),

To prove (I1.23) we are going to express the difference p — p™ as the solution of a linear partial
differential equation (with coefficients depending on p, p" and ¢").

op—p") _ 1y o PO (N 0P op —p")
~ o 3 MZZI(GU (p) + ajj (P)P)W + Z:ZI (;%(P)%j - bi(P)) T on

d d
1 dp Op 1\ Op n
+ (2 D> aijlp P) 5 o, ;b@-(p)ax)(p p")

1,j=1

82pn 1 d ' 8210” I (omy,n 82qn
+ = Z (aij(p) — aij(q ))823 07, + 3 Z (aij(p)piaxiaxj —a;;(q")p axiax]‘>

t,j=1 t,j=1

+ i <i (a 665 — aj;(q" )giy) (bi(p) — bi(qn))> (31;7:

d
1 " @@_ " 8q 8(1 / _wn oq" n
+ (2@,;1 (“ij(p)axi 0z ai5(a") ox; 835] Z:ZI bilp 8xl bilg )8xz~ P
(I1.25)

Let us modify the four last terms of the right-hand-side in such a way that the differences (p—p™),
O(p—p™ A(p™ —gm n__,n
22 (p — q7), 225 and T appear.

. 82 n 32 n__n
For instance, we set G(0) = a;;(¢" +0(p —qn)) (0" + 0(p — p")) (axig% +0 a(giaxz )> and make
the following computation for the fifth term:

82pn 82 n
! o /
i (p)p 00z % (q 8351835] / G0

and

2. n 2(,,0 N
= (-9 0" ) [ a0 - q))(p”+e(p—p”)>(aii§xj+ea e Jas

1 ann 82 (pn _ qn)
_ ! (g™ g
+(—p )/0 aii(¢" +0(p —q ))(axiaxij@ om0z, >d9
82(pn_qn

L7 /1 az;(¢" +0(p —¢"))(p" +6(p — p"))do
8$i6$]’ 0 K

The coefficients behind (p™ — ¢"), (p — p") and # in the right-hand-side are bounded on

[0, T] x R? uniformly in n.
Treating the fourth, the sixth and the seventh term of the right-hand-side of (II.25) in the same
way, we obtain

dp—p")

1d
ot 2

2 N /) d N )
S (aig ) + alypyp) DL L) S @@ ) gm oy

0x; 0% ; 0x;
ij=1 Lt i=1 !
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where

d d
0 20" — ¢") (A
f ”ZI o, +Zl P O =)

and the coefficients ;1%, B!, B, C™ and C™ are bounded on [0,7] x R? uniformly in n.

If (I1.16) holds, it is possible to apply Theorem 2.5 p.18 [23], to obtain

sup |p—p"| < C(T,0,b) sup |f"|
[0,7]x R4 [0,T]xRd

By (I1.24), supjo ryxra [ f"| < C(T, 0, b, V)eg with 8 = a, 1,2 respectively for j = 2,3, > 3. Hence
(I1.23) holds. ||

Proof of Proposition 11.3.5 : We suppose that [Hypg] holds for some 7 > 2. By Lemma

I1.3.6 the Cauchy problem (II.14) admits a solution p in H%’Ha([O,T] x R?%). Existence of a
solution for the nonlinear equation (II.1) is deduced like in the proof of Proposition I1.2.3.
Now, we also assume that (II.16) holds. By Proposition I1.2.2, we deduce that (II.1) admits
a unique solution. If this solution is denoted by X, using Burkholder inequality, we get that
E(sup,«, | Y — X,|?) is less than

x [ E(|a(q"(s, ) — o(p(s, Y| + o(p(s, 7)) — o (p(s, X))
0
T 1b(q" (5, 7)) — bl(p(s, T + [b(p(s, V7)) — b(p(s,xsw)ds

As ¢ and b are Lipschitz continuous, for any ¢ < T,

t
E( sup |V — Xs|4> < K(T sup |¢" —p|4 + sup |pr|4/ E(|Y,” — Xs|4)ds>
s<t [0,T]xRd [0,7xR4 0

By (II.23) and Gronwall’s lemma, we obtain (I1.22). ||

We are going to approximate the solution of (II.1) by the moderately interacting particle systems
(I1.2) :

. . t 1 <& . . . e . .
XPm ¢y /0 U(EZV"(X;’"—Xg’”))-dBH /0 b(;ZV"(Xz’"—Xz’"))ds, 1<i<n

We suppose that (I1.16) holds and define X* to be the solution of the nonlinear equation

Xi=C+ [Lo(p(s, XE).dBE + [l b(p(s, Xi))ds
pE Cb172([0,T] X ]Rd) is a measurable version of the densities for the law of X*

given by Proposition I1.3.5.

Theorem I1.3.7 Assume that for some j > 2, [hypg] and (11.16) hold. If €, converges to zero

slowly enough to ensure that
2 2
. € CKy;\
hﬁnﬁ exp (W) =0
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where the constant C' is given by (I1.3.3), then

lim E X" —Xi?) =0
n e (fgl;lt ") =0

which implies the propagation of chaos and the convergence in law of the empirical measures
fin =130 | Sxin to P, the law of X*.

Proof : The probability density V" is bounded by M,/e? and admits K,/el*! as a Lipschitz
continuity constant. Once this remark is made, it is enough to associate Proposition 11.3.3 and
Proposition I1.3.5 to obtain

. . 2 CK?
]E( sup | X" — X§|2> < K(e?f + o exp (ﬁ)) with 8 =a,1,2 resp. for j =2,3,> 3
t<T n €n

The conclusion follows obviously. [ |

Remark I1.3.8 In a similar way, if we assume that [hyp}] and (I1.16) hold and d = 1, we

obtain . .
) . CK
E(sup|XtZ’”—X§|4> gK(efb—Fe—gexp( 8”))
t<T n s

We want to have the best convergence rate as possible for the left-hand-side. So we choose €, to
be the unique solution of

CK}
exp ( S ") =n2et (I1.26)
eTl
Then we obtain
E( sup | X201 — X§|4> < Keéd (11.27)
s<T

11.4 The fluctuation result

In this part we consider the case of the dimension one (for simplicity). We assume that (II.16)
and [hyp/] hold, that o and b are bounded together with their partial derivatives up to order 4
and that [, |z[®fo(z)dz < 400 i.e. ¢ admits an eighth order moment.

We are interested in the behaviour of the fluctuations associated with the convergence in law of
the empirical measures pu" of the system (X®") to the law P of Xi. We suppose that €, solves
(I1.26). By (I1.27), it appears that the presumed rate of convergence is €2. Let us denote by ay,

the number 6% We now study the process 7" defined for every ¢ and every function ¢ by

<y, >=an(< pi, ¢ > — < pp >).

For each Brownian motion B?, i € N*, we consider a nonlinear process similar to (I1.21)

VI = (ot Lo (Vo PRYE™).dBL+ [{b(V™ « PRV ds
P" is the law of Y%
Under our assumptions, ¥n, P" admits a measurable version of the densities p™ in H e dta

with ||pp || e <1
2

A4
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I1.4.1 A few pathwise estimations

Lemma I1.4.1 Let @ : [0,7] x R — R be a function continuous and bounded together with its
first order spatial derivative. We have

VB >0, sup E((V” « (@ (U™ _pg))(x))2> <Ky (I1.28)
[0,T]xR
VB >0, Vs € [0,T], E( <l (V7 (@ (0~ p)()) > ) S Kep el (1129)

[0,T]xR

)
sup E((V” * o (x) —ps(x))2> < K (I1.30)
) < Kqéh (I1.31)

vs € [0.7], E( <P (VP () — () >

where the real constants K g, K2 3, K1 and Ky do not depend on n.

Proof : We only prove the second and the forth inequalities. The first and the third are obtained
in a similar way but the calculations are easier.
We recall that V™ is bounded by ¥v and Lipschitz continuous with constant %

€n n

B < (V7 (a0 - P > )

- ZE< (% S (VIXE — XPM @, (XTI - < pl, @ (VXL - ) >)>2>
2

—_

@
Il
-

<

IN
|

e (S - X (i) - v - e )

1 <& _. _ _ . _ 2
- n YZ,’rL _ Yj,’n ¢s Y_],TL _ T ¢s . n YZ,’rL —.
+<n§(V(s ) (Y = < pg, @ (V" (Y )>)>

K[l < sup |®|? ) _ . , _ sup|a—q’|2 - _
<3[R X (PR - i g - 7 + B s - )
n n

j=1

|2 |2 , _
sup |2 | i SUPJl | E(|X;’n - YSZ,’I'L 2):|
nez €,

as the variables Y™ are independent and their common law has a density equal to p?. By
Proposition 11.3.3, replacing M,, and K,, by M, /e, and K,/e in (I1.20), we deduce

1 1\é CK? K
B <t (V@ - pOP > ) <K () Do () 4 5

6TL n n ne’l’b

Taking into account the definition of €, (I1.26), we conclude

V3 >0, Vs €[0,T], E( <, (VP (s — 1)) ())? > > < Kap e,
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By this inequality in the case ® : = 1 and 8 = 4 and the results given in Lemma I1.3.6, we
obtain

sup E( <, (V75 () = pa()? >) <2 sup E( <l (VP () = VP ()2 >)

s€[0,T] s€[0,T1]
+2 sup |[V"xp" —p|?
[0,T]xR
< Ksep,
which puts an end to the proof. [ |

Let us now prove that uniformly in ¢ and n, E(||n;*[[%5) is finite.

Proposition 11.4.2

sup sup E(||n?||2_2,2) < too.
n ¢€[0,T]

Proof : Let us first remark that, as o and b are bounded and E(|¢|®) < +oo,

sup sup E(sup|X§"”|8> < 005 supE( sup |X’|8> < 400 (I1.32)
n 1<i<n s<T s<T

For every function ¢ in W02’2, we write < np, ¢ >= SP*(¢) + T]*(¢), where

n n

SHP) = DG = ¢XD) ;T = (XD <pid ).

i=1 =1

Let us consider a complete orthonormal system (¢;) in W22, Since the variables (XZ",X;) are
exchangeable,

B Sstn?) < B( %3S - au5)?) < a2 1Dyl
k>1 i=1 k>1
1/2 1/2
< KaiE(|Xt1’" — X,}|4> ]E(l + X"+ |X,}|8> by (IL.5)

By (11.27) and (11.32), we deduce that sup,, supejo.r7 E(3 451 ST (ér)?) < +00. Moreover, since
the variables X/ are independent with law p;(z)dz,

E( ZTt”(qsk)?) = Z—%nZE((qsk(Xé)— < pus i >)2> < %E( > D% (qsk))

k>1 k>1 k>1

2
< Ka—”]E<1 + |Xt1|4> by (IL6)
n

and sup, supye (o 7] E(X p5 T (¢k)?) < +oo. As [nf 205 < 230451 (SP(dk)? + T (41)?), the
conclusion holds. [ |
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I1.4.2 The tightness result

In order to prove the tightness of the laws of the fluctuation processes 7", we study the semi-
martingale representation of these processes. Applying It6’s formula, we obtain that 1™ satisfies
the following martingale property: for every ¢ € CZ(R),

M) = )~ ) — [ Az,
is a real continuous martingale with quadratic variation process
a2 [t 2
<M (@) 3= 2 [ < OV ) > ds
where

Ad = an( < g (V™ g ())¢'() > = < ps, blps())¢'(1) >

5 <HLATT O ) > —5 < 00 > )

Proposition I1.4.3 For every integer n, the process (M}') is a strongly continuous martingale
m W072’2, and for {¢p}r>1 a complete orthonormal system in W02’2,

Sup — Z]E(sup(Mt (dx)) ) < 400 (I1.33)

no G =y \i<T

which implies that sup,, ZE(sup,cp [|M]|25,) < 400 and that the C([0,T], Wy >*)-valued va-

riables M™ converge to 0 in L>.

Proof : Let {¢y}r>1 be a complete orthonormal system in Wo2 2 of C* functions with compact
support. By Doob’s inequality, >+, E(suptST(Mtn(gbk)F) is bounded by

(12 T
KB 6)P) = S22 S B( [ <t 200 i) > ds)

k>1 k>1
Ka 2 Ka; T
[ o= S [
k>1 0
K
< ﬁE( sup(1 + |X;:"|4)> by (I1.7)
n s<T

By (11.32), we conclude that (II.33) holds.

We still have to prove the continuity of M™. Let € > 0. By (I1.33), there exists a positive number
No (depending on w) such that Y7, v, supr(Mf*(¢r))*> < & a.s.. Let {t}m>1 be a sequence
in [0, T such that (¢,,) tends to ¢ when m tends to infinity.

1M, — MP (%0 =D (M (dx) — M (¢5)?

k>1

No
< DM (dr) = MP(60)” +2 Y (M () + (M (64))°}

k=1 k>No
et
: 6 a
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The majoration of the first term if m is sufficiently large is due to the continuity of the process
M (¢r), for every k > 1. Thus the mapping ¢ — M]* is continuous in W072’2. | |

To study the drift term we transform A%¢ where ¢ € CZ(R).
Ap = an< < g = ps; bps () () > + < g, (V™ g () = b(ps ()4 (1) >

# 5 <HEpad IO > 4 < @ EO) = (D)) > )

0_2

(s ()" >

1

+oan < pl )V () —105(-))/0 O (rV™ g () + (1= 7)ps(-))dr >

=<, b(ps()¢' () > + < nf,

1. 1
tan < S0 30 =) [ @V )+ (1= ()i >
=<y, Lep >+ < Z}, >

with
Lsp(x) = b(ps())¢' () + = (ps())¢" (@), (I1.34)

1
< Zgsd > = an < puig, (V7 g (1) = ps(4)) <¢'(-)/0 V(rV™"x pg () + (1= 7)ps())dr

"n. 1
N ¢2( ) /0 (62 (rV™ 5 w2 () + (1 —T)ps(-))dT> >
(11.35)

Proposition I1.4.4 For every s, the operator Lg is a linear continuous mapping from Wal’l mnto
W2, and for all ¢ € Wy,

32 < Killgllis (IL.36)

| Ls¢

. . . 4,1 .
For every n, s and w, the operator Z is a linear continuous operator from Wy into R, and

E(|Z21%41) < Ko < +oo. (IL37)

The constants K1 and Ko are independent of n and s <T.

Proof : The upperbound is clear for Ly¢, since p belongs to HHTQ"HO‘([O, T] x R), and then to
C%([0,T] x R).
For Z}', we observe that as ||¢[|c21 < K||¢[l41 (by (I1.3)),

E(< 28 ¢ > < aiuqsnile,aE( [a+ |y|2)u?(dy)>1E< [ —ps(y))2u?(dy)>-
By (I1.31) and (II.32), we conclude that (II.37) holds. ||

To prove the tightness of ™ in C([0, T, W074’1), we use the Hilbert semimartingale decomposition
n 3 _4,1
of n in W,

t t
n=mny +/ (Ls)"ngds + / Z}ds + M. (I1.38)
0 0
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where (Lg)* is the adjoint of the operator L.

Lemma 11.4.5 The integrals fOt(Ls)*nst and f(f Zds are defined as Bochner integrals in W0_4’1.
Proof : As W(;Ll’1 is separable, following Yoshida [41] p.132, it is enough to check that :

1) Vo € Wal’l, the mappings s =< (Lg)*nl, ¢ >=<n?, Ls¢ > and s < ZI', ¢ > are measurable
2)as., [J[|(Ls) n2||-a1ds < +oo and [} |Z2||-4,1ds < +o0.

Condition 1) is obviously satisfied.
By (I1.36) we obtain

T T
/ V(L) s ads < K / 12 2.2
0 0

By Proposition 11.4.2, E( fOT ||77?H2272ds> < 400 which implies that a.s., fOT 10| —2,2ds < +o0.
Hence condition 2) holds for the first integral. For the second integral, we remark that, a.s.

JTNZ2)| —4,1ds < +o0, as by (IL37), ]E( I ]|Z§L||24,1ds> < +o0. i

Proposition 11.4.6
sup 5 sup a7 2., ) < +o0 (11.39)
n t<T

The trajectories of " are a.s. strongly continuous in W0_4’1.

Proof : By the semimartingale decomposition of 1™ (II1.38),

t
i 12 < 4{ M6 12 an +¢ | (L) 81200 + 1ZE 1 4 0)ds + (M2 4,
0

Taking (I1.36) and (I1.37) into account, we deduce

T
JE( sup ||nm|24,1) < 41E<H773||24,1 T [ OR I + 1220)ds + sup HM?n%,l)
t<T 0 t<T
< 4(E(||n3 2000 + KT sup B ) + KoT? + E( sup ||le||24,1))
s_ —

Propositions 11.4.2 and 11.4.3 and the continuous embedding of I/VO_Z’2 into I/VO_ZL’1 imply that
(I1.39) holds.
The Bochner integrals f(f (Ls)*n?ds and f(f Zds are strongly continuous in 1/1/0_4’1 ([41] Corollary

1 p.133). Moreover, by Proposition 11.4.3 and the continuous embedding from VVJZ2 into W074’1,
the process M" is a.s. strongly continuous in W074’1. The decomposition (II.38) of n™ allows to
conclude that this process is a.s. strongly continuous. |
We are now able to prove

Theorem I1.4.7 The sequence of the laws of (n™)n>1 is tight in C([0,T], W0_4’1).
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Proof : By Proposition 11.4.3 and the continuous embedding from Wof2’2 into W074’1, we know

that the processes M" considered as C([0,77], W0_4’1) valued variables converge to 0 in L2. As
c([o, 1], W0_4’1) endowed with the sup norm is a Polish space, we deduce that the sequence of
the laws of (M™),>1 is tight in C'([0, T7, W074’1). Therefore it is enough to prove the tightness of

the laws of the drift terms D} = ng + fOt(Ls)*ngds + f(f Z!ds to conclude. Let us now recall the
criterion that we will use:

A sequence of (", F{*)-adapted processes (Y "), >1 with paths in C([0,T], H) where H is a Hilbert
space s tight if both of the following conditions hold:
I: There exists a Hilbert space Hy such that Hy — .. H and such that for all t < T,

sup E(||;"[[3,) < +oc.
n

II: (Aldous condition) For every yi,v2 > 0 there exists 6 > 0 and an integer ng such that for
every (Fy{")-stopping time 1, < T,

sup sup P([[Y7 — Y7 pllm > 1) <7

n>ng <6
As Wy 2% s, Wy V' and [ DP)12,5 < 2(Inf 1250 + IMP]25,), Propositions I1.4.2 and I1.4.3
imply that condition I holds for (D"),>;.
Let y1 > 0,0 <0 <4 and 7, < T be a stopping time. By Chebychev inequality,

2
4,1)

Tn+0
/ ((Ls)*n + Z7)ds

1
P(IID?n+a D | > 71) <lg (\

71
. 1 9 o K&?
By Proposition 11.4.4 and 11.4.2 < — (207 Kysup sup E{ [[ng|Z22 ) + K2 ) | < —5-
"1 n te0,T] ’ M
The right-hand-side is arbitrarily small uniformly in n for § small and condition IT holds which
puts an end to the proof. [ |

I1.4.3 Characterization of the limit values

If we consider equation
t t
Ny =1y +/ (Lg)*nyds +/ Zlds + M}
0 0
it appears that as n — 400, it is not possible to close the equation at the limit in 1/1/074’1 because

of the unboundedness of the operator Lg in W(;l 1. But this operator is bounded from W(? 1 to

W(;l L Therefore, we are going to obtain a limit equation in WO_G’I.

Let Ayp(x) = pa(2) (¢'(w>b'(ps(x>> n %(a?)’(ps(x») and Lo = Ly + A,

Since p € HHT&AJ“O‘([O, T] x R), we easily prove that:

Lemma 11.4.8 If o and b belong to C’E, then for each s, the operator Ls is continuous from
Wg’l into W(;l’l and its norm is bounded uniformly in s € [0,T]. Moreover,

Vo e W', Vs, s' € [0,T), ||Lsp — Lodllag < Kls — 8|2 [|pl6,1-
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We are now ready to obtain the limit equation :

Theorem I1.4.9 Let us assume that o,b € C’E. Then every limit value of the laws of (n™)p>1
(in P(C([O,T],W0_4’1))) is concentrated on the solutions of the deterministic affine equation

t t
Vi €[0,T], & = / (Ly)*Esds + / Gyds in Wy o' (11.40)
0 0

where G is defined, for every ¢ in Wéi’l by

¢"()

2262 (ps()) >

<Gt =<y ([ #VEE )OO 0.0) +

Remark 11.4.10 Let ¢ € C([0,T), Wy ™""), ¢ € W' and s,5' € [0,T]. By Lemma I1.4.8, we
obtain

| <€sa£s¢> - <€s’a£s’¢> | < | < fs _fs’a£s¢> |+| <€s’a(£s’ _Es)ﬁb > |
S K(lg& —&oll-an+ sup &l aals — %)
t€[0,T]

l6,1

Hence the mapping s — (Ls)*Es is continuous in W(;()”1 and the integral f(f([,s)*fsds is defined
as a Riemann integral.
By Schwarz inequality, (I1.32) and the continuous embedding of W(?’l into C%!,

<Gy, >?< K <py, (14 [27) > [|gllEen < K¢

6.1-

t . : —6,1
Hence fo Gsds makes sense as a Bochner integral in W, ™.

Proof : We consider a subsequence of n" converging in law and that we still index by n for
simplicity. Let ¢ € [0,T], n be a variable in C([0,T], W0_4’1) distributed according to the limit
law and ¢ be a C* function with compact support in R.

By Lemma IL.4.8, the function Fy : £ € C((0,T], Wy ') =< &, ¢ > — [} < &, Lsdp > ds € R is
continuous. Hence the sequence Fy(n™) converges in law to Fy(n).

We have already seen that the martingale part tends to zero. Hence M, (¢) converges in law to
zero. By the same way, the initial sequence < n7,¢ > tends to zero, since the fluctuations of
initial independent conditions converge at rate \/n.

If we prove that f(f < Z',¢p > ds — f(f < ¢, Asp > ds converges in law to the deterministic
variable f(f < Gg, ¢ > ds, by the decomposition

t t
Fy(n") =< 1, > +/ <z > ds —/ <t Ayb > ds + M)
0 0

we will deduce that
t t
vVt e [0,T], a.s., <n,p>= / < g, Lsp > d5+/ < Gs,p>ds
0 0

By continuity, the above equality will hold almost surely for any ¢ € [0,7]. Moreover, choosing
. . 6,1 . .. .
¢ in a sequence dense in W,>", and taking limits, we will get

t t
a.s., ¥t € [0,T), Yo € W', < mi, ¢ >=/ <ns,£s¢>ds+/ < Gy, ¢ >ds
0 0
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which is the conclusion of the theorem.

By an easy computation, < Z7,¢ > — < nf, Asp > — < G5, ¢ > isequal to T7"(s)+T5 (s)+T3(s)
with

1
T (s) = an < 12 (V™ % 1) — pa(2) (¢'(->( [ oo+ - opar - b’(ps(»))

# ([ e s+ 4= onor - @) ) >

73(6) =< s an(V 1) = 2.0 (SOV 00 + L 00)) >

- <z [2vE@ )0 (#0V e + @ e >

eem) >

To(s) =< p§, an(V" % g () = V" % ps()) <¢'(-)b'(ps(-)) +

- <O (#OF ) + T @ () >

If we show that lim, [ E|T}(s)|ds = lim, [ E|T2(s)|ds = lim, [,/ E|T3(s)|ds = 0, then the

proof will be finished since these limits imply that f(f < Z' ¢ > ds — f(f < nt Asep > ds
converges in L' to the deterministic variable fot < Gs,¢ > ds for any t € [0,T].

Proof of lim,, fOT E|T} (s)|ds =0

1
THs) = an < 12 (V™ ¢ 1) — pa(2) (¢'(->( [ HEvT 0+ 0= p i =¥ 0)

"e. 1
F BB ([ s+ 0= par - @ ) ) ) >
0
As v/ and (02)" are Lipschitz continuous and ¢' and ¢" are bounded
T, ()| < Kan < pig, (V"5 (1) = ps(.)* >

By (I1.31), we deduce fOT E|T} (s)] < KTe2. Hence the conclusion holds.

Proof of lim,, fOT E|T2(s)|ds =0

N —

T2(s) =< i, (an(vn ps() = pal)) -

(/ZZV(z)dz>pg(.)>
9"()

) () >

(¢'<.>b'<ps(.)> n

¢"()

w < =g ([ #r@a )0 (#0000 + L2 @ ) >
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Let T2 (s) and T?2(s) denote the terms in the right hand side.
Since p; is in C} uniformly in s and Jg 2V (2)dz = 0,

V(o) o) - ([ 2vi)mw

gKeg/|z|3V(z)dz

The functions b', (¢?)’, ¢’ and ¢"” being bounded, we deduce fOT E(|T2 (s)|)ds < Ke, which tends
to 0 as n tends to infinity.

The function y — pf!(y) (qb’(y)b’(ps(y)) + @((ﬂ)’(ps(y))) is Lipschitz continuous and boun-

ded. Since, by the propagation of chaos result, the sequence (u3(dz)) converges to ps(z)dz in
probability, E|T?2(s)| tends to zero as n tends to infinity. By Lebesgue Theorem, the same is
true for fOT E|T22(s)|ds. Hence lim,, fOT E|T2(s)|ds = 0.

Proof of lim,, fOT E|T3(s)|ds =0
For simplicity, let us denote

¢"(x)

22 (0%) (ps()

hs(x) = ¢ (2)V (ps(2)) +

135 = [ [ V(o= wpinont ) — [ vy
= [ [ V= ot i) = pie)da)at
+ / / V" (@ — )by (@) (1 (2) — pi (@) (dy)
([ [ =i - [ v

= T3 (s) + T3(s) + T3(s)

We set V" (z) = V"(—x).

BT (5)] < E( < U, [V (s (0 — 1)) ()] > )

< an (B < i1 02 = 2DO1> )+ sup BT (608~ 2] )

[0,T]xR
The function 1 is continuous and bounded together with its first spatial partial derivative and
satisfies the hypothesis made on @ in Lemma II.4.1. Moreover, as V" is bounded and Lipschitz

continuous with the same constants as V", the proof of Lemma II.4.1 shows that (I1.28) and
(I1.29) still hold when V"™ is replaced by V™. Hence we obtain V3 > 0,

g 31 5-2
/ E|T;)" (s)|ds < Kgep
0

By choosing [ greater than 4, we obtain the convergence to zero of fOT E|T3! (s)|ds.
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As 15 is equal to 0 outside a compact set which does not depend on s € [0,71],
T T
[ B2l = o [T 5(1 [0.0vm 0 - p) @00 el
0 0

< Kyan sup Ip?(w)—ps(w)l( sup E[V™ « (uf —p{) ()| + sup IV”*(p?—ps)(wH)
[0,7)1xR [0,T]xR [0,7)1xR

< Kyan sup |p2<w>—ps<x>|( sup E[V™ x (1 —p")(2)| + sup |pz(x>—ps<w>|)
[0,TTxR [0,T]xR [0,TTxR

By Lemma I1.3.6 and (I1.28) written for ® : =1 and § = 4, we obtain, fOT E|T32(s)|ds < Ke2,

which goes to 0 as n — +o0.
For the third term, an easy computation (using Taylor expansion) gives that

2

[ Ve =@ e)de— b wp ) = F [ 2V e ) + 20 0) + 500 )

is smaller than Ke;, [5 |2|*V (z)dz. Hence

2

T3 (s)| < E5”/ZQV(Z)dZ/(ps(y) YY) + 20, () (y) +¢s(y)p’s'(y))n?(dy)‘ + Key,

_ K\ < = Doy pa (B0 + 2L + s (Ip() > ‘ | Ke,

As the function y — ps(y)¥Y (y) + 2 (y) % (y) + s (y)p¥ (y) is Lipschitz continuous and bounded,
the convergence in probability of ul to ps implies that

E\ < U = P ps (V) + 2OV + (P > ‘

converges to zero. Hence E([1 |T33(s)|ds) tends to zero as n tends to infinity.
g o tn

The proof of Theorem 11.4.9 is then complete. |

The next step consists in proving uniqueness for (I1.40). Let ¢! and €2 be two solutions in
c([o, 11, W074’1). The difference ¢ = ¢! — €2 is a solution of

~ t ~
- /0 (L,)"E,ds

in Wofﬁ’l. But the operator (Ls)* is not bounded in W[;ﬁ’1 and Gronwall’s arguments do not
work to prove ét =0, Vt € [0,T]. The trick is to use the semi-group associated with the second
order operator L4 to obtain uniqueness. Our approach is very similar to the one developped by
Mitoma in [28].

Lip(w) = (b(ps(2)) + ps(@)V (ps(2)) ¢ (2) + (07 (ps(2)) +ps(w)(02)’(ps($)))@

We set A(s,z) = b(ps(z)) + ps(x)V (ps(x)). By (I1.16), it is possible to define
7(s,2) = Vo2 (ps(x)) + ps()(0?) (ps(x)).

In order to ensure that y is smooth, we have to assume that

Jp >0, Ve € R, o?(z) + z(0?) (z) > p
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which is exactly property (II.17).
From now on, we suppose that o,b € C1° and that [hypg] and (I1.17) hold. The function p belongs

to H%Ta79+a([0,T] x R) and the functions v, and Ay belong to Cp uniformly for s € [0,T].
According to Kunita [22] p.227, the flow (Xs¢(z))o<s<i<r defines a C® diffeomorphism, where
(Xst(x)) is the unique solution of the It stochastic differential equation

t t
Xst(z) =2 +/ v(r, X (2))dB, +/ Ar, Xgp(x))dr, t>s
Let D’ X (x) denote the derivative of order j for 1 < j < 8. By [16] p.61,

Vr>0,V1<j<8, sup sup E<|Dszt(x)|r> < +o0 (IL.41)
z€R 0<s<t<T

Let ¢ € CZ. Itd’s backward formula ([22] p.256) gives
H(Xala)) = 9(0) = [ 10 Xt X)) DXa()dB, + [ £, (9,0 @)

By (I1.41), the expectation of the above stochastic integral is equal to 0. If we define

(U(t,5)p)(x) = E(p(Xst(2))),

taking expectations in It6’s backward formula and using Fubini’s theorem, we get

t xr 2 r,x 2 rt\&
(Ut 5)6)(z) — b(=) :/ A(r,x)E(a¢()gZ( ))> + 7 (2’ )E(a ‘/)(;;;( ))>dr (11.42)

For k = 1 or k = 2, the variables (%gb(X st(x))) depend continuously on z and are uniformly
z€R
integrable by (I1.41). Hence it is possible to exchange expectations and derivations in the right-

hand-side of (I1.42) to obtain
Vo € CE,V0<s<t<T, Ve eR, (Ut s)p)(z)— p(x) = /t L. (U(t,r)p)(z)dr (I1.43)

We are now going to prove that under our assumptions, for ¢ € C?, this equation holds in the
Banach space C%°,

Lemma II.4.11 Assume that o,b € C° and that (I1.17) and [hypy] hold. The operator Ly is a
linear operator from C®° into C° such that

YVt € [0,T], [|Lidllceo < K||o|lcs.0 (I1.44)
Vst € [0,T], Lot — Lodllcoo < K|l csolt — 5| (I1.45)

For any 1 < j <8, the operator U(t,s) is a linear operator on C?° such that

VO<s<t<T, ||U(t,s)pllcio < K¢l cio (I1.46)
VO<s<s <t<T, Ut s)p—U(t,s)p|lcio < K||dllcitroVs —s (11.47)
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Proof : Inequality (I1.44) is obvious. As p € H‘”T“’%a([o, T x R), this function and its spatial
partial derivatives up to order seven admit a continuous and bounded first derivative with respect
to the time variable. Inequality (I1.45) is easily deduced.

To prove the second part of the Lemma, we set 1 < j <8, ¢ € C% and 1 < k < j. We have

k k
%eﬁ(xst(x))zz Yo D) (X(2) (DX gt(2) (D2 X gy (2))"2...(DF X gy ()
I=1 ly+2lo+...+kl,=k

with integer constants ¢(L) = ¢(l,11,...,l). Hence, by (I1.41), the variables <§—;,C¢(Xst(x))>
zeR
are uniformly integrable. Since they depend continuously on z, we deduce that U(t,s)¢ is in

CZ with derivative of order k given by E(ga—;gb(Xst(x))). By the boundedness of v and A,

i) oo P (|Xst(x)| < @) = 0. Hence lim|$|ﬂ+ooE<§—:kqb(Xst(x))> =0 and U(t,s)¢ € CI0,

is smaller than

D (U(t,5)$)(z)

Moreover,

k
> sup RO c(L)E‘ (DX ()" (D* X ()" .. (DF Xy ()
1=1Y¢ hi+..+kl=Fk

and then bounded by K||¢||cko. As clearly ||U(t,s)d|coo < [|¢]lcoo, we deduce that (I1.46)
holds.

The proof of (I1.47) is based on the following estimates given by Mitoma [28|, Lemma 3

VO<s<s <t<T, VoeR, EXy(z) - Xg(2)]* < K(s' = 5)
V1< j<8, EBDI Xgy(z) — D' Xgy(x)]? < K(s'—s)  (11.48)

and obtained by computations similar to the previous ones. [ |

If ¢ € C*0, by the previous Lemma, s — L(U (t, s)¢) is continuous in C*°. Hence f(f Ls(U(t,s)p)ds
makes sense as a Riemann integral in C%°. Using (I1.43), we deduce

t
(U(t,s)p) — ¢ = / L.(U(t,r)¢)dr in CO° (I1.49)
This equation is the key point in the proof of uniqueness for (11.40).

Proposition I1.4.12 Assume that 0,b € C}0 and that (I1.17) and [hypy] hold. Then (11.40) has
no more than one solution in C([0,T], W074’1). Moreover, any such solution & is characterized by

t
vt €[0,T], & = / Ul(t,s)*Gsds in C™*0 (11.50)
0
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Remark I1.4.13 Let ¢ € C3 and s,r € [0,T].
<G~ Gud> <] <ang [ EPVEE(O(#OF o) + 5202 00
() (eb'(.)b'(ps(.)) " w((f?)'(ps(.)))) \

# <oy ([ ERVEE)RO (#OV o) + E P 0u) >

Since p € H%Ta’%a, the first term of the right-hand-side is smaller than K||¢| cso|r — s|. For
the second term, we remark that the function x — pll(x) (gb’(x)b'(ps(x)) + %(02)'(;05(:5)) is
bounded by K||¢||c3.0 and Lipschitz continuous with constant K||¢||c3.0. Hence

<G =Gy | < K(|r a4t dFM(ps(x)dx,pr(x)dx)) Il

where dppr denotes the Fortet-Mourier metric on P(R). Hence the mapping s — G is continuous
in C~30. By Lemma I1.4.11, we deduce that s — U(t,s)*Gy is continuous in C~*°. Hence
fo (t, s)*Gyds makes sense as a Riemann integral in C—+0.

Proof : Let ¢ € C([0,T], W, ') satisfy (IL40) and ¢ belong to C%0. As C®0 — W', by
(I1.49) we get

<Eg>= /Ot < (L) €0, Ut 5)p— /st Lo(U(t,r))dr > ds
+ /Ot <G, Ut s)— /: Lo(U(t,r))dr > ds
/t(< G5, U(t,s)p >+ < (L5)"Es, U(t, s)p >)ds
/ / )&+ G, L (U(t,r)p) > drds
/ (< G, U(t,8)p >+ < (L), U, s)gp >)ds
/ / )& + G, L (U(t, 7)) > dsdr
As € solves (IT.40) and L, (U(t,r)¢) € OO — W', we have

/T < (Le)*Es + G, Lo (U(E, 7)) > ds =< &, L (U(t, 7)) >
0

Hence
t

t
<&, p>= /0 <G, U(t,8)p >+ < (Ls)"Es,Ult, s)p >)ds — / <&, L (U(t,r)p) > dr

0

t
= / < G, U(t,s)p > ds
0

Since C*0 is dense in C*°, we deduce that & = fo )*Gyds in C~40. As C*0 is dense in
WO_4 ! we conclude that uniqueness holds for (I1.40) in C ([0 T], W0_4 1)_ |
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We are now ready to conclude:

Theorem I1.4.14 Assume that o,b € Cl° and that (I1.17) and [hypy) hold. Then the variables
n" € C([O,T],W0_4’1) converge in L' to the deterministic process n such that the image of n; by
the continuous embedding of 1/1/0_4’1 into C—*0 is given by f(f U(t,s)*Gsds for any t € [0,T].

Proof : By Theorem I1.4.7 the laws of the processes " € C([0,T], W0_4’1) are tight.

Let 1 be a variable distributed according to a limit point. By Theorem 11.4.9 and Proposition
I1.4.12, n is the deterministic process such that V¢ € [0,T] the image of n; by the continuous
embedding of W, " into C~%0 is [ U(t, s)*Gds.

Since the unique limit point is a Dirac probability measure, the whole sequence 1™ converges
in probability to the process 1. As by (I1.39), the variables 5™ are uniformly integrable, the
convergence takes place in L. [ |
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Chapitre III

Interprétation probabiliste de deux
équations cinétiques non linéaires liées
aux lois de conservation scalaires

Ce chapitre comporte trois parties. Le paragraphe III.1 est consacré & une équation cinétique
non linéaire liée aux lois de conservation scalaires pour des conditions initiales positives. Nous
associons 'unique solution P d’un probléme de martingales non linéaire & la solution de cette
équation issue d’une densité de probabilité. Puis nous introduisons un systéme de particules et
nous montrons que dans un passage a la limite qui correspond & une interaction modérée, il y
a propagation du chaos vers P. Le paragraphe II1.2 est un complément: nous envisageons le
comportement du systéme de particules dans un autre passage a la limite, de type interaction
faible cette fois. Enfin, dans le paragraphe II1.3, nous nous intéressons & une équation cinétique
qui généralise le lien avec les lois de conservation scalaires pour des conditions initiales de signe
quelconque. Cette fois, nous donnons une interprétation probabiliste de la solution de ’équation
issue de toute fonction intégrable non nulle (et plus seulement de toute densité de probabibilité)
a ’aide d’un nouveau probléme de martingales.

ITI.1 Propagation trajectorielle du chaos pour les lois de conser-
vation scalaires

Ce paragraphe a été accepté pour publication dans le “Séminaire de Probabilités”.

Résumé

A TI'aide d’un probléme de martingales, nous donnons une interprétation probabiliste trajectorielle
de la solution d’une équation cinétique associée aux lois de conservation scalaire. Puis nous
montrons que 'unique solution de ce probléme est la limite au sens de la propagation du chaos
d’une suite de lois de systémes de particules en interaction, étendant ainsi un résultat obtenu
par Perthame et Pulvirenti [33] pour les marginales en temps.
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II1.1.1 Introduction
L’équation cinétique non linéaire:

atf(t z U) + a’( ) :Df(t z U) + A(f(t .T,’U) - 1{u§u(t,w)}) =0, (tuxu,v) € Ry x R? x Ry
fR ft,z,v)dv et f(0,z,v) = fo(z,v)
(IIL.1)

avec A >0 et a fonction continue de Ry dans R?

a été introduite par Perthame et Tadmor [34]. Ces auteurs ont montré que lorsque wg € L*(RY)
est positive bornée et fy(z,v) = Lty<wo(x)}» dans le passage a la limite A — 400, u converge vers
w, 'unique solution entropique de I’équation de conservation scalaire

ow(t,r) + Ve Alw(t,z)) =0, £ €RL, ¢t >0
(I11.2)
’LU(O,%‘) = w0($)
avec A(v fo 0)dv. Heuristiquement, on peut se convaincre de ce résultat de la fagon suivante.

Si on 1ntegre (III. 1) en v, on obtient dyu(t, )+ V. fR a(v)f(t,z,v)dv = 0. Dans le passage a la
limite, f(f,z,v) et lyy<y(s,z)) deviennent trés proches et remplacant formellement f(t,z,v) par
Lyy<u(t,z)}y dans la derniere équation, on trouve que u vérifie I’équation de conservation scalaire.

Dans la premiére partie de ce travail, aprés avoir rappelé que pour fo € L'(R? x Ry ), I’équation

(IT1.1) admet une unique solution faible dans L°°([0, T, L' (R¢ x R, )), nous cherchons & donner

une interprétation probabiliste de cette solution lorsque fy est une densité de probabilité.

A cet effet, nous introduisons le probléme de martingales non linéaire suivant : une probabilité

P € P(D([0,T],R? x Ry)) dont la marginale en ¢ admet une densité p(t,z,v) par rapport

a Ia mesure de Lebesgue pour tout ¢t € [0,T], est solution si p(0,.,.) = fo(.,.) et si, pour
fR (t,z,v)dv, V(ﬁEClO(Rde&_)

B(X0, Vi) — B(Xo, Vo) — /0 a(V3).Va(Xy, V3)

1{u $,Xs) >0} SXS
_>\/ - / XS,U) (p(XSaVYS))dv ds
0

est une P-martingale locale (ot (X, V) processus canonique sur D([0,T],R? x R,)).

Ce probléme de martingales est associé a (III.1) au sens ou si P est solution, alors p(t,xz,v)
est solution faible de (III.1). Nous montrons qu’il admet une unique solution. La solution est
construite de la fagon suivante: la position X évolue suivant un mouvement de vitesse a(V')
tandis qu’aux instants de sauts (Tj) d’un processus de Poisson de parameétre A, le parameétre de
vitesse V' se redistribue uniformément entre 0 et u(T), X7, ) ol u est la densité spatiale de la
solution de (III.1).

Dans la seconde partie, nous généralisons un résultat de propagation du chaos dit & Perthame
et Pulvirenti. Dans [33], ces auteurs restreignent la position  au tore 79 = R?/Z? qu’ils subdi-
visent en cellules cubiques identiques disjointes de volume |A|. Ils construisent un systéme a N
particules & partir de N processus de Poisson indépendants de paramétre X : & I'instant initial les
particules sont indépendantes et distribuées suivant la loi de densité fy; ’évolution de la position
de la iéme particule est régie par son paramétre de vitesse et aux instants de sauts du iéme
processus de Poisson, ce paramétre de vitesse se redistribue uniformément entre 0 et la densité
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spatiale empirique dans la cellule ou se trouve la particule (rapport entre le nombre de particules
dans la cellule et N|A|). IIs démontrent que pour N — +oo avec |A| = 0 et N|A| — +o0,
les marginales en ¢ des systémes de particules sont f(¢,,v)dzdv-chaotiques ot f est I'unique
solution de (IIL.1). Le passage a la limite |A] — 0, N|A| — 400, A = 400 suffisamment dou-
cement permet d’envisager la simulation de ’équation de conservation scalaire par une méthode
de Monte-Carlo.

Nous étendons le résultat de Perthame et Pulvirenti en nous libérant de I’hypothése technique de
minoration de fy qui les contraignait a se limiter au tore et en travaillant sur P(D([0, T],R? xR, ))
au lieu de considérer uniquement les marginales en temps. Nous introduisons un systéme de parti-
cules fortement inspiré du leur et nous montrons que pour fy satisfaisant une régularité en x pré-
cisée ultérieurement, il y a propagation du chaos en norme de variation sur P(D([0,T], R¢ xR, ))
vers 'unique solution du probléme de martingales partant de fy.

Notre preuve reprend les deux étapes de la leur. Nous nous appuyons sur le couplage qu’ils uti-
lisent mais avec un point de vue différent. Notre approche probabiliste nous permet de retrouver
trés facilement le résultat de leur premiére étape. Puis nous améliorons les majorations de la
seconde étape en travaillant dans un cadre L' au lieu d’un cadre L?.

Notations

Soit D([0,T],R? x Ry ) l'espace des fonctions cadlag de [0,7] dans R? x R, .
On note P(D([0,T],R? x R, ) I'espace des probabilités sur D([0,T],R? x R, ) que I'on munit de
la norme en variation

|IP— Q| = sup{/gb dP — /¢dQ, ¢: D([0,T),R* x R, ) = R bornée par 1}

Si P € P(D([0,T],RY x R, ), on note (Pt)tefo,r] les marginales en temps de P.

On désigne par P(D([0,T],R? x R, ) le sous ensemble de P(D([0,T],R? x R, ) constitué par
les probabilités dont toutes les marginales en temps sont absolument continues par rapport a
la mesure de Lebesgue sur RY x R,. Si P € P(D([0,T],R* x R, ), alors il existe une fonction
mesurable p(t,z,v) telle que pour tout ¢ € [0,T], p(¢,.,.) est une densité de P; par rapport a la
mesure de Lebesgue (voir Meyer [27] p193-194). Une telle fonction est appelée version mesurable
des densités pour P.

Le processus canonique sur D([0,T],R? x R, ) est noté¢ (Xg, V), s € [0,7] avec X; € R? et

Vs e Ry
II1.1.2 Le probléme de martingales non linéaire
II1.1.2.1 L’équation cinétique (IIL.1)

Proposition II1.1.1 Pour toute fonction fo € L*(R? x R,), I’équation cinétique (II1.1) admet
une unique solution faible f dans L>([0,T], L' (R? x R, )). Si fo >0, f > 0.
En outre, si f' est la solution correspondant a la condition initiale f{,

1f = Flloo < Ifo = follze (ITL.3)

ot |||leo désigne la norme de L=([0,T], L' (R? x R)).

Remarque II1.1.2 Par invariance de l’équation cinétique par translation spatiale, si f(t,z,v)
est la solution associée o fo(z,v), f(t,z + y,v) est la solution associée a fo(x + y,v). Avec la
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propriété de contraction (II1.3), on en déduit que

<Sm)|wﬁ(+wa—ﬁtwwyf§K>=><ﬂm

yeRrd 1Y yeRrd 1Y |yl
y7#0 y7#0

W(+%J—KMNMSK>

Preuve de la proposition III.1. 1 Soit fy € Ll(Rd x R;), f une solution faible de (III.1)
dans L>®([0,T], L' (R x Ry)) et u(s,z) fR (s,z,v)dv. Ce qui suit est valable pour ¢ en

dehors d’un borélien de [0,7] de mesure de Lebesgue nulle.
Sip € C°([0,T] x R x R, ) & support compact

/ NMWW@%Wﬂwz/ fol, 0)b(0, 2, v) dedo
Re xR+

RdXR+

+/’ F(5,2,9) (051 + a(v).Vatp — Ap) (5, 2, v)dsdod
(0,t] xREXR 4

+)\/ Ly<u(s,a)} (8, @, v)dsdzdv (I11.4)
(Of]xRIXR,

Par densité, cette égalité reste vraie pour ¢ € CH10([0,T] x R x R, ) a support compact.
Soit ¢ € CLO(R? x Ry ) a support compact et 9 (s, z,v) = er5 V(x4 (t—s)a(v), v). La fonction
¢ est CH10 3 support compact dans [0,7] x R? x R, . En outre,

W(s,x,0) € [0,T] x R x Ry, (959 + a(v).Vatp — M) (s,2,0) =0

En écrivant (II1.4) pour v, on obtient alors par un simple changement de variables

/ flt,z,v)p(x,v)dzdv = / e M fo(z — ta(v),v)p(z, v)dedv
RIXR4

RdXR+
t
+)\/ ds/ Lip<uls.o—(t—sia(on € D é(z, v)dzdv
o Y Jieg, Hosulsa— (=) ¢, v)

Ainsi t € [0,T] p.p., (z,v)p.p.,

t
f(t, z, 1)) = 6_/\th ($ - ta’(v)v 1)) + >‘/0 e/\(s_t)l{vgu(s,x—(t—s)a(v))}ds (HI'5)

Donc f est point fixe de I'application H qui & g € L*®([0,T], L' (R¢ x R, )) associe,

t
H(g)(t,z,v) = e_Ath(x —ta(v),v) + >‘/0 6)\(s_t)1{v§ug(S,:c—(t—s)a(v))}d“;

pour ug $,) fR (s,z,v)dv. On montre facilement que cette application est contractante

de rapport (1 — )‘T) dans L>®([0,T], L}(R? x Ry)). Par le théoréme du point fixe de Pi-

card, elle admet un unique point fixe. On a donc obtenu 'unicité des solutions de (IIL.1) dans

L>([0,T), LY(R? x Ry)).

Pour établir existence, nous allons montrer que le point fixe f est solution de (III.1). On pose
fR f(t,z,v)dv. On se donne ¢ € [0,T] et ¢p € CH10([0,T] x R x R, ) & support com-

pact En utlhsant notamment la formule d’intégration par parties pour les intégrales de Stieljes,

64



on obtient

/(O,t] xREXR 4 (

( ) Vath — Xl/)) (S,LE,’U)/ 6/\(Tis)1{ugu(’r,wf(sz)a(v))}deSd"ui’U
0

/ )‘sz/)(s, x + sa(v), v)) / e)‘T1{U<u(77x+m(v))}desdxdv
XR+ 0 -

/ )‘sz/)(s x + sa(v), v)e)‘s1{U§u(s,x+sa(v))}dsdxdv

s +
t
/ Atl/) t T —I—ta( ) )/0 6)\7—1{v§u(7,x+7a(v))}d7-dxdv

t
A(s—
. t z,v / 6( t)1{u§u($,$*(t*5)a(u))}d8
XR+ 0

_/ P(8,7,0) Liy<y(s,z)) dsdrdv (I11.6)
(0,t] xRE xR 4 -

Un raisonnement analogue fournit

/ (351/) + a(v).Vytp — )«/)) (s,z,v)e  folz — sa(v),v)dsdzdv
(0,8] xRE x R4

= / e M fo(z — ta(v),v)(t, z,v)dzdv —/ fo(z,v)(0, z,v)drdv
R xR

Rd XR+

En sommant cette équation et A fois (IT1.6) puis en utilisant (ITI1.5), on obtient que pour presque
tout t € [0,T], (IIL.4) est vérifice pour toute fonction ¢ € CHH0([0,T] x R? x R, ) a support
compact. Donc f est solution faible de 1’équation cinétique (ITL.1).

Si fo >0, d’apres (II1.5), il est clair que f > 0.
Si f' est la solution correspondant a la condition initiale fj, toujours d’apres (IIL.5),

£E[0,7] ppis [1F(tiey) = £/ Mlir < € Mo = follr + (1= e ) f = Flloo.
On en deduit ||f — f'lloc < I|fo — foll. "

111.1.2.2 Existence et unicité pour le probléme de martingales
Définition IIL.1.3 Soit fo une densité de probabilité sur R? x Ry.
On dit que P € P(D([0,T],R? x Ry)) est solution du probléme de martingales (PM) partant

de fo si Py admet fo comme densité et si pour p(t,z,v) version mesurable des densités de P et
= [o, p(t;m,0)dv, Vo € C°(R? x Ry)

$(X0 Vi) — $(Xo, V) — / a(V2) Va(X,, Vi)ds

1 u(s (s Xs
— A/ “uls.X)>0) XS )>0} / d(Xs,v) — p(Xs, Vs))dvds  est une P martingale locale
(IIL.7)

Cette définition est indépendante du choix de la version mesurable des densités. En effet si p et
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p' sont deux telles versions et u et u’ sont les densités spatiales associées,
s X S
, Vt € [0,T), / ~uls,Xs)>0} / B(X,,v) — (X, Vy))dvds

3, s
1 " sXs
:/ {u sXs >0}/ Xs,v) ¢(Xs"/s))d1)d3
0

Théoréme II1.1.4 Pour toute densité de probabilité fo sur R x Ry , le probléme de martingales
(PM) partant de fo admet une unique solution P. De surcroit, toute version mesurable des
densités pour P est solution de (III.1).

Pour montrer le théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme II1.1.5 Soit fo une densité de probabilité sur R? x Ry et h:[0,T] x R? — R positive.
On note (PMy,) le probleme de martingales : P € P(D([0,T],R? x R, )) est solution si Py admet
une densité égale a fo et si (IIL.7) est vérifiée lorsque l'on y remplace u par h.

Le probléme (PMp,) admet une unique solution.

En outre, la solution appartient a P(D([0,T],R? x R, )).

Preuve du lemme III.1.5 : Soit P une solution de (PM}). Pour montrer 'unicité pour ce
probléme, nous commencons par montrer que Pp.s., chaque trajectoire du processus X est une
fonction déterministe de X et de la trajectoire correspondante du processus V.

Soit ¢ € C}(IRY). Le processus Mp = d(Xt) — d(Xo) — f(fa(Vs).qub(Xs)ds est une martingale
locale localement bornée et donc localement de carré intégrable. Par la formule d’intégration par
parties, on obtient

$2(X,) = ¢*(Xo) +2 / B(Xo)AM? + 2 / H(X)a(V2).Va(Xo)ds + [B(X)]:

La fonction ¢? étant dans C} (R?), ¢2(X;) — ¢?(Xo) —2 fo Vs).Vzd(X)ds est une martin-

gale locale. Donc [¢(X)]; est une martingale locale. Pulsque les sauts de Mf’ et de ¢(X;) sont les
meémes, [M?); = [¢(X)];. Donc [M?]; est une martingale locale et son compensateur < M? >;
est nul. Ainsi,

t
Pps., Yt € [0,T], $(X1) = p(Xo) + /0 a(V3).Vo(X,)ds

Avec des fonctions ¢; , € CH(R?), 1 <i < d, n € N* telles que pour = dans [—n, n]%, ¢; ,(z) = z;,
on en déduit

t
Pp.s., Vt e [0,T], X; = X +/ a(Vy)ds
0

On se rameéne & un probléme de martingales qui ne porte que sur Xy et V. Pour se rapprocher
des notations de I'appendice de Sznitman [38], on définit sur [0, 7] x R? x R, le noyau borélien

a valeurs R, M(s,z,v,dv') = )\%1{ v < —vth(sy) AV’

t s
s =00 — [ [0V +0) - qb(Vs))M(s,Xg + [ awar Vs,dv’> s
0o JR 0
est une martingale locale pour toute fonction ¢ € Cy(Ry).

Par le théoréme fonctionnel de classe monotone, cette propriété reste vraie pour ¢ borélienne
et bornée. Par une adaptation immédiate de la peuve du Lemme 1 de I'appendice de Sznitman
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[38], on en déduit que Pp.s., V n’admet qu’un nombre fini de sauts sur chaque trajectoire et que
vVt € [0,T], Vi = Vo + >, AVj, la loi des instants et des valeurs des sauts sachant (Xo, Vp)
étant déterminée de proche en proche (grace a un choix judicieux de fonctions ¢). D’oti I'unicité
pour (PMj).

Pour D'existence, on se donne une variable aléatoire (xo, ) distribuée suivant la loi de densité fj,
et, indépendamment, un processus de Poisson de paramétre A de temps de sauts (Tk)gen- ainsi
qu’une suite (Zg)ken+ de marques L.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On construit (X, V') de
la maniére suivante:

= (X0, Vo) = (x0,0)

— sur [0, 7], entre les sauts du processus de Poisson, le paramétre de vitesse V' est inchangé
et la position X évolue suivant un mouvement libre de vitesse a(V)

—en Ty (si Ty, <T), V prend la valeur h(Ty, X1,) X Zi si h(Ty, X1,) > 0 et reste inchangé
sinon. De cette facon, lorsque h(T}, X1,) > 0, le paramétre de vitesse se redistribue uni-
formément sur [0, (T, X7, )].

Nous allons vérifier que la loi P de ce processus est solution de (PMp,). A cet effet, pour ¢ dans
CIJI’O(Rd X R—F)J on pose H(S,Z) = 1{s§T}1{h(s,Xs)>0}(¢(X57 h(stS)z) - ¢(XS, VYS*)) On définit
Q = > 4 0(1;,z,} et on note (G¢) la filtration du processus .1, <,(14Z). Soit F; = GV (xo, vo)
et P(F:) la tribu F; prévisible. Pour ¢t € [0, T,

t
H(X0 V) = B(Xo0, Vi) + / a(V)).Vad(X,, V)ds + / H(s, )11y, Qdsdz)
0 Ry x[0,1]

La mesure aléatoire () est une Fi-mesure de Poisson sur Ry x [0,1] de compensateur Adtdz.
Comme la fonction H est P(F;) ® B([0, 1]) mesurable, on en déduit que

(X1, Vi) — ¢(Xo, Vo) — /ta(‘/s)-va:sﬁ(Xs,Vs)dS - A/t H(s, z)dsdz
0 0 Jo,1]

est une Fi-martingale locale. Donc P est solution du probléme de martingale (PMj,).

On utilise la construction précédente pour établir ’absolue continuité. On commence par supposer
V(t,r) € [0,T] x RY, h(t,z) > 0. Soit ¢t € (0,T] et ¢ : RY x R, — R mesurable bornée. Avec la
convention T = 0,

k
si Ty <t <Tppr, (Xi, Vi) = (Xo + ) (@ = Tj-1)a(Vr,_,) + (£ = Tw)a(Ve,), VTk>-
7j=1

Ainsi E(¢(Xy, V;)) est égal a

. k
) e’\t—(A]:') E(¢<Xo + ) (T = Ty_1)a(Vr;_,) + (t - Tk)a’(VTk.)?VTk> Ty <t< Tk+1>
! ~

keN

et donc &

3 ek / dty ... dt, / Yo<hwae) — Loehlena)
0<t1 <ta<...<tp <t R xRA+ h(ti,z1) h(tk, zy)

keN  vE=M et
fo (mo, Uo)¢($t, vk)dxgdvgdvl PN dvk (HI.S)
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ot z; = mo + Y5y (t; — tji—1)a(vj1) et 3 = zo + S0 (t; — tj—1)a(vj_1) + (t — ty)a(vg) (par
convention ty = 0).

En effectuant le changement de variable [z — z; et V0 < i < k,v; — v;] dans 'intégrale sur
R x R’fl et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient

BOCG V) = [ ) xpltz,o)dedy pour

p(t, z,v) Ze)\tAk/ di, . ..dtk/ I{Ulfh(tlyyl)} l{vk—lﬁh(tk—l,yk—l)}
P 0<ty <t»<..<ty<t gk h(t1, 1) h(tk—1,Yk—1)

Lw<h(tz,u)}
“{oshlteye)} dvg . . . dvj,_
Bt i) fo(yo, vo)duvg Vk—1

avec y; = o — (t— tp)a(v) — Y51 (t; — t; 1)a(vj 1).
Donc la loi de (Xy, V;) est absolument continue.

Dans le cas oil h peut s’annuler, au lieu de I'intégrale sur R? x R’f’l de (II1.8), on doit considérer
2k intégrales suivant que h(t;,z;) > 0 ou que h(t;, z;) =0 (1 <i < k).

On note I ensemble des 7 pour lesquels on prend h(t;, x;) > 0 et i1,...,4, les éléments de T
classés par ordre croissant. L’intégrale sur R? x R’f’l est remplacée par la somme pour I variant
dans I’ensemble des parties de {1,2,...,k} des intégrales:

1
{v; <h(t ij i
/]Rd RnHH {h(tizi) O}H {hati; i) >0y YT h(t%,x%) fﬂ(xﬂvUO)¢($tavn)dwﬂdvodvl---dvn

<
avec t;, = 0, z; = 79 + EmaX{] g Z}(tij - tij_l)a(vj—l) + (ti — timax{j:ijgi})a(vmax{j:ijéi}) et
zy = w9 + >0y (ti; — ti;_,)a(vj—1) + (£ — ti,)a(vs). Et on conclut en effectuant un changement
de variable dans chacun des 2¢ termes. [ |

Preuve du théoréme II1.1.4 : Soit fo une densité de probabilité sur R x R, , P une solution
du probléme de martingales (PM) partant de fy, p une version mesurable des densités pour
P et u(t,z) fR (t,z,v)dv. On va montrer que p est solution faible de (IIL.1). La loi P est
solution de (PM, ) En utilisant la construction de la solution de (PM,) donnée dans la preuve
du Lemme II1.1.5, on obtient que

z/z(t,Xt,m—z/)(o,Xo,vo)—/o (0uth(5, X, Vi) + (V). Vaih(s, X, Vi) dis

P Lu(s,x)>0} SXS
_,\/ (7/ (s, Xs,0) — (s, X5, Vy))dvds  (I11.9)
0

est une P-martingale pour 9 € 01’1’0([0, T] x R4 x R, ) & support compact.
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On note Ay 'espérance du dernier terme. Par le théoréme de Fubini,

1 u(s,z)
Ay = / / {u 5,0)>0) (/ Qﬁ(s,x,v)dv)p(s,x,v')dwdv'ds
RIXR4 U S, .T 0
1 u(s,x u(s,2)
—)\/ / “tuls2)>0} (/ z/)(s,x,v')dv)p(s,x,v')dwdv'ds
RixRy U (s, ) 0

lusw 0}
_)\// “luls,2)>0} ———=1(s,x,v)  fy<ulsa (/ ps,x,v'dv')dwdvds
i, u(s,a) YT sy | [ Pl 5 Y)

- >‘/ / 1{u(syw)>0}z/)(s,x,v)p(s,x,v)dmdvds
RdXR+
= >‘/ P(s,2,0) (Liy<u(s,)} — P(s, 2,v)) dsdzdv
(0 t}XRdXR+

Avec la constance de lespérance de la martingale (I11.9), on en déduit facilement que p est
solution faible de (IIL.1).

L’unicité pour (PM) est une conséquence de ce résultat et de la Proposition II1.1.1. En effet, si P
et P’ sont deux solutions de densités spatiales respectives u(t, z) et u'(¢,z), le résultat d’unicité
de la Proposition III.1.1 implique (¢, z)p.p., u(t,z) = u'(t,z). On en déduit que P’ est solution
de (PM,). Par l'unicité pour ce probléme, P’ = P.

Pour I'existence, on note f la solution de (III.1) et on pose h(t,x) fR f(t, z,v)dv. D’apres la

Proposition II1.1.1, h > 0. Soit P la solution de (PM}), p une version mesurable des densités
pour P et u la densité spatiale associée.

wu&J@—¢@xmwn—AQa¢@X@V)+a ).V ap(s, X, V) d

tl SXS
_A/_%%&z%/ (1(s, X,0) — (s, X, V3))duds
0

est une P-martingale pour ¢ € CH10([0, T]xR? xR, ) & support compact. En prenant I’espérance,
on obtient que p est solution faible de ’équation linéaire

/ WWW%@%MMMZ/) (0, ,0) fo (&, v) dedo
R xRy

Rd XR+

+ / (05t + a(v).Vy1p — Mp) (s, z,v)p(s, x, v)dsdzdv
(0,t] xRE xR 4
+)\/ P(s,z,v) ( uls, z )1 +1 (s, v)) dsdzdv
(0AXRIxR, » Ly {h(s,x)>0} h( s, ) {v<h(s,x)} {h(s,x)=0}P
Comme dans la preuve de la Proposition III.1.1, on en déduit que V¢ € [0,T], (z,v)p.p.,

p(t,z,v) = efAtfo(x —ta(v),v)

K S— u(s’x )
+A /0 Aot (1{h<s,xt,s,v>>o}h(¢1{v<h(s,wt,s,v>} + 1{h<s,wt,s,v>O}P(vatys,v’“)> ds

S, xt,s,v)

avec Ty, = 2 — (t — s)a(v).
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Donc p est point fixe de 'application H qui a g € L>([0,T], L} (R? x Ry )) associe
H(g)(t,z,v) = e fo(a — ta(v),v)

t Ug(s, Tt 5.0
+A /0 Mo (1{h(s xmﬂﬂﬂ% [o<h(s @) T 1{h<s,xt,s,v)=0}9(5»xt,s:v=”)> ds

S, xt,s,v)
ol uy(t, ) fR (t, z,v)dv. On montre facilement que H est contractante de rapport (1—e™*T)
puis que f est l’umque point fixe de H. On en déduit que (¢, x)p.p., h(t,z) = u(t,z). Donc P est
solution du probléme de martingales (PM). |

II1.1.3 Le résultat de propagation du chaos
II1.1.3.1 Le systéme de particules en interaction

Soit N > 2. On fixe un hypercube D de R? de mesure de Lebesgue |D| centré en 0 que 1’on
subdivise en % cellules cubiques identiques de mesure de Lebesgue |A]. Siy € D, A(y) désigne

la cellule dans laquelle se trouve y. Pour y¥ = (y™!,... 4™N) € RNd

empirique au point yN 't par

, on définit la densité

pily™) = Ly ien) (N T yjA |A| > Lagra ™)
JF
On note ((XV,V,N) = (XtN’l, . ,XtN’N, VtN’l, e VtN’N))tE[Oﬂ le processus canonique sur l’es-

pace D([0,T], RN¢ XRQY ). On définit la loi du systéme de particules en interaction comme "unique
solution PM-P»2 du probléme de martingales :

P € P(D([0,T],RN? x RY)) est solution si P, est égale a (fodzdv)®Y et pour toute fonction
¢ € O (RN x RY),

(X1 VN) = (X8, V) Z / ( (V). T, (X2, Vﬂdsﬂi{;(&v}f)"}

pi(X) . .
J A O A N I e e VSN»dv) s
0

est une P-martingale locale. L’unicité pour ce probléme de martingales s’obtient comme dans la
preuve du lemme III1.1.5.

On se donne N processus de Poisson indépendants de parameétre A (on note (T} en- les instants
de sauts du iéme processus), N suites (Z!)gen+ de marques LID. suivant la loi uniforme sur
[0,1] et N variables (x},v¢) I.1.D. suivant la loi de densité fo. La probabilite PN-P-2 est la loi
du processus (X, V) construit de la maniére suivante:

~ pour 1 <i < N, (X", Vo' = (xé, 14)

— sur [0, 7], en dehors des sauts du iéme processus de Poisson, VN4 le paramétre de vitesse de
la iéme particule est constant et sa position évolue suivant un mouvement libre de vitesse

a(V )
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— & linstant T} (si 7} < T), V™ prend la valeur pi( X, NY x Z¢ s pZ(XIJYi) > 0 et reste
k k

constant sinon.

Remarque II1.1.6 — Comme on peut le voir sur la construction que [’on vient d’en donner,
PN.DA st symétrique.

— Si on cherche seulement a approcher la solution de (I11.1) dans un domaine contenu dans
D, on peut arréter de suivre toute particule qui sort de D. En effet, le parameétre de vitesse
d’une telle particule ne peut plus changer. La particule part donc a linfini et n’interagit
plus avec les autres.

111.1.3.2 Propagation du chaos

Théoréme II1.1.7 On se donne fy une densité de probabilité sur R* x Ry qui vérifie

sup Hfo( +y,) = fols )l < Klyl (I11.10)

yERd| |
y#0
On note P la solution du probléme de martingales (PM) partant de fo (théoréme II1.1.4) et on

pose u(t, ) fR (t,z,v)dv pour p version mesurable des densités de P.
Pour k < N, on note P(N)D A la loi des k premiéres particules sous PNP2 . Alors en norme de

variation sur P(D([0, T], Rk x Rk ),

§2k:)\e3/\T(< %M+2d\/3K|A|5>T+/T/cu(s,z)dzds>
0 (IIL.11)

Ainsi, pour N — 400 avec |D| — +o0, |A] = 0 et % — 400, il y a propagation du chaos.

Preuve : La preuve est basée sur le couplage utilisé par Perthame et Pulvirenti dans [33].
On va construire un systéme a 2N particules tel que la loi du sous-systéme constitué par les N

premiéres particules est PN>P-2 et que celle du sous-systéme constitué par les N derniéres est
PN,

Le couplage

On note (XN, YN) € R2N ot (VN W) € R2N les positions et les paramétres de vitesse des
2N particules.

On se donne N variables (x4, 74) 1.1.D. suivant la loi de densité fo(z,v) et N processus de Poisson
de parameétre A indépendants. On note (T,g) ken+ les temps de sauts successifs du iéme processus.
On se donne également, indépendamment du reste, N suites indépendantes (Z,i’l, Z,i’2, Z,i’3) kCN*
de marques L.I.D. suivant la loi uniforme sur [0, 1]>. On construit le couplage de la facon suivante :

~ pour 1 <i < N, (X", Vi) = (¥, W) = (xb, )

— sur [0,7], en dehors des sauts du iéme processus de Poisson, VN4 le paramétre de vitesse
de la iéme particule et W celui de la N-+iéme restent constants et les positions de ces
deux particules évoluent respectivement suivant des mouvements libres de vitesse a (V")

et a(WN?)
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— & linstant T,i (si T,i < T), en notant p; ) = pi (XN

i N, )
Tzi) et u;p = u(T,g,YTI:-’z) pour alléger les

formules
Qe — s g — 1 VN,i WN,i inch ]
st pik = u;x = 0, alors et sont inchangés.
— i pip >0 et u;p = 0 alors WM est inchangé et on pose VA = p; p x 22
Pik i,k — g p Tli = Pi,k k
; — Ny : p Nyji 2,
— si pir =0 et u; > 0 alors V7' est inchangé et on pose W, = u; x X Z;,
k

= Pik = Uik >0

I B T Ny _ 17Ny _ 2,
si 2, < pry + O pose VIg = WTi =uik X 2,

. N,i 2 N,i ;
— sinon on pose VTIi’z = Ui+ (Pig — uig) X Z;" et WTIi’Z = Uj X Zg’z
- 810 <pig <uig

. ol ; N,i N,i 2,i
— si Zk’Z < %, on pose V, ;iﬂ = WTI:-’Z = Pik X Zk’Z

_ N . N .
— sinon on pose WTI:-’Z = pij + (Ui — pig) X Z;" et Vle-’Z = pig X 7"

Etape 1

Dans cette premiére étape qui utilise la compensation des mesures aléatoires de Poisson, nous
majorons, pour t € [0,7], la probabilité pour que les trajectoires de la iéme particule et de la
(N+i)éme particule sur [0,¢] soient différentes. Par symétrie, cette probabilité est indépendante
de 7. On la note Q.

Soit (F}) la filtration du processus Zk;T,g’<t(1 + Z,i’i, Zz’i, Z,z’i).

On pose aussi Fo = o((x},14), 1 < i < N) et F = Fo V (VI F}). La mesure aléatoire
s o0 : _ 5

M =3, 5{T£,Z;,Z,Zz,l,zg,l} est une F;— mesure de Poisson sur Ry x [0,1]° de compensateur

Adtdz dzydz3. Par I'indépendance, M* est encore une F;-mesure de Poisson de compensateur
Adtdzidzodzs. On définit

IIliD(’U/(S,)s ’1)7p1(;( ))
G(s) =1 : * 41 : _
(5) {max(u(s,Ys""!),01 (X)) >0} max(u(s, Y1), p1 (X)) {max(u(s,Ys"1),p1 (X2))=0}

H(s,21) = Lise0,0y 1{z1>G(s)}

Les trajectoires de la premiére particule et de la (N+1)éme particule sur [0, ¢] sont différentes si
et seulement si il y a avant ¢ un saut du premier processus de Poisson tel que les paramétres de
vitesse sont égaux avant ce saut et prennent des valeurs différentes a 'instant du saut. Pour que
le kiéme saut vérifie cette propriété, il faut que H(T}, Z}) = 1. Donc

Q; < ]E( / H(s,zl)Ml(dsdzlszdz3)> (I11.12)
Ry x[0,1]3

On note P(F;) la tribu F; prévisible. H (s, z1) est P(F;) ® B([0,1]*) mesurable. Donc

]E(/ H(s,zl)Ml(dsdzlede3)> :E(/ H(s,zl))\dsdzledeg,)
R+X[0,1]3 R+><[0,1}3

t Ju(s, Y1) — p1 (X))
= >‘/0 E(l{maX(u(s,YsN’l)rpl(XSN))>0} max(u(s,YsN’l),pl(ng))>ds
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Avec (I11.12), on en déduit

t Jus, Y) = pr (X)) )
<\ El1 ! 5 d II1.13
Qi < /0 ( {max(u(s,Y{V1),01 (XN V>0 max(u(s, Y), pr (X)) ’ ( )
Or Ya,b,c >0, 1 Bl P TN _|+1 b-d
0, 20, Limax(a,b)>0} max(a,b) — {a=0} {a>0} {max(b, C)>0}ma,x(b, c)

Donc

. ‘ N1 N
u(s, Ys ) — pr (Y5
Q< )\/0 ( {us,y N =0 }>d3 + )\/0 E(l{u(s,YsN’l)>0} u(s,}/SN’l) ds

t | Ny _ N
prX) — (V)]
A /0 ( {max(o1 (X2 )01 >0 s (o (XN, 1 (V) ) 22 (IT1.14)

Comme Y35"'" suit la loi de densité u(s,y), le premier terme du second membre de (II1.14) est
nul.

Etape 2
Cette seconde étape est consacrée a la majoration du second et du troisiéme terme du second
membre de (I11.14).

. . _ lu(s,Ys ") =p1 (V)]
Majoration de A; = E(l{u(s,YSN,l)>0} PRZAL >

Nous travaillons directement dans le cadre L' au lieu de passer dans L? comme le font Perthame
et Pulvirenti.

Ay < /RNd lu(s,y) — o1yt .- y™)dytuls, y?)dy® .. ou(s,y™ )dy™
g/ u(s,yl)dy' + (s,y") |A|/ (s,2)dz
1

+/ —/ u(s,z)dz—m(yl,---ayN)
pxr-1a [|A] Ja)

On note A2 et A2 le second et le troisitme terme du second membre. L’hypothese (I11.10) va
nous permettre de controler A2. Soit I' hypercube de R? de volume 2¢|A| centré en 0.

1
A? < W/ / lu(s,z) — u(s, z)|dzdr < —— A / /|u s,z) —u(s,z + y)|dydz
< 7 [ ) —uls+ sy

En utilisant (II1.10) et la Remarque II1.1.2, on en déduit

d 1

dytu(s,y?)dy? ... u(s,y™)dy" (IIL.15)

1 1
A2 < —/K|y|dy < —/K\/E|A|édyg2d\/EK|A|i (IT1.16)
Al Jr Al Jr
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La majoration de A3 repose sur le fait que la variance d’une somme de variables indépendantes
est égale & la somme des variances.

:Z]EN li( (Y Nk ]E(lA(YSN”“)»‘

k=2

<3 gt (10 -2 (12089))
1
< N ; \//A u(s,z)dz <1 - /Au(s,z)dz>
< ”(NL#M\/Z /Au(s, z)dz par I'inégalité de Schwarz
A

_ [ 1p]
=\ -DA

Avec les inégalités (IT11.15) et (II1.16), on obtient

|L| d L /
A, < —_— + 2 dK|Ald + d III.1
s = (7‘7 1)|,| \/_ | |d CU(S,Z) z ( 7)

. . XN YN
Majoration de B, = ]E(l{max(pl(x NY.p1(YN))>0} m';’;((pl(x) SJIP(I(YSN))>
Pour yV = (y™1!, ... y™N) € RV on note na(y™) = Z 1A(yN’Z)

By <E(1ymi yny)

N,1 N,1 |”A(X§V) - ”A(YSNH
+ ;E <1A(Xs )IA(X/S )l{max(nA(XN) na(YN))>1} max(nA(ng),nA(YsN)) _1

(IT1.18)

Si XMt # YSN’I7 alors les trajectoires de la premiére particule et de la (N-+1)éme particule sur
[0, s] sont différentes. Donc le premier terme du second membre est majoré par ;. On note B? le
second terme. Sa majoration repose sur I'interchangeabilité des couples (X N ) YSN’Z), 1<i<N.

ZE na(XY) = na (V)| XL 1a(X) 14 (™)
Hmeslna (X 09)>1) wax(na (XJ),na (V) 1

Sl (g ) =m0 min(ns OF),na (72)
=N ~ {max(na(X})),na(Y{V))>1} max(nA(ng),nA(YsN)) 1
1
< LS B (Ina(xX) ~ na(v)
A
1 & .
= NZ ( > 1a(X™) —1A(YSN’Z>|>
.
SNZ (I{XNz YN1><2QS
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L’inégalité (II1.18) fournit alors
By < 30, (IIL.19)

Conclusion
En regroupant (III.19) et (III.17) dans (III.14), on obtient

th)\<< (NLLJ”N—FQCZ\/EIﬂAﬁ)t+/0t/0u(s,z)dzds> +3>\/0thds

D’aprés le lemme de Gronwall,

7|D| d é t u\s, z)azas 63)‘t
thx<< (N_1)|A|+2 VAK|A| >t+/0 / (s, )dd) (II1.20)

Soit £ < N. Comme PéV’D’A et P®¥ sont les lois respectives de (X1, VNI XNE YN of
(YNL WLy NE WNE) a norme de variation de leur différence est inférieure au double

de la probabilité pour que les deux processus différent sur [0,7]. Avec (II1.20), on en déduit
(ITL.11). N

Remarque II1.1.8 En nous limitant au tore T ~ [0, l]d pour les positions des particules,
comme le font Perthame et Pulvirenti [33], et en prenant D = T, nous aurions obtenu a la place

de (II1.11) une magjoration en 2k (1 /m + Zd\/EK|A|5> T3 que Ion peut comparer avec

leur résultat en Ck\eST |A|é + —N|1A\'

1 d 1 1 d 2 2 . . .
Comme /| z=pya7 +2 VAK|Ald < \/2 (m + 44dK |A|d>, notre majoration fournit une
meilleure décroissance de la norme de variation avec |A|. En outre, elle ne nécessite pas les
hypothéses techniques de majoration et de minoraration de fy faites par Perthame et Pulvirenti.

ITI.2 Propagation du chaos pour un systéme de particules en in-
teraction faible

On suppose que 1'on a fixé une partition § de R? en cellules cubiques de mesure de Lebesgue |A|
qui ne dépend pas du domaine D. On se donne my € P(R? x Ry ) et on s’intéresse au systéme de
particules défini comme dans le paragraphe II1.1.3.1 en remplacant (fodzdv)®" par mg@N dans
le probléme de martingales i.e. en assurant Pév DA = mg@N .

Par analogie avec I’étude des systémes de diffusions en interaction faible (voir [25] et [40] par
exemple), on peut se demander ce qu’il advient lorsque l'on fait tendre le nombre de particules
N vers +oo en faisant simultanément tendre |D| vers +oo de fagon a ce que ‘—ﬁ‘ — 0. II est
raisonnable de penser qu’il y a propagation du chaos vers la loi d’'un processus non linéaire tel
qu’aux instants de sauts, le paramétre de vitesse de la particule se redistribue uniformément
entre 0 et la densité spatiale dans la cellule ou la particule se trouve. Nous allons montrer que
c’est le cas. Nous introduisons tout d’abord un nouveau probléme de martingale non linéaire

pour caractériser la loi limite.

Définition II1.2.1 Soit mg € P(R? x R,).
On dit que P° € P(D([0,T],R¢ x R, )) est solution du probléme de martingales (PM?®) partant
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de mg si P = my et si pour p(t,z) = ‘&P‘S( (z) x Ry),

t
Vi € Oy (Y x Ry, (X0 1) = (X0, 0) = [ alVi).Vag(X, Vi)

t 1 s Xs
— )\/ L S’X;()>0} / H(Xs,v) — (X, V;))dvds est une P°-martingale locale (II1.21)
0 p S, s

Théoréme II1.2.2 Soit my € P(R? x R,). Le probléme de martingales (PM?®) partant de my
admet une unique solution P?.
En outre, pour k < N, si P(]Z)’D’A désigne la loi des k premiéres particules sous

< omae (| 1Pl + /T PY(D° x Ry )ds (111.22)
T~ V (N—Dja] Sy

Remarque 111.2.3 Le résultat général d’existence et d’unicité pour les diffusions non linéaires
avec sauts de Graham [17] Theorem 2.1 p.397 ne peut s’appliquer pour le probléme de martingales
(PM?). La mesure des sauts ju: R4 x Ry x P(R? x R) — M, (R x R) qui est donnée par

N,D,A
P ) ) 5

N,D,A §®k
HP w P

m( xR4)>0
) +) } m(A(z)xR4)

m(A ( ) X Ry) H-vSws—vb——x—"}

(0w €y désigne la masse de Dirac en 0 sur R? ) ne satisfait pas Uhypothése de caractére Lipschitzien
pour la norme de variation |||y sur les mesures bornées sur R? x R que considére Graham, :

(v, m) (dycw) = AA| L

dw ® €o(dy)

IK > 0, ¥(z,v) € Y x Ry, Vi, m' € P(RE x Ry ), |u(z, 0,m) — pu(a, vy v < K om — v
On vérifie en effet facilement que |p(z,v,m) — p(z,v,m’)||v est égal a

m(A(xz —m/(A(z
A (Lim(a@)xR4)>0) T L (a@)xR4)>0}) m|ax((m(( A)(;()R;@), m(,( A((;)Xxﬁj'))

et on peut choisir m et m' arbitrairement proches en norme de variation telles que m charge
A(z) x Ry et m' ne charge pas cet ensemble.

On va donc tirer parti des spécificités de notre modéle pour montrer [’existence et ['unicité pour
(PM?).

Preuve : On commence par établir 'unicité pour le probléme (PM?) partant de mg a I’aide d’un
couplage. Soit P!, P? € P(D([0,T],R? x R, )) deux solutions et p', p? leurs densités spatiales
cellulaires respectives. On note (X, V) et (Y, W) les processus construits comme (X1 V1)
et (YN1 WN1) dans le couplage de la preuve du Théoréme II1.1.7, en remplacant p; (XtN) et
u(t,Y;N’l) par p'(t,X;) et p?(t,Y;) dans la définition des sauts et prenant la variable (x,v})
distribuée suivant la loi mg. La loi de (X, V) est P!, celle de (Y, W) est P2. En effectuant le
méme raisonnement que dans la premiére étape de la démonstration du Théoréme II1.1.7, on
obtient une majoration analogue a (III.13) pour la probabilité @; pour que les trajectoires des
deux particules difféerent sur [0,%]:

t | 1 2
p (SaXS) 10 (8,1/5)|
< Ef1
= A/0 ( {mastp? (o X 00> a1 s, X2, (s, Y2)) )

76



Donc

t | 1 _ 2
14 (SaXS) 14 (37X5)|
Qi < A/o E <1{Xs¢Ys} + Lmax(p (5,X5),02(5,X5)) >0} max(pl (s, Xs), p2(s, Xs)) ds
t |IPHA xR, ) — P2(A x Ry)|
< S S
<A ) @t SR (100t st o0 o R S )

t t 1 9
gA/O Qsdsﬂ/oZA]PS(Ax&)—PS(Ax&)us

t
< 3)\/ Qsds
0

Par le lemme de Gronwall, on déduit Q7 = 0. Donc P! = P2,

Pour montrer 'existence, nous allons d’abord établir 'existence pour ’équation d’évolution vé-
rifiée par t — P, si P est solution de (PM?).

On munit M(R? x R, ), 'ensemble des mesures signées bornées sur R? x Ry, de la norme de
variation |||y .

Si p € MR? x Ry), on note i € M(R?) sa marginale en espace. Enfin on désigne par
L([0,t0), M(R? x R} )) le fermé de L>®([0, %], M(R? x Ry )) constitué par les éléments qui ad-
mettent un représentant a valeurs dans I’ensemble M (R? x R, ) des mesures positives bornées.
Pour i € M (R? x Ry.), on définit H/® : LL([0, to], M(R? x Ry.)) — L([0, o], M(R? x R,.))
par

[, deodmyiten = [ o+ ta(),v)dus,o
Re xR Re xR

t |A|1{ ( >0} Ns(li(‘l))
+>\/ eA(St)ds/ djis () “S v F(t = s)a(v), v)dv
0 Rd

$
(IT1.23)

Nous allons montrer que Hl’i% est une application contractante lorsque to est petit. Soit u, '

éléments de L°([0, o), M(R? x Ry)). On se donne t € [0,%p], s € [0,¢] et 1 : R x Ry — R

bornée par 1. On pose

|A|1{us s ”Sﬁﬁ“””
()

+ (t — s)a(v),v)dv

et on définit ¥’ comme ¥ en remplagant fis par f,. Comme 1) est bornée par 1,

' s(A(x)) — gl (A(z
[U(z) — ' (2)] < (L a@)>op + L ae)>o}) m';;(( (( A)z ))lfué( A((l))|))

Donc si fig(A) > @ (A), alors
\ [ v - [ W) < [ 19060 - vl + \ / ' (2)d(i — i) ()
A A A

<2 [ e PSS o + | [ Wi - 7))

< 2in(®) = () + | [ W, - i)
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Lorsque fi5(A) < i (A), on obtient une majoration symétrique. On pose

'(z) x sgn(fA(w) () d iy — ﬂ;>(x>) i fis(A(@)) > i (A@))

U (z) =
U(z) x sgn(fA(m) U (z)d(fis — ﬂ’s)(x)> sinon

ou sgn(z) = Liz>0y — l{z<0}- En sommant les majorations obtenues sur chaque cellule, on trouve

| v@din@ - [ v

Comme ¥" est bornée par 1, on conclut que

<23 ) ()] + /R ()i — i) )
< 3lps — pillv-

fRd z)djis(z fRd x)dfis (x)

En combinant cette majoration avec la définition de Hﬁ% (III.23), on obtient que pour toute
fonction 1 : R¢ x R, — R bornée par 1,

t
<3n [ A, g vds
0

T,V bo (1)), — H™ (u'), T,v
L e = B ) 0)

Donc la norme de H/? (1) — H? (1) dans L>®([0,t0], M(R? x R, )) est majorée par 3(1 — e~ o)
fois celle de u — p’. Pour t( petit et indépendant de o, Hﬁ% est contractante et admet un unique
point fixe dans L°([0, %], M(R? x R )). Par une procédure d’itérations de points fixes, on en
déduit que HELO admet également un unique point fixe.

Soit m un représentant du point fixe a valeurs M (R? x Ry), h(t,z) = my(A(z))/|A] et P la
solution du probléme de martingales: Py = myg et (II1.21) est vérifiée lorsqu’on y remplace p
par h. L’existence et 1'unicité pour ce probléme s’obtient par une généralisation immeédiate de la
premiére partie du lemme II1.1.5 & des conditions initiales non absolument continues.

Pour t € [0,T], ¢ € C*O(R? x Ry ) a support compact, on note 9 la fonction CHM0 a support
compact dans [0,7] x R* x R, définie par (s, z,v) = )5 Dp(z + (t — s)a(v),v).

1/)(5’ X57 I/s) - 1/)(0, XOa VU) - /Os (87'1/)(7-7 XTa VT) + a(VT)'VfL’z/)(T7 XT7 VT)) dT

s 1 . 7,Xr
— )\/ M/ ((1, Xr,v) — (s, X7, V;))dvdT est une P-martingale
0 h(TuX

La constance de 'espérance de cette martingale et la relation (9, + a(v).V; — A)p = 0 assurent

alors que t — P, est point fixe de 'application qui a p € LP([0,T], M(R? x Ry )) associe G ()
dans L°([0, 7], M(R? x R, )) défini par

[, a6tz =™ [ gt ta(o),o)dmo(a,v)
RdXR+ RdXR+
t 1 h(s,x)
A(s—t) ~ {h(s,2)>0} _
+>\/0 e ds(/Rd dus(x)ih(s,x) i d(z + (t — s)a(v),v)dv

" /RR Loy + (£ = )al0).0)de(2.0) )

On montre aisément que G est contractante de rapport (1 — e~ puis que m est point fixe de
G. Donc pour presque tout t € [0,7], P, = m;. On en déduit que P est solution de (PM?).
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Pour établir (I11.22), on reprend la preuve du Théoréme I11.1.7 en remplagant, dans la définition
du couplage, la densité spatiale u de la solution de (PM) par la densité spatiale cellulaire p de
la solution de (PM?) et en supposant les variables (&, 14) IID suivant la loi mg. On effectue
les mémes majorations. La seule différence se situe dans le traitement du terme As; qui est

' boal \p(syYsN’l)—Pl(YsN)\> T ARt NY 1
maintenant égal a IE( (o(s.Y. )>0} FIRZS . En utilisant la définition de pi(Y;") puis

I'indépendance des varlables v pour 1 <k < N, on obtient

1a(Y5h 1 - Nk Nk
4= ) E P00 PR AR, [N -1 2 (IA(YS ’ )_E<1A(Ys ’ )))

= k=2
+E (1Dc (KN’I)l{p(s,nN’l)w})
N
< 2 F|Fe 1,;@ (") =B (1a07")) |+ P D x Ry)

Le premier terme du second membre se majore comme le terme A2 de la preuve du Théoréme

IL1.7 par |/ ;z2y7ar- Bt on conclut
D]
A, < PY(D° |7
ce qui explique la disparition du terme 24t kv/dK |A|5>\T63)‘T qui figurait dans (III.11). [ |

On étudie maintenant, a I’aide d’un nouveau couplage, la convergence pour |A| — 0 de la solution
P? de (PM?) vers la solution P de (PM).

Proposition I11.2.4 On suppose que fo vérifie (II1.10) i.e. Yy € RE, ||fo(.+vy,.) — fo(., )| <
Kly|. Alors si P et P° désignent les solutions des problemes (PM) et (PM?) issus de fo(z,v)dzdv,

IP — P°||p < 27 NVAK|Ala \T 3T (IT1.24)

Preuve : On étudie un systéme a deux particules (X, V') et (Y, W) tel que la loi de (X, V') est
P? et celle de (Y, W) est P.

Les processus (X, V) et (Y, W) sont construits comme (X1 VN1 et (YVL W) dans le
couplage de la preuve du Théoréme I11.1.7, au remplacement prés de p1 (X}Y) par p(t, X;) dans
la définition des sauts (p désigne la densité spatiale cellulaire de P?).

On note u la densité spatiale de P et on pose u(t,z) = Ti\ fA(m) u(t,y)dy = ﬁPt(A(x) x Ry).
Par un raisonnement analogue a celui de la premiére étape de la preuve du Théoréme II1.1.7, on
obtient une majoration similaire a (III.14) pour la probabilité @Q; pour que les trajectoires des
deux particules différent sur [0, ¢]:

! t 8, Y u(s
Qtfk/ E(l{u<s,n>0}>d3+k/ E(l{u<s,m>o}| uls, %) Y( )|>ds
0 0 u(s, Ys)

! p(s, Xs) —a(s, Ys)|
+>\/0 E(1{max(p(s,Xs),u(S,Ys))>0}max( (8 X) (8 Y))>d8 (IH.25)
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Comme Y suit la loi de densité u(s,y), le premier terme du second membre est nul. Le second

terme est plus petit que
$,Y) / (s,2)dz
/ /Rd 4]

En utilisant ’hypothése (II1.10) et la Remarque II1.1.2, on le majore par 2d\/EK|A|%)\t.
Pour le troisiéme terme, on remarque que

dyds

{max(p(s,Xs),a(s,Ys))>0}max( (S X) ﬂ( Y)) = {Xsiys}_*_ {u(s,Ys)=0}

|,0(3,1/5) - ﬂ(s, Ys)|

+ Lia(s,v.)>0} a(s,Ys)

En prenant ’espérance, on obtient

e lp(s, Xs) —u(s,Ys)|
{max(p(s,Xe),a(s.Yo))>0} 1 ax (p(s, Xy ), w(s, Ys))

<Qs+ ZE (1A )1(p,(AxR,)>0}

|Ps(A x Ry) = P2(A ><IR<+)|>
Py(A xRy)

SQS+Z|PSA><R+>—P£(A><R+>|
A

Comme la norme en variation de Py — P? est inférieure a 2Q, le second terme du second membre
est plus petit que 2Q)s. Donc le premier membre est plus petit que 3Q);.
On reporte les majorations dans (IT11.25) pour obtenir

t
Q, < 2d\/3K|A|éAt+3A/ Q,ds
0

L’inégalité (I11.24) s’en déduit facilement & ’aide du lemme de Gronwall. |

Remarque II1.2.5 La Proposition I11.2.4 implique que ||P®k—P5®k||T < 2d+1k\/3K|A|5AT63/\T
sous Uhypothése (I11.10) sur fo. En combinant ce contréle avec celui fourni par le Théoréme
1I1.2.2, on trouve

D] 1 T
< 2kX3T __PL__ | sivakial T+/ PY(D° x Ry )ds
T (( (N —1)|A] 4| 0 ( )

Cette majoration est du méme ordre que (II1.11). En nous limitant au tore T ~ [0,1]? pour
les positions des particules et en prenant D = T%, nous aurions méme obtenu des magjorations
identiques par les deux méthodes.
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II1.3 Interprétation d’une équation cinétique liée aux lois de conser-
vation scalaires pour des conditions initiales de signe quel-
conque

En fait, dans [34], Perthame et Tadmor étudient une équation cinétique équivalente a (III.1)
pour les conditions initiales fo € L'(R? x R ) positives:

{ 8tf(t 2,0) + a(v). Vo f (t,2,0) + A(f(t,2,0) = Xugw)(©)) =0, (t,z,0) € Ry x RY x R
= [ f(t,z,v)dv et f(0,2,v) = fo(z,v)
(II1.26)

avec Xu(v) = Ljp<v<u} — L{u<v<o} €t a fonction continue de R dans R?,

Cette équation permet de faire le lien avec les lois de conservation scalaires (IT1.2) pour des
données initiales wy € L'(R?) quelconques. Lorsque fo(z,v) = Xwo(z)(v), dans le passage a la
limite A — 400, u(t,z) converge vers la solution entropique de (II1.2) dans L>([0,T], L' (R?))
([34] Théoreme 3.6 p.510). Dans ce paragraphe, nous allons donner une interprétation probabiliste
trajectorielle de la solution de (II1.26) pour fy € L'(R? x R) non nulle, toujours a I'aide d’un
probléme de martingales non linéaire.

Le résultat d’existence et d’unicité suivant pour I’équation (II1.26) prise au sens faible se montre
comme la Proposition III.1.1.

Proposition I11.3.1 Pour toute fonction fo € L'(R? x R), ’équation cinétique (II1.26) admet
une unique solution faible f dans L>®([0,T], L*(R? x R)).
En outre, si f' est la solution correspondant a la condition initiale f{,

I1f = Flloo < Ifo = follzs

ot ||||oo désigne la norme de L>=([0,T], L*(R? x R)).

L’idée principale qui nous permet de donner une interprétation probabiliste de la solution de
(IT1.26) pour fo € L'Y(R? x R) non nulle a été présentée dans I'introduction: elle consiste
a construire une probabilité P sur ’espace des trajectoires telle que Py posséde la densité
ol /Ifollze et aue VA € BRL x R), B (| foll: sgn(fo(Xo, Vo)) La(X1, Vi) = [, f(t,,v)dwdv
pour la fonction sgn(z) = 11;>0) — Lyz<o}-

L’équation (III.1) et I’équation

Lv<u(tz)}

O f(t,z,v) + a(v).Va f(t,2,v) + Aljy(tz)>0} (f(t,x,v) Cu(te) Jw

f(t,x,f;)df;) =0
(111.27)

prises au sens faible sont équivalentes pour les fonctions f positives puisque, si f > 0, pour tout
t positif application (z,v) = 1yy(2)=0} (f (£, 7,v) — Ljy<u(s,z)}) est nulle presque partout. Dans
le paragraphe III.1, nous avons tiré parti de cette propriété car nous avons associé a (III.1) le
probléme de martingales (PM) alors que I’équation de Fokker-Planck correspondant & ce probléme
est (II1.27).

Pour f de signe quelconque I'application (x,v) — Liy(t,2)=0} Xu(t,z)(v) est nulle presque partout
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si bien que I'équation (II1.26) est équivalente a:
8tf(ta €z, 1)) + G(U)fo(t, €z, 1))

+ >‘<1{u(t,x);é0} (f(t T,v) / f(t,z,0) ) + l{u(t,x)zo}f(t,x,v)> =0
(I11.28)

Mais nous ne pouvons plus nous débarasser du terme 1y, ,)—0yf(f,2,v) puisque u(t,z) = 0
n’implique plus f(¢,2,v) = 0 pour presque tout v. Pour associer un probléme de martingales
a (II1.28), il faut interpréter cette équation comme une équation de Fokker-Planck. Le second
terme de cette équation correspond toujours & I’évolution de la position X suivant un mouvement
de vitesse a(V). Le troisiéme terme correspond & des sauts d’intensité A: si u est non nul, le
paramétre de vitesse se redistribue uniformément entre 0 et w; sinon, la particule disparait. En
fait, pour garder la méme structure que dans la premiére partie ou seul le paramétre de vitesse V'
est sujet & des sauts, nous allons remplacer la disparition de la particule par un saut du paramétre
de vitesse vers un point cimetiére 9, poser a(0d) = 0 et interpréter la solution f(¢,.,.) de (II1.26)
comme la densité de l'intensité de la mesure aléatoire 1yy;2ay|| foll L1 sgn(fo(Xo, Vo))d(x, v (ie.
pour tout borélien A de R? x R, E(|| fo|z159n(fo(Xo, Vo))1a(Xs, Vi) = [, f(t, z,v)dzdv).

Pour formaliser ces idées, nous introduisons quelques notations complémentaires.

On note F = R x {R U {0}} ou d est un point isolé. Soit D([0,T], E) l'espace des fonctions
cadlag de [0,7] dans E et P(D([0,T],E)) l'espace des probabilités sur D([0,7], E). On note
(Pt)tejo,r) les marginales en temps de P € P(D([0,T], E)). On désigne par P(D([0,T), E)) le
sous ensemble de P(D([0,T], E)) constitué par les probabilités telles que pour tout ¢t € [0,77],
la restriction de P; & R? x R est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Le
processus canonique sur D([0,T], E) est noté (X, Vs), s € [0,T].

On désigne par Cbl’O(E) I’ensemble des fonctions ¢ : E — R telles que la restriction de ¢ a R x R
est dans C’,}’O(Rd x R) et que la fonction x — ¢(z,9) est dans C} (R?).

Enfin, on prolonge la fonction ¢ & RU {0} en posant a(d) = 0.

Le lemme suivant établit, sous P € 75(D([0,T],E)), plusieurs propriétés utiles de la mesure
aléatoire 1{‘/)5753}Hf0HL18gn(f0(X0,Vg))(s(xt’w).

Lemme II1.3.2 Soit fo € L'(R? x R) et P € P(D([0,T], E)). Pour A, borélien de R x R, on
pose

1f7(4) = B (|| foll 1 sgn( fo( Xo, Vo)) La (X2, Vi) (111.29)

Alors, pour tout t € [0,T], Ith’P est une mesure bornée absolument continue par rapport a la
mesure de de Lebesque sur RY x R. Sa variation totale est plus petite que ||fo|1 . En outre, il
existe une fonction p(t,x,v) mesurable telle que pour tout t € [0,T], p(t,.,.) est une densité de
Ith’P par rapport & la mesure de Lebesque. Une telle fonction est appelée version mesurable des
densités pour I70F

Preuve : On aVA € B(R? xR), |Itf°’P(A)| < |Ifoll;1 P:(A). En outre, par convergence dominée
si les (Ap)nen- sont des boréliens de R? x R disjoints, Itfo’P(Un Ay) =, Ith’P(An). Donc
Ith’P est une mesure bornée de variation totale plus petite que ||fo||z1. L’absolue continuité

découle immédiatement de l’inégalité précédente et de 1’absolue continuité de la restriction de
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P, 3 RY x R. Enfin, Pexistence d’une version mesurable des densités pour I/0F résulte de la
mesurabilité de ¢ — Itf 0P (A) pour tout borélien A et d’une adaptation facile des résultats de
Meyer [27] p.193-194. ||

Définition II1.3.3 Soit fo € L*(R? x R) non nulle. On dit que P € P(D([0,T], E)) est solution

du probleme de martingales (PM*) partant de fo si Py ne charge pas R x O et admet Hf|({ﬁ| -
L

comme densité sur R? x R et si pour u(t,z) = Jzp(t,z,v)dv ot p version mesurable des densités
pour I7oF

t
WX VE) = 90 ) = [ alVo). V(X Ve)ds
0
t 1 u(s,Xs)#0
- >\/0 1{\g¢a}<1{u(s,xs)o}¢(Xs,3) 4 ulonX)70) /R<l5(Xs,U)Xu(s,xs)(v)dU - ¢(Xs,Vs)> ds

u(s, Xs)
est une P-martingale locale Vo € C’bl’O(E). (I11.30)

Théoréme II1.3.4 Pour toute fonction fo € L*(R? x R) non nulle, le probléme de martingales

(PM*) partant de fo admet une unique solution P. En outre, toute version mesurable des densités
pour I10F est un représentant de la solution faible de (II1.26) dans L>°([0,T], L*(R? x R)).

Comme pour le Théoréme III.1.4, la preuve de ce théoréme repose sur un lemme concernant un
probléme de martingales linéaire.

Lemme II1.3.5 Soit h:[0,T] x R — R mesurable et fi une densité de probabilité sur R? x R.
On dit que P est solution du probléme de martingales (PM;) issu de fi si Py ne charge pas
R? x O et admet f; comme densité sur R® x R et si (II1.30) est vérifice lorsqu’on y remplace u
par h.

Ce probleme admet une unique solution. De surcroit, la solution est dans P(D([0,T], E)).

Preuve : L’unicité s’obtient comme dans la preuve du Lemme III.1.5, en montrant que si P
est solution, P p.s., Vt € [0,T], Xy = Xo + f(f a(Vs)ds et en se ramenant & un probléme de
martingales ne portant que sur Xy et V.

Pour montrer 'existence, on se donne une variable aléatoire (xo,vp) distribuée suivant la loi
de densité fi, et, indépendamment, un processus de Poisson de paramétre A de temps de sauts
(Tk)ken+ ainsi qu’une suite (Zg)gen+ de marques LI.D. suivant la loi uniforme sur [0,1]. On
construit (X, V') de la maniére suivante :

- (X0, Vo) = (x0,0)

— sur [0,7], la position X évolue suivant un mouvement de vitesse a(V') tandis que le para-
métre de vitesse V' est constant en dehors des sauts du processus de Poisson

— en Tk (Si Tk ST),

— si VTk_ =0, alors Vp, = 0

— sinon, Vi est égal & 0 ou h(Ty, X1,) X Zj, suivant que h(Tj, X7, ) est nul ou non

83



Pour vérifier que la loi P de ce processus est solution de (PM;), on se donne ¢ € Cbl’O(E).

t
B VE) = $(X0, Vo) + [ alVi). Vgl X, Vs
0
+ Z 1{v 48} (1{h(Tk,ka —0yP(X13,, 0) + Lnry x7, ) 20} (X1 M(The, X13,) Ze) — ¢(XTk7VTk)>
T <t

Par compensation de la mesure aléatoire ), 0(1y,,7,)» on en déduit que
t
WXV = 90X o) = [ alVe). V(X Ve)ds
0

t 1
- >\/0 Ly, 20} (1{h(s,X5)0}¢(Xsaa) + Lin(s,x,)#£0} i (X5, h(s, Xs)z)dz — ¢(Xs,Vs)> ds

est une martingale locale. Donc P est solution de (PM;).

Par des calculs analogues a ceux effectués dans la preuve du Lemme III.1.5, on obtient que pour
¢ : R? x R — R mesurable bornée, E(1qy, 2oy (X, Vi) = fRde+ d(x,v) x q(t, z,v)drdv pour

q(t,z,v) Z —*W“/ dty ... dtg

keN 0<t1 <t2<...<tp <t
. Xh(t1y1) (V1) ) Xh(ts—1 e 1) (Vk—1)
{h(t1,y1)#0} h(t1,y1) {h(tk—1,yk—1)7#0} h(te—1,Yk_1)
Xh(tk,yk ( )

Lintonamn)20r 7 )fl(yo,vo)dvo cdvy

tks Y
avee g = 2 — (£ = t)av) — S5 1t — o )alv-1).
Donc la solution de (PM;) est dans P(D([0,T1], E)). ||

Preuve du Théoréme II1.3.4 : On commence par montrer I'unicité. Soient fy € L'(R? x R)
non nulle, P une solution du probléme de martingales (PM*) partant de fy, p une version
mesurable des densités pour I/F. On va montrer que p est solution faible de (II1.26). On pose

u(t,z) = [pp(t,z,v)dv. La loi P est solution du probléme (PM}) issu de % En utilisant
la construction de la solution de ce probleme donnée dans la preuve du lemme précédent, on
obtient que si ¢ € CL10([0,T7] x R? x R) & support compact est prolongée en une fonction ¢ sur

[0,T] x E en posant Y(¢,z) € [0,T] x RY, (t,z,d) = 0, alors

t
B X0,V =50, X0, 15) — [ (a(vs).vxzz(s,xs,vs) +as¢(s,xs,vs))ds

t ~
_A/O 1{%#3}(%/#’ 8, X, 0) Xu(s,x,) (v)dv 1/)(5,X5,Vs)>ds

est une P-martingale. Lorsqu’on la multiplie par || fo|lz1sgn(fo(Xo, Vo)), on obtient une nouvelle
martingale. En utilisant la constance de ’espérance de cette martingale, on trouve

[ wltzopttao)dodo = [ 50,20 fo(s, v)deds
R4 xR

R4 xR

+ / (a(0) Vatp + utp — Np) (s, 7, 0)p(s, 7, v)dsdadv
(0,t] xR xR

1{u (s,x)#£0}
+ )\/ 7 / P(8,T,0) Xu(s,0) (V)dv p(s, T, 0)dzdids
(0,7]

xRIxR U S, LE
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Apres une simple application du théoréme de Fubini dans le dernier terme, on conclut que p est
solution faible de (II1.26). En outre, selon le Lemme I11.3.2, p € L>([0,T], L' (R¢ x R)).

En combinant ce résultat, l'unicité pour (II1.26) et l'unicité pour le probléme (PM;) issu de

IIJ”‘;(\(I)‘ -, on obtient I'unicité pour (PM™).
L

Pour montrer I'existence, on note f la solution de (I11.26) fournie par la Proposition III1.3.1 et
on pose h(t,z) = [ f(t,z,v)dv.

Soit P la solution du probléme (PM;) issu de I }({ﬁ' -, p une version mesurable des densités pour
L

1P et u(t,z) = [, p(t, z,v)dv. Par un raisonnement analogue a celui effectué au début de cette
preuve, on montre que p est solution faible de 1’équation

u(t, x)

(O + a(v). Vg + Np(t, z,0) = M e o) 20} 77— h(t, z) ) (v) =0

pour la condition initiale fo. On obtient I'unicité pour ce probléme dans L*([0,T], L' (R¢ x R))
par la technique de point fixe utilisée pour ’équation linéaire de la fin de la preuve du Théoréme

IT1.1.4. On prouve ensuite que f est solution, ce qui permet de conclure que P est solution de
(PM™). |

Remarque I11.3.6 On peut bien sir envisager d’approcher la solution de (PM*) & laide d’un
systeme de particules construit en adaptant ce qui est fait dans le paragraphe II1.1.

On se donne N processus de Poisson indépendants de parameétre X (on note (Té)keN* les instants
de sauts du ieéme processus), N suites (Z.)kene de marques LLID. suivant la loi uniforme sur

[0,1] et N wariables (xb,v§) LLD. suivant la loi de densité Hf|fﬁ| —. On construit le systeme de la
L
facon suivante :

~pour 1< i <N, (X" V) = (xb, 1)

~ sur [0,7T], la position XN de la ieme particule évolue swivant un mouvement de vitesse
a(VN) tandis que son parameétre de vitesse VN est constant en dehors des sauts du iéme
processus de Poisson

~ a Uinstant T} (si Tp <T),
- G VN = 0, alors vt =9
T} T

- sinon, VT;Z est égal 4 O ou pfot x 7y suivant que pfoi est nul ou non pour
k

||f0||L1 , : N,j
pl = loieny v - DA Z‘Sg" folXo™, V5 )1 2oy ao X ?)

T
z k
Tk

Mais nous ne sommes pas parvenu & montrer la propagation du chaos pour ce systéme.
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Chapitre IV

Processus de diffusion avec un
coefficient de dérive non linéaire et
irrégulier

Cette partie a été publiée dans la revue électronique “ESAIM : P&S” adresse “http://www.emath.fr/ps/”
(Novembre 1997, Vol. 1, pp. 339-355) sous le titre “Diffusions avec un coefficient de dérive non linéaire et
irrégulier et interprétation probabiliste d’équations de type Burgers”.

Abstract

We prove existence and uniqueness for two classes of martingale problems involving a nonlinear
but bounded drift coefficient. In the first class, this coefficient depends on the time ¢, the position
z and the marginal of the solution at time ¢. In the second, it depends on ¢, x and p(¢, ), the
density of the time marginal w.r.t. Lebesgue measure. As far as the dependence on ¢ and z is
concerned, no continuity assumption is made. The results, first proved for the identity diffusion
matrix, are extended to bounded, uniformly elliptic and Lipschitz continuous matrices. As an
application, we show that within each class, a particular choice of the coefficients leads to a
probabilistic interpretation of generalizations of Burgers’ equation.

IV.1 Introduction

In this paper, we are interested in diffusions given by two nonlinear martingale problems. Each
problem is closely linked to the nonlinear partial differential equation satisfied by the time mar-
ginals of any solution. Under our assumptions on the diffusion and the drift coefficients, the time
marginals are absolutely continuous (for ¢ > 0) and the partial differential equation provides a
nice evolution equation for the densities. Our proofs for existence and uniqueness are based on
fixed-point methods for this evolution equation.

The first section is devoted to a mean field martingale problem. For F' a bounded measurable
R? valued function on [0,+00) x R? x P(R?), Lipschitz continuous in its last variable for the
total variation metric, we say that P € P(C([0, +o0), R?)) with time marginals (P;);>¢ solves the
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nonlinear martingale problem (MP1) starting at m € P(R?) if Py = m and for any ¢ € CZ(R?),

H(X1) — B(Xo) — /0 t (%Aqb(Xs) + F(s, X, Ps).qu(Xs)> ds is a P-martingale

where X denotes the canonical process on C([0, +00), R%). We prove existence and uniqueness
for (MP1).

If the drift coefficient F' was Lipschitz continuous in its second and last variables for the sum of
the Fortet-Mourier metric on P(R?)

o, ') =Sup{/¢du—/¢du’; |p(x) = p(y)| < |z —y| A1}

and the Euclidian metric on R?, we could apply classical existence and uniqueness results for
nonlinear diffusions, which are proved by sample-path couplings (see for example Graham [17]).
But our assumptions are much weaker since we do not suppose any continuity in the second
variable and the Fortet-Mourier metric is obviously smaller than the total variation metric. The
counterpart is that the diffusion coefficient is linear and the drift coefficient F' is bounded. By a
fixed-point method, we prove that the evolution equation satisfied by the densities of the time
marginals of any solution of (MP1) admits a unique solution. The results for the martingale
problem itself follow quite immediately.

By our theorem, for d = 1 and F(s,z, u) (fR dy)) where ¢ > 1 and H denotes
the Heaviside function (H(z) = 1{x20}) the martlngale problem (MP1) starting at m admits a
unique solution P. Let V (¢, z) and v(x) be the distribution functions of P, and m. Generalizing
results given by Bossy and Talay [7] for Burgers’ equation (¢ = 1), we prove that V' is a weak
solution of

ou  10%u 1 O(utth)

ot 2022 q+1 Ox

with initial condition v and obtain P as the propagation of chaos limit of a sequence of weakly
interacting particle systems. Our propagation of chaos result is trajectorial and stronger than
the one proved by Bossy and Talay.

The second section deals with a moderate martingale problem in which the drift coefficient
depends on the densities of the time marginals. Thus the nonlinearity is more ticklish. For F' a
bounded measurable R? valued function on [0, +00) x R x R, satisfying

Vs > 0,Vz € RY,Vy,y' € R, [yF(s,z,y) —y'F(s,2,9')| < Kply — /|

we say that P € P(C([0,+00), R?)) with time marginals (P);>o absolutely continuous with
respect to Lebesgue measure for ¢ > 0 solves the nonlinear martingale problem (MP2) starting
at m € P(R?) if Py = m and for any ¢ € CZ(R?),

$(X¢) — ¢(Xo) — /Ot (%Asﬁ(Xs) + F(S,Xs,p(s,Xs))-VﬂXs)) ds is a P-martingale

where for any t > 0, p(t,.) is a density of P;.
We prove existence and uniqueness for (MP2). This generalizes a result given by Méléard and
Roelly [26] for F : R? x R — R? bounded and satisfying a stronger Lipschitz continuity property :

Vo,o' € RY, Vy,y' €R, |F(z,y) — F(«',)| + [yF(z,y) —y'F(2',9)] < Kp(lz —a'| + |y — y/])
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They obtain existence for the corresponding martingale problem (MP2) as a consequence of a
propagation of chaos result for a sequence of moderately interacting particle systems. As for us,
we give a direct proof again based on a fixed-point method for the evolution equation satisfied
by p.

Thanks to this result, we show how it is possible to associate a probabilistic representation with
some classical solutions of Burgers’ equation, as it was sketched by Oelschliager [30]. The initial
conditions concerned are bounded probability densities on R.

In the last section we generalize the previous existence and uniqueness results to similar martin-
gale problems with a Lipschitz continuous, bounded and uniformly elliptic diffusion coefficient.

Notations

Let Q = C([0, +00),R?) endowed with the topology of uniform convergence on compact sets and
with the corresponding Borel o-field, Q7 = C([0,T], R?) endowed with the topology of uniform
convergence, X be the canonical process. For a Borel space E, P(FE) is the space of probability
measures on I endowed with the topology of weak convergence. We also define the metric of
total variation on P(E)

Vg, p') = sup{/d) dp — /¢ dp'; || pll oo () < 1}

If Z is a random variable with values in E let £(Z) € P(F) denote its law.
If P € P(Q), (P)i>o is the set of time marginals of P.

P(Q) = {P € P(Q); Vt > 0, P; is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure}

If P € P(Q), there is a measurable function p(s,z) on (0,+00) x R% such that for any s > 0,
p(s,.) is a density of Py with respect to Lebesgue measure. See for example Meyer |27]| pages
193-194. Such a function is called a measurable version of the densities.

For z € R?, let |z| be the Euclidian norm of .

For t > 0, G denotes the heat kernel on R? : Gy(x) = —— exp(—ﬁ).

2t

(2nt) 2
The following estimate will be very useful :
for any 1 <1 <d, ‘ G < 1 (IV.1)
Ox; JA! \/1_f

IV.2 The mean field martingale problem

IV.2.1 Existence and uniqueness

Let F' be a measurable R? valued function on [0, +o00) x R¢ x P(R?) bounded by Mg which
satisfies the following Lipschitz continuity property

Vs > 0,Vz € RY, Y, i’ € P(RY), |F(s,z, 1) — F(s,2,p")| < KpV (1, 1))

Definition IV.2.1 Let m € P(R?). We say that P € P(Q) with time marginals (P;);>o solves
the nonlinear martingale problem (MP1) starting at m if Py = m and for any ¢ € Cg(Rd),

d(Xy) — d(Xo) — /Ot (%Aqb(Xs) + F(s, Xs, Ps).ng(Xs)) ds is a P-martingale. (IV.2)
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Theorem IV.2.2 For any m € P(R?), the nonlinear problem (MP1) starting at m admits a
unique solution.

The following lemma gives an integral equation satisfied by any measurable version of the densi-
ties of the solution of a linear martingale problem. The proof of Theorem IV.2.2 which is based
on this equation, is postponed after the proof of the lemma.

Lemma IV.2.3 Let m € P(RY), g be a measurable R valued function on [0, +o00) x R? bounded
by My and P be the unique solution of the martingale problem: Py = m and for any ¢ € C,?(Rd),

d(Xy) — d(Xo) — /Ot (%Aqb(Xs) + g(s,Xs).ng(Xs)) ds is a P-martingale

Then P € P(Q). Any measurable version of the densities p(s, ) satisfies the evolution equation,

d t
Vit > 0, p(t,z) = Gy + m(x) — Z/o 8ths * ((pgi)(s,.))(x)ds a.e. (IV.3)

1=1

Moreover, if q is a measurable function on (0,+00) x R? which satisfies (IV.3) and

VT >0, sup |q(t,.)||;1 < +oo
te(0,T7]

then q is a measurable version of the densities for P.

Proof : Existence and uniqueness for the martingale problem is a consequence of Girsanov’s
theorem. Let us prove that the solution P belongs to P(2).

Under P, by Paul Levy’s characterization, X; — Xy — f(fg(s,Xs)ds is a Brownian motion. We
introduce the exponential martingale

s 1 S
zo=exp (= [Catr x4 [Clatr ) P
0 0

Let t > 0. We set Q = Z; x P. By Girsanov’s theorem, (8; = X5 — Xo),e[0, is @ Brownian
motion under Q. Let f be a continuous function with compact support in R¢.

B (X)) = B2 (10X < B2 (Zi) EQ (f2(X,)) (IV.4)

1

E? (f2(X1)) = / FH() Gy x m(z)dz < oI f117: (IV.5)
Rd (27t) 2
1 t 1 t 5 t 5
—5 = exp 29(s,X5).dBs — = | |29(s, Xs)|%ds + [ |g(s, Xs)|"ds
Z 0 2 Jo 0
The last equation implies
1
E? (Z_E> < exp(MJt) (IV.6)
With equations (IV.4), (IV.5) and (IV.6), we conclude
1 Mgt
B C60))] < E(FD) < —— exp (220 ) £l (1v.7)
(2mt)4
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Hence P, is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure and P € P(Q).

Let p(s,z) be a measurable version of the densities for P, 1 be a C? function with compact
support in R? and ¢t > 0. We set ¢(s,2) = Gy * p(x) for s € [0,t) and ¢(t,z) = 1p(z). The
function ¢ belongs to Cbl’Q([O, t] x R?) and satisfies

9¢

RY, =
V(s,z) € [0,t] x R?, B

(s,2) + %A¢(s,x) —0 (IV.8)

Since X; — Xo — f(f g(s, Xs)ds is a P-Brownian motion, Itd’s formula implies

E(o(t, X)) = 90, 30) + | t (%4 206 +0.90) .50

By (IV.8), we get rid of —|— 1A¢ Applying Fubini’s theorem, we obtain

b(@)p(t,x)de = | Gy xp(z)m(dr)
Rd Rd
d

8Gt—s
i /(0 tIxRE 52 Z rd 0T (z —y)¥(y)dy(gip) (s, v)dzds

6Gts
= [ @G+ mia)dz - /Rdz [ 2 s (g o N s vy

Hence p satisfies (IV.3).

To conclude the proof, we consider ¢ satisfying (IV.3) and VI' > 0, sup;c .7 llg(t, )| < +o0

Ip(t,) —q(t. ) | oo s, = (s, Dl
<y [ 1) st

After an iteration, we get

t r,. 1
Ip(t. ) — q(t, )||L1<M2d/0 t—s/ lp(r,-) —a(r s oo

Vit
<otz [ o)~ atr s [ s

< nM2d / Ip(r,.) = a(r, )l dr

Gronwall’s lemma implies V¢ > 0, ||p(¢,.) — q(¢,.)||,1 = 0 which proves that ¢ is a measurable
version of the densities for P. |

We are now ready to show Theorem IV.2.2.

Proof : The key idea is the following. If (Q(t)):>0 € C([0,+00), P(R?)), by Girsanov’s theorem,
the martingale problem in which the nonlinearity Ps in (IV.2) is replaced by Q(s) admits a unique
solution P?. We consider the correspondence between (Q(t));>o and the time marginals (PtQ)tzo
of the solution. If P solves the nonlinear problem (MP1), then (FP);>o is a fixed-point of this
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map. Conversely, if (Q(t));>o is a fixed-point, then P? solves the nonlinear problem (MP1).
Let T' > 0. We define

A =1{Q € C([0,T],P(R)); Q(0) =m and Vt € (0,T], Q(t) is absolutely continuous

with respect to Lebesgue measure}

If Q € Ay, let A(Q) denote a measurable version of the densities for Q. A, 7 is complete for
the metric

D(Q,Q") = sup V(Q(t),Q'(t) = sup [AQ)(t) = MQ")(B)l|zs

t€(0,7] (0,77

Let tp > 0. For Q € Ay, we define (th,,m(Q)(t))scjo,r) as the time marginals of the unique
solution of the martingale problem :

pPe ’P(Q ) P(] m and V(b € 02(Rd)
d(Xy) — fo E7AN ) + F(to + 5, X5, Qs). V(X)) ds  is a P-martingale

Lemma IV.2.3 implies that for any ¢ € (0,7, ¥,m(Q)(t) is absolutely continuous with respect
to Lebesgue measure. Hence 1y, 1, (Q) € Ay, . We are going to prove that if 7" is small enough,
P1o,m 1s a contraction on A, 7. Using equation (IV.3) given by Lemma IV.2.3, we obtain for
Q,Q € A, rand t € (0,T],

A (%t0,m (@) (E) — (wto, (@) (@)l
a aGts

||>\(1/)to, (@) (s)Filto + 5., Q(s))

A Wto,m(Q))(8)F;(to + s,.,Q'(3))|| 1 ds

t
s/o (uwm, () ||L1||Z|F (b + 5,5 Q(s)) = Filto + 5, Q' ()]l 1=

ds
t—s

+ At (@) (5) = AMtbto,m (@) () 1 | Z |Fi(to + s, -, Q'(S))IIILw)

S 2\/d_T(KFD(Q, Q,) + MFD(¢t0,m(Q)v ¢to,m(Q1)))

Hence

(1 = 2VdT Mp) D (3bty,m(Q), tty,m(Q")) < 2VdATKpD(Q, Q')

We set T' = m. Then D (1hg,m(Q), %10,m(Q")) < £D(Q,Q'). Picard’s fixed-point theo-
rem implies that v, ,, admits a unique fixed-point in Ay, 7.

Existence for the martingale problem (MP1)

Let Q" denote the fixed-point of 1g ,,, in Ay, 1. If Q™ is constructed, let Q™! be the fixed-point
of Pni1)1,@n(r) I Agn(r)T-

We set Q(t) = Q"(t —nT) if t € [nT,(n+1)T). Let P be the solution of the martingale problem
in which the nonlinearity in (IV.2) is replaced by Q(s). For any ¢ € C’,?(]Rd),

t 1
$06rsa) = 006r) = [ (FOT 45, X1 Q) V0Xrr0) + 520 Kr) ) s
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is a P-martingale. Hence, by induction, Vn € N, Vt € [0,T], Pyr4t = Q"(t) = Q(nT +t). And
P solves the problem (MP1).

Uniqueness for the martingale problem (MP1)

If P is a solution, Lemma IV.2.3 implies that for any ¢t > 0, P, is absolutely continuous with
respect to Lebesgue measure. For any n € N, (PnT+t)te[0,T] is the fixed-point of .7 p, , in
Ap, . r. By induction, uniqueness for the fixed-points implies uniqueness for the time marginals
(P;)¢>0. Since the nonlinearity in the definition of (MP1) is limited to the dependence of the drift
coefficient on the time marginals, uniqueness for this problem follows immediately. |

IV.2.2 Application

Theorem IV.2.2 implies existence and uniqueness for martingale problems associated with a class
of partial differential equations which includes Burgers equation

Weset ¢ > 1,m € P(R). Let f : (z, 1) € RxP(R) — ([ H (dy))qwhereH( )—1{130}-
As f is the pointwise limit of the continuous functlons (x, 1) ( Jx Hn (dy)) with

Hy(z) = n(z +1/n)1{ 1/n<a<o} + L{z>0)

this function is measurable. Moreover, since f takes its values in [0, 1],

\f (@, 1) = f(z, 1) <q‘/Hx— p(dy) /Hw— )‘<qV(uu)

By Theorem IV.2.2, the martingale problem (MP1) corresponding to the choice F(s,z,pu) =
f(z,p) admits a unique solution P starting at m. Let V(¢,z) and v(z) be the distribution
functions of P; and m.

Bossy and Talay [7] deal with the case ¢ = 1. They prove that V is a weak solution of Burgers’
equation
ou  10*u  10(u?)

ot 2012 2 Ox

with initial condition v and obtain P as the propagation of chaos limit of a sequence of weakly
interacting particle systems. Indeed they define (X', ..., X™") as the unique weak solution of
the stochastic differential equation

) . . t1 X ) .
X" = X"+ B +/ - ZH(X;W — XI™M)ds, 1<i<mn
0 n <

where £((X3",..., X{™)) = m®" and (B'™,..., B™") is a R"-valued Brownian motion. They
prove that for any k € N*, L((Xb",..., X*")) converges weakly to P®* when n — +oo.

We generalize their results to any ¢ > 1 in Proposition IV.2.4. In fact, we follow the idea of
Méléard and Roelly [26] and prove a trajectorial propagation of chaos result. To obtain this
result, we introduce a coupling between the particle systems and the limit processes with law
P that we define on the same probability space. Let B?,i € N* be a sequence of independent
R-valued Brownian motions and Xé,z' € N* be a sequence of random variables IID with law m
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independent of the Brownian motions. According to Karatzas and Shreve [21] (Proposition 5.17
p.341), the one-dimensional stochastic differential equation

t
y;:X5+B;+/ (H = Py(Y))ds
0

admits a unique strong solution. Moreover, considering the linear martingale problem associated
with this equation, by the existence part of the proof of Theorem IV.2.2, we obtain that the law
of the solution is P. The process Y; is nonlinear in the following sense : the drift coefficient of the
stochastic differential equation that it satisfies depends on the time marginals of its law.

Unlike in the one-dimensional case, to obtain a strong solution for a m-dimensional stochastic
differential equation with n > 1, it is necessary to assume that the coefficients are locally Lipschitz
continuous. That is why we replace H by H,, (Hp(r) = n(z + 1/n)1{_1/n<s<0y + 1{z>0}) and
define the weakly interacting particle system as the unique strong solution of the stochastic
differential equation

) ) . t 1 n . . q
X" = X} + B! +/0 (;ZHR(XQ” —Xﬁ”‘)) ds, 1<i<n
j=1

Proposition IV.2.4 For any q > 1,
(1) The function V is a weak solution of the generalized Burgers’ equation

ou  10%u 1 O(utth)

ot 2022 q+1 Oz

(ii) If P denotes the image of P by the mapping X € Q — (X,X) € Q?, for any k € N¥,
L((XE™, YY), .., (X", YF))) converges weakly to POF as n goes to +oc.

with initial condition v.

To understand the trajectorial nature of the propagation of chaos result (ii) remark for ins-
tance that, unlike the classical result: V& € N*, L((X b7, ..., X*")) converges weakly to P®¥ it
implies :

VT >0, lim E(1A sup |[(X/",..., X" —(Y]},...,¥™)) =0

Proof : (i) Our proof is a generalization of the one given by Bossy and Talay [7]. Under P,
by Paul Levy’s characterization, X; — Xo — fot Vi(s, Xs)ds is a Brownian motion. Let p be a
measurable version of the densities for P and ¢ € D((0,+00) x R). Applying [td’s formula and
taking expectations, we get

too 0 19? 0
/0 /Rp(t,w) (a—f(t,x) + 587(7;(@1;) + a—i(t,x)V‘I(t,x)> dzdt = 0

Hence p is a solution in D'((0, +00) x R) of the equation % = %% - a% (pV'9). Clearly, %—‘; =p

that the distribution function of the bounded measure p(t, z)Ve(t, z)dz is q%vq“(t, x). Hence

v 1 L oVt 0
ot 20x2 gq+1 Ox N

2 oV 10%°V
oz

The spatial derivative of the distribution %—‘; —

distribution is invariant by translation.
If ¢ € D((0,+00) x R) and z — +o0,

82V+ 1 aveth

is zero, which implies that the

0¢ 194 Vi(t,z — z) O
/(07+w)xRV(tax z) <8t (b2) + 5 gz (bo) + = p (t) ) dudt



goes to 0 by Lebesgue’s theorem. Therefore for any ¢ € D((0,4+00) x R),

¢ 10% Vi(t,z) O¢ B
/(0,+OO)X]R V(t,x) (E(t,x) +552(h) + 741 %(t,x)> dzdt =0 (IV.9)

We conclude by proving that the initial condition is v. By density, equation (IV.9) still holds if
¢ is C'H? with compact support in (0,400) x R.
Let 3 be C? with compact support in [0, +00) x R. For n € N*, we introduce the C'! functions

0 if s€[0,5]
gn(s) = 12n2(s — 5=)2 — 16n3(s — 5=)% if s € [5, 1]

: 1
llfSZE

The function ¢, = g, is C*? with compact support in (0, +00) x R. Using (IV.9) for ¢, we get

o 16%p Ve
/(0,+00)xR (E + 2 Ox2 T q+ 10z (t,z)V (t, z)dtdx

— o 10% V1 Oy
- /w,l]xR(l ‘g"(“)< 5 tagr torigs ) bRV )i

- /(0 , R%(t)@b(t,x)V(t,x)dtdx (IV.10)

Since P € P(Q), the map t — P, is continuous and lim;_,o V(¢,2) = v(z) for any z such that v
is continuous at z. Hence by Lebesgue’s theorem,

lim/Rl/)(t,x)V(t,x)dx:/Rl/J(O,x)v(x)dx

t—0
When n — +o0 in (IV.10), we get

[ (21, o
(0,400)xR \ O 2 Oz q+10z

Therefore V is a weak solution of the generalized Burgers’ equation with initial condition v.

>(t,x)V(t,x)dtdx = —/Rl/J(O,x)v(x)dx

(ii) We now prove the propagation of chaos result. In the sequel, v and (X,Y’) denote the
canonical variables on P(92?) and Q2. We set v, = vo X 1.

The couples (X»",Y?), 1 < i < n are exchangeable. Therefore the propagation of chaos result
is equivalent to the convergence in distribution of the empirical measures u,, = % Yoy 5( X yi)
considered as P(02?)-valued random variables to 6 (see Sznitman [40] and the references cited
in it). Let m, denote the law of p,,.

According to [40], since the variables (X" Y?) are exchangeable, the tightness of the sequence
(mp)n is equivalent to the tightness of (£L(X'",Y1)), which is equivalent to the tightness of
(L(X1™)),,. These probability measures are tight since for any 7' > 0 their images by the cano-
nical restriction from Q to Q7 are tight (the drift coefficient is bounded by 1 uniformly in # and

Let 7o denote the limit of a convergent subsequence of (), that we still index by n for
simplicity. To prove that 7o = dp, weset pE N, 0 <51 <89 < ... <5, <5<t g€ CZ(RZ),
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g € Cp(R?P), and define G(v) to be equal to

t1 /07 0? 0?
< Vag(XSUYSU s ’X5p71/sp) ((p(XtaY;f) - ¢(X83YS) _/ 5 (8—113? + 28$§y + a—yf> (XT,Y;«)d’f'
— [ (X S Y 0 Py ) >
s 0T Jdy

For k € N* | we define G (v) like G with Hy, replacing H in (H *7,(X,))? but not in (H % P (Y;))4.
If v — v, the weak convergence of 1™, to v, implies that Hy, * v",(x) converges to Hy * v, (z)
uniformly for x € R. Moreover, for any r > 0, P, is absolutely continuous with respect to
Lebesgue measure and y — H * P,(y) is continuous. Hence G, is continuous.

We are going to prove that E™ (G2(r)) = 0. By the continuity and boundedness of G, we have

7 (67(0) < 2timsup (G~ GuP0) + lim B(GE ("))

k—400
< 2limsup E™ ((G — G4)%(v)) + 4 limsup B(G2 (u™))
k—+o00 n—+00
+ 4lim sup lim sup E((G — G)?(p™)) (IV.11)

k—4o00 n—+00

Let us show that each term of the right-hand-side of (IV.11) is equal to 0.

For the first term, it is a consequence of the convergence of |H — Hy|*7, () to 0 for any v € P(0?),
z € Rand r >0 as k — +oo. Indeed, by the boundedness of G, G, g and % and the Lipschitz
continuity of z — z? for 0 < z < 1, we have

t
> ((G — G1)%(v)) < CE™ |G(v) — G(v)| < CE™ << V,/ |H — Hy| * (X, )dr >>

The second term is easy to deal with. Applying It6’s formula, we get

Gn(“ )ZEZQ(XSE ’Y;N""Xs;vysp) %—i_a_y (X/ 7Yr)dBr
i=1 §

Hence E(G? (u™)) < % and we conclude lim,, 1, E(G2 (™)) = 0.

The third term is the most ticklish. By a calculation similar to the one carried out for the first
term, we get

E((Gr — Ga)2(u™) < CE (< s [~ Hil i, (X >)

Hence if (X,Y, Z,W) denotes the canonical variable on Q%

t

S

By the exchangeability of the couples (X", Y?),1 <i<n,

t t
. n n .
hmsupE< <p Qup ,/s 1{\Xr—Zr|Snkk}d7q >> —hmsup]E(/s 1{|X;’R*X3’n‘§nik dr)

n—-+00 n—-+o0o

t t
<limsupE </ 1{|XT1,nXg,n<i}1{xg,n|<ﬁ}dr> + limsup/ P(|X7},n
S S

n—-+00 n—-+00

> Vk)dr
(IV.13)

95



Since P(|X"| > Vk) < P(|B}| > @) + P(|X¢] > ‘/E{’"), the second term of the right-hand-
side of (IV.13) has a limit equal to 0 when k — +o00. To prove that the same is true for the first
term, we bound the L2 norm of the density of £((X;™, X?™)) (r > 0) uniformly in n. Like in
the beginning of the proof of Lemma IV.2.3, we obtain an estimate similar to (IV.7):

1
Vf € L2(B), V> 2, V> 0, B(F(XM, X)) < —m—exp(r) ]

C L .
Hence Vn > 2, E(f (xbr—x2 <y Lyt <y dr )g—whlch implies

1
k4

t
lim hmsup]E(/s I{X},nsz,n|<i}1{|Xr1,n|<\/E}dr> =0

k=400 p—+too
y (IV.12) and (IV.13) we get limg_, o0 limsup,, , o E((Gx — Gy)?(u")) = 0.
As we have proved that each term of the right-hand-side of (IV.11) is equal to 0, E™= (G?(v)) = 0.

Restricting ¢, g, s1,...,8p,5,t to countable subsets then taking limits by Lebesgue’s theorem,
we obtain that ms a.s., v solves the martingale problem

=m®m and V¢ € CE(R?),
B(X0, Vi) — $(Xo, Vo) f0<% )(H*us(x>)q+3—§<xs,n)(H*P( )

(8_¢ axay 4 %) (Xs,Ys)ds is a v-martingale

Let us now suppose that v is solution of this problem.

Choosing ¢(z,y) = ¢(z) with ¢ € CZ(R), we check that v o X ! solves the nonlinear martingale
problem starting at m. By uniqueness for this problem, v o X! = P and v, = P,. Moreover, it
is easy to see that

t t
ﬁézxt—xo—/O(H*Ps(Xs))st and ﬁszt—Yo—/O(H*P( 5))ds

are v-Brownian motions and next that ' = 2. As v a.s., Yy = Xj, by trajectorial uniqueness
for the stochastic differential equation satisfied by both X and Y, v a.s., X =Y. Hence v = P.

We conclude that me, = dp which puts an end to the proof. [ |

IV.3 The moderate martingale problem

IV.3.1 Existence and uniqueness

Let F be a measurable R? valued function on [0, +00) x R? x R bounded by My which satisfies
the following Lipschitz continuity property

Vs >0,V € R. Vy,y' €R, |yF(s,z,y) — y'F(s,2,9)| < Krly — /|
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Definition IV.3.1 Let m € P(R%). We say that P € P(Q) solves the nonlinear martingale
problem (MP2) starting at m if Py = m and for any ¢ € C’g(Rd)

b1
d(Xy) — d(Xo) —/ <§A¢(Xs) + F(S,Xs,p(s,Xs)).qu(Xs)) ds 1is a P-martingale (IV.14)
0
where p is a measurable version of the densities for P.

This definition does not depend on the choice of the measurable version. Indeed, if p'(s,z) is
another such version then P a.s.,

vVt >0, /tF(S,Xs,p(s,Xs)).ng(Xs)ds = /tF(s,Xs,p'(s,Xs)).qu(Xs)ds
0 0

Theorem IV.3.2 For any m € P(RY), the nonlinear problem (MP2) admits a unique solution
P starting at m.

Proof : Uniqueness

It is an easy consequence of the Lipschitz continuity assumption made on F'. The proof was given
by Méléard and Roelly [26].

Let P and @ be two solutions of (MP2) starting at m and p(s, ), ¢(s,z) denote measurable
versions of the densities for P and Q. Using equation (IV.3) given by Lemma IV.2.3, inequality
(IV.1) and the Lipschitz continuity property satisfied by F, we get

"lpts, ) — als, )l
t,.) —qlt, )| < VdK / ’ AL s V.15
Ip(t,.) —q(t, )l < VK i T (IV.15)
By Gronwall’s lemma, we conclude that for any ¢ > 0, ||p(¢,.) —¢(¢,.)||p: = 0. Hence both P and
@ solve the martingale problem in which the nonlinearity in (IV.14) is replaced by ¢(s, X5). By
uniqueness for this problem, P = Q).

Existence

In the sequel, if I is a real interval and v € C(I, L'(R%)) let v(t, z) denote a measurable function
on I x R? such that for any ¢ € I the class of v(¢,.) in L'(R?) is v(t).

Let T > 0 and Ay = {v € C((0,T], L*(R?)); supye(o,r [[v(t) L1 < +oo}. For the metric
D(v,v") = supye(o.r) [v(t) — v'(¢)l|L1, Ar is complete.

Let m € P(RY). For v € Ar, we set

vt € (0,T], ¢ (v)(t) = Gy xm — Z/

By the continuity of the map t — Gy € L'(R?Y), t — Gy * m € LY(R?Y) is continuous for ¢ > 0.
Since
sup [Jv(s, ) Fy(s, ., v(s,.)lzr < VdMp sup |lu(s,.)||p < +oo
s€(0,T] s€(0,T]
it is quite easy to deduce that ,,(v) € Ap. Let us find T such that 1, is a contraction. For
v,v' € Ar and t € (0,T], we get an estimate similar to (IV.15)

llo(s) — o' (s)]| 1
[m (0)0) = ) < ViR [ O EONE Gy <o D0, )
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Hence D (9, (v), Y (v")) < 2KpVdT D(v,v"). From now on, T = By Picard’s fixed-point

16dK2 :
theorem, 1), admits a unique fixed-point in Arp.
Let tp > 0 and f € L'(RY). For v € C([0,T], L' (R?)) we define
7 a ! 8ths
Dt f(0)(8) = Grx f = . ¥ (00 ) Filto +5,.,0(s,.)))ds
=170 :

The same estimates as above imply that ¢t0, 7 admits a unique fixed-point in C([0, T7, LY (R%)).

Let v° denote the fixed-point of 1), in Az. If v™ is constructed, let v"*! be the fixed-point of
z,b(m_l)T,vn( 7y in C([0,T7, LY (R?)). We set v(t) = v"(t — nT) if t € (nT,(n + 1)T]. The map v
belongs to C((0, +00), L' (R?)) and satisfies

Vtg >0, sup |jv(t)|z < 400 (IV.16)
te(0,t0]

Let ¢t € (0,T]. We compute v(T + t) thanks to Fubini’s theorem.

d

t
o(T +1t) = Gexv(T) — Z/ i, (v(T + 5, )Fi(T + s, .,0(T + s,.)))ds
=170 O
d T
8GT75
= Gy * (GT*m—;/O 7, (v(s,.)Fi(s, ., v(s, )))ds)
OG,_s
- 5 (T + 8, )Fy(T +s5,.,0(T + 5,.)))ds
=1 0 8.’1%
4T Gy
_ ti—s )
Gy e — ;/0 S (0(s,) Fi(s, (s, )i
By induction, we conclude that for any ¢ > 0,
oG
v(t,z) = Gy x m(z) — Z/ 5w (u(s, ) Fi(s, ., v(s,.))(z)ds as. (IV.17)
i=1 70 Oz

Let P be the solution of the martingale problem in which the nonlinearity in (IV.14) is replaced
by v(s, Xs). Equations (IV.16), (IV.17) and Lemma IV.2.3 imply that v(s,x) is a measurable
version of the densities for P. Hence P solves (MP2). ||

IV.3.2 Application

Theorem IV.3.2 allows us to associate a probabilistic representation with some classical solutions
of Burgers’ equation. The initial conditions concerned are not distribution functions like in Pro-
position IV.2.4 but bounded probability densities.

We take up the approach of Oelschliger [30] (pages 306-307). Let ug be a probability density on
R bounded by M. The Cole-Hopf transformation (Cole [11], Hopf [18])

Jo Gi(z —y eXp( [? o uo(z )Uo(y)dy

uw(0,2) = ug(z) and wu(t,z) =
" Jg Gi(z —y) exp ( fy dz) dy
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provides a classical solution of Burgers’ equation: u € C'12((0, +00) x R) and

U 2U U
0y g) = 1%@, o) — ult,2) 2L (¢, ) (IV.18)

Vit > 0,Vz € R,
oz

It is easy to check that V¢ > 0,Vz € R, |u(t,z)| < M. This boundedness property is essential
for the sequel. We set f(y) = %(0 V y A M). The functions f and y — yf(y) are respectively
bounded and Lipschitz continuous.

By Theorem IV.3.2, the martingale problem (MP2) corresponding to the choice F(s,z,y) = f(y)
admits a unique solution P starting at ug(z)dz.

Let us prove that u is a measurable version of the densities for P. Clearly V¢ > 0, [Ju(t,.)||;1 <e.
Hence, according to the proof of uniqueness for (MP2) (Theorem IV.3.2), it is enough to establish

t 8ths
0 3:5

Vi > 0,Vzr € R, u(t,z) = Gt * up(z) — x (u(s,.)f(u(s,.)))(z)ds (IV.19)

Let t > 0, ¢ be a C™? function with compact support in [0,#] x R and € € (0,%). As 2 2%u and

957 9z2
%(uf(u)) = u% are bounded on the intersection of the support of ¢ with [e,t] x R, using the
integration by parts formula, Fubini’s theorem and (IV.18) we get

/Ru(t,x)¢(t,x)dx:/u(e,x)¢(e,x)dx

R

0p  10%¢ 0
De " 2952 O dxd V.2
" /(e,t}xRU(S’x) (63 * 2 0z + f(u) Or (s, 2)dzds (IV.20)
We have limg_, ||u(s,.) — ug||z,1 = 0. Indeed for U(z) = exp <_ ffoo uo(z)dz),
1

Gs+U
<el|Gs* (U

lu(s,.) —uollrr < 1G5+ (Uuo) = (Gs * U)uol| 11

LOO
wo) — Uugl|zr + €||(Gs x U — U)ug|| 11

Since Uug € L'(R), the first term of the right hand side converges to 0 when s — 0. The
continuity and the boundedness of U imply that G5 x U is bounded uniformly in s and converges
pointwise to U. Hence, by Lebesgue’s theorem, the second term also goes to 0.

Thus lim,_o [ u(s, 2)¢p(s,z)de = [; uo(x)p(0,z)dr and taking the limit e — 0 in (IV.20), we
get

/Ru(t,x)gb(t,x)dx:/uo(x)¢(0,x)dac

R
o , 194 9
+ /(O,t]XRu(s,x) (a + 2922 + f(u)%> (s,z)dzds

By spatial truncation, this equation still holds if ¢ € C; ’2([0,t] x R). For the particular choice
$(s,7) = Gy_s * 1p(z) with ¢p C? with compact support in R, we conclude like in the proof of
Lemma IV.2.3 that (IV.19) holds. Therefore u(¢,z) is a measurable version of the densities for
P and P provides a probabilistic representation of u.
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IV.4 Extension of the results to martingale problems with a non-
constant diffusion coefficient

Let a be a Lipschitz continuous map on R? with values in the set of symmetric non-negative
d x d matrices such that

AM, > mg >0, Yo,y € RY, mg|y? < y*a(z)y < Myly|?

and L be the operator Lo(z) = %Eg,j:l aiyj(x)%g;j(x).

Let o denote the square-root of a. By the assumptions made on a, the map 2 — o(z) is bounded
and Lipschitz continuous.

According to Friedman [15] pages 139-150, there is a transition density T'y(z,y), s > 0, z,y € R?
associated with the time-homogeneous stochastic differential equation dX; = o(X;)dB;.

Moreover, for any ¢ > 0 and any continuous function ¢ with compact support in R¢, the function
¢(s,2) = [pa Di—s(z,y)¢(y)dy defined on [0,¢) x R? satisfies

0
Vs € [0,1),Vz € RY, L(s,z) + a—f(s,x) =0
Va € R, li}‘r% d(s,2) = P(x) (IV.21)
Lastly, for any M > M,, there is a constant C(¢) such that,
C(t —yl?
Vs € (0,4],Va,y € RY, Ty(z,y) < #exp (— u) (IV.22)
o2 2Ms
: Os(z,y)| _ C(t) |z —yf?
d )
Vs € (0,t],Vz,y € R*, V1 <i <d, s@xz < e exp | — o (IV.23)
Integrating (IV.23), we obtain the following estimate
r,(z, K(t
Vvt > 0,3K(t) > 0,Vs € (0,4, ¥z € R V1 < < d, Hm < K@®) (IV.24)
6.’1)@' Lé \/g

Theorem IV.4.1 Vm € P(R?), the martingale problem (MP1) (resp (MP2)) in which $Ap(X)
is replaced by LP(Xs) in (IV.2) (resp in (IV.14)) admits a unique solution starting at m.

The proofs of Theorem IV.2.2 and Theorem IV.3.2 are based on Lemma IV.2.3. Therefore we
explain how to adapt the conclusions and the proof of this lemma. As o is Lipschitz continuous
and bounded, for any m € P(R?), the martingale problem: Py = m and

Vo € CEHRY), ¢(X;) — d(Xo) — /Ot L¢o(Xs)ds is a P-martingale

admits a unique solution P. Moreover, by the existence of I', for ¢ > 0, P, has a density
equal to [pq T¢(z,y)m(dz). For g like in Lemma IV.2.3, by an easy consequence of Girsanov’s
theorem, the martingale problem with L¢(Xs) + g(s, Xs).V@(Xs) replacing Lp(X,) admits a
unique solution and this solution belongs to P(Q). Let p(s,z) be a measurable version of
the densities for the solution. If 1 is a continuous function with compact support on R¢ and
P(s,2) = [ga Te—s(@,y)¥(y)dy, by the uniform continuity of ¢ and (IV.22), the convergence of
$(s,) to ¢(z) in (IV.21) is uniform in z € R?. By (IV.24), we upper-bound V¢(s,z). These
two remarks allow to transpose the proof of (IV.3) and obtain that for any ¢ > 0,

p(t,y) = /Rd Ly(z,y)m(dz) -I—/O » Vil s(z,9).9(s,2)p(s, v)dzds a.s.

With this equation and (IV.24) instead of (IV.3) and (IV.1), we easily adapt the proofs of
Theorem IV.2.2 and Theorem IV.3.2.
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Chapitre V

Problémes de martingales associés a
des conditions initiales mesures signées
et interprétation de I’équation

Opu = 502u — Oy A(u)

V.1 Introduction

On souhaite donner une interprétation probabiliste & ’équation aux dérivées partielles non li-
néaire

ou  10*u  0A(u)

ot 2012 oz

, (t,z) € 0,400) x R (V.1)

oit A: R — R est une fonction C? (contintiment dérivable jusqu’a l'ordre 2 inclus) de dérivée
premiére notée a. On peut associer & cette équation le probléme de martingales suivant: une
probabilité P € P(C([0,+0),R)) est solution si Py =m € P(R) et

Vo € CE(R), d(X;) — (Xo) — /Ot %qb"(Xs) +a(H * Py(X,))¢' (Xs)ds est une P-martingale

ou X désigne le processus canonique sur C([0,+00),R), P; = Po X! et H(z) = 1,50} est
la fonction de Heaviside. Par une généralisation immédiate du paragraphe IV.2.2 (cas A(z) =
|z|97 /(g + 1), ¢ > 1), on peut montrer que ce probléme admet une unique solution P et que
V(t,z) = H * Py(z) est solution faible de (V.1) pour la condition initiale v(xz) = H x m(z). En
outre, P est la limite de propagation du chaos d’une suite de systémes de particules en interaction
faible. On peut donc approcher la solution V (t,z) = H * P,(x) de (V.1) en simulant les systémes
de particules. Cependant, la classe des conditions initiales concernées est trés restreinte. La
fonction v est continue & droite et croit de la valeur 0 en —oo & la valeur 1 en +o00. Le but de
ce travail est d’étendre les résultats précédents au cas ot v(xz) = H * m(x) avec m mesure signée
bornée sur R non nulle. On note |m| et ||m|| la valeur absolue et la variation totale de m. Soit
h une dérivée de Radon-Nikodym de m par rapport a la probabilité |m|/|m| & valeurs dans
{=||m||, |lm||}. Nous allons étudier le probléme de martingales (PM,) défini comme suit :

Définition V.1.1 On dit que P € P(C([0,4+00),R)) est solution du probléeme (PMy,) issu de
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m si Py = |m|/||m]| et si

Vo € CE(R), $(Xy) — p(Xo) — /Ot %¢"(Xs) +a(H * Ps(X;))¢' (Xs)ds  est une P-martingale

ot Py est la mesure définie par: VB borélien de R, Py(B) = EF (1p(X,)h(Xp)).

Notons la différence avec les problémes de martingales non linéaires de type champ moyen clas-
siques : le coefficient de dérive ne dépend pas de la marginale P, = P o X! de la solution mais
de P o (Xy,Xs) ! au travers de la mesure P;.

Nous allons dans un premier temps montrer 1’existence et l'unicité pour un probléme de mar-
tingales qui engloble (PM4) et qui correspond en fait au probléme (MP1) étudié dans le para-
graphe IV.2.1. On note M (R?) I’'ensemble des mesures signées bornées sur R? que I’on munit de
T, la topologie la moins fine qui rend continues les applications v € M(R?) =< v, > pour
¢ : R? — R continue et bornée, et de la tribu borélienne correspondante B(M(R?)). On se
donne F : ([0, +00) x R x M(R?), B([0, +00)) ® B(R?) @ B(M(R?))) — (R?, B(R?)) mesurable,
localement bornée et lipschitzienne en sa troisiéme variable au sens suivant: VR > 0, Vs > 0,
Vz € RY,

Vv e M(RY) t.q. ||| <R, |F(s,z,v)| < Mp(R) (V.2)
Vv, € M(RY) t.q. |v]| < Ret ||| <R, |F(s,z,v) — F(s,z,/)| < Kp(R)|lv —V'|| (V.3)

oil |||| désigne la variation totale et B([0, +00)) et B(R?) sont respectivement les tribus boréliennes
de [0, +00) et de R?.

Définition V.1.2 Soit m € M(R?) non nulle et h une densité de m par rapport a |m|/||m/|| a
valeurs dans {—||m||,||m||}. On dit que P € P(C(]0,+00),R%)) est solution du probléme (PM)
issu de m si Py = |m|/||m|| et si

Vo € CEHRY), ¢p(Xy) — p(Xp) — /Ot %A¢(Xs) + F(s,X,, P,).V$(X,)ds  est une P-martingale

ot Py est la mesure définie par: VB € B(RY), Py(B) = EF (15(X,)h(X0)).

Dans un second temps, nous vérifierons que pour toute mesure m € M(R) non nulle, si P désigne
Punique solution du probléme (PMy) issu de m alors V (t,x) = H * P;(z) est 'unique solution
faible de (V.1) bornée sur [0,+00) x R et continue sur (0,+00) x R pour la condition initiale
v(z) = H *m(z). Puis, pour une large classe de mesures m, nous obtiendrons P comme la limite
de propagation du chaos d’une suite de systémes de particules en interaction faible.

V.2 Existence et unicité pour le probléme (PM)

La particularité du probléme de martingales non linéaire (PM) est que le coefficient de dérive
F(s, X, P;) dépend de P o (Xg,X,)~! au travers de la mesure P;. Le lemme suivant précise
quelques propriétés de cette mesure.

Lemme V.2.1 Soit m € M(R?) non nulle, h une densité de m par rapport a |m|/||m|| a valeurs
dans {—||m||, |m||}, P € P(C([0,+00),R?)) et Py définie par: Py(B) = EF (15(X,)h(Xo)).

1. Vs >0, |B|| < ||m|
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2. s1 P; est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors P, lest aussi
3. s €[0,400) = Py € (M(R%),T) est continue

4. si Py =|ml|/||ml|, Py = m.

Preuve : Les points 1. et 2. découlent de I'inégalité Vs > 0, VB € B(R%), |Py(B)| < ||m|Ps(B).
La propriété 3. assure que si P € P((C([0,400),R%)) alors (s,w) — F(s, Xs(w), Ps) est mesu-
rable. Pour la prouver, il suffit de vérifier que pour  : R® — R continue bornée, application
s =< Py 1p >= EP (p(X,)h(Xy)) est continue, ce qui découle du théoréme de convergence
dominée. Le point 4. est clair. [ |

Théoréme V.2.2 Pour toute mesure m € M(R?) non nulle, le probléme de martingales (PM)
1ssu de m admet une unique solution.

Preuve : On effectue une preuve basée comme celle du théoréme [V.2.2 sur des points fixes en
temps petit.

Soit v une aplication continue de [0,7] (7 > 0) dans M(R?) muni de la topologie T vérifiant
supsefo, lv(s)[| < [lm]|. D’aprés (V.2), l'application (s,z) € [0, 4+00) x RY — F(s,z,v(s AT))
est bornée par Mp(||m||). Donc, par le théoréme de Girsanov, il existe une unique probabilité P”
dans P(C([0, +00), R%)) qui vérifie le probléme de martingales: Py = |m|/||m|| et V¢ € CZ(R?),

d(Xy) — d(Xo) — /Ot %Agb(Xs) + F(s, X5, v(s AT)).Vp(Xs)ds est une PY-martingale.

On définit

Lt = {v application continue de [0,T] dans (M(R?),T) t.q. sup ||v(t)|| < |m]|}
t€[0,T]

muni de la distance D (v, V') = supycjo 1) [v(t) —v' ()| qui en fait un espace complet. Pour v € Lr,
on pose ¢(v)(s) = PY, s € [0,T]. D’aprés les points 1. et 3. du lemme V.2.1, ¢(v) € Ly. Le
théoréme de Girsanov implique que Vs > 0, PY est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. Par le point 2. du lemme V.2.1 on en déduit que Vs € (0,7], ¥(v)(s) admet une
densité p,(s,.). Nous allons établir une équation d’évolution pour p,(s,.) qui nous permettra de
montrer que v est une contraction pour 1" petit.

Sous P”, par la caractérisation de Paul Lévy, X; — Xo— f(f F(s,Xs,v(sAT))ds est un mouvement
brownien. Soit ¢ € (0,T]. Si ¢ € Cb1’2([0,t] x R?) et

MS‘Z’ = ¢(s, Xs) — ¢(0, Xo) — /05 (%(r, X))+ %A¢(r, X,) + F(r, X,,v(r)).Vo(r, Xr)> dr,

alors (Mg))se[o,t} est une PY martingale. Le processus (h(Xg)Mf)sE[O’t} est aussi une martingale.
La constance de l'espérance de cette martingale implique que,

[ #tt.om 21z = [ 9(0.apm(do)

+ /(o,t}de (%(s,x) + %Asb(s,x) + F(s,z, l/(s)).qu(s,x)) pu(s, z)dzds
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Le choix ¢(s,z) = Gi_s * 0(z) ot @ : RY — R est une fonction C? & support compact et G
désigne le semi-groupe de la chaleur sur R¢ (G(z) = (2%5)7% exp(—|z|?/2s)) permet d’annuler
% + %Agb et d’obtenir que pour presque tout 2 € R? (pour la mesure de Lebesgue),

d

pu(t,z) = Gy x m(x) — Z/O 85;5 % (py(s, ) Fi(s, ., v(s))) (z)ds.

=1

Soit ' un autre élément de Lp. En utilisant les propriétés (V.2) et (V.3), on obtient que pour
t e (0,77,

8ths
(9$i

||pll(t7 ) - Dbv (tv )“ ||p,,(3, ')Fi(sa " V(S)) _pu’(sv ')Fi(sa ) VI(S))HLl ds

Ll

< / (upy ||L1||Z|F 5, 0(8)) = Fils, st/ ()]l =

ds
+llpu(s,.) = pur(s ||L1HZ|F S, .1 |“L°°>\/t——s

< 2\/d_T<||mIIKF(IImII)D(V, V') + Mp([lml)) D (4 (v), ¢(V’))>

Donc

(1 = 2VdT My (|m)) D (4 (v), (v")) < 2VdT ||ml|Kp(||lm])D (v, v").

On fixe désormais T = 1/(4d(Mp (||m|) + 2||m|| K g (||m]]))?). Alors D(yp(v), (V")) < D(v,v')/2.
Donc v admet un unique point fixe v dans L.

Dans le but d’itérer la technique de point fixe, nous avons besoin d’introduire quelques notations.
Pour # une application continue de [0, S] dans (M (R?),T) t.q. supyeo,s 17(2)]l < |lm]], on définit

Loz ={veC(0,S+ T, MR?Y) t.q. Vt€[0,5], v(t) =(t) et sup |v(t)] < [m|}
te[0,5+T

muni de la distance sup,c(g g7y [[¥(t) — ¥'(#)|| qui en fait un espace complet.
Lorsque v € Ly, on pose ¢ (v)(s) = P, s € [0,5 4+ T7.

Siv € Ly, PY" et P¥ coincident sur la tribu Fp = o(X,, s € [0,7]). On en déduit que
Y1 (L1 ) C Ly . Par des calculs analogues & ceux que 'on vient d’effectuer, on montre que
1 est une contraction sur L,1 . Cette application admet donc un unique point fixe v?. Par
récurrence, nous construisons pour n > 2, v € Lyn-1 ¢ point fixe de ¢,»—1. Pour 7,7 € N*, les
restrictions de v et de 17 & [0, (i A j)T] coincident. On peut vérifier en utilisant cette propriété
que les probabilités P¥" convergent étroitement vers une solution P du probléme (PM) issu de
m lorsque n — +o00.

Il reste & montrer 1'unicité pour ce probléme. Soit P une solution. L’application ¢ € [0,7] — P,
est point fixe de v. Elle est donc égale a v'.

Par récurrence, on montre que Vn € N*, V¢t € [0,nT], P = v™(t). Nous nous sommes donc
ramené & montrer 'unicité pour un probléme de martingales linéaire, résultat qui est une consé-
quence du théoréeme de Girsanov. [ |
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V.3 Le résultat de propagation du chaos

Dans cette partie, nous considérons le cas particulier d = 1 et F(s,z,v) = a(H * v(z)). Soit €,
une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0. On pose

Hy(z) = & z‘nfn 1{—en§x§0} + 1{al:>0}-

Comme (v,z) € (M(R) x R, B(M(R)) @ B(R)) — H *v(z) € (R,B(R)) est limite ponctuelle
des fonctions continues H,, * v(x), cette application est mesurable, ce qui assure que F' vérifie
I'hypothése de mesurabilité faite dans l'introduction. Le caractére C' de a implique que les
hypotheéses (V.2) et (V.3) sont également satisfaites.

Donc le probléme (PMy4) issu de m € M(R) non nulle admet une unique solution P. On pose
V(t,2) = H* Py(z) et v(z) = H xm(z). La proposition suivante établit que V est solution faible
de (V.1) pour la condition initiale v au sens suivant: Vi : [0,400) x R — R C° & support
compact,

op VP B, B
/(07+OO)XR (V% + > a2 + A(V)a_x> (s,z)dxds = — /Rz/)(O,x)v(x)dg; (V.4)

Proposition V.3.1 V est l'unique solution faible de (V.1) pour la condition initiale v bornée
sur [0, +00) X R et continue sur (0,+00) x R.

Preuve : Nous commencons par établir que V est solution faible de (V.1).

Soit 1) : [0, +00) x R — R C* a support compact. On pose ¢(t,z) = ffoo P (t,y)dy. La fonction
¢ :[0,+00) x R — R est C°°, bornée ainsi que ses dérivées et nulle pour ¢ grand.

Par la caractérisation de Paul Lévy, sous P, X; — Xy — fot a(H % Py(X,))ds est un mouvement
brownien. Donc

t 2
o(t, Xt) — d(0, Xp) —/0 <% + 18—f> (s, Xs) + a(H * PS(XS))%(S,Xs)ds

Ox
est une P-martingale. On obtient une nouvelle martingale en la multipliant par h(Xp). La
constance de ’espérance de cette martingale implique que

Soit s > 0. Le théoréme de Girsanov implique que P; est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. Avec le point 2. du lemme V.2.1, on en déduit que P, ne charge pas les
points. Donc la fonction de répartition de la mesure a(H % Py(.)) Py est A(H % Py(.)) = A(V (s, .)).
En utilisant la formule d’intégration par partie pour les intégrales de Stieljes dans chacune des
intégrales spatiales de (V.5), on obtient (V.4).

La bornitude de V' découle du point 1. du lemme V.2.1. Pour montrer la continuité de V sur

(0,400) x R on se donne t >0, s € [£, 2] et z,y € R.

|V (t,2) =V (s,9)| < [ET((H (2 — X¢) — H(z = X)h(Xo))| + [|m|[E” (|H (z — X,) — H(y — X))

Une simple application du théoréme de Girsanov (voir équation (IV.7) dans la preuve du lemme

IV.2.3) permet de montrer que pour s € [%, %], P admet une densité par rapport & la mesure de
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Lebesgue de norme L? inférieure a K (t) < +o0o. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique donc
que

V(t,x) = V(s,y)| < [EV(H(z — X;) — H(z — X))h(Xo))| + [m]| K(t)Va —y.
Comme F; ne charge pas les points, le premier terme du second membre tend vers 0 lorsque s
tend vers t. Donc V' est continue en (¢, ) pour tout couple (¢,z) € (0,400) x R.

Soit maintenant u une solution faible de (V.1) bornée sur [0,400) x R par M, et continue sur
(0,4+00) x R. Par densité, on obtient que Vi) : [0, +00) x R — R C'? & support compact,

T

O ud O B
/(07+0®><]R (’U/E + > 92 + A(u)8_> (s,z)drds = — /Rz/)(O,x)v(x)dx (V.6)

Soit ¢ : [0,#] x R — R une fonction C*? & support compact et (gx)x une suite de fonctions C!
décroissantes de [0, +00) dans [0,1] t.q. g, vaut 1 sur [0,¢ — 1/k] et O sur [t — 1/2k, +00). On
pose (s, z) = gi(s)P(s, ). En écrivant (V.6) pour ) on obtient

op  ud*p I B
/m,t)mg’“(s) (“% 30T A(u)@ (s.0)dads = = [ 9(0.0)o(w)ds

- /Ot i (5) /Ru(svw)¢(3,$)d$ds

La continuité a droite de I'application s — [, u(s,z)¢(s, z)dz en t permet d’obtenir dans le
passage a la limite £k — +oo:

0 02 0
[ toptee = [ 60,005 + /( . (052 + 5 5 + A5 ) (s,)dods (V.1

Soit maintenant f : R — R une fonction C? & support compact et (s, ) = Lio,1(8)Gt—s * f(2)
ou Gy(x) = ﬁ exp(—z?/2s). On se donne également une suite (6;,),, de fonctions C? de R dans
[0,1] dont les dérivées premiéres et secondes sont bornées uniformément en n et t.q. 6, vaut 1
sur [—n,n] et 0 en dehors de [-n+1,n+1]. On pose ¢y, (s, z) = 0,(z)1(s,x). Les deux premiéres
dérivées de ¢, en espace et sa premiére dérivée en temps convergent dans L'((0,¢) x R) vers les
dérivées correspondantes de . Par ailleurs, ¢, (0,.) et ¢,(t,.) convergent dans L'(R) vers (0, .)
et 1(¢,.). Donc on peut passer a la limite n — +oo dans I’équation (V.7) satisfaite par ¢, et on
obtient :

oy uwd*p o
/Ru(t,x)qﬁ(t,x)dx = /Rqﬁ(o,x)v(x)dx + /(O,t)xR (ua + W + A(u)% (s, z)dxds
On utilise maintenant la nullité de g—f + %(892715 sur [0,¢] x R pour déduire

/R f(@)u(t, z)dz = /R Gy * f(z)v(z)dz + /0 t /R A(u(s,x))aC;;s % f(z)dzds

Le caractére impair de 8%3;“’ permet de conclure que

V(tz) € (0,+00) x R, ult,z) = Gy xv(w) — | [ 2C5 4 Afu(s, ) ) (5)ds.
0 ox

Cette équation est également vérifiee par V. Soit K = supyjy|<|im|jva,} |¢(2)|- En écrivant I'équa-
tion satisfaite par V — u, on obtient

K|V (s,.) —u(s, )llLow)
t—s

ds.

V() = ut, ) e ) < /0
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En itérant cette derniére équation puis en appliquant le lemme de Gronwall, on conclut que
u ="V sur (0,+00) x R. ||

La propagation du chaos sous sa forme la plus élémentaire est un résultat de convergence étroite.
Or ce type de convergence ne s’accomode bien que des fonctions réguliéres. C’est pourquoi nous
sommes conduits & faire une hypotheése qui assure que ’on peut régulariser la fonction A en un
sens satisfaisant. On dit qu’une mesure m € M(R) non nulle satisfait ’hypothése (H) s’il existe
une suite (hy)y de fonctions lipschitziennes a valeurs dans [—||m||, |[m||] telles que

m|({, lim _hi(z) = h(z)}) = [lml]. (V.8)

—+00

Le lemme suivant montre que I’hypothése (H) est satisfaite par une large classe de mesures.

Lemme V.3.2 Soit m € M(R). Si m est positive ou négative ou si m = my + mg avec my
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque et mo ponctuelle (combinaison linéaire
dénombrable a coefficients sommables de masses de Dirac), alors m satisfait I’hypothése (H).

Preuve : Le cas ol m est positive ou négative est clair. On suppose donc que m = mi + ms
ol my est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et mo ponctuelle.

On se donne p une densité de probabilité sur R C*° & support compact. On pose p, () = np(nz).
La suite g, = pp, * h est une suite de fonctions lipschitziennes & valeurs dans [—||m||, [[m]|] qui
converge vers h dans L}OC(R). Par extraction diagonale, on obtient une sous-suite (gi)ren< qui
converge vers h presque partout pour la mesure de Lebesgue.

Soit k € N* et Ay = {z : |mo|(z) > 1/k}.

— si A =0, on pose hy = g
— sinon on note

_J+oo si Card(Ag) =1
b sinf{|lz —y|: 2,y € Ay, z #y} si Card(4y) > 1

Comme le cardinal de Ay est plus petit que k||m||, ap > 0. Soit G = ax A k—lg On note
Y1, ---,Yn les éléments de Ay et on pose

k(@) si @ ¢ Uil [yi — Br,vi + Bil
hi() = § gk (yi — Be) + 42 (h(ys) — ge(yi — Br)) stz € [yi — Br, vl
h(yi) + 552 (g (yi + Br) — h(yi)) st @ € [yi, yi + Bl

Les fonctions hj sont lipschitziennes.
Si A\ désigne la mesure de Lebesgue sur R, A({hi(z) # gr(z)}) < ||m|k x k_23 = 2'%”. Par un
raisonnement du type lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que

Adz)p.p., k(zx), Vk > k(x), hp(x) = gr(z).

Donc hj converge vers h presque partout pour les mesures A et my.

Par ailleurs, si x € Ag, VI > k, x € A; et hy(z) = h(z). Donc Vo € ey Ak, limy hy(z) = h(z).
Comme la mesure my ne charge que |J,n- Ak, hi converge vers h my presque partout. On
conclut que la suite (hy)ren+ satisfait (V.8). |
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Soit (B%);en- une suite de mouvements browniens unidimensionnels indépendants et (£%);en- une
suite de variables I.LI.D. suivant la loi |m|/||m/| indépendante des browniens. Nous définissons le
systéme de particules en interaction a ’ordre n € N* par

. . ) t /1 . . .
X" =¢ 4 Bl +/ a(— > Hy (X" - X§7”)h(§ﬂ)>ds, 1<i<n (V.9)
0 n
J=1

Lemme V.3.3 Pour tout n € N*| [’équation différentielle stochastique (V.9) admet une unique
solution forte.

Preuve : Comme

V1<i<m, VY. .., 2" ', ..., y") € R*",

a@§¥mﬂ—mmwﬂﬁ sup Ja(a)],
<

{lz[<lIml[}

le théoréme de Girsanov implique l’existence d’une solution faible pour (V.9).

Pour conclure, nous allons montrer 1'unicité trajectorielle pour cette équation. Soit (X7, ..., X™")
et (YL ..., Y™") deux solutions et 1 <4 < n. La fonction a étant C', elle est lipschitzienne de
constante K sur [—|m]|, ||m||]. La fonction H, est lipschitzienne de constante 1/e,. Donc

. . t
Xy < | ds

t 1 n
<Klml [ 3"

K by N R .
< ||m|| / (|X;’n N Ysz,n| + = Z |Xg,n _ YSJ,n
en 0 n ]:1

a (% S Hy (X — Xﬁ’”)h(é")> - (% > Ha(Y3" — Ysj’n)h@j)>
i=1 =

Hy (X" = XJ7) = Hy (YO = Y™ ds

as

En sommant ces inégalités pour 1 < ¢ < n et en utilisant le lemme de Gronwall, on conclut &
I'unicité trajectorielle. [ |

Proposition V.3.4 Sim € M(R) non nulle satisfait l’hypotheése (H), les systéemes de particules
(XLr ..., X™") sont P-chaotiques ot P est l'unique solution du probleme (PM ) issu de m.

Remarque V.3.5 Aucune hypothése n’est faite sur la vitesse de régularisation de la fonction de
Heoviside i.e. la vitesse de convergence de €, vers 0.

Par ailleurs, l'utilisation de H,, dans la définition du systéme de particules (V.9) sert uniquement
a l'obtention d’une solution forte. Le théoréeme de Girsanov implique [’existence d’une unique
solution faible P™ o l’équation (V.9) ou H, est remplacée par H. On peut montrer que la suite
P"™ est P-chaotique en utilisant les techniques de la prewve de la proposition V.5.4.

Preuve : On définit la mesure empirique p” = % Z?Zl dxjn. Comme les particules sont échan-
geables, la propagation du chaos est équivalente a la convergence étroite des lois 7™ des variables
p" € P(C([0,400),R)) vers dp (voir [40]). Nous allons montrer cette derniére convergence. Tou-
jours par échangeabilité des particules, la tension de la suite (7™),, est équivalente a la tension

des lois des variables (X'™), qui découle immédiatement de la majoration uniforme en n de
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A ) | e
Soit 7 la limite d’une sous-suite convergente que nous indexons toujours par n pour simplifier

les notations. Pour vérifier que 7% = §p, nous nous donnons p € N*, ¢ € CZ(R), g € Cy(RP) et
t>s>s1 >...> s, >0 et nous définissons F qui & Q € P(C([0,400),R)) associe

F(Q) =<Q, (¢( / 58"(Xr) +a(H + Qr(X ))¢'(Xr)d7“>9(Xsu s X,) >

Soit F}, et Fj ; définies comme F' en remplagant H * Q. respectivement par H, * Q, et Hy, * Q’ﬁ
oil la mesure Q¥ est définie par:

VB € B(R), QF(B) =E?(15(X;)hi(X0)).

Les fonctions Q — Hy, * QF(z) =< Q, Hy,(xz — X, )hi(Xp) > sont équicontinues et uniformément
bornées par ||m|| pour (r,z) € [s,t] x R. Avec le caractére lipschitzien de a sur [—|m]|, ||m]|], on
en déduit que les fonctions Fy j sont continues. Donc

E7((F(Q)%) < 21imksuP]E7roo (F(Q) — Fir(@)%) + 4lim sup B( (£, (1"))?)
+ 4limksup limnsup E((Fn (u™) — Frr(p™))?) (V.10)

Nous allons montrer que chacun des trois termes du second membre de (V.10) est nul.
En utilisant notamment le caractére lipschitzien de a sur [—||m||, ||m||], on obtient

E™ (F(Q) - Fur(Q))?) < KE™ ( < Q. [ 1H ¢ Q) ~ He QO > )

|H % Qr(z) — H, + QF(z)| = | < Q, H(z — X,)h(X0o) — Hy(x — X, hi(Xo) > |
< |m|l|H — Hy| * Qr(z)+ < Q, |h(Xo) — he(Xo)| >

Donc E™ ((F(Q) — Fi.£(Q))?) est majoré par

k(= (<o f H — Hy « Qu (X, )dr > ) +E (< Q) - (0] >))

Comme |H — Hj| converge ponctuellement vers 0 lorsque & — 400, le théoréme de convergence
dominée implique que le premier terme du second membre converge vers 0 lorsque & — +oo0.
Par ailleurs 7% p.s., Qo = |m|/||m||. Avec (V.8), on en déduit que le second terme converge
également vers 0. Le premier terme du second membre de (V.10) est donc nul.

La formule d’Ito implique que F,(u") = 2 3% | P10, e fst ¢ (XE™VdBE.
Donc E((F, (1™))?) < K/n et le second terme du second membre de (V. ) est nul.

Il reste & montrer la nullité du troisiéme terme. Par des majorations analogues & celles effectuées
pour le premier terme, on obtient

(P~ B0 < K (E( <, [ 1, = i i) > )
+B(< A HOXo) — i (X0)| ) )

t
<k (2 <o [ 1 vizavdr > ) FEIME) ()] >) (V)
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ot (X,Y) désigne le processus canonique sur C([0, +00), R)2.

Comme la loi de ¢! est |m|/||m]|, d’aprés (V.8), le second terme du second membre de (V.11)
tend vers 0 lorsque k — +00.

En utilisant I’échangeabilité des variables X “n pour 1 < 4 < m et le fait que €, < €, pour n
grand, on obtient

t t
limsupE( <u"® u",/s Lix, — vy | <ennep AT > ) = limsupE</S I{XTI,nXTZ.,n<Ek}dT>

n—+o0o n—+o0o
t t
1 : 1,n
< Tﬂi‘g’E(/s l{x:’"xf’"|<ek}1{x%’"|<¢%}dr> “,{fﬂj‘;j’/s P<|X [z \@>dr
(V.12)
La majoration IP><|X,}’"| > \/—l?k> (|Bl| > Q\F TMm) _|_[p><|§ | > f r1\2/1m> oil

My = supyizi<|jmy la(z)] implique que le second terme du second membre de (V.12) tend vers 0
lorsque k — +oc.

Le théoréme de Girsanov permet d’obtenir une majoration analogue a l'inégalité (IV.7) de la
preuve du lemme IV.2.3:

Vf e LX(R), ¥n > 2, Vr > 0, [E(f(X;", X2"))] < exp(Mpr) |1 £l 2 ge)

1
Vv 2mr

1
Donc Vn > 2, E( fst 1 }dr> < Ke,, . Ainsi le premier terme du second

(X" X2 <oy X <
membre de (V.12) tend vers 0 lorsque k — +00. Les inégalités (V.11) et (V.12) permettent de
conclure que limsupy, limsup,, E((Fgx — F,)?(u")) = 0.

Comme chaque terme du second membre de (V.10) est nul, E™ ((F(Q))?) = 0. On en déduit
que 7 p.s., @ est solution du probléme (PMy) issu de m. Donc 7 = dp. [ |

Remarque V.3.6 Le résultat de propagation du chaos permet bien sir d’approcher la fonction
V' a Uaide des systémes de particules en interaction. Par exemple, pour (t,z) € (0,+00) x R,
%2?21 H(z — X")h(€7) converge dans L vers V (t,x). En effet,

V(t,x) ——ZH — XI™M ()| < |V (tx)— < P, Hy(z — Xy)hp(Xo) > |

+E‘ <P — ", Hy(z — Xy)hg(Xo) >
+ [Im|[E( He — H(z — X)) + e (§1) — h(€D))]

Le premier et le quatriéme terme du second membre convergent vers 0 lorsque k tend vers +oo.
Par ailleurs, la propagation du chaos entraine la convergence en probabilité de p"™ o (Xo, X;) !
vers P o (Xo, X;)~t. Comme (y,2) € R? — Hyp(z — y)hi(2) est une fonction lipschitzienne,
a k fizé, le second terme du second membre tend vers 0 lorsque n — 4o00. Enfin le controle
Vf € L*(R),Vn € N¥, |E(f(th’")| < K|\ fllz2 déduit du théoreme de Girsanov (voir l'inégalité
(I1V.7) de la prewve du lemme IV.2.3) permet de montrer que le troisiéme terme converge vers 0
uniformément en n lorsque k tend vers +00.
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Chapitre VI

Une interprétation probabiliste de
I’équation dyu = 921)(u)

Nous nous intéressons a 1’équation aux dérivées partielles

ou  0%P(u)
o1 ¢ : Ry — Ry est une fonction C' qui vérifie Yz > 0, 9'(x) > 0 et 1(0) = 0.
A cet effet, nous introduisons un probléme de martingales non linéaire.

Définition VI.0.7 Soit X le processus canonique sur C([0,T],R). Si P est une probabilité sur
C([0,T],R), on note (Pt)icpo,r) 'ensemble des marginales en temps de P (P, = P o X;1). Soit
ﬁ(C([O,T],R)) l’ensemble des probabilités P sur C([0,T],R) telles que pour presque tout t dans
[0,T], P, ne charge aucun point de R.

On dit que P € P(C([0,T],R)) est solution du probléeme de martingales non linéaire (PM) issu

dem st Py =m et st
t
Vo € CE(R), ¢(Xy) — H(Xo) —/ W' (H * Py(Xy))p" (Xs)ds  est une P-martingale.
0
ot H désigne la fonction de Heaviside (H(z) = 1{z>0})-

Le résultat suivant dont la preuve est reportée a la fin de 'introduction, établit le lien entre le
probléme (PM) et 'EDP (VI.1). Dans toute la suite, nous noterons Vj la fonction de répartition
de m (Vo(z) = H «m(x)).

Lemme VI.0.8 Soit P une solution du probléme (PM) issu de m et V (t,z) = H x P;(x). Alors
V satisfait ’équation (VI.1) dans D'((0,T) xR) et prend la condition initiale Vy au sens suivant :
pour presque tout x € R (pour la mesure de Lebesque), limy_,o V(t,2) = Vo(z).

Dans un premier temps, nous allons montrer 'existence et 1'unicité pour le probléme (PM)
issu de m sous une hypotheése notée (hl) qui assure que le coefficient de diffusion (¢,2) —
2¢'(H * Py(x)) est localement minoré par des constantes strictement positives sur [0,7] x R.
L’unicité repose sur un résultat de Brézis et Crandall [9] pour 'équation (VI.1). En revanche,
la preuve de l'existence est purement probabiliste. Nous montrons d’abord l'existence d’une
solution P™ pour le probléme de martingales défini comme (PM) en remplagant la fonction H
par une approximation lipschitzienne H,,. Lorsque H, converge vers H, nous montrons qu’il est
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possible d’extraire de la suite (P™),, une sous-suite qui converge étroitement vers une probabilité
P solution de (PM).

Dans la seconde partie de ce travail, nous supposons que /4’ est une fonction lipschitzienne
sur [0,1]. Sous cette hypothése, en reprenant la démarche classique, il est possible d’approcher
P" grace a une suite de systémes de particules en interaction de type McKean-Vlasov (voir
par exemple McKean [25] ou Sznitman [40]). Ce résultat combiné & la convergence de P™ vers
P permet de construire une suite de systémes de particules en interaction pour laquelle il y a
propagation du chaos vers P.

La troisiéme partie est consacrée au cas de I’équation des milieux poreux (¢(z) = 249, g > 1).
En écrivant cette équation sous forme divergence % = %(quqfl)%, on constate qu’il y a
dégénérescence au voisinage de tout point (¢,z) tel que u(t,z) = 0. La manifestation la plus
frappante de la dégénérescence est la vitesse finie de propagation des perturbations. Dans le
cadre qui nous intéresse, cette propriété se traduit de la fagon suivante (voir Aronson [3]): si V
est solution de I’équation des milieux poreux pour la condition initiale Vy(x) = H*m(z) qui vérifie
Aro € R t.q. {Vo(z) > 0} = {z > xoo} alors il existe une fonction ¢ € [0, 7] — £(¢) décroissante
t.q. £(0) = 2o et VE € [0,T], {V(t,z) > 0} = {z > £(¢t)}. L’hypotheése (h1l) sous laquelle nous
avons obtenu l’existence et 'unicité pour le probléme (PM) issu de m dans la premiére partie
se traduit par la non-nullité de V et ne permet pas de prendre en compte ce phénoméne de
propagation d’interface. Mais en utilisant notamment des résultats de Bénilan Crandall et Pierre
[6] pour I’équation des milieux poreux, nous montrons l'existence et 'unicité pour le probléme
de martingales non linéaire issu d’une probabilité m telle que la fonction z — (V)7 () est
lipschitzienne, hypothése qui n’est pas incompatible avec la nullité de Vj sur (—oo, o).

Essayer de donner une interprétation probabiliste de solutions faibles de 1’équation (VI.1) en
termes de processus de diffusion non linéaires n’est pas une idée nouvelle: dans le cas particulier
de 'équation des milieux poreux (i(z) = z?, ¢ > 1), Inoue [19] et Benachour, Chassaing,
Roynette et Vallois [5] ont construit des probabilités P sur C([0,400),R) telles que V¢ > 0, P,
admet une densité p(t,z) par rapport a la mesure de Lebesgue et (¢,z) — p(t,z) est solution
faible de I’équation des milieux poreux pour la condition initiale Py avec Py admettant une
densité ou Py = dp (masse de Dirac en 0). Dans |20], Inoue effectue une construction analogue
pour la généralisation d-dimensionnelle de (VI.1):

% = Agp(u), (43 € (0, +00) x R

Le présent travail se démarque de ces articles car la solution du probléme (PM) n’est pas
lice a I’équation (VI.1) par les densités de ses marginales en temps mais par les fonctions de
répartition des marginales. Les conditions initiales pour lesquelles nous interprétons la solution
faible de (VI.1) sont des fonctions de répartition et non des mesures de probabilité. En ce sens,
notre approche peut étre vue comme une adaptation de celle développée par Bossy et Talay [7]
pour I’équation de Burgers visqueuse:

ou  10*u  10(u?)

ot 202 2 Oz

, (t,z) € (0,400) x R.

Notations
On désigne par (h1) ’hypothese 4'(0) > 0 ou bien Vz € R, Vy(z) > 0 et par (h2) 'hypothese
Jg lz|m(dz) < +o0.

Preuve du lemme VI.0.8 : L’assertion concernant la condition initiale se déduit immeédiate-
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ment de la continuité étroite de 'application ¢ — PF;.
Pour montrer que V satisfait (VI.1) on écrit I’équation de Fokker-Planck que vérifie P dans
D'((0,T) x R):

oP, 0% (V(t,.))P,

ot Ox? ’
Il est clair que P, = 8‘3—(;') dans D'((0,T) x R).
Soit t € [0,T] tel que P; ne charge pas les points de R. Comme 4 est une fonction C! et
x — V(t,z) est une fonction a variation bornée,

) Yy
Ve <y eR, (VL y) - (VL) = / G (V (L, 2)dV (1, 2) = / #(V(t,2) Po(ds).

Donc ¢'(V (t,.)) P, = % dans D'(R). Cette relation étant vraie pour presque tout ¢ € [0, 7],
elle est vraie dans D'((0,T) x R). Ainsi, I’équation de Fokker-Planck se reformule en

0 (av 821/;(1/)) o

oz

ot Oz

La distribution %—‘{ — 82560(2‘/) est donc invariante par translation spatiale. Donc si ¢ € D((0,7) x R)
et z € R, l'intégrale

9%t 4 NN
/(O,T)XR (V(t,x) ot (t,z) +p(V (¢, ))aﬂ(t’ )>d dt

est égale a
0 0%¢
Vt,z —2)=(t,z) + Y(V(t,z — 2)) 7= (t,x) | dzdt.
/(O,T)XR ( ot oz?
En utilisant le théoréme de convergence dominée et les propriétés de 1, on montre que la limite
de ce terme lorsque z — +00 est nulle. Donc

8¢ 82¢ B
/(O,T)XR (V(t, x)g(t, z) +p(V(t, :Jc))@(t, x)> dzdt =0

et V satisfait (VI.1) dans D'((0,T) x R). |

VI.1 Un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (PM)

La preuve de notre résultat d’unicité repose sur un article de Brézis et Crandall [9] consacré
a l'équation (VI.1) qui assure que les marginales en temps de deux solutions de (PM) ont les
mémes fonctions de répartition et sont donc égales. Une fois I'unicité des marginales obtenue,
nous sommes ramenés a montrer ’'unicité pour un probléme de martingales linéaire. A cet effet,
nous appliquons en résultat de Stroock et Varadhan [37].

Le lemme suivant regroupe des propriétés a priori des solutions de (PM) qui permettent ensuite
de vérifier les hypothéses des résultats mentionnés plus haut.

Lemme VI.1.1 Soit P une solution du probléeme (PM) issu de m.

1. Poury > 0 suffisamment grand, ¥Vt € [0,T], P(X; < —y) > %V()(—Qy)
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2. EP (SUPte[o,T} | X — X0|) < +oo et si (h2) est vérifice EP (supte[O,T] |Xt|> < +00.

Preuve : 1. Pour y > 0 suffisamment grand , il existe une fonction C} g, : R — [0, 1] vérifiant

gy(z) =1siw < -2y, gy(z) =0siz > —yet |gyllre < 1/(2T supyg ] [Y'])-
Le processus gy (X¢) — gy(Xo) fo ¢ (H x Ps(X))g, (Xs)ds est une P-martingale. On obtient une
nouvelle martingale en le multipliant par 1;x,<_2,3. Donc

Lixo<— 2y}>

> P(Xo < 2y)—§P(Xo< ~2y) = Sm((~o0, ~2y) = $Vo(~2)

EP (9y(X)1ixo<—241) > EP (9y(X0)1ixo<—241) (‘/ ' (H * Py(Xy))g, (Xs)ds

Comme P(X; < —y) > EF (gy(Xt)l{XOS,Qy}), on conclut aisément.

2. Si P est une solution du probléme (PM) alors (voir par exemple [21]| Corollary 4.8 p.317), il
existe une solution faible (Y, 3) de ’équation différentielle stochastique

t
Y, = Yy + /0 V2P (H % Py(V;))dB,

ou A est un mouvement brownien et la loi de Y est P.
L’inégalité de Doob permet de controler I'espérance de sup;cp,q7|Ys — Yol-

E( sup [Y; — Y0|> <2VE((Yr —Yp)?) <2 [2T sup|y/].
t€[0,T] [0,1]

Ainsi EF (supte[oﬂ | Xy — X0|) <2, /2T supyg 41 [¢'| < +o0.

Comme supejo 11 | Xe| < |Xo| + supyepor [ Xt — Xol, sous Phypothése (h2), on obtient
EF [ sup | X |x|m (dz) +2 [2T sup |¢'| < +o0.
t€[0,7] [0,1]

L’application du résultat principal (Theorem 1.) de Brézis et Crandall [9] permet alors d’obtenir

Lemme VI.1.2 Sous ’hypothése (h2), si P et Q sont deuz solutions du probleme (PM) issu
de m, alors Vt € [0,T], P, = Q.

Preuve : On pose VF(t,1) = H % Py(z) et V9(t,2) = H * Q;(x) et on vérifie que VF et V?
satisfont les hypothéses du théoréme 1 de Brézis et Crandall [9]. Les fonctions V¥ et V9 sont
clairement bornées. En outre, d’apreés le lemme VI.0.8,
vl Ppvh) 0= Ve PPp(Ve)
ot or?2 ot oz
11 suffit donc de vérifier que VZ —V@ € L1((0,7) xR) et que limyyo [ |V (¢, ) —V9(t, z)|dz = 0
pour déduire de [9] que pour presque tout (¢,x) € (0,7) x R, VF(t,z) = VO(t,z). Cette égalite
et la continuité étroite de t — P; et t — @, impliquent que V¢ € [0,T], P, = Q.

dans D'((0,T) x R)
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vérification de V¥ — V@ € L'((0,T) x R)

T +o00
/ \VE(t,z) — VO(t,z)|dtdx = / dt/ <|P(Xt > 1) — Q(Xy > )|
(0,7)xR 0 0
+|P(X; < —1) —Q(X; < —x)|>dm

T +o00o
s/o dt/o (P(IX1| > 2) + QX0 > 2)) d

<T sup (EP (X)) +E9 (X))
t€[0,T]

< 4+oo d’apreés le lemme VI.1.1 point 2.

vérification de limy g [ [V (t,2) — VO(t, z)|dz = 0

M
/ VE(t2) — VO, 2))de < / (V7 (t,2) — Vo)) + VOt 2) — Vi(a)]) da
R —M

+0o0
s [Pz 0+ QU = ) ds
M

Le dernier terme est égal a E” ((|X¢| — M)1qx,>a3) + E? ((|X¢] — M)1{x,;>m})- Le second
point du lemme VI.1.1 implique donc qu’il tend vers 0 uniformément en ¢ € [0,7] lorsque
M — +o0o. Comme & M fixé, le premier terme du second membre tend vers 0 lorsque ¢ | 0, on
obtient le résultat souhaiteé. | |

Proposition VI.1.3 On suppose que les hypothéses (h1l) et (h2) sont satisfaites. Alors il y a
unicité pour le probléme (PM) issu de m.

Preuve : Soit P et ) deux solutions du probléme (PM) issu de m. D’apreés le lemme VI.1.2, ces
deux mesures de probabilité sont solutions du probléme de martingale correspondant & I’opérateur
du second ordre L; = 3al(t, .)33—;2 avec a(t,z) = 2¢'(H * Py(x)).

Si ¢'(0) > 0, alors la fonction ¢’ est minorée par une constante strictement positive sur [0, 1]. Le
coefficient de diffusion a est donc minoré par une constante strictement positive sur [0,7] x R.
SiVz € R, Vo(z) > 0, d’apres le premier point du lemme VI.1.1, Vz € R, inf;co ) P(X; < 7) >
0. Donc les fonctions (¢,2) — H * Py(x) puis (¢,2) — a(t,x) sont localement minorées par des
constantes strictement positives sur [0,7] x R.

Ainsi, lorsque (h1) est satisfaite, le coefficient de diffusion a est localement minoré sur [0,7] x R
par des constantes strictement positives. Il est aussi majoré par 2supyg |¢'|. Donc exercice
7.3.3. p.192 de Stroock et Varadhan [37] implique que pour tout « € R, le probléme de martingales
correspondant & 'opérateur L; issu de la masse de dirac §, admet une unique solution . On
se donne alors sur I'espace des trajectoires C([0, 7], R) muni de la probabilité P une probabilité
conditionnelle réguliére p(z,.) sachant que Xy = . On montre facilement que m(dz) p.s., p(z,.)
est solution du probléme de martingales correspondant a Ly issu de é,. Donc m(dz) p.s., p(z,.) =
tiz et P = [ p(x,.)m(dz). On montre de méme que Q = [ p(z,.)m(dz), ce qui achéve la preuve.

Pour montrer I'existence pour le probléme (PM), on commence par montrer ’existence pour des
problémes de martingales non linéaires dans lesquels la fonction de Heaviside H est remplacée
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par une fonction lipschitzienne. Puis on en déduit l'existence pour le probléme (PM) par un
passage & la limite.

Soit (€, )nen+ une suite de réels strictement positifs t.q. lim, . €, = 0. On pose

T+ €p

Hn(m) = . 1{_5nSxS0} + 1{x>0}.

La premiére étape de notre démarche consiste & montre le résultat suivant :

Lemme VI.1.4 Pour tout n, il existe une probabilité P™ sur C([0,T],R) telle que Py =m et

Vo € CZ(R), ¢(X;) — d(Xp) — /Ot ' (Hy, * P X)) ¢" (Xs)ds  est une P"-martingale.

1
En outre, pour y grand, ¥n, Vt € [0,T], P*"(X; < —y) > §VO(—2y) (VI.2)
et supE’" [ sup |X; — Xo| | < 400 (VL3)
n te[0,7T

Preuve : On fixe n € N*. Puisque (VI.2) et (VL.3) s’obtiennent comme dans la preuve du
lemme VI.1.1, on se contente d’établir 'existence de P™. Pour cela on se donne k € N*.

1 . :
Pour 1 <i<k et zF = (zbF, ... zF) € R* on pose a?’k(xk) =20 | - ZHn(ka — zk)

Pour 1 < i < k, lapplication zF € RF — %E?Zl H, (2% — 27*) est lipschitzienne, minorée
par % et majorée par 1. Comme 1)’ est uniformément continue et minorée par une constante
strictement positive sur [1/k,1], I'application qui & z¥ € RF associe la matrice diagonale de
coefficients diagonaux a?’k(xk), 1 <4 <k est uniformément continue, elliptique et bornée. On
déduit de Stroock et Varadhan [37] (theorem 7.2.1) qu’il existe une unique probabilité Q* sur
C([0,T], R¥) telle que QF = m®* et si X*¥ = (XVF ..., X**) désigne le processus canonique sur
C([0,T],R"),

9%¢

5 (XF)ds est une QF-martingale.
oz

t 1 k
Vi € G, 9(xp) - olxh) = [ 53 el

i=1
Soit pF = ¢ Zle 8 yikx la mesure empirique sur C([0, T], R)¥ (que 'on identifie avec C([0, T], R¥)).
Nous allons prouver que la suite Q¥ O,u”f1 € P(P(C([0,T],R))) est tendue et que tous ses points

limites sont concentrés sur des solutions du probléme de martingales dont nous voulons montrer
Pexistence.

Comme la probabilité Q* est symétrique, la tension de la suite Q¥ o ukil est équivalente a
celle de la suite QF o XLkt (voir Sznitman [40]). Puisque les coefficients an’k sont bornés par
2suppg 17 [¢'|, les deux suites sont tendues.
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On considére maintenant une sous-suite de Q¥ o ,uk_1 qui converge vers To,. On indexe toujours
cette sous-suite par k£ pour alléger les notations.

Onsedonne pe N* T >t > 5> 51 > 59 >. sp >0, ¢ € CLR) et g € Cp(R?). On note Gy,
I'application qui a v € P(C([0,T],R)) associe

Gut) = ((#0x1) - / W (Hy 5, r)>¢"(xr)dr) S X)) (VLY

Le caractére lipschitzien de H, et 'uniforme continuité de ¢’ sur [0,1] impliquent que pour
(r,z) € [0,T] x R, les applications v € P(C([0,T],R)) — ¢'(Hy, * vr(z)) sont équicontinues. On
en déduit que G, est continue. Clairement, cette application est également bornée. Donc

B (Gh(v) = lim EY (G5 (4"))

k— 400

D’aprés Karatzas et Shreve [21] (Corollary 4.8 p.317), il existe une solution faible (Y*,3¥) de
I’équation différentielle stochastique

vyt [\ et 1< <
0

o B* est un mouvement brownien & valeurs R* et la loi de Y* est QF. En utilisant cette
représentation de QF, on montre aisément que EQk(G%(uk)) < C/k. Donc Er= (G2(v)) = 0.
Comme 7> o v L' = §,,, la probabilité 7°° est concentrée sur les solutions du probleme de
martingales non linéaire auquel nous nous intéressons. Il y a donc existence pour ce probléme.ll

Nous allons montrer que lorsque I’hypothése (h1) est satisfaite, la suite P™ converge étroitement
vers une solution de (PM). Pour cela, il faut controler ce qui se passe au niveau de la discontinuité
de la fonction de Heaviside. Le lemme suivant qui repose sur un résultat de Stroock et Varadhan
[37] permet d’obtenir un tel contréle. On note maintenant (X,Y’) le processus canonique sur
C([0,T],R?).

Lemme VI.1.5 Sous l’hypothése (hl),

T
lim sup lim sup B ©F" (/0 1{|Xth|<ek}dt> =0

k—+o00 n—+oo

Preuve : Soit a > 0. Pour M > 0,

pP" ( inf X, < —M) < P"(Xg < —-M/2)+ P" ( inf X, — X< M/2>
rel0,T) r€[0,T7]

< (=00, M/2]) + ZEP" [ sup X, — X,
M rel0,T]

En utilisant (VL.3), on en déduit qu’il existe My > 0t.q. Vn € N*, P*(inf ¢jo 1 Xr < —M,) < «
Donc

T T
EP" P (/0 1{|Xth|<€k}dt> < aT+//{. . e }/0 Lix,—vi|<ep ) dt P"(dX)P"(dY)
intrero,r) Ar>—Ma

T
SaT—I—/// / fy (&, X)p" (z,dX) dt m(dz)P"(dY)
R JO {infre[O,T]XT>_MOL}
(VL5)
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oit fy(t,2) = 1{jz—vi|<e,} €6 P"(z,.) est une probabilité conditionnelle réguliére sachant Xo = z
sur C([0,7T], R) muni de la probabilité P™.

Si (h1) est satisfaite, en utilisant (VI.2), on peut montrer que les applications (¢,y) € [0,T]xR —
2¢/(Hy, * P*(y V —M,,)) sont minorées par une constante strictement positive A uniformément en
n. Elle sont également majorées par A = 2supjg ] |¢'| uniformément en n. D’apres 1’exercice 7.3.3

[37], le probléme de martingales correspondant & opérateur LI = ' (H, % P/"(y V —Moé))é?—;2

issu de la masse de dirac §, admet une unique solution P™*. En outre, il existe une constante
C > 0 ne dépendant que de A\, A et T telle que

- T
Vn € N*, Vx € R, EP™ </0 f(t,Xﬂdt)‘ < CHfHL?((O,T)xR) (VI.G)

On montre aisément que m(dz) p.s., p"(z,.) est solution du probléme de martingales correspon-

dant a Vopérateur L} = +'(H, * Pt’"”(y))g’—;2 issu de dz. Soit 7 = inf{t > 0, X; < —My} AT et

(Ft) = 0(Xs, s €[0,T]) la filtration canonique sur C([0,T7], R). Le résultat d’unicité de exercice
7.3.3 [37] implique alors que m(dz) p.s. p"(z,.) et P™* coincident sur F; = o(Xsar, s € [0,T]).
Comme {inf,cjo 1) Xy > —Ma} = {7 =T} N {X7pr > —Myo} € Fr,

X = fy (6 Xear) Lint, e 0.0y Xo>— Mo} = Sy (6 Xe) Ling, 0 1 X0 >— Mo}

est F, mesurable. Donc

m(dm)p.s.,/ fy (t, Xp)p" (x,dX) :/ fy(t,Xt)I-z’"’“”(dX).
{infre[O,T] Xp>—Ma} {infre[O,T] Xp>—Ma}

On déduit de (VL.5) que EF"®F" (fOT I{Xt_y't<ek}dt> est majoré par

T
aT+/// / fY(taXt)dtPn’x(dX)m(dx)Pn(dy)‘
R J{inf,¢fo,11 Xr>—Ma} JO

Comme || fy || 2(0,r)xr) = VT ek, en utilisant (VI.6), on obtient

T
PP (/ 1{|Xt—Yt|<€k}dt> <ol + Cy/Te,
0

La double limite supérieure qui nous intéresse est donc inférieure & o7'. Comme « est arbitraire,
on obtient le résultat souhaité. |

Théoréme VI.1.6 Si I'hypothése (hl) est satisfaite, alors il y a existence pour le probléme
(PM) issu de m. Si (h2) est également satisfaite, il y a aussi unicité.

Preuve : Comme les coefficients de diffusion 2¢'(H,, * P*(xz)) des problémes de martingales
satisfaits par les P" sont uniformément bornés par 2supyg ;) [4'], la suite (P"), est tendue. Soit
P la limite d’une sous-suite étroitement convergente que nous indexons toujours par n pour
simplifier les notations.

Pour montrer que P est solution de (PM) nous allons d’abord vérifier que P € P(C([0,T],R)).
Par convergence monotone,

T T
PRP . PRP
EF® (/0 I{Xt:Yt}dt> = kkrfooE ® (/0 I{Xt—Yt<ek}dt>
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Comme Vt € [0,T], P'® P/ converge étroitement vers P,® P, et comme {(z,y) € R?, |z —y| < e}
est un ouvert de R?,

T T
E®F (/ 1{|Xth|<ek}dt> = / lim inf P" @ P" ({|X¢ — Yi| < ex}) dt
0 0

n—-+0o0o

T
glimsupEP wb (/0 ]-{Xth<Ek}dt>

n—-+0o0o

Le lemme VI.1.5 permet de conclure EX® (fOT 1{Xt:yt}dt> = 0. Donc P € P(C([0,T],R)).

On a Vn, Py = m. Donc Py = m. Il ne reste plus qu’a montrer que si ¢ € CZ(R), alors
d(Xy) — p(Xo) — fot Y'(H * Ps(Xs))¢"(Xs)ds est une P-martingale. A cet effet on utilise les
fonctions Gy, définies dans la preuve du lemme VI.1.4 (équation (VI.4)). On considére également
la fonction G correspondant au remplacement de Hy, par H dans la définition de G. La continuité
des fonctions G, permet d’obtenir

|G(P)| < limsup |G(P) — G(P)| + limsup limsup |G (P") — G (P")| + limsup |G, (P,)|

k—+o00 k—+o00 n—+oo n——+00

(VL)

Comme Vn, Gp(F,) =0, le troisiéme terme du second membre de (VI.7) est nul.
Pour montrer que le premier I'est aussi, on constate que si v € P(C([0,T],R)) alors

G) - CL(v)| < KB ( [ W ()~ ur(Xr>)|dr)

La convergence point par point de Hy, vers H et la continuité de ¢’ impliquent donc la convergence
point par point de G}, vers G.

Le second terme du second membre de (VI.7) est le plus compliqué a traiter.
¢
|G(P") — Gy(P™)| < KE” (/ W/ (Hy = PY(Xy)) — ' (Hy + Pr"(Xr))IdT> (VL8)

Soit & > 0. L’uniforme continuité de ¢’ sur [0, 1] s’écrit :

38 >0, Vz,y € [0,1], (Jz —y| < B) = (IW'(z) —¢'(y)| < @)

En utilisant aussi la bornitude de 1’ on déduit de (VI.8) que pour n tel que €, < ¢

S

t
|Gr(P") = Gn(P")| < K ((H/ B (1 m,0Pn (X)) Hor P2 (X,)|>5}) d7“>

t
<K (a—i—/ EP (I{Pﬁ({y:Xry|<€k})>ﬂ})dr>

S

L (' pngpn
gK(a—l—B/ P OF (1{|XT—YT\<ek}) dr)

Comme & k fixé, pour n grand €, < ¢,

1 ngpn [
limsuplimsup |G (P") — G, (P")| < K (a + 3 lim sup lim sup " ©% (/ 1{|X7*Yr|<€k}dlr>>

k—+o00 n—+00 k—+o00 n—+o00
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Le lemme VIL.1.5 implique alors que limsupy_, ;. limsup, ., o |Gk(P") — G,(P")] < Ka. Le
nombre « étant arbitraire, on conclut que le second terme du second membre de (VI.7) est nul.
Donc G(P) =0 et P est solution du probléme (PM). |

V1.2 Propagation du chaos vers la solution de (PM)

Dans cette partie, nous allons faire une hypothése supplémentaire sur la fonction ¢ : nous allons
supposer que /1)’ est Lipschitzienne sur [0,1].

Soit (B%);en+ une suite de mouvements browniens réels indépendants et (X{);en- une suite de
variables I.I.D. suivant la loi m et indépendantes des mouvements browniens. Il y a existence et
unicité trajectorielle pour I’équation différentielle stochastique k-dimensionnelle

, ) t 1 k , : .
xXbkn = xi 4 /0 V2 (% > Hu(xpP" — Xg”“")> dB!, 1<i<k (VL9)
j=1

En reprenant la démarche classique pour les systémes de particules en interaction de type
McKean-Vlasov (McKean [25] ou Sznitman [40]) et en constatant que la fonction H, est lip-
schitzienne de rapport 1/e,, on peut montrer la proposition suivante:

Proposition VI.2.1 On suppose que /i)' est une fonction lipschitzienne sur [0,1] pour la
constante Ky,. Alors, Vn,i € N*, il y a eristence et unicité trajectorielle et en loi pour [’équation
différentielle stochastique non linéaire

X" = Xi+ [ /2 (Hy + PHXY™))dBE
P" est la loi X"
En outre, par des calculs analogues a ceuz menés dans la preuve de la proposition 11.3.3,

. | ihn_ ging) o € (24K5T
Vn,i € N, Vk > i, E sup|X;"" — X;"|?) < Zexp (VI.10)
t<T k 6%

La loi P" de X*" satisfait le probléme de martingales non linéaire défini dans le lemme VI.1.4.
D’apres la preuve du théoréme VI.1.6, sous les hypothéses (hl) et (h2), P™ converge étroite-
ment vers la solution P du probléme (PM) issu de m. En combinant cette convergence avec
lestimation (VI.10), on obtient le résultat de propagation du chaos suivant :

Proposition V1.2.2 On suppose que les hypothéses (hl) et (h2) sont satisfaites, que /' est
une fonction lipschitzienne sur [0, 1] (constante Ky) et enfin que e, converge vers 0 suffisamment

lentement pour que
€2 24KiT
lim 2exp ( ) =0.

n—+oo n €2

Alors les systémes de particules en interaction (X ™7, X2mn  X"Wmn) . sont P-chaotiques
ot P désigne l'unique solution du probleme (PM) issu de m.
Preuve : Soit j € N*. Avec ’hypotheése faite sur €,, on obtient

lim IE(sup|(th’”’",Xt2’”’",...,Xg’”’") - (X}",XE’”,...,X}")|2> — 0.
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Donc la distance de Vaserstein (ou Kantorovitch-Rubinstein) sur P(C([0,T],R7)) entre la loi de

(XLrn X2Znn XD e P™®J converge vers 0. Comme P" converge étroitement vers P, on
en déduit que la distance de Vaserstein entre la loi de (Xbmn, X2mn,  XJmm) et P¥J tend
vers 0. Il y a donc propagation du chaos vers P. [ |

V1.3 L’équation des milieux poreux: cas ¢(z) =z9, g > 1

Pour ¢ > 1, on note (PM,) le probléme de martingales (PM) correspondant au choix ¢(z) = z9.
Dans ce cas particulier, nous pouvons obtenir 1'unicité en nous passant de ’hypothése (h2). En
effet, un résultat de Bénilan Crandall et Pierre [6] (Proposition 2.1. p. 76) implique que la
conclusion du lemme VI.1.2 reste vraie sans ’hypothése (h2). Pour appliquer ce résultat, il suffit
de vérifier que si P est solution de (PM,), alors la fonction V' (t,z) = H * Py(z) est dans
C([0,T], L},.(R)). Cette condition est clairement impliquée par la continuité étroite de ¢ — P.
Comme I'hypothése (h2) n’intervient dans la preuve de la proposition VI.1.3 qu’au travers du
lemme VI.1.2, il y a unicité pour le probléeme (PM,) issu de m qui sous la seule condition (h1)

qui s’écrit ici Vo € R, Vp(z) > 0. On résume la situation dans la proposition suivante.

Proposition VLI.3.1 Sig > 1 et Vz € R, Vy(x) > 0, le probleme (PM;) issu de m admet une
unique solution P.
St en outre ¢ > 3 et €, converge vers 0 suffisamment lentement pour que

2 6g(q — 1)°T
lim 6—"exp <7q(q ) >:0

n—+oo n E%

alors les systémes de particules en interaction (X1™n, X2mn X", . définis comme
dans (V1.9) avec ' (z) = qz?~" sont P-chaotiques.

Pour montrer la seconde assertion, il suffit de remarquer que pour g > 3, la fonction z € [0,1] —
\/qu9~! est lipschitzienne de constante V(g —1)/2 et de procéder comme dans la preuve de la
proposition VI.2.2.

Pour essayer de montrer ’existence pour le probléme (PM,) issu d'une condition initiale m qui
ne vérifie pas Vo € R Vy(x) > 0, il est naturel de se donner une suite de probabilités sur R
qui vérifient cette condition et convergent vers m et d’étudier la convergence des solutions de
(PMy,) issues de ces probabilités. Dans le cas ot m est telle que la fonction  — (Vo(x))? est
lipschitzienne, en utilisant des résultats d’Oleinik [31]| et de Bénilan Crandall et Pierre [6] pour
I’équation des milieux poreux, nous allons obtenir ’existence grace & cette démarche.

Proposition VI.3.2 Si (Vy)9 est lipschitzienne, alors il y a existence pour le probléme (PM,)
155w de m.

Preuve: On note Ni(z) = ﬁexp(—xz/%) le noyau de la chaleur. Pour & € N*, on pose

mb = (N% (x)dm) xm et VF(z) = H*mF(z). On a Vo € R, VF(z) > 0. Donc d’aprés la

proposition VI.3.1, le probléeme (P»M,) issu de m¥ admet une solution P¥. Comme la suite
(P¥ = m")gen+ converge étroitement vers m et comme les coefficients de diffusion des problémes
de martingales satisfaits par les P* sont uniformément bornés par 2¢, la suite P* est tendue.
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Soit P la limite d’une sous-suite convergente que nous indexons toujours par k pour simplifier
les notations. Nous allons montrer que P est solution du probléme (PM,) issu de m. Il est clair
que Py = m. En combinant un résultat d’existence d’Oleinik [31] pour 'EDP
2

Ou = w (VL.11)

ot 2
et des résultats d’unicité et de dépendance de la solution en la condition initiale de Bénilan
Crandall et Pierre [6] pour cette méme équation, il est possible de prouver que Vt € [0,T], P,
ne charge pas les points. Avant de revenir sur la démonstration de ce point qui fait ’objet du
lemme suivant, montrons que cela permet de vérifier que P est solution de (PM,).
Onsedonnep e N*, T >t>s5>51 >50>...2> 5, >0, qSEC’f(R) et g € Cp(RP). On note G
Iapplication qui & (v, 1) € P(C([0,7T],R))? associe

o) = B ((qs(xt) — g~ [ s ur(Xr)w"(Xr)dr) o(Xor.... X))
On a G(Pg, P;) = 0. Donc
|G(P, P)| < |G(P,P) — G(P*, P)| + |G(P*, P) — G(P*, P¥)| (VL.12)

Comme Vr € [0,T], P, ne charge pas les points, la fonction qui & =z € C([0,T],R) asso-
cie (gb(xt) — ¢(zs) — fst ' (H * P,«(x,))(ﬁ”(x,«)dr) g(®s,,...,xs,) est continue et bornée. Donc la

fonction v — G(v, P) est continue et le premier terme du second membre de (VI.12) converge
vers 0 lorsque k& — +o00.
Le second terme est majoré par

T
K/ sup ‘(H « Po(z))7 Y — (H % PF(2))? Y| dr.
0 wzeR

Comme P, ne charge pas les points, la convergence étroite de Pf vers P, implique que H * Pf(gc)
converge vers H * P,(z) uniformément pour z € R. Avec 1'uniforme continuité de y — y¢ ! sur
[0, 1], on en déduit que le second terme du second membre de (VI.12) converge également vers 0.
Donc G(P,P) = 0 et P est solution du probléme (PM,) issu de m. Pour achever la preuve, il

suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme VI.3.3 Vit € [0,T], P, ne charge pas les points.

Preuve : La fonction z — (Vp(z))? est lipschitzienne (ce qui entraine la continuité de Vj).
D’aprés Oleinik [31], Theorem 2. p.359, il existe une fonction V' continue et bornée sur [0,7] x R
qui vérifie ’équation des milieux poreux (VI.11) dans D'((0,7") x R) et prend la condition initiale
Vo (ie. Ve € R, V(0,2) = V(x)).

En reprenant les notations de Bénilan, Crandall et Pierre [6], on a

R
[(Vo) = lim sup R~(+%/(a=1)) [Vo(z)|dz = 0.
r—-+00 RZT‘ R

Donc le théoréeme U p.75 [6] implique que V¢ € [0,T], V(¢,.) = U(¢t, V) ou (¢,z) — U(t, Vo)(x)
est la solution de (VI.11) dont l'existence est assurée dans le théoréme E p.54 [6].

De méme, si V{F(z) = H * mF(z) et VE(t,z) = H x PF(z), Vt € [0,T], VF(t,.) = U(t, V).
L’équation (1.9) du théoréme E p.54 fournit un controle de la dépendance de la solution construite
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par Bénilan, Crandall et Pierre en la condition initiale. Comme pour pi(z) = (1 + 22)7 1, la
convergence étroite de mF vers m implique que limy_, 4o [i; [Vo(z) — ViF(z)|p1(z)dz = 0, on
obtient

vt e [0,7], lim / V(t,2) — VE(t,2)|p1 ()de = 0 (VL13)

k—+o0

Soit V*®°(t,z) = H % Py(z). La convergence étroite de P} vers P; implique que

lim / V2t 2) — VE(t, ) |pr (2)dz = 0.
k—+oco JRr

Avec (VI.13) on en déduit que [, |[V°(t,z) — V(t,)|p1(z)de = 0. La continuité a droite de

z — V®(t,z) — V(t,z) permet de conclure que Vo € R, V®(t,z) = V(¢,z). Comme V est

continue, P; ne charge pas les points. [ |

Remarque VI.3.4 La solution P que nous avons exhibée est telle que pour tout (t,z) € [0,T] x
R, H x Piy(xz) =V (t,z) ou V est la solution continue de (VI.11) construite par Oleinik [31].

En supposant un peu plus de régularité sur Vp, on peut obtenir 'unicité pour le probléme (PM,)
issu de m.

Théoréme VI.3.5 Si (Vp)?~! est lipschitzienne, le probléme (PM,) issu de m admet une unique
solution P. Cette solution est telle que (t,x) € [0,T] x R — H % P;(z) est continue et que

3K >0, Vt€ [0,T], ¥(z,y) € R, |(H * Pi(2))"™" — (H * Pi(y)*'| < K|z —yl.

Preuve : La bornitude de Vj implique que si (V5)9~! est lipschitzienne, alors (Vp)? I'est aussi.
Donc l'existence découle de la proposition VI.3.2.

Soit P une solution du probléme (PMj) issu de m. La fonction (¢,2) — V(t,z) = H * P;(x) est
solution faible de I’équation des milieux poreux (VI.11) pour la condition initiale Vj. Le résultat
d’unicité énoncé dans la proposition 2.1 p.76 [6] implique que Y(¢,z) € [0,7] x R, H x Py(z) =
V(t,z) ou V est la solution faible continue bornée de (VI.11) avec condition initiale Vj construite
par Oleinik [31], Theorem 2. p.359.

Pour obtenir 'unicité pour le probléme (PM,) issu de m, il suffit donc de montrer 1'unicité pour
le probléme linéaire: @ € P(C([0,T],R)) est solution si Qo = m et

Vo € CZ(R), ¢(Xi) — d(Xo) — /t q(V (s, X)) ¢"(X,)ds est une Q-martingale.
0

D’aprés Aronson [2] p.465, comme (Vp)? ! est lipschitzienne, la fonction V' vérifie
dK > 07 Vt € [07T]7 Vm,y € R? |(V(t,$))q_1 - (V(tay))q_1| < K|.’E - y|

Donc le coefficient de diffusion a(t,z) = 2¢(V (t,7))9~! du probléme de martingales linéaire qui
nous intéresse est tel que les fonctions z — \/a(t, z) sont holderiennes d’exposant 1/2 uniformé-
ment pour ¢ € [0, T]. Elles sont également bornées uniformément pour ¢ € [0, T]. D’aprés Stroock

et Varadhan [37], Theorem 8.2.1 p.204, cela implique l'unicité pour le probléme de martingales.
|
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Remarque VI1.3.6 Comme les fonctions x — /2q(V (¢, :Jc))% sont holdériennes d’exposant 1/2
uniformément pourt € [0,TY], il y a unicité trajectorielle pour l’équation différentielle stochastique

t -1
X, =€+ /0 V24V (s, X)) 5 dB,

ot B est un mouvement brownien et & une variable de loi m indépendante de B. On en déduit
donc que pour m telle que (Vo)7 ! est lipschitzienne, il y a existence et unicité trajectorielle et
en loi pour ’équation différentielle stochastique non linéaire

X =€+ [y V2q(H * Py(X,)) "% dB,
P est la loi de X, m est la loi de &

Dans l'optique de donner une interprétation probabiliste de 'EDP (VI.11), ’hypothése du carac-

tére lipschitzien de (V)7 ! est formulée de facon satisfaisante puisque c’est une propriété de la

condition initiale de 'EDP (voir lemme VI.0.8). Mais d’un point de vue purement probabiliste,

il est naturel de se demander comment cette hypothése se traduit pour la condition initiale m

du probléme de martingales.

Lemme VI1.3.7 Soit m une probabilité sur R de fonction de répartition Vy et ¢ > 1.
La fonction (V)4~! est lipschitzienne si et seulement si m admet une densité g par rapport a la
mesure de Lebesgue telle que

T

q—2
z = Lipe aw)ay>0) ( / g(y)dy> g(z) € L*(R) (VI.14)

—00

Dans le cas ot q > 2, une condition suffisante est que m admette une densité g € L*®(R) par
rapport & la mesure de Lebesgue.

Preuve : condition nécessaire

Soit m telle que (V5)?~! est lipschitzienne. Pour k& € N*, on pose 7 = inf{z : Vy(z) > 1/k}.
Par continuité de Vo, Vo(zg) = 1/k. Soit 2o = limgzg (20 peut étre égal & —oo). On a
Wo(zoo) = limy, Vo(z) = 0. Nous allons distinguer deux cas.

Supposons d’abord 1 < ¢ < 2. Le caractére lipschitzien de (V5)?~! implique que Vj est lipschit-
zienne. Cette fonction admet donc une dérivée au sens des distributions dans L*°(R). Ainsi m
admet une densité bornée g par rapport a la mesure de Lebesgue.

Comme la fonction z — 29 % est C! sur [1/k, 1], pour y > zy,

/y(q ~1)(Vo(2))"?g(2)dz = (Vo))" — (Vo(x))*™!

Par passage a la limite monotone on en déduit
y
Vy 2 T, / (g = 1)(Vo(2)??g(2)dz = (Vo(y)* .
Too

Comme Vz < x4, Vy(z) = 0, on conclut
y
ek (60" = [ (a= Do (V) @)

—00

124



Ainsi la fonction de répartition de la probabilité de densité (¢ — 1)1{v;(2)>03 (Vo(2))? 2g(2) est
(Vo)?~L. Comme cette fonction est lipschitzienne, (VI.14) est satisfaite.

Supposons maintenant g > 2. Pour tout & € N* Vj est lipschitzienne sur (z,+00). Donc la
restriction de m a (xk,+00) est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.
Comme en outre m ne charge pas (—o0, o], m admet une densité g. La fonction z — z97!
est C! sur [0,1]. Donc (g — 1)(Vp)? 2g est la dérivée au sens des distributions de (V5)? L. Le
caracteére lipschitzien de la derniére fonction implique que la précédente est dans L*°(R).

condition suffisante

Si m admet une densité g, comme précédemment, on montre que la fonction de répartition de la
probabilité de densité (¢ — 1)1{V0(x)>0}(Vg(x))q_lg(x) est (V)97 L. On en déduit que si g satisfait
(VI.14), alors (Vp)? ! est lipschitzienne. ||

Remarque VI1.3.8 On se place dans le cas ot xoo # —00 (sinon on peut appliquer les résultats
de la proposition VI.3.1) et on suppose méme T = 0 (on peut s’y ramener par translation,).
Pour illustrer la signification de (VI.14), on va supposer Yz € (0,1], g(z) = czP et regarder
pour quelles valeurs de (3 cette condition est satisfaite. Pour z € (0,1], ([ g(y)dy)? 2g(x) =
K0 D8+@=2) " Donc (VI.14) est satisfaite si et seulement si 8 > (2 —q)/(q —1). Pour q | 1,
B — +oo; la densité g doit étre extrémement petite au voisinage du point ot elle devient non
nulle. En revanche, pour ¢ — 400, on peut choisir 8 arbitrairement proche de —1. Dans cette
limite, on se contente de l'intégrabilité de la densité au point ou elle devient non nulle.
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