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Introduction

La vision par ordinateur est le cadre général de ce travail. Pour la définir en
une phrase, cette discipline s’attache a extraire de maniere automatique des infor-
mations a partir d'images, en vue d’effectuer des taches spécifiques.

Par image on entend un tableau bidimensionnel de valeurs dont chaque élé-
ment(pizel) correspond a la mesure d’une grandeur physique. De maniere générale,
de par son caractere bidimensionnel d’une part, par la restriction de la mesure a
une seule grandeur physique d’autre part et enfin par le phénomene de discréti-
sation, une image représente une perte d’information importante par rapport a la
scene tridimensionnelle initiale. Il est donc important, pour pouvoir analyser une
image, de connaitre le mécanisme de formation de cette image. Dans notre cas, les
images utilisées sont issues de caméras CCD noir et blanc. La grandeur mesurée
est donc l'intensité lumineuse dans le spectre de la lumiere visible.

Les traitements effectués sur ce type d’image en vision par ordinateur sont
généralement classés en trois niveaux [Mar 78].

Un premier niveau de traitement, appelé souvent “vision bas-niveau”, est la seg-
mentation, ou regroupement des pixels en ensembles cohérents. On peut s’attacher
a différents types de cohérence: on cherche a regrouper les pixels correspondant
au méme objet, a la méme ligne de discontinuité, a la méme couleur ou la méme
intensité, au méme mouvement etc. . .

Un deuxieme niveau concerne la restitution des caractéristiques spatiales, géo-
métriques et cinématiques de la scene observée: ce sont les domaines de la recons-
truction, du positionnement, de ’analyse du mouvement, et aussi de la reconnais-
sance d’objet, lorsque celle-ci est basée sur la description géométrique des objets.

Un troisieme niveau s’attache au contenu sémantique de la scene observée:
il s’agit alors de détecter la présence et d’identifier les objets observés comme
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appartenant a une catégorie prédéfinie.

Notre travail se situe au niveau intermédiaire de la restitution des caractéris-
tiques géométriques de la scene observée, soit dans le but de déterminer effecti-
vement la forme et la position des objets tridimensionnels, soit dans le but de
détecter dans 1'image la présence d’objets connus a priori. Les applications sont
nombreuses, tant dans le domaine de la robotique pour I'aide a la préhension ou au
déplacement autonome dans un environnement éventuellement connu, que dans le
domaine médical, pour I’aide au diagnostic ou I’aide au geste chirurgical. Un autre
domaine d’application important est celui de la télédétection.

Le premier point auquel nous nous intéressons est la perception tridimension-
nelle. Pour restituer la forme tridimensionnelle des objets a partir d’images, ’ap-
proche traditionnellement utilisée est la suivante [Bal 82] [Aya 87] [Sko 88].

— La projection effectuée par la caméra est approximée. Les modeles les plus
couramment utilisés sont ceux de la projection perspective et de la projec-
tion parallele (ou projection orthographique). Cette derniere conduit a une
formulation linéaire des équations de projection. Des modeles plus précis doi-
vent parfois étre utilisés, comme une projection perspective, distordue par un
difféomorphisme du plan.

— Les valeurs des parametres intervenant dans ce modele sont évaluées, a 1’aide
d’objets dont la position est parfaitement connue (mire ou balises). C’est
I’étalonnage de la caméra [Tsa 87].

— Pour chaque point de I'image, on détermine alors le(s) point(s) de la scene
susceptible(s) de se projeter en ce point: c’est le probleme de la rétroprojec-
tion.

— Si on dispose de plusieurs images, les points de chaque image sont mis en
correspondance afin de regrouper les points qui sont les projetés d’'un méme
point de la scene. La position de ce point est ensuite déterminée par triangu-
lation.

Cette méthode se heurte a plusieurs difficultés. L’étalonnage est une étape dé-
licate et tres sensible aux erreurs de mesure. Par ailleurs, son utilisation suppose
que les parametres de la caméra ne soient pas modifiés au cours du temps. Ceci est
pourtant le cas si la caméra est déplacée entre deux prises de vues ou si on effectue
une mise au point. De plus, ’étalonnage n’est pas fiable au cours du temps: une
caméra immobile, a focale fixe, peut voir ses parametres biaisés, par un change-
ment des conditions thermiques par exemple. Ceci restreint beaucoup le champ des
applications pour lesquelles cette méthode peut étre utilisée. C’est pourquoi des
alternatives ont été recherchées, et les approches permettant d’éviter entierement
ou partiellement ’étape d’étalonnage suscitent un intéréet croissant.

Certaines techniques de positionnement ne supposent connus qu’une partie des
parametres des caméras [Hor 89], [Yua 89], [Liu 90]. Il est cependant possible d’uti-
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liser pour le positionnement des caméras pour lesquelles on ne dispose d’aucun éta-
lonnage, méme partiel. En effet les images provenant d’une caméra non étalonnée
fournissent des informations sur la position relative des objets observés. C’est en
partie ce qui nous permet de reconstituer la scene que nous voyons sur une photo-
graphie, méme si nous ne connaissons ni la position de I’appareil photo au moment
de la prise de vue, ni les caractéristiques optiques de 1'objectif (focale, angle de
vue ... ). Cette information sur la position relative des objets peut étre atteinte en
utilisant les propriétés géométriques du modele de projection employé. Si on adopte
le modele de projection parallele, les propriétés de la géométrie affine sont dispo-
nibles et il est possible de calculer une description affine de la scene observée. Ceci
est mis en ceuvre dans plusieurs travaux: on peut citer ceux de Koenderink et Van
Doorn [Koe 89], Sparr et Nielsen [Spa 90] et de Tomasi et Kanade [Tom 91]. Si le
modele de la projection perspective est utilisé, la transformation entre la scene est
I'image est une transformation projective. Les propriétés de la géométrie projective
peuvent alors étre appliquées.

Notre travail s’inscrit dans ce cadre: nous utilisons le modele de la projection
perspective, que nous supposons valide, et nous cherchons alors a déterminer les
informations que nous procurent les propriétés de la géométrie projective. Notre
premiere contribution est une méthode de positionnement relatif a ’aide des inva-
riants projectifs. Nous considérons deux images d’'une méme scene, provenant de
caméras non étalonnées, et dont les points sont supposés appariés. Nous montrons
alors que si nous connaissons la position dans ’espaces de six points dits de réfé-
rence (constitués de deux groupes de quatre points coplanaires ou de six points en
position quelconque), alors nous pouvons déterminer la position tridimensionnelle
de tous les autres points observés. Cette méthode ne nécessite aucune connaissance
sur les caméras, ni leur position, ni leurs caractéristiques optiques. La seule hypo-
these concernant les caméras est la validité du modele de projection perspective.
Si la position des points de référence n’est pas connue, ou est seulement connue
approximativement, notre méthode permet d’établir la position relative des points
observés par rapport aux points de référence.

Dans le cas ou on cherche a déterminer les caractéristiques tridimensionnelles
des objets, non pas pour les positionner, mais pour les reconnaitre, les propriétés
de la géométrie projective sont aussi utilisables. En effet, il existe des invariants
projectifs, c’est-a-dire des quantités géométriques se conservant au cours des trans-
formations projectives: ils ont donc une valeur identique dans la scene et dans
I'image, ou dans deux images d’une méme scene. Le modele de projection parallele,
lié a la géométrie affine, fournit déja les invariants associés aux affinités [Hut 91]
[Gro 91]. Cependant, I’écart entre le modele de la projection parallele et la projec-
tion effectuée par une caméra réelle ne permet d’utiliser ces invariants que dans des
conditions tres restreintes, par exemple pour des points de vue tres proches. Par
contre les invariants projectifs sont conservés entre deux images d’'une méme vue,
quelque soit la position respective des points de vue de chaque image. Ils se présen-
tent donc comme de bons candidats pour les processus de reconnaissance d’objets
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et plusieurs travaux concernent des systemes de reconnaissance basés sur les inva-
riants projectifs [For 90a] [For 90b] [For 91a] [Rot 91] [For 91b] [For 92] [Bat 91].
Coelho et al. [Coe 91] ont étudié la variation de plusieurs invariants en fonction du
point de vue, et Lenz et Meer [Len 92] ont soulevé le probleme de la symétrisation
des invariants projectifs. Cependant peu d’études ont été menées pour évaluer la
sensibilité de ces derniers au bruit de mesure ainsi que pour déterminer leur pouvoir
de discrimination.

Notre seconde contribution est donc une étude de la stabilité des invariants
projectifs. Nous présentons des résultats théoriques sur les invariants projectifs
(en particulier I'expression de la fonction de répartition du birapport), et nous
proposons des criteres de sélection des invariants projectifs dans le cadre d’un
processus de reconnaissance.

Le plan suivi dans ce mémoire est le suivant.

Dans un premier chapitre sont introduites les notions fondamentales de la géo-
métrie projective: espace projectif, base projective, transformations projectives et
invariants projectifs. Nous présentons aussi les propriétés que nous utilisons dans
la suite: le théoreme de Chasles, le principe de dualité, la relation entre géométrie
projective et géométries affine et euclidienne. En plus des notions générales, nous
avons développé dans ce chapitre quelques aspects plus pointus. En particulier,
nous explicitons le lien entre les transformations projectives de 1’espace projectif
dans le plan projectif et les modeles de projection affine et perspective. Nous mon-
trons aussi comment on peut caractériser un point par des coordonnées construites
a partir d’invariants projectifs et nous donnons la relation entre ces coordonnées
projectives et les coordonnées homogenes habituellement utilisées.

Un deuxieme chapitre présente en détails la méthode de positionnement relatif
a partir des invariants projectifs. Outre le positionnement des points observés,
nous montrons qu’a partir des mémes hypotheses de départ, nous pouvons aussi
déterminer la position de la caméra par rapport aux points de référence, prédire la
position d’un point dans une nouvelle image ot on connait les projetés des points
de référence, et déterminer la géométrie épipolaire dans le cas de la stéréovision. Les
résultats obtenus avec cette méthode sur des images réelles contenant des objets
polyédriques sont présentés. Ils nous permettent de valider la méthode et d’évaluer
de maniere quantitative la précision obtenue.

Une étude de précision du positionnement relatif dans le cas de caméras mobiles
constitue le troisieme chapitre. Nous cherchons d’abord a évaluer 'incidence des
erreurs affectant les points de I'image sur le point reconstruit a I’aide de birapports.
Une étude différentielle nous permet de constater qu’en dehors des configurations
dégénérées, la précision obtenue est identique a celle obtenue avec un caméra par-
faitement étalonnée. Nous cherchons ensuite a comparer de maniere quantitative
les précisions obtenues en présence d’incertitudes avec une méthode utilisant I’éta-
lonnage et avec une méthode utilisant les invariants projectifs. Pour cela nous
considérons une configuration stéréo plane (composée de deux caméras différentes
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ou d’une caméra mobile), pour laquelle il existe une incertitude sur la position des
caméras. C’est le cas typique d’une caméra fixée sur un robot mobile et dont la
position est donnée par 'intermédiaire de capteurs odométriques. Nous dérivons
les calculs de reconstruction, soit en supposant les caméras étalonnées, soit en uti-
lisant trois points de référence alignés et la méthode géométrique. Nous constatons
que certaines configurations sont dégénérées pour la méthode géométrique: pour
certains points de vue, cette méthode ne peut étre appliquée. Par contre, en dehors
de ces configurations, la méthode géométrique est moins affectée par les erreurs
sur la position des caméras que le positionnement effectué par I'intermédiaire de
I’étalonnage pour lesquelles elle dégénere. Par contre, les deux méthodes utilisent
la position des caméras et nous montrons que la méthode géométrique est moins
sensible a ’erreur sur ces positions, des lors qu’on s’éloigne des configurations dé-
générées.

Le dernier chapitre présente notre étude sur la stabilité des invariants projectifs.
Nous cherchons a caractériser la sensibilité des invariants projectifs aux erreurs de
mesure dans les images, ainsi qu’a déterminer leur pouvoir de discrimination dans
le cadre d’un processus de reconnaissance. Nous commencons par une étude de la
stabilité du birapport de quatre points alignés. Nous dérivons 'expression analy-
tique de la fonction de répartition du birapport, pour une distribution uniforme
des abscisses des quatre points. Ce résultat nous donne une mesure du pouvoir dis-
criminant d’un birapport en fonction de sa valeur. Il nous permet aussi de définir
un critere de similarité entre deux valeurs de birapports. Une étude différentielle
met en évidence les configurations dégénérées et aboutit a une évaluation a priori
de I'incertitude sur le birapport de quatre points connaissant les coordonnées des
points et les incertitudes sur ces coordonnées. Nous nous intéressons ensuite aux in-
variants de cing points coplanaires. Ce sont ceux qui sont généralement utilisés pour
la reconnaissance, car cing points coplanaires constituent la configuration générale
la plus simple admettant des invariants projectifs dans une projection perspective
3D-2D. Une étude théorique du birapport issu de cinq points coplanaires mene a des
conclusions analogues a celles obtenus avec le birapport de quatre points alignés.
Nous proposons ensuite différents invariants projectifs de cinq points coplanaires,
et nous comparons leur stabilité et leurs performances pour la reconnaissance sur
des simulations bruitées.

Le chapitre de conclusion résume les différents résultats et présente les perspec-
tives de recherche envisagées a la suite de ce travail.






Chapitre 1

Introduction a la géométrie
projective

1.1 Introduction

Ce sont les mathématiciens de la Grece antique qui les premiers on introduit la
géométrie projective. Ils ont énoncé ses propriétés géométriques et découvert son
invariant fondamental : le birapport. La géométrie projective a ensuite été utili-
sée par les peintres de la Renaissance qui cherchaient a rendre ’effet de profondeur
dans leurs toiles, c’est a dire a simuler ’effet de la vision humaine. C’est au XIXeme
siecle que la géométrie projective a été étudiée de maniere approfondie et qu’ont été
énoncés tous les théoremes que nous connaissons aujourd’hui. On peut citer les tra-
vaux de Poncelet, qui dans son Traité des propriétés projectives des figures (1822) a
étudié les propriétés invariantes par une série de projections perspectives d’un plan
dans un autre. Klein, dans son discours Erlangen Programme (1872) a généralisé la
notion d’invariant associé a un groupe de transformations. Les photogrammetres
ont depuis plusieurs décennies utilisé ces propriétés, mais c’est récemment que la
géométrie projective et ses invariants ont fait 1’objet d’un intérét croissant dans la
communauté de la vision artificielle.

Les concepts fondamentaux de la géométrie projective sont introduits dans ce
chapitre. Il présente les notions, le vocabulaire et les notations qui seront utilisés

15
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dans les chapitres suivants.

1.2 Espace projectif

1.2.1 Définition

On définit I'espace projectif IP" comme ’espace quotient de @'\ {(0,... ,0)}
par la relation d’équivalence :

($1, ceey $n+1) ~ (1’1/, ceey $n+1/)

— EI)\%O / ($1/,...,$n+1/):)\(wl,...,wn+1).

Ainsi les deux (n+41)-uplets (x1,...,2Tn41) €t A(@q, ..., 2n41) représentent le
méme point de 'espace projectif IP”.

Un point de IP" est donc représenté par ses coordonnées homogénes (1,. .., &ny1)
qui sont définies a un facteur de proportionnalité pres.

1.2.2 Base projective

Une base projective de IP™ est un ensemble de n + 2 points dont tous les sous-
ensembles de n + 1 points sont linéairement indépendants.

Définissons d’abord la notion de points linéairement dépendants. Des points sont
dits linéairement dépendants s’il existe une relation linéaire liant leurs coordonnées
homogenes.

La base projective canonique est formée des n + 2 points suivants: (1,0,...,0),
(0,1,...,0),...(0,...,1)et (1,1,...,1). Les n+1 premiers points de la base canonique
sont appelés points de référence et le dernier point est appelé point unité, selon la
terminologie employée par Semple et Kneebone.

Une base projective définit de maniere unique un systeme de coordonnées pour
IP™ dans lequel elle est la base projective canonique: pour définir un systeme de
coordonnées de IP", il suffit donc de choisir n + 2 points formant une base pro-
jective, et de leur attribuer les coordonnées (1,0,...,0), (0,1,...,0), ...(0,...,1) et
(L,1,...,1).

Un changement de base consiste en une transformation linéaire : les coordonnées
homogenes Y d’un point dans la nouvelle base s’expriment en fonction des coordon-
nées X du point dans I’ancienne base et d’une matrice M de taille (n+1) x (n+1)
de changement de base:

Yi=MX"

La matrice M est elle aussi définie a facteur de proportionnalité pres et elle est
completement déterminée par le choix des points de la nouvelle base projective.
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1.2.3 Lien entre IP" et IR

On établit généralement une correspondance entre les points de IR™ et IP" par
I’injection suivante :

(X1, eyn) — (21,...,2,,1)
Certains points de IP™ ne sont pas atteints par cette correspondance: ce sont
les points de I’hyperplan de IP" d’équation x,1 = 0.

Ces points ne sont associés a aucun point usuel de IR". Cependant, on peut
faire correspondre a chaque point de IP" tel que x,41 = 0, le n-uplet suivant :

€1 Ty,

l’nlgrio( Tp41 Y Tp41
Ce n-uplet peut étre interprété soit comme le point a l'infini dans la direction
(1,...,2,), soit comme la direction vectorielle (x4, ..., x,). Nous utiliseront géné-
ralement cette premiere interprétation et ’hyperplan x,1; = 0 sera appelé hyper-
plan de Uinfini.

Le choix de z,,1 = 0 comme hyperplan contenant les points de 'infini est
totalement arbitraire: tout hyperplan de IP" peut étre choisi comme hyperplan
de l'infini, pour établir une correspondance entre IP" et IR". Pour la géométrie
projective, il n’y a aucune distinction entre des points a I'infini et les autres: tous
les points de IP" sont équivalents. On peut donc voir IP" comme une extension
de IR™, dont le formalisme permet de manipuler les points a l'infini de maniere
identique aux autres points de IR".

1.3 Transformations projectives

1.3.1 Définition

On appelle transformation projective toute application linéaire des coordonnées
homogenes.

Une transformation projective de IP" dans IP™ s’exprime donc sous forme ma-
tricielle: 'image Y d’un point X de IP" est définie par:

Yi=AX! ou A est une matrice de taille (m + 1) x (n+ 1)

On peut remarquer que A et A A définissent la méme application projective.
La matrice associée a une projection perspective est donc définie a un facteur
multiplicatif pres: elle n’a que (n + 1)(m + 1) — 1 degrés de liberté.
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1.3.2 Nombre de points déterminant une transformation projective
Cas des homographies

Les transformations de IP™ dans lui-méme, ou homographiesforment un groupe.
Une homographie équivaut a un changement de base. Elle est donc définie de ma-
niere unique par l'image d’une base projective de IP". Une démonstration complete
de cette propriété peut étre trouvée dans [Sem 52]. Nous ne ferons ici qu’une breve
considération de degrés de liberté.

Déterminer une homographie est équivalent a déterminer a un facteur multipli-
catif pres la matrice qui lui est associée. Cette matrice contient (n+ 1)2 —1=n?42n
parametres indépendants.

Chaque correspondance entre un point de la base et son image fournit (n + 1)
équations linéaires en les inconnues. n équations seulement sont indépendantes,
puisque les points sont exprimés en coordonnées homogenes. On dispose donc de
n(n +2) = n? 4 2n équations contenant les n? + 2n inconnues. Dans le cas ol
les points utilisés forment une base projective, ces équations sont indépendantes
et il existe une solution unique. Si les points ne forment pas une base projective,
le nombre d’équations indépendantes est insuffisant pour déterminer tous les pa-
rametres de la transformation projective: il existe alors plusieurs solutions. Une
homographie de IP™ est donc définie par les images de n 4+ 2 points formant une
base projective.

Cas général

Dans le cas d’'une transformation projective quelconque de IP" dans IP™, I'image
d’une base de IP" n’est pas nécessairement suffisante pour déterminer la transfor-
mation.

Envisageons le cas de la projection de IP? dans IP? qui nous intéresse tout
particulierement. Une telle transformation est déterminée par une matrice 3 x 4 a
3 x4 —1 = 11 parametres indépendants. Chaque correspondance entre un point
de IP? et son image dans IP? fournit m = 2 équations indépendantes. Une base de
IP?, constituée de de 5 points ne fournit donc que 10 équations, et ne suffit pas
pour déterminer la transformation.

Une transformation projective 3D-2D est donc déterminée par les images de 6

points de IP?. 1l faut remarquer cependant que 6 points fournissent 12 équations :
la derniere est redondante.

1.3.3 Transformations projectives de I’ dans IP? et projections

Si nous pouvons appliquer les propriétés de la géométrie projective au modele
de la projection perspective, c’est parce que le modele de projection perspective
que nous utilisons est une transformation projective de IP? dans IP?. Inversement,
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on peut se demander a quelles projections géométriques correspondent les trans-
formations projectives de IP? dans IP?. En fait, nous avons démontré la propriété
suivante.

Théoréme 1 Soit une transformation projective de IP? dans IP?, représentée par
une matrice P de taille 3 x 4 en coordonnées homogénes. Considérons dans IP? le
plan x4 = 0, auquel nous donnons un sens particulier : ¢’est le plan de linfini. Nous
définissons aussi un repére euclidien de Uespace, compatible avec le choix du plan
de Uinfini. La matrice P peut alors avoir différentes interprétations géométriques.
Soit la matrice A de taille 3 x 3 formée des trois premiéres colonnes de la matrice

P.

St A est de rang 3, alors P représente une projection perspective, ¢’est a dire
une projection centrale, dont le centre n’appartient pas au plan de Uinfini, et dont
le plan de projection est différent du plan de Uinfini et ne contient pas le centre de
projection.

St A est de rang 2, alors P représente la composition d’une projection ortho-
gonale sur un plan et d’une homographie de ce plan. Dans le cas particulier ou la
derniere ligne de la matrice A est nulle, alors "homographie est une transforma-
tion affine du plan. La matrice P représente alors une transformation paralléle de
l'espace euclidien dans le plan de projection.

St A est de rang 1, alors P est une projection de Uespace dans le plan mais tous
les points se projettent sur une droite du plan.

La démonstration est donnée en annexe. La premiere partie de ce théoreme
(concernant le cas de la matrice A de rang 3) a aussi été démontrée par Faugeras
dans son livre 3D Computer Vision, a paraitre [Fau 92b].

1.4 Invariants projectifs

Les invariants projectifs sont les invariants géométriques associés aux transfor-
mations projectives.

1.4.1 Qu’est-ce qu’un invariant?

Commencons par donner une définition tres générale d’un invariant. On consi-
dere deux ensembles £ et F' et un ensemble T' de transformations de £ dans F'.
Soient e un élément quelconque de K et [ une fonction des éléments de F'. [ est un
invariant si elle prend la méme valeur pour toutes les images de e par n’importe
quel élément de T':

Vee B Vt,t'eT  I(t'(e)) = I(t(e))
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Si £ = F, on a plus simplement :
Veec B VteT I(t(e)) = I(e)

On définit l'orbite O, d’un point e de £ comme I'ensemble des points images de e
par les transformations de 7.

O.={tle)[t €T}

Il découle des précédentes définitions que si I est un invariant pour les transforma-
tions T' de F dans F, alors I est constant en tous les points d’une méme orbite. Un
invariant est dit complet si il prend des valeurs différentes sur chaque orbite, ¢’est
a dire si et seulement si:

I(fi)=1(f:) <= de€c E telque fi €O, et fy€ 0,

Cas des groupes Dans le cas ou E est une variété et ou 1" est un groupe continu,
localement paramétrable, agissant sur £, on peut appliquer la théorie des invariants
algébriques associés aux groupes de Lie et on dispose de propriétés supplémentaires
sur les invariants. En particulier, dans ce cas, les orbites sont disjointes et forment
une partition de I’ensemble vectoriel E.

On dispose aussi d’un théoreme permettant de déterminer le nombre d’inva-
riants indépendants. Précisons d’abord la notion d’invariants indépendants. Soit 1
un invariant d’une configuration x et soit f une fonction quelconque, alors f(/(x))
est aussi un invariant de x. On voit donc qu’a partir d’un invariant I, on peut
générer une infinité d’invariants f(7), mais liés par une dépendance fonctionnelle:
ils ne peuvent pas varier indépendamment. Des invariants indépendants sont carac-
térisés par des dérivées partielles linéairement indépendantes. Le théoreme suivant
donne le nombre d’invariants indépendants associés au groupe de transformations
(G opérant sur un espace vectoriel F :

Nombre d'invariants = dim E — (dim G — miél (dim Gy))
re

ou G est le groupe d’isotropie ou groupe stabilisateur de x. Il est défini par:
Gr={g € Gly(z) =z}

Par exemple, on peut calculer le nombre d’invariants indépendants associés au
groupe (& des homographies de IP? agissant sur ’espace F des quintuplets de P2
La dimension de G est 8 (nombre de coefficients indépendants de la matrice as-
sociée). La dimension de F est 10 (2 degrés de liberté par point). Si = est un
quintuplet contenant une base projective, le groupe d’isotropie est réduit a 1’iden-
tité. mingep(dim G;) est donc nul. Le nombre d’invariants indépendants est donc
10 — (8 = 0)) = 2. Cinq points du plans admettent donc 2 invariants indépendants
pour les homographies planes.

On dispose aussi de différentes méthodes (différentielle et symbolique) pour

calculer analytiquement les invariants. Nous ne développerons pas ce point, et le
lecteur est renvoyé a 'article de Forsyth [For 90a] et a celui de P. Gros [Gro 92].
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1.4.2 Le birapport

Le birapport est 'invariant projectif fondamental : la plupart des invariants pro-
jectifs plus complexes peuvent s’exprimer en termes de birapports. Par exemple,
la fonction algébrique utilisée par Zisserman et al. pour caractériser deux coniques
coplanaires est basée sur les matrices symétriques associées a chacune des coniques.
On peut montrer qu’une paire de coniques est caractérisée par des invariants s’expri-
mant en fonction de birapports. Leur calcul ne nécessite alors que des constructions
géométriques simples sur les coniques [Qua 92].

Birapport de quatre points alignés

Soient A, B, C', D quatre points colinéaires, nous définissons leur birapport,
noté [A, B, C, D], comme:
AC x BD
= — 1-1
AD x BC (L)
oit AB est la mesure algébrique de AB. Cette formulation du birapport est valable

[A7 B7 C? D] =

pour les points situés a I'infini a condition d’utiliser les conventions suivantes :
00 a 00

—=1, —=0, — =00 avec a€ IR
00 00 a

Théoreme fondamental :
Théoréme 2 Toute homographie conserve le birapport.

La conservation du birapport est illustrée par la figure 1.1, et peut s’exprimer
par:
[A7 B7 C? D] = [A/7 Bl? Cl? D/]'
Ce théoreme peut se démontrer en utilisant le théoreme de Thales. Semple et Knee-
bone donnent une autre démonstration utilisant les secteurs angulaires [Sem 52].

Birapport d’un faisceau de quatre droites

Le birapport d’un faisceau de quatre droites Iy, I3, [3, I4 concourantes en O est
défini par le birapport [A, B, C, D] des points d’intersection du faisceau avec une
droite quelconque [, qui ne contient pas O.

On le note aussi [0; A, B, C, D] (birapport des droites OA, OB, O0C,0D).

Le birapport de quatre droites peut s’exprimer sous différentes formes. On peut
le calculer en fonction des coordonnées homogenes des points O, A, B, C, D sous
la forme proposée par Mobius [Mob 85], lorsque les points A, B, C'; D ne sont pas
alignés:

_ |OACT|OBD|

= T
|OAD||0BC]

(1.2)
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1

Fia. 1.1 - Birapport de quatre droites

ol

T1 Ty T3
|PLPaPsl = |y Y2 ys
21 22 %3

et (i, y;, 2;) sont les coordonnées homogenes de P;.

De cette expression découle immédiatement I’expression du birapport en fonc-
tion des angles entre les droites du faisceau:

— — — —

L sin(OA,0C)sin(OB,0D) (13)
a sin(OA,0D)sin(0OB,0C) '

Birapport d’un faisceau de quatre plans

Le birapport d’un faisceau de quatre plans py, p2, ps, p4 ayant une droite com-
mune est défini comme le birapport [l1, l3, I3, [4] de leurs quatre droites d’intersection
avec un plan quelconque p. Ceci est bien str indépendant du choix de p. (voir figure
1.2).

La notion de birapport, ainsi que la formule de Mobius se généralisent dans IP"
pour tout faisceau de quatre hyperplans concourants en un espace de dimension

n — 1 [Bri 83].
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Fia. 1.2 - Birapport de quatre plans

1.4.3 Invariants projectifs des transformations de /P®> dans IP?

Les transformations projectives de IP® dans IP? nous intéressent plus particu-
lierement puisque ce sont celles que nous utiliserons pour modéliser la projection
effectuée par une caméra. On peut alors se demander quels sont les invariants
projectifs associés a ces transformations. Burns [Bur 90] a démontré le résultat
suivant :

Théoréme 3 Il n'existe aucun invariant général des transformations projectives

de IP? dans IP?.

Plus précisément, soient P = (p1,...,p,) et @ = (¢1,...,¢,) deux ensembles de n
points de IP?. Alors on peut construire une suite de k n-uplets My = (myq, ..., my,),
ey My = (Mg, ..., myy,) telle que:

— Les orbites de P et M, s’intersectent.
— Pour tout ¢, les orbites de M; et M, ; s’intersectent.

— Les orbites de M} et () s’intersectent.

Dire que les orbites de deux n-uplets de IP? s’intersectent signifie qu’il existe
deux transformations projectives de IP? dans IP? projetant respectivement ces deux
n-uplets sur le méme n-uplet de IPZ.
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Un invariant, s’il existe, doit étre constant sur chacune des orbites; il prend donc
la méme valeur sur des orbites qui s’intersectent. Ceci implique qu’un invariant des
transformations projectives de IP® dans IP?, applicable aux n-uplets de IP? est
nécessairement constant.

En revanche, si on se restreint a certains n-uplets de P2, les orbites associées a
ces n-uplets peuvent étre disjointes et il devient alors possible de trouver des inva-
riants pour ces n-uplets. Par exemple, les n-uplets de points coplanaires présentent
des invariants pour les transformations projectives de IP? dans IP?: en effet, il su-
bissent une homographie de IP? et on peut utiliser les invariants vus précédemment,
en particulier les birapports de faisceaux plans.

En conclusion, les invariants projectifs utilisables dans le cadre des transfor-
mations de IP? dans IP? se limitent & des ensembles de points qui ne sont pas en
position générale, en particulier les ensembles de points alignés ou coplanaires. Une
autre solution, est, comme le propose Hartley [Har 92b] de construire des invariants
a partir de plusieurs images d’'un méme ensemble de points.

1.4.4 Coordonnées projectives

Etant donnés P un point de IP", et B une base projective IP", il est possible de
caractériser P par rapport a B par des quantités définies géométriquement a partir
d’invariants projectifs: c’est ce que nous appellerons les coordonnées projectives de
P par rapport a la base projective B. Il découle du paragraphe précédent que ces
“coordonnées” sont invariantes par toute homographie.

On donnera une définition des coordonnées projectives uniquement dans les cas
de la droite projective IP! et du plan projectif IP?, mais cette notion est facilement
généralisable dans IP".

Coordonnées projectives sur la droite

Soit une droite [ et 3 points de cette droite A, B et (' formant une base projective
de [. Il suffit pour cela que A, B et (' soient distincts. Soit P un point de [. P et A,
B, C définissent un birapport, éventuellement infini. A = [A, B, C, P]. Inversement,
étant donné un scalaire A, prenant ses valeurs dans IR |[J{oco}, il existe un unique
point P tel que le birapport [A, B, C, P] soit égal a A.

Tout couple de réels (x1, x2) tel que x1/x2 = X est appelé coordonnées projectives
du point P dans la base projective définie par (A, B, ().

En fait, le birapport A suffit a caractériser P. Il permet de déterminer la position
d’un point P dans la base projective (A, B, (') en utilisant la relation suivante:

Dans le cas ou A = oo, P est confondu avec A
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Coordonnées projectives dans le plan

Dans le plan projectif IP?, quatre points quelconques A, B,C, D non alignés
trois a trois définissent une base projective. (voir figure 1.3). Etant donné un point
P de IP?, trois réels (xy, xq, x3) tels que

1 = a3]A; B,C, D, P] = 23[AB, AC, AD, AP]
zy = a3[B; A, C, D, P] = 23[BA, BC, BD, BP]
sont les coordonnées projectives de P dans la base (A, B,C, D).

FiG. 1.3 - Coordonnées projectives dans un plan

Tout point P de IP? peut étre référencé de maniere unique par ses coordonnées
projectives, mis a part les points de la droite (AB) qui ont tous les mémes coordon-
nées projectives. Les coordonnées projectives sont définies a un facteur multiplicatif
pres et ne dépendent pas du systeme de référence des coordonnées homogenes dans
lequel sont décrits les points.

En fait, les birapports k1 = x1/x3 et ky = x3/x3 suffisent pour déterminer un
point quelconque en dehors de la droite (AB) et ils seront donc utilisés par la suite
a la place des coordonnées projectives.

Lien entre coordonnées projectives et coordonnées homogeénes

Nous I’avons vu dans le paragraphe précédent, les coordonnées projectives se
définissent par rapport a une base projective, et a un facteur de proportionnalité
pres. Les coordonnées homogenes présentent les mémes propriétés. Quel est le lien
entre ces deux caractérisations?

On se donne un point P du plan projectif, défini par ses coordonnées projectives
(21,22, 23) dans une base projective (A, B, C, D). Soient (x,y, z) les coordonnées
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homogenes de P dans la représentation du plan projectif ou A, B, C, D ont les
coordonnées suivantes :
A =
B
C
D =

?

¥

0,1
[1,0,
[0,0
1,1

_— 0 O

]
]
]
]

?

On cherche a exprimer les coordonnées projectives en fonction des coordonnées
homogenes. Les coordonnées (xy, x4, x3) sont déterminées par la valeur des deux
birapports :

|ABD| |ACP|
1 [ ’ 707 ) ] |ABP||ACD|
|BAD||BCP
ko =|B;A,C,D,Pl= ——++——
2 [ ’ 9 9 9 ] |BAP||BCD|
et .
_1:k1
T3
2
T3

Les coordonnées projectives sont donc, a un facteur de proportionnalité pres:

0 0 =z
1 0y
_|ACP|_012_

“CTacp o0 1| "

101

01 1

1 0 =«

0 0 y

BCP| |0 1 =z
2 0Bcp (10 1] 7Y

00 1

01 1

01 =

1 0y

IABP| |0 0 =
“TlABD) [0 1 1|

101

00 1
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Ceci signifie que les coordonnées projectives d’un point P dans la base projec-
tive (A, B,C, D) sont exactement les coordonnées homogenes de ce point dans la
représentation ou A, B, C' et D ont pour coordonnées respectives: (0, 1,0), (1,0,0),
(0,0,1) et (1,1,1).

Les coordonnées projectives des points de la base projective ne sont pas définies,
si on utilise la construction géométrique. Mais a la suite de la remarque précédente,
on peut définir par extension les coordonnées projectives des points de la base
projectives, comme étant (0,1,0), (1,0,0), (0,0,1) et (1,1,1).

Cette formulation fournit aussi une méthode pratique pour calculer les coordon-
nées projectives associées a un point, étant données les coordonnées homogenes des
cinq points A, B, ', D, P dans une représentation quelconque: les coordonnées
projectives de P seront alors:

_lace| - [BCP) _|aBp]
~ JACD] 7 |BCD] * T JABD|

€1

Inversement, comment calculer les coordonnées homogenes d’un point connais-
sant ses coordonnées projectives? En reprenant les expressions ci-dessus, on obtient
trois équations linéaires en les coordonnées homogenes de P. La résolution de ce
systeme donne les coordonnées homogenes de P en fonction de ses coordonnées
projectives et des coordonnées homogenes de A, B, C', D.

1.5 Propriétés utiles

Dans ce paragraphe, nous énoncons quelques unes des propriétés fondamen-
tales de la géométrie projective qui nous seront utiles par la suite: nous verrons le
théoreme de Chasles, le principe de dualité et le lien entre géométrie projective et
géométries affine et euclidienne.

1.5.1 Conique de Chasles
Les coniques en géométrie projective

Les coniques sont des objets projectifs: un changement de repere projectif trans-
forme une conique en une conique.

démonstration
L’équation d’une conique est une équation homogene de degré 2 en fonction des
coordonnées homogenes (a1, 22, x3) d'un point P:

3 3

Z Z aijl'il']‘ = 0

=1 j5=1
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On peut supposer sans faire de restriction que a;; = a;;. L’équation d’'une conique
peut alors s’écrire sous une forme matricielle:

L1
XAX =0 ou X = | x3 et A est une matrice 3 x 3 symétrique
T3

Soit une conique C associée a une matrice symétrique A, d’équation :
X'AX =0

On effectue un changement de repere associé a une matrice P inversible. Les nou-
velles coordonnées X' et anciennes coordonnées X d’un point sont liées par la
relation :

X=PX

d’ou

Xt — X/t Pt

En remplacant X et X' dans I’équation de C, on obtient I’équation de C dans le
nouveau repere :

X'"PAPX =0

On pose A’ = Pt A P. Le lieu des points vérifiant Iéquation X'*A’X’ = 0 est une
conique.O

Une conique est transformée en une autre conique par un changement de base
projective. Cependant, en géométrie projective, il n’existe aucune distinction entre
les différents types de coniques: ellipse, parabole et hyperbole n’ont de sens qu’en
géométrie affine, c’est a dire si on a défini la droite de l'infini. Dans ce cas, un
changement de repere projectif peut alors transformer une ellipse en une hyperbole
et inversement. Il suffit pour cela que le changement de base transforme une droite
coupant ’ellipse en la droite de I'infini.

Toute homographie transforme donc une conique en une autre conique, éven-
tuellement dégénérée (réduite a une droite ou un segment).

Nombre de degrés de liberté d’une conique

Une conique est entierement déterminée par la matrice A qui lui est associée. La
matrice A est une matrice 3 x 3 symétrique, définie a un facteur de proportionnalité
pres. Son degré de liberté est donc 5. Un point de la conique fournit une équation.
Cing points du plan non quatre a quatre alignés définissent donc de maniere unique
une conique passant par ces points.
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P

A

Fia. 1.4 - Conique de Chasles: [P; A, B,C, D] =[Q; A, B,C, D]

Théoréme de Chasles

Théoréme 4 (Chasles) Soient quatre points A, B, C, D formant une base du
plan projectif. Soit k un réel. Le lieu des points sommets d’un faisceau de droites
passant par A, B, C', D et de birapport k est une conique.

Inversement, si P appartient a une conique contenant A, B, C, D, alors le birapport
du faisceau de droites de sommet P et passant par A, B, C, D est indépendant de

P. (voir figure 1.4)

L’équation de la conique C définie par quatre points A, B, C', D et un birapport
k s’écrit facilement :

PcC < [P;A,B,C, D=k
|PAC||PBD|
|PAD||PBC|

<= |PAC||PBD|—-k|PAD||PBC|=0

k

Chaque déterminant |[PXY| est un polynome homogene du premier degré en
(2,9, z). Le membre gauche de I’équation est donc un polynéme homogene de degré
2 en (x,y,z). C’est donc bien 1’équation d’une conique. On vérifie facilement que
les points A, B, C' et D annulent cette équation et appartiennent donc a la conique.
Ceci démontre la partie directe du théoreme.

La réciproque de ce théoreme se démontre tres élégamment : il suffit d’observer

qu’elle est immédiate dans le cas du cercle: les angles du faisceau issu de P se
conservent lorsque P varie sur le cercle. Le birapport du faisceau est donc constant
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(voir eq.1.3). Cette propriété ne faisant intervenir que des notions projectives (inci-
dence, birapport), elle se généralise a toute conique, puisque cercle et conique sont
équivalents en géométrie projective.

1.5.2 Principe de dualité
A tout hyperplan de IP" est associé le n+1-uplet (ay,...,a,41) tel que

n+1

Z a;,r; = 0
=1

est I’équation de I’hyperplan. Cette équation caractérise I’ensemble des points de co-
ordonnées (&1, ..., x,41) appartenant a 'hyperplan. Inversement si on fixe un point
(x1,...,&n41), cette équation représente I'ensemble des hyperplans (aq, ..., dyq1)
contenant ce point.

L’équation Y74 a;z; = 0 caractérise en fait la relation d’incidence entre un

point et un hyperplan, et ce de maniere symétrique pour les points et les hyper-
plans. L’ensemble des points (#1,...,2,41) de IP" et I'ensemble des hyperplans
(a1,...,an41) de IP™ sont équivalents. C’est le principe de dualité: toute propriété
des points est transposable en une propriété des hyperplans.

Le principe de dualité n’apporte rien sur la droite projective IP!, puisque les
points eux-mémes sont les hyperplans de IP*.

Par contre, les points et les droites sont duaux dans le plan projectif IP?. Cette
dualité s’exprime essentiellement par 1’équivalence entre la notion d’alignement
pour les points et la notion de concourance pour les droites : deux points définissent
une droite et deux droites définissent un point. Un ensemble de points alignés est
dual d’un faisceau de droites concourantes.

On peut donner un exemple de propriété immédiatement déduite du principe
de dualité. On sait que 5 points Py, Py, P, Py, Ps , définissent un birapport, celui
du faisceau de droites de sommet P; et passant par les points Py, P3, Py, P5. On
peut donc en déduire que 5 droites Iy, Iy, I3, Iy, 5 , définissent un birapport, celui
des points appartenant a la droite [y, et intersections de Iy avec ly, I3, Iy, l5. (voir

figure 1.5)
Toujours grace au principe de dualité, on en déduit directement que le birapport
ainsi défini a pour valeur:
ol iyl
|[lilals| [l 1314

ou |l;l;lx] est le déterminant de la matrice 3 x 3 contenant les coordonnées
homogenes des droites I;, {;, li.
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Fia. 1.5 - Birapport associé a cing droites: [l1; 1y, 3,14, 5] = [Pa, P3, Py, Ps]

1.5.3 Géométries affine et euclidienne

La géométrie projective englobe les géométries affine et euclidienne: ces der-
nieres sont des restrictions de la géométrie projective. De ce fait, les transformations
affines et les transformations euclidiennes sont des sous—groupes des homographies.
Inversement, les invariants projectifs sont aussi des invariants affines et euclidiens.

Géométrie affine

La géométrie affine se déduit de la géométrie projective en fixant I’hyperplan

de I'infini.

Transformations affines

Les transformations affines sont donc les transformations projectives qui conservent
globalement I’hyperplan de l'infini. On peut dire de maniere équivalente qu’une
transformation est affine si et seulement si elle conserve le parallélisme. En effet
des droites sont paralleles si et seulement si elles s’intersectent en un point du plan
de I'infini. Dans le cas de IP", ’hyperplan de I'infini peut donc étre déterminé par
la donnée de n paires indépendantes de droites paralleles.

Si on fixe comme hyperplan de l'infini le plan z,41 = 0, alors la matrice associée
a toute transformation affine a la forme suivante:

l
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A est une matrice n X n correspondant a la partie linéaire de la transformation
affine et (¢1,...,1,) est le vecteur de translation.

Invariants affines

Le parallélisme, qui n’est pas une notion projective, est un invariant affine fon-
damental. A partir du parallélisme de droites, on peut définir la notion de plans
paralleles (sécants en une droite située dans le plan de I'infini), et droites paralleles
(sécantes en un point du plan de I'infini).

L’invariant algébrique fondamental en géométrie affine est le rapport des lon-
gueurs de 3 points alignés. On peut noter que cet invariant est en fait un birapport
faisant intervenir un point a l'infini. Si A, B et ' sont 3 points d’une droite [, et si
D est le point a I'infini sur [, alors, en utilisant les conventions vues au paragraphe
1.4.2, on a

AC x BD AC

14, 8,C, D] AD x BC  BC

Géométrie Euclidienne

La géométrie euclidienne est une restriction supplémentaire de la géométrie
affine: I’hyperplan de l'infini est globalement fixé, ainsi que certains points de cet
hyperplan.

Transformations euclidiennes du plan

Les transformations euclidiennes du plan sont les transformations affines qui
conservent une paire de points de la droite de I'infini. Ces deux points I, J sont
appelés points absolus et ils peuvent étre choisis arbitrairement sur la droite de
I'infini. Une transformation euclidienne qui conserve le couple (1, .J), est une trans-
formation directe. Inversement, si le couple (I, .J) a pour image le couple (J, ), la
transformation est dite indirecte.

Etant données deux droites [y, I3 et Ay, Ay leurs intersections respectives avec
la droite de I'infini (voir figure 1.6) , le birapport

klg - [Al,AQ,], J]

est invariant par toute transformation euclidienne directe, et il est transformé en
son inverse par toute transformation euclidienne indirecte.

Sion a choisi x3 = 0 comme droite de I'infini et si on choisit comme points abso-
lus les points cycliques (1,,0) et (1,—¢,0), les transformations euclidiennes sont les
similitudes planes: rotations translations, homothéties et symétries orthogonales.
On définit alors les cercles comme les ellipses intersectant la droite de I'infini en
les points cycliques. L’angle entre deux droites [ et I3 est définit par la formule de
Laguerre:

|
a = (11712) = Zlog[AlvA%]? ‘]]
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droite de I'infini

FiGc. 1.6 - Les points cycliques et le lien avec la notion d’angle en géométrie
euclidienne.

Dans cette méme représentation, la matrice associée a une transformation eu-
clidienne directe prend la forme suivante [Sem 52] :

acosa  asina 1
—a stna acosa 1y

0 0 1

et une transformation euclidienne indirecte a la forme:

a coso asina 1
—a sinoe —acosa 1y

0 0 1

On retrouve les matrices associées aux similitudes du plan.

Transformations euclidiennes de ’espace

On obtient la géométrie euclidienne de I'espace a partir de la géométrie affine
de l'espace en fixant une conique du plan de l'infini. Cette conique ne contient
que des points imaginaires et elle est appelée conique absolue; on la note (). Les
transformations euclidiennes de 'espace sont les transformations affines qui lais-
sent globalement invariante la conique absolue. Les intersections d’un plan avec €}
définissent les points absolus associés a ce plan.

Si on choisit comme plan de I'infini le plan x4 = 0 et si on choisit dans ce plan

la conique d’équation z% + 23 + 23 = 0 comme conique absolue, alors on retrouve
ainsi qu’en géométrie euclidienne du plan, la notion d’angle. I’angle entre deux
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P

|l
infini
~ Plan de

FiGc. 1.7 - La conique absolue et la notion d’angle dans ’espace euclidien

droites sécantes [y et [y est définit par:
- 1
a = (117 12) = 2_ log[Alv A27 ]7 ‘]]
7

ou I et J sont les intersections du plan contenant [y et [y avec © (points cycliques
associés a ce plan) et Ay et Ay sont les intersections de [y et [ avec le plan de I'infini.
Ces quatre points sont alignés car il appartiennent a la droite /15, intersection du
plan contenant [; et I3 et du plan de I'infini. Ils définissent donc bien un birapport
(voir figure 1.7).

Dans la pratique, la position de € peut étre déterminée en utilisant des connais-
sances a priori sur les propriétés euclidiennes de 'espace [Bou 93]. Une premiere
solution consiste a utiliser le fait que tous les cercles de ’espace intersectent ). Si
on connait trois cercles non deux a deux coplanaires, chacun intersecte le plan de
I'infini en deux points qui appartiennent a 2. Ces six points déterminent 1’équation
de Q. En effectuant le changement de repere affine qui ramene 1’équation de € a
1 4 x5 + 3 = 0, on obtient une représentation euclidienne de ’espace.

Une deuxieme solution utilise I'invariant euclidien : I’angle. Si on connait I’angle
entre deux droites concourantes, et en reprenant les notations ci-dessus, on peut

écrive: [ = A+iBet J=A+1'Bet[A B,C,D] = { =2ia. En exprimant que [
et J appartiennent a (), on obtient des contraintes polynémiales sur les coefficients

de I’équation de €.

La conique absolue est un objet important en vision : en effet connaitre la pro-
jection de la conique absolue sur le plan image est équivalent a 1’étalonnage des
parametres intrinseques de la caméra [May 92].



Chapitre 2

Application au positionnement
relatif

2.1 Introduction

Nous nous plagons ici dans la problématique de la perception tridimensionnelle
en vision par ordinateur: quelle information tridimensionnelle peut étre extraite
d’une ou plusieurs images? En particulier, on cherche a déterminer la position ou
la forme des objets observés, ainsi que la ou les positions de la caméra dans ’espace.

Plusieurs questions se posent alors:

— Quel modele de projection faut-il utiliser?

— Quel type d’information est recherché: en particulier, dans quel repere veut-
on exprimer les points calculés?

— Quelles informations a priori sont alors nécessaires?

Nous allons dans la suite présenter les différentes solutions généralement appor-
tées a ce probleme et situer notre approche par rapport a ces solutions.

35
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2.1.1 Modeles de projection

Plusieurs modeles permettent de représenter la projection effectuée par une
caméra. Le plus courant est le modele sténopé, dans lequel une caméra est définie
par son centre de projection et son plan de projection. A chaque point P de ’espace
3D est associé la droite passant par P et le centre de projection, appelée ligne de
vue. .'image p de P est alors I'intersection de la ligne de vue et du plan de projection
(voir figure 2.1).

Ce modele ne tient pas compte de la nécessité d’une mise au point: en toute
rigueur, seuls les points du plan de netteté sont projetés en un point du plan
image, et le phénomene de flou intervient pour tous les autres points. Le modele
des lentilles minces doit étre utilisé pour tenir compte de cet aspect.

De plus, les objectifs des caméras réelles sont généralement constitués de plu-
sieurs lentilles, et les rayons lumineux qui les traversent ne forment pas un faisceau
de droites convergentes. Dans les cas ou la distance focale doit étre connue avec une
grande précision, il est nécessaire de considérer le modele des systemes épais, pour
lequel une caméra est caractérisée par ses deux plans principaux et ses deux points
principaux. C’est le modele employé dans les travaux de Lavest et al. [Lav 91] qui
utilisent un objectif a focale variable (zoom) pour le positionnement et I’étalonnage.

Les photogrametres introduisent d’autres raffinements destinés a modéliser la
non linéarité des systemes optiques, en particulier les distorsions radiales.

Dans le domaine de la vision par ordinateur, la précision du modele sténopé
est généralement suffisante. De plus, la transformation effectuée est alors une pro-
jection perspective pure, qui appartient aux transformations projectives de IP?
dans IP?. Cette transformation s’exprime donc sous la forme trés simple d’une
transformation linéaire en coordonnées homogenes. Cependant, Peuchot [Peu 92b]
[Peu 92¢] [Peu 92a] a observé que le modele sténopé introduit un biais de 'ordre
du pixel et pouvant aller jusqu’a 4 ou 5 pixels sur les bords de I'image. Il propose
une technique permettant de transformer I'image issue d’une caméra réelle en une
projection perspective pure, et ceci sans connaitre les caractéristiques optiques de
la caméra. Elle a été reprise dans notre équipe par P. Brand [Bra 92], qui a obtenu
une précision du dixieme de pixel sur I'image corrigée.
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Fia. 2.1 - Les modeles de projection courament utilisés: projection perspective
pure et projection perspective faible

Un autre modele souvent utilisé est celui de la projection perspective faible,
résultat d’une projection orthographique composée avec une homothétie (voir la
figure 2.1). Ce modele est valide pour les objets dont la profondeur est réduite par
rapport a la distance entre l'objet et 'image: Thompson et Mundy donnent un
rapport de 1/10 entre profondeur et distance comme limite de validité [Tho 87].
Ce modele est donc essentiellement utilisable dans le cas d’objets plans positionnés
parallelement au plan image.

2.1.2 Rétroprojection

Etant donné un modele de projection, la rétroprojection consiste a déterminer
I’ensemble des points de ’espace susceptibles de se projeter en un point donné de
I'image. Pour des modeles de projection pure (perspective ou orthographique), cet
ensemble est une droite. Dans le cas de la projection perspective, c’est la ligne de
vue.

Pour un point du plan image donné, il y a donc une infinité de points se projetant
en ce point. C’est pourquoi on doit disposer d’au moins deux images du méme
point pour pouvoir déterminer sa position tridimensionnelle: c’est le principe de
la stéréovision. Une fois déterminées les lignes de vues associées a un méme point,
le point est reconstruit par triangulation, c’est-a-dire par intersection des lignes de
vue. Il se pose donc le probleme de la mise en correspondance des points entre les
images (en anglais “matching”): ¢’est un préalable indispensable a la reconstruction
et un des problemes épineux en vision.

2.1.3 Reconstruction avec étalonnage

La solution classique au probleme de la reconstruction est la suivante : les points
de la scene sont reconstruits dans un repere orthonormé fixé a priori et généralement
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appelé repéere scéne. Le modele utilisé est celui de la projection perspective, et la
rétroprojection est réalisée grace a 1’étalonnage préalable des caméras.

L’étalonnage d’une caméra consiste a déterminer la position de son centre de
projection et de son plan de projection dans le repere scene, a 'aide d’une mire
dont la position est parfaitement connue dans ce repere [Tsa 87]. On définit pour
cela un repere orthonormé lié a la caméra dont 1’origine est située au centre optique,
et dont 'axe 7 (axe optique) est orthogonal au plan image.

repere
scene

repere
image

plan
de projection

repere | .
camera | .

FiG. 2.2 - Les parametres de ’étalonnage

L’étalonnage correspond a la détermination de 11 parametres.

5 parametres appelés parameétres intrinseques ou parameétres intérieurs définis-
sent la position du repere image par rapport au repere de la caméra. Le repere
image (o, Z, ;) est le repere dans lequel sont effectuées les mesures, c’est a dire le
repere dans lequel on exprime la position d’un point de I'image en pixels. Ce repere
dépend du capteur et il n’est généralement pas orthonormé: les pixels peuvent étre
des rectangles ou mémes des parallélogrammes. Le repere caméra est un repere
orthonormé direct d’origine le centre de projection de la caméra, dont 'axe 7 est
parallele a I’axe ¢ du repere image et dont ’axe Z' (axe principal parfois aussi appelé
axe optique) est orthogonal au plan de projection de la caméra. Les parametres né-
cessaires pour caractériser la position relative de ces deux reperes sont les suivants
(voir figure 2.2):

— les coordonnées w. et y. de ¢, intersection de ’axe optique avec le plan de
projection. . et y. sont exprimés dans le repere image,

— les deux unités ¢ et j sur les axes du plan image (pour une distance focale f
arbitrairement fixée),

— et 'angle « entre ces axes (s’ils ne sont pas orthogonaux).

jop)

parametres appelés paramétres extrinseques ou parametres extérieurs selon
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la terminologie des photogrametres, définissent la position du repere associé a la
caméra dans un repere scene:

— 3 parametres déterminent la rotation entre les axes des deux reperes
— 3 parametres déterminent la translation entre les origines des deux reperes.

L’étalonnage d’une caméra détermine ces parametres et il permet aussi le calcul
de la position dans le repere scene de la ligne de vue associée a tout point du plan
image. [.’étape de mise en correspondance est ensuite réalisée entre les images
(elle est facilitée par 1’étalonnage qui engendre des contraintes géométriques) et les
points sont enfin reconstruits par triangulation.

Cependant ’étalonnage s’est révélé une étape délicate et numériquement in-
stable (voir [Fau 87] [Aya 87|, [Bal 82]): il fait partie de la classe des problemes
mal conditionnés. De plus, les parametres d’étalonnage sont tres sensibles aux mo-
difications de ’environnement tels qu'un changement de la température ou un choc
mécanique. Plus simplement, une mise au point correspond a un changement de
focale et rend donc nécessaire un nouvel étalonnage des parametres intrinseques.

L’étalonnage est aussi parfois inutilisable, comme dans le cas de la vision active:
la caméra se déplace autour de 1’objet observé et la géométrie de cet objet est
obtenue par la fusion des informations extraites des différents points de vue. Dans
ce contexte, l'utilisation de I’étalonnage pour la détermination des lignes de vue est
impossible: les parametres intrinseques peuvent étre déterminés a priori, mais ils
subissent une dérive temporelle et ils sont entierement modifiés par chaque mise au
point. Les parametres extrinseques, qui déterminent la position du repere caméra
dans un repere absolu, sont différents pour chaque point de vue. Les informations de
position issues des capteurs odométriques comportent une trop grande imprécision
pour pouvoir étre utilisés pour la détermination des lignes de vue. Il faudrait alors
un étalonnage préalable a chaque point de vue, ce qui est impossible a réaliser.

2.1.4 Positionnement relatif

Les difficultés liées a 1’étalonnage ont conduit a rechercher des méthodes qui
permettent d’éviter un étalonnage explicite des caméras. Des solutions ont été
proposées qui ne supposent connus que les parametres intrinseques de la caméra:
le probleme de la reconstruction se simplifie alors beaucoup (voir par exemple
[Hor 89], [Yua 89], [Liu 90] pour des contributions récentes).

La notion d’autocalibrage a ensuite été introduite : I'idée est d’utiliser les points
observés eux—mémes pour constituer le repere dans lequel on positionne la scene.
L’étalonnage est alors effectué simultanément a la prise d’image, et on évite ainsi
les problemes liés a la dérive des parametres.

Le deuxieme principe novateur est ['utilisation de propriétés géométriques liées

au modele de projection employé. L utilisation de la géométrie permet d’éviter un
étalonnage explicite et les problemes numériques qui y sont liés.
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Des méthodes ont été proposées qui utilisent le modele de la projection or-
thographique ([Koe 89] [Spa 90] [Lee 90]). Dans ce cas, on dispose des propriétés
issues de la géométrie affine. Sparr et Nielsen en particulier introduisent grace a
une légere généralisation de la notion de coordonnées barycentriques, la notion de
“forme” affine, qui est conservée par toute transformation affine. Tomasi et Ka-
nade [Tom 91], proposent une méthode de reconstruction a partir d’une séquence
d’images dont les points sont mis en correspondance.

De facon similaire, le modele de projection perspective permet d’utiliser les pro-
priétés de la géométrie projective. Comme le mentionnent Duda et Hart [Dud 73],
le lien entre la géométrie projective, et les problemes d’étalonnage, de rétropro-
jection et de reconstruction était jusqu’a présent mal compris et donc peu utilisé.
Dans ce cadre, le pionnier est Longuet-Higgins [LH 81] qui le premier a formulé
les contraintes géométriques liées a la reconstruction avec un modele de projection
perspective. Cependant, sa technique suppose connus certains parametres de la ca-
méra (la focale et I'intersection de ’axe optique avec le plan de I'image). Larabi
[Lar 91b] [Lar 91a] utilise les propriétés de la géométrie projective et un systeme
de vision stéréo partiellement étalonné pour réaliser appariement entre les deux
images et déterminer la profondeur des points de I'image.

L’approche que nous proposons s’inscrit dans cette démarche générale et s’ap-
puie sur les choix suivants :

— Le modele de projection employé est celui de la projection perspective: il
est relativement fidele a la réalité et nous permet d’utiliser les propriétés de
la géométrie projective. En particulier, ’originalité de notre méthode réside
dans le fait qu’elle n’utilise que des constructions géométriques simples issues
des propriétés de la géométrie projective.

— Nous cherchons a reconstruire les points dans un repere lié a des points de
référence appartenant a I'image : ainsi, si la position des points utilisés comme
références est connue, on obtient une reconstruction similaire a celle réalisée
avec un étalonnage explicite utilisant ces points. Par contre, si la position des
points de référence n’est pas connue, les propriétés géométriques nous permet-
tent néanmoins de reconstruire les autres points relativement aux points de
référence. Ce positionnement relatif est suffisant pour de nombreuses taches
en vision: par exemple, pour la manipulation, I'information recherchée est
la position de la pince du robot par rapport a l'objet a saisir, et non leurs
positions dans un repere absolu.

— Enfin, aucune connaissance préalable sur les parametres des caméras n’est
utilisée. Nous ne nous donnons comme connaissance a priori que la mise en
correspondance des points entre les différentes images et éventuellement la
position tridimensionnelle des points de référence.

Nous allons montrer dans la suite de ce chapitre comment nous pouvons alors
résoudre les différents problemes liés a la reconstruction: la rétroprojection, la
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localisation du centre optique de la caméra, la localisation d’'un point dans la scene
et enfin la détermination de la géométrie épipolaire.

2.2 Reconstruction en utilisant des points coplanaires

Ce paragraphe propose une résolution des problemes mentionnés dans I’intro-
duction dans le cas plus simple ot au moins quatre des points de référence sont
coplanaires. Nous résolvons d’abord le probleme de la perspective inverse et la
technique utilisée est ensuite appliquée a la résolution des autres problemes.

Cette méthode utilise comme points de référence deux groupes de quatre points
coplanaires {A, B,C, D} et {E, F,G, H} et leurs projections dans le plan image
{a7 b7 c7 d} et {67 f7g7 h}'

C B=F

FiGc. 2.3 - 6 points sur deux faces adjacentes fournissent 2 groupes de 4 points
coplanaires

On peut remarquer que cette configuration peut étre obtenue avec a = e et
b = f; c’est le cas lorsque nous choisissons comme points de référence 6 sommets
d’un parallélépipede appartenant a deux faces adjacentes comme c’est le cas sur la

figure 2.3.

2.2.1 Comment rétroprojeter un point image?

Etant donné un point observé dans le plan image m, il est possible de déter-
miner la position dans la scene de la ligne de vue Om passant par m, sans aucun
étalonnage.

Démonstration: Comme on I’a vu au paragraphe 1.2.2, les quatre projetés
des points de référence, a, b, ¢ et d forment une base projective du plan image. On
peut donc déterminer les coordonnées projectives (a1, 2, x3) de m par rapport a
ce repere, a partir de mesures dans 'image. Soit My, 'intersection de la ligne de
vue Om avec le plan ABCD (voir la figure 2.4). M; se projette en m dans le plan
image. Comme les coordonnées projectives sont invariantes par projection (voir
paragraphe 1.4.4), les coordonnées projectives de M; par rapport a (A, B,C, D)
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plan de référence 2

FiG. 2.4 - La rétroprojection du point image m

sont (a1, x2,x3). Ces coordonnées déterminent la position de M; dans le plan de

référence ABC D.

On peut de méme déterminer M5, 'intersection de la ligne de vue Om avec le
plan FFGH. On dispose ainsi de deux points de la ligne de vue M; et My qui
déterminent sa position par rapport a la scene, et ceci sans connaitre la position
de la caméra dans la scéne.

2.2.2 Ou est la caméra?

Nous venons de montrer dans le paragraphe 2.2.1 comment reconstruire a partir
d’une seule vue la ligne de vue associée a un point de 'image. Il est aussi possible de
reconstruire la position du centre optique, O a partir d’une seule vue, en utilisant
la méme méthode. Si nous disposons de deux points m et p dans le plan image,
il est possible de reconstruire les lignes de vue Om et Op. Or ces deux droites
s’intersectent dans 'espace en O, ce qui permet de calculer la position de O.

En pratique, la présence de bruit entraine généralement que les deux lignes
de vues ne s’intersectent pas: la position du centre optique est alors déterminée
aux moindres carrés. De plus, en utilisant plus de deux points, 'intersection aux
moindres carrés des lignes de vues associées donne une estimation du centre optique
O qui est beaucoup plus résistante aux bruits de mesure.

2.2.3 Ou est le point image?

Nous supposons ici que la position du centre de la caméra O a été calculée
en utilisant la méthode précédente. On peut alors facilement construire le point
m, image d’un point M connu de la scene: il faut d’abord calculer le point d’in-
tersection de OM avec un plan connu contenant quatre points de référence; on
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détermine ensuite les coordonnées projectives du point d’intersection ainsi qu’elles
ont été définies au paragraphe 1.4.4. Enfin, on peut reconstruire le point m dans
le plan image: c’est le point défini par ces mémes coordonnées projectives dans la
base projective formée par les projetés des quatre points de référence.

2.2.4 Comment localiser un point dans la scéne?

La méthode précédente peut étre appliquée pour localiser un point dans une
scene contenant des points de référence. Pour cela deux prises de vue sont néces-
saires. Un point donné M de 'espace 3D est projeté respectivement en my et my
dans chacune de ces deux images.

Supposons que la correspondance entre m; et my a été établie. Pour chaque
image, nous savons reconstruire la ligne de vue passant par M et nous pouvons
donc déterminer M comme intersection des deux lignes de vue miM et myM.
Cette méthode dégénere uniquement lorsque les deux positions du centre optique
sont alignées avec la ligne de vue.

2.2.5 Comment déterminer les épipolaires?

En stéréovision, tout point M de l'espace 3D est soumis a la contrainte épi-
polaire: si m et m’ sont respectivement les projetés de M dans la premiere et la
deuxieme image, le plan épipolaire OO’ M intersecte le plan image selon les droites
om et o'm’. La droite om (resp. o'm’) est appelée la droite épipolaire associée au
point m’ (resp. m). Ainsi, étant donné un point m dans la premiere image, son
correspondant m’ dans la deuxieme image appartient nécessairement a la droite
épipolaire associée a m.

Une procédure identique a celle décrite au paragraphe 2.2.1 permet de détermi-
ner les droites épipolaires. On suppose que ’on observe un point M depuis 2 points
de vue O et O'. M se projette respectivement en m et m’ dans les 2 images [ et
I'. On se donne 2 ensembles de 4 points de référence coplanaires {A, B,C, D} et
{E,F,G, H} se projetant respectivement en {a,b,c,d} et {e, f, g, h} dans 'image
Teten{d UV, c,d} et {e, ' ¢ h'} dans I'image I'. On cherche la droite épipolaire
associée a m' dans l'image I, c’est-a-dire la projection de la ligne de vue O'M’
dans la premiere image I. Pour cela, il suffit de construire les projetés p; et py des
2 points Py et P,, intersections de O'M’ avec les plans de référence. Par conser-
vation des coordonnées projectives, les coordonnées projectives de p; par rapport
a a,b,c,d sont les mémes que celles de P, par rapport a A, B,C, D et donc les
meémes que celles de m’ par rapport a o', b, ¢, d', ces dernieres étant mesurables
dans I'image I’. De méme, les coordonnées projectives de p, par rapport a e, f, g, h
sont celles de m' par rapport a ¢/, f', ¢, A’. On peut donc reconstruire les points p;
et po dans 'image I, déterminant ainsi la droite épipolaire associée a m’.

On peut noter que cette construction est uniquement basée sur des mesures
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plan de référence 1

plan de référence 2

epipole epipole

centre de projection
projection

centre de

FiG. 2.5 - Reconstruction des droites épipolaires

dans les images: la position tridimensionnelle des points de rétérence n’est pas uti-
lisée, seule la position de leurs images intervient. La détermination de la géométrie
épipolaire est donc possible simplement a partir de deux images ou les points de
référence ont été identifiés et mis en correspondance.

2.3 Reconstruction avec 6 points non coplanaires

Nous avons montré dans la partie précédente comment résoudre les problemes
présentés en introduction, a l'aide de deux groupes de référence de quatre points
coplanaires. La méme technique est en fait applicable avec six points de référence
non quatre a quatre coplanaires, c’est-a-dire en position générique.

Pour cela on étend au cas tridimensionnel la technique développée par Trip
[Tri 87] et Stewart [Ste 90] dans le cas plan. Cette technique est basée sur le théo-
reme de Chasles (voir paragraphe 1.5.1) et la conservation du birapport, non plus
pour des droites mais pour des plans contenant les points de référence.
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Tous les problemes précédemment traités sont résolus, sauf celui de la géométrie
épipolaire: en effet, si il n’existe aucune contrainte sur les points de référence,
sept points sont nécessaires pour calculer la géométrie épipolaire et huit points
permettent une résolution linéaire [Fau 92a].

2.3.1 Ou est la caméra?

FI1G. 2.6 - Détermination de la ligne de vue associée a un point connu A

Considérons un ensemble de six points A, B, C, D, E, ' de ’espace 3D et leurs
projections a, b, ¢, d, e, f sur le plan image. Soit O le centre optique que I’'on cherche
a déterminer. Considérons le faisceau des plans passant par la droite O A et conte-
nant respectivement les points B, C, D, E, F' (voir la figure 2.6).

Les intersections de ces plans avec le plan image sont les droites ab, ac, ad, ae,
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af). Nous pouvons donc mesurer le birapport de tout faisceau formé de quatre de
ces plans.

Tout plan connu P intersecte ce faisceau en des droites passant par @', intersec-
tion de OA avec P. La droite AB (resp. AC, AD, AE, AF') intersecte le plan P
au point connu b’ (resp. ¢,..., f).

On connait le birapport [a'; ¥, ¢, d', €']. D’apres le théoreme de Chasles, le point
a’ appartient a la conique de P déterminée par b, ¢/, d', ¢’ et ce birapport. La méme
construction peut étre faite avec le point f’ au lieu de €’. a’ appartient donc a la
conique de P’ déterminée par V', ¢, d', [ et le birapport [a; 0, d', ['].

On en déduit finalement que " appartient simultanément a deux coniques ayant
déja les trois points ¥/, ¢/, d' en commun. «’ est donc la quatrieme intersection des
deux coniques. La solution explicite du calcul de 'intersection de deux coniques
données par trois de leur points d’intersection et deux birapports est donnée en
annexe.

Nous avons ainsi reconstruit la ligne de vue Aa’. La méme méthode est utilisée
pour les autres points, et le centre optique O est l'intersection de ces différentes
lignes de vue.

2.3.2 Comment rétroprojeter un point image?

Considérons a présent la reconstruction de la ligne de vue associée a un point m
quelconque, observé dans le plan image. m correspond a la projection d’un point
M de la scene dont on cherche a déterminer la position.

Nous gardons les mémes notations que dans le paragraphe précédent. En uti-
lisant la méme procédure de reconstruction du point «’, nous pouvons déterminer
le faisceau des plans passant par Aa’. Ainsi le birapport [a; b, ¢, d, m] mesuré dans
I'image détermine le plan OM A dans la scene. De la méme maniere, en utilisant
le point de référence B au lieu de A, nous pouvons déterminer le plan OMB.
L’intersection de ces deux plans est la droite OM, ligne de vue du point m.

2.3.3 Ou est le point image?

Inversement, étant donné un point M dans la scene, comment le localiser dans
I'image?

0, A, B,C, M étant connus, soit [, la droite contenant a, intersection du plan
OAM et du plan image. [, est déterminée par le birapport de droites [ab, ac, ad, 1,]
égal au birapport de plans [OAB, OAC, OAD,OAM], qui est directement calcu-

lable dans I'image.

On peut déterminer de la méme facon une autre droite du plan image, [, par
exemple. Le point image m est alors I'intersection des droites [, et [j,.

Cette construction n’est pas valable si le point M appartient aux plans intro-
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duits pendant la construction. Ceci peut toujours étre évité en intervertissant les
points de référence.

2.3.4 Positionnement relatif symbolique

Un autre aspect fondamental de notre approche est qu’elle permet d’induire
des informations relatives importantes avec peu de données structurées sur les réfé-
rences (pas suffisamment pour un étalonnage habituel). Il est possible par exemple
de localiser des objets relativement les uns aux autres. Pour illustrer ce point, nous
allons considérer le probleme de localiser la ligne de vue associée a un point, par
rapport a un parallélépipede de dimensions et angles non connus. En choisissant
cet objet, on simplifie le probleme en réduisant le nombre de ses parametres: dans
la figure 2.7 les six points de référence sont entierement définis par le sommet A
et les vecteurs A_B,A_C,A_E; par exemple le point D est défini par la relation:
AD = AB + AC.

ligne de vue

E

FiG. 2.7 - Localisation d’une ligne de vue par rapport a un parallélépipede

Nous devons d’abord étre capables de localiser un point a partir de ses coordon-
nées projectives, en utilisant un parallélogramme comme référence. Par exemple,
nous calculons la position du point M, intersection d’une ligne de vue avec le

parallélogramme ABDC (voir figure 2.7).

Soit :
ki =[AB,AC, AD, AM]

ky = [BA, BD, BC, BM]

ou ki et ky ont été calculés a partir des points images.

On peut montrer que dans le cas ou ABDC' est un parallélogramme,

— le vecteur AM est colinéaire 3 AC + klA_B
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~ le vecteur BM est colinéaire 3 AC — kQA_B

Ceci détermine les deux droites AM et BM et on peut alors calculer leur in-
tersection, M. La position de M peut étre exprimée en fonction du systeme de
référence du parallélogramme, (A, AB, AC) et des birapports kq et ks :

AM =

AC + b AB
k1+k2( ! )

De méme, un autre point appartenant a la ligne de vue, N peut étre exprimé
dans le parallélogramme ABF F en fonction des birapports:

ks = [AB, AE, AF, AN]
ky = [BA, BF, BE, BN]

On peut alors donner une équation paramétrique de la ligne de vue N M dans
le systeme de référence du parallélépipede, (A, AC, AE, AB):

PeNM — 3X /

. 1—X\ - A - 1— Mk M -
AP = AC + AL ( L] P A

— +
ki + ko ks + k4 ki + ko ks + k4

Fi1G. 2.8 - La contrainte que toutes les lignes de vue doivent contenir O aboutit a
une relation liant les parametres de 1’équation de la ligne de vue.

On peut remarquer que la ligne de vue est entierement définie par les quatre
parametres ky, ky, ks et k4. Or une droite de I'espace 3D passant en un point fixe O
a deux degrés de liberté: ces quatre parametres sont donc liés par deux relations.
En exprimant que le centre de projection O est 'intersection des lignes de vue
associées a (' et D et que toute ligne de vue contient O, alors nous obtenant 2
équations liant respectivement ky et ks, ky et ky:
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o Z3C - k3
B ZSd - Z3C
Z4c - k4

Z4d - Z4c

ka1

k2:1—

ol

ls = [AB, AE, AF, AC'|
l,. = [BA, BF, BE, B
lsg = [AB, AE, AF, AD
L = [BA, BF, BE, BD'|

et ou € et D’ sont les intersections de OC etOD avec le plan ABFE.

En conclusion, des constructions de cette nature autorisent a positionner a partir
d’une seule image un objet relativement a un autre. Il faut cependant une informa-
tion de profondeur; celle-ci peut étre obtenue par exemple en connaissant a priori
la taille relative des objets a positionner.

2.4 Expérimentations

Nous présentons ici quelques résultats destinés a tester la robustesse de notre
méthode. Nous avons utilisé une scene polyédrique simple, présentant un cube et
un polyedre au premier plan et a l’arriere-plan deux feuilles de papier contenant
des rectangles peints en noir.

Les positions des points de référence ont été mesurées avec une regle standard,
et donc avec une précision de 'ordre du millimetre. D’autre part, les deux plans
verticaux contenant les points de référence ont été supposés orthogonaux alors
qu’ils forment en réalité un angle de 92 degrés.

La figure 2.9 montre une image de la scene. De cette image ont été extraits
les contours a 1'aide de ’extracteur de contours de Deriche ([Der 87]) puis une
approximation polygonale aux moindres carrés a été effectuée sur les contours, pour
déterminer les arétes des objets de I'image. Les points utilisés pour la reconstruction
sont les jonctions (obtenues par intersections des arétes).

2.4.1 Reconstruction dans le plan

Une premiere expérimentation consiste a reconstruire des points appartenant a
un plan connu.

Quatre points coplanaires sont choisis comme points de référence. Il forment une
base projective du plan qui les contient. Pour reconstruire un point appartenant



50 Chapitre 2. Application au positionnement relatif

FiG. 2.9 - Image de la scene utilisée

a ce méme plan, il suffit de déterminer l'intersection du plan et de la ligne de
vue associée au point. Une seule image suffit pour déterminer la ligne de vue en
utilisant la méthode décrite au paragraphe 2.2.1. La position ainsi calculée est
comparée au mesures faites a la regle directement dans la scene. Le tableau 2.1
montre les résultats obtenus en prenant comme points de références les points 8,
9, 18, 19.

Le choix d’autres points comme points de référence peut conduire a des résultats
tres différents: par exemple, si les points 8, 9, 10, 11 sont utilisés comme références,
les points 16, 17, 18, 19 sont calculés avec des erreurs atteignant 6mm. Ceci est
dl au fait que ces points sont éloignés des points de référence: les erreurs sur la
position des points de références sont amplifiées dans le calcul de reconstruction.

2.4.2 Reconstruction 3D

n reconstruit des points de la scene en stéréo en utilisant deux images entre
Q) truit d ts de | t til t d t
lesquelles la scene a subi une rotation d’environ 40 degrés. La correspondance des
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hz
|
|
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/ k
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FiG. 2.10 - Les points utilisés pour le test

points || valeurs mesurées || valeurs calculées || différence
Y z Y z dy | dz

10 90 185 92.5 185 25 1
11 90 113 91 113 1 il
12 128 185 129 185 1 il
13 128 113 128 113 il il
14 174 185 175 185 1 il
15 174 113 174 113 il il
16 212 185 213 185 1 il
17 212 113 210 113 2 il

TAB. 2.1 - Résultats expérimentaux pour des points d’un plan connu. Les valeurs
sont données en millimetres

points a été faite a la main, puisque le probleme de la correspondance stéréo n’est
pas ici 'objet de notre travail.

Les 6 points de référence utilisés sont 0, 1, 6, 7, 18, 19 (voir figure 2.10). Le
tableau 2.2 présente les résultats de la reconstruction des sommets du cube. La
taille exacte du cube est de 50mm. Les résultats sont donc exacts a 4% pres.

Il faut noter que ces dernieres mesures sont obtenues par différences de mesures
dans 'espace, elles-mémes bruitées.
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points T Y z cotés | longueur
Co 78.9 | 140 | 48.5 || C0-C1 50.5
C1 79.1 | 141 | -2 | CO-C2 49.1
C2 81.3 | 189 | 47.5 || CO-C6 48.9
C3 82.0 | 188 | -1.5 || C1-C3 47.1
C4 33.2 | 195 | 48.5 || C2-C3 49.5
Ch 34.4 1194 | -1.5 || C2-C4 48.9
C6 30.3 | 145 | 49.0 || C3-C5h 48.0

C4-C5h 49.8

C4-C6 50.1

TAB. 2.2 - Résultats expérimentaux de la reconstruction 3D du cube

2.5 Conclusion

Le positionnement relatif a déja été exploré par Koenderink et van Doorn
[Koe 89], mais uniquement en géométrie affine. Ils montrent comment la position
affine d’un point peut étre dérivée simplement a partir de deux projections or-
thogonales d’une scene contenant quatre points de référence. Cette approche est
étendue ici a la géométrie projective. Une telle extension est nécessaire si on veut
éviter une modélisation trop approximative du processus de formation de I'image.
Nous avons montré que des problemes fondamentaux de la vision artificielle tels
que

— comment rétroprojeter un point image?
— comment projeter un point de I'espace?

— comment déterminer la géométrie épipolaire?
peuvent étre résolus par des constructions géométriques directes en utilisant uni-
quement des propriétés de la géométrie projective.

Cette méthode de positionnement relatif a plusieurs avantages:

points de référence sont nécessaires.

— La méthode n’implique que des calculs simples, presque toujours le calcul
arithmétique de birapports.

— La méthode fournit les méme possibilités que 1’étalonnage traditionnel, et
parfois plus, par exemple des inférences géométriques a partir des données de
référence partielles.

— On utilise uniquement des propriétés des invariants projectifs purs.
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— La méthode permet une appréciation intuitive du processus d’étalonnage ; les
phénomenes d’instabilité peuvent étre facilement isolés, nous donnant ainsi
des clés pour 1’élaboration de méthodes plus robustes et plus stables.

A la suite de ce travail, une méthode plus générale a été élaborée et implémen-
tée dans notre équipe [Moh 92]. Elle permet de calculer la position relative des
points d’une scene, a partir d’une séquence d’images réalisées avec une caméra non
étalonnée. Les points observés sont mis en correspondance par une méthode de
corrélation et la solution du positionnement est calculée par un processus d’opti-
misation non linéaire. Les résultats obtenus sur des images réelles ont confirmé la
robustesse de cette méthode en présence de bruit.

Des méthodes similaires mais fondées sur une résolution linéaire non itérative
et semble-t-il moins robustes ont été développées indépendamment par Faugeras
et Maybank [Fau 92¢] [May 92] et Hartley [Har 92b] [Har 92a]. Faugeras a aussi
présenté les principes et les implications de la vision avec des caméras non étalon-
nées [Fau 92a]. Plus récemment ce type d’approche a été repris outre-atlantique

par Shashua [Sha 92] et Barrett [Bar 91] [Bar 92].






Chapitre 3

Précision du positionnement
relatif

3.1 Introduction

Ce court chapitre présente une étude comparative des méthodes de position-
nement avec caméra étalonnée et a l'aide des invariants projectifs. L’objectif est
d’obtenir une évaluation quantitative de la sensibilité aux erreurs de ces deux mé-

thodes.

Lorsque I’on compare I’approche utilisant I’étalonnage traditionnel et ’approche
géométrique, on doit prendre en compte le fait que les deux méthodes sont intrinse-
quement différentes. La précision des résultats obtenus avec une caméra étalonnée
dépend des erreurs sur les parametres intrinseques et extrinseques de la caméra,
des erreurs de discrétisation (dues a la numérisation de I'image) et des erreurs de
distorsion (dues aux non-linéarités de I'optique).

Pour la méthode géométrique, le calcul des birapports et la détermination
des positions spaciales qui en découle dépendent exclusivement de mesures dans
I'image. En conséquence, seules les erreurs de discrétisation et de distorsion peu-
vent affecter le calcul. On peut remarquer cependant que la précision sur le point
reconstruit dépend aussi de sa position par rapport aux points de référence.

)
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Il est donc délicat de comparer des méthodes qui font intervenir des parametres
différents. Nous avons considéré un cas particulier simple, en choisissant des para-
metres “standards”, et nous avons calculé ’erreur obtenue sur le point reconstruit
en fonction des incertitudes sur les parametres d’entrée.

Le plan de ce chapitre est le suivant : tout d’abord, nous considérons la méthode
de rétroprojection a 1’aide du birapport et nous cherchons a évaluer comment les
incertitudes sur les points de I'image affectent l'incertitude sur le point ainsi re-
construit. Nous montrons qu’en dehors des cas dégénérés, la précision obtenue est
comparable a celle obtenue avec une caméra étalonnée.

Nous considérons ensuite un cas simple de systeme stéréoscopique plan pour
lequel la position des deux caméras est connue approximativement. Nous dérivons
les expressions de la reconstruction associées a un point observé par ce systeme,
d’une part en supposant les caméras étalonnées et d’autre part en utilisant une
droite de référence et les propriétés de la géométrie projective. De ces expressions
sont tirés les calculs d’incertitudes sur le point reconstruit, pour les deux méthodes.

Des courbes d’erreur sont ensuite présentées, qui permettent d’apprécier I'in-
fluence des différents parametres sur la précision de la reconstruction. Ces courbes
permettent aussi de comparer les performances des deux méthodes.

Une discussion des avantages et limitations respectives des deux méthodes
conclue ce chapitre.

3.2 Analyse différentielle de la reconstruction par le birap-
port

Nous considérons ici les erreurs de discrétisation et de distorsion qui ont pour
effet un déplacement du point dans I'image, de 'ordre du pixel dans le cas de la
discrétisation et pouvant atteindre plusieurs pixels dans le cas de la distorsion.
Nous montrons comment cette déviation affecte le calcul de la position d’un point
appartenant a une droite munie d’une base projective. Soient A, B, C, trois points
colinéaires formant le systeme de référence sur la droite L et soient a, b, ¢ leurs
projections sur une droite [ par rapport au centre optique O. Soit d la projection
du quatrieme point de position inconnue, D (voir figure 3.1).

On note A I'abscisse du point A sur la droite L, par rapport a un repere affine
de L arbitrairement choisi et de méme pour tous les autres points. Ainsi (B — A)
est la longueur algébrique AB. Avec:
(c—a)(d—0b) (C—=A)D-B)

k= (d—a)(c—b) (D—A)C—B) (3-4)

on obtient
Alc—a)(d—=b)(C = B)+ B(d—a)(c—b)(A—-C)

D T = (= B+ = a)c—b(A-0)

(3.5)
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O

FiG. 3.1 - FErreur sur la position d’'un point d’une droite reconstruit a partir du

birapport

Pour obtenir 'effet de la variation de a, b, ¢, d sur la détermination de D, nous
calculons les dérivées partielles de (3.5) par rapport a ces parametres.

(;—S = H(c—"b)(b—d)(d—c¢)
6D
5 =H(d—a)(a—c)(c—d)
(3.6)
(Z—lc) = H(a—d)(d—b)(b—a)
6D
7 =H(b—c)(c—a)la—0b)

ol

(A-B)(B-C)(C-4)
[(c = a)(d = )(C = B) + (d = a)(e = b)(A = C)]?

H =
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L’incertitude totale sur D est donnée par:

oD = |—

5a—+‘——— 5b—+‘——— 5c-+‘——— 5d (3.7)

Ce résultat indique que l'erreur de position sur D ne dépend que des positions
relatives des points dans I'image (une erreur systématique est entierement com-
pensée). De plus les distances relatives interviennent avec un facteur globalement
négatif. Ceci implique de facon immédiate que lorsqu’on éloigne le centre optique
O (la caméra) du systeme de référence, la mesure de D est moins précise. De méme
une rotation du centre optique (et du plan image) par rapport au systeme de réfé-
rence peut modifier de maniere significative les distances relatives dans 'image et
ainsi la précision obtenue sur la position de D (voir figure 3.2).

Ainsi que le montre aussi la figure 3.1, la relation entre deux segments en cor-
respondance (par exemple [a,b] dans 'image et [A, B] sur la droite de référence)
peut étre approximée au moyen de I’équation suivante :

(a-py=2. 2D Ky (3.8)

f sina stna

Le facteur K dépend de la distance des points image au systeme de référence
alors que le facteur sina prend en compte la rotation relative entre I'image et la
droite de référence. L’approximation (3.8) est valide pour la plupart des configura-
tions, excepté le cas d’un grand angle de vue.

Enfin, en considérant les équations (3.6), (3.7) et (3.8) il est facile de déduire
que Derreur sur D, 6d, est aussi proportionnelle a K :

-

(5@ + 5b—|— 5C—|— 5d> ~ [{5(distorsion—l.—discretization) (39)

4s1na Stno

6D ~

Avec un étalonnage parfait, les erreurs de discrétisation génerent sur la position
d’un point P une incertitude proportionnelle a la distance de P a la caméra. On
peut alors écrire, pour une caméra parfaitement étalonnée,

Eposition = K 5(distorsion—l—discretization)

On voit donc qu’en dehors des configurations extrémes, si une droite quelconque
de la scene contient au moins trois points de référence connus, on peut déterminer
la position d’un quatrieme point D de la droite avec une précision comparable a
celle obtenue avec une caméra parfaitement étalonnée.

3.3 Calcul des erreurs dans un cas particulier

Pour plus de simplicité, nous nous sommes placés dans une configuration bidi-
mensionnelle: un point P est observé depuis deux caméras linéaires Cy et Cy (ou
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B
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I |

FiG. 3.2 - Si on éloigne la caméra de la droite de référence, ou si on incline ’axe
optique, les points projetés sont plus rapprochés dans 'image.

deux positions éloignées d’'une méme caméra en mouvement). Les images obtenues
sont ici linéaires. Les hypotheses sont les suivantes: on suppose que les deux camé-
ras sont parfaitement étalonnées ,(parametres intrinseques connus parfaitement) et
que leurs positions et orientations sont connues avec une incertitude fixée. On se
fixe aussi une incertitude sur les points de I'image, prenant en compte la discrétisa-
tion et la distorsion. On suppose de plus que le champ de vue contient une droite de
référence L munie d’un repere projectif. La position de L dans le plan est supposée
connue parfaitement. La figure 3.3 montre une des configurations étudiées, ainsi
que les valeurs des différents parametres, exprimées en pixels.

3.3.1 Reconstruction de P

En utilisant la méthode traditionnelle, il est possible de reconstruire la posi-
tion de P a partir des deux images: pour chaque image, ’étalonnage permet de
déterminer 'orientation # de la ligne de vue passant par le centre optique C' et le
point image p. P est alors reconstruit par triangulation. La position (x,y) de P est

donnée en fonction de C1( X1, Y1), Ca( X, Y2), 01 et 05
B than(% —X1 tan@l — (1/2 — 1/1)

tan 0, — tan 64

X
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distance focale:

f =600 pixels

position des cameras:

X1 =-4000 pixels
Y1=0
©1=1.670rad
X2 = +4000 pixels
Y2=0
©®2=1471rad

position du point P:

x=0
y =40 000 pixels

40 pixels =1 mm

C1(X1,Y1) C2(X2,Y2)
-4000 +4000

Fic. 3.3 - Un cas particulier: reconstruction stéréo planaire.

_ tan b tan 03( Xy — X)) — Yo tan 0, + V) tan 0,

tan 0, — tan 64

y (3.10)

La position de P peut aussi étre calculée en utilisant partiellement la méthode
du birapport. Considérons I'image issue de C : le point P de la droite de référence
L peut étre reconstruit par rétroprojection a l'aide du birapport. La ligne de vue
issue de (' est ainsi définie par P; et le centre optique C;. De facon analogue,
on détermine la seconde ligne de vue (Cy, Py). La position de P est alors calculée
comme l'intersection des deux lignes de vue (Cy, Py) et (Cy, Py). Cette procédure

donne P(x,y) en fonction de C1(X1,Y1), Ca( Xs, Y2), Pr(a1,y1) et Py(xa,y2):

(lel - 5/151?1)()(2 - 51?2) - (Xzyz - 5/251?2)()(1 - 51?1)
(X1 —21)(Yo — y2) — (X2 — 22) (Y1 —y1)

Xy = Yia) (Y — y2) — (Xoyn — Youa) (Y1 — 1)
YT X — )Y m ) — (N —a)(Y — ) (3.11)

3.3.2 Calculs d’erreur

Dans le cas de la reconstruction traditionnelle, il suffit de calculer la matrice
Jacobienne associée aux équations (3.10). On peut alors déterminer I'erreur sur les
coordonnées x et y de P en fonction des différents parametres d’entrée.

Les calculs d’erreurs pour la méthode géométrique sont plus délicats. On déter-
mine d’abord la matrice Jacobienne associée aux expressions (3.11) de x et y et on
en déduit I'incertitude sur = et y en fonction de Xy, Y7, X5, Y5, xq, x1, x4, x5 et des
incertitudes sur ces parametres. Cependant, les coordonnées (x1,y1) et (z2,y2) de
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Cc2 Cc2

O incertitude sur la position des caméras

incertitude sur la ligne de vue

D incertitude sur le point reconstruit

FiG. 3.4 - Incertitude sur la ligne de vue et le point reconstruit avec la méthode
géométrique pour deux positions différentes de P, proche ou éloigné de la droite
de référence L.

Py et P, sont calculées a partir de birapports faisant intervenir les points de réfé-
rence; il est donc impossible de les déterminer, ainsi que les incertitudes associées,
indépendamment de la position des trois points de référence (voir eq. (3.6)).

Les points P; et P, peuvent étre calculés comme intersections de la droite de
référence L (définie par Y, et oy, voir figure 3.3) et des deux lignes de vue issues
de Cy et (5, ce qui donne:

B 1/1 — YL — tan@le

1 =

tan oy, — tan 6,

_ tanar(Y; —tan 0, X;) —tan 6,Y7,

Y= tan oy, — tan 6,
}/2 — YL — tan 02X2
To =
tan oy, — tan 6
tan ar(Yz — tan 6, X5) — tan 6,7,
Y2 =

tan oy, — tan 6
Ceci permet de calculer les valeurs de (x1,y1) et (23, y2) intervenant dans 1’ex-
pression de l'incertitude sur x et y.

L’incertitude sur (21, 1) et (22,y2) est dérivée de I'équation (3.9), ol € (gistorsiontdiscretisation)
est fixé a 1 prxel et ou K est exprimé en fonction de oy, Y}.
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lignes de vue

effet de la distorsion et de la discretisation
.................... effet des erreurs d’orientation de la came’ra
.................... effet des erreurs de positionnement de la came’ra

incertitude sur la position des came’ras

parfaitement calibre’e et oriente’e

incertitude re’sultante sur P avec

. incertitude re’sultante sur P pour une came’ra
|:| des erreurs de positionement et d’orientation

FiG. 3.5 - Incertitude sur la ligne de vue et le point reconstruit avec la méthode
traditionnelle.

3.3.3 Présentation des courbes d’erreur

Pour permettre des considérations quantitatives, nous produisons des courbes
2
représentant l'erreur sur le point reconstruit en fonction des incertitudes sur les
données. Pour chacune des courbes., on étudie les variations de l’erreur sur P en
2
fonction d’un parametre alors que les autres parametres sont fixés a des valeurs
“standards”.

Seuls les résultats pour la coordonnée y sont présentés: en effet on observe que
les résultats obtenus sont analogues pour x et y, avec un facteur d’échelle qui dépend
de la configuration: pour la configuration présentée, ’erreur éx est inférieure d’un
facteur 10 a l'erreur dy.

Nous avons utilisé la méme échelle sur ’axe des ordonnées pour toutes les
courbes, ceci pour permettre une comparaison immédiate des différents résultats.

Considérons tout d’abord la figure 3.6 qui permet de comparer directement la
sensibilité des deux méthodes aux erreurs sur la position des caméra. C’est le seul
parametre qui intervient a la fois dans les deux méthodes. Les erreurs sur les autres
parametres, telles que les erreurs de discrétisation et ’erreur sur 1'orientation des
caméras, sont supposées nulles. L’orientation de la droite de référence est fixée a
sa valeur optimale, c’est-a-dire o, = 0. Ainsi, la seule erreur prise en compte est
I'incertitude sur la position des caméras, 6 X.

La figure 3.6 représente sur le méme graphe 'erreur obtenue avec la méthode
traditionnelle et avec la méthode géométrique pour différentes valeurs de 'erreur
de positionnement des caméras 6 X = 100,200,300 przels. Sur 'axe horizontal
apparait Y7, la distance entre la droite de référence et les caméras.

La méthode avec étalonnage ne dépend bien sur pas de la position de la droite
de référence. C’est pourquoi l'erreur obtenue avec la méthode traditionnelle ap-
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4e+03

. Configuration 1 : error on y position of P(0,40.000)
dy [pixels]

\

_——

\ - YL [pixels]
h.5e+04 " 6.5e+04 1.15e+05 1.65e+05 2.15e+05
0

FiG. 3.6 - Configuration 1. Erreur sur les coordonnées = et y de P en fonction
de Y;,. Chaque courbe correspond a un différent 6 = 6X7 = 0Y; = 60X, = 6Y5: de
bas-en-haut 6 = 100 prxels, 6 = 200 pizels, 6 = 300 pizels .

parait comme une droite horizontale pour chacune des trois différentes valeurs de
0X. Les courbes correspondent a la méthode géométrique et présentent comme
attendu un minimum pour Yz = 40.000 przels, lorsque le point P appartient a
la droite de référence; il y a par contre dégénérescence lorsque la droite de réfé-
rence devient proche des caméras (Y, — 0): dans ce cas la méthode géométrique
n’est plus applicable. Cependant on peut observer que chaque droite horizontale
est une asymptote pour la courbe correspondante. Ceci signifie que si la droite de
référence est suffisamment éloignée des caméras, I’erreur obtenue par la méthode
géométrique est toujours inférieure a celle obtenue avec la méthode traditionnelle.
Dans notre cas cette distance minimale correspond a 1/4 de la distance entre les
caméras et I'objet observé.

Les figures 3.7 et 3.8 montrent I'incertitude sur le point reconstruit par la mé-
thode géométrique en fonction de la position de la droite de référence. Elles re-
présentent respectivement 'erreur en fonction de la distance Y7, entre la droite de
référence et les caméras, son orientation «j, étant fixée et 'erreur en fonction de
I'orientation «yj, de la droite de référence, sa distance au caméras Y, étant fixée.
Pour ces courbes nous considérons une erreur de 100 pixels sur les coordonnées
des caméras. Par ailleurs, 'erreur sur P; et P, est calculée pour une erreur de
discrétisation de 1 praxel.

La figure 3.7 présente des caractéristiques analogues a celles de la figure 3.6,
en particulier la présence d’'un minimum d’erreur lorsque le point est situé sur la
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Configuration 1 : error on y position of P(0,40.000)

YL [pixels]
[1.5e+04 3.62e+04 5.75e+04 7.88e+04 le+05
0

Fic. 3.7 - Configuration 1. Erreur sur la coordonnée y de P en fonction de Y7.
Chaque courbe correspond a un «y, différent : de bas-en-haut ay = 0 rad, ap = 0.4
rad, o = 0.8 rad, ap = 1.2 rad.

4e+03

j N . - deltay [pixels]
Configuration 1 : error on y position of P(0,40.000)

3e+03

alphal [rad]
-1.4 -0.7 0 0.7 14

Fic. 3.8 - Configuration 1. Erreur sur la coordonnée y de P en fonction de af,.
Chaque courbe correspond a un Y7 différent: de bas-en-haut Yz = 40000 przels,
Yz = 100000 pexels, Y, = 25000 prxels.
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droite de référence.

La figure 3.8 montre une bonne stabilité de I’erreur par rapport a 'orientation

de la droite de référence. En fait, I’erreur est stable sur un intervalle d’environ %
autour d’une orientation préférentielle, augmentant seulement au voisinage des cas
dégénérés (droite de référence contenant le centre de projection et donc confondue

avec une ligne de vuel).

4e+03

i / Configuration 1 : error on position of P(0,40.000)
dy , dx [pixels]

3e+03

2e+0é

1le+03

dtheta [radians]
0.0125 0.025 0.0375 0.05

Fic. 3.9 - Configuration 1. Erreur sur les coordonnés de P en fonction de 60,
I'incertitude sur 'orientation des lignes de vue 6.

De maniere plus quantitative, on observe que la méthode géométrique produit
des erreurs inférieures a 1500 pixels; dans le cas traditionnel, ceci signifie une
précision de 0.004 radians (~ 0.2 deg) sur la mesure des angles 6, et 5, qui définis-
sent l'orientation des lignes de vues. Cette évaluation est déduite de la figure 3.9
qui montre pour la méthode traditionnelle, I'erreur sur la position du point P en
fonction de l'incertitude sur I'orientation des lignes de vue. (L’erreur sur la posi-
tion des caméras est fixée a une valeur identique au cas géométrique, c’est-a-dire
60X1 =6Y) = 6Xy = 6Y, = 100 pixels).

Ces observations se généralisent pour les autres configurations étudiées mais
non présentées ici. (voir [Moh 91})

3.4 Conclusion

Les conclusions de cette étude sont les suivantes : la méthode géométrique, si elle
ne demande pas d’étalonnage des caméras, requiert en revanche la connaissance de
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points de référence. Si ces derniers sont insuffisants pour déterminer completement
la vue, il s’agit d’une configuration “dégénérée” pour la quelle la reconstruction ne
peut pas étre effectuée avec cette méthode. Cependant, en dehors de ces configu-
rations, la précision obtenue sur le point reconstruit est comparable ou meilleure
que la précision obtenue avec une caméra étalonnée :

— La méthode géométrique est alors moins sensible aux erreurs sur la position
des caméras.

— Pour obtenir avec une caméra étalonnée une précision comparable a celle
donnée par la méthode géométrique, 1’étalonnage doit fournir une précision
angulaire de 0.2 deg. sur les lignes de vue.

De plus, dans les discussions précédentes, nous avons toujours supposé que les pa-
rametres intrinseques de la caméra étaient parfaitement étalonnés. Mais ceci n’est
jamais vraiment exact et il faut remarquer que les erreurs sur les parametres in-
trinseques affectent la reconstruction avec étalonnage alors qu’elles n’ont aucune
incidence sur les résultats obtenus avec la méthode du birapport. Le calcul du bi-
rapport dans l'image est indépendant de la distance focale et de la position du
projeté du centre optique (axe optique). Ceci est particulierement intéressant lors-
qu’on utilise une caméra mobile; dans de nombreux cas, I'expérience a montré
que I’évaluation de la position de la caméra est imprécise, a cause des conditions
mécaniques. On peut aussi remarquer qu’une distance focale constante entre les
vues interdit de pouvoir focaliser sur les objets observés. L’approche géométrique
élimine ces contraintes et, en général, permet de s’affranchir d’une procédure de
relocalisation continue, généralement basée sur des algorithmes tres couteux et sen-
sibles. En fait, 'approche géométrique fournit explicitement une information basée
sur l'objet, avec une incertitude proportionnelle a la distance. C’est donc un moyen
tout a fait naturel de décrire I’environnement pour un grand nombre de taches en
robotique.



Chapitre 4

Stabilité des invariants projectifs

4.1 Introduction

Les applications des invariants projectifs au domaine de la vision sont nom-
breuses, comme I’a montré une récente conférence sur ce theme [Mun 92] : une
premiere classe d’applications concerne la restitution des caractéristiques spaciales
de la scene observée. Dans cette catégorie entrent le positionnement de la caméra,
la reconstruction des points observés et I’étalonnage ou 1'autocalibrage a 1’aide
d’invariants projectifs. Un autre domaine ou les invariants projectifs sont natu-
rellement utilisés est celui de la reconnaissance d’objets. En effet 1'objectif de la
reconnaissance est, a partir d’'une base d’objets connus a priori, de détecter la pré-
sence d’'un ou plusieurs objets de la base dans une image. Les objets sont identifiés
grace a des caractéristiques qui doivent étre mesurables dans 1'image, si possible
indépendantes du point de vue et elles doivent permettre de discriminer les objets
de la base. Pour les objets polyédriques, les propriétés topologiques sont largement
utilisées. Des systemes de reconnaissance d’objets polyédriques qui sont basés sur
ces caractéristiques ont été développés. On peut citer en particulier les travaux de

H. Sossa dans notre équipe [Sos 92¢] [Sos 92b] [Sos 92a].

La description des propriétés géométriques des objets est plus ardue: les carac-
téristiques euclidiennes (distances, angles) et affines (rapports de distance, paral-
lélisme) ne sont pas conservées dans les images et leur valeur dépend du point de

67
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vue. Leur utilisation est donc limitée aux cas ou soit le point de vue est connu, soit
la transformation entre les modeles et les images peut étre modélisée de maniere
satisfaisante par une transformation euclidienne, une similitude ou une affinité.
Dans le cas d'une séquence d’images proches, P. Gros [Gro 91] montre comment les
invariants affines permettent un appariement fiable des points des images. Hutten-
locher [Hut 91] propose une méthode de reconnaissance fondée sur les invariants
affines.

Les invariants projectifs fournissent une caractérisation géométrique invariante
par transformation projective. Ils sont donc conservés dans toutes les images d’un
meéme objet, a condition que le modele de projection perspective soit valide.

Plusieurs travaux proposent des méthodes de reconnaissance fondées sur les in-
variants projectifs. On peut citer en particulier ceux de Zisserman et al. [For 90a]
[For 90b] [For 91a] [Rot 91] [For 91b] [For 92] qui utilisent les invariants projec-
tifs de droites et de coniques pour la reconnaissance d’objets plans. Batatia et al.
[Bat 91] ont développé un systeme de reconnaissance de polyedres utilisant des ca-
ractérisations a la fois topologiques et quantitatives a partir d’invariants projectifs
de cinq points coplanaires. Ils proposent en particulier des solutions pour caracté-
riser les configurations dégénérées (points alignés ... ). Meer [Mee 92] propose une
méthode de reconnaissance fondée sur la mise en correspondance de groupes de
cing points ou cinq droites coplanaires: la comparaison des invariants permet un
premier filtrage, puis un systeme de vote définit la correspondance point a point
entre le modele et 'image.

D’une maniere générale, ainsi que nous ’avons nous méme constaté a la suite
de nos travaux sur le positionnement relatif, les techniques utilisant les invariants
projectifs se heurtent a ’absence de résultats ou d’études concernant la stabilité
de ces invariants. Ce type de considérations n’entrait pas dans les préoccupations
des théoriciens de la géométrie au siecle dernier. Les questions qui se posent sont
les suivantes:

— Comment les invariants projectifs sont ils affectés par la présence de bruit
dans les images?

— La stabilité des invariants dépend elle des configurations (configurations de
points, de droites ...) sur lesquelles on les calcule? Existe-t-il des configura-
tions dégénérées?

— L’incertitude sur les invariants dépend elle du point de vue?

et dans le cas de la reconnaissance:
— Parmi les invariants a notre disposition, comment choisir les plus appropriés?
— Les invariants projectifs sont ils discriminants?

Des études approfondies ont déja été menées pour répondre a ces questions dans
le cas des invariants affines du plan [Hut 91]. Mais pour les invariants projectifs,
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peu de résultats sont encore disponibles. Coelho et al. [Coe 91] ont observé les
variations des invariants projectifs selon le point de vue. Ils utilisent des images
réelles de figures géométriques planes tres contrastées, pour éliminer I'influence des
erreurs dues a ’extraction des contours. Différents invariants projectifs sont calculés
pour plusieurs points de vues et leurs valeurs sont comparées. Cette étude permet
d’évaluer de maniere quantitative et sur un cas réel la stabilité des invariants pro-
jectifs. Cependant, le probleme de I’évaluation a priori de cette incertitude n’est
pas abordé et aucune information n’est apportée quand a l'incidence des erreurs
sur les performances de la reconnaissance : en effet, les primitives de ’objet observé
sont identifiées préalablement au calcul des invariants. Sanfeliu [San 92] propose un
critere permettant de filtrer les configurations de cing points coplanaires générant
des invariants stables, et donc constituant des caractéristiques fiables pour la re-
connaissance. Ce critere est basé sur une description probabiliste de la position
des points et il suppose connus les effet de la transformation projective sur les
incertitudes. Lenz et Meer [Len 92] ont recherché les invariants projectifs de cing
points coplanaires indépendants de "ordre des points. Ils en proposent plusieurs et
ils donnent des résultats sur leurs performances pour la reconnaissance avec des
simulations bruitées. Meer [Mee 92] propose une mesure de qualité de la reconnais-
sance effectuée par son systeme. Cette mesure s’appuie sur une évaluation de la
probabilité des mauvais appariements entre les groupes de cinq primitives.

Nous nous intéressons a la robustesse des invariants projectifs en nous plagant
dans le cadre de la reconnaissance.

Pour évaluer les performances des invariants projectifs comme indices de recon-
naissance, nous considérons des configurations élémentaires formées de cinq points
coplanaires, et caractérisées par deux invariants projectifs. Ces configurations for-
ment notre base de modeles. Nous cherchons ensuite a identifier parmi tous les
groupes de cing points présents dans une image, ceux susceptibles d’étre les images
d’un groupe modele, c’est-a-dire ceux caractérisés par les mémes invariants projec-
tifs.

Le choix des configurations de cinq points coplanaires a plusieurs raisons :

— Le choix d’une configuration plane est a priori restrictif, puisqu’on s’intéresse
a des méthodes utilisables dans le cadre de la projection perspective 3D-2D.
Cependant, Burns et al. [Bur 91] ont montré qu’il n’existe aucun invariant de
la projection perspective 3D-2D pour un groupe de N points 3D quelconques.
Comme le remarque Hartley [Har 92a], on est donc contraint de considérer :

— soit les invariants de configurations 3D quelconques, mais calculables a
partir de plusieurs images,

— soit des configurations 3D non quelconques, c’est-a-dire vérifiant une
contrainte géométrique, et qui peuvent alors admettre des invariants
pour la projection 3D-2D, calculables a partir d’une seule image.

(C’est pourquoi nous avons choisi d’étudier une configuration plane, la contrainte
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de coplanarité engendrant ’existence d’invariants projectifs. (On est alors
dans le cas d’une homographie de IP?.)

— Si nous avons choisi un nombre de cinq points, c’est qu’il n’existe pas d’in-
variant projectif général pour quatre points coplanaires ou moins. En effet
quatre points formant une base projective de IP? déterminent de maniere
unique une homographie de IP?, ce que nous avons vu au paragraphe 1.3.2.
Ceci implique que toute fonction de quatre points coplanaires invariante par
transformation projective est constante: elle prend la méme valeur pour tous
les quadruplets de IP2. Il n’existe donc pas d’invariant projectif (non constant)
de quatre points coplanaires non alignés.

— On peut discuter le choix de points et non de droites qui sont des primitives
a priori préférables lorsqu’on s’attache a la robustesse. D’un point de vue
théorique, les invariants déduits des droites ont méme forme que ceux déduits
des points puisque les points et les droites sont duaux dans l’espace IPZ.
Cependant, les incertitudes sur une droite ne s’expriment pas de maniere
analogue aux incertitudes sur un point.

Nous commencons ce chapitre en présentant les causes d’erreurs dans un pro-
cessus de reconnaissance a l’aide d’invariants projectifs. Nous poursuivons par une
étude théorique de l'incertitude sur le birapport de quatre points alignés. Nous
dérivons en particulier le calcul de la fonction de répartition associée au birapport
de quatre points alignés. Ceci nous permet une premiere évaluation du pouvoir
discriminant d’un birapport. Nous proposons aussi une mesure de similarité entre
deux birapports basée sur la fonction de répartition. Une étude différentielle nous
permet ensuite d’observer 'effet sur le birapport des erreurs sur les quatre points.
L’incertitude sur le birapport peut étre évaluée par approximation linéaire ou ma-
jorée en considérant la monotonie de la fonction birapport. Cette étude met en
évidence l'existence de configurations dégénérées et nous procure des outils pour la
reconnaissance.

Nous considérons ensuite les groupes de cing points coplanaires pour lesquels
nous proposons différents invariants projectifs, pouvant étre utilisés comme indices
de reconnaissance. Nous cherchons d’une part a évaluer le pouvoir discriminant
des invariants proposés et d’autre part nous proposons une évaluation a priori de
I'incertitude sur un invariant projectif, afin d’obtenir un critere de rejet au moment
de la reconnaissance. Nous présentons enfin les résultats obtenus sur des données
simulées.

4.2 Origine des erreurs

Considérons un processus de reconnaissance ou les configurations élémentaires
sont les groupes de cing points coplanaires. Pour chaque groupe de cing points de
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la base de modeles, on calcule les invariants projectifs &y et k3 qui lui sont associés.
On cherche dans I'image le ou les groupes de cing points caractérisés par les mémes
invariants projectifs, appelés groupes candidats.

Pour chaque groupe modele on trouve en général plusieurs groupes candidats,
dont au plus un n’est pas un faur candidat. Les faux candidats ont plusieurs ori-
gines :

— D’un point de vue strictement théorique, c’est-a-dire en ne considérant aucune
incertitude sur les données, on peut voir apparaitre de faux candidats. En ef-
fet, deux groupes de cing points différents peuvent avoir les mémes invariants
projectifs : il faut et il suffit qu’ils soient en correspondance homographique.
Si il existe une homographie entre cinq points de 'image et un groupe modele
de cinq points, ils auront exactement les mémes invariants projectifs, et les
cing points de I'image constitueront un faux candidat pour le groupe modele
(voir figure 4.1).

bl
a o0
%
@d : @C
A B a’ ie: c
o« (" W ’ ...... @
E®
o e o
D C o ®

Fia. 4.1 - Premier type de faux candidat: dans une vue représentant des dés, on
cherche le motif “5” : le groupe modeleest A, B, C', D, F. Dans une vue perspective
parfaite, on a trouvé deux groupes candidats a, b, ¢, d, e et ', b, ¢, d', ¢’. Ce dernier
est un faux candidat.

Ce cas de figure a une probabilité tres faible de survenir effectivement. On
ne ’a jamais observé dans nos simulations non bruitées utilisant des points
répartis aléatoirement (voir paragraphe 4.5).

— Dans la pratique, il existe une incertitude sur les coordonnées des points
images: elle provient de la discrétisation de I'image, des traitements bas—
niveau (segmentation, extraction de contours et de jonctions) et du fait que
le systeme optique ne réalise pas une projection perspective parfaite (dis-
torsion). Si on tient compte des incertitudes sur les coordonnées des points
images, on doit considérer un intervalle d’erreur associé a chaque invariant
projectif. Dans I'espace des invariants, chaque groupe image sera donc associé
a une zone d’incertitude et chaque groupe modele sera associé a un point. Un
groupe image dont la zone d’incertitude contient le point correspondant a
un groupe modele sera retenu comme un candidat potentiel pour ce modele.
C’est Dorigine principale des faux candidats.
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Il se pose donc le probleme d’évaluer I'intervalle de confiance associé a un in-
variant projectif: si cet intervalle de confiance est sous-évalué, le “vrai” candidat
ne sera pas retenu ; s’il est sur-évalué, un nombre superflu de faux candidats seront
retenus.

La qualité des invariants projectifs comme indices de reconnaissance est donc
directement liée a la proportion de faux candidats retenus par groupe modele, et
par rapport au nombre total de groupes images considérés, ainsi qu’a la possibi-
ité d’évaluer de maniere fiable I'intervalle de confiance associé chaque invarian
lité d’évaluer d fiable I'int lle d fi haq t
projectif.

4.3 Etude théorique de stabilité du birapport

Dans cette section, nous cherchons a explorer le comportement des invariants
projectifs en présence d’incertitudes sur les points qui sont utilisés pour leur calcul.
Pour cela nous considérons 'invariant fondamental, le birapport, d’abord pour
quatre points alignés, ensuite pour cinq points coplanaires. Une premiere étude
probabiliste, nous conduit au calcul de la fonction de répartition du birapport de
quatre points alignés. Dans une deuxieme partie, une approche différentielle nous
permet d’évaluer I'incertitude sur le birapport en fonction de l'incertitude sur les
points.

4.3.1 Birapport de quatre points alignés

Quatre points d’une droite définissent un invariant projectif: leur birapport. On
cherche a étudier le pouvoir discriminant de ce birapport, ainsi que sa stabilité par
rapport aux erreurs sur les coordonnées des points.

Densité de probabilité du birapport

Le pouvoir discriminant du birapport est limité dans la mesure ou deux confi-
gurations de quatre points différentes peuvent définir le méme birapport. Ceci nous
amene a considérer d’abord un point de vue probabiliste. La question qui se pose est
la suivante: étant donné un réel k, quelle est la probabilité pour qu'un quadruplet
de réels admette k& comme birapport?

La réponse est donnée par la fonction densité de probabilité du birapport, dont
nous produisons ici I’expression analytique. Ce résultat a été établi en collaboration
avec Kalle Astrom, lors de sa visite au LIFIA en Septembre 1992 [Ast 92].

Considérons a,b,c et d, les réalisations de quatre variables aléatoires indépen-
dantes A, B, C et D de distribution uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Leur birapport
est: ( V(d—b)

c—a)(d—
k(a,b,c,d) = ——"———
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Nous allons calculer la densité de probabilité et la fonction de répartition de la

variable aléatoire K = k(A, B,C, D).

Un cas particulier
Supposons pour l'instant que:

0<a<b<e<d<l1 (4.12)

La probabilité de cette configuration est 1/24. Nous allons calculer la probabilité
jointe que

P(K>r0<A<B<C<D<1) ://// Jun.opya.b,c,d)dadbdedd
Qg
ol
Q. =A{(a,b,c,d) | k(a,b,e,d) > k,0<a<b<c<d< 1}

et foa,s,c,py(a,b,c,d) est la densité de probabilité jointe des quatre variables aléa-
toires A, B, C et D. Dans ce cas de figure nous avons k(a,b,c,d) > 1; nous
supposerons donc dans la suite que £ > 1.

k

k2

|
|
|
,,,,, ﬂiiiiiiii
|
|

0 4max b

Détermination de {1,

Pour déterminer les bornes de 'intervalle 2, nous étudions tout d’abord les
bornes pour a. Supposons que b, ¢ et d sont fixes et vérifient la propriété (4.12).
Le birapport k en fonction de a € [0, 8] est tracé dans la figure 4.2. En utilisant
I’hypothese (4.12), on constate que la dérivée partielle

ok (d—1b)(d—c¢)

da — (d—a)’(c—b)

est toujours négative. Pour a = 0, on obtient

ko(b,c,d) = k(0,b,¢,d) = %
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et pour @ = b on obtient k(b, b, ¢, d) = 1. A présent, la condition k(a,b,c,d) > k ne
peut étre vérifiée pour une valeur de a € [0, b] seulement si ky(b, ¢, d) est supérieur
a ket a € [0, amax), OU Amay Vérifie k(dmax, b, ¢, d) = k. Apres calculs, on obtient

ch—cd+ ked — kdb
b—d+kec—krb

Umax(b, ¢, d, k) =

Pour assurer que k3 est supérieur a k, nous fixons ¢ et d et nous étudions ky en
fonction de b € [0, ¢[. Voir Figure 4.12. La dérivée partielle de ky par rapport a b
est

%_ c(d—e¢)
b d(c—b)

En considérant I’hypothese (4.12), on voit facilement que ky est strictement crois-
sant. Il prend la valeur 1 pour b = 0 et k; — oo quand b — ¢. Pour tout « > 1 pour
toutes les valeurs de ¢ et d telles que 0 < ¢ < d <1 la condition kz(b,c,d) > & est
vérifiée pour b € by, ¢[, ou

k—1

bmin(c, d, k) = /f—c/dc

vérifie kz(bmin, ¢, d) = k.

Pour récapituler, nous voulons trouver les valeurs de a, b, c et d avec 0 < a <
b <c¢<d<1,dont le birapport k(a, b, c,d) est supérieur a £ > 1. Pour tout choix
de ¢, d, et k avec 0 < ¢ < d <1 and gk > 1 il est nécessaire et suffisant de prendre
b € [buin, [ puis a € [0, amax|. L'ensemble Q, est donc

0<d<1,
0<e<d,

bmin(c,d, k) < b < ¢,

0 < a < amax(b, ¢, d, k)

Calcul de la densité de probabilité
Nous calculons maintenant :

H:PM>&£§A<B<C<D§U:/U]j@MWMAqﬁm%%M
Qx

En utilisant une distribution uniforme, ceci devient

1 d c Amax
a:///’/ 1 da dbdedd
o Jo Jog, Jo

Apres des calculs, on (i.e. Maple) trouve que

1 k—1

P = ﬂ(ZKJ(Ii — 1) In(

)+ 2k —1)

K
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On en déduit

Fo(/i):i—P1:%<1—K(K—l)ln(ﬁgl)—ﬁj)

et

Jo(k) = %(KJ): % <(2/€_1)1n</€i1) _2)

Ces deux fonctions sont les bases sur lesquelles nous allons construire la fonction
de répartition F et la densité de probabilité fi de la variable aléatoire K.

Le cas général

Il existe 23 autres facons d’ordonner a, b, ¢ et d. Les 24 ordonnancements peuvent
étre groupés en 6 groupes de 4. Dans chaque groupe, les birapports correspondants
peuvent étre calculés a partir du birapport associé a ’ordonnancement (4.12) par
une fonction définie sur l'intervalle |1, ool.

Les fonctions sont

g1 - ]1700[_>]1700[ gl(l') =

g2 : ]1700[_>]1700[ gQ(x) = 1—|—1/($—1)
gs - ]1700[_>]071[ g3($) = 1/1‘

g4 - ]1700[_>]071[ g4($) = 1—1/1‘

gs - ]1700[_>]_0070[ g5($) = l—-u

Ge - ]1700[_>]_0070[ gG(x) = —1/(1‘—1)

Supposons que X est une variable aléatoire avec une densité de probabilité
Fx(x) = P(X < z) et une distribution fx(2). On construit une nouvelle variable
aléatoire Y = ¢g(X). Si ¢ est une fonction strictement croissante alors

Fy(y)=PY <y)=Pg(X) <y)=P(X <g7'(y)) = Fx(g~"(v))

Inversement, si ¢ est strictement décroissante, alors

Fy(y)=P(Y <y) = P(g(X) <y)=P(X >g7(y) =1 - Fx(g7'(v))
Dans ces deux cas, la regle de transformation de la distribution obtenue est :

_ dFy d(g™")

fy(y)—d—y(y)fo(g_l(y))l i ()] (4.13)

En utilisant la regle de transformation (4.13) avec fo et les transformations ¢; a
gs, 1l est possible de calculer la densité de probabilité jointe pour tous les autres
ordonnancements de a, b, ¢ et d. Il s’avere que les 6 expressions obtenues peuvent
étre représentées par 3 fonctions. Celles-ci sont montrées sur la figure 4.3. La densité
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1 T T T ! T T T T
: £1(k)
3 fo(k)
08 - | f3k)
06 i
04 F 4
02 .
0 ke i _
_4 0 5
k
Fia. 4.3 -

de probabilité totale est obtenue en les additionnant. Le résultat de cette opération
donne:

flUk)+ f3(k) si k<O
Ir(k) = { f3(r)+ f2(k) si O0<k<1
F2(k)+ fl(k) si 1<k

fit) = 5 (- () ~2)
£2(r) = l((ﬁ+1)1n(/<:)+2(1—,<;))

3 (k—1)3
L ((k=2)In(l — k) =2k
3 = -
I
La fonction de répartition est donnée par:
0 sl K =00
F1(k) 4+ F3(k) si o< k<O
B 1/3 si k=
Fic) =0 9 4 poage) + F3(k) si 0< k<1
2/3 si k=
L+ F1(r) + F2(k) si 1 <k <oo

Fi(r) = % (m —#)In (”T_l) a4 1)
o -
% ((1 —k)In(l — k) + /4;)

F3(k)

K2
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Validation

Pour valider nos résultats, nous avons produit 300000 réalisations des variables
aléatoires uniformes A, B, C' et D en utilisant un générateur de nombres pseudo-
aléatoire. Le birapport de chaque quadruplet a été calculé. La densité de probabilité
et la fonction de répartition ont été estimées a partir de ces données. Le résultat
ainsi que la fonction analytique sont montrés sur la figure 4.4 et la figure 4.5.

Applications
Ce résultat peut étre utilisé de plusieurs manieres.

Tout d’abord, la densité de probabilité peut étre utilisée pour calculer le facteur
de discrimination associé a une configuration de quatre points alignés. Supposons
que nous voulons identifier une configuration de quatre points dont le birapport
est compris dans [k — Ak, k 4+ Ak], parmi NV autres configurations de quatre points
supposées conformes au modele de distribution aléatoire que nous avons utilisé.
Alors nous pouvons évaluer qu’en moyenne (F(k + Ak) — Fr(k — Ak)) N de ces
configurations seront dans l'intervalle [k — Ak, k + Ak].

La fonction de répartition peut aussi étre utilisée comme mesure de similarité
entre deux configurations. Il faut noter que la comparaison de birapports est un
point délicat: en effet le birapport est une notion projective, qui peut en théorie
prendre des valeurs infinies. La différence relative est une mesure peu satisfaisante :
par exemple, des birapports de 10° et 210° sont similaires alors que des birap-
ports de 1 et 2 correspondent a des configurations tres différentes, l'une étant une
configuration dégénérée (deux points confondus), 'autre étant la configuration dite
harmonique. De méme, des birapports ayant des tres grandes valeurs de signes op-
posées sont proches, car tous deux proches de l'infini.

Nous proposons comme mesure de distance entre deux birapports ky et k; la
probabilité pour un birapport k d’étre situé dans 'intervalle [ky, ko]. C’est-a-dire:

di(ki, ko) = Fi(k2) — Fre (k1)

La distance entre deux birapports est alors comprise entre 0 et 1. Pour tenir compte
de la proximité des birapports a l'infini, il est préférable d’utiliser comme distance :

d2(k17 kz) = man (FK(kz) - FK(lﬁ), I - FK(kz) - FK(kl))

Les valeurs obtenues sont alors comprises entre 0 et 1/2.

On peut remarquer toutefois que le calcul de la fonction densité par tirage
aléatoire n’est valable que si le tirage respecte les contraintes présentes dans le cas
réel : par exemple, si les quadruplets sont ordonnés, seule la restriction a I'intervalle
[1,00] de la densité de probabilité doit étre prise en compte (voir figure 4.6). Si on
impose une distance minimum entre coordonnées, la probabilité des configurations
dégénérées est considérablement diminuée (voir figure 4.7).
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FiG. 4.6 - Densité de probilité des birapports de quadruplets ordonnés, approximée
par tirage aléatoire de 500,000 quadruplets.
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Fia. 4.7 - Densité de probilité des birapports de quadruplets [xq, x5, 23, 4] tels
que x; € [—10,10] et |x; — x;| > 1. Approximation par tirage aléatoire de 500,000
quadruplets.
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Approximation différentielle de I’incertitude

L’étude précédente nous permet d’évaluer le pouvoir de discrimination d’un
birapport de quatre points donnés, mais elle ne donne aucune indication sur la sen-
sibilité du birapport aux erreurs sur les points. Dans ce paragraphe, nous cherchons
a évaluer 'incertitude sur le birapport de quatre points en fonction de 'incertitude
sur ces points.

On considere quatre points de coordonnées z1, x4, T3, 4 Mmesurés avec une incer-
titude de dzy, dxy, dvg, dvy ou dz; > 0. En linéarisant ’expression du birapport par
son développement limité au premier ordre, nous pouvons donner une majoration
de I'incertitude sur le birapport :

4

dk ="

=1

Ok

da;
6:1% *

Si lerreur sur les coordonnées est de type gaussien, et si dx? représente la
variance sur la coordonnée x;, alors I'incertitude sur le birapport a pour variance:

4 2
k=Y (gk) da?
x;

=1

En supposant identiques les incertitudes sur chaque point, le jacobien du birap-
port donne directement la variance de I'incertitude sur le birapport.

Lok’
dk = ; ( axi) dx

Coelho [Coe 91] en déduit directement que dk o k. Une observation plus fine
montre que cette relation linéaire se vérifie en dehors des zones dégénérées. Les
zones dégénérées correspondent aux deux hyperplans de 'espace des coordonnées :
r1 = x4 et x5 = x5 pour lesquels le birapport est infini (voir figure 4.8). Par contre,
pour les grandes valeurs de k, dk oc k* (voir plus loin).

Cependant, étant donné une valeur de l'incertitude sur les points et une va-
leur du birapport, il n’est pas possible d’en déduire directement I'incertitude sur
le birapport. En effet, le facteur de proportionnalité entre dk et k ne dépend pas
seulement des incertitudes sur les points mais aussi de la configuration des points
eux-mémes. Ceci est mis en évidence en considérant des configurations homothé-
tiques (w1, g, T3, 24) et (Ax1, Awg, Axs, Axy). Les dérivées partielles de k par rapport
aux quatre coordonnées sont :

Ok _ (74 — x9) (23 — T4)
x4 (13 — @g) (w4 — 21)?
ok (x5 — 1) (24 — 23)

8—1’2 (1'4 - 1’1) (1'3 — $2)2
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10
|DK/K| pour x2=-2 x3=1 x4=4

|Dk/K| pour x2=-2 x=3 x4{4|

x1

|Dk/K| pour x2=-2 x3=-1 x4=4

F1G. 4.8 - L’incertitude relative sur le birapport k(x1, 22, x5, 24) en fonction de x4,
et pour trois configurations de x5, x5, x4.
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% _ (24 — 23) (21 — 3)
Oxs (x4 — 1) (w5 — 2)?
% _ (23 — 1) (22 — 1)
Oy (13 — @g) (w4 — 21)?

Ceci implique

()\1'3 — )\l’l) ()\1'4 — )\1'2)
()\1'4 — )\l’l) ()\1'3 — )\1'2)

k()\l'l, )\1’2, )\1’3, )\1'4) =

= k(l’l, X2, T3, 1’4)

et
Ok 1 Ok
axi()\wly)\$2,)\$37)\$4) - Yor

Des configurations ayant le méme birapport n’engendrent donc pas nécessaire-
ment la méme incertitude sur le birapport. Dans le cas de configurations homo-
thétiques, 'incertitude sur le birapport varie de maniere inversement proportion-

(wlv Lo, T3, 1’4)

nelle aux distances entre les points. C’est un résultat attendu pour une grandeur
qui dépend de rapports de distances algébriques. Une conséquence immédiate et
conforme a l'intuition est que dans une méme image, ou les incertitudes sur les
points peuvent étre considérées comme identiques, il sera préférable de choisir des
configurations comportant des points distants les uns des autres pour obtenir des
birapports stables.

En conclusion, une configuration a un birapport d’autant plus stable qu’elle est
éloignée des configurations dégénérées et que ses points sont distants les uns des
autres. Un point important est qu’on ne peut pas évaluer correctement 'incertitude
sur un birapport uniquement en connaissant sa valeur : accepter une marge d’erreur
de 5% sur tout birapport ne donnera pas des résultats homogenes pour toutes les
configurations. Par contre, a partir des coordonnées des points, on peut donner une
estimation de I'incertitude sur le birapport de chaque configuration.

Etude de bornes

L’étude différentielle conduit a une approximation de I'incertitude comme une
somme des incertitudes par rapport a chaque coordonnée. Cependant, on peut
remarquer que le birapport k(xq,x2,x3,24) est monotone par rapport a chaque
coordonnée. En effet la dérivée partielle de k par rapport a x; a la forme suivante :

8k . F(l’j,l‘k,l‘l)
6:1% N (l‘j — l’i)z

o k14

Elle est de méme signe pour toutes les valeurs de z;: k est donc monotone par
rapport a x;. De ce fait, les valeurs extrémes de la fonction birapport sur I'intervalle
[x1 — dxq, 21 + daq] X [xy — dwg, x9 + dwg] X [x3— ds, x3 + das] X [ag— dxg, x4+ da 4]
sont parmi les valeurs aux bornes: c’est-a-dire les 16 quadruplets appartenant a

{$1-dl’1, $1—|—d$1} X {$2-dl’2, $2—|—dl’2} X {$3—d$3, $3—|—d$3} X {$4—dl’4, $4—|—d$4}.
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Ceci est valide si les incertitudes sur les points sont inférieures aux distances
relatives entre les points: dx; < x; — x; pour tous 7,7 avec 7 # j.

Le minimum et le maximum de ces 16 valeurs définissent donc un intervalle
d’incertitude autour du birapport de xy, x5, x3, 4. S1 on appelle ¢; le signe de 88—2
alors

kmin = [x1 — ep dxy, 29 — €adag, 13 — €3 daz, x4 — €q day]

kmax = [x1 + €1 day , 29 + €aday, 3+ €3 das, x4+ €qduy]

Cette évaluation n’utilise aucune approximation ou linéarisation. Elle donne
une majoration exacte de I'incertitude sur le birapport.

Incertitude sur le birapport k=[x1,x2,x3,x4] pour x2=-4, x3=0 et x4=6 et dx=0.1
T T T T
. incertitude differentielle estimee —
N incertitude differentielle majoree -
. incertitude de bornes superieure -
incertitude de bornes inferieure

5 10

Fic. 4.9 - Comparaison des différents calculs d’incertitude du birapport

La figure 4.9 montre une comparaison des différents calculs d’incertitude sur le
birapport. L’incertitude sur k est tracée en fonction de k, en faisant varier x; et en
fixant xy, x5 et z4. L'incertitude sur les points a été fixée a 0.1, ce qui correspond
a environ un dixieme de la distance relative entre les points.

On observe que le minimum de 'incertitude intervient pour un birapport de
valeur 1, ceci quelque soit le calcul de 'incertitude employé. Ceci reste vrai avec
d’autres valeurs pour x,, x3 et x4. L’incertitude majorée issue de "approximation
linéaire peut parfois sous-estimer l'erreur maximum possible pour le birapport,
mais qu’elle reste une bonne évaluation.

L’incertitude a une variation quasi linéaire en fonction de k& autour de la valeur
1, elle a une variation quadratique en fonction de & pour les grandes valeurs de
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F1G. 4.10 - L’incertitude relative sur le birapport k(xq,x2, x3,x4) en fonction de
k, et pour trois configurations de s, x3, x4, et pour z; variant.

k. Ceci a été vérifié en tracant ‘% , 'incertitude relative en fonction de k (voir

figure 4.10). On obtient bien pour les grandes valeurs de |k| une variation linéaire
de ‘% en fonction de k, c’est a dire une variation quadratique de |dk| en fonction de
k. Ceci implique que 'utilisation de "approximation différentielle de I'incertitude
donnée au paragraphe précédent engendre une sous-estimation de l'incertitude pour
les grandes valeurs du birapport. Par contre, elle est tres fiable pour les valeurs du
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birapport situées dans I'intervalle [0, 2].

4.3.2 Birapport de cinq points coplanaires

P3

P2 P5

P4 P1

Fia. 4.11 - Le birapport associé a un quintuplet de points coplanaires

Soit un quintuplet de points coplanaires Py, Py, P53, P;, Ps. Ces cinq points
définissent un birapport :

k= [PI;P27P37P47P5]

Ce birapport correspond au birapport d’un faisceau de droites (voir figure 4.11)
et il se calcule tres facilement en fonction des coordonnées des points (voir la formule

1.2).

Densité de probabilité

Dans le cas de cinq points coplanaires, I’expression du birapport fait intervenir
dix variables et le calcul de I’expression analytique de la fonction de répartition n’a
pas été possible. Une approximation de cette fonction par tirage pseudo-aléatoire
montre qu’elle a la méme allure que dans le cas de 4 points alignés (voir figure 4.12).
On observe une asymétrie qui ne peut étre imputée qu’au générateur de nombres
pseudo-aléatoire. En effet, les valeurs 0 et 1 correspondent aux mémes configura-
tions, modulo un changement de numérotation des points.

Comme dans le cas du birapport de quatre points alignés, si on impose des
contraintes sur les points, la densité de probabilité est modifiée. La figure 4.13
montre le résultat obtenu en imposant une distance minimum de 20 entre chaque
paire de points, pour des coordonnées des points prises dans l'intervalle [—500, 500].
On filtre ainsi surtout des configurations dégénérées (de birapports 0 et 1).

On filtre aussi les configurations dégénérées en imposant un angle minimum
pour tout diedre formé de trois des cinq points: la figure 4.14 montre le résultat
obtenu pour

(PZ'TD;Pk) > 0.3 degres YV i,j,k€[1..5] tels que i+ 5 # k.
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probabilite du birapport de 5 points coplanaires — 500.000 tirages aleatoires
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FiG. 4.12 - Approximation de la densité de probabilité du birapport de 5 points

coplanaires, par tirage pseudo-aléatoire (500.000 échantillons)
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Fic. 4.13 - Approximation de la densité de probabilité du birapport de 5 points
coplanaires, par tirage pseudo-aléatoire (500.000 échantillons), avec une distance

minimum entre les points. Les points sont tirés dans lintervalle [-500,500] et la

distance minimum entre deux points d’'un méme quintuplet est 20.
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probabilite du birapport de 5 points coplanaires — 500.000 tirages aleatoires
T T T T T T T T T

densite de probabilite ©
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FiG. 4.14 - Approximation de la densité de probabilité du birapport de 5 points
coplanaires, par tirage pseudo-aléatoire (500.000 échantillons), avec une contrainte
de non alignement.

En conclusion, il semble donc légitime d’utiliser la fonction de répartition du bi-
rapport de quatre points alignés comme approximation de la fonction de répartition
du birapport associé a cing points coplanaires.

Evaluation de ’incertitude

Nous avons évalué I'incertitude sur le birapport associé a cing points coplanaires
en fonction de l'incertitude sur les coordonnées des points. Nous avons la aussi
utilisé une approximation différentielle. Si on note (x;,y;) les coordonnées du point
Py, et dz; et dy; I'incertitude sur ces coordonnées, alors I'incertitude sur & est donnée
par:

5[ 9k’ ok \*
dk~ |3 o da* + By dy;*

=1

Comme les résultats obtenus sont similaires au cas de quatre points alignés,
nous montrons les courbes d’erreur pour un seul cas de figure, celui présenté sur la
figure 4.15. Seule la coordonnées x; varie et les autres coordonnées sont fixées.

La figure 4.16 montre l'incertitude sur k quand =, varie. On observe ici quatre

configurations dégénérées. Elles surviennent lorsque le point P est aligné successi-
vement avec Py et Ps, Py et Py, Ps et P, Py et Ps.



88

Chapitre 4. Stabilité des invariants projectifs

P5

P1

—_——-———t — — —

P4

FiG. 4.15 - Disposition des points utilisés pour les caculs d’incertitude

On peut aussi observer sur les figures 4.17 et 4.18 que l'incertitude sur le birap-
port varie de maniere quadratique par rapport au birapport, des que celui-ci est en

dehors de I'intervalle [0, 2].

En conclusion, cette étude théorique nous a permis d’identifier les configurations
les plus instables, en nous donnant des moyens de les filtrer (par des contraintes sur

les distances entre les points, ou les angles formés par les points). Nous disposons
aussi, grace au calcul de la fonction de répartition du birapport, d’'une mesure a
priori du pouvoir discriminant d’un invariant, ainsi que d’une mesure de similarité
entre deux invariants. Enfin, nous avons a notre disposition des fonctions approxi-
mant 'incertitude obtenue sur un birapport en fonction des coordonnées des points

utilisés pour le calcul du birapport et des incertitudes sur ces coordonnées.
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10
dK/K|

-5/_/_/% 5 10 15
0

F1G. 4.16 - Incertitude relative unitaire (pour dx = dy = 1) sur le birapport de 5

points coplanaires en fonction de zy pour yy; =4, x2=1,y2=1, 25=10, y3=1,
1’4:10 5 y4:10 5 1’5:1 , Ys = 10.
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[dK]|

-10

FiGc. 4.17 - Incertitude sur le birapport de 5 points coplanaires en fonction du
birapport pour yy =4 , x9=1, yo=1, 23=10 , y3=1 , 24,=10 , y,=10 ,
r5=1, y5=10 et =y variant, et pour dxr = dy = 0.1.

40
IdK/K| |dK/K]

30

20

=

K 50 100
0

FiG. 4.18 - Incertitude relative unitaire sur k en fonction de k pour yy =4 , zo=1
, yo=1, x3=10 , y3=1 , 24=10 , y4=10 , 25=1 , ys=10 et 2y variant
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4.4 Les invariants de cinq points coplanaires

Etant donnés cing points non trois a trois alignés de IP?, il existe deux invariants
projectifs indépendants de ces cinq points, comme nous I"avons vu au paragraphe
1.4.1. Nous proposons dans ce paragraphe différents moyens de calcul d’un couple
d’invariants projectifs indépendants.

4.4.1 Invariants de cinq points ordonnés

Si on dispose de cing points ordonnés Py, P, P53, Py, Ps, on peut choisir comme
invariants associés au quintuplet les coordonnées projectives de P5 par rapport aux

pOthS P17P27P37P4.

4.4.2 Invariants de cingq points non ordonnés

Dans le cas qui nous préoccupe, on recherche a comparer des ensembles de cing
points et non des quintuplets. L'invariant projectif le plus simple calculable a partir
de cinq points est le birapport d'un des faisceaux de droites définis par ces cing
points. (voir figure 4.11). Il y a cinq facons de choisir le point sommet du faisceau ;
le point choisi, il reste 4! facon de choisir 'ordre des quatre droites du faisceau.
Il y a donc a priori 120 birapports calculables a partir de cinq points coplanaires
donnés, dont 2 seulement sont indépendants. Vouloir les comparer tous serait tres
cotteux. On cherche donc des invariants pouvant se calculer indépendamment de
I’ordre des points.

Invariants d’un faisceau de droites non ordonnées

Etant donné un faisceau de quatre droites, les 4! possibilités pour choisir 'ordre
des droites ne génerent en fait que six valeurs de birapport différentes. Si [l1, [y, I3, 4] =
k alors le birapport d'une permutation quelconque de [y, [3,13,1; est I'une des six
valeurs :

1
kE1—-k 1—-—
k
1 k
= — (4.14)

Ceci nous permet de construire un invariant projectif indépendant de 1’ordre
des droites du faisceau:

— Une premiere solution est de calculer une fonction symétrique de ces six
valeurs. Les plus élémentaires sont la somme, qui prend la valeur constante 0
et le produit, qui prend la valeur constante 1. On peut donc utiliser la somme
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100
symi,sym2

invariant symetrique en fonction du birapport

Fic. 4.19 - Deux fonctions indépendantes de 'ordre des droites d’un faisceau.
La courbe inférieure correspond a la fonction proposée par Maybank. La courbe
supérieure correspond a la somme des carrés des 6 valeurs.

du carré des valeurs:

k2+%+(1—k)2+ﬁ+<1—%)2+(%)2 (4.15)

ou la fonction rationnelle donnée par Maybank [May 91]:

(k* —k+1)°

W= "EE 1y

(4.16)
J(k) prend la méme valeur pour toutes les fonctions de k& données en 4.14 et
J(k) = j(K') implique que k" est I'une de ces six fonctions de k.

Les fonctions symétriques 4.15 et 4.16 sont en fait tres proches (voir figure
4.19). On peut aussi utiliser les fonctions symétriques proposées par Lenz et

Meer [Len 92].

— Une deuxieme solution s’appuie sur la remarque suivante: les différentes va-
leurs k,1 — k, ... occupent des intervalles disjoints qui forment une partition
de IR, comme le montre la figure 4.20.

On peut ainsi ramener la valeur calculée dans un intervalle fixé: on prend
comme invariant celle parmi les six valeurs qui appartient a 'intervalle voulu.
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FiG. 4.20 - Les six valeurs du birapport occupent des intervalles fixes formant une
partition de IR

Ceci revient a modifier 'ordre des droites du faisceau pour faire le calcul du
birapport.

Par exemple supposons qu’on choisisse de se ramener a l'intervalle [0, %] Si
la valeur £ du birapport du faisceau appartient a l'intervalle [2, o], on prend

1. 1], on prend comme invariant 1 — k,

. . 1 . . N
comme invariant ¢. Si k appartient a [3,

et ainsi de suite.

On peut donc associer a un faisceau de quatre droites un invariant projectif
indépendant de 'ordre des droites. Cependant a partir de cing points, il reste cinq
possibilités pour choisir le point sommet du faisceau. On dispose donc de cinq
invariants aq, ag, as, as, as dont deux seulement sont indépendants.

Génération de 2 invariants indépendants a partir de 5 invariants

Deux possibilités sont envisageables pour générer deux invariants indépendants
a partir des cinq invariants ay, ag, a3, a4, ds:

— On peut choisir deux invariants distincts parmi les cing, par exemple le mi-
nimum et le maximum des cinq valeurs, ou les deux valeurs maximales. Ce-
pendant, on ne tient alors pas compte des trois autres valeurs calculées.

— Les polynomes symétriques de premier et de deuxieme ordre en les cing in-
variants fournissent deux invariants prenant en compte les cinq valeurs :

5

]1 = Zai
=1

]2 = Zaiaj

1#]
[l'y a une relation bijective entre le couple (I1, I3) et les cinq valeurs a1, ag, as, a4, as.
En résumé, chaque groupe de cinq points non trois a trois alignés peut étre

caractérisé par deux invariants projectifs indépendants de 'ordre des cing points.
On dispose de plusieurs choix pour calculer ces invariants.
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4.4.3 Invariants de cinq points: cas de la conservation de 1’enveloppe
convexe

On peut proposer une derniere caractérisation projective si on fait I’hypothese de
conservation de I’enveloppe convexe : les points de I’enveloppe convexe d’un groupe
modele se projettent sur les points de ’enveloppe convexe du groupe image. Cette
hypothese est valide dans la plupart des cas réels.

On suppose aussi que I’enveloppe convexe peut étre orientée, et que cette orien-
tation est conservée entre la scene et les images. On suppose donc que les cinq
points sont toujours observés depuis le “méme c6té” du plan les contenant. Cette
hypothese n’est pas toujours vérifiée pour des objets plans et il existe des polyedres
simples pour lesquels les points peuvent étre visibles depuis chaque co6té du plan
(voir I’exemple d’une pyramide de base pentagonale sur la figure 4.21).

P1 P1

P5 P5

P4 P4

Fia. 4.21 - Les points P, P, P3 Py Ps peuvent étre visibles depuis les deux cotés
du plan les contenant.

Un groupe de cing points est alors caractérisé par trois invariants: un premier
invariant entier est le nombre de points de ’enveloppe convexe du groupe de cinq
points (3, 4 ou 5).

On se donne tout d’abord un sens de parcours (arbitraire) de I’enveloppe convexe.
Suivant le nombre de points de 'enveloppe convexe, les invariants projectifs sont
calculés comme suit (voir figure 4.22):

3 points
On numérote les points: P, et Ps sont les points intérieurs a 'enveloppe
convexe. Py est le point isolé par rapport a la droite (Py, Ps). Py et P5 sont
les points de I'enveloppe convexe tels que Py, Py, P5 soit 'enveloppe convexe
orientée. Py et P5 sont distingués par les angles a4 et as, tels que ay < as,
c’est-a-dire de sorte a conserver ’ordre des droites du faisceau issu de P;. Les
deux invariants choisis sont alors:

kl = [Pl;P27P37P47P5]
k2: [PQ;P37P47P57P1]

4 points
On numérote les points: Ps est le point intérieur. On définit Py, P, Ps, Py,
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P3

P4 P2
P4

P1

P1
P3

P5
P2

C sens de parcours de I’enveloppe convexe

FiG. 4.22 - Numérotation des points dans les trois cas de figure : enveloppe convexe

a 3, 4 ou 5 points

comme la permutation circulaire de ’enveloppe convexe orientée générant la
valeur maximum du birapport k; = [Pi; Py, Ps, Py, Ps]. Les deux invariants
projectifs sont alors:

kl = [Pl;P27P37P47P5]
k2: [PQ;P37P47P17P5]

5 points
On numérote les points: on définit Py, P;, Ps, Py, P5s, comme la permutation
circulaire de l’enveloppe convexe orientée générant la valeur maximum du
birapport ki = [Py; P2, Ps, Py, Ps] Les deux invariants projectifs sont alors:

kl = [Pl;P27P37P47P5]
k2: [PQ;P37P47P57P1]

On peut remarquer que [Py; Py, P3, Py, Ps| = [Py; Ps, Py, P5, P5]. La restriction
concernant 'orientation de I’enveloppe convexe peut donc étre levée pour les confi-
gurations dont 1’enveloppe convexe comprend quatre ou cing points: on obtiendra
les mémes invariants quelque soit le demi espace depuis lequel on visualise les cing
points. Cette restriction doit étre conservée pour les configurations dont l’enve-
loppe convexe comprend trois points, mais les cas réels ou de telles configurations
peuvent étre visibles depuis les deux demi espaces concernent essentiellement les
objets plans ou transparents.

En conclusion, les hypotheses utilisées pour le calcul de ce dernier type d’inva-

riant sont valides en pratique et elles nous permettent, comme dans [Rao 92|, de
diminuer la combinatoire liée au non ordonnancement des points.
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4.5 Simulations

4.5.1 Données utilisées pour les test
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FiG. 4.23 - Les deux images utilisées pour les tests: on peut voir dans 'image 1
(a gauche) 'un des 12 quintuplets sélectionnés comme modeles et dans 'image 2
(a droite), un groupe sélectionné comme candidat pour ce modele.

Quantifier la qualité des invariants ne peut se faire que pour:

— une base de modeles donnée,
— une incertitude donnée sur les coordonnées des points de I'image,

— une image donnée, c’est a dire une transformation projective donnée.

Nous utilisons donc la configuration de test suivante.

Nous construisons deux images (voir figure 4.23). L'image 1 est de taille 512 x
512 pezel et elle contient 50 points, répartis aléatoirement selon une distribution
uniforme. On impose une distance supérieure a 40 pixels entre les coordonnées de
chaque paire de points.

L’image 2 est générée en appliquant une transformation homographique a l'image 1,
puis en rajoutant sur chaque point une erreur aléatoire gaussienne de moyenne
nulle. Les points de 'image 2 sont enfin discrétisés au plus proche voisin.

Nous construisons notre base de modeles a partir de I'image 1, en sélectionnant
des configurations qui vérifient une contrainte de non alignement :

sin(PPPy) > 03 Vi £j+4kell.5
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Ceci nous permet d’éviter de prendre comme modeles des configurations trop in-
stables, comme I’a montré ’étude théorique. Nous trouvons ainsi 12 configurations
qui forment notre base de modeles. Les invariants projectifs caractérisant ces 12
configurations sont calculés et ces dernieres sont stockées dans une table indexée
par les invariants.

Nous recherchons ensuite dans 1'image 2 les groupes de cinq points susceptibles
d’étre les transformés d’un groupe modele. Pour cela, nous considérons tous les
groupes de cinq points de 'image 2 (ils sont 1.500.000) et nous calculons les in-
variants projectifs associés a chaque groupe, ainsi que la marge d’erreur sur ces
invariants. Nous cherchons alors dans la table s’il existe un modele caractérisé par
des invariants similaires, c’est a dire dont la valeur est compatible avec la marge
d’erreur. Si c’est le cas, le groupe de I'image 2 est retenu comme candidat pour le
groupe modele.

Pour chaque groupe modele, la qualité de la reconnaissance est déterminée,
d’une part par la sélection ou le rejet du véritable candidat (correspondant au
projeté du modele), et d’autre part par le taux de discrimination, c’est a dire le
rapport entre le nombre total de groupes considérés dans I'image 2 et le nombre de
faux candidats retenus.

4.5.2 Comparaison de la stabilité

Le taux de discrimination dépend de plusieurs facteurs. Les premiers sont les
qualités intrinseques des invariants: leur stabilité et leur densité de probabilité.

Si une configuration est caractérisée par un invariant instable, la configuration
constituant le vrai candidat sera caractérisée par un invariant d’une valeur éloi-
gnée. Dans le meilleur des cas, toutes les configurations dont les invariants sont
plus proches de ceux du modele seront des faux candidats. Le nombre de ces faux
candidats dépend de la densité de probabilité de I'invariant autour de la valeur
associée au groupe modele. Un invariant tres instable mais avec une densité tres
faible, peut donner le méme nombre de faux candidats qu’un invariant tres stable
mais d’une valeur correspondant a une forte densité.

Le troisieme facteur qui intervient dans le taux de discrimination est 1’évaluation
de la tolérance sur I'invariant. Si elle est sous-estimée, le vrai candidat risque d’étre
rejeté. Si elle est sur-estimée, un nombre superflu de faux candidats sera retenu.

Pour pouvoir comparer la qualité des invariants indépendamment d’un choix
pour ’évaluation de la tolérance, avons fait I’expérimentation suivante.

Nous nous placons dans ’espace des invariants. Comme chaque configuration
de cing points est caractérisée par deux invariants, cet espace est un plan. L’axe
horizontal correspond au premier invariant k et I’axe vertical au deuxieme invariant
[. Un point P(x,y) de cet espace représente une configuration caractérisée par les
invariants kK = x et [ = y. Pour chacune des 12 configurations modeles de I'image 1,
nous avons calculé les invariants qui lui sont associés, ainsi que ceux associés a son
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mauvaise separation mauvaise discrimination

Y

1

i j1
+ point correspondant au modele
le) point correspondant au vrai candidat
> zone dincertitude ideale _
3 point correspondant a‘un groupe image
Fic. 4.24 - Visualisation des qualités de séparation et de discrimination dans

I’espace des invariants

projeté dans I'image 2 (le vrai candidat).

Nous tracons dans ’espace des invariants le point correspondant au modele,
Pi(x1,91) et le point correspondant au vrai candidat Pa(x2,ys2). Soit Pellipse de
centre P;, contenant P, et admettant (P Py) pour diagonale, c’est a dire:

axe horizontal  |ry — x|

ave vertical ly2 — 1]

Cette ellipse peut étre considérée comme un intervalle d’erreur “idéal”, c’est a
dire comme le plus petit intervalle d’erreur centré sur le modele contenant le vrai
candidat.

Nous avons tracé ces intervalles d’erreur pour les différentes paires d’invariants
proposés dans le paragraphe 4.4. Ceci nous permet de comparer sur les mémes
données la stabilité des différents invariants projectifs, ainsi que leur pouvoir sépa-
rateur. En effet la proximité ou l'intersection de deux intervalles d’erreur signifie
que les invariants utilisés ne permettent pas de distinguer les deux modeles.

Les résultats sont montrés sur les figures 4.25 a 4.32. Pour chaque type d’inva-
riant la figure de gauche présente le résultat obtenu sans ajout de bruit: les erreurs
sont dues uniquement a la discrétisation. Dans la figure de droite, un bruit gaussien
de moyenne nulle et d’écart type 1 przel a été appliqué aux points de I'image 2
avant la discrétisation. Ces résultats mettent en évidence la fragilité engendrée par
I'utilisation des fonctions et des polynomes symétriques. En effet, ces derniers ope-
rent un moyennage sur les valeurs des invariants, ce qui a pour effet d’augmenter
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la densité de probabilité autour de chaque valeur, alors que les incertitudes sont
cumulées. On obtient donc une mauvaise séparation des modeles, ainsi qu'une tres
grande sensibilité au bruit de mesure. Par contre les invariants utilisant la conser-
vation de l’enveloppe convexe aboutissent a une bonne séparation des différents
modeles, et sont relativement stables.
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FiG. 4.25 - invariants de cinq points ordonnés: deux birapports
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FiG. 4.26 - invariants calculés en utilisant la fonction de symétrisation puis les

polynémes symétriques
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FiG. 4.27 - invariants calculés en utilisant la fonction symétrique puis minimum

et maximum des 5 valeurs
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FiG. 4.28 - invariants calculés en utilisant la fonction symétrique puis les deux

plus grandes des 5 valeurs
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Fia. 4.29 - invariants calculés en reportant les birapport dans l'intervalle [0,1/2]

puis en utilisant les polynomes symétriques
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FiG. 4.30 - invariants calculés en reportant les birapport dans I'intervalle [0, 1/2]
puis en prenant le minimum et le maximum des cing valeurs
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FiG. 4.31 - invariants calculés en reportant les birapport dans I'intervalle [0, 1/2]
puis prenant les deux plus grandes des 5 valeurs
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FiG. 4.32 - invariants calculés en supposant qu’il y a conservation de I'enveloppe

convexe
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DONNEES RESULTATS

no invariants utilisés H bruit ‘ tol. trouw. H fauzx cand. ‘fact. discr.
1 || dans [0,1/2] | min et max discr. 3,5 % 9 50.000 < 30

2 convexes 2 premiers discr. 7% 12 5.500 < 300

3 convexes 5 discr. 8 % 12 1.000 1.500

4 convexes 5 discr. toll 12 1.000 1.500

5 convexes 5 discr. tol2 12 400 5.000

6 discr. 4+ 0.5 12 1.000 1.500

7 discr. + 1 12 1.800 800

TAB. 4.1 - Taux de discrimination

4.5.3 Comparaison des performances

Dans ce paragraphe, nous présentons les performances obtenues lors des tests
de reconnaissance, tels qu’ils ont été décrits plus haut.

Des premiers essais ont été effectués, sans bruiter les données (seules les erreurs
d’arrondi interviennent). Comme attendu, les résultats obtenus sont parfaits: le
vrai candidat de chaque configuration modele est reconnu, et aucun faux candidat
n’est sélectionné.

Dans les tests suivants les points de I'image 2 sont bruités. Le tableau 4.1
présente pour chaque test effectué les données du test : les invariants utilisés, le bruit
rajouté sur les points (soit uniquement le bruit de discrétisation, soit discrétisation
ainsi que bruit gaussien d’amplitude exprimée en pixels), et la tolérance acceptée
sur les invariants. Les résultats de chaque test sont présentés en donnant le nombre
de vrais candidats sélectionnés sur ’ensemble des 12 modeles, le nombre moyen de
faux candidats par modele, et enfin le taux de discrimination moyen par modele,
c’est a dire:

1 i=12

t diser. = —
aux diser 122

=1

~ 1.500.000 Z’ilf 1
B 12

=1

nombre total de candidats

nombre de faux candidats pour le modele 1

nombre de faux candidats pour le modele 1

Ce taux de discrimination représente le nombre moyen de configurations rejetées
pour une configuration retenue. Il donne donc une évaluation des capacités de
filtrage des invariants.

Dans un premier temps, seule I’erreur de discrétisation est appliquée sur I'image 2,
et la tolérance sur les invariants est fixée en pourcentage de la valeur des invariants.
Ce pourcentage est ajusté a priori: on calcule pour chaque modele les invariants
associés au vral candidat, et on choisit la tolérance minimum telle que tous les
vrais candidats soient sélectionnés au moment de la reconnaissance. Ce calcul n’est
bien str pas possible dans un cas réel, puisqu’on ne connait justement pas les vrais
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candidats! Cependant, ceci permet d’évaluer les performances dans le meilleur des
cas, ¢’est-a-dire pour un nombre minimum de faux candidats.

Les résultats obtenus avec les invariants autres que ceux utilisant la convexité
confirment ce que nous avons vu au paragraphe précédent : les invariants sont tres
instables et méme avec des tolérances tres larges sur les invariants, tous les vrais
candidats ne sont pas retenus. Nous donnons pour comparaison le résultat pour
les deux invariants obtenus en ramenant les birapports de faisceau dans I'intervalle
[0,1/2], puis en prenant le minimum et la maximum des cinq valeurs (test 1). Tous
les autres tests présentés ont été effectués avec les invariants utilisant ’hypothese
de la conservation de ’enveloppe convexe.

Les tests 2 et 3 montrent les résultats obtenus en utilisant soit deux invariants
projectifs indépendants, soit cinq invariants redondants. Les cing invariants sont les
invariants projectifs de faisceaux, obtenus en prenant successivement chaque point
comme sommet. En théorie, les cing invariants ne rajoutent rien a la caractérisation,
puisque seulement deux d’entre eux sont indépendants. Cependant, en présence des
erreurs, les performances obtenues avec cinq invariants sont nettement meilleures
qu’avec deux invariants.

Dans le test 4, la tolérance n’est plus fixée a priori. Comme dans un cas réel,
elle a été estimée automatiquement : pour chaque configuration de I'image 2, une
tolérance sur les invariants associés a cette configuration est calculée en utilisant
I’approximation différentielle donnée au paragraphe 4.3.2. On recherche ensuite
parmi les modeles une configuration dont les invariants appartiennent a 'intervalle
de tolérance, c’est-a-dire vérifiant la condition suivante:

2 2
. . . . 5 ([ Ok ok .
linvariant .pdigei—tnvariant pogere| < Z — | + | = dz; ou dz; = 0.5
=1 axZ ayl
L’incertitude de 0.5 prxels sur les coordonnées des points est une évaluation de
I'incertitude générée par la discrétisation au plus proche voisin.

On aboutit a des performances similaires a celles obtenues avec une tolérance
fixe, mais qui doit étre ajustée a la main. Ceci valide notre approximation de
Iincertitude.

Le test 5 utilise un raffinement de la tolérance: la tolérance sur chaque invariant
est plus large, mais on impose un seuil sur la moyenne des tolérances calculées sur
les cing invariants:

2 2
. . . . 5[ Ok ok
|mvamantcandidat — mvarmntmodele| < Z a— + 6_ dz;

ou dx; = 0.75 + amplitude du bruit et

linvariant .updiger — tnvartant ,oge|

Moyenne < S% ou S est ajusté

linvariant ,oqei|
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Les tests 6 et 7 montrent I'effet d’un bruit de mesure gaussien de moyenne nulle
et d’écart type 0.5 prxel puis 1 przel. Le taux de discrimination décroit rapidement,
montrant la sensibilité des invariants aux bruits de mesure.

4.6 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était 1’étude de la stabilité des invariants projectifs en
présence de bruit dans les images, ainsi que ’évaluation de leur potentiel comme
indices de reconnaissance.

Dans une premiere approche théorique sur le birapport, nous dérivons la densité
de probabilité et la fonction de répartition du birapport de quatre points alignés. Ce
résultat nous permet d’évaluer le pouvoir discriminant d’un birapport en fonction
de sa valeur. On observe que les birapports de valeur proche de 0 ou 1 ont une forte
probabilité, et sont donc a priori moins discriminants. Ces valeurs correspondent
aux valeurs dites dégénérées (points confondus dans le cas de quatre points alignés
ou points alignés dans le cas de cing points coplanaires) ; elles peuvent étre filtrées
en imposant des contraintes sur la distance et 1’alignement des points. Par ailleurs,
nous proposons une mesure de similarité entre birapports, basée sur la fonction
de répartition, qui remplace avantageusement la distance euclidienne, mesure mal
adaptée pour une notion projective telle que le birapport.

Nous calculons ensuite par différentiation une approximation de I'incertitude sur
le birapport en présence d’une incertitude sur les points. La valeur du birapport
elle-méme ne suffit pas pour déterminer son incertitude. Mais si nous connaissons
les coordonnées des points utilisés pour le calcul du birapport, ainsi que les in-
certitudes sur ces coordonnées, nous pouvons évaluer I'incertitude sur le birapport
de quatre points alignés ou de cinq points coplanaires. On observe cependant que
I'incertitude sur le birapport varie en fonction du birapport de maniere linéaire
pour les petites valeurs (k € [0,2]) et de maniere quadratique pour les grandes
valeurs. Les configurations engendrant de grandes valeurs pour le birapport sont
donc également a éviter. Ce sont d’ailleurs aussi les configurations dégénérées.

Nous considérons ensuite les configurations de cinq points coplanaires et nous
proposons différents types d’invariants projectifs caractérisant ces configurations et
indépendants de ’ordre des points. En particulier, sous I’hypothese de conservation
de P'enveloppe convexe, on peut identifier les points et se ramener au cas ou les
points sont ordonnés.

Les tests effectués avec ces différents invariants montrent que 'utilisation de
fonctions symétriques conduit a une mauvaise séparation des différentes configu-
rations et donc a un faible taux de discrimination. L’ordonnancement des points,
en supposant la conservation de ’enveloppe convexe, par exemple, est donc un
préalable nécessaire pour 1'utilisation des invariants projectifs. Le calcul de I'in-
certitude sur le birapport s’avere efficace pour estimer la tolérance a accepter sur
chaque invariant : il donne des résultats similaires a ceux obtenus avec une tolé-
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rance fixe, optimisée a posteriori. Un autre résultat intéressant est que 1’utilisation
d’un nombre redondant d’invariants, méme si elle n’apporte en théorie aucune
caractérisation supplémentaire, aboutit en pratique a une nette amélioration des
performances. Par contre les performances se dégradent rapidement des lors qu’on
augmente I’amplitude du bruit sur les coordonnées des points.

Cette étude montre donc que les invariants projectifs permettent un important
filtrage. La sélection des candidats pourrait encore étre améliorée en considérant
la compatibilité des points mis en correspondance par chaque association entre
une configuration modele et une configuration candidate. Meer [Mee 92] propose
un algorithme pour prendre en compte cette information, avec une combinatoire
raisonnable. Cependant, les invariants projectifs ne semblent pas pouvoir étre uti-
lisés comme seuls indices de reconnaissance. Ils se présentent plutét comme une
caractérisation complémentaire, associée a d’autres caractérisations, topologiques
par exemple. Les recherches envisagée dans I’équipes s’orientent donc vers une co-
opération de ces deux types de caractérisation, regroupant les travaux de H. Sossa
[Sos 92a] sur la caractérisation par des invariants topologiques et les études menées
sur les invariants affines et les invariants projectifs tridimensionnels par P. Gros et
L. Quan [Gro 92] ainsi que les conclusions de notre propre étude.






Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié les possibilités offertes par 1'utilisation de
la géométrie projective et de ses invariants, pour le positionnement et la reconnais-
sance en vision par ordinateur.

Nous avons d’abord montré le lien existant entre les transformations projectives
de D'espace dans le plan et les modeles de projection utilisés pour approximer la
transformation de I’espace dans le plan effectuée par une caméra. Nous montrons
qu’une transformation projective non dégénérée de I’espace dans le plan est soit une
projection perspective, soit une projection parallele, soit la composition d’une pro-
jection orthogonale de ’espace dans le plan suivie d’une transformation projective
plane (homographie).

Les propriétés de la géométrie projectives et en particulier ses invariants peuvent
étre appliquées au positionnement relatif. Nous avons montré que des problemes
fondamentaux de la vision artificielle tels que

— comment rétroprojeter un point image?
— comment projeter un point de I'espace?

— comment déterminer la géométrie épipolaire?

peuvent étre résolus par des constructions géométriques directes en utilisant uni-
quement des propriétés de la géométrie projective.

Cette méthode de positionnement relatif a plusieurs avantages:

.....

points de référence sont nécessaires.

109
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— La méthode n’implique que des calculs simples, presque toujours le calcul
arithmétique de birapports.

— La méthode fournit les méme possibilités que 1’étalonnage traditionnel, et
parfois plus, par exemple des inférences géométriques a partir des données de
référence partielles.

— On utilise uniquement des propriétés des invariants projectifs purs.

— La méthode permet une appréciation intuitive du processus d’étalonnage ; les
phénomenes d’instabilité peuvent étre facilement isolés, nous donnant ainsi
des clés pour 1’élaboration de méthodes plus robustes et plus stables.

De plus nous avons montré par une étude comparative que la précision du po-
sitionnement relatif était comparable a celle obtenue avec une caméra étalonnée.
Dans le cas ou la position des caméras n’est connue qu’approximativement, une
méthode employant partiellement les invariants projectifs est moins sensible aux
erreurs. Notre étude dans un cas simple a abouti aux conclusions suivantes. Les
méthodes géométriques sont limitées par la présence de configurations dégénérées:
pour certaines positions de la caméra (qui induisent, par exemple, des alignements
entre les points de référence et le centre de projection), les méthodes géométriques
ne sont pas utilisables. Par contre, en dehors de ces configurations, la précision
obtenue avec la méthode géométrique correspond a une précision sur l'orientation
des lignes de vue inférieure a 0.2 degrés, c’est a dire une précision sur l'orientation
de la caméra inférieure a 0.2 degrés (ceci sans tenir compte des erreurs d’étalonnage
sur les parametres intrinseques).

Ce travail a été précurseur dans ’exploration du positionnement relatif a 1’aide
des propriétés de la géométrie projective et il a été suivi de plusieurs travaux qui
ont permis de généraliser cette méthode. Dans notre équipe, en particulier, a été
développée tout récemment une méthode de positionnement relatif robuste a partir
d’une séquence d’images. L’appariement des points dans les images, étape que nous
avons supposée résolue dans notre travail, est effectuée de maniere automatique,
par un suivi des points et a l’aide, encore une fois, de la géométrie projective pour la
détermination de la géométrie épipolaire. De plus, un nombre de points de référence
redondant peut étre pris en compte.

Des méthodes similaires ont été développées indépendamment par Faugeras et

Maybank [Fau 92¢] [May 92] et Hartley [Har 92b] [Har 92a].

La deuxieme partie de notre travail concerne la stabilité des invariants projectifs.
Nous donnons des résultats théoriques, en particulier 'expression analytique de la
fonction de probabilité du birapport de quatre points. Nous proposons une mesure
de similarité pour les birapports, ainsi qu'une évaluation a priori de l'incertitude
sur les birapports de quatre points alignés ou de cinq points coplanaires, étant
données des coordonnées des points et les incertitudes sur ces coordonnées. Nous
identifions aussi les configurations les plus instables et les moins discriminantes et
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nous donnons des moyens pour filtrer ces configurations.

Nous proposons ensuite différents invariants de cinq points coplanaires, tenant
compte du fait que les points ne peuvent souvent pas étre ordonnés.

Les tests effectués sur des données simulées et bruitées montrent les perfor-
mances de ces invariants dans un processus de reconnaissance. Nous en déduisons
aussi des conséquences pratiques sur le choix des invariants : des invariants utilisant
des fonctions symétriques menent a une mauvaise séparation des configurations mo-
deles et sont a éviter. La redondance des invariants, par contre, apporte en pratique
de meilleures performances.

Cette étude est assez générale pour que ses résultats puissent étre utilisés pour
toute méthode utilisant des invariants projectifs s’exprimant a 1’aide de birapports.
Elle donne aussi des indications sur les aspects méthodologiques concernant un
processus de reconnaissance a 'aide des invariants projectifs.

En conclusion, les approches utilisant les invariants projectifs pour le position-
nement relatif et pour la reconnaissance se multiplient. Elles se présentent comme
une alternative lorsque les techniques classiques utilisant 1’étalonnage ne peuvent
pas étre employées. Si les modeles de projection plus simples (projection parallele
ou projection orthogonale) sont valides, on dispose aussi des invariants affines ou
euclidiens, moins généraux mais plus robustes. Lorsque ces modeles ne sont plus
assez précis et que la projection perspective doit étre considérée, les invariants
projectifs restent les seules caractéristiques géométriques utilisables.

Dans le cas de caméras mobiles, ce type d’approche semble particulierement
intéressant : on peut montrer que dans le cas ou les parametres intrinseques des ca-
meéras restent fixés, on aboutit a une représentation euclidienne de la scene observée
[May 92] . Dans le cas contraire (utilisation de plusieurs caméras, caméra subissant
des mises au points. .. ), seule une représentation projective peut étre déterminée.
Pour pouvoir I'appliquer a la robotique mobile, il faudrait employer une description
projective des commandes de déplacement des robots. Peut-on envisager que des
robots se déplacent un jour dans des espaces projectifs?






Annexe A

Transformations projectives et
projections: démonstration

Nous allons démontrer le théoreme 1 que nous avons énoncé au paragraphe

1.3.3.

Une transformation projective de IP® dans IP? est décrite par une matrice 3 x 4
définie a un facteur multiplicatif pres. Nous commencons par établir la forme des
matrices associées aux projections perspectives et aux projections paralleles de
I’espace dans le plan. Une matrice de projection décrit les coordonnées d’un point
image m dans le repere image R; par rapport aux coordonnées du point scene M
correspondant dans un repere scene R;. Ces deux reperes sont définis comme suit :

— =

- Rs=(0,U,V, W) est un repere euclidien quelconque,

J—

— R; = (0,u, V) est un repere affine quelconque du plan image. On note o =
) 1

(u, V) angle orienté entre les deux vecteur de base.

Etant donné M un point de la scene et m son image par une projection, les coor-
données (x,y) de m dans R; s’expriment en fonction des coordonnées (X,Y, 7) de
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M dans R et de la matrice de projection P par la relation :
X
=P x

ol A est un scalaire non nul.

>
— @ 8

Y
Z
R; 1 R,

A.1 Matrice de projection perspective

Soit une projection perspective de centre €' sur un plan P.

W Y,
Rs
U
- —e
Y
— fixeapriori
\& —— choisi pour le calcul

Fia. A.1 - Les différents reperes dans le cas de la projection perspective

On introduit pour le calcul les reperes intermédiaires R's et R’; (voir figure
A.1), définis comme suit :

- R's = (C, (7’, ‘7’, W’) est le repere caméra. C’est un repere euclidien d’origine
(', le centre de projection, et dont les vecteurs unitaires sont déterminés par :
~ W’ est orthogonal au plan image,
— U est parallele a I’axe horizontal du plan image, ,
— V' est tel que ((j’, ‘7’, W’) soit orthonormé direct.
- R = (e J’,J’) est un repere orthonormé du plan image. Son origine ¢ est

la projection orthogonale de C' sur le plan image. Les vecteurs unitaires du
repere sont :

— —
— =0
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— —
— o=V

La projection perspective de centre (' sur le plan image P prend une forme tres
simple si on 'exprime dans les reperes R’ et R’;. Soit un point M de coordonnées
(X", Y, Z") dans R’s. M a pour image le point m de coordonnées (z',y’) dans R’;.
M et m sont liés par la matrice de projection perspective suivante:

!

2! 1000 );
Ay =0 10 0]|x|, ol A€ R

I, LO0 10 '

R
Nous allons en déduire la forme de la matrice de projection dans les reperes R
et RZ

La matrice de passage entre les reperes R'; et R; exprime les coordonnées (x,y)
d’un point m dans le repere R, en fonction de ses coordonnées (2, y’) dans le repere
R';. Si (ug, vg) sont les coordonnées de ¢ dans R;, on a:

1 !

L % uwlano 0 L
Aoy =10 —eina Vo X y/ ou A€ IR
U g 0 0 1 1

d’ou la matrice de projection perspective entre R's et R; :

X/
Z % ut;na to 0 Y/
My | =10 =55 v 0 x|, ou A€ IR
1 R, 0 0 1 0 1
R'.
On pose:
1 1 1
a=— b= c= ———
U utano v Stho

Ce changement de variables est valide car il existe une bijection entre les triplets
(a,b,c) € IR* x IR x IR* et les triplets (u,v,a) € IR* x IR*x]0,11].

Les coordonnées d’un point dans les deux reperes R, et R’y sont liées par la
relation :

X’ X
/ —_

Moo= " AR ol A€ IR
1l Looo .

ou R est une matrice de rotation et t = (x., y., Zc)t sont les coordonnées de ' dans

Rs.
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On en déduit enfin la forme de la matrice de projection perspective P entre les
reperes R; et R, :

x a b uy 0 X
0
Al y =10 ¢ vg 0| x R —ht X }Z/ ou A€ IR”
1 R, 00 1 0 00 0 ) )

Re
cest a dire

ol

1
t = (Te,Ye, 2e)

On peut remarquer que a et ¢ étant non nuls, la matrice My est de rang 3. R
étant une matrice de rotation, M; R est aussi de rang 3.

A.2 Matrice de projection orthographique

U u XM xm
- (o] /
N D é
\
\ ym
APZLLLEEAN
———AYM v
\
3V P

FiGc. A.2 - Les différents reperes utilisés pour la projection orthographique.

Pour établir la forme d’une matrice de projection orthographique, nous introdui-
sons a nouveau des reperes intermédiaires R'; et R'; (voir figure A.2). Ces reperes
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sont définis comme suit :

- R's = (o, (j’, ‘7’, W’) est un repere euclidien d’origine o, point origine de R;
et dont les vecteurs unitaires sont déterminés par :
— W' est colindaire & l’axe de projection,
— U’ est dans le plan de projection et orthogonal a W”,
— V' est tel que ((j’, ‘7’, W’) soit orthonormé direct.

- =
- R!'i = (0,u/,0") est un repere affine du plan image, d’origine o. Les vecteurs
unitaires du repere sont :

~

—
- U

.
=
.

-
— v" est orthogonal & u’ et de norme v’ =

pre ou ~ est 'angle entre la

normale au plan de projection et I’axe de projection. (voir figure A.3)

\Y
w Vv’
A W A
M
/
/
Y /
N /
/ B -
a
/ >\’ w - > U’
(0] )y / ym / (0]
/
YM /
V'

F1G. A.3 - Projections sur les plans (o, ¢, @) et (o, @, ¥)

La matrice de projection orthographique a la forme suivante dans les reperes

R, et R;:

!

2! 1000 );
Ay =0 100 ]|x|, ol A€ R

1@ L0001 '

R s

On en déduit la forme de la matrice P, de projection orthographique exprimée
dans les reperes R, et R;.
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La matrice de changement de repere affine entre R’; et R; dépend des angles
o, et a, que font les vecteurs « et ¢ avec le vecteur u’, de la norme de @ et v et de
Iangle v (voir figure A.3).

. —COSQy U ’
T ) SNy, U i 0 T
Al y = —stna, u —Lsut (| x|y ou A€ IR
1 u v cos(ay, — ay) 0 sam ] 1
R R
On pose
SNy,
d =
u cos(ay, — ay)
. —cosay,

u cos(ay, — ) siny
— 81Ny,

v cos(ay, — )
cosay,

v cos(ay, — ) siny

Le changement de repere entre R’ et R, est comme dans le cas de la projection
perspective un déplacement et il s’exprime sous la méme forme. On en déduit
I’expression de la projection orthographique dans les reperes R et R;.

X

R —Rt

x d 0 0
Al y =1 f 0 0| x ou A€ IR*
1 0 0 1

Ri 000 1

oL o

Y
Z
1

cest a dire

PQZ[MQR Nzu]

ou R est une matrice de rotation de dimensions 3 x 3 et ou

d e 0
M,y = f g 0
|1 0 0 0
d e 0 0
Ny = | f g 00
10 0 01
v = (—Rt1)

On peut remarquer que quelque soit la matrice de rotation R, la matrice My R
présente une derniere ligne nulle.
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A.3 Matrice de transformation projective 3D-2D

Nous avons établi dans les paragraphes précédents la forme des matrices de
projection perspective et orthographique. Il nous faut maintenant étudier si toute
matrice de transformation projective se ramene soit a une matrice de projection
perspective, soit a une matrice de projection orthographique.

On se donne une matrice P de transformation projective de IP® dans IP?, sup-
posée de rang 3. Une matrice P de rang 2 correspond a un cas dégénéré: une
projection de IP? dans IP' ou de IP? sur une droite de IP? . Nous excluons donc ce
cas de figure.

Considérons d’abord les trois premieres colonnes d’une matrice de transforma-
tion projective, qui forment une matrice A de taille 3 x 3.

A.3.1 Aderang 3

Supposons d’abord que la matrice A est de rang 3. Alors il existe une matrice
de projection perspective P; telle que P, = P.

Nous devons d’abord montrer qu’il existe une matrice de la forme M; et une
matrice de rotation R telles que My x R = A. On peut se ramener au cas ou la
derniere ligne de A est (0,0, 1), grace au lemme suivant :

Lemme 1 Soit A, une matrice de taille 3 x 3 dont la derniére ligne est non nulle.
Il existe une matrice de rotation Ry et une matrice B de derniére ligne (0,0,1)

telles que B x Ry = A.

Il nous suffit donc de montrer que pour toute matrice B de derniere ligne égale
a (0,0,1), il existe une matrice de rotation R’ = R x R;' et une matrice de la
forme Mj telles que M; x R’ = B. En développant ce produit, on obtient :

ar’y +or'y 4 ugr's
My xR = cr'y +vor's
T/3

En posant

'y = (cosb,sinb,0)
r'y = (—sinb, cosb,0)

r's = (0,0,1)

on obtient pour chacun des six éléments non nuls de B une équation en fonction
de a, b, ¢, ug, vy et . La résolution de ces six équations fournit a, b, ¢, ug, vg et
en fonction des coefficients non nuls de B:

621

tanl = -—
b2z
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a = bycosh 4 byysin
b = biycosl — by sinb
. = —bay
stnb
ug = b3
vo = b3

Il existe donc une matrice de rotation R et une matrice de projection perspective
M telles que M x R = A.

Considérons & présent la derniere colonne de la matrice P [pyy, pa4, pas]’. On
cherche A € IR et t tels que )\[p14,p24,p34]t = —M Rt. a et ¢ étant non nuls, la
matrice My R est inversible. Il existe donc (x.,y.,2z.) vérifiant cette égalité pour
tout triplet [p14, P24, p3a], A étant choisi arbitrairement.

Une matrice P de dimensions 3 x 4 dont la sous-matrice A formée de ses trois
premieres colonnes est de rang 3 peut donc interprétée comme une matrice de
projection perspective.

A.3.2 A derang 2

Supposons maintenant que la matrice A est de rang 2.

A de derniere ligne nulle

Supposons que la derniere ligne de A est nulle. Alors il existe une matrice de
projection orthographique M et une matrice de rotation R telles que My x R = A.
Pour le démontrer nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2 Soit A, une matrice 3 X 3 de rang 2. Il existe une matrice de rotation
Ry et une matrice B de derniére colonne nulle telles que A x Ry = B.

La démonstration de ce lemme est donnée plus loin.

A ayant une derniere ligne nulle, A x R; a aussi une derniere ligne nulle. B
est donc une matrice de derniere ligne et de derniere colonne nulles; c’est la forme
d’une matrice M. Nous avons donc trouvé des matrices My = B et R = Rl_l qui
vérifient la condition recherchée M, x R = A.

Il reste a considérer la derniere colonne de P. On cherche A € IR* et t tels que
Apra, Dot psa)’ = Now avec u = (—Rt,1) La matrice N, étant de rang 3, pour tout
triplet [p14, p2a, p3a), il existe (au moins) un vecteur u tel que [p14,p24,p34]t = Ny u.

La derniere coordonnée de u est non nulle. En effet, le contraire impliquerait
que p3q = 0, ce qui signifierait une matrice P derniere ligne nulle et donc de rang
2. En utilisant le facteur A, on peut donc trouver u de derniere coordonnée égale a

1.
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R étant inversible, pour toute valeur de u, il existe ¢ tel que u = (R?,1).

On a donc montré que dans le cas ou la sous-matrice A est une matrice de
derniere ligne nulle, la matrice P peut étre interprétée comme une matrice de
projection orthographique.

A de derniere ligne non nulle

Dans le cas ou A est de rang 2 et de derniere ligne non nulle, il n’existe aucune
projection perspective ni orthographique, associée a la matrice de transformation
projective P. A quelle transformation géométrique correspond alors une telle ma-
trice?

Il s’agit en fait d’une projection orthogonale sur le plan de projection, suivie
d’une transformation projective (homographie) dans le plan de projection. Une
telle transformation a la forme suivante:

1
P, = MHx |0 L — 1t
0

o = O
o OO

0 0 0 1
= A| MsR MNsu ou A€ IR”

ou H est une matrice de taille 3 x 3 correspondant a une homographie plane,
R est une matrice de rotation de dimensions 3 x 3 et ou

hir hig O
Mz = | by hayy 0
| har B3y O
hir hia 0 his
Ns = | har hay 0 hs
| ka1 hay 0 has
v = (—=Rt1)

Il nous faut maintenant démontrer que toute matrice P dont la sous-matrice A
est de rang 2 et de derniere ligne non nulle peut se décomposer sous cette forme.

I1 faut donc chercher H, R, et ¢, tels que P = [M3 R N3u].

En utilisant le lemme 2, on peut trouver Ry matrice de rotation et B de derniere
colonne nulle telles que A x R; = B. On choisit alors B = Ry, et une matrice H
dont les deux premieres colonnes sont égales aux deux premieres colonnes de B.
On a alors M3 R = A.

Considérons a présent la derniere colonne de P: ps = [p14, paa, p3a]. On cherche
u et N3 tels que

ps=Nsu=—-MzRt+ hs
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ou hz = [hy3, has, h33]t est la derniere colonne de la matrice H. Avec t = [0,0,0] et
hs = p4, cette condition est vérifiée.

Pour toute matrice P dont la sous matrice A est de rang 2 et de derniere ligne
non nulle, on a donc trouvé une homographie H et un changement de repere (R,
t) tels que la matrice P représente une projection orthogonale sur un plan, suivie
d’une homographie H dans ce plan.

A.3.3 Aderangl1

Il est facile de constater que si A est de rang 1, alors P est nécessairement de
rang inférieur ou égal a 2. Il s’agit donc d’un cas de projection dégénérée.

A.4 Démonstration des lemmes

Démonstration du lemme 1

Soit A une matrice 3 X 3 quelconque. On cherche R matrice de rotation et B
matrice de derniere ligne (0,0, 1) telles que B x R = A. En développant le produit,
on obtient :

a3; = T'y; 12172,3

et

[ a11 1 [ 511 1
12 bis
a13 . Rt 0 v 613
91 N 0 R by
92 522

L ¢23 | L bz3 i

On peut normaliser la matrice A en imposant |a3, + a3, + a25]| = 1. Ceci

détermine la troisieme ligne de la matrice de rotation K. On choisit la premiere et
la deuxieme ligne de R telles que R soit une matrice de rotation (orthonormée). Les
six coefficients de B sont alors déterminés par un systeme de six équations linéaires
en les coefficients de A. La matrice du systeme est inversible de déterminant non
nul. Il existe donc une et une seul solution pour B. On a donc trouvé deux matrices
R et B vérifiant les conditions demandées et telles que B x R = A. O

Démonstration du lemme 2

Soit A une matrice 3 x 3 de rang 2. On cherche R matrice de rotation et B
matrice de derniere colonne nulle telles que A x R = B. A étant de rang 2, il existe
un vecteur v non nul, de norme unité, appartenant au noyau de A, c’est-a-dire tel
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que:

0
Avt=10
0

Soit R une matrice de rotation dont la derniere colonne est le vecteur v. Alors
A X R est une matrice de derniere colonne nulle. O






Annexe B

Intersection de deux coniques

Nous donnons ici la solution explicite a I'intersection de deux coniques ayant
trois points en commun. Les coniques sont définies comme dans le paragraphe
1.5.1 et nous choisissons un repere de référence construit a partir des trois points
d’intersection, A, B et (' : ils sont respectivement l'origine et les extrémités de nos
vecteurs de base. Un tel changement de repere est toujours possible et simplifie
notablement la formule complexe que nous obtenons.

La premiere conique 'y est définie par le birapport A et A, B, C' et un quatrieme
point D = (x4,yq4) (voir section 1.5.1). La deuxieme conique C), est définie par le
birapport g, A, B, C' et un quatrieme point F' = (xy,ys). A 'aide d’un logiciel de
calcul formel (Maple), nous avons exprimé = et y, les coordonnées du quatrieme
point d’intersection I de C'y et C,.

Z(peg(1—yq—xq) —Aaqg (1 — a5 —ys))

©= A

_ Zpyr (U —ya—ag) = Aya (I —xp —ys) + Tayy —yaxs — Y5 + ya)
vo= A
ol

Z = pryyaA=1)+Aways (1 —p)
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r
A H

Fia. B.1 - Détermination de la quatrieme intersection de deux coniques a partir
du théoreme de Chasles:

[[;A,B.C,D]=Xet [[;A,B.C.F]=p

A = Ap[-ap (1 —ya) + (1 —ys) 2
A=V ys(I—ya) —ya(A=1) (L —ys) p
+2(p =1 A =1) (ya (1 —ay5) = (1 — za) yys)]
— (=D A =D[ya (I =) = (1 —2a) yy]
Ap—Daa(l—ap) —p(A=1) (1 —aq) 2]

+ A (=1 ypaa—p(A—1)zsyd
A (e =1) (yrza — (L —ayp) (1 —ya))
+ A =1 ((1—ys) (1 —2a) — 25 ya)]
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L’un des objectifs de la vision par ordinateur est la restitution des caractéristiques
tridimensionnelles d’objets a partir d’une ou plusieurs images de ces objets, soit pour
déterminer leur forme et leur position, soit pour les identifier. Les méthodes classiques de
positionnement s’appuient sur ’étalonnage préalable des caméras, technique délicate et
parfois inutilisable, comme dans le cas de caméras mobiles. Nous montrons comment 1"uti-
lisation des propriétés de la géométrie projective permet d’éviter un étalonnage explicite
et aboutit a un positionnement relatif des objets observés. Des expérimentations sur des
scenes réelles contenant des objets polyédriques simples permettent de valider la méthode
et d’évaluer la précision du positionnement obtenu. La multiplication des techniques uti-
lisant les invariants projectifs, tant pour le positionnement que pour la reconnaissance,
nous a ensuite conduit a étudier la stabilité de ces derniers en présence de bruit dans
les images. Une étude théorique nous permet de proposer une mesure de similarité entre
invariants projectifs, ainsi que des moyens pour identifier et filtrer les valeurs instables.
Nous considérons ensuite différentes caractérisations des ensembles de cinq points copla-
naires par des invariants projectifs et nous comparons leurs performances dans le cadre
d’un processus de reconnaissance sur des données simulées et bruitées.

mots-clés : vision par ordinateur, géométrie projective, positionnement relatif,
autocalibrage, reconnaissance d’objets, invariants, stabilité, discrimination

One of the main goals in computer vision is to infer three-dimensional characteristics
of some observed objets by analyzing one or several images of them. This allows either to
determine the shape and position of these objects or to recognize them. Classical positio-
ning methods depend on a previous calibration of the cameras. The calibration process
is tedious and unstable, and sometimes even impossible, as it is the case with a moving
camera. We show that using the properties of projective geometry, one can avoid explicit
calibration and obtain a relative positioning of the observed objects. We validate our me-
thod by doing some experiments on real images of simple polyhedric scenes, evaluating also
its precision. The development of techniques that use projective invariants for positioning
or recognition leads us to study the stability of projective invariants when computed from
noisy images. A theoretical study allows us to propose a similarity measure for projective
invariants, and some methods to identify and eliminate unstable configurations. We then
consider different characterizations of five coplanar points with projective invariants and
we compare their performance in a recognition process using simulated noisy data.

key-words : computer vision, projective geometry, relative positioning, self-calibration,
object recognition, invariants, stability, discrimination



