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Résumé

Les solveurs de contraintes actuels mettent a dis-
position des utilisateurs des algorithmes efficaces pour
traiter les problémes de satisfaction et d'optimisation
combinatoires. Ceux-ci sont inadaptées a de nouveaux
usages, comme celui du tirage aléatoire de solutions.
Nous proposons ici un algorithme pour tirer des solu-
tions aléatoirement, se basant sur I'ajout de contraintes
tables générées aléatoirement, sans modifier le modéle
du probléme. Nous avons implémenté cette méthode de
résolution en utilisant un solveur de contraintes existant.
Nos expériences montrent que cet algorithme est une
amélioration par rapport a une stratégie de branchement
aléatoire en terme de qualité de |'aléatoire du tirage.

Abstract

Constraint solvers feature efficient algorithms to han-
dle satisfaction and optimisation combinatorial problems.
These features are not suited to new usages, such as the
sampling of solutions. We propose here an algorithm
to randomly sample solutions, based on the addition of
randomly generated table constraints, without modifying
the model of the problem. We implemented this method
of resolution using an existing constraint solver. Our
experiments show that this algorithm is an improvement
over a random branching strategy in terms of quality of
the randomness of the sampling.

1 Introduction

Les solveurs de contraintes s’améliorent constam-
ment en terme d’expressivité, de facilité d’utilisation
et de performances, ce qui les ouvre & de nouvelles
utilisations. Classiquement les solveurs permettent de
trouver une, ou la meilleure solution pour un probleme.
Parmi les applications des solveurs de contraintes il y a
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par exemple les problémes de planification ou de confi-
guration. Or, pour ces applications, il est fréquent que
I'utilisateur souhaite avoir plusieurs solutions significa-
tivement différentes pour faciliter ’aide a la décision.
Il peut également exiger une forme d’équité entre les
solutions, si les décisions prises a partir de ces solu-
tions ont des impacts humains. On se trouve donc face
a deux nouvelles problématiques : renvoyer plusieurs
solutions variées, ou choisir équitablement une solution
(tirage aléatoire uniforme). Les mécanismes internes
des solveurs de contraintes ne peuvent pas garantir
ces propriétés car la recherche en profondeur renvoie
séquentiellement des solutions proches.

Dans cet article, nous nous intéressons au probleme
de tirer aléatoirement des solutions, uniformément
parmi 'ensemble des solutions. En effet, des solutions
renvoyées aléatoirement permettent d’avoir une cer-
taine diversité, car il est peu probable de toujours avoir
des solutions proches, et garantit une certaine équité
car la recherche n’est pas biaisée par la modélisation du
probléme. Il est toujours possible de choisir aléatoire-
ment variables et valeurs avec la stratégie de recherche
RANDOMVARDOM mais les solutions sont loin d’étre
renvoyées uniformément parmi toutes les solutions.

1.1 Contributions

Cet article présente une nouvelle approche permet-
tant de tirer aléatoirement une solution, utilisant un
solveur de contraintes comme une boite noire, et sans
ré-écrire le modele du probleme.

Nous proposons un algorithme simple reposant sur
I’ajout au probléme de contraintes tables générées aléa-
toirement. Nous avons implémenté cet algorithme en
utilisant le solveur Choco-solver[12] et nous le compa-
rons a RANDOMVARDOM sur des plusieurs types de



problémes. Les expériences montrent que ’approche
tire plus uniformément que la stratégie RANDOMVAR-
Dowm, et atteint 'uniformité sur certain problémes.
Bien que, pour garantir ces propriétés supplémentaires,
on s’attende a une dégradation du temps de calcul,
nous constatons que ce dernier reste dans un ordre de
grandeur comparable.

1.2 Travaux liés

L’approche utilisée dans cet article est fortement
inspirée des travaux de Kuldeep Singh Meel [10] en
SAT, ou les contraintes ajoutées sont des contraintes
XOR générées aléatoirement. L’algorithme d’ajout de
contraintes, associé a ce choix spécifique de contraintes
XOR, permet de contrdler la proximité entre I’échan-
tillonnage effectué, et un tirage uniforme. En compa-
raison, nous avons fait le choix de contraintes tables,
efficaces et déja existantes dans les solveurs CP, et
d’un algorithme de tirage plus économique. En contre-
partie, notre méthode ne donne pas de garanties sur
I'uniformité du tirage, et nous I’étudions donc expéri-
mentalement.

Le tirage aléatoire de solutions en programmation
par contraintes a été étudié d’abord dans [4], puis
[6] en utilisant des réseaux bayésiens. Ces approches
permettent d’avoir un tirage uniforme (ou de choisir
la distribution des solutions), mais ont I'inconvénient
majeur d’étre exponentielles en la largeur induite du
graphe de contraintes, ce qui rend impossible I'utili-
sation sur de grosses instances, et force 'utilisation
d’approximations. D’autres approches, dans [7, 15], ga-
rantissent la diversité des solutions, qui est une tache
différente de I’échantillonnage car elle consiste a trou-
ver des solutions éloignées les unes des autres (pour
une métrique adaptée). Ces approches utilisent une ré-
écriture du probleme, ou une heuristique de recherche
visant a explorer les espaces de solutions éloignés des
solutions déja trouvées.

1.3 Organisation de I'article

L’article est organisé de la maniére suivante : la
section 2 présente les pré-requis théoriques nécessaires
a la compréhension de I’article, notamment le test du x?2
et la stratégie RANDOMVARDOM ; la section 3 présente
la nouvelle approche de tirage par tables; pour finir,
la section 4 présente les résultats expérimentaux pour
évaluer la qualité de 1’aléatoire ainsi que le temps de
calcul.

2 Pré-requis théoriques

2.1 Programmation par contraintes

Dans cet article nous sommes intéressés par les pro-
blémes de satisfaction de contraintes. Un probléeme
de satisfaction de contraintes (CSP) P est un triplet
(X,D,C) ou

— X ={Xy,...,X,} est un ensemble de variables,

— D est une fonction associant un domaine a chaque

variable,

— C est un ensemble de contraintes, chaque

contrainte C' € C est constituée :

— d’un tuple de variables appelé scope de la
contrainte sep(C) = (X;,,...,X;,.), ol r est
l’arité de la contrainte

— d’une relation, i.e. un ensemble d’instancia-
tions

rel(C) C f[ D(X;,)
k=1

Une contrainte est dite satisfaite si chaque variable
X, € scp(C) est instanciée a une valeur de son do-
maine z;, € D(X;,) et que (z4,,...,2;,) € rel(C). Les
contraintes peuvent étre données en extension (appe-
lées contraintes de table [5]) en donnant explicitement
rel(C), ou en intention par une expression dans un
langage de plus haut niveau. Par exemple, I'expres-
sion ¢ +y < 1 pour des domaines {0, 1} représente
rel(C) = {(0,0),(0,1), (1,0)}.

La résolution d’un CSP est la recherche d’une, une
partie ou toutes les solutions, c’est a dire 'affectation
d’une valeur a chaque variable, telle que toutes les
contraintes sont satisfaites. Les problémes d’optimisa-
tion (COP) sont des CSP auxquels ont été ajoutés une
fonction objectif obj & minimiser (ou maximiser).

Notation : Soit un probléeme P = (X, D,C), et une
contrainte C', par abus de notation nous notons PAC le
CSP (X,D,CU{C}). Nous notons Sols(P) I’ensemble
des solutions du probléme P.

Par la suite, nous ne considérerons que des problemes
de satisfaction, mais les problemes d’optimisations
pourront étre traités grace a la transformation suivante.
Soit un COP (P, 0bj) & minimiser (resp. maximiser),
et soit opt la valeur minimum (resp. maximum) de 1’ob-
jectif. Soit € > 0, on transforme alors ce probléme en
un CSP P A (obj < opt +¢€) (resp. P A (obj > opt — €)).
Plus D’écart e est élevé, plus les solutions cherchées
seront éloignées de la valeur optimale.

2.2 Test du chi-deux

Evaluer le caractere aléatoire d’un systeme est une
tache compliquée, du fait que les processus aléatoires



peuvent prendre des valeurs étonnantes sans pour au-
tant étre biaisés (par exemple, une piece tombant 10
fois de suite sur pile). Le test du chi-deux (ou x?) per-
met de confronter un résultat d’expérience aléatoire a
une distribution de probabilité attendue. Il provient
d’un résultat de convergence d’une loi vers la loi du
x? énoncé dans [11] et rappelé ici. Soit Y une variable
aléatoire prenant la valeur k avec probabilité p; pour
1 < k < d. Soient Y7,...,Y, des variables aléatoires
indépendantes de méme loi que Y. Soit N,(Lk) le nombre
de variables Y;, 1 < i <n égales a k.

Théoréme 1 ([11]). Quand n tend vers linfini, la
fonction de répartition de la variable aléatoire

(Nv(lk) —n: pk>2

n- Pk

d
Z, = Z
k=1

tend vers la fonction de répartition de la loi du x? d
(d — 1) degrés de liberté (notée x2_,).

Le test du x? revient & tirer des valeurs en faisant
I’hypothése qu’elles suivent la loi de Y, de calculer la
valeur expérimentale zS*P, puis calculer la probabilité
(appelée valeur-p )

P(Zn > 2;,7%) R P(X3_1 > 27

Si cette probabilité est faible, cela signifie qu’il est
improbable d’avoir un résultat plus extréme que celui
obtenu, ce qui signifie que I’hypothese selon laquelle
les valeurs tirées suivent la méme loi que Y peut étre
rejetée avec confiance.

2.3 Stratégie de recherche aléatoire

L’algorithme de recherche de solution d’un probleme
de contraintes alterne :

— une recherche en profondeur ou l’espace de re-
cherche est réduit en ajoutant une contrainte
(appelée décision), par exemple, une affectation
d’une variable a une valeur de son domaine;

— une phase de propagation qui vérifie la satisfiabi-
lité des contraintes du CSP.

Une stratégie de recherche naturelle pour avoir
une recherche aléatoire de solutions est la stratégie
RANDOMVARDOM, qui consiste a choisir aléatoire-
ment (uniformément) une variable X parmi toutes les
variables non instanciées, puis une valeur z € D(X),
et appliquer la décision X = x. Cette stratégie
a l'avantage d’étre tres facilement implémentée
dans n’importe quel solveur de contraintes. En
revanche elle empéche d’utiliser une autre stratégie
d’exploration plus efficace, et elle n’offre pas de
garanties sur la répartition des solutions tirées,

1 Fonction TABLEALEATOIRE(P,v,p)

Données : Un CSP
P={{Xy,..
O0<p<l1

Résultat : Une contrainte table aléatoire

2 | T« {}h

i1,...,%y < TIREINDICES(P,v);

pour chaque (z;,,...,z;,) € [[,_; D(Xi,)

faire

si RANDOM() < p alors
L L T.add((ziy,-.-,2i,));

7 | retourner TABLE([X

5 Xn},D,C), v >0,

6

aXZU]aT)7

Algorithme 1 : Algorithme de tirage de contrainte
table aléatoire

TR

notamment la répartition des solutions peut ne pas
étre uniforme. Par exemple sur le probleme P =
{X, X}, {X —={0,1},Y - {0,1}},{X + Y > 0}),
soit s la solution renvoyée par un solveur configuré
pour faire une recherche aléatoire, alors,

Ps={X—0,Y — 1}) =

Ps={X— 1Y —0}) =

W] = 00| Wwoo|w

Ps={X—~ 1Y~ 1}) =

Les implications sur le temps de calcul pour trouver
des solutions sur différents problemes sont évoquées
dans la section 4.

3 Nouvelle approche d’échantillonage

Nous présentons ici une nouvelle approche pour tirer
des solutions. Cette approche se base sur I'ajout de
contraintes tables générées aléatoirement pour réduire
le nombre de solutions du probléme, solutions qui seront
alors énumérées.

3.1 Contraintes tables aléatoires

L’algorithme de tirage aléatoire de tables est pré-
senté dans 'algorithme 1. On suppose accessibles des
fonctions RANDOM() qui renvoie un nombre flottant
aléatoire entre 0 et 1, TIREINDICES(P,v) qui tire v
indices 41, ...,4, tels que |[D(X;,)] # 1,1 <k < v et
TABLE(X,T) qui crée une contrainte table C' telle que
sep(C) = X et rel(C) = T. Les deux parametres de
I’algorithme sont : v le nombre de variables dans la
table, et p la probabilité d’ajouter un tuple dans la
table. L’algorithme choisit aléatoirement v variables
parmi les variables dont le domaine n’est pas un sin-
gleton, puis parcourt toutes les instanciations de ces v



variables, en ajoutant chacune a la table avec proba-
bilité p. Le théoréme qui suit montre qu’ajouter une
table réduit le nombre de solutions du probléme d’un
facteur p en moyenne.

Théoréme 2. Soit P un CSP, et T une contrainte
table générée aléatoirement avec probabilité p. Alors

E (|Sols(P AT)|) = p|Sols(P)]

Démonstration. Pour o € Sols(P), soit v, une va-
riable aléatoire valant 1 si et seulement si 0 € Sols(P A
T). Pour connaitre P (v, = 1) il suffit de savoir avec
quelle probabilité o satisfait T". Soient X;,,...,X;, les
variables choisies dans la table T'. Chaque instanciation
de ces variables a été ajoutée dans la table avec probabi-
lité p, notamment 'instanciation (o(X;,),...,0(X;,)).
Cela signifie que o satisfait la contrainte table T" avec
probabilité p. On a donc p =P (7, = 1) = E (v,). Cela
nous donne

E (|Sols(P AT)|)

Ef > %

oeSols(P)

Z E (7o)

oc€Sols(P)
> p

oeSols(P)

p|Sols(P)|

3.2 Algorithme d’échantillonage

Avant de présenter ’algorithme d’échantillonage, il
faut présenter les fonctions auxilliaires qui sont utilisées.
La premiére fonction est ELEMENTALEATOIRE(S) qui
renvoie un élément aléatoire pris uniformément dans S.
La seconde fonction est TROUVESOLUTIONS(P, s), qui
énumere des solutions jusqu’a en avoir trouvé s, puis
les renvoie. Ce qu’il faut remarquer sur cette fonction
est que si elle renvoie s solutions, alors [Sols(P)| > s,
et si elle renvoie strictement moins de s solutions, alors
toutes les solutions ont été trouvées. La recherche en
profondeur faite dans les solveurs de contraintes facilite
I'implémentation de cette fonction.

L’algorithme d’échantillonage de solutions fonctionne
de la maniére suivante : des contraintes tables sont ajou-
tées au probléeme pour réduire le nombre de solutions,
et quand il y a moins de solutions qu’une valeur pivot
préalablement choisie, une solution est renvoyée aléatoi-
rement et uniformément parmi les solutions restantes.
L’algorithme est présenté en détail dans I'algorithme
2. Une valeur pivot & est choisie pour I’énumération
successive des solutions des problémes intermédiaires,

1 Fonction TIRAGEPARTABLES(P, k, v, D)

Données : Un CSP P, k > 2, v > 0,
O0<p<l1

Résultat : Une solution du probleme P

S <~ TROUVESOLUTIONS(P, K);

si |S] = 0 alors

L retourner 'Pas de solution';

[ V)

tant que |S| =0V |S| = k faire
t < TABLEALEATOIRE(P, v, p);
S <~ TROUVESOLUTIONS(P A t, K);
si |S] # 0 alors
L P+—PAt;

© N o O

10 | retourner ELEMENTALEATOIRE(S);

Algorithme 2 : Algorithme de tirage par ajout de
tables

ainsi que le nombre de variables par tables v, et la
probabilité d’ajouter un tuple dans la table p.
L’algorithme commence par énumérer x solutions
du probleme initial. Il s’arréte immédiatement si le
probléme n’a pas de solutions, ou qu’il y a moins de
K solutions. Si le probleme a plus de x solutions, a
chaque étape une nouvelle contrainte table est générée
aléatoirement et si le probleme avec cette contrainte
a toujours des solutions, la contrainte est ajoutée au
probleme définitivement. L’algorithme s’arréte quand
le probleme est satisfiable et qu’il y a moins de &
solutions, et une solution est choisie aléatoirement et
uniformément parmi les solutions du probleme.

3.3 Ajout dichotomique des tables

Il est possible d’améliorer 1'algorithme en modifiant
le nombre de tables ajoutées a chaque étape. Au début
de la recherche une table a une faible probabilité de
rendre le probleme inconsistant, donc il est plus judi-
cieux pour réduire le nombre de résolutions d’ajouter
plusieurs tables d’un coup au probleme. Cet algorithme
est inspiré de la recherche dichotomique dans un espace
non borné : commencer par trouver i tel que la solu-
tion est entre 2¢ et 2! — 1, puis faire une recherche
dichotomique habituelle entre 2¢ et 2+! — 1.

L’algorithme d’ajout dichotomique de tables est pré-
senté dans I'algorithme 3 et vise a remplacer les lignes
6 & 9 de l'algorithme 2. Soit n le nombre de tables
ajoutées a I’étape précédente, on choisit nbTables = 1
si n = 0, ou nbT'ables = 2n sinon, puis nbT'ables sont
générées et stockées dans la liste 7. L’algorithme énu-
meére ensuite x solutions au probléme auquel on a ajouté
toutes les contraintes de 7T, et si il n'y a pas de solution
il supprime la moitié des contraintes présentes dans 7T .
La procédure s’arréte quand le probleme est satisfiable,
ou que |T|=0.



1 Fonction
AJouTDICHOTOMIQUE(P, nbTables, K, v, p)
Données : Un CSP P = (X, D, (),
nbTables >0, k > 2, v > 0,
O0<p<l1
Résultat : P augmenté des nouvelles
contraintes table, et le nombre de
tables ajoutées
T < tableau de taille nbT ables;
pour i = 0 to nbTables — 1 faire
| TTi] + TABLEALEATOIRE(P, v, p);

B W N

S <~ TROUVESOLUTIONS(P A A\, o1 t, K);
tant que [S| =0 A |T| > 0 faire
LT%T[O S TN/2[;

w N o o«

S < TROUVESOLUTIONS(P A A t,k);
teT

9 | retourner P A A, t,[T;

Algorithme 3 : Algorithme dichotomique d’ajout
de tables

3.4 Discussion

Qualité de la division des tables : Dans la preuve
du théoreme 2, les variables aléatoires (Vo )yeSors(P) D€
sont pas indépendantes. Par exemple, soient o1 et oo
deux solutions du probleme qui ne different que sur
une seule variable X, alors

]P)(')/az = 1|’YU1 = 1) =p- P(X € SCp(T))
FLP(X ¢ sep(T) (1)

Cela signifie que si la table ne porte pas sur toutes
les variables, alors elle ne sépare pas bien les regrou-
pements de solutions qui prennent la méme valeur sur
plusieurs variables. Cette notion d’indépendance est
centrale dans les approches de Kuldeep Meel [10] pour
prouver 'uniformité du tirage. Ici le tirage n’est pas
uniforme, mais est quand méme une amélioration par
rapport a la stratégie RANDOMVARDOM.

La formule 1 sur la non indépendance nous montre
aussi que plus la table contient de variables, plus les
variables aléatoires v, sont indépendantes. Des tables
contenant toutes les variables du probleme rendraient
indépendantes les variables aléatoires v,, et donne-
raient ainsi une garantie théorique, mais elles seraient
impossible a générer en pratique.

Influence des paramétres Trois parameétres doivent
étre choisis pour exécuter I'algorithme. Nous pouvons
déja estimer quel est I'impact de chaque parametre sur
le temps de calcul, et sur la qualité de 1'aléatoire.
— Le pivot détermine combien de solutions au maxi-
mum seront énumérées a chaque étape. Avoir

un pivot élevé nécessite plus de résolution car a
chaque étape il faut trouver plus de solutions.

— Comme vu précédemment, augmenter le nombre
de variables doit améliorer ’aléatoire, mais va
aussi augmenter exponentiellement le nombre
de tuples dans les tables ce qui aura un impact
négatif sur le temps de calcul.

— Réduire la probabilité d’ajouter un tuple a une
table doit améliorer le temps de calcul, car les
tables sont alors plus petites donc la propaga-
tion de ces tables sera plus rapide, et le nombre
de tables ajoutées sera aussi plus faible car le
probléme sera plus vite réduit.

Ces hypotheses sont vérifiées dans la section 4 expéri-
mentalement.

4 Expériences

Cette section présente les expériences faites pour
tester notre nouvelle approche. Le premier but est
d’évaluer le comportement aléatoire de 'approche, et
ensuite d’évaluer le temps de calcul, en se comparant
a la stratégie RANDOMVARDOM. Le code est dispo-
nible en ligne !, avec les scripts pour générer les figures
présentées dans cet article.

4.1 Implémentation

L’implémentation a été faite en Java 11 en utili-
sant le solveur de contraintes choco-solver version
4.10.6 [12]. 11 est possible de créer le modele directe-
ment en utilisant choco-solver, ou alors en donnant
en parametre un fichier au format FlatZinc. La straté-
gie de recherche utilisée est celle par défaut du solveur
(dom/Wdeg [3] et lastConflict [9]). Si le fichier Flat-
Zinc déclare une stratégie, elle est utilisée.

Une amélioration a été apportée en ajoutant une
étape de propagation du solveur avant la génération
d’une table (avant la ligne 6 de lalgorithme 2). Cela
permet lors de la génération des tables de ne pas avoir
a énumérer des tuples qui auraient été immédiatement
éliminés par la propagation.

Par la suite, l'algorithme utilisé est le tirage par
tables amélioré avec ’ajout dichotomique des tables.

Gestion de l'aléatoire Le générateur de nombres
aléatoires utilisé est celui présent de base en Java :
java.util.Random. Ce générateur utilise une formule
de congruence linaire pour modifier une graine sur
48 bits donnée en entrée. La documentation de Java
pointe vers [8], section 3.2.1 pour plus d’information.
Ce générateur d’aléatoire a des défauts (notamment

1. https://github.com/MathieuVavrille/tableSampling
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une periode de 2%%), mais pour I'utilisation qui est faite
ici il est suffisant (comme montré dans [2]).

L’implémentation utilise une unique instance du gé-
nérateur aléatoire qui est passé en argument a toutes
les fonctions ayant besoin de générer des nombres aléa-
toires. Cela permet d’éviter des effets de non indé-
pendance qui peuvent advenir a cause d’une mauvaise
création de graines aléatoires.

4.2 Les problémes utilisés

L’approche mise en place est indépendante des
contraintes des modeles résolus, cela nous a permis
de l'appliquer sur quatre problemes différents, dont
trois issus de problemes réels. Nous présentons ici les
modeles et leurs caractéristiques.

N-reines Le premier probléme est celui des N-reines,
qui consiste & placer N reines sur un plateau d’échec
de taille N x N de sorte a ce qu’aucune n’en attaque
une autre (les reines attaquent les pieces dans les huit
directions et aussi loin que possible). Nous avons choisi
la modélisation classique avec N variables qui ont un
domaine [1, N], une contrainte all_different, et des
contraintes binaires d’inégalité (pour les attaques en
diagonale). Le nombre de solutions du probléme est
connu pour les premiéres valeurs de N [16].

Configuration des Renault Méganes 1l s’agit d’un
probléme de configuration des Renault Mégane in-
troduit dans [1], et déja utilisé dans [7] pour la re-
cherche de solutions diverses. Il y a 101 variables, avec
des domaines contenant jusqu’a 43 valeurs, et les 113
contraintes sont modélisées par des contraintes tables,
dont la plupart non-binaires. Ce probléme est peu
contraint, et a ainsi plus de 1.4 - 102 solutions.

On call rostering Ce probléme modélise le systéme de
"gardes", notamment utilisé par les personnels de santé.
Le probleme est disponible dans les benchmarks de
MiniZinc 2, et contient différents types de contraintes,
comme des contraintes linéaires, des contraintes glo-
bales count, des valeurs absolues, des implications, et
des contraintes tables. Plusieurs jeux de données sont
disponibles, mais seul le plus petit (4s-10d.dzn) a été
utilisé ici. Il s’agit d’un probléme d’optimisation (de mi-
nimisation), donc il a fallu le transformer en probléme
de satisfaction en bornant ’objectif. Ce probleme a
pour valeur optimale 1 :

— Il y a 136 solutions en fixand obj <1

— Il y a 2099 solution en fixant obj < 2

— Il y a plus de 10000 solutions en fixant obj < 3

2. https://github.com/MiniZinc/minizinc-benchmarks/
tree/master/on-call-rostering

La génération aléatoire de solutions permet d’utiliser
le solveur comme un outil d’aide a la décision pour
la personne créant les plannings (lui donner plusieurs
plannings a comparer), et apporte une forme d’équité
entre les personnels. En effet, des méthodes de re-
cherche orientées peuvent favoriser certaines personnes,
au détriment d’autres.

Feature Models Les Feature Models sont des pro-
blemes de gestion de logiciels, et visent a aider a la
prise de décision quant a ’ordre d’implémentation des
fonctionnalités d’un logiciel. Le probleme est spécifié
au format MiniZinc dans Particle [13], en utilisant les
données de [14]. Il s’agit encore ici d’un probléme d’op-
timisation (de maximisation), la valeur optimale étant
20222 la résolution va ajouter la contrainte obj > 17738
ce qui en fait un probléme de satisfaction a 95 solutions.

4.3 Qualité de I'aléatoire

Les premiéres expériences conduites visent a évaluer
la qualité de I'aléatoire, c’est a dire, savoir si les solu-
tions sont tirées aléatoirement et uniformément. Les
résultats qui suivent montrent que les solutions ne sont
pas tirées uniformément, mais que ’approche par tables
est plus uniforme que la stratégie RANDOMVARDOM.

4.3.1 Evaluation de I'uniformité

Pour avoir une mesure quantitative de I'uniformité
du tirage des solutions, nous avons utilisé le test du
x?2. Connaissant le nombre de solutions nbSols d'un
probléme (et en numérotant ces solutions), nbSample
tirages sont fait et le nombre d’occurences nbOcc; de
chaque solution i € {1,...,nbSols} est compté. Nous
calculons la valeur de la variable

o ngizs (nbOccy, — nbSamples /nbSols)?
exp — — nSampleS/TLbSOlS

et ensuite la valeur-p du test® (c’est & dire, la proba-
bilité que la loi du x2? prenne une valeur plus extréme
que Zegp). Cette valeur-p nous donne une évaluation
quantitative de la qualité de I'aléatoire. Plus particulie-
rement, un tres grand nombre de tirages sont faits, et
I’évolution de la valeur-p en fonction du nombre de ti-
rage est affichée. Dans notre cas, comme le tirage n’est
pas uniforme, la valeur-p va tendre vers 0 quand le
nombre de tirages augmente, mais nous remarquerons
que le tirage par tables a une valeur-p qui tend moins
vite vers 0 que le tirage en utilisant RANDOMVARDOM.

3. Nous utilisons librairie "Apache Commons Mathematics Li-
brary" (https://commons.apache.org/proper/commons-math/)
pour les calculs de probabilités


https://github.com/MiniZinc/minizinc-benchmarks/tree/master/on-call-rostering
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FIGURE 1 — Evolution de la valeur-p sur le probléme
Feature Models, avec différents nombre de variables
dans les tables ol k =2 et p=1/2

Pour effectuer ce test, il faut connaitre le nombre de
solutions nbSols, et pouvoir tirer plusieurs fois nbSols
solutions, donc I’évaluation de ’aléatoire ne peut se
faire que sur des petits problemes. Les problemes qui
ont été utilisés : 9-reines (352 solutions), Feature Mo-
dels avec la contrainte obj > 17738 (95 solutions),
et On Call Rostering avec les contraintes obj < 1 et
obj < 2 (136 et 2099 solutions).

Nous voulons aussi évaluer 'impact de 1’évolution
d’un parameétre (nombre de variables, pivot, ou pro-
babilité) de l'algorithme de tirage par tables sur la
qualité de l'aléatoire. Pour cela, dans les figures qui
suivent sont affichés I’évolution de la valeur-p pour la
stratégie RANDOMVARDOM, ainsi que pour différents
parametres du tirage par tables, en faisant varier un
parametre a la fois. La 1égende donne les parametres
associés a chaque exécution (v pour le nombre de va-
riables, x pour le pivot et p pour la probabilité).

Remarque. Les figures montrent la valeur-p sur une
échelle logarithmique, car elle tend trés vite vers 0.
De plus, comme les calculs sont fait en utilisant une
représentation en machine des nombres flottants, une
valeur de valeur-p inférieure a 10716 sera considérée
comme nulle.

4.3.2 Impact du nombre de variables

Nous commencons par faire varier le nombre de va-
riable dans les tables, la figure 1 montre ’évolution de
la valeur-p, ou des tirages ont été fait avec différentes
valeurs pour v, et olt on a fixé Kk =2 et p =1/2. On
constate premiérement une amélioration par rapport a
la stratégie RANDOMVARDOM, car la valeur-p décroit
beaucoup plus vite. Ensuite, notre intuition quand a
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FIGURE 2 — Evolution de la valeur-p sur le probléme

On Call Rostering avec obj < 1, avec différents pivots
etotlv=4etp=1/8

I'utilisation de tables avec plus de variables est vérifiée,
car quand les tables portent sur plus de variables, la
valeur-p décroit plus lentement.

4.3.3 Impact du pivot

Nous voulons ensuite évaluer 'impact du pivot sur la
qualité de ’aléatoire, la figure 2 montre 1’évolution de
la valeur-p, avec différentes valeurs de &, en fixant v = 4
et p = 1/8, sur le probléme On Call Rostering, avec la
contrainte obj < 1. Quand le pivot augmente, la valeur-
p décroit moins vite. Plus le pivot est grand, moins
de tables seront ajoutées au probleme, le cas extréme
étant le cas ou le pivot est plus grand que le nombre de
solutions et dans ce cas l'algorithme revient a énumérer
toutes les solutions, et en piocher une aléatoirement
(ce n’est pas le cas ici, car il y a 136 solutions, et le
pivot vaut au maximum 16).

4.3.4 Impact de la probabilité

Nous avons fini par évaluer I'impact de la probabilité
d’ajouter un tuple dans les tables générées. La figure
3 montre ’évolution de la valeur-p sur le probleme
On Call Rostering, ou la contrainte obj < 2 a été
ajoutée, en fixant les parametres v =5 et K = 16 et en
faisant varier p. Encore une fois, le tirage par tables
montre une amélioration par rapport a la stratégie
RANDOMVARDOM, mais il n’y a pas d’influence claire
de la probabilité d’ajouter un tuple dans la table sur
la qualité de I’aléatoire.
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4.3.5 Qualité de I'aléatoire obtenu

On constate que sur le probléeme des N-reines, la
qualité de I’échantillonnage est particulierement bonne.
La figure 4 montre I’évolution de la valeur-p sur ce
probléme, avec différents parametres pour le tirage par
tables. On constate que la valeur-p ne tend pas vers
0 avec le tirage par tables, alors qu’elle tend toujours
vers 0 avec la stratégie RANDOMVARDOM. Nous sup-
posons que les solutions sont assez bien réparties dans
I’espace de recherche, ce qui expliquerait ces bonnes
performances.

FIGURE 5 — Cartes de chaleur du temps pour tirer une
solution, en fixant différent parametres, sur le probleme
d’On Call Rostering, avec la contrainte obj < 3

4.4 Temps d’exécution

L’évaluation du temps d’exécution se fait en deux
parties. Le choix des parameétres est important dans
le temps d’exécution, donc il faut trouver quels para-
metres ont un impact positif sur le temps de calcul.
Par la suite, nous utiliserons des problemes avec plus
de 10000 solutions, et 50 tirages seront fait pour faire
une moyenne du temps pour tirer une solution avec les
différentes méthodes.

4.4.1 Impact des paramétres

Pour montrer 'impact des parametres sur le temps
pour tirer une solution, nous fixons un des parametres,
et faisons varier les deux autres pour ainsi avoir des
cartes de chaleur du temps en fonction de différents
parametres. La figure 5 montre les 3 cartes de chaleur
obtenues en fixant le nombre de variables, le pivot ou
la probabilité. Les hypotheses faites en section 3.4 sont
vérifiées :

a. diminuer le nombre de variables dans les tables
améliore le temps de calcul



b. augmenter le pivot augmente le temps de calcul

c. diminuer la probabilité d’ajouter un tuple aux tables
améliore le temps de calcul

Comme nous ’avons vu précédemment, augmenter
le pivot améliore la qualité de ’aléatoire. Nous avons
donc ici un compromis a faire entre le temps de calcul
(réduire le pivot ou le nombre de variables) et la qualité
de l'aléatoire (augmenter le pivot ou le nombre de
variables).

Nous avons aussi vu que la probabilité n’avait pas
d’impact significatif sur la qualité de I’aléatoire, donc
il est possible de choisir des probabilités tres faibles
pour que les tables soient plus petites, et ainsi avoir
une propagation plus rapide, ainsi que moins de tables
ajoutées lors de ’algorithme.

4.4.2 Comparaison par rapport a RandomVarDom

Pour finir, il faut comparer les temps a la stratégie
RANDOMVARDOM. La table 1 montre pour huit en-
sembles de parametres différents le temps pour tirer
une solution avec le tirage par tables, contre le temps
en utilisant la stratégie RANDOMVARDOM, la derniere
colonne donnant le ratio Tyapies /T RandomVarDom- NOUS
remarquons que notre approche est plus lente que la
stratégie RANDOMVARDOM sur les problemes de confi-
guration de la Renault Mégane, ainsi que sur les 12-
reines. En revanche sur le probleme On Call Rostering
(o1 Pobjectif a été borné par 3, le probléme a ainsi plus
de 10000 solutions), les performances sont meilleures.

La raison pour laquelle le tirage par tables fonctionne
particulierement bien sur On Call Rostering est que
ce probleme a tres peu de solutions, et surtout tres
peu de valeurs rendent le probléme satisfiable pour
chaque variable. Les problémes de configuration de
la Renault Mégane et des 12-reines ont tres peu de
valeurs qui sont interdites, ce qui fait que peu importe
le choix fait par la stratégie d’exploration, les retours
en arriere sont tres rares. En revanche sur le probleme
On Call Rostering, beaucoup de valeurs initialement
dans les domaines ne débouchent pas sur une solution.
Cela signifie que la stratégie RANDOMVARDOM va
faire des choix de couples (variable,valeur) qui ont une
forte probabilité de ne pas donner de solution, ainsi
obligeant un retour en arriere dans l'arbre de décision.
Une stratégie optimisée pour la résolution de probléme,
méme simple va fortement améliorer le temps de calcul,
et notre approche de tirage par tables permet de laisser
le solveur choisir la stratégie de recherche en fonction
de la structure du probléme.

Problome RANDOM- Tirage par tables Ratio
VArRDOM | v | Kk D Temps
16 1/16 | 55 ms 1.7
9 1/32 | 59 ms 1.8
39 1/16 | 89ms | 2.8
Megane 32 ms 1/32 | 86 ms 27
16 1/16 | 74ms | 2.3
3 1/32 | 67ms | 2.1
39 1/16 | 83 ms | 2.6
1/32 | 66ms | 2.0
16 1/16 | 14 ms | 0.36
) 1/32 | 1dms | 0.38
39 1/16 | 15ms | 04
On Call 38 ms 1/32 | 18 ms | 0.46
Rostering ) 16 1/16 | 18 ms | 0.47
3 1/32 | 15ms | 04
39 1/16 | 19ms | 0.5
1/32 | 17ms | 0.44
16 1/16 | 4 ms 2.4
) 1/32 | 4ms | 23
39 1/16 | 7 ms 4.1
12-reines 2 ms 1/32 | 7 ms 3.9
16 1/16 | 10ms | 5.6
3 1/32 | 8 ms 4.3
39 1/16 | 12ms | 6.9
1/32 | 11ms | 6.0

TABLE 1 — Comparaison du temps pour tirer une so-
lution entre RANDOMVARDOM et le tirage par tables.
Les temps sont les moyenne des temps pour 50 tirages

5 Conclusion

Nous avons présenté ici une nouvelle approche pour
tirer des solutions aléatoirement en ajoutant au pro-
bleme des contraintes tables tirées aléatoirement jus-
qu’a ce que le probleme soit assez petit pour pouvoir
étre énuméré. Bien qu’il n’y ait pas de garantie d’unifor-
mité, ’approche montre expérimentalement une amé-
lioration de la qualité de ’aléatoire par rapport a la
stratégie de recherche RANDOMVARDOM. De plus, le
fait que la stratégie de recherche ne soit pas fixée per-
met de garder un temps de calcul du méme ordre de
grandeur qu’avec la stratégie RANDOMVARDOM.

L’algorithme de tirage étant indépendant des
contraintes utilisées pour diviser 1’espace, il serait inté-
ressant d’étudier si d’autres contraintes peuvent étre
générées aléatoirement et permettre un tirage plus uni-
forme des solutions, sans devenir trop cotiteuses. Une
analyse plus approfondie de la structure des problémes
ou des solutions permettrait aussi de choisir des para-
metres plus appropriés, tant pour avoir un plus faible
temps de calcul que pour avoir un tirage plus uniforme.
Il serait aussi intéressant d’étudier plus particuliere-
ment les problemes d’optimisation, et les notions de
tirage dans ces problemes.
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