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Identification a partir de mesures de champs
Application de 'erreur en relation de comportement modifiée
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1 Laboratoire Roberval, UTC, Compiégne, France, {mouldidaezouna,pierre.feissel,pierre.villon}@utc.fr

Résumé— Ce travail consiste a exploiter les mesures de champs wddegpar corrélation d’'images
numeériques. Il aborde l'identification des propriétés tijags hétérogenes d’'un matériau composite par
approche inverse en utilisant I'erreur en relation de camegpeent modifiée. La démarche consiste dans
un premier temps a déterminer, pour un jeu de paramétresldx&hamps cinématiquement et stati-
guement admissibles minimisant un critere permettant ampcomis entre relation de comportement et
adéquation aux mesures. Dans un deuxiéme temps, on miriméséonction colt définie a partir des
champs optimaux trouvés pour identifier les propriétés naatéecherchées. Une attention particuliére
sera portée a la robustesse de la méthode vis-a-vis deshatidns de mesure.

Mots clés— Erreur en relation de comportement modifiée, IdentificatMesures de champs, Elasticité
linéaire hétérogéne.

1 Introduction

Les essais mécaniques s’appuient de plus en plus sur lesanaetichamps de déplacements par
corrélation d’images numériques [1]. Ces mesures permetdtenvisager I'exploitation d’essais hété-
rogénes, du fait du chargement et/ou du matériau, diffi@lexploiter avec des mesures classiques
(jauges extensométriques). Il est alors nécessaire déog@es des méthodes d’identification adaptées a
la richesse des mesures et s’appuyant sur des approchessnM@ans [2] sont présentées les grandes fa-
milles de méthodes (le recalage par Eléments Finis, la déttes champs virtuels, I'écart & I'équilibre,
I'écart & la réciprocité et I'erreur en relation de comporéat) déja utilisées pour les mesures de champs.
Les perturbations de mesure constituent un probléme conartaurtes ces méthodes et subsistent malgré
le progres des dispositifs expérimentaux et des moyens darmdl est donc important de les prendre
en compte.

Parmi les stratégies d’identificationefreur en relation de comportement modifgavere étre une ap-
proche robuste vis-a-vis des perturbations de mesure @jsDe cadre de la validationefreur en
relation de comportement modifi@gout d’abord été appliquée au cas de la dynamique vibedibiis].

Par la suite, la méthode a été adaptée aux mesures de chamsgd6,dd, et plus récemment dans [8].

On présente dans ce papier une formulation du problémendifibation utilisant cette approche. I
conduit a la minimisation d’'une fonction codt qui se décosgen un terme relatif a la relation de com-
portement et un terme exprimant I'écart quadratique ergleuvs calculée et mesurée du déplacement.
La formulation permet, si elles ne sont pas disponibles edeas tenir compte des conditions aux limites
sur le bord du domaine d’étude.

La premiere partie de l'article introduit le cadre de lidiéination et présente les étapes principales
de 'approche proposée. La deuxieme partie décrit la miseevre numérique de la méthode et I'algo-
rithme de résolution adopté. La derniére partie présergeddeltats obtenus lorsque I'approche proposée
est appliguée a un exemple numérique d'une traction unéziar un matériau homogene isotrope, ou
on aborde la sensibilité de la méthode aux perturbationsesira.



2 Lerreur en relation de comportement modifiée

2.1 Cadre de l'identification

On considére une structure soumise a un chargement méeameprésentée par un domaife
régi par les équations de la mécanique des milieux contetusn cherche a identifier ses propriétés
élastiqgue®. Dans la suite, on fait I'hypothése que les conditions amitdis ne sont pas connues, et les
déplacements sont mesurés sur une partie du domaine, carhéraaisé dans Figure 1.

Ainsi, les équations dont on dispose sont :

Equilibre diva=0 dansQ (1a)
Compatibilité cinematique & = é(vng vu) dansQ (1b)
Relation de comportementg = Kg dansQ (1c)
Mesures u=2a dansQm (1d)

ouu est le vecteur des déplacementg & tenseur des contraintes.
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FiG. 1 — Probleme direct associé au probléme d’identification

Q, est un sous-domaine de mesure non nul tel@Qye Q. Le vecteuru™contient les mesures de
déplacements issus de la mesure de champs sur le do@ainel queu™e R", avecn le nombre de
points de mesure.

La formulation du probleme d’identification par I'approchasée sur &rreur en relation de compor-
tement modifiése fait en deux étapes, détaillées ci-dessous. Dans ungrréemips, pour un jeu de
paramétre® fixé, des champs mécaniques de contraintes et de déplacesoemniconstruits a partir de
I'ensemble des données théoriques et expérimentales datismose. Cette étape définit le probléme de
base. Puis une fonction colt des parameétres matériau estuitma partir de ces champs. Sa minimisa-
tion mene a l'identification des parametres mécaniques.

2.2 Le probleme de base

Cette premiere étape consiste a construire des champs tlaictnet de déplacement qui tiennent
compte de I'ensemble de I'information théorique et expéritale. Pour définir ces champs, il est néces-
saire de relacher certaines des équations redondantes({id)) Un des principes deefreur en relation
de comportemerdst de séparer les équations en équations fiables et éguatinriiables, et de relacher
les équations non fiables pour simplement les vérifier auxniBans le cas étudié, la séparation se fait
comme sulit :

1. Les équations fiabled'équilibre mécanique et la compatibilité cinématique.

2. Les équations non fiables
— Larelation de comportement, puisque on cherche justeanigientifier le comportement.
— Les mesures, car elles contiennent des perturbations.

Les équations fiables sont vérifiées de facon exacte tandikguquations non fiables sont vérifiées au
mieux par la minimisation d’une fonctionnelle.
Cela conduit a la formulation suivante, définissant le grotd de base a paramét@g$ixés :



Trouver(u,v) en minimisant :

J(U,V) = %/ o(v—u) :g(\_/—g)dQM%/Q (u— 0)%dQn 2

J1 J2

sous les contraintes des équations fiables (1a) et (1b).
La solution du probleme est notée :

(u(®),v(©)) = argmins (u,v)
{ sSous contraintes (1_5;) et (1b)

Remarque Le probléme (2) est écrit ici en déplacement. En effet, etapade la formulation naturelle
en contrainte, on peut montrer, tout comme dans le cadre digEmique vibratoire [4], qu'il existe un
champv tel queo = Kg(v), ouK est 'opérateur de Hooke.

La fonctionnelles comporte un premier termg relatif & I'erreur en relation de comportement pro-
prement dite, et un second termequi correspond a I'erreur de mesure. Sa minimisation caradla
résolution d’'un systeme linéaire permettant d’obtenirdeamps mécaniques recherchés (voir section
3.1).

Le paramétren, dit hyper-paramétre, permet d’adimensionner les deurdsrde la fonctionnelle et
permet également de pondérer I'importance relative,de 7,. En effet, comme les deux termes repré-
sentent respectivement une énergie et le carré d’'une destdrest nécessaire de les adimensionner par
I'ordre de grandeur des termes qu'ils font intervenir. Gétement, dans le cas de I'application numé-
rique présentée en section 4.1, le terme de distance auxesesst divisé par le carré des mesures, et
le terme d’erreur en relation de comportement par une estimee I'énergie élastique du probleme de
référence, calculée grace a une approximation des paesmaatériau dans le cas d'un matériau homo-
géne, ou d’'une moyenne de ces mémes parameétres dans leédragéde. Le parametce est donc la
fraction de ces deux ordres de grandeur.

2.3 Le probleme d’identification

Une fois les champs mécaniques solution détérminés, on fidestification des parametre®
grace a la minimisation d’une fonction co@tqui utilise les champs déterminés précédemment.
L'estimation deg suppose donc la résolution du probleme (2). Le problemesntitication s’écrit alors
comme :

0 = argrg/ing(e')
avec G(0) = J(u©),v(@)) ou G(O)=(u®)v@))

Ainsi, on peut mener l'identification par la minimisation @efonction s ou encore deq, qui seront

a comparer dans la suite. La minimisation de la seule fomate 71, relative a I'erreur en relation de
comportement, peut étre avantageuse car il a été obserd@asatnes applications qu’elle est peu sensible
aux perturbations de mesure [3].

3 Mise en ceuvre numérique

3.1 Probléme discret

Limplantation numérique de cette méthode d’identificatitécessite la discrétisation du probleme
(2). On utilise une formulation Eléments Finis pour ce fales champs de déplacement seront alors
décrits par les vecteurs de degrés de liberté aux noeuds tlagedi etV. On introduitU le vecteur
colonne contenant la valeur du déplacement mesuré surla dgi mesure, & la matrice de rigidité.

Le probléme (2) s’écrit alors sous la forme :



Trouver(U,V) minimisant :

1 1 ~ ~
j(U,V):E(U —V)TK(U —V)+a§(I'IU—U)T(I'IU—U) (4a)
J1 J2
sous la contrainte K;V =0 (4b)

Oui est 'ensemble des indices des nceuds intérieurs du donidimst 'ensemble des indices de tous
les nceuds @b sera celui des nceuds du bord. Ainsi, on remarque que la oustdu probleme porte
uniguement sur les nceuds internes au niveau des lignes datrigarde rigidité. Par ailleur§] est un
opérateur discret d’extraction-projection. Dans le cafir® mesures expérimentales, la grille de mesure
et le maillage Eléments Finis peuvent étre différents. &rapeur permet alors de projeter les champs
mécaniques du maillage vers la grille de mesure, d’'une pasgpe les deux grilles ne coincident pas,
et d’'autre part puisqu@n, peut n’étre qu’un sous-domaine e

m: U~—-nu
et MU=U

oU U est la restriction du champ Eléments Finis projeté sur ldegiie mesure & l'intérieur du sous-
domaineQ,. On fera I'hypoyhése peu restrictive que I'opératEuine s’applique qu'aux nceuds inté-
rieurs du maillage Eléments Finis.

La fonctionnelles sera minimisée sous la contrainte (4b). Un Lagrangien ast mitroduit :

L(UV,A) =J(U,V)=AT(KiV)

La différentielle du Lagrangien s’exprime comme suit :

(Z—S,éU) =3UT(K(U-V)+a(M™nu —nNTd))
dr (g_\L/,a\/)zé\/T(—K(U—vHKiT/\i)
(%,6/\0 =8N TK;V
I

Sa stationnarité nous donne trois équations :
(K+anTmu —KV =an™
de =0 = ¢ KU-V)=KA
KiV=0

On les décompose sur les degrés de liberté internes et ceanrdet on obtient le systéme d’équations
suivant :

(Kii +an™Mmu; + KipUp = a0 (7a)
KpiUi + KppUp — KpiVi — KppVp = 0 (7b)
KiiUi + KipUp = Kif A (7¢)
Kpi (Ui — Vi) + Kpp(Up — V) = Kpi/\; (7d)
KiiVi + KipVh = 0 (7e)

3.2 Algorithme de résolution
3.2.1 Résolution du probleme de base

A partir des équations (7c) et (7d), on peut montrer (ig—Vp) correspond aux degrés de liberté
d’un mouvement de corps rigide sur le bord. Par ailleurs,en pontrer que la fonctionnelle est insen-
sible a ce mouvement de corps rigide. On le choisit donc nakiA

Up =W (8)

A partir des équations (7e),(7b) et (8), on aboutit & un systéniquement ed :



[Kii+0(I'ITI'I Kib ] [ Ui } B [ an’d }
Kbi KpiKi *Kin| | Up | 0

En substituant;, on obtient le vecteud, comme solution du systéme linéaire suivant :

Kpi [(Kii —|—G|_|T|_|)_1— Kii_l} KinUp = Kbi(Kii —I-(Xn)ilC(ﬂTO (9)

F

M

La matriceM n’est pas inversible. On opte alors pour une décompos@Bnou R est une matrice trian-
gulaire telle que :

M=QR=[Qi Q) [Rl Fﬁﬂ

Cette écriture permet de résoudre (9), ou la solution sendigase en une solution particuliere et un
terme relatif au noyau, qui est choisi nul, la valeur de lacfmmnelle au minimum étant indifférente a
ce choix. Finalement, la solution est :
—1AT
Up=R;QF (20)

Les autres inconnues se déduisent alordgle
Ainsi, on a résolu le probléeme de base et obtenu les champmaptU etV. On passe ensuite a
I'identification des propriétés matériau par la minimisatde la fonction colt; (G)/).

3.2.2 Calcul exact du gradient

Un intérét de I'utilisation de la méme fonctionnelle poufidié le probléeme de base et le probléeme
d’identification est I'accés immédiat au gradient de la fmrccodts, ce qui permet de le fournir lors de
la minimisation de cette derniére. D’'une maniere classiueméthode de I'état adjoint permet d’obtenir
une expression explicite du gradient. Dans notre fornatie probléme direct et I'état adjoint sont
couplés dés le départ et résolus donc en méme temps. Ladiorwilit et sa dérivée s’expriment en
fonction du Lagrangien comme suit :

/ / / / /

(@) = L(U(©),V(©)AN(©),0)

0 9. 00 oL &V 0r oA
20, 20, OL(J) 20, a\(/) 90, ' O\ 0O,
= = -0

Les dérivées partielles du Lagrangien par rapport aux cekamp et au multipicateur de Lagrande
sont nulles car ces derniers sont solution du probléeme de (da3-(4b), eB[( est lek®parametre maté-
riau recherché. Ainsi, il suffit de calculer la dérivée pahti du Lagrangien par rapport aux parametres
matériau, soit :

u-Vv (U —=V) =N\ —hy 11
00, 2( ) aek( )= 00, (1)

On obtient directement I'expression du multiplicateur dgtange a partir de I'équation (7¢) :
Ai = Ui +K; *KipUp (12)

Il suffit ensuite de calculer la dérivée de la matrice de ri§igar rapport aux parameétres matent%d

On représente dans Figure 2 le gradient calculé a chaque@éimlution de la fonction codt, dans le
cas de I'application numérique présentée en section 4.fradient est représenté par des segments et
correspond bien a la pente de la courbe en chaque point daiai, ce qui confine sa bonne estimation.

3.2.3 Stratégie de minimisation

Notre fonctionnelles est différentiable et sans contraintes. Les méthodesqlessde minimisation
faisant appel au gradient peuvent étre utilisées. Dansldeta recherche d’'un seul paramétre matériau,
on choisit un algorithme de dichotomie pour l'identificatioot on connait d’avance la précision de
I'identification via le pas de découpage prédéfini de I'médle de recherche.
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FiG. 2 — Evaluation de la fonction co(t et son gradient

4 Reésultats

4.1 Application numérique

La méthode est illustrée sur I'exemple numérique d’'une ysaglastique en déformations planes,
maillée en élément®4 sous Matla®. Figure 3 décrit les conditions aux limites et le chargenagmmti-
qué qui correpond a une traction sur le bord supérieur dealgupl représentatif d'un essai de traction.
Dans un premier temps, on considére la plaque comme homddarealcul direct permet de construire
artificiellement les mesures de déplacement aux nceuds diageaiOn utilise pour ce calcul des pro-
priétés matériau de référendges et pet, qui sont les ccefficients de Lamé. Ensuite, on fait le choix
d’identifier le paramétrg.

FEp-
b
i

Fic. 3 — Plague maillée avec des élémedis- chargement et conditions aux limites

4.2 Fonction co(t et identification
4.2.1 Sans perturbations de mesure

Ici, on évalue la fonction co(t que I'on cherche a minimiseurpl’étape de l'identification. Pour ce
faire, on résout le probléme de base numériqguement poutudejparameétres matériau, ce qui permet de
représenter la fonction co(t en fonction du seul ccefficieritainé recherchg. Dans Figure 4(a) on voit
I’évolution de la fonction co(t, ainsi que ses deux comptEsan et 7o, dans un intervalle de variation
du ccefficient de Lamé[0.5 X ef,2 X Wet|, pour des mesures non perturbées. Figure 4(b) représente
une fonction coltgyc, construite avec une formulation des moindres carrés ganéits Finis (13),
dans le méme intervalle de variation et avec les mémes n&egelle que :

1 ~ T ~
Guc(W = 5(MUEF - 0)' (MUEF - 0) (13)
ot UEF est solution du probléme direct pour un jeu de paramétregrimatdonné. Il faut noter que

la formulation par moindres carrés postule la connaissancehargement, autrement il ne serait pas
possible de l'utiliser. Tandis que I'approche basée semrdur en relation de comportement modifiée

6
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FIG. 4 — Evolution de la fonction cot en fonction du paramétréémau recherché - sans perturbations

peut se passer de cette information, comme c’est le cas ‘@aamiple étudié. On remargue aussi que la
fonction coltg a un minimum plus marqué qugvc.

4.2.2 Avec des perturbations de mesure

Pour tester la robustesse de la méthode, on évalue la fonmigt pour des mesures perturbées a
différents niveaux. On remarque dans Figure 5 que le minirdenfa fonction co(t change peu pour
ces différents niveaux de perturbatidd, ce qui illustre la robustesse de la méthode. De plus, on peut
noter que la composante relative a I'écart quadratique entre calcul et mesure dledément change
considérablement en fonction des perturbations de mesu@mparaison avec la composantemais
retrouve le minimum au bon endroit. Ceci implique que 'arrsur les mesures est majoritairement prise
par le termess.

x10" x 10
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FiG. 5 — Evolution de la fonction co(t pour différents niveauxpgeturbations

La Figure 6 représente I'erreur sur 'identification du paétre optimaliypt, €n fonction du niveau
de perturbatio®U. A paramétrex fixé, cette erreur s’exprime comme :

fu(&]) = |bref — IJopt(&j)’ (14)

Le parametrelyp: est identifié avec une erreur maximale de 16% pour un nivegederbation qui
varie entre 0% et 5%. Ici, les perturbations sont tirées derfaléatoire avec une distribution gaussienne
et spatialement indépendante, ce qui explique le caraomemonotone de I'erreur en fonction des
niveaux de perturbation.
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5 Conclusion

On a considéré dans cet article un probleme d’identificagiorélasticité linéaire a partir de me-
sures de champs de déplacement. On a proposé de le résowappmiyant sur Brreur en relation de
comportement modifiéet on a décrit les deux étapes fondamentales pour utiliser approche. Elles
concernent respectivement la construction de chdmpsV obtenus comme un compromis entre rela-
tion de comportement et adéquation aux mesures, et I'fieaiton des propriétés élastiques du matériau
par la minimisation d’'une fonction codt. L'approche esthfiotée en déplacement et un algorithme basé
sur une décompositio@R a été proposé pour une résolution numérique efficace. Laouétbst illus-
trée sur un exemple numérique ou les mesures sont crédasedlgment, et sa sensibilité vis-a-vis des
perturbations de mesures a été étudiée.

Les résultats confirment le succes de I'approche d’ideatifio basée surdrreur en relation de com-
portement modifiéet sa robustesse vis-a-vis des perturbations de mesupglication numérique au
cas des matériaux hétérogenes est actuellement en cosngetspectives du travail sont :

— L'étude de la robustesse vis-a-vis de la taille de la zonaelsure par rapport a la taille de la zone

de calcul.

— La prise en compte d'informations complémentaires de gffmt, pour les bords libres dans le

groupe des équations fiables ou pour la résultante de Eeffesuré a vérifier au mieux.

— L'application a I'exploitation de mesures de champs e&ell
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