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Quand est-ce que des bornes de Hardy permettent de calculer
une constante de Poincaré exacte sur la droite 7

Laurent Miclo

Laboratoire d’Analyse, Topologie, Probabilités
U.P. et C.N.R.S.
Marseille, France

Résumé

Classiquement, des inégalités de Hardy permettent d’estimer le trou spectral d’une diffusion
réelle a un facteur 4 pres. L’objectif de ce papier est d’essayer de mieux appréhender cette constante
fluctuante, du moins dans un contexte symétrique. Notamment on donnera un critére asymptotique
simple assurant qu’elle vaut exactement 4. L’argument sous-jacent consiste a voir le trou spectral
comme une fonctionnelle semi-explicite et surtout monotone en un réarrangement des données du
probleme. Pour I’exhiber, on aura recours a des propriétés de régularité de la constante de Poincaré
correspondante et on fera certains liens avec les méthodes de chemins, les premieres valeurs propres
de Dirichlet, les équations de Sturm-Liouville et les fonctionnelles browniennes, la plupart ayant
déja été observés par divers auteurs. Enfin on étendra les résultats obtenus au cas des processus de
vie et de mort sur Z, mais toujours dans un cadre symétrique. Notre espoir est que cette démarche
pourra s’adapter pour permettre d’appliquer finement les constantes de Hardy a des inégalités
fonctionnelles plus ardues que celle de Poincaré.

Mots clés : diffusion réelle, trou spectral, inégalité de Poincaré, inégalité de Hardy, méthode
des chemins, premiere valeur propre de Dirichlet, équation de Sturm-Liouville, théoreme de Ray-
Knight, transformées de Laplace de fonctionnelles browniennes quadratiques, processus de vie et
de mort.

MSC2000 : premierement : 60J60, secondairement : 49R50, 46E35, 34B24, 60J65, 60J27.



1 Introduction

Dans ces notes nous allons nous intéresser a des évaluations précises de constantes de Poincaré
sur R (ou sur Z) en appliquant directement des inégalités de Hardy a des méthodes de chemins et
en ayant recours a certaines estimations asymptotiques.

Plus précisément, soit 4 une probabilité sur R (muni de sa tribu borélienne R) et v une mesure
sur (R, R), non nécessairement de masse totale finie, mais dans un premier temps supposée réguliere
et o-finie (on indiquera dans la section suivante comment se débarrasser de ces deux hypotheses).
La constante de Poincaré A(u,v) € R, associée & un tel couple est I'infimum de I’ensemble des
réels A € Ry tels que

VfeCi(R),  Var(fin) < Av[(f)Y (1)
ou rappelons que le terme de gauche désigne la variance de f par rapport a p qui est définie par

Var(fop) = o / (F(5) — F(@))? p(da)pu(dy) < +oo
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expression qui vaut aussi u[(f — u[f])?] = ulf?] — (u[f])? si f € L%(u). Cependant la formulation
précédente a I'avantage d’étre toujours bien définie (dans R, ) et de pouvoir s’étendre telle quelle
a des mesures p générales.

Comme cela est de tradition, la convention inf(f)) = +oo a été implicitement utilisée ci-dessus
et A(u,v) = 400 équivaut a linexistence d’une constante A € Ry telle que (1) soit satisfait.
Dans le cas contraire ou A(u,r) < 400, U'inégalité (1) reste évidemment satisfaite si 'on y prend
A = A(p,v) (si A(p,v) = 0, on aura remarqué que la régularité et la o-finitude de v impliquent
que p est une masse de Dirac, voir aussi la section suivante pour ce genre de discussion) et on parle
alors d’inégalité de Poincaré.

Ces dernieres années, Bobkov et Gotze [3, 4] ont donné une évaluation de A(u,v) valable a un
facteur 8 pres et relativement explicite en termes des deux données du probleme p et v : soit m une
médiane de p (c’est-a~dire un nombre réel m satisfaisant u(] — oo, m]) > 1/2 et p([m,+oo[) > 1/2)
et abusons un peu des notations en désignant aussi par v la dérivée de Radon-Nikodym dv/d\ (a
comprendre comme un élément de L(\)) de v (i.e. de sa composante absolument continue) par
rapport a la mesure de Lebesgue A. On définit ensuite

Beurm) = s [ Ad) ullo.+oc)
Bourm) = s [* ) (= o0.a)
B(p,v,m) = max(B4(u,v,m), B_(u,v,m))

puis soient B, (u,v) et B*(u,v) respectivement l'infimum et le supremum des B(u, v, m) quand
m parcourt l'ensemble (convexe, borné et non-vide) des médianes de p possibles. En utilisant des
inégalités de Hardy, Bobkov et Gétze [3, 4] ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 1 On a toujours
1
53*(/1'71/) < A(M?”) < 4B*(:u7 l/)

ces inégalités devant étre comprises dans Ry.

Profitons-en pour rappeler ce que 'on entendra ici par inégalité de Hardy. Il s’agit d’inégalités
similaires & celles de Poincaré, sauf que 'on cherche a trouver la meilleure constante C(u,v) € Ry
satisfaisant

plf?] < Clu,vvl(f)?)



pour toute fonction f € C'(R,) vérifiant f(0) = 0. Pour cette question, x et v sont simplement
deux mesures sur R, v étant toujours réguliere et o-finie.

Notre principal objectif est de discuter des bornes données dans le théoreme 1. Pour simplifier,
on se placera dans un contexte symétrique ou u et v vérifient de plus

VAER, { pu(=A) - j(A)

Il semble alors naturel de plutét chercher & comparer A(u,v) avec B(u,v) == B(u,v,0). Notamment
on montrera par une preuve alternative faisant intervenir certaines fonctionnelles du mouvement
brownien standard que

B(p,v) < A(p,v) < AB(p,v) (2)

(ceci resserre un peu 'étau du théoreme 1 si g n’admet qu'une seule médiane, par exemple si le
support de p est un intervalle) et on vérifiera que 'on ne peut pas mieux faire d’'une maniere
générale.

Puis surtout nous nous intéresserons au cas d’égalité A(u,v) = 4B(u,v) en proposant le critere
asymptotique suivant :

Proposition 2 Soient b, , la fonction

z 1 B
R,z /0 S M) wmocl) € R

et M, € Ry le supremum du support de i, c’est-a-dire le plus petit M € Ry tel que (] M, +o0[) = 0.
Supposons que p({M,}) =0 et que
lim b,,(x) = B(u,v) (3)

x— M, —
(rappelons que par définition, B(u,v) = supg<y<n, buw (x)), on est alors assuré de Uégalité A(p,v) =
4B(p,v).
D’une maniere plus anodine, on considerera aussi le cas d’égalité A(u,v) = B(u,v), qui se rencontre
beaucoup plus rarement si 0 < A(p,r) < 400 et si lim SUP 01, — buv(x) < B(u,v), puisqu’alors
il ne correspond qu’aux seules probabilités p de la forme 1/2(0, + 0_,) avec x € R% (i.e. les
lois des multiples par z € R* de la variable de Bernoulli symétrique usuelle, le cas trivial de la
masse de Dirac en 0 étant exclu, puisque A(dg,v) = 0), notons que dans cette situation, M, = =,
limy a7, by (y) =0 et B(p,v) = by ().
D’autre part, on étendra la proposition précédente a un cadre discret, mais toujours en se restrei-
gnant a une situation symétrique. Ceci fournira donc une nouvelle méthode de calcul exact de trous
spectraux associés a certains processus de vie et de mort sur Z.
A la base de ces résultats se trouve une observation tres simple affirmant que A(u,v) est néces-
sairement une fonctionnelle monotone de la fonction by, :]0,1[— Ry définie comme suit : soient
F, : Rz p(] — oo, z]) la fonction de répartition de p et F,; ! son inverse généralisé :

Vuelo, 1, F,'(u) = inf{fx eR: Fy(z)>u} € R (4)

On pose alors

Filw) g
YV uelo, 1], buy(u) = /0 —— A\(dy)

v(y)

(un lien avec la fonction b, , de la proposition précédente est que par exemple pour 1/2 < u < 1,

on a (1 —u)by,(u) = by, o F;'(u), sauf éventuellement si F;!(u) est I'un des atomes de p (eux
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sont en nombre au plus dénombrable, par contre en général ’égalité précédente n’est pas satisfaite
p.p. en u €10, 1[), d’ailleurs en y regardant de plus pres, on constate que pour tout 1/2 < u < 1,
bﬂ,,,(Fu_l(u)—{—) < (1- u)gﬂ,y(u) < bu,,,(FM_l(u)), ce qui permet de voir que sous la condition
p({M,}) = 0, 'hypothese (3) de la proposition 2 est équivalente a lim,—1_(1—u)b, ., (u) = B(u,v)
et c’est sous cette forme que nous l'utiliserons, voir la section 5 pour une justification de ces
affirmations).

La monotonicité mentionnée ci-dessus aurait aussi pu s’obtenir en adaptant certains arguments
de [4], mais nous avons préféré en donner une approche plus probabiliste. Ceci plus par gott que
par désir d’originalité, car de profonds liens entre I'inégalité de Hardy classique (correspondant a
p(dr) = x72\(dx) et v(dr) = \(dz) sur R, ) et certaines fonctionnelles du mouvement brownien
ont déja été mis en évidence par Yor et ses co-auteurs (voir par exemple Donati-Martin et Yor [13],
Yor [42], Pecatti et Yor [31]).

Par ailleurs, méme l’esprit de la proposition 2 n’est pas sans rappeler certains résultats analytiques
concernant les inégalités de Hardy classiques : déja dans l'ouvrage [18] de Hardy, Littlewood et
Pélya la bonne constante est déterminée (dans un cadre continu et discret et pour des estimées L,
avec p > 1, plutét qu’uniquement IL2) et le fait que I’on puisse obtenir de telles estimations précises
est relié a I’absence de minimiseur par Marcus, Mizel et Pinchover dans [24] (voir aussi Matskewich
et Sobolevskii [25]). Cependant méme s’ils se placent dans un contexte multidimensionnel, ces
auteurs s’intéressent a des mesures particulieres généralisant 1'inégalité linéaire classique : v est
une mesure de Lebesgue et p admet pour densité par rapport a v une puissance négative (—p pour
des estimées P, avec p > 1) de la distance euclidienne au bord du domaine. Toutefois dans notre
cadre il s’agit d’étre plus prudent car on ne peut pas conclure a I'égalité A(u,v) = 4B(u,v) sous la
seule condition que u({M,}) = 0 et que la fonction b, , “atteint” son supremum en 'infini. Ainsi
on donnera un exemple ou limsup, ., bu.(x) = B(u,v) avec p({M,}) = 0 et ot pourtant la
conclusion de la proposition 2 est fausse (pire, on aura méme A(u,v) = B(u,v) € RY).
Heuristiquement I’hypothese de la proposition 2 exige que u soit suffisamment lourde au voisinage
gauche de M, (représentant “I'infini”) par rapport a v, ou inversement si p est fixée, que v y soit
relativement légere. Voici quelques exemples simples allant dans cette direction.

Corollaire 3 Soit U : R — R une fonction paire vérifiant U(0) = In(2), divergente vers 400 en
Uinfini, absolument continue et dont la dérivée faible de Radon-Nikodym U’ est p.p. strictement
positive sur Ry. Notons p la probabilité (respectivement v la mesure) admettant |U'| exp(=U) (resp.
exp(—=U)/|U’|) pour densité par rapport a \.

On a alors A(p,v) = 4.

Preuve :

En effet, on calcule que pour tout = € Ry,
x , +00 ,
hola) = [ U@ @A) [ U@ e(-U) M)
= [exp(UW))]5 [~ exp(=U(y))];*
1—2exp(—=U(x))
fonction qui croit vers 1 en +oo.
[ |

Ce résultat est susceptible de nombreuses variantes, par exemple :

Corollaire 4 Soit U : R — R une fonction paire de classe C?, conveze, strictement croissante sur
Ry et vérifiant U" < (U')? en +o0. Soit u la probabilité admettant exp(—U)/Z pour densité par
rapport a A avec Z = [exp(—U)dA. Considérons aussi la mesure symétrique sur (R, R) donnée

par v(dx) = exp(=U(x))/(U'(x))? X(dx). On a alors A(u,v) =421,

Preuve :



Pour tout x > 0, on a

+00 too 1
/ exp(—U () A(dy) = / U'(y) exp(~U (y)) A(dy)

U'(y)
exn(— —+00 —+00 "
_ {_W} _ / %exm—mywdw
exp(=U(z))
S T U

(qui est bien fini, car la convexité et la stricte croissance de U entrainent que U’ > 0 sur R* , on aura
aussi remarqué que ces propriétés impliquent la finitude de Z). De plus en utilisant ’hypothese
faite sur U”, on obtient ’équivalent suivant pour x grand

+o00 +o0o "
[ eat-vran ~ [ (1+%)exp<—v<y>wdy>

exp(=U(x))
U'(x)

De méme on calcule que pour tout x > 0,

/ m(U’)2exp(U)olA = [U'exp(U)]; — / mU”exp(U)olA
0 0
< U'(z)exp(U(z))

et que le membre de gauche et de droite sont équivalents pour = grand. Le résultat annoncé découle
alors directement de la proposition 2.
|

Dans la proposition 2, le comportement de v exactement en 0 est sans importance, ainsi le résultat
précédent reste valable si ses hypotheses sont satisfaites uniquement sur R* (on pourrait aussi
supposer seulement que U’ est absolument continu sur ]0,+o00[ et que 1'une des versions de sa
dérivée est négligeable devant (U’)2 en +o00, cette derniere condition n’est pas satisfaite par exemple
si U” admet de forts pics et il n’est pas clair que l'on puisse s’en passer). En particulier, on peut
considérer le potentiel

Uy :Roz — |2]* eRy

avec a > 1, et notons par u, et v, les mesures correspondantes construites dans le corollaire
précédent. Dans le cas a = 1, on retrouve un résultat bien connu pour la distribution exponentielle
symétrisée. Pour o > 1, la mesure v, admet une densité singuliere en 0, mais ce n’est pas tres
grave. La théorie des formes de Dirichlet (voir par exemple le livre [15] de Fukushima, Oshima
et Takeda) permet d’associer un unique générateur markovien L, auto-adjoint dans L2(u,) & la
fermeture de la forme quadratique Dy 3 f — vo[(f')?], avec Dy = {f € CLR) : vo[(f")?] < +o0}.
Cet opérateur L, agit notamment sur les fonctions f de classe C? constantes dans un voisinage de
0 et & support compact par

Va’ " V/ !/
Vo eR, Lu[fl(z) = —(2)f"(z) +—*(2)f (z)

Mo Mo

= Zola? |22V f(2) —sign(@) (o o' 4+ 207 (@ = 1) 2] ) £/(2)]

La constante 1/A(jq, Vs ) correspond alors au trou spectral de L, dans L2(jg).

Dans le genre de situation considérée dans la proposition 2, A(u,r) mesure d’une certaine maniere
la difficulté que rencontre le processus sous-jacent a “revenir de I'infini” plus que les difficultés
locales d’atteinte de 1’équilibre (dans IL2(p)). En effet, & chaque fois que, outre les hypotheses de la



proposition 2, la fonction b, , n’atteint pas son supremum sur [0, M, [, on peut de maniere locale
légerement y modifier la mesure v sans altérer ni B(u,v) ni la condition de la proposition 2, et
par conséquent sans changer A(u,v) (car on aura remarqué qu’alors fol 1/vd\ = +00). On aurait
pu de la sorte gommer la vilaine singularité de v, en 0 sans pour autant perturber la valeur de
A(pa; va)-

Par contre, on aura noté que pour o > 1, la fonction b, ,, atteint son maximum en un unique
point z, de |0, +-00[. Dans ce cas I'opérateur sous-jacent f +— (f”(x) — ax® ! f'(x))ser fait revenir
trés rapidement de I'infini la diffusion qu’il géneére ; ce n’est pas cet effort qui contribue de maniere
prépondérante dans le trou spectral 1/A(uq, pio), mais des difficultés locales de convergence a
I’équilibre (toujours dans un sens L2(p)). A cet égard, on peut se demander s’il n’existerait pas des
points “plus retardants” que les autres, en conjecturant que les pires sont justement x,, et —z. Mais
ceci n’est pas évident, car quand la condition de la proposition 2 n’est pas remplie, tous les points
(de]—M,, M,[) contribuent un peu & A(u,v), au sens o1 de petites diminutions de v au voisinage de
ces points (c’est-a-dire des dopages correspondants du générateur, a probabilité réversible u fixée),
entrainent une augmentation stricte du trou spectral 1/A(u,v). Cela est possible puisque dans
cette situation les liens entre A(u,v) et B(u,v) sont distendus (i.e. valables & un facteur pres), et
n’est pas non plus sans relation avec 'existence de vecteurs propres associés au trou spectral (ou de
maniere équivalente, avec celle de minimiseurs pour A(u,v)). Ce sujet et notamment des propriétés
quantitatives de monotonicité de A(u,r) en tant que fonction de b mériteraient éventuellement
d’étre approfondis.

wvs

Le plan du papier est le suivant. Dans la prochaine section on réduira I’évaluation de A(u,v) a un
probléme de Sturm-Liouville sur | — 1, 1] avec conditions de Dirichlet au bord. On réécrira ce dernier
en terme de finitude d’une espérance d’exponentielle de fonctionnelle quadratique du mouvement
brownien standard dans la section 3, par le biais d’un théoreme de Ray-Knight. Ceci nous permettra
dans la section 4 d’obtenir le résultat de comparaison auquel nous faisions allusion ci-dessus (au
travers des fonctions EW,). On s’en servira pour prouver la proposition 2 dans la section 5. Dans
la suivante on démontrera deux petites assertions faites précédemment, I'une concernant les cas
d’égalité A(u,v) = B(u,v) et Pautre I'insuffisance de la condition limsup,_,, b, (x) = B(u,v)
pour lidentité A(u,v) = 4B(u,v). Enfin dans une derniére section on traitera le cas discret.

Pour terminer cette introduction, signalons deux extensions que nous aimerions aborder dans
d’éventuelles futures études et qui ont servi de motivations pour ce papier préliminaire “dans le cas
facile de I'inégalité de Poincaré” (c’est par ce désir de faire une mise au point que nous n’avons pas
hésité a discuter de questions pourtant tres classiques, parfois de maniere trop soignée au risque
d’ennuyer le lecteur).

e Tout d’abord il s’agirait de remplacer dans (1) la variance par une entropie. Des bornes de
type Hardy pour la constante correspondante de Sobolev logarithmique ont déja été présentées
par Bobkov et Gotze [3] puis améliorées par Barthe et Roberto [2]. Cependant il n’est peut-étre
pas déraisonnable de penser qu’une constante exacte pourrait étre obtenue sous des conditions
asymptotiques appropriées, similaires au critere de la proposition 2 (éventuellement on pourrait
essayer de comprendre quel est le type d’entropie généralisée (voir celles considérées dans les articles
de Chafal [5] ou de Barthe, Cathiaux et Roberto [1]) pour lesquelles cette possibilité existe). Une
application serait de retrouver facilement ’équivalent de la constante de Sobolev logarithmique
associée a des opérateurs de Laguerre de petit parametre (obtenue laborieusement dans [28]), voire
de la calculer. Il s’agit la d’une situation non-symétrique, mais tout suggere que cette constante
est dictée par des comportements en “I'infini & gauche”, qui en 'occurrence est 0.

e Surtout, on voudrait modifier le terme d’énergie de (1) en le remplagant par [ H((f'/f)?)f*dv,
ou H : Ry — R, est une fonction convexe vérifiant H(0) = 0 et H'(0) > 0. Plus précisément on
voudrait évaluer la meilleure constante A > 0 telle que

v f € C'(R), Ent(f? p) < /H <A <f7/>2> f2dv
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(ou méme seulement avec une variance dans le membre de gauche). Pour U'intérét de ces inégalités
de Sobolev logarithmiques modifiées, on renvoie par exemple a [16].

2 Des équations de Sturm-Liouville avec condition de
Dirichlet

Cette section est fortement influencée d’une part par les méthodes de chemins et d’autre part par
les manipulations de réductions du probleme effectuées par Bobkov et Gotze dans [4]. Concernant
les méthodes de chemins, Pauteur les a apprises dans [20] de Holley et Stroock (voir aussi Diaconis
et Stroock [12]) pour un cadre discret (fini) et dans [21] de Holley, Kusuoka, et Stroock pour un
cadre continu (mais compact). Pour une référence générale relative a leur application aux chaines
de Markov, on peut renvoyer au cours de Saloff-Coste [40] et plus précisément a l’article de Kahale
[22] pour une discussion de leur caractere optimal, qui est vérifiée dans le cas “linéaire” de Z au
plus proche voisin, et cette propriété (du moins son équivalent sur R) jouera un grand réle dans le
développement qui suit.

Dans toute la suite la probabilité u et la mesure (tout d’abord réguliere et o-finie) v sont fixées
et symétriques comme dans 'introduction. Commencons par quelques remarques classiques (voir
par exemple Muckenhoupt [29] pour les inégalités de Hardy).

Lemme 5 Considérons v = v + U la décomposition de Lebesque de v avec v < X et v L A. On a
alors A(p,v) = A(u,v).

Preuve :

En récrivant tout en termes des dérivées, il apparait que (1) est équivalent a

vieew, ;[ ( Lyf(U)dU>2u(dm)u(dy) < AP

En remplacant f par |f|, il suffit clairement de ne considérer de telles inégalités que pour les
éléments f de C4(R), ’ensemble des fonctions continues positives sur R. Ensuite une application
de résultats classiques d’approximation permet de remplacer C(R) par B4 (R), ensemble des
fonctions boréliennes positives sur R. Détaillons un peu ce point. On cherche donc a montrer que
la borne

viee®. ( /:f(U)du>2u(dw)u(dy) < A (5)

pour un certain A € R* implique que

vies®, 5 f( /:f<u>du)2u<dx>u<dy> < A (©)

On remarque qu’il suffit d’avoir ces dernieres inégalités pour les fonctions f € B4 (R) telles que
v[f?] < +oo (sinon l'inégalité correspondante ne dit rien), puis par le lemme de Fatou (pour le
membre de gauche) et des arguments de convergence dominée (pour le membre de droite), on peut
se contenter de considérer de telles fonctions pour lesquelles il existe 0 < € < M tel que I'image de
f soit incluse dans {0} U [¢, M]. Ceci assure notamment que v({f > 0}) < 400 et par régularité
supérieure de v on peut trouver un ouvert U tel que {f > 0} C U et v(U) < +00. Soit (gn)nen
une suite de fonctions positives, continues et bornées par 1y, convergeant simplement vers 1.
Par ailleurs, & nouveau par régularité de v + A (voir par exemple le livre de Rudin [39]), on peut
trouver une suite (f,)nen de fonctions positives, continues et bornées par M convergeant (v + A)-
p.p. vers f. Ceci reste vrai pour la suite (hy,)nen = (fngn)nen, mais on peut appliquer a celle-ci un



théoreme de convergence dominée, puisque pour tout n € N, |h,| < M1y et v(M1y) < +00. En
ayant a nouveau recours au lemme de Fatou pour les membres de gauche, on se rend compte qu’en
appliquant (5) aux h,,, pour n € N, et en passant a la limite on obtient I'inégalité de (6) pour f.
Soit maintenant D € R tel que A(D€) = 0 et 7(D) = 0. En remplagant f par f1p dans les inégalités
précédentes, on se rend compte que A(u, ) est aussi I'infimum de ’ensemble des constantes A € R ;.
telles que

IN

viesm®, ( [ 1w du)2 pldr)p(dy) < Av[f?1p)

= A7l

d’ou l'identité annoncée A(u,v) = A(u,v).
|

Remarque 6 1l est bien connu que la régularité est la condition permettant de réduire les mesures
a leur simple action sur les fonctions continues et dans ce papier, cette hypothese sur v ne sert
qu’a justifier le passage de (5) a (6). Ainsi si on définit A(p,r) comme Uinfimum des constantes
A € Ry telles que (1) soit plutdt satisfait pour toute fonction f absolument continue (f’ désignant
sa dérivée de Radon-Nikodym), alors ce qui suit reste valable sans hypothese de régularité sur v
(rappelons que dans (6), il suffit de considérer des fonctions bornées).
Par contre sans I’hypothese de régularité, les deux définitions de A(p,v) a partir de (5) et de (6)
ne sont pas équivalentes. Par exemple si 'on considere p # 6o et v = 3 dq, la borne (5) est
satisfaite pour toute constante A > 0, puisque le membre de droite est infini sauf pour f = 0,
d’ott A(p,v) = 0. Cependant si dans (6) on prend f = 1g\q, on aboutit a une contradiction, d’ott
A(p,v) = +oo et c’est cette définition qui est correcte au vu de ce qui va suivre. On supposera donc
désormais que A(u,v) est défini & partir de (6). Dans le méme registre, notons que la o-finitude de
v implique P'existence d’une fonction f € B (R) strictement positive telle que v[f?] < +o0, ce qui
interdit que A(u,v) = 0 si p # Jp (ou plus généralement si p n’est pas une masse de Dirac dans
les cas non symétriques).

O

Remarque 7 On peut aussi questionner 'hypothese de o-finitude de v. Son intérét premier est
que la dérivée de Radon-Nikodym dv/d\ admet bien un sens. Cependant de maniere générale, on
peut définir la dérivée de Radon-Nikodym d’une mesure v quelconque (positive!) par rapport a
une mesure o-finie A de la maniére suivante. Considérons

F o= {feli): f-A<v}

ol ]L(J]r()\) est I'ensemble des classes d’équivalence pour la relation d’égalité A-p.p. des fonctions
a valeurs dans R, et ol f - A est la mesure admettant f pour densité par rapport a A (ainsi
par exemple (400) - A est la mesure définie sur les éléments A de la o-algebre sous-jacente par
((+00) - A)(A) = 0si A(A) = 0 et ((+00) - A)(A) = +o0 sinon). Comme tout sous-ensemble de
L°()\), F admet un supremum dans L(\) (voir par exemple le livre de Neveu [30]). II suffit alors
de poser dv/d\ comme étant ce supremum. Il s’agit en fait d’un maximum. En effet, F étant stable
par maximisation (si f,g € F, alors f V g € F, on s’en rend compte en considérant séparément
les deux événements {f > g} et {f < g}), on sait (cf. [30]) qu’il existe une suite maximisante
(fn)neny d’éléments de F convergeant en croissant A-p.p. vers dv/d\ et il en découle facilement
que dv/d\ € F. Par contre, on ne dispose pas en général de décomposition correspondante de
Lebesgue : il n’existe pas de mesure 7 L A telle que v = (dv/d)\) - A + U, comme on peut s’en
persuader en prenant pour v la mesure de comptage et A la mesure de Lebesgue sur R (dans
cette situation on a (dv/d\) = 400 et si U est comme ci-dessus alors nécessairement v = v qui
n’est pas étrangere a A ...). Revenons a notre contexte et pour une mesure v quelconque, posons
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v = (dv/d)\) - A\, puis vérifions que l'on a encore A(u,v) = A(p,v). L'inégalité A(u,v) < A(p,v)
découle immédiatement de (dv/d\) - A < v. Réciproquement, dans (6) il n’est besoin de considérer
que des fonctions f € B4 (R) telles que ff2 dv = ff2 Lifs0ydv < +00, ce qui permet de réaliser
que A(p,v) =infgee A(p, 15 - v), ot € est 'ensemble des boréliens de R tels que 1z - v soit o-fini
(cette propriété étant équivalente a l'existence d’une fonction strictement positive et intégrable).
Pour un tel E € &, soit fg la dérivée de Radon-Nikodym usuelle de 1 - v par rapport a A, on a
nécessairement fr < (dv/d\), A-p.p. et A(p, 1g-v) = Ay, fE - A). De ces deux faits, il ressort que
A(p, 1 -v) > A(p,v), d’'ou le résultat annoncé.

Par contre, on peut maintenant avoir A(u,v) = 0 sans que p soit une masse de Dirac, plus
précisément, les développements qui suivent permettent de voir que A(u,rv) = 0 si et seulement si
dv/d\ = 400 A-p.p. sur 'enveloppe convexe du support de p (et dans ce cas si g n’est pas une
mesure de Dirac, alors I'inégalité de Poincaré n’est pas satisfaite avec A(u,v) = 0, i.e. infimum en
A > 0 définissant cette constante n’est pas atteint, de par la convention traditionnelle 0(4o00) = 0).
Une petite application des remarques précédentes est que le corollaire 3 sera valable sans restriction

sur I’ensemble ol s’annule U’.
O

Ces considérations nous permettent de supposer désormais que v < A.

Rappelons que M,, € Ry est le supremum du support de o (défini dans la proposition 2).
Lemme 8 Notons v = 1)_py, ap, [V la restriction de v a |— My, M. Alors on a A(p,v) = A(p, 7).
De plus si  n’est pas la masse de Dirac g et si v n’est pas équivalent a L), M, A ona A(p,v) =
+00.

Preuve :

En effet, on ne perd rien dans l'inégalité (6) a n’y considérer que des fonctions f € B (R) qui
s’annulent sur R\ [-M,,, M,,], d’ou le premier résultat annoncé puisque v < A.
Pour le second, supposons v non équivalente a 1j_ M, M, [A et soit D € R avec D C] — My, M,],
A(D) > 0 et v(D) = 0. Si M, # 0, c’est-a-dire si u # g, on peut trouver 0 < n < M, tel que
D' := D N [—n,n] satisfait les mémes conditions que D. On aboutit alors a 1’égalité A(u,v) = +oo
en observant qu’avec f := 1ps, Var(f,u) > 0 et v[f?] = 0.

|

Le cas ou pu = §p étant de peu d’intérét, on supposera dorénavant, sauf mention contraire, que
pu # 0o, de sorte que M, € R% L {4+o0}. Le lemme précédent montre aussi que l'on peut se
restreindre a ne considérer que des mesures v équivalentes a 1j_p7, a7, (A, ce que 'on fera aussi
désormais. On peut méme encore réduire un peu la classe des mesures v pertinentes pour nos
problemes :

Lemme 9 Supposons qu’il existe 0 < x < M, avec

I
—dy = +o0
o V()

(ot l'on a étendu ’abus de notation v < (dv)/(d\) auzx cas envisagés dans la remarque 7). Alors
on a A(p,v) = 400.

On aura remarqué que dans cette situation on a aussi B(u,v) = 400, par définition de M.

Preuve :

Le point 0 < & < M, étant fixé comme ci-dessus, notons pour a > 0, D, ={0 <y <z : v(y) >
1/a}. On calcule qu’avec f, == 1p,1/v,

Vatrp) > | ( /Omfa(U)dU> Lo, 50y peldy)pa(d2)
— F(a)u(] — o0, 0))u((z. o)
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avec

Va>0, F(a) = / Ldu
D

. V(W)

Cependant on a aussi v[f2] = F(a). Ainsi si A € R satisfait I'inégalité (6), on a nécessairement

A = Fla)p(] = o0, 0])u([z, +-00[)

du moins pour les a > 0 tels que 0 < F(a) < +00, ce qui est vrai pour tout a > 0 assez grand (nos
restrictions précédentes interdisant le cas trivial ou v est identiquement nul). Reste a faire tendre
a vers 400 pour se rendre compte qu’il ne peut pas exister de telle constante A € R, puisque
limg_, 4o F(a) = +00 et u(] — oo, 0])u([z, +00[) > 0.

|

Cependant, comme on pourra le retrouver a posteriori grace aux bornes (2), le lemme précédent
n’est plus nécessairement juste si I'on y prend x = M. On peut toutefois s’y ramener par le biais
des observations suivantes : pour 0 < n < M, définissons une constante A, (yu,v) de la maniere
suivante : si M, < 400 (respectivement M, = +00), posons

M) = ot ( /:f(U)dU>2u(d:v)u(dy)

feD(um) 2V

ot D(p,v,n) est 'ensemble des fonctions f de B, (R) telles que v[f?] < +o0 et dont le support est
inclus dans [—M,, + 1, M, —n] (resp. dans [—1/n,1/n]). Avec cette définition, il est clair que

lim An(%”) = A(M?”) (7)

n—04
Or pour 0 < n < M, < +o00, définissons
ty = Lo M) - 1t (] = 00, =My + 0])0 g,y + p([My = 1, +00[)da1,
Vnp = ]l}*Mqun,Mrn[ v
et pour 0 < n < M,, = +o0,
= Ly pt+ (] =00, =1/0])0 1 + p([1/n, +00[)d1

n L_aymaym v

de sorte que

Lemme 10 Pour tout 0 <n < M,,, on a Ay(u,v) = A(py, vy)-

Preuve :

Ceci découle immédiatement du fait que pour tout f € D(u,v,n), on a

/ (/xyf(u) du>2 p(dz)p(dy) / </: f(u) du>2 iy () 1y (ly)

viff) = wlf?]

Par cette approximation, on se ramene donc a concentrer notre attention sur les couples (u, ) tels

que M, < +oo et fOM“ 1/v(s) A(ds) < 400, ce que nous ferons pour le reste de cette section.
Nous allons maintenant procéder a des régularisations de p et v. Continuons tout d’abord avec
v en faisant la remarque suivante :

Alpv) = sup )ﬁ / ( JEoNZT) du>2 ldz)u(dy) (8)

fELZ ([~ My, My, A
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oul, € Li_(] — M,,, M,[,\) est 'application définie par
V, ] =M, M3z — — €Ry
v

(elle dépend donc aussi légerement de 1 par 'intermédiaire de M, que 'on suppose fixé pour cette
discussion).
En effet, pour passer de

M) = o o [ ( [ 1 du) u(d)u(dy) )

a (8), on note que si D = {(dv)/(d\) = o0} et si f € By([—M,,, M,]) est telle que v[f?] < +oo,
alors f = 0 A\-p.p. sur D, ainsi f peut s’écrire p.p. sous la forme g\/V, avec g € By ([—M,, M,])
(rappelons que par nos restrictions précédentes, {(dv)/(d)\) = 0} est A-négligeable) vérifiant \[g?] =
v[f?] < +oo . Réciproquement si I'on se donne g € L2 ([—M,,, M,],\), on a bien g/V,, € L2 (v) et
v[g?V,] = A[g?], d’ot1 en fin de compte (8). Profitons-en pour signaler que 1'on peut aussi dans (8)
ne considérer que des f # 0 (dans Li([—M w» My, A), puisque la contribution de la fonction nulle
est 0 =0/0.

On dira qu’une suite de mesures (v, )nen toutes symétriques et équivalentes a 1) 1,0, [ A converge
convenablement vers v, si pour tout n € N, V,,  peut se prolonger en une fonction strictement
positive et de classe C* sur un voisinage de [—M,, M,,| et si les V,,, convergent pour n grand vers
V, dans LY(] — M,,, M,,[, \). La régularité de 1y_pg,,0,[ - A nous assure sans difficulté de l'existence
de telles suites approximantes.

Lemme 11 Supposons que la suite (vy)nen converge convenablement vers v, alors

lim A(p,vn) = Alp,v)

n—oo

Preuve :
Soient V,W € ]L}r(] — My, M,[, \), on calcule que

\///f\/—du> dxdy\///f\/—du> dxdy)
< ([ sV - @) waua)

= /mgy (/x F@)(VV(u) - \/W(u))du>2 pu(da) p(dy)
[ ([ P [0 - VT2 0) syt
/ ﬁww) vt [ ([ ) s

Cependant en utilisant I'inégalité

IN

IN

Vt,s>0, (Vt—+/5)? < |t—s

on se rend compte que le premier facteur du membre de droite est majoré par |V —W || 1 (=M, M, [N

Le second est clairement borné par fi‘/lﬁ f2dX et il apparait alors que pour tout n € N (en
o
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appliquant ce qui précede avec V=V, et W =1V,),

|G v) = V/AGs )|

< sup

FEBL (= My, M) : 0<A[£2] <400 \/ﬁ/ (/:’f(u) V Vi, (u) d“>2 p(dz)p(dy)
\/ ([ st waoman

= sup

1
FEB4 ([~ My, M) : 0<A[f2] <00 v/ 2A[f?]
y 2
—\/ / ( [ v du> () u(dy)

\/HVun = VollLr =g, na,

IN

On est donc ramené a l'estimation de A(u,r) pour des mesures v telles que V,, soit strictement
positif et de classe C*° sur [-M,, M,]. Montrons que I'on peut aussi ne considérer que des pro-
babilités p admettant une densité de classe C*° et strictement positive sur [—M,, M,]. Pour cela
notons D(y) 'ensemble de ces probabilités, de plus supportées par [—M,,, M,,] et symétriques (pour
tout 4/ € D(u) on a donc M,y = M,,). On dira qu’une suite (fn)nen d’éléments de D(u) converge
adéquatement vers y si F,, converge vers F), dans L(] — M,, M,[,\), ot rappelons que F), est
la fonction de répartition de p, que I'on peut restreindre a [—M,, M,], car avant elle vaut 0 et 1
apres. Puisqu’une fonction de répartition est & valeurs dans [0, 1], la convergence ! ci-dessus est
équivalente a la convergence ILP, pour n’importe quel 1 < p < 400. On a méme beaucoup mieux :

Lemme 12 Soit —co < M < M' < +o0 et (F),)nen une suite de fonctions croissantes sur |M, M']
convergeant dans L' (|M, M'[, \) vers une fonction F. Alors F admet une A\-modification croissante
et en tout point u €M, M'[ de continuité pour celle-ci, on a lim, oo Fy,(u) = F(u). De méme
pour les inverses généralisés, si l'on fait ’hypothese que les enveloppes convezes des Fp(|M, M']),
pour n € N, coincident toutes avec 'enveloppe conveze de F(|M,M'[) (éventuellement auz points
extrémauz pres); si u € F(JM, M'[) est un point de continuité de F~1, alors lim, . F, '(u) =
F~Y(u).

Ce résultat de renforcement de la qualité de la convergence peut étre vu comme un équivalent pour
la convergence p.p. du second théoréeme de Dini.

Preuve :

Il est bien connu que d’une convergence L' on peut extraire une sous-suite convergeant p.p. Soit A”
I'ensemble A\-négligeable sous-jacent. On a donc que F est croissante sur |M, M'[\N. 1l suffit alors
de redéfinir pour tout z € N, F(z) « inf{F(y) : y €]s, M[\ N} pour obtenir une A-modification
de F' croissante.

Soit ensuite u €] M, M'[ un point de continuité pour cette derniére et donnons-nous € > 0. On peut
donc trouver § > 0 tel que Ju — 6, u + §[C]M, M'[ et F(Ju — ,u + d]) C|F(u) — €/3, F(u) + €/3].
Supposons maintenant que limsup,,_, . Fp,(u) > F(u) + €. Quitte a extraire une sous-suite de
(Fy)nen, que l'on renote de la méme maniere, on peut faire ’hypotheése que pour tout n assez
grand, Fy,(u) > F'(u) + 2¢/3. Mais alors on calcule que pour ces n,

v

u+6
1P~ Floguary > [ Falo) = Fo)do

> de/3
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par croissance de Fj, sur [u,u + 6[. On aboutit ainsi & une contradiction avec la convergence de
la suite (F},)nen vers F' dans LY(]M, M’[,\). On rencontre le méme probléme si 1’'on suppose que
liminf, o Fj,(u) < F(u)—e€, en intégrant plutot sur Ju—d, u|. D’ou la premiere convergence simple
annonceée.

Pour la convergence correspondante des inverses généralisés, on pourrait aussi s’en convaincre a
partir de manipulations similaires, mais le plus simple est de faire un dessin. Par symétrie par
rapport a la diagonale, on voit que pour tout n € N,

1Fo = Fllusgaeary = 1B = F 7 lagr

car il s’agit de l'aire “située a l'intérieur des deux graphes de F), et de F' (en reliant d’un trait
les sauts)”, ot |I, I'[ est U'intérieur de I'enveloppe convexe de F'(JM, M'[). Le second résultat de
convergence simple découle alors du premier.

Revenant & notre contexte, on en déduit que si la suite (uy)nen de D(u) converge adéquatement
vers p, alors pour n grand F), converge p.p. vers F, sur | — M,, M,[ et F;n1 converge p.p. et
dans L1(]0, 1], \) vers Fu_l sur |0, 1[. C’est surtout cette derniére convergence qui sera utile dans la
section 4, mais ici contentons-nous d’indiquer que toute probabilité u # &g peut étre adéquatement
approchée et prouvons la version correspondante du lemme 11 :

Lemme 13 Supposons que la suite (pn)nen de D(1) converge adéquatement vers u, alors
lim AGim,v) = Als,)
n—oo

(ot v est suffisamment régulier pour que V,, soit borné sur [—M,, M,]).

Preuve :

Soient f € L2([—M,,, M,],\) et fi une probabilité & support dans [—M,,, M,], par le théoreme de
Fubini, on peut écrire

[ ([ roovvie du> Jildy)

- [ (/ f<u>mdu) ([ rerietae) s

dudv f(u)\/V,, (W) f0)\/ Vi, (v) / w<unv, uvo<y P(dy) fi(dz)
A duf (0 Vo T0) F(0)/ VoGOV (= My A o]V 0, M, )
WV (@ (0)3/ Vi (Gt 0) AZ2(du, dv)

MPHMH

MPHMH

Il
\~\~\

]

ou 'on a été amené a poser

7MM7MLL [2

Y (u,v) €] — My, M,,[?, Gu(u,v) = FzuAv)(1l— Fy(uVwv))

(on aura remarqué que si 'on avait remplacé F;(u V v) par F(uVv—) dans la définition ci-dessus,
cela n’aurait rien changé aux intégrales précédentes).
On a donc

/m,(/ fh \/Td“> ldz)ldy) = /Ky(/ F@)V/ Vi, () du) )iu(dy)

/ f(u) \/Vyn (u) f(v) \/Vyn () (Grlu,v) = Gu(u,v)) \®2 (du, dv)
=My, My[?
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IN

Vil / F(W) £ (0) |Gt 0) — G, )| A2 (du, )

]_MﬂvMHP
1Vl / 12 (u) f2(v) A®2(du, dv) \// (Gi(u,v) — Gp(u,v))? X2 (du, dv)
|=My, Mp[? =My, Mp[?

= Vil ALY ag an, ) |G — GHHLQ(}—M‘L,M‘L[Q,A@’Q)

IN

)

On pourra alors conclure comme dans la preuve du lemme 11 s’il est possible de bien majorer
HGﬁ — GﬂHLQ(FM‘“M#[Q)\@Q) en termes de HF;L _FﬂHLl( . Mais on note que pour tout

(u’v) G] - Mﬂ’M,u[Qa

]7M#7MIJ‘[7)‘)

|G, v) — Gpu(u,v)|
< |Fﬁ(u Av) = Fu(uAv)| (1 = Fz(u Vo)) + Fu(uAv) |Fﬁ(u Vo) —F,(uV v)|

|Fﬁ(u/\v) - Fu(u/\v)‘ + ‘Fﬁ(u\/v) - Fﬂ(u\/vﬂ

IN

d’ou

HGﬁ - GMH]?P(}—MH,MH[?,A@?)

< 2 </ (Fa(uAv) — Fu(uAv))? dudv—i—/ (Fa(u V) — Fu(uVwv))? dudv)
| =My, My [? J= My, Myu[?

= / (Fg(u) — Fu(u))Q(l —u)du+ / (F(u) — Fu(u))2u du
] =My, My | =M, M|

A
=

T FHH]Ll(]waMu[v)‘)

puis la convergence voulue.

On se ramene ainsi & des couples (p, ) tres réguliers : ;1 admet une densité strictement positive
et C* sur [—M,, M,] et V, vérifie aussi cette propriété. Ceci correspond a la situation envisagée
par Bobkov et Gotze dans [4]. Notre objectif est d’obtenir (& la fin de la section suivante) pour
ces couples une nouvelle description de A(u,v) puis de montrer que celle-ci est stable par les deux
derniéres approximations considérées, ce qui permettra de 1’étendre au moins a tous les couples
(p,v) vérifiant M, < +oo et fOM“ 1/vdA < +o0.

Pour effectuer une réduction “a la Bobkov et G6tze” a des problemes de Sturm-Liouville, nous
allons tout d’abord utiliser, comme annoncé, une méthode de chemin.

L’idée est tres simple : on se donne f € Li(] — My, M,[,\) et =M, < x <y < M, et on cherche

2
a majorer (ff fuw)y/V,(u) du) linéairement en termes de (fQ(U))—MH<U<MH- Evidemment ceci va
étre fait par le biais de I'inégalité de Cauchy-Schwartz et pour nous donner un peu de latitude,
considérons de plus une fonction g mesurable et strictement positive sur [z,y]. On peut alors écrire

tvTwa) < [ Prw-Sa [ Viwgl)do
</:v > /x g(u) /m

Il est important de remarquer que nous n’avons rien perdu lors de cette opération, puisque le cas
d’égalité correspond au choix g = fV,fl/Q, indépendamment de —M, < z <y < M,. Il semble
donc intéressant de se donner une fonction g mesurable et strictement positive sur [-M,,, M,| et
de procéder a la majoration suivante :

/mSy </my f(u)mdu>2 p(dz)p(dy)
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IN

[ ([ P [ty de) atdoyuta
- /Mu du fQ(U)L /mgugy </my Vi, (v)g(v) dv> p(dz) p(dy) (10)

—M, g(u)

Puisque l'on cherche & comparer ceci & [~ A f?(u) du, d’une certaine maniere la meilleure chose
"
qui puisse nous arriver est que I'expression

soit A-p.p. constant en u €] — M, M,[. En notant A > 0 cette éventuelle constante, on est ainsi
amené a se demander s'il existe une solution g strictement positive sur | — M, M, [ a I'équation
intégrale

Ag(u) = /x oy ( /x yVV(v)g(v)dv> p(dz)p(dy)

Si une telle solution existe et est de classe C* sur | — M, M,,[, nos conditions de régularité nous
permettent de dériver deux fois 'identité précédente pour trouver que g est en fait une solution de

I’équation de Sturm-Liouville
7\
(L) =-vig (1)

Puisque I'on cherche une solution strictement positive sur | — M, M,,[, on imagine que le cas cri-
tique (en A) correspond aux conditions de Dirichlet, ¢’est-a-dire quand g se prolonge par continuité
a[-M,,M,] avec g(—M,) = g(M,) = 0.

Pour justifier ce développement heuristique, supposons donc que A > 0 est tel qu’il existe une solu-
tion g strictement positive de (11) sur | — M, M,[. L’ellipticité (i.e. le fait que 0 < min_pz, a7, 0 <
max|_ g, M, H < +00) et la régularité des coefficients de cette équation font que méme si la so-
lution g est comprise au sens faible des distributions, elle est en fait de classe C* sur [—M,,, M,,]
(comme précédemment ceci signifie qu’elle peut se prolonger sur un voisinage de ce compact en une
fonction de classe C*°). Par contre elle peut éventuellement s’annuler en —M,, et M,,. En intégrant
(11), il apparait que pour tous —M, <z <y < M,

(428 - - o

Soit —M,, <t < M, fixé, en intégrant ceci par rapport a 1 (,<;<,1p(7)pu(dy) on obtient

Ag(My) = (Ol My, 1) — Alg(t) — o(—My)p(lt, My ]
= [ ([ s an) nmta)

c’est-a-dire que pour tout —M,, <t < M, on a

Ag(t) = a(t)+0b(t) +/

z<t<y

([ vtwste) an) warutan

avec a(t) = Ag(—M,)u(Jt, M,]) et b(t) = Ag(M,)pu([—M,,t]). Puisque ces deux nombres sont
positifs, on a

Ay > [ » ([ votwstn) an) waiutan
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En reportant cette inégalité dans (10), on obtient que pour tout f € L2(] — M, M,[),

Yy 2 M,
[ ([ rwvitaa) waua) < af " P
z<y x —M,

d’ou A(p,v) < A.

Si de plus g satisfait la condition de Dirichlet, on a pour tout ¢ € [—M,, M|, a(t) = 0 = b(t),
et si 'on prend f = ¢v/V,, toutes les inégalités précédentes sont des égalités et on aboutit &
la conclusion que A(u,v) = A. Il ne peut donc exister qu'un seul A > 0 tel que (11) admette
une solution strictement positive sur | — M, M,[ avec condition au bord de Dirichlet et c’est
nécessairement A(u,v). Reste a se persuader de l'existence d'un tel A > 0. Pour cela, rappelons
que par le théoreme de Cauchy-Lipschitz une solution de (11) est uniquement déterminée par g(0) et
¢'(0). Puisque I'on cherche des solutions strictement positives sur | —M,,, M,,[, on peut supposer que
g(0) =1 et par symétrie du probleme (condition de Dirichlet au bord incluse), on peut deviner que
si elle existe, notre solution vérifiera ¢g’(0) = 0. Considérons donc g4 la solution de (11) satisfaisant
a ces conditions en 0. Pour plus de commodité, étendons p et V,, a tout R en des fonctions C*°,
symétriques, uniformément minorées et majorées par des constantes strictement positives et faisons
de sorte que leur deux premieres dérivées soient également uniformément bornées (on peut par
exemple les rendre périodiques avec une période un peu plus grande que 2M,). L’équation (11)
admet alors une unique solution sur tout R prolongeant g4 et on la note de la méme maniere.
Gréce aux théoremes de comparaison de Sturm (voir par exemple le théoreme XI.3.1 du livre [19]
de Hartman), on peut comparer la position des zéros de g4 avec ceux de solutions d’équations de
Sturm-Liouville a coefficients constants. Ceci permet de voir que g4 va admettre un premier zéro
0 < 2(A) < 400 a droite de 0 et que limy_o, 2(A) =0 et lima_. 4 2(A) = +00. Notre probleme
est de savoir s'il existe A > 0 tel que z(A) = M, (puisque tout se passe de maniere symétrique
sur R_). Une nouvelle application du théoreme de comparaison de Sturm montre que 1’application
R% > A+ z(A) est strictement croissante. Il suffit donc de voir que cette fonction z est continue,
mais ceci découle facilement d’un résultat classique de continuité de I'application R% > A +— ga
si on la considére comme a valeurs dans C(R) muni de la convergence uniforme sur les compacts
(le plus simple pour s’en convaincre est peut-étre de transformer (11) en un systeéme linéaire de
deux équations différentielles du premier ordre et d’appliquer a une norme de (ga, %) — (97, g’g)

un lemme de Gronwall, pour A>0 proche de A > 0).
On a donc démontré le résultat suivant.

Proposition 14 II existe un unique A > 0 tel que (11) admette une solution strictement positive
sur | — My, M| et s’annulant sur la frontiére. Il s’agit de la constante A(u,v).

Bobkov et Gotze [4] se ramenent aussi a considérer sur R 'équation de Sturm-Liouville (11) avec
condition initiale g(0) =1 et ¢’(0) = 0 et & en estimer le premier zéro. Il existe toutefois des petites
différences entre nos développements - ces auteurs sont partis des inégalités de Hardy et non pas
directement de celles de Poincaré (mais les calculs de [4] et les précédents permettent de voir &
quel point elles sont tres fortement liées, du moins dans un contexte symétrique, ce qui était un
peu prévisible) - Bobkov et Gétze ont préféré avoir recours a des considérations spectrales (du type
de celles évoquées un peu plus loin) plutét qu’a laspect optimal des méthodes de chemins et aux
théoremes de comparaison de Sturm.

Remarque 15 La proposition 14 reste valable sans aucune hypothese de symétrie, il suffit d’adap-
ter un peu les arguments précédents en ayant recours a la précision qu’offrent les théorémes de
comparaison de Sturm en termes de la “dérivée initiale”. D’ailleurs ce résultat serait déja inclus tel
quel dans la section XI.4 de [19], si au lieu de (11), on s’intéressait a I’équation de Sturm-Liouville

(%)/ = _(VV + 1/A)g.
Sur un intervalle non vide |N, M|, on cherche donc & trouver une solution g strictement positive
de (11) avec condition de Dirichlet au bord. Comme précédemment, on peut faire I'hypothese

que i et V, sont des fonctions de classe C*° sur R, uniformément minorées et majorées par des
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constantes strictement positives et leur deux premieres dérivées sont aussi uniformément bornées.
Posons P := (N + M)/2 et pour A € R% et a € R, considérons g 'unique solution de (11) sur
R satisfaisant g(P) = 1 et ¢'(P) = a. Notons z4(A,a) et 2_(A,a) respectivement le premier zéro
de g a droite et a gauche de P, ils existent par les mémes arguments que ci-dessus. Les théo-
remes de comparaison de Sturm permettent aussi d’avoir des renseignements sur le comportement
de ces points en fonction de a € R. Ainsi & A > 0 fixé, les applications R 3 a — z;(A,a) et
R > a— z_(A,a) sont strictement croissantes (cf. [19], on a méme un peu mieux : pour les couples
(A, a), (g, a) € R xR, tels que A < A et Aa < Aa, on est assuré de z1(Aya) < z+(g,'d)). De
plus, elles sont continues, comme on s’en rend compte par une application du théoreme classique de
continuité des solutions (toujours dans C(R) muni de la convergence uniforme sur les compacts) en
fonction des conditions initiales. Ce résultat est aussi basé sur un lemme de Gronwall, qui appliqué
directement donne plus précisément la continuité conjointe en leur deux arguments de z, et de
z_. Par ailleurs la comparaison avec la solution d’une équation de Sturm-Liouville a coefficients
constants permet de voir qu’uniformément en A variant dans un compact de R*, on a

lim zy(A,a) = P et lim z_(A,a) = P (12)

a——00 a——+400

On en déduit que pour tout A > 0 fixé, il existe un unique a(A) € R tel que
P2 (a(A),A) = = (a(4),4)—P (13)

Notons que I'application a : R% 3 A+ a(A) € R est continue : soit (A,)nen une suite d’éléments
de R* convergeant vers A € R, telle que la suite (a(Ay))nen converge dans R. Si sa limite devait
étre +00, en utilisant d’une part les convergences uniformes (12) et d’autre part (13), on aboutirait

N

a

lim z4(a(4,),4,) = P
n—-400
Cependant une comparaison avec des équations de Sturm-Liouville a coefficients constants indique
que pour A > 0,
liminf  z.(a,A) > 0
(@,A)—(+00,A)
d’ot une contradiction. De méme on montre que lim,,_,o, a(A;) > —oco. Désignons par a € R cette
limite. Du fait que z4 et z_ sont continues, on aura P — z_(a, A) = z4(a, A) — P, d’out en fin de
compte a(A) = a et la continuité annoncée. Par composition, 'application R*} 3 A — 2z, (a(A), A)—
P est donc aussi continue. Ceci permettra de trouver un A > 0 tel que z_(a(A),A) = N et
zy(a(A),A) = M, c’est-a~dire tel que (11) admette une solution strictement positive sur |N, M|
avec condition de Dirichlet au bord, si ’on arrive a se convaincre que
lim zy(a(A),A) = P
—04
lim zy(a(A),A) = 4o
At oo +( ( )7 ) +
Mais soit g la solution de (11) correspondant & la condition initiale g(P) = 1 et g'(P) = 0 et
dénotons par zZ_(A) et z; (A) respectivement le premier zéro de g & droite et a gauche de P. Grace
a une nouvelle comparaison avec une équation de Sturm-Liouville & coefficients constant, on obtient

lim z;(A) = P = lim z_(A)

A—>O+ Aﬂ0+
lim 2z, (A) = = — lim z_(A
A A = oo = = i 2 ()

On peut alors conclure aux convergence voulues, car par construction de a(A), il apparait facilement
que

Z(A) = PIAJZA(A) — Pl < zi(a(A),A) — P < [Z-(A) — PV [5,(4) - P
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Dans le méme esprit, remarquons que R% 3 A — z, (a(A), A) est strictement croissante. En effet,
siA> A, on a
2 @(A)A) > 24(a(4),4) et 2 (a(4),A) < = (a(4),4)

d’ou laffirmation précédente, puisque

2_(a(A), A) — P( A ‘z+(a(A), A) - P‘ < zi(a(A),A) - P

< |e_(a(a), A) - P( v ‘Z+(a(A), A-p

Il en découle par des arguments similaires a ceux présentés ci-dessus que A(u,v) est également
I'infimum des valeurs de A > 0 pour lesquelles (11) admet une solution strictement positive sur
[N, M].

O

Cette derniere assertion offre un complément a la proposition 14 qui sera tres important dans la
section suivante et qu’il convient de signaler :

Proposition 16 La constante A(u,v) peut également se réinterpréter comme linfimum des va-
leurs A > 0 pour lesquelles (11) admet une solution strictement positive sur [—M,, M,,].

Dans le cas symétrique, ceci peut se démontrer (a peine) plus facilement, en utilisant la stricte
croissance de application z définie avant la proposition 14 (et en jouant un peu avec la dérivée
¢'(0) d’une solution de (11) pour voir que si 0 < A < A(u,v), elle ne peut pas étre strictement
positive sur [—M,,, M,]).

Remarque 17 On n’a pas utilisé toute la richesse du théoréeme de comparaison de Sturm, qui
envisage également les zéros suivants. Ceux-ci auraient certainement joué un réle si au lieu de
considérer la constante de Poincaré, qui correspond a l'inverse de la seconde valeur propre d’un
opérateur de diffusion sous-jacent, on s’était intéressé aux valeurs propres suivantes (pour des
renseignements dans cette direction, notamment sur les zéros de vecteurs propres, on peut renvoyer
par exemple a la section VI.6 du livre de Courant et Hilbert [11] ou au livre de Colin de Verdiere
[10] dans un contexte discret de graphes). Mais nous n’aborderons pas ce sujet ici

O

La formulation de A(p,v) donnée dans la proposition 14 admet elle-méme une interprétation

spectrale bien connue : 1/A(u,v) est la plus petite valeur propre de l'opérateur auto-adjoint £ :
[ —V%(f;)' avec condition de Dirichlet au bord sur [-M,, M,,]. Rigoureusement ceci signifie que

L doit étre compris comme la fermeture dans L?() — M,,, M,[, V,,- A) de Popérateur du second ordre
défini comme ci-dessus sur C2(] — M,,, M,,[). De mani¢re équivalente, on peut passer par la forme
de Dirichlet correspondante : pour tout f € L%(] — M, M,[,V, - \), soit

f], M, Mu[( f2/udX , si f est absolument continue de dérivée faible f/

e =

+00 , sinon

On a alors avec les conventions habituelles,

1 . E(f. )
inf — 14
A(p,v) FEL2 (=M, My [V N0} A[Vy, f2] (14)

On peut étre interpellé par la ressemblance entre cette formulation et notre définition initiale de
la constante de Poincaré, qui peut se récrire

1 iy J()2dv

. n
A(p,v) FeHY(|—M,,Mu)\{0} Var(f, )

(15)
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(ou HY(] — M,,, M,,]) est 'espace de Sobolev des fonctions f absolument continues sur | — M, M,,[
admettant une dérivée faible f’ dans L?(] — M, M,[,\)) et se demander s’il n’existerait pas un
passage direct entre ces égalités. Pour le décrire, notons que le dernier membre de droite vaut aussi

N2
i Ju) dv (16)
FEHY(~Mu, My D0} : ulf]=0 [ f?]

Ensuite la procédure la plus simple pour passer de la restriction p[f] = 0 & une condition de
Dirichlet consiste a associer a une telle fonction f I’application

F:[-M,M,)>z— /i\/l f(t) pu(dt)

vérifiant bien F(—M,) = 0 = F(M,). Si f appartient de plus & H'(] — M, M,), la fonction F
est dérivable, F/ = fpu, et admet une dérivée seconde faible F” telle que (%l)’ = f’. On peut donc
récrire les numérateurs et dénominateurs apparaissant dans (16) en termes de F' :

o - [((E))s

= /(L‘[F])2VVd)\

ulf? = /(%)2@
_ /FE[F]V,,dA

ou l'on a effectué une intégration par parties en tenant compte de la condition de Dirichlet. Ainsi
en désignant par H}([—M,, M,]) 'espace de Sobolev des fonctions (nécessairement continues) sur
[—M,,, M,,] admettant une dérivée seconde faible dans L?(]— M,,, M,,[, \) et satisfaisant la condition
de Dirichlet au bord, on a

1 ‘ ) J(L[F])? V,.dX

ll’lf —_———
A(p,v) FeHM([~Mu,M\{0y [ FLIF]V,dX

Cependant l'opérateur £ étant auto-adjoint dans l'espace de Hilbert L?(] — M, M,[,V, - A), on
peut le décomposer spectralement (cf. par exemple le livre de Dunford et Schwartz [14]) ce qui fait
apparaitre dans I'expression ci-dessus que 1/A(u,v) est U'infimum de son spectre, ce qui se traduit
aussi par (14).

Le fait que 1/A(u,v) est une véritable valeur propre de £ et qu’il existe un vecteur propre stric-
tement positif dans HJ([—M,,, M,,]) (donc sur ] — M,,, M,,[ et avec condition de Dirichlet au bord)
découle d’une généralisation en dimension infinie du célebre théoreme de Perron-Frobenius sur les
matrices irréductibles & entrées positives (pour ce point de vue, on renvoie aux ouvrages [37] de
Reed et Simon ou [17] de Glimm et Jaffe). Mais 1’énoncer nous aurait amené a introduire des
notions un peu sophistiquées (comme celle de semi-groupe hypercontractif améliorant la positivité,
voir le théoréeme XII1.49 de [37]) et nous avons donc préféré 'approche plus élémentaire basée sur
les théoremes de Sturm, d’autant plus que c’est la proposition 16 qui sera cruciale pour nous.

Remarque 18 L’identité

JUPRde £(f. f)

inf = inf
feH (|- M, M \{o} Var(f,p) FEL2()= My, M, [ V-2 {0} A[V], f2]

peut se traduire de maniere probabiliste comme suit : évaluer la vitesse de convergence a 1’équilibre
(au sens L?(p)) pour la diffusion X réfléchie dans [—M,,, M,,] de prégénérateur f — (vf"+v'f')/p

19



(avec donc condition de Neumann au bord, f'(—M,) =0 = f'(M,), ce qui est relié a la définition
(15)) revient aussi & estimer la vitesse de disparition (dans L2(] — M,,, M,,[, V,, - A)) pour la diffusion
Y = (Y;)i>0 absorbée sur la frontiere de prégénérateur f — v(f”/pu— /' f'/(1)?) (ce qui correspond
a (14), avec condition de Dirichlet au bord f(—M,) =0 = f(M,)). Ceci peut étre intéressant d’un
point de vue pratique, car cette dernitre vitesse (qui vaut aussi lim¢_ 4o t 1 In(P[Y; €] — M,,, M,,[])
si Yy est porté par | — M,,, M,,[) est plus facile a estimer sur un grand échantillon de trajectoires de
Y (par exemple issues de 0) que la convergence & 1’équilibre pour le processus X. Malheureusement

ce simili principe de dualité semble restreint & la dimension 1.
O

Enfin pour finir cette section, effectuons une derniere réduction : “les analystes” savent tres bien
supprimer le p de I’équation de Sturm-Liouville par un changement de temps, quitte a y modifier
V,, (voir le paragraphe XI.1 de [19]). Dans notre cadre cela revient a tout transférer par le biais de
la fonction de répartition F), (astuce permettant de voir toute loi sur R comme une image de la loi
uniforme sur [0, 1]). Cette opération a été utilisée par Bobkov et Gotze [4], mais dans notre contexte
de constante de Poincaré symétrique, il plus commode d’avoir plutot recours a la loi uniforme sur
[—1,1].

Notons donc G l'application

My M) 3z = 14 2u(-Mya)) € [-1,1] (17)

Sous nos hypotheses de régularité, il s’agit d'un C*°-difféomorphisme et soit G=! : [-1,1] —
[—M,,, M,] son inverse. En effectuant le changement de variable h = go G —1, on calcule que

1 /

Wo=goG (G = ¢doC Gy = é’_ﬂ oG
ainsi I’équation (11) se transforme en
A%ﬁ = —Vh (18)
avec la fonction de classe C*°
VL] 5u e é%(G_l(u)) €R? (19)

Réciproquement les solutions de (18) se transforment en celles de (11) par la composition g = hoG.
On est ainsi ramené a trouver les A > 0 pour lesquels il existe des solutions strictement positives
de (18) sur [—1,1]. Evidemment, le préfacteur 1/2 du laplacien laisse présager du traitement “pro-
babiliste” qui va étre donné a ce probleme dans la section suivante.

Remarque 19 On trouvera de nombreuses informations tres intéressantes sur ce type de question
et ses généralisations (en particulier multidimensionnelles) dans le livre de Pinsky [34], dont on
aurait aussi pu invoquer la méthode plus abstraite pour éviter la promenade par les théoremes de
Sturm. En en reprenant la terminologie, A(u,v) apparait, a partir de (18), comme l'infimum des
A > 0 tels que 'opérateur %% + % sur | — 1, 1] soit surcritique. Ainsi le théoreme 2.4 p. 227 de
[34] propose un encadrement d’une telle constante pour les perturbations du laplacien (en dimen-
sion supérieure a 3) par des potentiels radiaux & support compact. Néanmoins, cette situation se
ramene a un probleme diffusif sur |0, +o0o[ et il serait certainement treés instructif de comparer les
bornes présentées par Pinsky avec une version “désymétrisée” des résultats qui vont suivre. Plus
généralement, on peut s’interroger sur 'extension éventuelle de ces derniers a des cadres multi-
dimensionnels (pour le traitement des inégalités de Hardy correspondantes grace a une approche

basée sur les capacités, on renvoie par exemple au livre de Maz’ja [26]).

O
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3 Des fonctionnelles browniennes

En poursuivant une approche analytique, notamment par le biais d’'un changement de variable
logarithmique, Bobkov et Gotze [4] ont transformé (18) en une équation de Riccati. Puis en se
basant sur le temps d’explosion de la solution & cette équation, ils ont abouti & un critére relatif a
la constante de Hardy. Nous allons plutot chercher a caractériser A(u,v) a partir de la finitude de
certaines intégrales de Feynman-Kac (puis de transformées de Laplace de fonctionnelles quadra-
tiques du mouvement brownien), mais les deux méthodes ne sont pas sans relations. A nouveau,
il s’agit de manipulations tres classiques, pour diverses généralisations (multidimensionnelles, avec
V' non-positif etc.), on renvoie par exemple aux articles [7] de Chung et Rao et [33] de Pinsky.

On s’intéresse donc a I’équation (18), ot A > 0et V : [~1,1] — R’ est une fonction classe C*°.
Comme dans la section précédente, il est parfois commode d’étendre V' sur R en une fonction C,
uniformément minorée et majorée par des constantes strictement positives (et disons globalement
lipschitzienne, bien que cela ne soit pas nécessaire dans cette situation) de sorte que les solutions
de (18) sont aussi définies sur R. Notons A(V) > 0 I'infimum des A > 0 pour lesquels il existe
une solution de (18) strictement positive sur [—1,1]. D’apres les considérations de la remarque 15,
cette constante est aussi I'unique A pour lequel il existe une solution de (18) strictement positive
sur | — 1, 1] et avec condition de Dirichlet au bord {—1,1}.

Soit (Bi)i>p un mouvement brownien standard et notons

7 = inf{t >0: |B] =1}
son temps d’atteinte de 1 ou -1.

Notre premier objectif est de retrouver rapidement la

Proposition 20 La constante A(V') coincide avec l'infimum des A > 0 pour lesquels

Eq {exp (% /OT V(Bs)ds>] < 4o

(le 0 en indice de l’espérance rappelle que l’on considére un mouvement brownien issu de 0).
Comme le montrent les arguments ci-dessous, I'infimum précédent, tout comme A(V'), n’est pas
atteint.

Preuve :

Bien que le résultat de cette proposition soit classique, donnons-en une démonstration tres simple,
mais typique de la dimension 1 et basée sur les discussions de la section précédente.

Commencons par considérer A > A(V) et soit h une solution de (18) strictement positive sur
[—1,1]. Pour ¢ > 0, notons

M, = exp (% /O tV(BS)ds> h(B,)

Nos hypotheses de régularité permettent d’appliquer la formule d’It6, qui affirme qu’infinitésima-
lement,

B 1 [t h'(B
dM, = MtV(At) dt + exp (Z/ V(Bs)ds> (h’(Bt)dBt—Ir %dt)
0

— exp (% /OtV(BS)ds> 1 (By) dB,

On en déduit que le processus (My)i>0 est une martingale. Par le théoreme d’arrét de Doob, il en
va de méme pour (Mar)i>0, car manifestement 7 est un temps d’arrét. Par ailleurs, puisque 7 est
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Pg-p.s. fini, on a que pour ¢t > 0 grand, M, converge Py-p.s. vers M. Par une application du
lemme de Fatou, il ressort alors que

Eq [exp <% /OTV(Bs)dsﬂ < mﬂio [h(BT)eXp <% /OTV(Bs)dsﬂ

e 1
s lminf e EolMen]
1
= W) A h) oMol

= 7h(0) < +00
h(=1) A h(1)
Réciproquement, prenons A < A(V). Les arguments de la section précédente montrent alors qu’il
existe 0 < 1 < 1 et une solution h de (18) strictement positive sur [—(1 —7),1 — 7] et telle que
h(=(1—=n)) =0=~h(1 —n). Soit 0 < € <1 —n, h est donc une solution strictement positive de
(18) sur [—=(1 —n —¢€),1 —n — ¢]. Notons

7. = inf{t>0: Bi=—(1—-n—¢)}
o= inf{t>0: Bi=1-n—¢}
Te = T.ATS = inf{t>0:|B=1-n—¢}

D’apres ce qui précede, on est assuré de

1 [T
Eo [exp <—/ V(Bs) ds)] < +oo
A 0
et on peut alors transformer I’argument de Fatou en une convergence dominée, pour voir que
1 [T
h(O) = Eo |:h(BTe)eXp (Z/ V(Bs) ds>:|
0
1 [

1 [
(1= - 08 o (5 [ VB 1)
0

Dans les cas ou V est pair, les deux termes de la somme précédente sont égaux. Mais de maniere
générale, le fait que h(0) > 0 et les convergences

lim A(—=(1—=n—¢) = 0 = lim h(l—n—¢)

e—04 e—04

impliquent que

. 1 Te 1 Te
e1_1%1+ Eo [exp <Z/0 V(Bs)ds> ]1{75<Ti}] V Eg [exp <Z/0 V(Bs)ds> H{qu;}] = 400

d’olt notamment

. I
Eli%l+E0 [exp (Z/o V(Bs)ds>] = 400

On en déduit sans difficulté que

Eq [exp (%/OTV(BS)dsﬂ — 4o
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puis le résultat annoncé

Remarque 21 Si A > A(V'), une solution strictement positive de (18) sur [—1, 1] est donnée par

h:[-1,1]35z — &[mp(ﬁéﬂ“BQ@)]eﬂ+M[

(en appliquant la propriété de Markov forte au temps d’arrét 7, = inf{t > 0 : |By| = |z|}, on
montre facilement que le membre de droite est fini pour tout x € [~1,1] si et seulement s'il I'est
pour x = 0, point ou h atteint son maximum, on a notamment h’( ) =0si E(O) < +00). On se base
souvent sur cette observation pour montrer que si Eq [exp ( 1 fo (Bs) ds)] < 400, alors il existe
bien une solution strictement positive de (18) sur [—1, 1]. En effet, le processus (M});>¢ défini par

V>0, M, = E [exp (%/ V(Bs) ds>
0

= e (5 [ VB as) i

dBmogugw]

est manifestement dans cette situation une martingale (uniformément intégrable). Ainsi le calcul
d’It6 permettra de se convaincre que h est une solution (évidemment strictement positive sur
[—1,1]) de (18), dés que I'on saura que h est suffisamment régulier : par exemple continu sur [—1, 1]
et de classe C? & l'intérieur. Ceci n’est pas trés compliqué & obtenir, en comparant directement
h(z) et h(z+n) pour z €] —1,1] et || assez petit (de manitre probabiliste, en ayant recours & des
temps d’arrét appropriés), mais est déja plus technique que les arguments présentés ci-dessus.
Pour plus d’informations et une amorce de bibliographie sur le sujet, on renvoie a la section 6.4 du
livre [8] de Chung et Williams ou a celui de Chung et Zhao [9] pour une étude plus avancée.

O

A partir de maintenant, nous supposerons de plus explicitement que le potentiel V' est pair. Ceci
va permettre d’appliquer sans délais un théoreme de Ray-Knight.

Plus précisément, notons par (L:(x))icr, ,zcr la famille bi-continue des temps locaux associés au
mouvement brownien standard (B¢)>0. Ceux-ci peuvent étre définis a partir de la formule des temps
d’occupations (cf. par exemple le livre de Revuz et Yor [38]) : pour toute fonction f borélienne et

positive sur R, on a Py-p.s.,
t
| rBads = [ fa)Li i
0 R

Cependant, du fait que V' est supposée paire, on est plutoét amené a considérer (I4(x))icr, ,zeR,
avec [1(0) = Ly(0) et l;(z) = Li(x) + Li(—=x) pour tous t,z > 0. Il s’agit des temps locaux pour le
processus de Bessel de dimension 1, (| B¢|)¢>0, et un théoréme de type Ray-Knight (voir le théoreme
4.1 du livre de Yor [42] et y prendre v = 1) affirme que la loi du processus (I-(1 — z))p<z<1 est
celle d’'un carré de Bessel de dimension 2, (W2 + W§)0§x§17 ou (Wy)z>0 et (fWVJC)xE sont deux
mouvements browniens standards. s

On en déduit notamment que [ V(Bs)ds a méme loi que fol V(1 —2)W2dr + fol V(1 —z2)W2da.
Ainsi par indépendance et identique distribution de ces deux dernieres intégrales, on a pour tout

A >0,
Eo [exp (% /OT V(Bs)d3>] = (EO [eXp <% /01 V=)W ds)])

2

d’ou le
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Lemme 22 La constante A(V') est aussi Uinfimum des valeurs A > 0 pour lesquelles

Eo [exp (% /01 V(1 - s)B? ds)] < 400

ol (Bs)s>0 désigne toujours un mouvement brownien standard.

Toutes les caractérisations de la constante A(V) que nous avons données jusqu’a présent sont
clairement des fonctionnelles croissantes de la fonction (V(s))o<s<1, mais comme nous l’avons
suggéré dans l'introduction, il est plus instructif de la voir plutét comme une fonctionnelle croissante
de 'application F' définie par

V0<s<l, F(s) = /S V(u)du (20)
0

Pour aller dans cette direction, commencgons par donner un critére sur A(V') ne faisant intervenir
explicitement que des intégrales de F'. La monotonicité est un peu moins immédiate et nous la
réservons pour la section suivante.

Proposition 23 Pour A > 0, soit X4 le processus gaussien défini sur l'intervalle de temps [0,1]
par

Vsc0,1],  Xa(s) = /Osexp<%/USF(1—u)du> iB,

Alors A(V') est Uinfimum des A > 0 pour lesquels

Ey [eXp <%/01F2(1—3)Xi(s)ds>] < oo

Preuve :

Comme on 'aura deviné, la premiere étape consiste & appliquer une intégration par partie stochas-
tique (formule d’1to) :

/1V(1 )B2ds = 1[F(1 )B2]1+2/1F(1 )BdB+1/1F(1 )d
. A s)bgds = s)b5 |, A S)bsdbs A/, s)ds

:—/ $)By dBy + — /Fl—s)d

La derniére intégrale étant déterministe et finie, A(V') est aussi l'infimum des A > 0 pour lesquels

E, [eXp (% /01 F(1— s)B, st>] < +oo (21)

Pour transformer cette expression, on a recours au théoreme de Girsanov (voir par exemple le
théoreme 9.10 du livre de Chung et Williams [8] pour se persuader que la non-bornitude de la
dérive dans cette situation ne pose pas vraiment de probléme) : rappelons que si X est la solution
de I’équation différentielle stochastique

X(0) = 0
{ dX(s) = dBs+2F(1—3s)X(s)ds (22)

alors pour toute fonctionnelle mesurable et positive K : C([0,1]) — R4, on a
Eo[K((X(5))o<s<1)]

— B [K(Bze)en (5 F(1- s)B.dB. - 2 / 1F2<1—s>B§ds)]
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En particulier si K est défini par

1
V (fs)o<s<1 € C([0,1]),  K((fs)o<s<1) = exp (%/0 F*(1—s)f2 d8>

on obtient

Eo [exp <% /01 F(1 —s)B, st>] = Fo [exp <% /01 F2(1 - 5)X(s)? ds>]

Cependant, ’e.d.s. (22) peut se résoudre explicitement par la méthode de variation des constantes
et il apparait que la solution est justement le processus gaussien X 4.
|

Remarque 24 Mentionnons une relation entre le critere du lemme 22 et les équations de Riccati,
que nous n’approfondirons pas, bien que cela permettrait une nouvelle passerelle avec ’approche
de Bobkov et Gotze [4].

Considérons h 4 la solution de (18) sur R avec condition initiale h4(0) = 1 et h/4(0) = 0 et soit
z4 > 0 son premier zéro. Sur [0, z4[, on peut effectuer le changement de variable v4 := (In(ha)) et
constater qu’il est solution de I’équation de Riccati :

vy = —<v§1+2%> (23)

Réciproquement, on récupere par intégration h 4 sur l'intervalle ol v4 n’explose pas : pour s > 0

dans ce domaine,
ha(s) = exp </ va(u) du>
0

Ainsi z4 est aussi le “premier” temps d’explosion de v4 et on peut réinterpréter A(V') comme
Pinfimum des A > 0 pour lesquels celui-ci intervient apres I'instant 1.
Par ailleurs, intéressons-nous a l’espérance conditionnelle

1
14 2
exp —1—sBsd5>
< lfo( )

Si celle-ci est finie (c’est-a-dire pour & > 0 assez proche de 0 ou pour A > 0 assez grand), en utilisant
la propriété de Markov et le caractere gaussien du mouvement brownien, on se convainc rapidement
qu’elle est nécessairement de la forme exp(p(z)Bi_,/2 + 1 (x)) ot p(z),9(z) sont deux nombres
positifs. On a clairement ¢(0) = 0 = 1(0). Pour évaluer les deux fonctions ¢ et 1), calculons leurs
dérivées. Soient z > 0 et n > 0 petit, tels que x + 1 < 1 et

1
V
Eo [exp </ —(1—s)B? ds)] < +oo
1-z—n A
on peut alors écrire

1 V )
Eo |exp —(1—s)Bzds
1-z—n A

_ K [exp <¢(x) + (@) Bi_, /2 +/1

Eo J(Bu,Ogugl—a:)]

J(Bu,Ogugl—x—n)]

11—z
%(1 — 5)B? ds) Bi_z—y

—z—n

Puisque 'on va procéder a un calcul infinitésimal, on peut supposer V' constant sur [1 —x—n, 1 —z]
(plus rigoureusement le lecteur est invité & utiliser les comparaisons V(1 —z) — |[V'|| n <V <
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V(1 —z)+||[V'||on sur [1 —x—mn,1—z]) et notons b := /2V/A, constant sur ce petit intervalle. Il
se trouve (voir par exemple le livre de Yor [42]) que par le biais d’une transformation de Girsanov
(comme dans la preuve ci-dessus, qui fait alors apparaitre un processus d’Ornstein-Uhlenbeck), on
peut calculer explicitement ’espérance conditionnelle précédente : pour tout y € R,

62 11—z

exp <@B%_w +3 B2 ds>
.

= cos —_ M sin 1z ex y_2 (P($) COS(bn) + bsm(bn)
_ ( (bn) 2 (bn)> p < T con(om) — 2 sin(on) )

Eo

Bl—x—n = y]

On en déduit que

o(x) cos(bn) + bsin(bn)

cos(bn) — @ sin(bn)

bt = o) = g costo) ~ £ sinG) )

plr+n) =

En effectuant un développement limité pour n > 0 petit, on obtient les dérivées & droite de ¢ et
de 1, il s’agit en fait de vraies dérivées (pour le voir remplacer z par x — 1 dans les expressions
ci-dessus, ou plus simplement utiliser la continuité des dérivées a droite mises en évidence) et on
obtient pour tout 0 < x < 1 tel que Eo[exp(fllim (1 —s)B2ds)] < +oo (pour 0 < 2 < 1, ceci
équivaut aussi & p(z) < 1/(1 — z), puisque la loi de Bj_, est une gaussienne centrée de variance
1-2),

V
Plx) = @) +25(1-2) (24)
p(z)
Y = 52
Au signe pres, on retrouve donc ’équation de Riccati (23), i.e. ¢ = —v4. Or la caractérisation du

lemme 22 revient bien a demander que v n’explose pas avant I'instant 1, ce qui équivaut aussi a
la non-explosion de ¢ avant 1 (concernant la condition ¢(z) < 1/(1 — z) pour 0 < z < 1, on aura
remarqué que si elle n’est pas vérifiée en un point, alors par comparaison entre ¢ et la solution
[0,1[3 y — 1/(1 —y) de (24) avec V = 0, on aura nécessairement que ¢ explose avant 1).

De telles considérations permettent en fait de retrouver le théoreme de Ray-Knight que nous avons
utilisé. En effet, il s’agit de voir que pour toute fonction V' : [0,1] — R constante par morceaux,
on a

Eo [exp (/Ot V(]BS\)ds>] = (EO [exp (/01 V(1 —z)B? dx)])z (25)

(égalité & comprendre dans R ).

Mais en utilisant la remarque 21, le membre de gauche peut s’interpréter comme h(0), ou h est la
solution de (18) sur [0,1] (avec A = 1) correspondant aux conditions h(1) = 1 et h'(0) = 0 (ceci
s’obtient par exemple en symétrisant ce probleme sur [—1,1]). Soit v la solution du probleme de
Riccati associé, avec v(0) = 0 = h’(0)/h(0), de sorte que

h(0) = h(1)exp <——]£1v(s)ds> ~ exp (-/glv(s)ds>

(avec la convention naturelle que v vaut —oo apres son temps d’explosion).
Or le fait que V' est constant par morceaux permet de calculer explicitement v (& 'aide de la
fonction arctan) ainsi que son intégrale fol v(s)ds. Il “reste” alors a identifier le résultat obtenu

26



avec le membre de droite de (25), qui lui aussi peut se calculer explicitement dans cette situation !
Ainsi d’une certaine maniére le théoreme de Ray-Knight précédent “encapsule” le fait que 'on sait
résoudre des équations de Riccati dont le potentiel est constant par morceaux. Mais rassurons le
lecteur, il existe des preuves probabilistes plus élégantes (voir par exemple le livre de Yor [42]).
Enfin précisons que le développement effectué par Bobkov et Gotze [4] autour de la résolution
approchée ’équation de Riccati (par la méthode de Picard) permettrait aussi de voir que A(V) est
une fonctionnelle croissante de (F'(s))o<s<1-

O

4 Des résultats de comparaison et de stabilité

Nous allons ici vérifier que A(V') est bien une fonctionnelle croissante de ’application F' définie
en (20) et qu’elle admet de bonnes propriétés de continuité par rapport a celle-ci. Revenant ensuite
a A(p,v), ceci nous permettra d’en avoir une caractérisation valable pour toutes probabilité u et
mesure v (symétriques) vérifiant fOM“ 1/vd\ < +o0.

Commencons par généraliser certains objets de la section précédente. Soit F l’ensemble des
fonctions F' :]0,1[— R, mesurables et bornées. Si A > 0 est donné, on définit une fonctionnelle
Ha de F x F vers R, en posant pour tous F, F € F

HA(F,F) = Eqg [exp <% /01F2(1 —5) </0 exp <% /:ﬁu — ) du> dBv>2 ds)]

Puis toujours pour F), Fe F,ons’intéresse a A(F, ﬁ) linfimum des A > 0 tels que H 4(F, ﬁ) < +00.
La monotonicité annoncée est alors une conséquence de 1'égalité A(V) = A(F,F) (avec F défini
en (20)) et du

Lemme 25 Pour tout A > 0 donné, lapplication H 4 est croissante : pour tous (F, ﬁl), (Fy, Fv2~) €
F2, les inégalités (méme seulement p.p.) entre fonctions Fy < Iy et Fy < Fy impliquent Ha(Fy, Fy) <
Ha(Fy, F). Il en découle que A est aussi une fonctionnelle croissante sur F2.

Preuve :

Concernant la premiere assertion, on peut fixer A = 1. Pour F' € F et s € [0, 1], notons alors

Yr(s) = /0 exp <2 /:Fu — ) du> dB,

En revenant a la définition de 'exponentielle en tant que série, il suffit de vérifier que pour tout
n € N*,

~ 1 1 "
F?23(F,F) — =E, [(/ F%(1 - 5)Y2(s) ds> ]
n' 0 F
est une fonctionnelle croissante. Mais 1’expression ci-dessus vaut aussi
Eo [/ dsy---ds, F2(1 —s,)--- F*(1 — sl)Y}%(sn) e Yg(sl)]
0<s1<-<sn<1

Par une application du théoreme de Fubini, on est donc ramené a montrer que pour tous 0 < s1 <
cee sy < 1,

F3F w— Eo[Yi(sa) - Yi(s1)]
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est croissant. Cependant, pour F' € F, YF est la solution de 'e.d.s.

Yr(0) = 0
{ dYp(s) = dBs+2F(1 —s)Yp(s)ds , pour s € [0,1]

(le fait que F' ne soit pas défini en 0 et en 1 n’importe pas) et il en resort que pour 0 < s < s < 1,

Yi(s) = exp (/ 2P(1 — u) du> Yr(3) + / exp (/u 2F(1— ) dv> iB,

Ainsi pour tout p € N* et p.p. en y € R (car pour 5 > 0, la loi de Yz(S) sous Py est une gaussienne
non dégénérée, donc équivalente a la mesure de Lebesgue), on a

Eo[Y2 ()| Vr(3) = y]

= 3 cpprres (r-a [ 2ra-wa) B ([Ceo ([0 -va) as,)|

0<q<2p

s s s q |
= Z ngyﬂp*@ exp <(2p — 2q)/~ 2F(1 —u) du> </~ exp </ 4F (1 —v) dv> du> C’gq%

0<q<p
(26)

car la variable aléatoire f; exp ( fj F(1—v) dv) dB, est gaussienne, centrée et de variance
f; exp ( f; 4F(1 —v) dv) du. Les quantités ainsi mises en évidence sont bien croissantes en F'.

Par récurrence sur n € N*, on en déduit que pour tout p € N, et tous 0 < 51 < -+ < s, < 1,
I’application

F3F — By [yﬁp(sn)yg(sn,l)---Yg(sl)

est croissante. En effet, pour se ramener a l'ordre n — 1, il suffit d’y conditionner Y;p (sn) par
o(Yr(sp—1),...,Yr(s1)), ou encore par Yg(s,—1) d’apres la propriété de Markov vérifiée par Y, et
d’utiliser la formule précédente.

La seconde affirmation du lemme est une conséquence immédiate de la premiere. On aura noté
que pour tous A > 0 et F,F € F, Ha(F, ﬁ) = H1(F/A, ﬁ/A), ce qui assure que l’ensemble des
A > 0 pour lesquels ceci est fini est un intervalle.

On aurait aussi pu essayer de montrer directement que le membre de gauche de (21) est croissant
en F' € F, mais cela ne s’est pas révélé aussi simple que cela en avait I’air a priori. Une variante
de la preuve précédente conduit a des résultats de stabilité :

Lemme 26 Soient Fl,ﬁl,Fg,Fg e F, avec .A(Fl,ﬁl) > 0, notons

1 Lo -
€ = / |Fi — Fy| d\ et € = / ‘F1—F2‘ dA
0 0

puis considérons l'application K définie par

- —92 -

Aexp(—% A 4HF1H _
Rood4 — (Al VBl [ oD ) A (g (A=) 1) cry

AL F) ), | A

oo

(si
produit des deuz derniers facteurs par 1). Clairement il existe une unique valeur k>0 (dépendant
de toutes les quantités entrant dans la définition de KC), telle que K(k) = A?(Fy, F1)/8. On a alors

F1H = 0, on remplace naturellement, mais contrairement & nos conventions habituelles, le
[ee]

AR, B) < &
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Preuve :

En reprenant les notations de la. démonstration précédente, pour A > 0 donné, on va chercher a

E, [exp <% /01 P21 - Y2, ,(5) ds)]

a aide de (Fl,ﬁl). Commencons par la partie ou interviennent les tildes. En revenant a (26), il
apparait que pour tous 0 < s <s<1,pe Net p.p.eny € R,

dp [*
Baly 2, Va3 < e ([

et il en découle facilement par conditionnement et récurrence que pour tous n € N* et 0 < 51 <
s < sy < 1,

majorer

Fu= B 0 ) Baly 2 (017 4(5) =

Bo [VZ (s0)- - YE(s1)| < exp< / |7 - Fz‘d)\>E0 V2 (s0) -+ YE (51)]

En remontant a la formulation exponentielle, on obtient

Eo [eXp (% /01F22(1—3)Y1§2(s) ds)] < [exp (%exp(élg/A)/ong( V2 (s )ds)]

et de la méme manieére on vérifierait que le membre de gauche est minoré par

Eq [exp <%exp(—4€/A) /Olpg( Y2 (s )ds>]

Pour simplifier les notations, posons A := Aexp(—2€/A) et traitons maintenant la partie sans tilde.
Soit a > 0, en utilisant la majoration

1
F} < (14a)F}+ (1 + E) (Fy — Fy)?

puis l'inégalité de Holder d’exposants conjugués 1 + a et a/(1 + a), on obtient

Eo [eXp (% /01 F2(1— s)Ygl/A(s) ds)]

1/(1+a)
< Ey [exp< 1+a) / F(1 F/A(s) ds>]

B o (35004 27 [ (o= R - v, 40 )d.s)]a/w o)

a

Puisque I'on s’intéresse a la finitude de telles expressions, évaluons pour quels a > 0 on est sur que
la derniere esperance est finie. En utilisant le résultat de comparaison du lemme précédent, on peut

y remplacer P par sa norme infinie [ := HFl et considérons Z = maxp<s<1Y g A( s). Rappelons

que quitte éventuellement a agrandir ’espace de probabilité sous-jacent, il existe un mouvement
brownien standard (Ws)s>0 tel que 'on puisse écrire

S 2 v
(AR /oexp <_Z/o ld“) dBy = Wit ep(—4 2 1du)do

(voir par exemple le livre de Revuz et Yor [38]). En revenant & 1'écriture

2 S S 2 v
VY0<s<l, Yija(s) = exp(z/o ldu)/o exp(—z/o ldu) dB,
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il apparait que I’on peut majorer Z par

4 1
exp | — ldu max W2
P A 1 4 s
0 0<s< [y exp(—4 [y ldu)dv

et par la propriété usuelle de changement d’échelle du mouvement brownien, ceci est égale en loi a

! A 41
exp (4Z/A)/ exp (—4lv/A) dv (B, V B*)? = i <eXp <Z> - 1> (B, V B*)?
0
(sil =0, on convient naturellement que le produit des deux premiers facteurs du membre de droite

vaut 1), avec

B, = — min B, et B* := max B,
0<s<1 0<s<1

et il est bien connu (voir [38]) que ces deux variables aléatoires ont méme distribution que la valeur
absolue d’'une gaussienne centrée réduite. En récapitulant, on a donc

2 r1
Eo [exp (% <1 + é) /0 (Fy — F1)?(1 — s)YI%/A(s) ds)]

< Eg |exp

Eo

IN

Eo |exp

IN

Eo |exp

4 1\? A Al )
e (25 (143) Rl VIRl (o0 () 1) B*>
4 1\ A Al
28, [exp (AT (1+2) Rl VIRl (o0 (%) -1) B%)
et cette derniere expression est clairement finie si et seulement si
4 1\* 4 Al
—(1+-) — — -1 F F: 1/2 2
= (1+7) 2 (e (5) 1) RV IRL) < v (29)

Par ailleurs, si A/(1 + a) > A(Fy, F1), on a, puisque A/(1 +a) < A,

Eq [exp <%(1 +a)? /01 P21 - 9)Y2 (9 ds>]

9 1
< Ey [exp (Z(l + a)2/0 F2(1 - 5)Y(21+a)ﬁ1/ﬁ(5) ds)]
< +o00

IN
T ('D 1
M
o}
Y Y YR
=l
/N N /:\ /N
+
Q|+~
N~ N~ ~—

+Eo

Ainsi si les inégalités (28) et A/(1+a) > .A(Fliﬁl) sont conjointement réalisées, on peut conclure
que A(Fh, Fh) < A Si A > 0 est tel que A > A(F, F1), on peut alors faire tendre a vers
sa valeur critique A/A(Fy, F1) — 1 pour la deuxiéme inégalité et se retrouver avec la condition
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K(A) < A%(F1, F1)/8. Le lemme découle ensuite aisément de la décroissance et de la continuité de
I'application K sur le domaine ou elle est finie.
|

Dauns le lemme précédent est apparue la condition A(F, F ) > 0 et on peut se demander pour quels
F,F € F elle est satisfaite :

Lemme 27 Pour tous F,ﬁ € F, A(F, ﬁ) = 0 équivaut a F =0 p.p. Plus précisément, pour tout
s €]0,1], on a

A(F,F) > 4\/3/7r/18F2(1—u)du
0

Si de plus F est croissant, on a A(F, F) > (4/7) SUPgesc1 F(1 —s)s.

Si F= F, cette derniére borne est moins bonne que la premiere inégalité de (2), qu'il sera possible
de récrire sous la forme

A(F,F) > 2 sup F(1—s)s
0<s<1

pour toute fonction F' € F croissante, mais le lemme précédent n’est qu’un résultat intermédiaire.
Preuve :

D’apres le lemme 25, on a pour A > 0 et F, Fe F,

Ha(F,F) > Ha(F,0)

Eo [exp <% /01 F%(1—s)B? ds)]

On est ainsi ramené a la situation du lemme 22, avec 2/A% & la place de 1/A et F? & la place de
V. En reprenant alors la preuve de la proposition 23, on obtient que A(F,0) est aussi I'infimum
des A > 0 tels que

g [l
Eo [exp <ﬂ/0 G2(1 _5)Y42G/A2(5) ds)] < +oo

avec la notation introduite dans la démonstration du lemme 25 et
S
V s €]0,1], G(s) = / F%(u) du
0

Ceci revient a dire que
A(F,0) = 2/ AG,G) > 2/ A(G,0)

Ainsi si A(F, ﬁ) = 0, on a également A(G,0) = 0. L’avantage est que G est une fonction croissante,
d’ou pour tout s €]0, 1],

HA(G,0) > E, [exp (%02(1—3)/0335@”

or comme on l'a déja vu dans la remarque 24, le terme de droite se calcule explicitement et on
voit qu’il devient infini dés que A < 4G(1 — s)s/m. On ne peut donc avoir A(F, F) = 0 que si
G(1-) =0, c’est-a-dire si F' = 0 p.p. et la réciproque est triviale. La premiere minoration donnée
se déduit immédiatement des considérations précédentes. La seconde découle du fait que si 'on
sait a priori que F est croissant, il est inutile de recourir a G et on peut appliquer directement les
arguments ci-dessus.
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Les arguments de la fin de la preuve du lemme 26 permettent aussi de voir que pour tous F, FeF ,
A(F, F) < 400 et un peu plus précisément que

: 7]
2F|%, 4 )

AF,F) < infcdA>0: Ve 4HﬁH exp T

1
1 - 29
<3 (29)

(quand F = F, le terme de droite est proportionnel & ||F |, et ce résultat est trés grossier en
comparaison de la seconde inégalité de (2)).

En particulier, si 'on dispose d’une famille (F),),en de fonctions de F uniformément bornées et
convergentes dans LL'(]0, 1[, \) vers I € F différent de 0 dans cet espace, alors

lim A(F,) = A(F)

n—0o0

ou l'on désignera désormais A(F) = A(F, F') pour tout F' € F. En effet, en se basant sur le lemme
27 et sur (29), il apparait qu’il existe 0 < n < 1 tel que pour tout n assez grand,

n < AE,) <ntoetn < AF) < pt

Evn utilisant alors le leNmme 26 (avec pour n assez grand les assignations F; = ﬁl — F,, Fy =
Fy, « F puis F} = F} «— F, F, = F, <« F,), on obtient facilement le résultat voulu. Ceci

Fy

apparaissant dans ce lemme 26, un calcul immédiat permet de voir que

découle de I'observation suivante : notons r(e, ¢/, A(Fy, F}), | 1] o 5 ’ || F2llo) 1a constante x
o

. / s
lim k(e €,a1,li,l1,le) = a
€6/ =04

uniformément en a; dans un compact de R et quand ll,ﬂ et [y appartiennent eux a un compact
de R+.

Il est temps de revenir a une probabilité p et & une mesure v sympathiques, comme a la fin de la
section 2, ot il leur a été associé un potentiel V' par la formule (19). L’application F' correspondante
est directement liée, & un changement affine pres, a la restriction a [1/2,1] de la fonction gu,y /4
évoquée dans l'introduction. En effet, on a par un changement de variable évident, pour tout
s €]0,1],

F(s) = /OSVd)\

1 Gzt (s) 1
_ _/ T2
4 0 14

1~ s+1
LA

ou l'on convient désormais de noter G, 'application considérée en (17). Cette derniere peut étre
définie pour toute probabilité u et soit G;l son inverse généralisé :

Vuel—1,1], G;l(u) = inf{z e R : G,(x) > u} (30)
= inf{z eR : pu(] —o0,z]) > (1 +u)/2}
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Par analogie avec la formule précédente, on posera pour toutes probabilité p et mesure v (disons
symétriques sur R),

1~ 1 1 [Ga'() 1
VO<s<l,  Fuls) = Jbuu <%> — Z/0 = dA

Remarquons que cette fonction est effectivement positive, grace a 'inégalité stricte entrant dans la
définition (30) (on a en effet G=1(0) > 0 et méme G~1(0) > 0 si 0 admet un voisinage de probabilité
nulle pour p). Cependant, elle n’appartient a F que si fOM“ 1/vd\ < 400. On pourrait bien str
retirer 'exigence de bornitude dans la définition de F, mais certains des arguments précédents
seraient mis en défaut (du fait des normes infinies apparues dans le lemme 26) et d’ailleurs le
résultat suivant est faux dans cette généralité (voir le contre-exemple qui suit la proposition 29).

Proposition 28 Soient une probabilité . et une mesure v symétriques sur R telles que M, < +oo
et fOM” 1/vd\ < 400. On a alors

Preuve :

Commencons par considérer les situations ott F,, = 0 p.p. Il y a deux possibilités pour cela : soit
G,'(1=) =0, i.e. u = &y, soit la densité de Radon-Nikodym v vaut +oo p.p. sur 0, M,[ (voir la
remarque 7), et alors on a bien A(u,v) =0 = A(F,,). On écarte ces deux cas pathologiques dans
la discussion suivante.
Si p et v sont respectivement “régulieres” aux sens de la fin de la section 2, cette relation est vraie
d’apres la section précédente.
Ensuite si p vérifie seulement 0 < M, < +o00, mais v reste réguliere (i.e. V, est C* et strictement
positif sur [0, M,]), soit (tin)nen une suite de probabilités convergent adéquatement vers . D’apres
les lemmes 13 et 26, pour se convaincre de I’égalité voulue il suffit de voir que pour n grand,
F,, ., converge dans L1(]0, 1[, ) vers F},, tout en restant borné dans L>°(]0, 1[, A). Cette derniere
bornitude étant claire, évaluons
1| rGat(s)
/ / Vi, dA
0 |/Gua(s)

1
Wil /0 G — G2 dA

A(ds)

1
/ Fy s — ol dA
0

IN

expression qui converge vers 0 d’apres le lemme 12.

Enfin prenons p et v comme dans la proposition ci-dessus (et avec F,, non p.p. nulle) et soit
(Vn)nen une suite de mesures convergent convenablement vers v. A nouveau il suffit de voir que
pour n grand, F),,, converge dans L1(]0,1[,\) vers F,, tout en restant borné dans L>°(]0, 1[, A).

Cette derniere propriété provient de 'hypothese fOM“ 1/vd\ < 400 et pour obtenir la convergence

L', on écrit
Gi'(s)
/ / V. — Vol dX | A(ds)
0

1
/ V. — V| d\
0

IN

1
/ |F/J'7Vn - F;U'7V| d)\
0

IN

d’ou le résultat annoncé.

Considérons maintenant une probabilité p et une mesure v quelconques (symétriques). On a vu
avant le lemme 10 comment les approcher par des couples (jy, 1), avec 0 < n < M, vérifiant les
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conditions de la proposition 28. Reparamétrons cette famille par 0 < 1 < 1 en prenant pour u, la
probabilité symétrique telle que G;nl() =G, ((1—=n)A-) sur ]0,1], et pour v, la restriction de v &
|-G, (1—n),G, (1 —n)[. Pour tout 0 < < 1, on a donc aussi Fj, ,, (-) = Fj,((1—n)A-), ainsi
la famille (Fun,yn)0<n<1 est décroissante et on a lim, .o, Fum,,n = F,, au sens de la convergence
simple. La convergence (7), le lemme 10 et la proposition 28 impliquent alors la

Proposition 29 Pour tous pu,v comme ci-dessus,

A(p,v) = lim A(Fy, .,)

n—0+

De plus si fOM“ 1/vd\ < +o0, alors Fy,, € F et A(u,v) = A(Fp..).

Cette derniere assertion résulte du fait que dans ce cas la convergence lim,, .o, F, IS F,, alieu
dans IL1(]0, 1[, \), mais elle aurait aussi pu se montrer directement dans la preuve de la proposition
28 (sans la restriction M, < 400).

Par contre, en étendant naturellement pour A > 0, H 4 sur F2, avec F I'ensemble des fonctions
positives et mesurables sur |0, 1], puis A sur F, on n’a pas en général A(u,v) = A(F},). Pour
s’en convaincre, anticipons un peu sur la preuve de (2) et considérons p la probabilité uniforme
sur ] — 1,1[ et v la mesure symétrique telle que F}, ,(s) = F(s) := (1 — s)~! pour tout s €]0,1[, de
sorte que

B(,LL, V) = 0?121 b,u,l/(u)
U

= sup bu,,,(FM_1 (u))
1/2<u<1

= sup (1 —u)buy(u)
1/2<u<1
= 4 sup (1-w)F,,(2u—1)
1/2<u<1
= 2

(pour le second membre de droite, rappelons que F, I est I'inverse de la fonction de répartition de
), et donc A(p,v) < 8. Cependant pour cette fonction F' tres particuliere, on a A(F') = +o0, car
pour tout A > 0, H4(F, F) vaut +occ. En effet, on a méme pour tout A > 0,

/01 F2(1—s) </0 exp <% /:F(1 —u) du> dBv>2 ds] _ e

Pour le voir calculons le membre de gauche, qui vaut

Eo

ds

I
\)_l
&S|

&)

—

—

|

w

N~—
\
vy

@

i

o)
N
o |
c\m

o

—_

|

N

S~—

QU

N
N———

QU

4
| I

QL

Pour se convaincre que ceci est infini, on distingue deux cas : si A < 4, pour tout s > 0,
fos v=A* dv = 400 et c'est terminé, sinon pour A > 4,

/—SA/ v Advds = <1——> —25d5
0 0o S
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La proposition 29 permet déja de se convaincre de la validité de I'une des assertions importantes
de I'introduction, selon laquelle A(u, v) est une fonctionnelle croissante de EM,V. En effet, soient (u, v/)
et (¢/,v') deux couples formés d’une probabilité et d’une mesure symétriques. Si gu,y > ,5“/’1/’ on
déduit que F),, > Fj s puis que pour tout 0 <n <1, F, ,, > Fu%v%' Or d’apres le lemme 25 et
la proposition 28, on a alors A(F}, »,) > A(F}; ./ ) et il suffit ensuite de passer & la limite n — 04
pour obtenir A(u,v) > A(u',v"). Cette observation tres simple est la base des développements des
deux sections suivantes.

Remarque 30 Le fait de pouvoir toujours se ramener sur [—1,1] grace aux fonctions G, est tres
utile, notamment pour comparer des constantes de Poincaré de diffusions (symétriques par rapport
a 0) a priori définies sur des segments différents de R.

Cependant, on peut se demander s’il ne serait pas possible de récrire I'expression H 4(Fj,., Fj..),
pour A > 0, directement en termes de la probabilité p et de la mesure v sur leur espace d’état
“naturel”, i.e. [-M,, M,]. Ainsi si p est diffuse, on a

My,

Ha(Fuv, Fuy) = Eo {exp {% /OMN RQ(S) exp <% R(u),u(du))

S

2
W [0 exp(— 8 [0 R () ) (P H (31)
avec
1 /1
Vuel0, M), R = —/ L
4 0 14

et ot (Wy)i>0 est un mouvement brownien standard. Pour s’en convaincre, il suffit de partir de
lexpression alternative de H 4 entrevue dans la preuve du lemme 26 (& une inversion du temps

pres),
HA(Fu,y, FILL7I/)

2 (1o 4 7 2
= K [exp {ﬁ/o Fi,(1—s)exp <Z/0 Fluu(1—u) du> VVIIS exp(— & [ Fyo(1—u) du) dv ds}]

et d’utiliser de maniére répétitive le changement de variable affirmant que pour tout 0 < s < 1 et
toute application mesurable et positive h : [0, M,] — R4, on a

s . My,
/O WG (1) du = 2 /G RO (32)
Par contre, cette derniere formule n’est plus nécessairement valable si p contient des masses de
Dirac (par exemple pour h = 1, dés que 1 — s n’appartient pas a I'image de G,), il n’est donc
pas clair en général (méme quand Fy, ,(M,) < 4+00) que A(u,v) soit I'infimum de 'ensemble des
A > 0 tels que le membre de droite de (31) soit fini; cette formulation n’est pas treés robuste,
contrairement a celles décrites précédemment.

O

5 Un calcul asymptotique

Nous allons ici montrer la proposition 2 a l'aide des comparaisons permises par la section
précédente.

Plus précisément, pour 0 < a < 1 fixé, soit F(%) I’application donnée par

1

F@ 0,135 ~— ]l[a,l[(s)l_s
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puis pour 0 < 1 < 1 — a, on considere la fonction aussi définie sur |0, 1] par F (@7 (.) := F@((1 —
mA-).
Notre principal objectif ici est de prouver la

Proposition 31 Pour tout 0 < a < 1 fizé, on a

lim A(F@) = 8

n—0+
Cette estimée implique essentiellement la proposition 2, mais pour le voir nous aurons besoin des
deux résultats techniques suivants, ol 'on reprend les notations et hypotheses de 'introduction.

Lemme 32 On a pour toutes probabilité et mesure symétriques i et v,

B(u,v) = sup (1 —u)byu(u)
1/2<u<1

Ceci n’aurait pas été juste si dans la définition (4) de linverse généralisée on avait remplacé
I'inégalité stricte par une inégalité large.

Preuve :

Notons E(,u,y) le membre de droite apparaissant dans le lemme et commencons par la borne

B(u,v) < B(u,v), qui est valable quelle que soit la convention adoptée pour l'inégalité dans (4).
On vérifie en effet que

Vo<u<l, — p(-o0,F (W) < u < p(]— oo, Ft (u)])

En tenant compte du fait que Fu_l([l/2, 1)) € R4, il en découle que

V1/2<u <1, by (F (w)+) < (1—=ubuy(u) < buy(F, (w) (33)

Il reste ainsi a écrire que

sup (1—u)gu7,,(u) < sup by ()
1/2<u<1 zeF; H([1/2,1])

< supby,(x)
x>0

Cest pour I'inégalité inverse B(u,v) > B(u,v) qu’il a fallu étre prudent dans la définition (4).
Il s’agit donc de montrer que pour tout = € [0, M,],

buo(@) < Bp,v)

Intéressons-nous d’abord au cas ou x = M.

-Sip({M,}) =0,0onab,,(M,) =0 par les conventions habituelles et M, n’intervient pas vraiment
dans la définition de B(u,v) (i.e. B(u,v) = supg<y<n, by (7))

- Sip({My}) > 0, on peut encore écrire b, (M,,) = pu({M,}) fOM“ 1/vdX. Soit 1—p({M,}) <v <1,

on a alors Fu_l(v) = M, puis

B(p,v) = (L =0)buu(v)

M,
= (1—1})/0 1/vdX

et le membre de droite converge vers b, , (M,,) quand v s’approche de 1 —u({M,}), d’ott b, (M,) <

B(p,v) dans tous les cas.
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Considérons maintenant la situation ot 0 < z < M,,. On a F,(z) < 1 ainsi 2’ == F;}(F,(x)) est
bien défini et vérifie ' > x. De plus p([z,2'[) = 0, de sorte que

!

= /:v %d)\,u([z/,%—oo[)
Jo

by (Fu(x)) ([, +00[)

A nouveau on distingue deux possibilités :

- Sip({2'}) =0, on a p(fa’,4o00]) =1 — Fu(a') =1 — F,(z) et ainsi
buw(®) < (1= Fu(x)) b (Fu(w))

< B(p,v)

- Si p({2'}) > 0, comme dans le cas ot © = M, on considére plutét Fj(z'—) < v < Fj,(z') et on
fait tendre v vers F),(z'—) pour se convaincre de 'inégalité voulue.
[

Lemme 33 Supposons que u({M,}) = 0. On a équivalence entre (3) et

lim (1 —w)b,,(u) = B(u,v) (34)

u—1—

Preuve :

L’hypothese u({M,}) = 0 assure que pour tout 0 < v < 1, M, > Fu_l(u), or cette quantité
converge bien vers M, — en 1—. En reprenant 'inégalité de gauche de (33) obtenue dans la preuve
précédente, il apparait alors que sous la condition (3),
11{311@(1 —wbuy(u) = B(pv)
puis la véritable convergence (34), en tenant compte du lemme 32.
Réciproquement, pour z € [0, M,,], soit 2” = F,1(F,(z)—), disons pour x assez proche de M,

I
de sorte que z” soit strictement positif. On a alors

bz) > /0 1/vd u(Ja", +o0)
_ /Om 1/vdA (1 — Fy(2"))

- /0 1/vd\(1 — F,(z))

car u(]z”,x]) = 0. Or quand v > 0 tend vers F'(z) par valeurs strictement inférieures, (1 — ) »(v)
converge Justement vers le dernier membre de droite, ce qui permet de conclure a l’1mphcat10n (34)
= (3) sous la condition p({M,}) = 0, puisqu’elle entraine que lim, 7, F(x) = 1 avec F,(z) < 1
pour tout 0 <z < M.

|

Remarque 34 Si u({M,}) > 0, on obtient directement que

lim (1 —u)b,,(u) =

u—1—

+oo |, si fOM“l/Z/d)\:+oo
0 , si fOM“ 1/vd\ < 400
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Dans le premier cas, on a aussi B(u,v) = +00 et la conclusion du lemme ci-dessus reste formelle-
ment satisfaite (ainsi que celle de la proposition 2, comme on peut le voir a posteriori & partir de
(2)). Par contre dans la situation ot pu({M,}) > 0 et fOM“ 1/vdX < 400, le lemme précédent n’est
juste que dans les cas pathologiques ott ¥ = 400 p.p. sur [0, M,[. Et mis a part pour ceux-ci, la
proposition 2 sera également fausse, comme on peut s’en persuader a l’aide de comparaisons : dans
cette situation on peut trouver 0 < 1 < 1 tel que F,,(-) < B(u,v)F©"(-)/2, or on verra dans la
preuve de la proposition 31 que A(F (0”7)) < 8 (cette valeur n’étant “atteinte” qu’asymptotiquement
quand n — 04 ), d’ou

Alp,v) = A(Fup)

< Zaron)
< 4B(p,v)

Ces arguments montrent plus généralement que si la fonction F), , est bornée (i.e. si elle appartient
a F), alors

A(p,v) < 4AB(p,v) < +oo

et il est possible de préciser la premiere inégalité a partir des calculs qui vont suivre.
O

Admettons provisoirement la proposition 31 et déduisons-en la proposition 2. Soient u et v comme
dans I'énoncé de cette derniere, d’apres le lemme ci-dessus, on est assuré de la convergence (34)
qui peut aussi se récrire

lir? 41 -u)F,,(2u—-1) = B(p,v)
u—1—
ou encore
1ir{1 2(1 —u)Fup(u) = B(u,v)
u—1—

Ainsi pour tout € > 0, on peut trouver 0 < a. < 1 tel que sur ]0, 1],

B(u,v) a
—5 (1-eF) < F,,

Par ailleurs, d’aprées le lemme 32, on a toujours

F/J'vl’ < 9

Les propositions 29 et 31 permettent alors d’en déduire par comparaison que
1B v)(1—€) < A(uv) < 4B(u,v)

d’ou le résultat annoncé, puisque € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit. On aura remarqué
que ces arguments assurent aussi la validité générale de la seconde inégalité de (2). On s’intéressera
a la premiere dans la section suivante.

Pour le moment, effectuons la

Preuve de la proposition 31 :

Tout d’abord on défait a ’envers les manipulations de la preuve de la proposition 23 : la trans-
formation de Girsanov qui y est considérée permet de se rendre compte que pour 0 < n < 1 — a,
A(F(@) est aussi Pinfimum des A > 0 tels que

9 1
Eq [exp (Z/ F(a’")(l—S)BSdBS>] < +o0
0
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Remarquons que

1 9 n l1—a 2)
2/ F@n(1 - §)BydB, = = / B, dB, + / Z B, dB,
0 nJo n 5
Cependant, le premier terme du membre de gauche est égal a (B% —n)/n et on calcule que le second
vaut
B2 1-a l1—a 1 1-a B2
[—s] — / —ds + / — ds
s 1, n S " S
Ainsi
1 2 1-a 2
1- B B
2/ F@n(1 —s)BydB, = —1-— ln< a) 4 Lo +/ — ds
0 n l1—-a " s

et puisque les deux premiers termes sont déterministes, il apparait que A(F (a,n)) peut étre vu
comme l'infimum des A > 0 tels que

N
Eo [exp(z/n ?d8+A(1—a)>] < 400

(du moins formellement, il s’agit de la proposition 23 ou l'on aurait pris pour tout 0 < s < 1,
V(s) = F'(s) = (1 —a) '6a(s) + s 2Ljq1_y(s)). Cependant il se trouve qu’il est possible de
calculer explicitement cette quantité (puis quasiment A(F(@")). Plus précisément, on verra dans
le lemme qui suit cette preuve qu’en posant

) (597 -G (59

(cette fonction se prolonge continuement en 0 par H,,(0) = (6+1n((1—a)/n))/16), on a pour tout

z € R,
e oo (2621710 ([ Baes P )] < (20 e

Or les deux termes de cette égalité définissent localement ou ils sont finis sur C des fonctions
holomorphes (on aura remarqué d’une part, qu’en zéro le membre de droite se développe en une
série entiere admettant un rayon de convergence strictement positif et d’autre part, que 1/H,,, ne
s’annule jamais, il n’y a donc pas de probleme pour considérer localement une détermination holo-
morphe de la racine carrée). On en déduit qu’elles coincident sur la composante connexe contenant
la droite réelle de I'intérieur du domaine ou elles sont finies. Notamment ce sera le cas pour z = iy
avec y € R assez petit et si 'on pose

1
vV z € R, Hyn(z) = ~

Y(a,n) = inf{y >0 : H,,(iy) =0}
on a
1 1
i 9Y(an)?
A(F(a’n)) 8 + (a777)

Il faut ensuite se convaincre que pour tout 0 < a < 1,

lim Y(a,n) = 0

n—0+
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Mais pour y € R, la condition Hg,(iy) = 0 revient & demander que

(o) (597 - Goo) (59

et puisque ces deux membres sont conjugués I'un de ’autre, on se ramene a trouver les y € R tels

3 2
<1+z‘y> (—1_“> " e R
4 7

Soit f(y) = arctan(4y), de sorte que 1/4 + iy = /1 + 16y2/4exp(if(y)), la condition précédente
est équivalente & 6(y) = —2yIn(a/n) modulo 7. En tracant un dessin de ces fonctions, il apparait
que Y (a,n) est le plus petit y > 0 tel que arctan(4y) = —2yIn(a/n) + 7. De la méme maniére on
se persuade sans difficulté que cette quantité Y (a,n) converge vers 0 quand 1 tend vers 0, d’ou
le résultat annoncé.

que

|
Ou presque, car il reste a montrer le résultat technique suivant qui repose sur I'exploitation “sto-
chastique” de la propriété de la fonction F' :]0,1[> s +— 1/s d’étre solution de F’ = —F? :
Lemme 35 Pour tous0<n<1l—a<1etz€eR, on est assuré de ’égalité (35).

Preuve :

Pour simplifier les notations, on remplacera a par 1 — a, qui est désormais fixé ainsi que n de
manieére a ce que 0 <71 < a < 1. On a pour tout y € R,

aB2 B2‘1 a B ad
y/ —ds = y[——s] +2y/ —Sst+y/ =
n S S n n S n S

a32 B2 B2 ¢ B 9 2 aBZ
(y—2y2)/ —ds = y—"—y—“+yln(a/n)+2y/ Bs up, - ) / Zs
2
n n a n S ;

ainsi

Il en découle par une nouvelle application de la transformation de Girsanov que pour tout y € R,

i = oo - ([ e )]
2

B X2
= Eo [eXp (yT" - 2y27‘1 + yln(d/ﬂ))]

a2 a a2
X, = exp</ —ydu>Bn+/ exp</ —ydu> dB;
n U n s U
2y a 2
- <9> Bn—i—/ (g)yst
n n NS

Le caractere gaussien du couple (B, X,) nous invite a calculer pour tout z € R, une version
réguliere de I'espérance conditionnelle

o(x) = Eo [exp <—2y2X73> ‘Bn - m]

2
22 2y
= E |exp Y ((ﬁ) £C+O'W>
a Ui

avec



ol W est une variable aléatoire gaussienne centrée standard et avec

)

On obtient facilement que pour tout z € R,

avec

On en déduit que pour tout y € R,

(y)

avec

(du moins si y # 1/4),

V@/n—2A=2y/n)y

Evidemment il convient de se demander si cette expression est finie, c’est-a-dire si 1/np — 2A —
2y/n > 0, et pour cela il faut expliciter un peu plus les quantités précédentes. Puisque y — 2y? =
—2((y — 1/4)2 = 1/16), on s’attend & ce que le résultat final soit symétrique en z ==y — 1/4 et il est
commode de forcer un peu 'apparition de ce changement de variable. On obtient consécutivement

(06
211 (8) - (

+13
T

ou il apparalt notamment que cette quantité ne s’annule pas pour z € R*. La formule voulue en

découle immédiatement.

Remarque 36 Marc Yor vient de m’apprendre que le calcul effectué dans le lemme 35 se trouve
aussi essentiellement dans un article récent de Mansuy [23] (on pourra également consulter [35, 36]
ou [38] pour d’autres obtentions possibles, notamment par le biais d’équations de Sturm-Liouville,

ce qui est relié a la remarque 24).
Par ailleurs, dans des travaux de Peccati et Yor (voir [31] ou [32]), des quantités similaires a
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celles considérées ci-dessus sont étudiées. Ainsi ces auteurs montrent par exemple qu’au sens de la
convergence en loi,

1 B2 _
lim (ln(l/n))_%/ s Vs = oW
n

n—04

ou W est une variable gaussienne centrée réduite. Ce comportement n’est pas en contradiction avec
notre évaluation de A(F (1’77)), et d’une certaine maniere lui est méme “orthogonal”, puisqu’une
variable normale admet des moments exponentiels de tous ordres.

O

6 Deux petites remarques

Nous allons vérifier ici deux assertions présentées dans 'introduction, I'une concernant certains
cas d’égalité dans la premiere borne de (2) et 'autre relative au fait que I’on ne peut pas se contenter
de la convergence d’une sous-suite en (3).

Mais vérifions tout d’abord la premiére inégalité de (2) par des arguments de comparaison.
Soient donc p une probabilité et v une mesure, toutes deux symétriques sur (R, R). De par notre
convention dans (4), I'inverse généralisé L est continu & droite sur ]0, 1] et il en découle que la
seule possibilité pour que b ne soit éventuellement pas continue a droite en 1/2 est que g(u) = +00
pour tout 1/2 < u < 1. Dans tous les cas, il apparait a partir du lemme 32 que

B(M? V) - sSup (1 - u)bu,u(u)
1/2<u<1
= s (1—wh(w)
1/2<u<1
= 2 sup (1 —s)F,.(s) (36)
0<s<1

Il resort de cette observation que 'on peut trouver une suite (e,)nen de réels strictement positifs
convergent vers 0 et une suite (s, )nen d’éléments de |0, 1] tels que pour tout n € N,

B(p,v)

’ 215,

py 2 (1—en)

(sauf dans les cas pathologiques ou B(u,v) = 0, mais 1'égalité A(u,v) = B(u,v) provient alors
trivialement de la seconde inégalité de (2)).

Ainsi d’apres les résultats de comparaison de la section 4, il suffit de montrer que pour tout
s €]0,1] fixé, A(1[s 1) = 2(1 — s) pour obtenir la borne B(u,v) < A(u,v). Cependant en défaisant
la transformation de Girsanov considérée a la fin de la preuve de la proposition 23, on a que A(1 [5’1[)
est 'infimum des constantes A > 0 telles que

1
Eo [exp (%/0 Ty (1 —u)B, dBu>] < +oo

ou encore, puisque 2 folfs B,dB, = B?_ s — 1+ s, I'infimum des constantes A > 0 telles que

Eo [exp (%B%S)] < 400

d’ott Iégalité annoncée A(1[, 1)) = 2(1 — s).
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Intéressons-nous ensuite comme annoncé au cas d’égalité B(u,v) = A(u,v) quand
lim sup,_,pz, — by, (x) < B(p,v), et outre les situations ot A(u,v) = 0 ou A(u,v) = +o0, montrons
que ceci n’est possible dans notre contexte symétrique que s’il existe 0 <z < M, et 0 < p < 1/2
tels que la restriction de p a [—x, z| vaut p(d_, + ) et fgCM“ 1/vdX =0 (dans les cas plus réguliers
considérés dans l'introduction, cette derniere condition implique que x = M, puis que p est une
distribution de Bernoulli, ainsi que cela était énoncé). Pour nous convaincre de ceci, il suffit de
voir que I'égalité B(u,v) = A(u,v) € R% sous les conditions précédentes implique que F), , est une
fonction palier simple, c’est-a-dire qu’il existe a > 0 et 0 < s < 1 tels que F},, = al[, ;. Nous allons
d’ailleurs procéder par I’absurde : supposons que F, , ne soit pas de cette forme, on peut alors trou-
ver aj,ag > 0et 0 < 51 < s2 < 1tels que Fy,, > arl, 1|+ agls, 1|, avec a1 (1 —s1) = B(u,v)/2
et (a1 + a2)(1 — s2) < B(p,v)/2 ou a1(1 — s1) < B(u,v)/2 et (a1 + a2)(l — s2) = B(u,v)/2.
En effet, on voit aisément a partir de la preuve du lemme 32 que s'il existe x €]0, M,] tel que
B(u,v) = by, (), alors B(u,v) = 2(1 —v)F,,(v) avec v = F,(x—) (on aura aussi noté que si
B(p,v) correspond a un supremum de b, (respectivement de la fonction s — 2(1 — s)F), ,(s))
sur un sous-ensemble compact de |0, M, [ (resp. de ]0,1[), alors il est atteint, car I'application b, ,
(resp. F,,) est continue a gauche (resp. a droite) et ne fait que des sauts vers le bas (resp. vers le
haut)). En considérant séparément les cas ot B(u,v) = by, (M,) (qui implique en particulier que
p({M,}) > 0) et ou B(u,v) > by, (M), notre hypothese implique alors que dans (36) le supremum
est atteint sur ]0,1[ (de la méme maniére on se persuaderait plus généralement que l'utilisation
ci-dessus des suites (€,,)nen €t (Sp)nen n'est vraiment justifiée que si lim,, .o s, = 1). Un argument
de comparaison et le résultat suivant permettent ensuite de voir que

A(/’Lvl/) > A(al]]-[sl,l[ + a2]]-[32,1[) > B(,U,, V)
Lemme 37 Soient aj,a9 >0 et 0 <351 <s2<1, ona
Alarlg, 1+ azlis, 1) = (a1 +a2)(1 = s1) +ai(sz — 51)

—\/(a1 + a2)?(1 — 51)% + a3(s2 — s1)? + 2a1 (a1 — az2)(s2 — 51)(1 — s1)
> 2max(ai (1 — s1), (a1 + a2)(1 — s2))

Preuve :

Comme au début de cette section, on commence par remarquer que .A(alll[sm[ + ag]l[s%l[) n’est
autre que 'infimum des constantes A > 0 telles que

2 1—s2 1—s1
Eo [exp (Z {(al + ag)/ B, dB, + al/ B, dBu}>] < +4oo
0 1—s2

Or en calculant le terme entre accolades, il apparalt que cette finitude est équivalente a

ai

a
Eo [exp (AB%_SI + =2

ABn)] < o

Cependant en conditionnant par Bj_g,, on voit que pour A > 2a;(s2 — s1), le membre de gauche
vaut aussi

(1—2a1(s2 — 51)/A)"/* Eq [exp ({a_j Az 2af(152 — 1) } B%“)]

ainsi A(a1llf, 1| + a2l 1)) est la plus petite solution A > 2a;(s2 — s1) de I"équation du second
degré
az ai 1

Z + A— 2a1(52 — 81) - 2(1 — 82)
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d’out les résultats annoncés (la majoration stricte se lisant d’ailleurs plus facilement sur 1’égalité
ci-dessus que sur I'expression de A(ail, 1[ + a2l 1))
|

Apres avoir utilisé des fonctions a un palier, puis deux, nous allons ci-dessous considérer une infinité
de paliers pour exhiber une application H :]0,1[— R telle que

limsup(l1 —s)H(s) = 1 et lim A(H,) = 2 (37)

s—1— n—0+

ol l'on a posé pour tout 0 < n < 1,
Vsl Hy(s) = H(1—n)As)

C’est ensuite une retranscription désormais usuelle que d’en déduire un couple (p, ) formé d’une
probabilité et d’'une mesure symétriques tel que M, = 400,

limsup b, () = B(u,v) et A(p,v) = B(u,v)

T—+00
(on peut choisir par exemple v = A et p sera alors une somme pondérée de masse de Dirac diver-
gentes symétriquement vers 'infini). Pour reprendre une terminologie heuristique de 'introduction,
il s’agit aussi d’une situation ou A(u, ) mesure la difficulté de revenir de I'infini, car il est possible
de perturber localement v sans modifier la valeur de A(u,v), mais cette difficulté provient d’une
suite de points retardants divergente vers l'infini plus que d’une “difficulté presque homogene”
comme dans la proposition 2.
Un peu plus rigoureusement maintenant, nous cherchons donc une fonction H satisfaisant (37) de
la forme suivante

Vselol,  H(s) = ) anl,q(s) (38)
neN

avec (Sp)neN une suite strictement croissante d’éléments de ]0, 1] convergente vers 1 et (ay)nen une
suite de réels strictement positifs.
Pour assurer la premiere condition de (37), nous allons imposer que

lim (1 —s,)H(sp,) =1 et VneN, (1 —s,)H(sy) < 1

n—oo

Ceci implique que supg.,.1(1 — s)H(s) =1 et donc d’apres le début de cette section,

lim A(H,) > 2

n—0+

(rappelons que cette limite existe par monotonicité de A(H,,) en n €]0, 1[). Pour obtenir la deuxieme
condition de (37), il suffit donc de montrer que

VNeN, ASy) < 2 (39)

avec SN = Hi_sy =D g<n<n an]l[Sn,l[. Pour disposer d’un critere allant dans ce sens, définissons
une nouvelle suite (G, )nen (2 valeurs dans R, ) de la maniére récursive suivante : ag = ag puis pour
tout n € N|

an

(1 = (Sn+1 — Sn)an)+

Apt1 = Gpy1+

(ainsi s’il existe n € N tel que (sp41 — Sp)ay > 1, on aura pour tout m > n, a,, = +00). On a alors
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Lemme 38 Pour tout N € N, on a équivalence entre

1
Ep |exp 3 Z anB%_Sn < +o00
0<n<N

et
(1 —-sy)any <1

Preuve :

Pour évaluer 'espérance ci-dessus, on commence par conditionner par la trajectoire du mouvement
brownien jusqu’au temps 1 — s1, ce qui nous amene par la propriété de Markov & nous intéresser a

Eo [eXp (%GOB%%) ‘Bl—sl} = ((1—ao(s1 — 50)1) "7 exp (2(1 — ao(zll — 80))+B%Sl>

expression qui vaut 400 si ag(s; — sg) > 1. Sinon, on obtient de la sorte que

1
Eo |exp 3 Z anB%_Sn
0<n<N

_1 1. 1
= (1= ao(s1=50))+) 2By |exp | a1 B, + 5 > anBi,
2<n<N

On poursuit par récurrence pour obtenir que si pour tout 0 < n < N on a @y (Sp+1 — S,) > 1, alors

. B -
Eg |exp 5 Z aanfsn = H (1 —ap(spt1 — sn)) Eq [exp <7NB13N>]

0<n<N 0<n<N

d’ou en fin de compte le résultat annoncé.

Cependant, par des calculs similaires a ceux déja effectués dans cette section, on reconnait que
pour tout N € N, A(Sy) est I'infimum des A > 0 tels que

1
Eo |exp 3 Z aanfsn < 400

Ainsi pour assurer (39), il suffit d’avoir
vV N eN, (I-sy)ay < 1

et nous allons choisir des suites (ay)nen €t (Sn)neny comme ci-dessus qui vérifient cette propriété.
Pour cela, donnons-nous a priori une suite (€, ),en de réels strictement positifs décroissante vers 0
et imposons que

VneN, (I—sp)a, = 1—¢,

ainsi nous n’avons a nous occuper que de la suite (s, )nen. On procede par récurrence : on commence

par prendre sp = 1/2; on a bien (1 — sg)ag = (1 — sp)ag = 1 — €y < 1. Supposons ensuite Sg, ..., Sp,
construits et montrons que l'on peut choisir s, < s,4+1 < 1 tel que

1— €ntr1 < (1 —3n+1)5n+1 <1 (40)

1_€n+1 < (1—3n+1)(a0+---+an+1) <1 (41)
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ce qui terminera de nous convaincre des comportements voulus.
Pour le premier encadrement, on note que
(1 — 3n+1)an
1 — (Spt1 — Sn)an

(1 - 5n+1)an+1 = l—é€p1+

d’out (40) si lon choisit s,1 assez proche de 1. De la méme manieére, on peut prendre s,1 éven-
tuellement encore plus proche de 1 pour satisfaire la seconde borne (41). D’ou le contre-exemple
escompté.

On peut s’amuser a effectuer d’autres calculs explicites pour le type précédent (38) de fonction
H a infinité de paliers. Par exemple en choisissant 0 < p < 1 puis en posant pour tout n € N,

sy = 1—pttm et an = (pt=1)p™"
on obtient que

sup (1—s)H(s) = 1 et lim A(H,) = 2(1+ /p)?

0<s<1 n—0+
c’est-a-dire que si (u,,7,) est un couple correspondant formé d’une probabilité et d’une mesure
symétrique, alors le quotient B(u,,v,)/A(pp,vp) décrit tout l'intervalle |1,4[ quand 7 parcourt
10,1[.

7 Un équivalent discret

L’apparition dans la constante B(u,v), pour une probabilité p et une mesure v symétriques
données, d’'une densité de Radon-Nikodym de v par rapport a A est directement liée au fait que
l’on considére une dérivée “usuelle” (& réinterpréter comme une dérivation par rapport a la mesure
de Lebesgue) dans 'inégalité de Poincaré (1). Et si 'on désire restreindre le role de la mesure de
Lebesgue dans ce type de problémes, on peut s’intéresser plutot a la quantité A(yu, v) définie comme
I'infimum des A > 0 tels que

2
1
— u) v(du dx)p(d Av[f?
4/M(Mﬂ)( >> pdo)u(dy) < Al

La généralité et la commodité d’une telle formulation ont été mis en évidence et exploitées par
Sinnamon [41] pour les inégalités de Hardy, qu’il a étudié dans ce contexte. Cependant notre but
dans cette derniere section n’est pas de tenter d’adapter les considérations précédentes a ce cadre,
nous nous contenterons de retrouver I'inégalité (2) et la proposition 2 dans le cas ou v est une somme
pondérée symétriquement de masses de Dirac sur 7Z, car il s’agit d’une situation particulierement
intéressante lors de 1’étude des chaines de Markov, correspondant aux processus de vie et de mort
(voir par exemple le livre [6] de Chen ou [27] pour des estimées de trou spectral a partir d’inégalités
de Hardy, qui d’ailleurs auraient pu s’obtenir & partir de l'article de Sinnamon [41]).

Dans ce contexte, on préfere voir v comme une mesure sur 'ensemble E = {{n,n+ 1}, n € Z}
des arétes naturelles de Z. On dispose donc d’une probabilité p sur Z et d’une mesure v sur £,
toutes deux symétriques, et on cherche a évaluer A(u,r) 'infimum des A > 0 tels que pour toute
fonction f : Z — R appartenant & L2(y),

Var(f,p) < AY vle)(df(e))
eck
ou pour toute aréte e = {n,n+ 1} € E, on a posé df (e) = f(n+ 1) — f(n).
Introduisons

B(p,v) = sup Z ﬂ/‘([]\f? +00f)

~ 1
e

NEN psecio,N]
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et on dira que la condition (C) est réalisée si

~ - 1
E>eC[0,N]

(on aura noté le petit décalage par rapport a la définition précédente, ceci revient aussi a demander

que B(p,v) = imy—oo X psecio.n %e) ([N, +00[) et imy—oo D= psecio,n] ﬁ p({N}) =0).
Notre objectif ici est simplement d’obtenir comme conséquence des résultats précédents la

Proposition 39 Sous les hypotheses ci-dessus, on a
Bluv) < A(wv) < 4B(u,v)

et sous la condition (C),

A(psv) = 4§(/’L7V)

L’argument sous-jacent est tres élémentaire et consiste a réinterpréter A(u,r) comme la constante
de Poincaré A(u,v) avec la mesure

eckE

ou A, désigne la restriction de A & [n,n+ 1[si e = {n,n + 1} € E.
En effet, soit D4 (R) le sous-ensemble de B4 (R) des fonctions boréliennes positives sur (R, R), qui
sont constantes sur chacun des intervalles [n,n + 1], pour n € Z. On a clairement

LS (2 f(u)du)” p(da)p(dy)

AP e ]
Y u u2 T
> ey LU )Cfﬁ[;Q]u(d )1i(dy) (12)
F€D4+(R)
= AV(M?”)

Réciproquement, soit f € B4 (R) donné et associons lui la fonction fE D, (R) définie par

- lz]+1
VeeR  fz) = /H f(u) du

Du fait que p est portée par Z, on a évidemment

/(/:f(u) du>2M(dx)M<dy) = /(/:f(u) du>2 pu(dz) p(dy)

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la forme particuliere de v assurent que

n n 2
Vnez, /Hf?dﬁ > (/ Hfd)\) v(Jn,n + 1))

n+1l _
:/ frdv

Ainsi on a




ce qui montre que 'inégalité (42) est en fait une égalité, d’ou en fin de compte Z(,u, v)=A(u,v).
Par ailleurs, on note que la fonction b, ; est croissante sur chacun des intervalles |n,n + 1], pour
n € N, et fait (sauf si u(n) = 0) un saut vers le bas en n. Il en découle que
B(u,v) = supb,z(n)
neN

= B(p,v)

Les premieres bornes de la proposition 39 découlent alors immédiatement de (2) et le cas d’égalité
sous (C) provient de la proposition 2, car on aura remarqué (le cas trivial ot v est nulle étant écarté)
que cette condition est exactement celle qui assure d’une part que M,, = +oo (seule maniere d’avoir
pn({My,}) = 0 dans ce cadre discret) et d’autre part que limy .o b, 5(x) = B(u, 7).

Remarque 40 Nous venons de ramener le cas discret au cas continu, mais signalons que ’opération
inverse est également possible. Aux réductions de la section 2 pres, soient u et v une probabilité et
une mesure symétriques sur | — 1, 1] et équivalentes a la restriction de A sur cet ensemble (disons,
avec des densités régulieres minorées et majorées par des réels strictement positifs).

Introduisons une famille (x, ;)nen, kez d’éléments sur | —1, 1] par une récurrence sur 'indice n € N.
On commence par définir pour tout k € 7Z,

zor = sign(k)(1 — 271kl

Puis si pour n € N, la suite (2, 1)rez a été construite, on lui rajoute tous les points milieux
(Tnk + Tnk+1)/2, pour k € Z, pour obtenir une nouvelle suite croissante (x,+1x)rez telle que
ZTnt1,0 = 0.

Pour n € N, soit p, 1 (respectivement p,, —) la probabilité symétrique donnée par

o {enod) = p{0) et VEEN, pui({eard) = pl(znp i zos)

(xesp. ftn,({2n0}) = 1(Jm 1,1 ]) €t ftn,—({Zng}) = ([ s Tnsa ) pour k € N¥). On notera
aussi fin 4+ (resp. fin,—) la probabilité symétrique sur Z définie par

VEEZ,  fiusk) = pos({@an))

(resp. fin,—(k) = pin,—({nk})). Considérons ensuite la mesure v, symétrique sur les arétes de £
donnée par
1
Tn, 1
JomR L AN

Tn k

Vi{kk+1Ye B, va({kk+1}) =

Vérifions que A(pty, +,v) = A(fin +,Vn) pour tout n € N (de maniere similaire on aura A(u, —,v) =

A(fin,—,p)). Soit f € B4 (R), la variance Var(f, y, +) ne dépend que des valeurs de f sur la suite
(@n,k)kez- Or pour k € Z, on sait minimiser la quantité fgfn":“(g’ )2 dv sur I'ensemble des fonctions
g absolument continues sur | — 1, 1] satisfaisant la contrainte 9(zn1) = f(xy,) pour tout | € Z
(ou seulement pour I = k,k + 1). Il s’agit en effet d’'une application immédiate de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz et on obtient (f(znk+1) — f(@nk))?Un({k,k + 1}) pour valeur minimale. I en
découle que

Alpin,,v) = o Shieale = ) (@ p)in s ()
n,+> (fk)keZERﬁ\Vect(]l) 2 zmeZ(fm-l—l _ fm)Z’an({m, m+ 1})

= A(ﬁnﬁr,gn)

Dans le méme registre, la forme particuliére de v,, permet de voir que

B(un7+,y) = B(ﬁn7+,§n)

B(Mn,—a V) = B(ﬁn,—7 gn)
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Ainsi si 'on disposait a priori de renseignements sur les inégalités de Poincaré discrétes (comme la
proposition 39 et des résultats de comparaison), on pourrait ensuite les étendre au cas continu. On
obtiendrait notamment que la suite (A(pn +,7))nen (respectivement (A(pn, —,v))nen) est décrois-
sante (resp. croissante) et converge vers A(,u, v) (on retrouverait en particulier pour tout n € N,
les bornes A(pin,—,v) < A(p,v) < A(pn,+,v), qui pour nous s’obtiennent directement a partir des
résultats de comparaison de la section 4).

O
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