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Introduction

Cette theése se propose d’étudier, & I’aide du modéle du gaz sur réseau, quelques unes
des caractérisitiques des transitions de phase dans les systémes finis, afin de proposer des
observables pertinentes pour la mise en évidence d’une éventuelle transition de phase de
type liquide gaz dans la multifragmentation nucléaire. Les transitions de phase sont des
phénomeénes communs & tous les systémes complexes en interaction. Elles sont universelles
et leurs caractéristiques ne dépendent que de la classe d’universalité des systémes étudiés.
Différents types de transition de phase peuvent étre considérés: thermodynamiques [1] ou
percolatives [2] par exemple; elles peuvent étre également vues comme un changement
des propriétés de symétrie du systéme [3]. Nous concentrerons notre étude sur les tran-
sitions de phase thermodynamiques. Celles-ci dépendent de I’hamiltonien d’interaction
entre les éléments constitutifs du systéme, en particulier lorsque I’interaction est attrac-
tive & moyenne portée et répulsive & plus courte portée: le potentiel de Lennard Jones
en est un exemple typique. Les systémes interagissant par une telle interaction (systémes
de Van der Waals) subissent une transition de phase du premier et deuxiéme ordre qui
appartiennent & la classe d’universalité connue sous le nom de liquide gaz.

Toute transition de phase thermodynamique est caractérisée par le potentiel ther-
modynamique correspondant au choix de ’ensemble statistique: il est défini comme la
variable minimale & 1’équilibre ; par exemple ’énergie libre est minimale dans ’ensemble
canonique. La discontinuité de la dérivée n iéme du potentiel définit la transition du n
iéme ordre. Nous nous limiterons principalement & ’étude des transitions thermodyna-
miques du premier odre. Dans ce cas, pour une transition de type liquide gaz, le paramétre
d’ordre est défini par la différence des densités liquide et gaz. La discontinuité des poten-
tiels thermodynamiques peut étre reliée au passage par zéro de la fonction de partition
canonique dans le cadre de la théorie développée par Lee et Yang [1].

Lors d’une transition du premier ordre liquide gaz, le passage de la phase liquide & la
phase gazeuse passe par une zone de coexistence de phases. Dans le cadre des théories de
champ moyen (comme par exemple la théorie de Van der Waals) la coexistence de phases
est différenciée par I'instabilité du systéme homogéne par rapport 3 une séparation en deux
phases. En effet, le potentiel thermodynamique calculé & partir de la fonction de partition
devient convexe dans la région de la transition de phase. Une interpolation linéaire dans
cette région minimise la valeur du potentiel thermodynamique et donc correspond a la
véritable configuration d’équilibre. Cette interpolation linéaire est connue sous le nom
de construction de Maxwell. D’un point de vue physique, elle consiste & mélanger en
proportions linéaires le deux types de configurations homogénes (phases) accessibles a
Papproximation de champ moyen. D’un point de vue mathématique elle implique que
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2 Introduction

le potentiel thermodynamique présente des non-analycités dans les transitions de phase
du premier ordre. Un exemple bien connu est la prédiction pour la transition de phase
liquide-gaz d’un plateau de température constante en fonction de 1’énergie dans la zone
de coexistence si la transition est faite & pression constante.

Le nombre fini de constituants d’un petit systéme ne nous permet pas d’appliquer
directement la thermodynamique que nous venons de présenter. En effet, il induit des
contributions importantes, notamment en énergie, de la surface. Par conséquent 1’énergie
libre d'une combinaison linéaire de deux phases ne sera pas la combinaison linéaire des
énergies libres, ce qui signifie que 1’introduction d’une phase mixte ne conduit pas a la
construction de Maxwell dans un systéme fini. De plus, le calcul de la fonction de partition
[4] aboutit & une somme de fonctions analytiques: on s’attend & ce qu’aucune disconti-
nuité ne nous permette de signer une transition. Ceci n’implique pas que le concept de
transition de phase ne puisse pas s’appliquer aux systémes finis. Une définition rigoureuse
de transition de phase a été introduite dans la littérature et concerne la thermodynamique
ainsi que les propriétés des agrégats issus de la fragmentation des systémes finis. Il a été
démontré que pour un systéme fini, tout défaut de courbure dans le potentiel thermody-
namique en fonction de la variable extensive associée, signe la transition de phase. Ceci
ameéne naturellement & considérer ’existence de capacités calorifiques négatives [5] [6].

D’autre part le groupe de renormalisaton [2] [7] prédit des lois d’échelle bien définies
aux alentours du point critique, avec des comportements en loi de puissance caractérisées
par des exposants critiques qui ne dépendent que de la classe d’universalité. Par exemple,
la distribution en taille des fragments devrait étre une loi de puissance d’exposant 7 au
point critique pour les systémes infinis. La transition de phase du deuxiéme ordre est
reconnue dans le systéme fini en étudiant 1’évolution des exposants critiques avec la taille
du systéme ("finite size scaling"). Les effets de taille finie aboutissent & une observation
de ce comportement aussi en transition de phase du premier ordre, i.e. & I'intérieur de la
zone de coexistence. Dans ce dernier cas le comportment "pseudocritique" disparait vers
la limite thermodynamique .

D’un point de vue expérimental, les transitions de phase sont recherchées en physique
nucléaire depuis une vingtaine d’années [8] dans la multifragmentation des noyaux chauds
induits par collisions [9] [10]. Cet effort doit étre mis en paralléle avec la physique des
agrégats d’atomes, ou1 des observables analogues sont mesurées [11] [12]. Dans le premier
chapitre de cette thése nous introduirons un formalisme statistique qui permet de décrire
de tels systémes ouverts et nous illustrerons ce formalisme dans le cadre du modéle du
gaz sur réseau dans les chapitres 2 et 3. Nous proposerons les fluctuations d’énergies
partielles comme observable directement mesurable de capacité calorifique négative. Nous
proposerons une généralisation de la définition des transitions de phase dans les systémes
finis dans le chapitre 4. Cependant la mesure directe [9] de grandeurs thermodynamiques
est demande une détection quasi-parfaite et une sélection des données trés perfectionnée.
Ainsi les fragments issus de la multifragmentation sont-ils la principale observable, dont
le comportement (en multiplicités, en distributions en taille) est relié & ’occurence d’une
transition de phase & travers plusieurs approches théoriques [5] [13] [14] [15] [16] [17]
[18] [19] [20] [21] [22] [23] [24] [25]). Dans le chapitre 5 nous chercherons & corréler la
thermodynamique et les informations issues des fragments.

Afin de considérer une description la plus réaliste possible dans un systéme nucléaire,
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nous considérerons les effets coulombiens (chapitre 6). Enfin, nous aborderons I’inclusion
de la nature fermionique des nucléons, qui se traduit par des effets d’isospin et quantiques.
Ces points seront abordés en partie dans les perspectives du chapitre 7.



Introduction



Chapitre 1

Transition de phase dans les noyaux

La forme du potentiel nucléaire, attractif & longue portée et fortement répulsif 3 courte
portée, ressemble & un potentiel intermoléculaire de Van der Waals. Cette analogie laisse
supposer que la matiére nucléaire infinie a le méme comportement qu’un fluide de Van
der Waals, présentant une transition de phase de type liquide-gaz. A température nulle,
le noyau a en outre des propriétés proches de celles d’une goutte liquide: la formule
de Bethe-Weizsicker en est un exemple. Lors de collisions nucléaires ot il est fortement
chauffé, ce liquide peut traverser des zones de température, de pression et de volume qui
le conduisent vers une transition de phase liquide-gaz.

De fagon générale, une transition de phase est caractérisée dans les systémes infinis
par:

- un paramétre d’ordre, qui caractérise chaque phase. Par exemple, pour une transition
liquide-gaz, il est donné par la différence des densités liquide et gaz;

- la discontinuité de la dérivée d’ordre n du potentiel thermodynamique par rapport
a I'une (ou plusieurs) de ces variables indique une transition de phase d’ordre n.

1.1 Transition de phase du premier ordre dans les sys-
témes infinis

Nous nous intéressons ici particuliérement aux transitions du premier ordre: le para-
métre d’ordre est discontinu, ainsi que la dérivée premiére du potentiel thermodynamique.
Ses dérivées premiéres sont les équations d’état, reliant les variables extensives aux va-
riables intensives. Si la température est le seul parameétre intensif, une transition du pre-
mier ordre correspond & une discontinuité de 1’énergie en fonction de la température. Ceci
implique de se placer dans I’ensemble canonique, puisque I’on suppose le contrdle des
parametres extensifs comme le montre la figure (1.1).

5
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Température

F1G. 1.1 - Lorsque la température est fizée, la courbe calorique est discontinue entre deux
valeurs de ’énergie lorsque I’on traverse la zone de coezistence.

~ Plagons-nous maintenant dans I’ensemble microcanonique & 1’énergie E ; nous focali-
serons notre intérét sur cet ensemble par la suite. Vu que la température T' et 1’entropie
sont reliées par:

aS
1 _

si 'on choisit I’ensemble associé aux variables intensives, dans le cas d’un systéme fini, la
divergence des dérivées de la fonction de partition qui conduit aux discontinuités dans les
variables thermodynamiques ne peut pas se présenter, la fonction de partition étant une
somme analytique sur un nombre fini de termes. La discontinuité de 1’ensemble canonique
est devenue une température constante dans toute la zone de transition. La construction de
Maxwell correspond & une telle transition. A pression constante, la température présente
un plateau quand 1’énergie augmente. En conséquence, ’entropie S a un comportement
linéaire en fonction de I’énergie entre les énergies Er, du liquide et Eg d | gaz, comme le
montre la figure (1.2). La chaleur latente est Eq — Ef.

7
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FIG. 1.2 - L’entropie est une fonction linéaire entre I’énergie du liquide Ep, et du gaz Eg.



1.2. Systémes finis 7

La linéarité de ’entropie en fonction de I’énergie provient de son additivité qui s’crit :

S(E) = a(E)SL(E1) + (1 - o(E))56(E)

avec B = o(E)EL + (1 — a(E))Eg et out Si, (Sg) est ’entropie de la phase pure liquide
(gaz). En mélangeant de fagon linéaire des proportions linéaires a de liquide L et (1 — a)
de gaz G, ’entropie augmente linéairement entre Ey, et Eg. Ceci montre qu’une transition
du premier ordre correspond & une coexistence de phases.

Le comportement des dérivées de I’entropie d’ordre supérieur signent également la
transition et, par exemple, & ’ordre 2, on obtient la capacité calorifique, qui est discontinue
et diverge entre Er, et FEg car:

1 (8°S
—1 — — — ——
Che fa (6E‘2) 12)
Nous avons rappelé la définition des transitions de phase des systémes infinis, & travers

I’entropie, la température et la capacité calorifique. Nous allons évaluer les effets de taille
finie sur ces grandeurs.

1.2 Systémes finis

1.2.1 Choix de I’ensemble statistique

L’étude des systémes infinis repose sur le calcul de valeurs moyennes d’observables dont
les fluctuations statistiques relatives sont négligeables. En effet celles-ci se comportent
comme 1/v/N en notant N le nombre total de particules. N étant de ’ordre du nombre
d’Avogadro pour les systémes macroscopiques, cette hypothése est en général tout A fait
justifiée.

Considérons maintenant des systémes constitués d’une centaine de particules: la dis-
tribution d’énergie canonique ne peut plus se ramener & une Dirac §(< E >) comme dans
Pensemble microcanonique. Ainsi les fluctuations statistiques aboutissent, dans un sys-
téme fini, & la non-équivalence des ensembles statistiques. Il est donc nécessaire de choisir
un ensemble particulier, selon la pertinence des informations qu’il permet d’extraire.

Du point de vue de la phénoménologie nucléaire, il est donc nécessaire de définir un
signal de transition de phase, si elle existe, dans un systéme fini, et ce dans le cadre d’un
ensemble statistique particulier, ot au moins une variable thermodynamique est extensive.
Dans le cas de la transition liquide-gaz, les ensembles canonique et grand-canonique [14]
permettent de définir comme signaux de transitions de phase une anomalie de la thermo-
dynamique : dans les deux ensembles, ils sont associés & une compressibilité (dérivée de la
pression par rapport au volume) négative, et & une dérivée négative du potentiel chimique
par rapport au nombre de particules dans ’ensemble canonique. La pertinence d’un en-
semble microcanonique a été également mise en évidence depuis plusieurs années [29] &
travers une capacité calorifique négative [30]. Le choix de cet ensemble est principalement
basé sur des considérations d’énergie de surface du systéme et sur le fait que I’énergie est
un paramétre d’ordre.
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1.2.2 Influence des interfaces

Dans le systéme infini (& la limite thermodynamique) I’énergie de surface n’est jamais
considérée, car elle est négligeable par rapport aux termes de volume. L’énergie est donc
une grandeur additive.

En revanche, un nombre fini de constituants induit un réle relatif important aux sur-
faces dont nous allons évaluer les conséquences sur les grandeurs thermodynamiques dans
’ensemble microcanonique. Pour cela, nous étudions la densité d’états microcanonique
W, qui est reliée a ’entropie par:

S = InW

Si 'on répartit les états en deux catégories, I'une de type liquide et ’autre de type
gaz, nous notons Wy, le nombre d’états de type liquide et Wg celui du gaz. Nous pouvons
classer les événements selon leur configuration : par exemple, les événements avec un gros
fragment et quelques monomeéres, ou les événements ayant des fragments de petite taille.
A la limite thermodynamique, ces deux catégories choisies en exemples pourront étre
identifiées respectivement comme le liquide et le gaz.

Le gaz apparait aprés une énergie seuil comme le montre la figure (1.3). La densité
d’états Wg croit en général plus vite que W, car elle correspond & une phase plus désor-
donnée. Si I'ouverture de seuil se fait de fagon brutale, i.e. si la croissance relative de
Wg par rapport & Wy, est suffisamment forte, le logarithme de la densité d’états totale
W = Wi + Wg peut présenter une région convexe. La conséquence directe de la présence
d’une région convexe de S est une inversion de pente dans la courbe calorique d’aprés la
relation 1.1 et, de facon équivalente, une capacité calorifique négative 1.2. Dans la suite,
nous allons définir des observables qui donnent directement accés a la capacité calorifique.
Ceci est complétement différent d’une approche purement canonique & chaque tempéra-
tue canonique B! correspond une seule énergie moyenne, ce qui signifie que la courbe
ca orique canonique est par construction monotone et ne peut présenter une inversion
de pente. En effet, dans I’ensemble microcanonique, la convexité dans I’entropie ne peut
étre supprimée par une construction de Maxwell car dans un systéme fini I’interface entre
les deux phases ne peut étre négligée. Tout mélange a de liquide Ef et (1 — o) de gaz
Eg aboutit & 1’énergie aE] + (1 — a)Eg. L’énergie du liquide est E} > Ej du fait de
’énergie de surface: les partitions du systéme fini appartenant & la zone de coexistence
sont décalées vers les énergies supérieures [29] [31].

A la limite thermodynamique, les surfaces étant négligeables par rapport au volume,
le défaut de concavité dans ’entropie mincrocanonique disparait et les ensembles de-
viennent équivalents. On pourrait penser que dans la région de coexistence les différentes
configurations obtenues en considérant ’emplacement relatif des deux phases donnent
une contribution positive a ’entropie, qui pourrait compenser 1’effet de suppression da
a I’énergie de surface, et ainsi combler le défaut de concavité. Toutefois la positivité de
la tension superficielle implique que 1’énergie libre F =< E > —TS est une fonction
décroissante de la taille, c’est-a-dire que le gain entropique dfi & une surface accrue ne
compense pas la perte énergétique: en diminuant la taille du systéme de AA, pour une
énergie microcanonique déterminée, le nombre de configurations diminue d’un facteur
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AW _ AF

w F

ce qui signifie que I’entropie du systéme fini se situe au-dessous de la construction de
Maxwell.

F1G. 1.3 — L’entropie du liquide croit avec ’énergie. Aprés une énergie seuil E,eu, la
densité d’états de la deuziéme phase croit plus vite que celle du liquide. L’entropie totale
InW = In(W, + Wg) est représentée en pointillés.

1.3 Fluctuations d’énergie partielle

Si I’on se place dans I’ensemble microcanonique, nous pouvons proposer une observable
accessible expérimentalement qui correspond au signal de capacité calorifique négative:
des fluctuations “anormales” d’énergie cinétique [30]. Afin de les extraire, nous partition-
nons ’énergie en énergie cinétique E; et potentielle E,. Elles sont contraintes par la
conservation de I’énergie totale E = E; + E, si I’espace des positions 7 est indépendant
de celui des impulsions § i.e. pour un systéme classique dans lequel les interactions ne
dépendent pas de I’impulsion [30]. Dans ce cas la densité d’états totale s’écrit :

E
W(E) = 5B = / Wi (E\)W,(E — Ey)dE, (1.3)
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Afin d’extraire les fluctuations d’énergie cinétique nous pouvons écrire la distribution
d’énergie cinétique pour une énergie totale donnéeE :

Wi(Ey)Wa(E — Ey)
W(E)

et nous allons étudier les moments d’ordre 1 et 2 de cette distribution.

1.3.1 Température

La température est calculée & partir de la dérivée premiére de Pg(E,). Elle est re-
présentrée schématiquement sur la figure (1.4.). Il existe des cas modeéles [32] pour des
systémes interagissant aec des forces & longue portée dans lesquels la distribution d’éner-
gie cinétique peut devenir bimodale (ce qui implique que 1’énergie cinétique joue le réle
d’un paramétre d’ordre, voir chapitre 4). Toutefois, pour les interactions 3 courte portée
les distributions d’énergie cinétique sont en général normales [33] et tendent vers une
gaussienne & la limite des grands systémes & cause du théoréme central limite.

Réécrivons ’équation 1.4 en fonction des entropies partielles:

PE(E]) = eSl (E1)+52(E—E,)-S(E)
La dérivée de Pg(E), ou de InPg(E;) s’annule pour I'énergie E, la plus probable, Ei ;

dinPg(Ey) , _ 85

a—El 'El—' aEl 'E] —aEl 'E—E1=0

ce qui nous permet d’écrire:

Tl(El) = Tz(E = El)

Pour la valeur la plus probable de I’énergie E;, les températures cinétiques et poten-
tielle sont égales. En toute rigueur, ces deux températures sont différentes de la tempé-
rature totale T = (0gS)™' & cause des effets de taille finie. Cette correction peut étre

explicitement évaluée si W(E) (équation 1.3) est intégrée dans une approximation gaus-
sienne de Pg(E,;):

(B -£1)?
! e 2 (1.5)
V2ol

et en estimant E; par < E; >, la température T' s’écrit :

PE(E]) =

] Olno,
RACARN) (1.6)

1
T

1.3.2 Capacité calorifique et fluctuations d’énergie cinétique

La dérivation a I’ordre 2 de 1’équation 1.4 nous donne accés & la capacité calorifique.
C’est la courbure de Pg(E,;) qui s’écrit :
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azlnPE(El) T2 0102
O0E? Ci+C;

Le terme de gauche se raméne a la largeur o? de la distribution Pg(E;) si I’on se place
dans une approximation gaussienne (équation 1.5):

oil les capacités calorifiques partielles valent C;! = g%k On peut ajouter que, pour 1'uti-
lisation pratique de cette équation, il faut venﬁer la validité de 1.5 dans le cas physique
du systéme étudié. Ainsi les fluctuations d’énergie cinétique o2 s’expriment en fonction
de la température et des capacités calorifiques partielles.

R’(ﬁ) &

>
>

£ g

FI1G. 1.4 - Représentation schématique de la distribution d’énergie cinétique énergie
totale fizée; pointillés: E, ; fleches : 0.

Inverser cette équation revient & déterminer la capacité calorifique totale C':

C = C; + C; + termes correctifs

Les termes correctifs dus 4 la présence de fluctuations ont été calculées dans I’approxi-
mation gaussienne dans la référence [30]. Nous les évaluerons au chapitre suivant dans le
modéle du gaz sur réseau. A ’ordre le plus bas:

T%C?
C~C+Cp~ ——2— 1.
La capacité calorifique totale devient négative lorsque les fluctuations d’énergie ciné-
tiques deviennent grandes:

2

C]<T,-2'—)C<0 (18)
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Lorsque g—,,i approche Cj, la capacité calorifique diverge. I1 faut noter que C; est en
énéral facile & évaluer. En effet pour un systéme classique 3 3N degrés de liberté la
g
densité d’états

=2
Wi (Ey) = / dp;...dpw (B, — BN, I;Lm)

représente 'hypersuface d’une sphére & N dimensions et peut &tre calculée analytiquement
[34], ce qui aboutit & I’expression de 1’équation d’état cinétique

3N —2
-1 =
Toua= 2,
d’ou
3N
Gi=75

Il est intéressant de remarquer que méme pour 1’énergie cinétique le résultat canonique
C, = .32ﬂ est obtenu seulement & la limite thermodynamique. Nous allons maintenant
comparer le comportement des fluctuations & celui attendu dans 1’ensemble canonique.

1.3.3 Comparaison avec I’ensemble canonique

Comparons 1’équation 1.7 obtenue pour I’ensemble microcanonique avec la relation
entre capacité calorifique et fluctuations dans ’ensemble canonique. La fonction de parti-
tion & la température 1/3 d’un systéme décomposé en énergie cinétique (1) et en énergie
potentielle (2) indépendantes se factorise

an'n(,B) = chm,l (,8) * ann,Z(,B)

On déduit simplement de la fonction de partition canonique ’énergie moyenne totale
et ses fluctuations par les relations:

. Oln(Zean, 1 (B)) 2 _ a2ln(an,,,1(,B))
Comme la capacité calorifique canonique est donnée par C; = %%, on en déduit la

relation entre fluctuations o2 et C; :

ol =C /B’

Dans I’ensemble canonique, I’énergie totale est libre de fluctuer et les fluctuations
d’énergie cinétique sont strictement égales & C,. Au contraire, dans ’ensemble microca-
nonique ot I’énergie totale est fixée, les fluctuations dépassent la valeur canonique quand
le systéme subit une transition de phase du premier ordre. C’est dans ce sens que l’on parle
de fluctuations “anormalement” grandes. Ce paradoxe apparent peut étre intuitivement
compris si 'on considére que, dans la zone de coexistence, dans ’ensemble canonique, les
événements oscillent entre des configurations de type liquide (a basse énergie potentielle)
et des configurations de type gaz (a énergie potentielle plus élevée). La conservation de
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Pénergie induite par la contrainte microcanonique (¢? = ¢2) implique que ces grandes
fluctuations d’énergie potentielle se reflétent sur la distribution d’énergie cinétique.

On peut méme imaginer, selon la nature de I'interaction, que si la capacité calorifique
cinétique est grande par rapport & celle d’origine potentielle, ’énergie cinétique de 1’en-
semble microcanonique puisse jouer le réle d’un (petit) bain thermique. La distribution
d’énergie potentielle peut donc devenir bimodale, comme la distribution d’énergie totale
dans I’ensemble canonique, ce qui induirait des fluctuations énormes. Il est important de
remarquer toutefois que dans ce dernier cas les expressions obtenues au chapitre 1.3.2.
sur la base d’une approximation gaussienne pour Pg(E;) ne sont plus valables [33]. Cet
argument sera développé en plus grand détail au chapitre 4.

1.3.4 Conclusion

Nous avons rappelé une extension possible du concept de “transition de phase” des
systémes infinis vers les systémes finis. Celles-ci sont bien définies dans un systéme infini
par la discontinuité des dérivées des potentiels thermodynamiques. Nous avons montré
que ’ensemble microcanonique peut présenter des régions de convexité de ’entropie en
fonction de ’énergie. Ces régions sont les zones de transition. La figure (1.5) en montre les
conséquences. La courbe calorique présente une inversion de pente et la capacité calorifique
est négative. De fagon équivalente, les fluctuations d’énergie cinétique normalisées au
carré de la température, sont “anormalement” grandes, i.e. plus grandes que la prédiction
canonique (condition (1.8)).

Dans le chapitre 3, nous allons mettre en évidence la transition de phase d’un systéme
fini dans le cadre du modéle du gaz sur réseau, présenté au chapitre 2, & travers les signaux
que nous venons de présenter. On s’attend & ce que les défauts de convexité disparaissent a
la limite thermodynamique et deviennent négligeables dans les systémes macroscopiques.
Ce point sera discuté dans le chapitre 4. Pour les trés grands systémes, cette phénomé-
nologie perdra donc sa pertinence, ou du moins son pouvoir prédictif. Toutefois dans le
cadre de la multifragmentation des noyaux atomiques, nous montrerons q’une anomalie
de convexité extrémement claire est prévue a cause de leur petit nombre de constituants.

1.4 Application dans le cadre de la mécanique statis-
tique

La mécanique statistique nous permet d’étudier un systéme composé d’un nombre
fini de particules en forte interaction. Dans un premier temps, nous rappellerons I’équi-
libre thermodynamique atteint pour un nombre quelconque d’observables connues en va-
leur moyenne ; nous appliquerons ensuite ce formalisme & un volume connu seulement en
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Capacité calorifique J \

Températare
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\
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Entropie /
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F1G. 1.5 - Illustration schématique de quatre signauz éguivalents en fonction de I’énergic
qui indiquent une transition du premier ordre dans l’ensemble microcanonique, o seule
I’énergie est contrélée: une capacité calorifigue négative, une inversion de pente dans la
courbe calorique, un défaut de concavité dans l’entropie. Ces phénoménes induisent des
fluctuations d’énergie cinétique, normalisées au carré de la température, anormalement
grandes (figure du bas) : elles dépassent la valeur attendue dans ’ensemble canonique C,
(ligne continue horizontale).
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moyenne. Ce cas particulier sera en fait trés important dans toute la suite, comme étant
celui pertinent pour des systémes ouverts préparés dynamiquement. Nous commenterons
le fait que cela se raméne & ’étude d’un ensemble isobare.

1.4.1 L’équilibre thermodynamique

Nous nous plagons dans le cadre de la physique statistique, i.e. nous étudions une
grande collection d’états dont nous mesurons des grandeurs collectives, connues en moyenne.
La thermodynamique associée suppose un équilibre: il est obtenu en maximisant 1’entro-
pie S sous les contraintes caractéristiques de ’ensemble [4]. Dans le cadre de la théorie
de I'information, I’expression générale de I’entropie est donnée par la formule de Shannon
[35]. Pour M états, elle relie I’entropie & la probabilité p™ de ’état (n):

S = —kXM o™ inp™

Dans toute la suite nous poserons k constante de Boltzmann égale & 1. Cette formule
est valable pour une distribution quelconque des p™), pourvu qu’elle soit normalisée. On
peut montrer que cette définition de S aboutit aux propriétés attendues pour I’entropie,
dont :

1. L’entropie est nulle si la connaissance du systéme est maximale :p(™ — 1 si n = ng;

2. Elle est maximum si 'ignorance est maximale: p(n) = 37 pour tout n;

3. Les états qui ont un poids négligeable ne modifient pas la valeur de I’entropie:
limp(n)_,op(")lnp(") =0;

4. S est additive en composant deux probabilités indépendantes ;

5. S reste concave entre deux distributions du méme ensemble.

Nous allons exprimer la probabilité p(™ de facon générale, pour L observables A; sur
Pensemble des états R. Nous nous plagons explicitement dans le cadre de la mécanique
classique pour éviter les problémes de commutation des observables.

La mesure de I’observable A; aboutit  sa valeur moyenne < A; > sur R . L’ensemble
des < A; > définit 'ensemble thermodynamique choisi pour décrire le systéme : ainsi, si
I’énergie est mesurée en moyenne, I’ensemble thermodynamique est ’ensemble canonique ;
grand-canonique si, en plus, la valeur moyenne du nombre de particules est également me-
suré. L’équilibre est atteint par maximisation de I’entropie sous la contrainte des différents
A;. Ceci donne les probabilités des états (n) sous la forme [4] :

n n 1 n
P =p{i), = 7P (—2{;1/\1A§ ))

Ar est le multiplicateur de Lagrange associé & < A; >. C’est la variable intensive conju-
guée de la variable < A; >. Z est la fonction de partition, normalisant les probabilités:

Z = Zpy = Sk eap (-S, )

La connaissance de Z donne accés aux équations d’état, qui relient les variables inten-
sives et extensives:
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olnZ
o\

L’entropie est alors donnée par la transformée de Legendre:

<A1>=—

S=1InZ+ SiINA;

montrant que les équations d’état peuvent aussi s’écrire:

_ 88
T < A >

Le potentiel thermodynamique est défini par —T'InZ. 1l est relié au maximum d’en-
tropie de ’ensemble considéré par:

Al

—TinZy = ~TSicas>y + TEL N < A >

Il est important de remarquer qu’aucune hypothése sur la taille du systéme n’est
nécessaire pour obtenir les équations précédentes.

Pour illustrer ce formalisme général, considérons 1’ensemble canonique. Supposons
Iénergie mesurée en moyenne < E >, son multiplicateur de Lagrange associé est 1'in-
verse de la température 3 = 1 de telle sorte que la probabilité d’un état s’écrit :

1
(n) = = g-PE™
PR TE

Zp est la fonction de partition canonique:
Zp =M B
Les équations d’état s’écrivent :

i aanp
op

Le potentiel thermodynamique est 1’énergie libre F = —TinZg qui respecte I’égalité :

< F >=

Comme deuxiéme exemple, nous considérons ’ensemble grand-canonique, ol en outre
le nombre moyen de particules < A > est mesuré:

~BE(n) (n)
Zﬁa = EnM=le o i

ol a = uf est la fugacité. Le grand potentiel s’écrit F = —TInZ =< E > ~T'S<E>) —
Ta< A>.
Nous développons maintenant le cas ot le volume est la variable mesurée en moyenne.
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1.4.2 Le volume moyen comme observable

Le paramétre d’ordre de la transition liquide-gaz est, dans un systéme infini, bien
défini: il est donné par la différence entre les densités liquide et gaz. Il est donc essentiel
de définir la densité ou, de fagon équivalente, le volume.

Nous avons envisagé deux fagons différentes pour définir le volume d’un systéme fini:
il peut &tre défini par un contenant de taille fixe dans lequel le systéme est placé, ce qui
correspond & un ensemble statistique isochore ; on peut également le considérer comme la
valeur moyenne d’un opérateur a un corps qui mesure la taille du systéme. Cette définition
est particuliérement bien adaptée pour les systémes ouverts?! , dont le volume est au mieux
connu en moyenne. Par exemple, dans les expériences de physique nucléaire, le systéme
est isolé et il n’échange pas d’énergie avec le milieu extérieur: il doit étre décrit dans
'ensemble microcanonique. Par contre le systéme peut subir une expansion, évaporer,
multifragmenter,... Aucun récipient ne contient les événements: leur volume n’est pas
fixé. En revanche la fragmentation se passe dans un volume fini: il est donc possible de
définir un volume moyen.

Ce cas conduit naturellement a la définition d’une pression comme multiplicateur de
Lagrange associé & un volume moyen: en effet, considérons un ensemble d’états pour
lesquels le volume est libre de fluctuer autour d’une valeur moyenne < V >. On peut
écrire le potentiel thermodynamique:

—TanﬁA =< E > —TS(<E>,<V>) + TX <V >

Considérant la définition de 1’enthalpie libre G =< E > —T'S + PV, il est immédiat
d’identifier A & une pression P divisée par la température T: P = AT. Dans ce cas
I'ensemble considéré est I’ensemble canonique isobare. Nous avons ensuite appliqué ce
formalisme dans le cadre du modéle du gaz sur réseau.

1. Dans ce mémoire nous utiliserons I’expression "systéme ouvert" dans le sens d’un systéme avec un
volume qui n’est pas fixé par des conditions aux bords. Ceci ne doit pas étre confondu avec la notion
standard thermodynamique de systéme ouvert comme systéme en relation avec un réservoir de particules.
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Chapitre 2

Modéle de gaz sur réseau

Le modéle du gaz sur réseau a été souvent utilisé dans le cadre des transitions de phase.
Lee et Yang ont montré I’existence de la transition de phase liquide-gaz grace au modéle
en 1952 [36]. Ce modeéle simule A particules en interaction entre plus proches voisins. Le
potentiel correspondant, attractif sur ’échelle du pas du réseau, infiniment répulsif & plus
courte portée, et nul & plus longue portée, S donne bien les propriétés d’un fluide de Van
der Waals. Ce modéle peut étre directement relié au modéle d’Ising et nous montrerons
I’isomorphisme des deux modéles.

Le modéle du gaz sur réseau nous permettra de faire I’étude de 1’ensemble statistique
caractérisé par un volume mesuré en moyenne, et ce dans le cadre de simulations nu-
meériques exactes. Nous présentons ici ’implémentation numérique d’un tel ensemble et
les vérifications de 1’échantillonage. L’ensemble des résultats présentés sont obtenus dans
’ensemble canonique : nous nous attacherons, au chapitre suivant, & générer un ensemble
microcanonique afin de mettre en évidence la transition de phase  travers les signaux
développés au chapitre 1.3.

2.1 Présentation du modéle

Nous considérons un réseau de taille N et dans la suite nous étudierons seulement des
réseaux cubiques pour lesquels V = L3. Chaque site 7 est caractérisé par une occupation
n; et une impulsion p;. L’occupation n; est nulle si le site est vide, 1 s’il est occupé par
une particule. Les particules ineragissent entre plus proches voisins et 1’hamiltonien total
s’écrit :

=2
N Db €N
H =% 5ni— 550,
La somme ¥ porte sur les plus proches voisins j du site i. L’interaction est attractive
et vaut € = 5.5MeV de telle sorte que I’énergie de saturation nucléaire soit reproduite.
Nous nous intéressons pour 'instant & cette seule interaction ; I’interaction coulombienne
sera introduite plus tard (chapitre 4).

Nous notons I’hamiltonien d’interaction entre plus proches voisins :

!
Yinin;

19
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€
HLGM = —-2-2?;12_’1-71.;71.]'
qui nous permet de faire le lien avec le modéle d’Ising: en effet, considérons N spins
8; = *1 en interaction dont I’hamiltonien est :

HIaing = —szilzgs;.ﬁj
ou J est un couplage constant positif; Hrgar et Hising sont analogues, i la différence que
n; =0,1 et 5; = +1.
Ainsi la correspondance entre n; et s; est donnée par:

n.—-ls..*.l
TR SR

Par conséquent :

Higm = Hising — EzNS'i — gzN

en prenant J = £ et 5; la moyenne sur les sites.

1l est & noter que la valeur moyenne de ’occupation, p = 7;, vaut A /N ; la magnétisa-
tion m = 5; est donnée par (2p — 1).

Pour le systéme du gaz sur réseau, la fonction de partition dans ’ensemble grand-
canonique s’écrit :

Z1oM = Zny=0,1---Bny=0,1€zp(—B(Hrem — pA))

ol 4 = af est le potentiel chimique. En considérant A = Np = L;’-(m + 1), le terme
B(Hrem — pA) peut s’exprimer sous la forme:

NG (ze N@ (ze
ﬂ(HLGM - #A) = ﬂHIain_q — _,B (_ +N) m— _E ("“ + ,U)
2 \2 2 \4
Par identification & un systéme soumis 4 un champ B = % (% + /4) externe, on peut
réécrire le terme précédent comme:

IB(HLGM = ,UA) = IB(HIaing == MB) + C

ol M = Nm est le moment magnétique total et C ne dépend pas de la magnétisation.
Cette derniére relation montre I'isomorphisme entre le modele du gaz sur réseau dans
'ensemble grand-canonique et le modéle d’Ising en champ magnétique externe.

Nous allons maintenant implémenter le volume moyen dans le modéle du gaz sur
réseau.

2.2 Réalisation numérique du modéle

Le modele du gaz sur réseau nous permet de réaliser un ensemble statistique avec le
volume moyen comme observable. L’une des mesures possibles du volume pour un systéme
4 symétrie sphérique est la suivante:
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47r
(n) = N 3
1% —E,_l 3

pour chaque événement (n). r( ™ est la distance du site i par rapport au centre du réseau
dans I’événement (n) et A le nombre de particules.

L’ensemble statistique dont on connait I’énergie moyenne et le volume moyen corres-
pond & ’ensemble isobare-isotherme [4] car nous avons introduit un multiplicateur de
Lagrange pour assurer ces contraintes lors de la maximisation de I’entropie. Dans cet
ensemble, la probabilité d’un état microscopique (n) d’énergie E(™ est:

1
(M = 1 ezp(—BE™ — \y®
p 7o ezp (—f )

La probabilité p(®) est équivalente & la probabilité canonique obtenue 2 partir de H
en ajoutant le champ externe ’}, = 3?[3 sz Ar2. Ceci explique la signification du concept de
pression dans les systémes ouverts: un systéme de volume moyen défini correspond & un
sytéme subissant la contrainte d’un champ externe qui peut étre vu comme une pression
bien définie.

Les événements de I’ensemble statistique sont générés par une méthode Metropolis [37).
Cette méthode permet de produire un ensemble d’événements respectant n’importe quelle
loi de probabilité. A partir d’une configuration (1), un deuxiéme événement est généré:
nous considérons une particule tirée au hasard dans la configuration (1); elle est sur le
site i1, son occupation est n;, ; un site i, est choisi au hasard ; les occupations n;, et n;,
sont échangées, a.ﬁn de conserver le nombre de particules. On obtlent la configuration (2).

Le rapport P = %—; est calculé. Dans le cas de I’ensemble canonique avec une contrainte

en volume, P = exp(—B(E® — EM) — \(V® — V())), La partie cinétique est traitée
a part: en effet 1’énergie cinétique est découplée de 1’énergie potentielle dans I’ensemble
canonique. Elle est calculée & partir des impulsions, tirées sur une maxwellienne.

Si P > 1 la configuration (2) est gardée. Sinon la configuration (2) est gardée avec la
probabilité P. Ceci est illustré sur la figure (2.1). Nous avons initialisé les A particules de
fagon compacte, au centre du réseau. Ce choix est justifié par le fait que cette configuration
correspond au minimum d’énergie du systéme & basse température. Elle est caractérisée
par un ensemble de nombres d’occupations {n;};=1,. n sous la contrainte LN n; = Aon
A est le nombre de masse du systéme.
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0y )

F1G. 2.1 - Principe de la méthode Metropolis illustrée dans un réseau plan 4z4 : les occu-
pations de deuz sites sont échangées entre les configurations (1) et (2). La configuration
est acceptée avec un poids P/ P(V),

L’algorithme est appliqué sur environ A* 10000 itérations avant de compter les événe-
ments. Ces tirages préliminaires ont pour but d’initaliser le Metropolis proche de ’équi-
libre recherché. Le nombre d’itérations préliminaires nécessaire est estimé en observant
la convergence de différentes observables. Un exemple typique pour I’énergie d’interac-
tion pour chaque événement est représentée sur la figure (2.2). Les partitions semblent
déja équilibrées a partir de n = 25000. Cette rapidité de convergence est assurée ici car
nous partons de la configuration de I’état fondamental, qui est proche de la configura-
tion recherchée. La vitesse aurait été beaucoup plus basse si le réseau avait été initialisé
de fagon aléatoire. Nous avons systématiquement commencé les itérations préliminaires
& partir d’'un événement obtenu & une température inférieure. En effet, les tirages aléa-
toires ont une plus forte probabilité d’apporter du désordre au systéme, tout comme une
augmentation de la température.

Aprés les itérations préliminaires, ’échantillonage est effectué. Cependant les événe-
ments (1) et (2) different seule;ent pour I’occupation de deux sites. Ils sont ainsi fortement
corrélés, ce qui peut biaiser le tirage. Ainsi il est nécessaire de connaitre le nombre d’évé-
nements successifs corrélés. Nous notons M le nombre moyen d’événements corrélés. M
refléte la facon dont est exploré I’espace de phase. L’étude de ce paramétre a été faite pour
un systéme de 216 particules: la figure (2.3) représente I’énergie d’interaction des événe-
ments Metropolis. Les événements oscillent entre deux solutions (liquide et gaz) & énergies
différentes. Ceci est caractéristique des températures proches de la température de tran-
sition (voir chapitre 4). Chaque série d’événements correspond a une "phase" pure, qui
comporte une position différente pour le centre de masse des événements, qui explorent
ainsi la dégénérescence du volume des phases. En augmentant le volume du réseau, la
barriére énergétique entre les deux solutions augmente en loi de puissance, ainsi que le
nombre moyen d’itérations successives que I’algorithme passe dans chaque solution, ce qui
rend trés difficile et numériquement cofiteux une exploration de 1’espace des phases sans
biais, surtout si la pression est faible ou nulle. Pour cette raison, nous avons limité nos
études & des réseaux 20x20z20.

La fonction d’autocorrélation f y est également représentée. Elle est calculée par:
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1 Loagyd Loaa,t ! 1 1 1.
5000 100001300020000250003000033000 4000043000
n

F1G. 2.2 - Energie d’interaction en MeV en fonction de ’événement n pendant les itéra-
tions canoniques préliminaires pour les Ax200 premiers événements, échantillonnées tous
les M = A+ 1; le systéme contient A = 216 particules dans un réseau de 20220:20. La
température canonique est de 3MeV ; A = 0.

N
e / (E— < E >).(E~ < E > +7)dr
1

ot M est le nombre total d’événements. Le nombre d’événements corrélés est défini
par la largeur & mi-hauteur de la fonction de corrélation. Dans le cas présenté il vaut M ~
2000. Pour ne pas avoir d’événements corrélés nous ne prendrons qu’un événement tous
les M tirages. Cependant, nous avons utilisé M = A%100 dans des cas particuliers, comme
la recherche du point critique thermodynamique, qui nécessite un excellent échantillonage
de I’espace de phase, ou dans les calculs coulombiens.

Ces calculs nous permettent de connaitre la fagon dont ’espace de phase est exploré
avec la méthode Metropolis et de savoir dans quelles conditions I’échantillonnage est
effectué correctement. Ceci fournit un premier élément pour valider notre implémentation
de la méthode.

2.3 Champ moyen et calcul exact

Afin de vérifier ultérieurement la numérique, nous avons effectué un calcul de champ
moyen : hors de la zone de coexistence, et & haute température, le champ moyen est une
excellente approximation. De plus, le champ moyen permet des calculs analytiques, qu'’il
est facile de comparer aux calculs numériques. Ainsi nous allons vérifier que les tirages
Metropolis donnent les résultats analogues & ceux de champ moyen & haute température.

Considérons un hamiltonien & un corps
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=10 n

FIG. 2.3 - Haut: énergie d’interaction en MeV en fonction des événements n pour 100
itérations et M = A+1 (N = M*100) pour le méme systéme, dans les mémes conditions ;
B~' =3.0MeV ; A= 0; A=216. Bas: fonction d’autocorrélation.

Hlb = Eﬁlh.’ng

Dans ’ensemble grandcanonique isobare la fonction de partition s’écrit :

Zlb = 211‘1=0...2;N=08$p(—,3H11, —aN — /\V)

En utilisant la mesure du volume du paragraphe 2.2. nous obtenons:

VAT Hf\;]z; = Hﬁ] (1 + emp(—ﬂhi —Ai— a))

avec \; = 32%rs.

Ainsi la densité moyenne vaut :

<ng >= —6,\,.an1,, = —6,\,.lnz,-

2

On obtient ainsi ’équation reliant la densité moyenne au multiplicateur de Lagrange
/\,‘ g

< n; >= (1+ ezp(Bhi + M + @)~

Nous allons maintenant montrer que dans le cas du champ moyen cette équation est
une équation autocohérente a résoudre itérativement.

Nous partons de ’hamiltonien d’interaction entre plus proches voisins Hrgy. L’ap-
proximation de champ moyen consiste & remplacer la valeur moyenne < n;.n; > par le
produit < n; >< n; >. Ainsi les corrélations & deux corps sont négligées [7]. L’hamilto-
nien de champ moyen s’obtient en différenciant 1’énergie moyenne d’interaction de champ
moyen < E'™ >y p:
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: €
< E™ >pp= —52,’-‘;1

Calculons la variation d’énergie § < E*™ >pr induite par un én;:

Yi<ni>.<n;>

9 : €
< E™ >pp 46 < B™ >ppp= —— TN

5 iz12; (< i > 46 <ni >). (< nj > +6 <nj >)

de telle sorte que:

§ <E™>pyp~—e2ZN <ni>d<n; >

si ’on fait ’approximation de densité locale et en négligeant les termes d’ordres supérieurs
a 6 < n; >, la moyenne sur les sites voisins ¥’ se raméne & z < n; >. z est le nombre de
plus proches voisins.

Le terme —ez < n; > peut étre défini comme un hamiltonien A% & un corps s’appli-
quant pour chaque particule 7. D’oli :

int _ N pint .
Hyrp = EiL, hagpni

Or I’hamiltonien du gaz sur réseau fait intervenir également les impulsions p;. Comme
ce sont des termes & un corps, il ne sont pas modifiés dans I’hamiltonien de champ moyen
et I’hamiltonien total de champ moyen Hpr s’écrit :

2m

olt h; est ’hamiltonien total & un corps.
L’équation autocohérente liant la densité locale au multiplicateur de Lagrange associé
est finalement :

2
Hyrp = 25N= (_P,_ —€ez < ng >) n; = Eﬁlh;ng

<n; >=(1+ezp(—Pez < n; >+ +a))”’

D’un point de vue numérique la densité est déterminée par un calcul itératif utilisant la
relation sur < n; > ci-dessus. La densité de chaque point est initialisée & la densité exacte
< ni >pg, d’un gaz parfait dont I’hamiltonien est le méme que celui du champ moyen dans
I’ensemble grand-canonique, mais & ¢ = 0. Ainsi toutes les équations et dérivations sont
identiques, avec la condition € = 0 et:

SIS T e

La figure (2.4) compare les calculs analytique et numérique du gaz parfait. La vérifi-
cation de ’équation précédente fournit un test des tirages Metropolis.

Une fois le réseau initialisé a la densité de gaz parfait, la densité de champ moyen
est calculée de facon itérative; le potentiel chimique est évalué a chaque itération afin de
conserver le nombre de particules A. Le processus est arrété lorsque la densité a convergé
vers la valeur & 0.01 prés. Il est intéressant de noter que dans le cas d’un systéme en
interaction (méme dans I’approximation de champ moyen) la fonction de partition qui
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F1G. 2.4 - Densité radiale moyenne du gaz parfait: densité calculée (ronds) et densité
analytique (losanges) pour un paramétre de Lagrange de 0.1. Les calculs ont été effectués
pour A = 108 dans un réseau 12x12z12.

apparalt dans le formalisme général (chapitre 1.4.1.) ne coincide pas avec la fonction de
partition & un corps calculée plus haut. En effet, en applicant la définition de I’énergie
libre pour I’approximation de champ moyen, on obtient :

—,BFMF=anMF=SMF—,3< Epi > —a< N>-A<V>
et ainsi [4]:

InZmr = InZyw + B < Eipe >

ou < E;py >= —%2,‘62 < n; >2.
L’autocohérence de I’hamiltonien de champ moyen par rapport & un hamiltonien géné-

rique & un corps implique que la fonction de partition dépend explicitement de la densité
locale

1
InZyr = 2?;1(1 + exp(fez < n; > =X — a)) — 5'362 < n; >?
En utilisant le formalisme du chapitre (1.4.1.) nous obtenons

6<n,~>

<n; >= —a,\'.anMF - 6<n‘>anMp E3V

et

< n; >= (1 4 exp(—Pez < n; > +\; + @))™?
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L’accord avec I’équation déduite précédemment montre bien que d’un point de vue
des observables, ’approximation de champ moyen élimine la complexité de 1’interaction
en ramenant le probléme & un probléme effectif & un corps.

Les isothermes d’un systéme de A = 108 particules ont été construites dans le plan
pression()/f)-volume(< V(™ >) pour un calcul champ moyen. Elles sont comparées sur
la figure (2.5) au calcul numérique exact Metropolis, pour lequel la valeur moyenne du
volume est évaluée sur un million d’événements, en fixant un couple (8, A). volume moyen)
les deux calculs donnent les mémes résultats. En effet, dans le premier cas, la pression
est prépondérante et confine le systéme quelle que soit 'interaction ; & ’opposé, dans le
second cas, les particules occupent de fagon aléatoire I’ensemble du volume disponible
(L®).

A haute température, les deux calculs sont identiques. Ceci nous fournit une vérifi-
cation supplémentaire de la numérique : 'échantillonage des événements Métropolis n’est
pas biaisé. En dessous de 10 MeV, de grandes différences apparaissent : le volume moyen
est systématiquement surévalué en champ moyen. En effet, dans la zone de coexistence,
le champ moyen n’est pas adapté. Dans cette région en effet les approximations de champ
moyen présentent deux solutions homogénes, représentant chaque phase, et une solution
instable correspondant 4 un maximum de ’entropie sous contrainte [4]. Il est bien connu
que cette derniére solution est factice et est due seulement au fait qu'une phase mixte,
donc non homogéne, ne peut se retrouver dans le champ moyen. La solution habituelle [4]
qui consiste & construire une troisiéme solution en considérant une coexistence spatiale
des deux phases pures revient & une constructin de Maxwell et se révéle non acceptable
dans les systémes finis comme nous avons discuté au chapitre 1.

pression

volume moyen

F1G. 2.5 - Isothermes Pression-Volume moyen pour A = 108 particules; les calculs Me-
tropolis sont représentés par les symboles (T = 3 points, T = 15MeV carrés; les lignes
correspondent au champ moyen (T = 3 ligne continue, T = 15MeV tiretés.)
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2.4 FEnsembles isobare et isochore

Nous allons étudier précisément la signification d’un volume moyen et évaluer les
différences entre un volume défini en moyenne et un volume défini par les conditions aux
bords du réseau i.e. 'influence du choix de I’ensemble statistique: isochore (volume du
réseau) ou isobare (volume moyen). En ce qui concerne la multifragmentation des noyaux
atomiques, on peut penser que I’absence de conditions aux bords ainsi que de champ
externe conduise & un ensemble isobare avec P = 0 (équivalent & un ensemble isochore avec
V infini). Les théories de transport décrivent la multifragmentation comme la formation
de corrélations & N corps & partir d’une configuration dense (i densité supérieure a la
densité normale) en expansion. Quand la distance moyenne entre les particules dépasse
la portée de la force nucléaire, les corrélations ne sont plus modifiées et les fragments
ainsi formés s’éloignent les uns des autres sous I’effet de 1'interaction coulombienne. Cette
configuration typique de formation des fragments ( "freeze-out") correspond 4 la définition
d’un volume moyen, c’est-d-dire & un ensemble isobare & pression fixe.

Imposer un volume moyen permet de laisser fluctuer la taille des partitions d’un événe-
ment & I'autre. Elles restent cependant confinées dans une région privilégiée de 1’espace et
gardent en moyenne une symétrie sphérique. Afin d’évaluer dans quelle mesure les parti-
tions sont modifiées par les conditions aux bords, nous avons calculé les profils de densité
pour, d’une part, une sphére & bords francs et, d’autre part, un volume moyen (sphérique)
<V > [38].

Afin d’imposer un volume moyen constant, nous avons exploré un ensemble large de
pressions A/(3. Pour chaque pression, le volume moyen a été mesuré, A chaque température
B~', nous avons effectué une série de régressions polynémiales pour en déduire la relation
< V > ()).Des exemples en sont donnés sur la figure (2.6). Comme le volume moyen
varie rapidement en fonction de )\, obtenir des fits sur ’ensemble du domaine en ) est
difficile. Nous nous sommes limités & des fits locaux dans la région en volume d’intérét
(ici In < r® >~ 3.25). Il est & noter qu’a haute température, le fit est beaucoup plus facile
a obtenir, ’ordre 4 étant suffisant.

Nous avons choisi deux valeurs de volume moyen < V > (108 et 216) pour lesquels les
profils de densité sont représentés sur la figure (2.7). Afin de les comparer & des calculs
pour lesquels le volume est fixé par des conditions aux limites, comme par exemple avec
une sphére de rayon R, nous devons faire le pont entre R et < V >. Dans cette sphére
uniformément remplie, le rayon cubique moyen < 2 > est défini par:

R
Anr®dr RS

de telle sorte que < V' >= 47 R3/6.Ceci correspond au volume moitié d’une sphére uni-
formément remplie. Nous comparons les profils de densités pour des < V > égaux entre
eux. Quelle que soit la densité moyenne considérée, les profils de densités sont analogues
a T =3MeV : le systéme est peu sensible aux conditions aux bords et il est globalement
compact, centré au milieu du réseau. Des différences entre les deux calculs peuvent étres
présentes au niveau des fluctuations, mais seules les valeurs moyennes ont été mesurées
pour cette étude. La situation est différente & une température élevée, ici T = 15MeV.
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FIG. 2.6 — < r® > en fonction de X en échelles logarithmiques pour des températures
1/8 = 3MeV (haut gauche); 1/3 = 5MeV (haut droite); 1/8 = TMeV (bas gauche);
1/8 = 9MeV (bas droit); A=108, dans un réseau 20x20220. Points : simulations ; lignes :
fits.
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F1G. 2.7 - Profils de densité pour un systéme de A = 108 particules pour deuz températures
T = 3MeV (gauche) et T = 15MeV (droite). Les symboles représentent les calculs Me-
tropolis avec un multiplicateur de Lagrange tel que < V >= 108 (Haut) et <V >= 216
(Bas). Les lignes représentent une boite sphérique avec des conditions auz bords francs
pour le méme (T, <V >) que les symboles.
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En effet, le systéme dont le volume moyen est fixé grice a une pression reste diffus (méme
si la densité au centre diminue notablement), alors que celui dont le volume est imposé
par les conditions aux bords remplit le réseau. Ces caractéristiques reflétent ’influence du
champ de pression externe sur le systéme, mais aussi les corrélations importantes entre
particules dues & l'interaction & deux corps. La figure (2.8) le montre en comparant les
profils de densité issus d’un calcul exact et d’un calcul en champ moyen. A haute tempé-
rature, ils sont identiques, alors qu’a basse température, les bords du systéme sont plus
abrupts dans un calcul de champ moyen. Ainsi les corrélations ne sont pas négligeables
pour une température de 3MeV.
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F1G. 2.8 — Profils de densité pour un systéme de A = 108 particules pour deus températures
T =3MeV (gauche) et T = 15MeV (droite). Les symboles et les lignes sont les mémes
que pour la figure (2.5).

En conclusion, nous avons montré que la mécanique statistique avec le volume moyen
comme observable nous permet d’étudier des systémes ouverts. Ceci nous a conduit &
définir un ensemble statistique isobare, & une pression bien définie équivalente & un champ
externe qui contraint le systéme. L’application au modéle du gaz sur réseau nous a montré
que les partitions de I’ensemble isobare, défini par un volume moyen, et de l’ensemble
isochore, défini par des conditions aux bords, sont différentes. En outre, les corrélations
sont importantes dans la zone de transition de phase. L’étude sur la thermodynamique et
les fragments (chapitres 2,3) donnera une vision plus précise de ces premiers résultats.



Chapitre 3

Signaux de transition de phase dans le
modeéle de gaz sur réseau

Nous avons utilisé dans le chapitre précédent le modeéle du gaz sur réseau pour ca-
ractériser les transitions de phase des systémes finis, dans un ensemble dont le volume
est connu en moyenne. Nous avons défini la thermodynamique d’un tel ensemble dans le
cadre de la mécanique statistique. Nous allons maintenant décrire la thermodynamique
microcanonique dans le modeéle. Ainsi nous pourrons faire le lien avec les expériences,
dans lequel le tri en énergie est toujours possible. Nous testerons les fluctuations d’éner-
gie cinétique comme observable de la transition de phase. Nous devons d’abord générer
numériquement un ensemble microcanonique. Ensuite, nous définirons deux ensembles
statistiques pertinents, pour lesquels nous extrairons la courbe calorique, la capacité ca-
lorifique et les fluctuations d’énergie cinétique. Nous montrerons le réle du volume dans
la transition de phase et nous insisterons sur différentes transformations possibles dans
un ensemble statistique donné: ceci nous permettra de conclure que la mesure de fluc-
tuations “anormales” d’énergie cinétique est un signal “fort” de transition de phase. Enfin,
'influence de la taille finie du systéme et du choix de I’ensemble statistique sera évaluée
sur les grandeurs thermodynamiques ; nous concluerons en étudiant la zone de coexistence
microcanonique.

3.1 Générer un ensemble microcanonique

Nous devons générer des partitions microcanoniques. Pour cela, nous considérons 1’en-
semble canonique trié en énergie, ce qui nous permet d’échantilloner plusieurs énergies
simultanément. Dans un premier temps, nous considérons que la seule variable extensive
mesurée est 1’énergie. Or, dans la transition de phase liquide-gaz, 1’énergie n’est pas la
seule observable : en effet, au chapitre (2) nous avons rappelé que le volume est une variable
nécessaire 3 la description correcte de la transition. Il faut donc appliquer le formalisme
du chapitre 1.3 dans le cadre de deux observables?: I’énergie et le volume.

2. ici comme dans le reste de ce mémoire, nous utilisons le terme "observable” dans le sens de valeur
moyenne d’un opérateur sur un état, i.e. variable extensive (chapitre 1.4.1.). Cette définition n’implique
pas qu’une observable soit directement mesurable événement par événement dans un échantillon expéri-

31
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3.1.1 Relation entre les ensembles canonique et microcanonique

La probabilité canonique d’une configuration d’énergie E a la température 3 est :
P gur g

Po(E) = e

Elle fait apparaftre explicitement la densité d’états W (E), reliée a ’entropie microca-
nonique par la relation:

S(E) = InW(E)

1l suffit de calculer le logarithme de la distribution de probabilité d’énergie canonique
pour obtenir ’entropie microcanonique & une fonction linéaire prés en énergie:

S(E) = InW(E) = InPs(E) + InZ(8) + BE (3.1)

La dérivation de cette relation aboutit directement & la courbe calorique microcano-
nique par la relation :

T-YE) = 62(EE) = aL"aPE”(E) ~B (3.2)

C’est & ce niveau que l’on passe de la thermodynamique canonique & celle microcano-
nique: en effet, pour chaque # canonique, on obtient en principe toute la courbe calorique
microcanonique T'(E).

3.1.2 Mise en ceuvre numérique

Nous avons démontré que construire la courbe calorique nécessite de calculer numéri-
quement la distribution de probabilité canonique en énergie. Celle-ci est obtenue 3 partir
des tirages Metropolis : & chaque tirage, I’énergie totale (cinétique et potentielle) est calcu-
lée et les distributions en énergie ng(E) sont incrémentées. La distribution de probabilité
est donnée par:

_ ns(E)
V) SR =
oit Ny est le nombre total d’événements sur lesquels la distribution d’énergie est calculée.
Comme la statistique est finie, les distributions d’énergie ont la forme représentée
sur la figure (3.1). Seul un domaine en énergie est exploré. Ainsi nous pouvons avoir
seulement accés & une partie de la courbe calorique. Les distributions autour de la valeur
la plus probable E sont celles qui aboutissent & une erreur relative 1/\/ng(E) |z la
plus petite. Pour reconstruire I’ensemble de la courbe microcanonique, plusieurs calculs
canoniques sont nécessaires. Afin de raccorder ’ensemble des contributions canoniques,
les distributions en énergie doivent se recouvrir.
Nous allons étendre cette méthode au cas des deux variables E et V.

mental.
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F1G. 3.1 — Distribution canonique d’énergie totale pour B~ = 3.50MeV dans le cas ou
l’énergie est la seule observable, dans un réseau 50z50x50.

3.2 Tri en enthalpie

Comme nous ’avons indiqué au paragraphe précédent, nous nous plagons d’abord dans
’ensemble canonique, en considérant cette fois ’énergie et le volume comme observables.
Nous considérons la pression P = A\/8 constante. La probabilité d’une énergie E et d’un
volume V s’écrit [?]:

Poe(E,V) = L exp(~pE - PAV)

Le terme E + PV s’identifie & ’enthalpie H. Si la contrainte en volume est vue comme
un potentiel externe confinant, 4 est en fait une énergie; cela nous permet de traiter A
comme |’énergie du paragraphe précédent et :

Wp(H
Por(H) = L2 ey )
aP
en notant :
Wp(H) = XgvW(E,V)§(H - E — PV)
La température microcanonique s’écrit, lorsque H est la variable de tri:

6.5' e aanp('H) - i_ : alnPﬁp _
oH oM T Tp~  O0H

B (3-3)
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3.2.1 Application numérique de la méthode

Nous avons choisi un systéme de A=216 particules identiques & une pression sous-
critique (ici P = 5.10~*MeV par unité de volume); nous avons calculé les distributions
de probabilité en énergie pour différents 8. Chaque valeur de 3 nous a permis de calculer
la température microcanonique Tp(H) gréce & 1’équation 3.3. Le haut de la figure (3.2)
représente Tp(H = 0) pour les B considérés. Puisque chaque B permet de calculer les
températures associées & de nombreuses énergies, une moyenne sur tous les 3 ameéliore
les résultats; pour prendre en compte les erreurs dues & 1’échantillonage fini & chaque
B, les estimations de la température sont moyennées en les pondérant par le nombre
d’événements & 1’enthalpie considérée. L’ensemble des points donne approximativement
la méme valeur, ce qui est cohérent avec les considérations numériques du paragraphe
1.1.2. La déviation par rapport & la valeur moyenne est due aux queues de distributions:
ceci peut étre vu sur le bas de la figure (3.2), qui donne la statistique ngp(E) |7, pour
chaque Tp.

g £
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F1G. 3.2 — Température microcanonique donnée par différents 3 pour un énergie donnée
E = 0; valeur moyenne pondérée par le nombre de coups (ligne); nombre de coups nor-
malisé au nombre total de coups sur Tg pour chaque 3. La pression vaut P = 5.10"*MeV.

3.2.2 [Illustration

L’équation 3.1 nous permet de calculer ’entropie comme le logarithme de la distribu-
tion d’enthalpie. Elle est représentée sur le haut de la figure (3.3) a la fonction linéaire
prés BE — InZp pour différentes valeurs de 8. Ces distributions sont normales, voire gaus-
siennes en dehors de la zone de transition (87! = 3.20 et 3.60 MeV), ce qui signifie que
’entropie est une fonction concave de H autour de la valeur de # la plus probable &
chaque température. Au contraire, la distribution est bimodale lorsque 1’on traverse la
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zone de transition de phase (8~! = 3.36, 3.40 et 3.46MeV). Il est ainsi possible de défi-
nir comme “phase liquide” ou quasi-liquide le premier pic en énergie de la bimodalité et
“phase gazeuse” ou quasi-gaz le second, la transition de phase étant caractérisée par la
présence simultanée de quasi-liquide et de quasi-gaz. A la limite thermodynamique, les
distributions deviennent des distributions de Dirac et la zone de température décroissante
tend vers un point: on observera donc soit le liquide, soit le gaz, comme nous 1’avons
évoqué au chapitre (1).

0 o L} L) 1 1]
-2 | F'=3.20 3.36

P

340 3.46_3.60 1

C. T, (MeV) Log(N,)

o=t L Ll 1 1 1 L L 1
‘w-Q -3 =2 -1 0 1 2 3 4 8

H (A.MeV)

F1G. 3.3 — Haut : Logarithme des distributions en énergie pour différents 8 ; milieu : courbe
calorique microcanonique reconstruite (ligne) et différentes contributions de B (symboles) ;
Bas: capacité calorifique dérivée de la courbe calorique pour le méme systéme de la figure
(3.4). Symboles: B~ = 3.20MeV (ronds); 3.36 MeV (carrés); 3.40MeV (triangles):
3.46MeV (losanges); 3.60MeV (croiz).La droite verticale est ajoutée pour guider I’ il
sur la divergence.

Du point de vue des tirages Metropolis, dans la zone de transition, Pénergie fluctue
d’un événement & 1’autre de I’enthalpie du quasi-liquide a celle du quasi-gaz comme le
montre la figure (3.4) pour 8~! = 3.40MeV : les événements sont échantillonnés sur une
gamme qui favorise les enthalpies autour de 0MeV (quasi-liquide) et 3.5MeV (quasi-
gaz), ce qui correspond aux pics observés sur la figure (3.3) pour le méme B: un seul
calcul canonique & 3 fixé permet d’explorer les énergies du quasi-liquide et du quasi-gaz.
Par contre, un tri microcanonique ne garde que les configurations soit quasi-liquides, soit
quasi-gazeuses, soit mixtes.

Comme le laissait penser la figure (3.2), le raccord des différentes estimations de
la courbe calorique déduite des échantillonages canoniques a différents B est excellent
(deuxiéme partie de la figure (3.3)). Chaque contribution est calculée a partir de ’équa-
tion 3.3. Ceci indique que ’échantillonage Metropolis a été effectué correctement et montre
la qualité numérique de nos résultats, méme dans la zone de transition o I’échantillonage
est plus difficile car I'on voit sur les distributions que cela correspond & un minimum de
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H (AMeV)

FI1G. 3.4 — Enthalpie par particule événement par événement n gardé; le systéme contient
216 particules a la pression 5.107*MeV ; B~ = 3.40MeV.

la probabilité canonique. La courbe calorique microcanonique, moyennée sur ’ensemble
des contributions de chaque §, est également représentée. Elle présente une inversion de
pente dans la région ot la distribution en énergie est bimodale. Cette inversion se présente
sur environ AH = 1.3MeV en enthalpie et AT = 0.12MeV en température. AT est trés
petit par rapport aux ordres de grandeur des températures microcanoniques (%,I ~ 3%).
Ainsi, d’un point de vue expérimental, la mesure de cette inversion de pente est difficile.
C’est une raison supplémentaire pour chercher des observables plus sensibles 3 la présence
de capacité calorifique négative, comme les fluctuations d’énergie partielle. La qualité de
la courbe calorique microcanonique moyenne nous permet de lutiliser directement pour
calculer la capacité calorifique en la dérivant. Celle-ci devient négative dans la zone de
transition, et diverge au passage du quasi-liquide & la coexistence et de la coexistence
au quasi-gaz. L’équivalence entre convexité de I’entropie, inversion de pente de la courbe
calorique et capacité calorifique négative est ainsi parfaitement illustrée par ce modéle
classique de transition de phase.

3.2.3 Energies partielles

Le modéle du gaz sur réseau va nous permettre de tester les méthodes discutées au
chapitre 2 afin d’extraire la thermodynamique du systéme total en observant les partitions
de I’énergie en deux composantes. Le premier point concerne 'utilisation de 1’énergie
cinétique comme thermomeétre; le second la mesure de fluctuations d’énergie cinétique
signant une capacité calorifique négative.
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Mesure des capacités calorifiques cinétique et potentielle

Nous avons calculé les températures et capacités calorifiques d’orgine cinétique et po-
tentielle. Celles-ci sont représentées sur la figure (3.5), qui montre I’ensemble des points
obtenus et leur moyenne pondérée par la statistique. La température d’origine i, T;, est
calculée & partir des distributions d’énergie de type 7, per(E;), que nous calculons nu-
mériquement. La méthode utilisée est celle du chapitre 3.2.2. Ainsi, pour chaque type
d’énergie partielle ¢ (équation 3.3):

1 - al‘anp(E,')

T(E) _ OE; h
5.5 g B N s e — -
S‘: o ] ] ] | _éo 1.9 5- I | i | _g
i 18 F 3
= 45 b 4 17 F 3
~ 4 F 1 16 EF S
F as | 1 s P
14 E 3
"~ 2 1 13F 3
25 3 12F E
2 F o 1': FNTR TR R
3 4 5 8 7 8 3 4 5 8 7 8
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= : 3 : g 3
< 5E 4 ®F E
3 -s0 F ]
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y i =100 ;
2B b TR T
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F1G. 3.5 — Haut: température calculée & partir des distributions en énergie cinétique
et capacité calorifique cinétique; Bas: mémes variables mais pour énergie potentielle.
Symboles gris clair: ensemble des points, dont la statistique est supérieure & 1% ; ligne:
moyenne pondérée. Le systéme est le méme que celui de la figure (3.4).

Considérons d’abord la contribution cinétique. Les impulsions sont tirées sur une max-
wellienne & la température canonique 1/3 donnée, avec une symétrie p, -p. Nous avons
vu au chapitre (1) que la relation attendue entre 7} et C, est:

E1 = ClTl
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et ’on attend pour C) la valeur M{—2 ~ 1.54, avec A nombre total de particules. Pour
les systémes que nous avons utilisés, ici de taille 216, la correction par rapport a 1.5
est inférieure & 1%. L’estimation numérique pour la température 7) obtenue 3 partir de
I’équation (3.3) en fonction de 1’énergie cinétique, sur la figure (3.5) est une droite de
pente environ 2 et la capacité calorifique cinétique vaut bien C; /A = 1.5 compte tenu des
erreurs numériques.

Concernant ’énergie potentielle, une inversion de pente est observée dans le diagramme
T3, E; et elle correspond & une capacité calorifique négative. Ceci signifie que c’est P’énergie
potentielle qui subit la transition de phase, I’énergie cinétique étant “spectateur” de la
transition. Cependant, la corrélation entre énergie cinétique et énergie potentielle, induite
par la conservation de 1’énergie microcanonique, permet de signer la transition de phase
a partir des fluctuations d’énergie cinétique.

L’énergie cinétique comme thermomaétre

Nous avons montré au chapitre (1) que la température totale T était donnée par T}
(équation 1.6), sans tenir compte des corrections dues aux largeurs. Nous avons repris ici
la courbe calorique Tp(#) calculée & partir des distributions en enthalpie (équation 3.3).
C’est la courbe calorique que nous avons déterminée au paragraphe (1.2.1.). Nous I’avons
comparée, sur le haut de la figure (3.6), & T3(?), qui est calculée & partir de I’énergie
cinétique E, ;

T1 = gEl

L’accord entre T} et T montre que I’énergie cinétique est effectivement un bon ther-
mométre et que les termes correctifs entre T; et T sont négligeables. En fait nous pouvons
aussi vérifier directement que les corrections sont petites, car nous possédons une expres-
sion analytique.

Fluctuations d’énergie cinétique

Nous nous proposons maintenant de comparer la capacité calorifique dérivée de la
courbe calorique et celle déduite des fluctuations d’énergie cinétique par la formule (1.7).
Les fluctuations d’énergie cinétique ont la définition standard:

20\ 2 =
0} =< ()3’{ Lt ') > — <N B o
m 2m
La capacité calorifique est reconstruite simplement & partir des fluctuations d’énergie

cinétique:

e
Cr— 7%

et comparée & la dérivée de la courbe calorique:
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F1G. 3.6 —~ Haut: courbe calorique dérivée des distributions d’énergie canonique (ligne) ;
température reconsiruite & partir de l’énergie cinétique (points); Milieu: fluctuations
d’énergie cinétique normalisées @ T? (points) comparées & C, (tiretés); Bas: capacité
calorifique dérivée de la courbe calorigue (ligne) et déduite des fluctuations(points). Les
droites verticales guident I’ ceil.

aT\™*
C=|z5
0E
La concordance des résultats sur la figure (3.6) montre que les fluctuations d’énergie
partielle sont une bonne mesure de la capacité calorifique du systéme. De plus la figure

illustre que I'observation de fluctuations anormalement grandes (équation 1.8) sont équi-
valentes & une capacité calorifique négative, c’est-a-dire supérieure a la limite canonique

C, T2

3.2.4 Valeur moyenne et valeur la plus probable de I’enthalpie
des distributions canoniques

Nous avons vu que l'ensemble des distributions canoniques en enthalpie permettent
de reconstruire la courbe calorique microcanonique. Nous allons évaluer le comportement
de la valeur moyenne et de la valeur la plus probable de ces distributions par rapport a la
courbe calorique microcanonique. Celle-ci est reprise en ligne continue sur la figure (3.7).
L’estimation de la valeur moyenne de 1’énergie fournit en fait ’équation d’état canonique
< E > en fonction de 3. La valeur la plus probable n’a pas d’interprétation aussi simple,
sauf & la limite thermodynamique des grands systémes ou elle coincide avec la moyenne.

La valeur la plus probable de I’enthalpie fournit une unique valeur, qui correspond soit
au quasi-liquide, soit au quasi-gaz. Ceci aboutit & une discontinuité de la courbe calorique
dans la zone de coexistence. Cette situation rappelle la limite thermodynamique, qui dans
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le cas d’un ensemble & pression constante, donne le méme comportement. Ceci est tout &
fait cohérent avec ce que l’on attendait : sélectionner 1’enthalpie la plus probable revient
a ne pas considérer le reste de la distribution de probabilité.

Considérons maintenant ’enthalpie moyenne: elle suit le comportement de 1’enthal-
pie la plus probable, sauf dans la zone de coexistence, ol la valeur moyenne donne une
courbe calorique monotone. En effet, dans le quasi-liquide ou le quasi-gaz, les distribu-
tions de probabilité sont monomodales, ce qui signifie que 1’enthalpie la plus probable est
approximativement ’enthalpie moyenne. La bimodalité des distributions, dans la zone de
coexistence, sépare ces deux valeurs. Il est important de remarquer que calculer la va-
leur moyenne pour chaque 3 revient & considérer un ensemble canonique. Ainsi la courbe
calorique canonique ne présente aucun défaut dans la zone de coexistence.

T (MeV)

335

2 3 4-
H (A.MeV)

F1G. 3.7 — Courbes caloriques microcanonique (ligne continue), canonique (tiretés), et
issue de l’enthalpie la plus probable (points) pour le méme systeme de la figure (3.4).

3.3 Tri en énergie

Dans le cas général ol la pression n’est pas constante, on ne peut pas projeter sur
Penthalpie. La thermodynamique canonique dépend de deux variables B et A de telle
sorte que la distribution d’événements pour une énergie E et un volume V est:

W(E,V)

Pﬂ)‘(E’ V) = Zﬂ,\

exp(—BE — \V)
et I’ensemble microcanonique avec un volume défini en moyenne est caractérisé par les

variables d’état E et A. Pour obtenir les équations d’état, il nous faut connaitre la densité
d’états W)y (FE)
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WA(E) = ZvyW(E,V)exp(—AV)

et ces dérivées par rapport aux deux variables. En particulier la température est définie
par:

95 _OlmWi(E) 1
O0E 0E T

TN
C*—(ﬁ) 2

3.3.1 Courbe calorique et fluctuations d’énergie cinétique

et la capacité calorifique est:

Nous avons calculé les grandeurs thermodynamiques, pour une série de ) successifs :
I'ensemble des courbes caloriques obtenues est représenté sur la figure (3.8). Cest la
surface de température dans le plan (E, ). Sous forte contrainte (Ln()) ~ —6.5) la courbe
calorique est monotone alors que pour un faible ), une inversion de pente est observée.
Ceci signifie qu'un systéme fortement contraint présente un comportement surcritique,
alors qu’un systéme 4 faible contrainte (Ln(A) ~ —9.0) subit une transition de phase du
premier ordre. La zone de transition est d’autant plus large en énergie que ) est faible.
Cependant la gamme en température AT autour de la transition reste de ’ordre de 1%. La
courbe calorique critique iso-A¢ est par définition celle qui présente un point d’inflexion :
des calculs précis ont montré que Ln(A¢) = ~7.09; To = 4.2MeV ; E¢ = 2.80MeV [39).

Nous avons veillé & ce que les partitions ne soient pas sensibles aux conditions aux
bords, méme pour des pressions faibles, afin de travailler réellement dans un ensemble &
volume moyen. Pour cela, nous avons comparé le volume moyen des partitions & celui du
réseau 20x20x20, < V4or >, qui vaut approximativement (équation 25 f:

3
< ‘/bo:c >= 2% = 4000

Sur la figure (3.9), on peut vérifier que < V > est bien inférieur & < V},p >.

La figure (3.10) montre les fluctuations dans le plan (E,)): dans une région bien
définie en (E, A), les fluctuations sont anormalement grandes. Pour les fortes contraintes,
les fluctuations ne dépassent pas Cj, ce qui est cohérent avec le comportement monotone
de la courbe calorique associée. La zone (E, )) dans laquelle %Z— > () correspond 3 celle
d’anomalie de pente de la surface de température.

3.3.2 Entropie microcanonique

Afin d’observer la convexité de 1’entropie dans la zone de coexistence, nous avons inté-
gré la courbe calorique pour un A sous-critique. Ceci nous permet d’obtenir directement

'entropie, & une constante d’intégration pres. Elle est représentée sur le haut de la figure
(3.11) pour InX = —9.00.
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T(MeV)

F1G. 3.8 — Equation d’état Température-Energie-A pour un systéme de 216 particules.

FIG. 3.9 - Volume moyen en fonction de l’énergie totale par particule pour 216 particules
dans un réseau 20x20z20. Ln(\) = —8.00.
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F1G. 3.10 - Fluctuations d’énergie cinétiques normalisées au carré de la température mi-
crocanonique en fonction de lénergie et de In)\ pour le méme systéme que sur la figure

(3.8).
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Il semble & 1’ceil que I’entropie ne présente aucun défaut. Elle suit un comportement
quasiment linéaire dans la zone de coexistence entre I’énergie du quasi-liquide et du quasi-
gaz. Nous avons considéré la partie linéaire qui rejoint les points quasi-liquide et quasi-gaz :
elle peut s’écrire comme BE ou B! correspond 4 la température de transition. Lorsque
la partie linéaire est soustraite, la convexité de I’entropie apparait. On peut vérifier que
la plage en énergie sur laquelle ’entropie est convexe est la méme que lorsque la courbe
calorique présente une inversion de pente sur la figure (3.8) .

Il faut noter que la mesure expérimentale d’une capacité calorifique négative implique

une mesure de températures % ~ 1% ou une convexité de I’entropie %S- < 1%.
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FiGg. 3.11 - Haut: Entropie en fonction de l’énergie pour un systéme de 216 particules
@ Ind = —9.00. Elle est comparée & une fonction linéaire autour de la zone de capacité
calorifique négative (tiretés); bas: entropie dont la partie linéaire 0.30 * E + 2.26 a été
soustraite.

3.3.3 Réle du volume

Comme 1’énergie, le volume est une variable extensive. Il est intéressant d’observer
la distribution en volume dans I’ensemble isobare. C’est une variable particuliérement
significative car elle est reliée au parameétre d’ordre de la transition liquide gaz.

Pour simplifier la discussion, nous étudions le volume & travers ses distributions cano-
niques ng)(V). Quelques-unes sont représentées sur la figure (3.12). Une large gamme de
volume est explorée, depuis 1500 dans le quasi-liquide jusqu’a 3800 pour le quasi-gaz. Une
bimodalité apparait sur une gamme en volume de 800 et I’ordre de grandeur typique du
volume moyen vaut, dans la coexistence < V' >z 2500, ce qui correspond & une densité
plpo = A/2 < V >= 0.04. La corrélation moyennée sur les B entre énergie moyenne
et volume moyen pour un A donné est illustrée sur la figure (3.9). Au point critique, le
volume moyen est estimé de facon précise a 2032 pm?20.

La bimodalité de la distribution de probabilité Ps)(V) implique une inversion de pente

dans le plan volume-pression "isochore" ou I’on peut définir une pression dans ’ensemble
trié en volume par:
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8S5(V) _ 0.

Pa(V) = Sy = aVlnEEW(E, V)ezp(—BE)
soit
A P,
Pp(V) = 'I'B' + %

Nous avons reconstruit le diagramme P-V pour différentes isothermes sur la figure
(3.13). La relation entre Pp et A/B est la méme qu’entre la température microcanonique
T et la température canonique 3~1. En particulier si ’on a toujours 3%* > 0, 'inversion

de pente 33—1:,‘3 correspond & une compressibilité négative.

015001502000225023002750300032503500
Yolume

F1G. 3.12 - Haut: distributions en énergie pour Ln()) = —8.0 dans la zone de coexis-
tence; f~' = 3.456MeV (points); B~ = 3.584MeV (ligne continue); B! = 3.623MeV
(tiretés). Bas: distributions en volume pour les mémes (G, )).

3.4 Ensembles et transformations

Considérons de nouveau ’ensemble microcanonique isobare (E, A). Sur la figure (3.14),
nous avons choisi deux transformations particuliéres qui traversent la zone de coexistence,
i.e. la zone dans laquelle la surface de température présente une inversion de pente (3.8)).
La premiére transformation est & pression constante (partie gauche), la seconde a vo-
lume moyen constant (partie droite). Nous avons d’abord reconstruit la courbe calorique
microcanonique dans les deux cas. Le comportement de la courbe calorique & pression
constante est bien conforme & ce que ’on attend suite & I’étude menée au paragraphe
3.2. En effet, dans la zone de coexistence, les chemins 3 pression et & )\ constant sont
identiques d’un point de vue qualitatif du fait que la température y varie peu. La courbe
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F1G. 3.13 - Isothermes dans le plan pression-volume pour 216 particules dans un ré-
seau 20z20220: 3.1MeV (ligne continue), 3.6MeV (points), 4.2MeV (ligne tiretée) a
10~2MeV pres.

calorique & pression constante présente donc une forte inversion de pente. En revanche, la
courbe calorique & volume moyen constant ne présente pas d’inversion de pente. Ceci est
cohérent avec le comportement a la limite thermodynamique, la courbe calorique & volume
constant change seulement de dérivée lors de la traversée de la zone de coexitence, alors
que celle & pression constante présente un plateau a l'intérieur de la zone de coexistence.
Ceci est illustré sur la figure (3.15).

La deuxiéme partie de la figure (3.14) montre la capacité calorifique C) en fonction de
E. Celle-ci est bien négative dans un domaine en énergie car nous avons choisi des trans-
formations qui traversent la zone de coexistence. En bas, les fluctuations %2% deviennent
supérieures & C; dans la méme région, ce qui est tout & fait cohérent. Les fluctuations
permettent de reconstruire la capacité calorifique de fagon trés précise.

Les points sur la partie centrale de la figure (3.14) représentent I’estimation de la ca-
pacité calorifique & partir des fluctuations d’énergie cinétique (équation 1.7). La différence
par rapport a I’équation 3.4 représentée par la ligne tiretée donne une mesure des dévia-
tions par rapport & I’approximation gaussienne. Il est par contre évident qu’une dérivée
numérique de la courbe calorique ne permettrait pas d’obtenir la méme information.
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F1G. 3.14 — Haut: courbes caloriques; Centre: Cy calculée & partir de la courbe calorique
(points) et des fluctuations (ligne tiretée); Bas: fluctuations d’énergie cinétique; pour
deuz transformations: pr

B 4
FiGg. 3.15 -~ Courbe calorique schématique & la limite thermodynamique; & pression
constante (@ gauche) et & volume constant (a droite)

En effet, dans un espace & deux dimensions, la connaissance de 1’équation d’état néces-
site ’exploration de I’ensemble des variables (E,)). Or, en général, les conditions guident
le systéme dans une région plus ou moins restreinte de cet espace et il suit un chemin
A(E). Les valeurs de T prises sur ce chemin donnent une forme & la courbe calorique qui
peut &tre complexe selon la transformation A(E) considérée. Ceci est également valable
pour la capacité calorifique C)(E): les énergies de divergence tout comme la valeur de
la chaleur latente et des capacités calorifiques ne sont pas les mémes dans les deux cas
considérés sur la figure (3.14) car les deux chemins A(E) sont différents. Cependant, si
la valeur de C)(FE) est négative, le systéme est forcément dans la zone de coexistence.
La différence entre C) et T est qu’aucune valeur spécifique de la température ne donne
d’information sur la transition de phase; c’est le comportement de la fonctionnelle T(E )
qui en fournit. En revanche, une valeur négative de C, implique que le systéme est dans
une région de transition de phase du premier ordre. Il est important de bien différencier
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F1G. 3.16 — Projection des isothermes et des fluctuations %; dans le plan (Ln(), E).

la capacité calorifique extraite des fluctuations et la dérivée de la courbe calorique obte-
nue en suivant la transformation A(E). Dans la zone de coexistence, comme nous 1’avons
déja observé, la courbe calorique & pression constante est trés proche d’une iso-A car la
température y est approximativement constante et la dérivée de la courbe calorique n’est
qualitativement pas différente de C, :

dT
aE 7
Par contre la dérivé de la courbe calorique & volume moyen constant est trés différente

de C). En effet, elle reste positive. Ceci est d@ & des variations rapides de A sur ce chemi :
<V >, (E) = constant :

C,\ﬁ

an, _or oT o)
dE V" 8E " "ox 'F BE
ce qui s’écrit dans ce cas:
oT , 0A
Cv=Cr+ ) |E 3E

Ainsi la courbe calorique dépend du chemin suivi et ne peut donner un accés direct
a I’équation d’état (équation 3.2) si le chemin n’est pas connu. Les fluctuations d’énergie
cinétique ne dépendent pas de ’état et elles mesurent directement I’équation d’état. Si
Cx < 0, le systéme est dans la région de coexistence et les fluctuations anormalement
grandes signent la transition de phase indépendemment de la transformation.

Ceci est plus clairement mis en évidence par la figure (3.16), ot les isothermes, ainsi
que les fluctuations d’énergie cinétique, sont projetées dans le plan (E, A). La partie dans
le gris le plus foncé représente des fluctuations supérieures a 1.5. Les isothermes présentent
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un défaut de courbure dans cette région. L’isotherme critique est représentée en gras; elle
2
tangeante sur I'isocontour 74 = 1.5.

3.5 Effets de taille finie

Les grandeurs thermodynamiques utilisées précédemment ont été données pour un
systéme de 216 particules. Afin d’étudier la modification de la thermodynamique avec
la taille du systéme, nous avons fait la méme analyse pour un systéme de 40 particules.
Cela nous a permis de vérifier ’approximation gaussienne de 1’équation 1.5; I’additivité
des capacités caloriques partielles C = C; + C3; la relation entre C; et o? (équation
1.7); I'utilisation de ’énergie cinétique comme thermomeétre. Nous avons calculé la courbe
calorique et la capacité calorifique pour A=40 dans 1’ensemble microcanonique & pression
constante, et P = 5.10~*MeV. Nous avons comparé les résultats & A = 40 & ceux obtenus
précédemment pour A = 216 sur la figure (3.17).
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F1G. 3.17 - Haut: courbes caloriques, Bas: capacités calorifiques; pour un systéme de

216 (gauche) et 40 (droite) particules & une pression de 5.10~*MeV . Les lignes verticales
guident I’ eeil.

Pour une masse plus petite, ’enthalpie pour laquelle se produit la transition est plus
basse. Ceci s’explique par les surfaces, beaucoup plus importantes dans un petit systémes,
qui le fragilisent. La température de transition est plus basse (environ 2MeV au lieu de
3.5). Toutefois en augmentant la pressions nous pouvons faire croitre cette température.
Cela ne signifie donc pas que la température critique est abaissée. La chaleur latente est
deux fois plus grande. Les divergences de C sont toujours aussi bien définies.
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3.6 Volume constant

Les modeles de type Ising ne considérent en général pas un systéme ouvert. Le volume
y est défini par les conditions aux bords. Or la thermodynamique doit étre différente selon
la fagon dont est contraint le volume du réseau. En effet, dans le cas d’un volume défini par
les conditions aux bords, les fluctuations en volume (figure (3.12)) sont contraintes par les
bords. Ainsi les distribution de probabilité des événements seront différentes par rapport
4 celles étudiées aux chapitres précédents, olt le volume était contraint en moyenne. Nous
nous plagons dans I’ensemble microcanonique isochore, pour comparer directement I’effet
de la définition du volume dans un cadre microcanonique avec 1’ensemble isobare étudié
précédemment. Le volume du réseau est noté dans la suite Vj,z. Dans la limite Vioz — 00,
cet ensemble est équivalent & 1’ensemble isobare & pression nulle.

Nous avons d’abord considéré le réseau de taille 11x11x11 avec 216 particules. La
densité d’un tel systéme est trés faible par rapport aux précédentes: p/pp = 216/113.
L’entropie est calculée grace & un tri en énergie de ’ensemble canonique, selon la pres-
cription donnée en début de chapitre. Nous avons représenté sur la figure (3.18) les dis-
tributions d’énergie canoniques pour différents 3. Aucun défaut de courbure n’apparaft,
quelle que soit la température canonique et les distributions d’énergie canoniques sont
gaussiennes. Le logarithme des distributions canoniques d’énergie étant I’entropie & une
fonction linéaire pres, cela signifie que ’entropie n’a pas d’anomalie de courbure.

Une étude approfondie a été effectuée afin de déterminer si ce comportement se re-
trouve pour tous les volumes. La figure (3.19) montre la courbe calorique et les fluctuations
d’énergie cinétiques o7 /T2 pour les volumes 6A et 27A. Si le volume est "petit" (6A), la
courbe calorique ne présente aucun défaut [17]et les fluctuations sont toujours inférieures
& C). Pour un trés grand volume, des résultats analogues a ceux de 1’ensemble isobare
sont retrouvés. Ceci s’explique par le fait que des petits volumes contraignent fortement
les partitions; dans un grand volume le systéme n’est plus sensible aux conditions aux
bords et I'on se retrouve effectivement dans un ensemble isobare; dans ce cas, c’est le
volume des partitions, ou ’encombrement, que nous avons associé au volume moyen qui
contient les informations. En conclusion, de fagon générale, I’ensemble isochore ne pré-
sente pas en général de capacité calorifique négative. Ce résultat est cohérent avec le fait
que dans les systémes infinis Cy ne diverge pas. Il a été démontré [6] qu’en fait la diver-
gence et le comportement anormal se trouvent dans la pression et le potentiel chimique.
La compressibilité et la susceptibilité sont négatives. Les conditions aux limites sont donc
essentielles pour la thermodynamique des petits systémes. Toutefois il faut noter que dans
les expériences le volume n’est jamais défini par des conditions aux limites telles que celles
de I'ensemble isochore. Les fluctuations de volume n’étant pas contrdlées, il semble que
'ensemble isobare soit mieux adapté & ’étude des systémes ouverts.

3.7 Zone de coexistence

La zone de coexistence canonique dans le modéle du gaz sur réseau [14] a été déterminée
avec un volume défini par les conditions aux bords. Elle est symétrique par rapport a
p/po = 0.5. Nous allons évaluer Pinfluence du choix de I’ensemble statistique et d’un
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FI1G. 3.18 — Logarithme des distributions de probabilité pour 216 particules dans un réseau
11z11z11. Le volume est défini par les conditions auz bords.
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FiG. 3.19 - Haut: courbe calorique pour 216 particules dans le cas de deuz volumes dé-
finis par les conditions auz bords: 6Vq (ligne continue) et 27V, (ligne pointillée). Bas:
Fluctuations d’énergie cinétique pour les mémes volumes; la ligne tiretée représente C,.
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F1G. 3.20 - Intégrale de Mazwell pour In\ = —8.00: elle est nulle & la température de
transition.

volume défini en moyenne.

3.7.1 Détermination de la zone de coexistence

Nous avons déterminé la zone de coexistence selon deux approches: la construction de
Maxwell et I’étude des distributions en énergie. Dans le plan 1/T (intensif) en fonction
de E (extensif), on recherche la température de transition T}.qn, dans la construction de

Maxwell :
Ee 11 1 )
—_ — dE =0 3.6
/EL (T Ttra'ns ( )

ol Ej, et Eg sont deux points de la courbe calorique & Tiya5s. Ceci revient & remplacer la
zone d’inversion de pente de la courbe calorique par un plateau a la température T}rans,
de telle sorte que lorsque l’on regarde l'inverse de la courbe calorique 1/T(E), les aires
en-dessus et en-dessous de Tj,.,, soient égales. Le calcul de Tirans par cette méthode
est illustré sur la figure (3.20). Nous avons calculé I'intégrale (équation 3.6) pour une
série de températures T} qns. Nous effectuons ensuite une interpolation autour du zéro de
l'intégrale. L’erreur sur T} qns est d’autant plus faible ( de I’ordre de 1% que nous avons
fait le calcul de I'intégrale pour de nombreux points (environ 300).

Les fluctuations visibles sur la figure (3.20) sont dues aux erreurs statistiques sur la
courbe calorique qui affectent I’intégrale mais aussi les bornes de I’intégrale.

Une autre facon de déterminer la zone de coexistence consiste a utiliser les distributions
canoniques ng(E):

W(E
np(E) = L) g0
Zp
qui est bivaluée dans la région ot S = InW est convexe. Lorsque le quasi-liquide et le
quasi-gaz ont la méme hauteur:
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FIG. 3.21 - Hauteur des pics de probabilité en énergie pour In(A) = —8.00 ; les points noirs
correspondent & la phase quasi-liquide (branche (1)); les ronds & la phase quasi-gazeuse
(branche (2)). L’intersection des deuz donne la température de transition en abscisse
(ligne verticale).

np(EL) = np(Ec)
ce qui implique que:

S(Eg) — S(EL) = B(Ez — E)

En écrivant dS = %, on aboutit directement & la construction de Maxwell (équation
3.6). La température de transition Tirqn, est donc celle pour laquelle les hauteurs des
distributions canoniques de quasi-liquide et de quasi-gaz sont les mémes. Afin d’estimer
au mieux cette température, nous avons mesuré la hauteur de chaque pic pour différentes
températures canoniques autour de la transition. Pour InA = —8.00, la méthode est
représentée sur la figure (3.21). Tirans est I'intersection des branches (1) et (2).

Les deux méthodes sont physiquement équivalentes. Toutefois leur mise en place est
trés differente du point de vue numeérique. L’accord des résultats est une confirmation
supplémentaire de la qualité de 1’échantillonage Metropolis. Par exemple, sur les calculs
présentés ici InA = —8.00, la température donnée par la construction de Maxwell est
3.590 £ 0.002M eV ; par la méthode des maxima, 3.588 £+ 0.002MeV.

3.7.2 Résultats

La zone de coexistence énergie- est représentée sur la figure (3.22) et en température-
A sur la figure (3.23). De fagon équivalente, elle est représentée sur la figure (3.24) dans
le plan température-volume moyen. Le point critique est situé au sommet de la zone de
coexistence, approximativement a 1'énergie Ec = 2.75MeV et Log(\) = —7.05. Cette der-
niére figure est trés différente de celle obtenue dans un calcul canonique en Température-
Volume comme les calculs de la référence [14] ou Température-Densité de [20] en systéme
fini. En effet, certaines transformations & volume moyen constant traversent deux fois la
zone de coexistence.
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FI1G. 3.22 - Zone de coezistence microcanonique en énergie - A pour A=216 particules
(points) et zone de capacité calorifique négative (triangles).

Nous avons en outre représenté la région de capacité calorifique négative sur la figure
(3.22). Elle est & l'intérieur de la zone de coexistence et a le méme sommet et n’est pas
symétrique.

Or ces calculs ne sont pas directement comparables. En effet, [14] est effectué dans
’ensemble canonique dans un volume fixé, et nous avons calculé la zone de coexistence
dans I’ensemble microcanonique & volume défini en moyenne. D’un point de vue de 1’en-
semble, pour les mémes conditions de température et de densité, les partitions canoniques
et microcanoniques sont différentes. Par exemple, & basse température, différents types de
partitions coexistent dans I’ensemble canonique (car ’énergie peut fluctuer); dans I’en-
semble microcanonique, seules les partitions compactes subsistent. Les diagrammes de
phase ne sont donc pas forcément identiques. En outre, la “variable volume” n’est pas la
méme dans les deux cas.

3.8 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre caractérisé la transition de phase du premier ordre dans
le modeéle du gaz sur réseau pour un systéme fini. Nous avons vérifié que les hypothéses de
validité des signaux du chapitre (1) étaient vérifiées déja pour des systémes aussi petits
que A = 40. Ainsi nous avons mis en évidence une capacité calorifique négative, que I’on
peut signer par des fluctuations d’énergies cinétiques “anormales”. Celles-ci deviennent
supérieures & la capacité calorifique cinétique dans la zone de coexistence. Elles ne dé-
pendent pas du chemin suivi et signent sans ambiguité la transition. Les distributions
d’énergie canoniques permettent de remonter directement a I’entropie microcanonique et
a ses dérivées. Une zone convexe dans I’entropie, méme petite, est mise en évidence par une
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F1G. 3.23 — Zone de coezistence microcanonique en température-).
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FiG. 3.24 —~ Zone de coexistence microcanonique en température-volume moyen pour

A=216 particules.
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bimodalité de ces distributions. L'introduction du volume moyen comme observable induit
la définition d’un ensemble statistique avec deux multiplicateurs de Lagrange. Le réle es-
sentiel joué par le volume se retrouve dans ses distributions de probabilité, qui présentent
également une bimodalité. Ceci nous a permis d’extraire un diagramme pression-volume
dans lequel une inversion de pente, similaire & celle de la courbe calorique, est présente.
Enfin, la zone de coexistence microcanonique n’est pas symétrique par rapport a po /2 et
une transformation & volume moyen constant permet de la traverser deux fois.

Nous avons reconstruit la thermodynamiq e d’un systéme fini. Nous allons maintenant
nous intéresser aux fragments.



Chapitre 4

Généralisation de la définition des
transitions de phase

Nous avons mis en évidence, dans les chapitres (1) et (3), une anomalie dans la ther-
modynamique comme signal de transition de phase. Celle-ci s’exprime, dans I’ensemble
microcanonique, par un défaut de concavité dans I’entropie en fonction de 1’énergie. Dans
un premier temps, nous montrerons que cette anomalie n’est pas spécifique au choix de
’ensemble statistique. Ceci nous amenera & généraliser la définition de transition de phase
a tout défaut de courbure dans les distributions de probabilité des événements. Nous nous
approcherons ensuite de la limite thermodynamique afin de vérifier que les signaux que
nous obtenons en systéme fini ont le comportement attendu d’une transition de phase
liquide-gaz dans le systéme infini.

Au chapitre (1), nous avons mis en évidence le lien entre bimodalité des distributions
de probabilité canoniques & la température 8-, Ps(E), et une capacité calorifique né-
gative. Ainsi la distribution de probabilité canonique refléte les propriétés de I’ensemble
microcanonique car elle contient explicitement la densité d’états W(E). Nous allons mon-
trer qu'il existe une anomalie du méme type dans 1’ensemble grand-canonique.

4.1 Anomalies dans I’ensemble grand-canonique

Dans 1’ensemble grand-canonique, on a accés aux grandeurs associées a ’ensemble
canonique grice a la distribution de probabilité

W(E, A
Pso(E,A) = WAE, 4) -pp+as (4.1)
Zgq
A est le nombre de particules et ezp(a) la fugacité. o est le multiplicateur de Lagrange
associé & la valeur moyenne du nombre de particules< A > qui peut s’obtenir & partir du

grand potentiel F = —%&:

<A>= —ﬂg—z

Dans ’ensemble canonique, & n’est pas une contrainte extérieure. Elle est donnée par
la variation de I’énergie libre F' définie & partir de la fonction de partition canonique:

57
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F = —TinZg(N)
et

Le logarithme de la fugacité canonique est reliée a la distribution en nombre de parti-
cules grand-canonique ( et bien sfir au logarithme de la fugacité grand-canonique) a partir
de la relation 4.1:

8inPso(E, A)
2 RS g L MRS

La forme de cette expression est analogue & celle reliant la température microcanonique
T et la distribution canonique d’énergie (équation 3.2) que nous avions obtenue au chapitre

(3):

a =

O0LnPs(E)
S e R
T-Y(E) = 5E B
S’il y a transition de phase, le potentiel thermodynamique F = —TinZs peut avoir un

défaut de courbure en fonction de A, de la méme facon que S peut avoir un défaut de
courbure en fonction de ’énergie dans ’ensemble microcanonique. Sa dérivée premiere
par rapport & A, le potentiel chimique z = &/8, présente une inversion de pente, ou A
joue le réle d’une variable contrélée [14] ou [6] [58].

4.1.1 Distribution en volume

Nous allons présenter ici un second exemple: celui du volume dans la transition I'quide
gaz. Pour cela considérons ’ensemble des partitions contraintes par leur énergie moyenne
< E > et leur volume moyen < V >. La distribution de probabilité s’écrit :

W(E1 V) e—ﬁE—AV
Zga
ot W(E, V) est la densité d’états dont I’énergie est entre E et E+dE et le volume entre
Vet V+dV. Zg, est la fonction de partition associée aux deux paramétres de Lagrange 8

et a. La densités d’états W(E, V) donne accés & I’entropie S(E, V) = InW(E, V) et donc
aux équations d’état :

Por(E,V) = (4.2)

05
Sgn L
S oFE
et
oS
P=-Ta;

A partir de la probabilité canonique 4.2, il est naturel de trier les événements selon
les deux observables E et V, et les représenter en fonction de ces deux variables, comme
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le montre la figure (4.1). Cette figure est issue de [58]. Le tri donne directement acces
4 la densité d’états W(E,V). Elle présente deux régions favorisées, que 1’on associe au
liquide (E ~ 30MeV, V = 32) et au gaz (E ~ 120MeV, V = 44). Ainsi, la bimodalité
observée au chapitre (2) simultanément en énergie et en volume provient de la projection
sur l'axe des énergies ou des volumes de W(E,V). En effet puisque InPs\(E,V) est
S(E,V) —BE — AV — InZpg, les courbures de InPs)(E, V) sont celles de ’entropie. On
voit ici qu’a la fois la capacité calorifique et et la compressibilité sont négatives.
Si le volume ne peut &tre mesuré, la distribution de probabilité s’écrit :

Wi(E
Ps\(E) = ——2; ) 65

ot W)(E) est la densité d’états intégrée sur le volume avec une poids e=*V a ) constant :

Wy(E) = / W(E,V)e-M dv

i.e. la densité d’états microcanonique & A constant. Ainsi la capacité calorifique, définie
comme la dérivée seconde de 1’entropie qui est liée & la densité de probabilité, sera négative
dans la zone convexe. D’autre part, si seul le volume est mesuré:

Pp,\(V) N Wp(V) eV
Zg)
ot Wp(V) est la fonction de partition intégrée & B. C’est la densité d’états canonique 2
volume constant: comme on le voit sur la projection de la figure (6.8)la compressibilité
devient négative dans la zone de transition.

W(E,V) présente une direction privilégiée selon laquelle le liquide et le gaz sont le
mieux séparés. Ceci définit le parameétre d’ordre de la transition, c’est une combinaison
linéaire de E et de V. La distribution des événements a été projetée sur cet axe. La
bimodalité y est nettement mise en évidence, elle est plus marquée que sur I’axe de 1’énergie
ou du volume. Elle est représentée sur la figure (6.8). En conclusion, la connaissance de
énergie et du volume du systéme dans la transition du premier ordre liquide-gaz permet
de définir le paramétre d’ordre comme une combinaison linéaire de I’énergie et du volume.
Cependant, lorsque I'une des informations manque i. e. I'une des observables n’est pas
mesurée, les signaux de transitions de phase subsitent dans les variables mesurées & travers
une capacité calorifique négative ou une compressibilité négative. La mesure d’un ensemble
d’observables conduit & changer d’ensemble statistique, et en conséquence les signaux de
transition de phase.

4.1.2 Ensembles non extensifs

La définition d’une transition de phase & travers un défaut de courbure des distri-
butions de probabilité peut étre généralisée & des ensembles non extensifs, comme celui
défini par Tsallis [59]. Selon lui, des systémes hors du cadre de la définition de I’équilibre
de Boltzmann-Gibbs, ou par exemple des états hors équilibre indépendants du temps
(turbulences) peuvent conduire & une non-extensivité, qui se raméne & ’introduction d’un
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Probability (a.u.)

Volume

,Probability (a.u.)

Fi1G. 4.1 - Haut: Distribution des événements dans le plan énergie-volume (gauche) et
parameétre d’ordre (ligne pointillée) ; projection sur le volume (droite); Bas : projection sur
les énergies (gauche); projection sur le paramétre d’ordre (droite). Le systéme contient
A =216 particules. Le volume est exprimé en unités de réseau au cube /A.

“parameétre de non-extensivité” ¢g. Pour deux ensembles indépendants A et B, I’entropie
totale 5;(A, B) s’exprime en fonction des entropies partielles S,(A) et S,(B):

Sq(A, B) = 55(A) + 54(B) + (1 — 9)5,(A)Sy(B)

On peut montrer [60] que le terme p Inp qui apparait dans I’entropie de Shannon
(chapitre (1), section (4.1.)) doit &tre remplacé par:

1
Inp — ——p(p*~! — 1
p Inp q_lp(p )

L’équilibre de Gibbs est retrouvé dans le cas extensif pour ¢ = 1. Dans ’ensemble cano-
nique de type Tsallis, la probabilité de I’ état d’énergie E a 3 s’écrit

W(E)
Zq,ﬁ

en posant q; = g—1. Sans entrer dans le débat actuel sur la pertinence et la validité de cette
entropie non extensive ou la signification physique du parametre g, la distribution P, s(E)
peut étre vu comme un exemple générique de distribution hors équilibre dans laquelle
le lien entre probabilité des états et potentiel thermodynamique n’est pas directe: en
particulier les dérivées successives des distributions de probabilité ne sont pas équivalentes
a des dérivées successives de I’entropie. Pour un tel systéme hors équilibre, la définition
de transition de phase comme défaut de courbure du potentiel thermodynamique perd sa
signification, mais il est toujours possible d’utiliser la définition basée sur la bimodalité des
distributions de probabilité. Nous allons montrer que si ’on interpréte les distributions en

Pop(E) = (1+@BE)™/n
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énergie comme une entropie généralisée, un signal de transition de phase peut encore &tre
observé pour un tel ensemble hors équilibre. Pour cela nous appliquons la méme méthode
que celle développée au chapitre (3) pour déterminer les propriétés du systéme dans la
zone de coexistence. L'énergie la plus probable E annule la dérivée premiere de InP,
pour un température microcanonique T:

OInPys(E) , SRS NI OS] TN
—aE——lE*—O—*T—q +qkF )= 6E|E

B
La capacité calorifique microcanonique y vaut C telle que:
O*InPyp(E) RS 09B®_
0E? T T:C " (1+ qBE)

Le deuxiéme terme de cette équation correspond 2 une correction par rapport & l’en-
semble canonique, due au parameétre g. En effet, d’aprés [59], la limite ¢ — 1 correspond
& I’ensemble canonique. Nous vérifions ici que g = 1 annule le terme supplémentaire. Au
point critique de ’ensemble de Tsallis, la dérivée seconde de InP, s(E) est nulle a T et:

c=1

)1
Si g1 — 0, on retrouve le résultat C — oo déterminé comme valeur critique dans
P'ensemble microcanonique. Toutefois si dans I’ensemble de Tsallis on détermine le point
critique par la disparition de la bimodalité, i.e. ’annulation de la dérivée seconde de
InP,g(E), cela se passe 3 C = qu‘ Si ¢1 > 0, le point critique dans un tel ensemble non
extensif est atteint pour une capacité calorifique microcanonique positive qui ne diverge

pas, i.e. & pression plus élevée que dans 1’ensemble canonique.

4.2 La limite thermodynamique

4.2.1 Courbe calorique

11 est intéressant de vérifier que les signaux de transition de phase que nous observons
dans le systéme fini correspondent bien & une transition de phase liquide-gaz dans le sys-
téme infini. Il est possible d’appliquer le "finite size scaling" pour trouver les exposants
critiques, qui doivent tendre vers ceux du systéme infini lorsque la taille du systéme aug-
mente. Le "finite size scaling" pour les transitions de phase du premier ordre peut aussi
étre appliqué en évaluant le comportement de la chaleur latente en fonction de la taille
du systéme [61]. Dans cette thése nous avons défini des changements d’états dans des
systémes finis. Ceci nous permet de comprendre le systéme fini [5], mais il est important
de savoir dans quelle mesure les signaux proposés survivent a la limite thermodynamique.
En particulier, nous avons associé une transition de phase & un défaut de courbure dans
les distributions de probabilité et une phase a une distribution de probabilité monomo-
dale. Ces transitions, que nous avons assimilées & des transitions de phase liquide-gaz
du premier ordre, peuvent ne pas subsister & la limite thermodynamique. Celle-ci est dé-
finie pour un nombre de particules infini N — oo, tout en conservant la densite N/V
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finie. Lorsque le nombre de particules augmente, la largeur statistique des distributions
de probabilité diminue en v/N. Ainsi, seul le pic le plus haut subsiste et aboutit & soit
le liquide, soit le gaz. Ceci justifie qu’a pression constante, la courbe calorique présente
un plateau a la limite thermodynamique. D’un point de vue pratique, dés qu’un systéme
devient macroscopique, on s’attend & ce que les distributions de probabilité deviennent
approximativement normales pour toute température T différente de la température de
transition; la transition de phase sera donc signalée par un saut en énergie, de fagon
compatible avec la thermodynamique classique. Il est toutefois intéressant de remarquer
qu’une discontinuité & la température de transition dans la distribution de probabilité
peut étre obtenue seulement quand le nombre de particules est véritablement infini: for-
mellement la définition en termes d’anomalie de convexité ne limite donc pas sa validité
aux systémes véritablement petits comme les systémes nucléaires mais demeure rigoureu-
sement correcte pour tout systéme physique petit.

Afin de justifier pleinement cette approche intuitive, des calculs, une possibilité consiste
& se placer dans des réseaux de grande taille, comportant un grand nombre de particules;
ceci est difficile & mettre en oeuvre numériquement, et nous n’avons pas pu entreprendre
une série de calculs afin de converger vers la limite thermodynamique. De tels calculs ont
été menés en partie par Pleimlig et Hiiller [61]. Malheureusement & volume constant, ce
qui ne correspond pas au systéme présentant une divergence de capacité calorifique, la
courbe calorique reste monotone jusqu’a des valeurs de taille longitudinale de réseau de
250. Au-dela, une inversion de pente apparait et s’accentue lorsque la taille du réseau
augmente. Ceci va a l’encontre de toute intuition si la densité n’est pas excessivement
basse. En effet, & volume constant, on s’attend & la limite thermodynamique & observer
un point anguleux au passage de la ligne de coexistence. Or chercher un point anguleux
de la courbe calorique & volume (ou magnétisation dans le modele d’Ising) constant est
difficile, méme avec une grande maitrise de la numérique. Ceci revient & chercher un point
anguleux dans les distributions de probabilité. En fait les distributions sont trés analogues
qu’il y ait transition ou non quand on travaille & volume constant. Ainsi des calculs 3
pression constante signeraient de fagon plus précise le comportement asymptotique a la
limite thermodynamique.

4.2.2 Zéros de la fonction de partition

Une approche analytique permet d’établir des conditions suffisantes pour que I’anoma-
lie des distributions de probabilité observée dans les systémes finis devienne une transition
de phase & la limite thermodynamique. Dans un systéme infini, et dans ’ensemble cano-
nique, toute discontinuité du potentiel thermodynamique —T'InZ est relié a I’annulation
de Z. Cela se produit & la température de transition. Pour un systéme fini, la fonction de
partition reste analytique. En considérant le plan complexe des températures, ses zéros se
répartissent dans I’ensemble du plan, sauf sur I’axe réel. Le comportement des zéros est
paramétrisé par leur distribution angulaire et leur densité [62] [26] [63]. Cette méthode est
déja utilisée dans les systémes finis pour déterminer 1’occurence de transitions de phase
du premier ordre [26]. La survivance & I'infini est déterminée par une extrapolation de la
répartition des zéros du systéme fini. En particulier, pour qu’il y ait transition de phase
du premier ordre, les zéros doivent asymptotiquement se répartir a égale distance sur une
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droite perpendiculaire & I’axe des températures réelles (théoréme du cercle unité de Lee
et Yang [1]).

Nous allons maintenant vérifier que lorsque la bimodalité persiste quand N — 0o, le
systéme subit une transition de phase du premier ordre selon la définition basée sur les
zéros de la fonction de partition. La fonction de partition s’écrit comme la transformée
de Laplace de la densité d’états W(E):

mm:fwwwww

Cette intégrale est complexe, si I'on utilise B température complexe. Nous I’écrivons
sous une forme réduite en prenant comme référence la température B! de telle sorte que:

Z(B) = =2(b) = /w(m)eb”dz

ayant posé z = fpE et b =1 — B/6o; w(z) = Elge"%EW(E) est aussi la distribution
canonique d’énergie 4 la température B, & une cosntante prés.

Si la distribution de probabilité totale est la somme de deux contributions wy et wy (ici
liquide, noté 1, et gaz, noté 2), la fonction de partition s’exprime simplement en fonction
des potentiels thermodynamiques partiels 1, et 1, comme suit. On définit ainsi la fonction
de partition complexe de la contribution i:

zi(b) = jw;(z)eb”dx

et le potentiel thermodynamique partiel associé :

¥;i(b) = Inz;(b)

Ainsi la fonction de partition Z(b) s’écrit

Z(b) = 26¥®) cosh (¥ (b))
ayant posé P(b) = 3(¥1(b) + ¥2(b)) et ¥(b) = 1(t1(b) — 15(b)). Les zéros de la fonction

de partition correrspondent donc aux températures réduites telles que ¥(d) corresponde
a un zéro de la fonction cosh. Cela correspond 4:

i@k+n%=w@)

Afin de résoudre cette équation de facon simple, nous faisons une approximation gaus-
sienne sur la forme des distributions de probabilité. Cette hypothése est d’autant plus
valide que la taille du systéme est grand (paragraphe 2.3.):

=T 2

wi(z) = aze %
Ainsi I’équation précédente se raméne & une équation du second ordre en b:

i (ﬂ) —b(zy — 1) + %(ag —o)o? = (2k + l)im

a2
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Les solutions by se simplifient lorsque a; = a et o? = o2 [65]:

_ (2k 4+ 1)in

Ty — T2

by

Ceci démontre la répartition réguliére des zéros sur un axe perpendiculaire & ’axe des
réels: si la distribution peut &tre paramétrisée comme la somme de deux gaussiennes et
la distance entre les deux maxima granduit comme la taille du systéme, la transition de
phase existe & la limite thermodynamique et elle est du premier ordre.



Chapitre 5

Analyse des fragments

D’un point de vue phénoménologique, il est souvent plus facile d’accéder aux fragments
qu’aux grandeurs thermodynamiques. Cependant, les informations qu'’ils nous apportent
n’ont pas de lien simple avec la thermodynamique, sauf & proximité du point critique
thermodynamique. Il posséde des propriétés spécifiques issues du groupe de renormalisa-
tion, qui y implique des propriétés d’invariance d’échelle et qui se traduisent par la loi
d’échelle. Elle est universelle et ne dépend pas des détails de I’interaction, car la longueur
de corrélation devient infinie au point critique. Ainsi, La connaissance du nombre de di-
mensions de 1’espace physique et de la dimension du paramétre d’ordre permet souvent
de prédire le comportement du systéme et définit sa classe d’universalité [7].

Nous allons dans ce chapitre appliquer les concepts du groupe de renormalisation
dans le cadre de la transition de phase liquide-gaz. Nous rappellerons les caractéristiques
fondamentales des transitions de phase du deuxiéme ordre. Nous introduirons les effets
de taille finie & travers le modéle de Fisher. Nous 'utiliserons dans le modéle du gaz sur
réseau pour déterminer quelle est la déviation des exposants critiques dans un systéme
fini, par rapport & un systéme infini, en incluant un volume défini en moyenne. Nous
définirons les fragments dans le modéle du gaz sur réseau. Ensuite nous montrerons notre
méthode pour extraire les exposants et la température critique, ainsi que nos résultats.
Enfin, nous discuterons I'influence du choix de ’ensemble statistique.

5.1 Caractéristiques principales des transitions de phase
du deuxiéme ordre

Lors d’une transition de phase du second ordre, les potentiels thermodynamiques sont
continus ainsi que ses dérivées premieres. Certaines dérivées secondes divergent, comme
la capacité calorifique ou la compressibilité. Ainsi la chaleur latente n’est pas définie et
il n’y a pas coexistence de phase. La longueur de corrélation, associée a la fonction de
corrélation pour le paramétre d’ordre, diverge: les fluctuations du parameétres d’ordre
sont invariantes par changement d’échelle, ce qui implique des comportements en loi de
puissance.

La variation de toute grandeur thermodynamique prés du point critique est une loi en
puissance. Par exemple, dans le modéle d’Ising, la magnétisation M(T') & la température
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T s’écrit:

M(T) « (Te — T)?

autour de la température critique T¢ ; B est un exposant critique.

Deux exposants critiques indépendants caractérisent chaque classe d’universalité. Dans
le cadre de la transition liquide-gaz, 8 = 0.327 et v = 1.239. Les exposants critiques sont
reliés entre eux par les lois d’échelle [28].

Nous nous sommes intéressés & la transition liquide-gaz. La classe d’universalité est
donnée par le type d’interaction et le paramétre d’ordre. Nous avons vu que ces carac-
téristiques sont analogues & celles du modeéle d’Ising: les potentiels d’interaction sont
analogues et le parameétre d’ordre, qui est la différence des densités liquide et gaz, se
rameéne 4 la magnétisation du modéle d’Ising. Au point critique, le comportement d’un
fluide ou d’un systéme de spins a les mémes propriétés, et donc les mémes exposants
critiques. On s’attend donc & observer:

(pz — pc)(T) ~ (Tc —~ T)*

Les fluctuations du parameétre d’ordre étant des fluctuations en densité, la divergence
de la longueur de corrélation implique que les fluctuations en densité, i.e. en taille des
fragments, sont invariantes d’échelle dans le cadre de la transition liquide-gaz.

5.2 Lois d’échelle dans la distribution des fragments

En toute rigueur, les phénomeénes critiques ne peuvent pas apparaitre dans les systémes
finis car la longueur de corrélation ne peut pas diverger. Toutefois des comportements
analogues 4 une transition de phase du deuxiéme ordre peuvent s’observer si la longueur
de corrélation atteint la taille du systéme. De fagon générale, tout divergence des variables
thermodynamique sera remplacée par un pic dans les sytémes finis. Cette problématique
revient & extraire des signaux critiques malgré la taille finie du systéme, ce qui est connu
sous le nom de “finite size scaling”.

Dans ce cadre, pour la transition liquide-gaz, le parameétre d’ordre, qui est quasiment
équivalent a la densité liquide (pg << pL), varie comme la taille du plus gros fragment.
Ainsi, la taille du plus gros fragment devrait suivre une loi d’échelle autour du point
critique thermodynamique.

L’utilisation du groupe de renormalisation pour caractériser les fragments peut étre
illustrée dans un modele percolatif [2]. Chaque site d’un réseau est caractérisé par une
probabilité de lien p avec un voisin. Il est possible de définir des fragments selon les sites
plus proches voisins connectés. La probabilité critique pc est définie lorsqu’un fragment
de taille infinie apparait dans le réseau de taille infinie. L’une des observables d’intérét
est le nombre moyen de fragments de taille A, n(A, p). L’invariance du comportement de
n(A,p) par changement d’échelle \: A — AA permet d’écrire, autour du point critique

Pc:

n(A,p) x A~"elppel'l?
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Cette expression reproduit correctement le comportement de n(A,p) en fonction de p
dans la limite des grandes tailles A et définit une loi d’échelle pour n(A,p). o et T sont
les exposants critiques.

Afin d’aller plus loin, nous utilisons le modéle de Fisher [43], qui est adapté a la
fragmentation d’une goutte liquide et décrit son passage de I’état liquide & 1’état gazeux.
Dans ’ensemble canonique, & la température T, la taille des fragments A se distribue
selon la loi d’échelle:

n(A,T) x e (An)+f2(A,T-Tc) (5.1)

ou T¢ est la température critique et Au la différence de potentiel chimique entre le liquide
et le gaz. Cette loi d’échelle provient de 1’invariance du nombre moyen de fragments de
taille A par un changement d’échelle A — AA. A 1’équilibre, dans la zone de coexistence,
Ap =0 (fL = 0) et f; représente I’énergie libre de surface pour un goutte liquide de taille
A, 3 un facteur de température prés. Cette loi d’échelle est observée dans les expériences
de physique nucléaire [44] [45] [46] et de physique des agrégats [12].

Nous utilisons 1’équation 5.1 sous la forme:

n(A,T) o< A~ f(A°(T — Tc)) (5.2)

ol nous explicitons A" et le terme de surface, relié 3 o ; f est la fonction d’échelle. Dans un
systéme infini, dans la classe d’universalité liquide-gaz, 7 = 2.2 et o = 0.64. Les exposants
critiques thermodynamiques 8 et « se déduisent des lois d’échelle [28]:

T—2

ﬂ:

g

3—71
o

’y:

Nous nous proposons maintenant de valider I’équation 5.2 dans le modéle du gaz sur
réseau dans le cadre d’un ensemble canonique dans lequel le volume est défini en moyenne.

5.3 Application au modéle du gaz sur réseau

Afin de travailler sur les fragments, nous devons les définir dans le cadre du modéle
du gaz sur réseau. La premiére approche consiste & définir les fragments issus des tirages
Metropolis comme un ensemble de sites avec les plus proches voisins occupés: ceci cor-
respond a des “fragments d’Ising”. Or, au point critique thermodynamique, ces fragments
ne suivent pas la loi attendue dans 1’équation 5.2.

5.3.1 Algorithme Coniglio-Klein

Une définition des fragments cohérente avec la thermodynamique du modéle est obte-
nue si I’on contraint les distributions en fragments & suivre une loi en puissance (équation
5.2) au point critique thermodynamique. Ceci est assuré en appliquant ’algorithme de
Coniglio et Klein. Ils ont démontré [47] dans le cadre du modéle d’Ising canonique
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que les liens d’Ising sont brisés avec une probabilité de Boltzmann exp (— 2—‘T—), ouT
est la température et € 1’énergie associée au lien, i.e. I’énergie d’interaction entre deux
proches voisins. Ainsi la probabilité de lien actif de Coniglio-Klein est donné par:

Pck =1 — exp (_2LT) (5.3)

La probabilité de lien actif vaut, dans le modéle du gaz sur réseau [48]:

T P21
[ Prel A
PLG—PMB(Z” <5) (5.4)

oll pyp dénote la distribution de type Maxwell-Boltzman ; pre; = p1 — p2 est 'impulsion
relative entre les deux sites, et g = m/2 la masse réduite.

pok est un critére local percolatif; prg est un critére & deux corps dans 1’esprit d’un
modéle dynamique. Toutefois pre est une fonction de €¢/T comme pgx car pyp est la
probabilité de Maxwell-Boltzmann, donc dépendante de la température:

PLG (i) = <0 N Plae? et/ 2T dpyel
T fooo e"’ae' /2deprel

et qui vaut:

€ - 4 = 2 _“2
PLG (T) =1- —\7—7;/ c/Tu e ¥ du (5.5)

S. Das Gupt;a, et al. [48] ont montré que pcx ~ prg. En effet un développement de
Laguerre de ’équation (5.5)s’écrit :
€

pra (T) =1—e—€/2T (co + c1La(€/T) + w.caLn(e/T) + ...)

ot ¢p ~ 0.911, ¢; ~ 0.177 et c; ~ 0.041 et L, sont les polynémes de Laguerre dans la
limite de haute température € << 2T o1 ’on retrouve bien Coniglio-Klein. Que les deux
fonctions se ressemblent pour des valeurs habituelles de € et de T' que nous utilisons peut
se voir dans la référence [48] o les deux expressions sont représentées explicitement 1’une
sur 'autre.

X. Campi et H. Krivine [18] [49] proposent un troisiéme algorithme. Le lien est gardé
avec une probabilité:

g T r’
PB (T) =Pup\ - <€ (5.6)
i.e. un algorithme local de type énergétique. Vu que la distribution d’énergie relative
P2, /2p est maxwellienne comme la distribution d’énergie p?/2m ;

s () =rer (7)

car on peut suivre la méme démarche que pour 1’équation 5.5 et faire ensuite ’expansion
de Laguerre comme plus haut. X. Campi et H. Krivine ont en plus démontré [50] que cet
algorithme implique en moyenne une énergie de séparation positive pour les fragments
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(énergie de liaison négative). En effet si la particule est liée au fragment par un seul lien
I’énergie de séparation est:

En = ¢—p*/2m

et ps (%) = p(En > 0), ott I'on a négligé I’énergie du centre de masse du fragment par
rapport 4 1’énergie de la particule ( & un facteur A plus petite). Si la particule est liée par
deux liens nous avons:

En = 2¢ - p*/2m

et p(Ex > 0) = pp(2¢/T). D’un autre c6té la probabilité qu’au moins 1’un des deux liens
soit actif (et donc que la particule appartienne au fragment) est :

pB(2 liens) = 2pp (%) ) (%)

ol le deuxiéme terme évite le double comptage des liens. L’équation 5.6 correspond dans
ce cas & garantir en moyenne une énergie de séparation positive si:

pa (%) =23 (7) - (7)

ce qui implique que:

avec a une constante arbitraire, ce qui est (approximativement) vrai avec @ = —1/2
comme on vient de le montrer avec ’expansion de Laguerre.
On peut donc résumer que:

PB (%) = PLG (%) ~ pcK (%) (5.7)
ce qui implique:
~ les fragments que nous considérons sont compatibles avec ceux définis par Coniglio
et Klein, donc critiques, au point critique;

— ils sont identiques & ceux de Campi-Krivine, donc notre algorithme peut &tre vu
comme une approximation pour traiter I’évaporation secondaire, bien que le critére
soit & deux corps.

5.3.2 Volume
Volume défini aux bords

Les considérations sur les fragments doivent &tre mises en paralléle avec la thermo-
dynamique. Pour cela, nous raisonnons dans un plan température-densité. Dans le cadre
de ’ensemble canonique, avec un volume défini par les conditions aux bords, la zone de
coexistence est représentée sur la figure (5.1). Elle a été calculée par F. Gulminelli et Ph.
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Chomaz dans un réseau 8x8x8 en mesurant pour chaque température le point de croise-
ment de la branche liquide et de la branche gaz dans le plan potentiel chimique - pression.
Ces deux derniéres variables ont été obtenues par dérivation numérique de la fonction de
partition canonique isochore, calculée directement & partir des distributions en énergie
[6] [14]. Le point critique est & densité po/2 et la courbe est symétrique par rapport 4 ce
point. Ceci est dfl & la symétrie des rdles joués par les occupations et les vacances. Un
comportement similaire est observé dans le modele d’Ising [20]. Dans la référence [6], des
comportements critiques sont mis en évidence pour toutes les densités. A haute densité
apparait la ligne de Kertész [21], qui correspond & une loi d’échelle respectée au-dela de la
densité critique. Elle peut s’interpréter comme une limite percolative, i.e. ’effet de la géo-
métrie domine les interactions. A l'intérieur de la coexistence, un comportement critique
est également observé. Ceci peut apparaitre contradictoire: des comportements caracté-
ristique du second ordre sont observés dans la zone de transition de phase du premier
ordre. Ce comportement y est interprété comme étant di aux effets de taille finie.
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F1G. 5.1 - Zone de coezistence pour un réseau de taille 82828 (ligne) et ligne d’observation
des comportements critiques (points) [6].

Choix de ’analyse & volume moyen constant

Toutes ces études ont été effectuées pour des systémes fermés par des conditions aux
limites périodiques ou non. Toutefois nous avons vu que ces calculs n’étaient pas adaptés
aux systémes ouverts pour lesquels le volume n’est pas défini par les conditions aux limites,
mais peut étre au mieux contraint comme un rayon moyen constant. Il est donc légitime de
se poser la question de I’effet de la définition du volume sur les lois d’échelle. Il est possible
que la loi d’échelle ne soit pas respectée. On peut également envisager que, méme si la loi
d’échelle reste valide, les exposants critiques soient fortement modifiés par la contrainte
en volume. Pour faire cette étude, nous avons choisi un volume moyen tel que:

<p>= Dol s
Po=VST3
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< V > est gardé constant et nous faisons varier la température. En effet, dans la
référence [6], aucune loi d’échelle n’est mise en évidence si I’on fixe la température et que
la densité varie. Nous suivons la démarche de cette référence en fixant le volume.

En outre, 'introduction d'un ensemble isobare nous permet de définir deux variables
de travail : ]a pression et le volume. Nous montrerons par la suite que la pression constante
ne permet pas d’observer une loi d’échelle.

5.4 Meéthode de détermination des exposants critiques

Nous allons déterminer les exposants et la température critiques & partir des distri-
butions en masse des fragments n(A, T'). Les propriétés de la loi d’échelle (équation 5.2)
permettent de considérer deux points particuliers:

a. Le maximum de production des fragments de taille A est directement pro-
portionnel & A~". En effet, pour une température T = Tpn.-(A), n(A, T) est maximum et
on peut écrire Nupmaz(A) = (A, Tnoz) = A™" fmaz 00 finaz = f(Tmaz) est le maximum de
la fonction d’échelle. Celui-ci est atteint pour une valeur zmgz = A%(Tinaz — Tc). Cette
fonction a toujours un maximum car elle est positive et nulle & chaque extrémité de son
domaine de définition.

b. Au point critique, la distribution en taille des fragments de taille A est
proportionnelle & A™". En effet, & la température critique T¢, on a: n(A,Tg) = A~" £(0).

Notre méthode se décompose en trois étapes:

1. Le point a., i.e. la recherche des maxima de production nmez(A) = n(A, Tres) =
A7" fnaz, conduit naturellement & calculer I’exposant 7, que nous notons gz ;

2. Le point b. nous permet de calculer la température critique T¢ en cherchant a
reproduire la distribution des fragments par une loi de puissance de coefficient Ty, ;

3. Enfin, connaissant T,,, et T¢, ’exposant & sera calculé en considérant la position
du maximum de f, Zmaz = A% (Trez — Tc)

Nous allons illustrer précisément cette méthode, étape par étape, pour un systéme de

108 particules dans un réseau 12x12x12. Le volume moyen est fixé & 108.

5.4.1 Distributions en masse

Nous partons des distributions canoniques en masse, en conservant le volume moyen
constant. Les températures imposées varient de 3 & 10MeV, avec un pas de 0.5MeV.
Quelques distributions typiques sont représentées sur la figure (5.2). A basse température,
un gros fragment est toujours présent A, ~ 80; & haute température, la distribution est
exponentielle. Pour une température intermédiaire, que nous évaluerons a posteriori, la
distribution ressemble & une loi en puissance.

Nous pouvons déja observer les effets de taille finie. La plage de masses explorées
dépend de la température considérée. Par exemple, pour une température de 8.5MeV,
les fragments ont tous une taille inférieure & 30. Ces effets de taille finie nous posent
probléme surtout a la température critique, car seul un intervalle donné en masse aura le



72 Chapitre 5. Analyse des fragments

F1G. 5.2 — Distributions en masse canoniques pour un systéme de A = 108 particules dans
un réseau 12zx12r12 en coordonnées logarithmiques pour une température sous-critique,
B~ =3.5MeV (ligne continue); sur-critiqgue 3~ = 8.5MeV (ligne tiretée); proche de la
valeur critique (B~ = 6.1MeV ). Le volume moyen est maintenu constant a 108.

comportement attendu en loi de puissance (point b. du paragraphe précédent). Nous avons
choisi de limiter notre étude aux masses [4:18]. Donner a priori une telle contrainte sur
’analyse ne peut étre satisfaisant et demande & étre étudié avec précision. En restraignant
I’étude arbitrairement & un petit intervalle de masses, toutes les distributions en masse
ressemblent & des lois de puissance de pentes différentes. D’un autre c6té, le changement de
pente dans la loi de puissance apparente indique clairement la taille & partir de laquelle les
effets de taille finie biaisent les distributions (A =~ 20 dans ’exemple de la figure (5.2)). Si
’on ne considére que les masses inférieures a cette taille limite, aucune différence notable
par rapport aux résultats présentés ici n’apparait en restreignant 1’intervalle de masses
considéré.

5.4.2 Deétermination de 7

Y

La premiére étape consiste & calculer les maxima de production des fragments de
taille A et la température Tina, qui leur correspond. Si nous avons 3 faire & un systéme

critique les maxima npq-(A) devraient suivre une loi en puissance de pente 7 donné par
Nmaz(A) x A77.

Maximum de production

Pour le systéme étudié, le taux de production des fragments de taille donnée est
représenté en fonction de la température sur la figure (5.3) pour les masses de 9 4 12, en
illustration. Afin de déterminer le maximum pour chaque A, nous sélectionnons les trois
valeurs les plus élevées de n(A,T) |4 et nous effectuons une régression parabolique sur
les trois points, comme le montre la figure(5.4). Par exemple, la température 7T},,, pour
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A =9 est estimée & 8.82MeV, ce qui est en accord avec la figure (5.3).

O B 'I’T(JE;;

F1G. 5.3 - Mazimum de production des fragments de A = 9 & A = 12 pour un volume
moyen constant de 108. La ligne épaisse rejoint les mazima déduits du fit pour chaque A.

Calcul de 7,4,

La figure (5.5) représente le maximum de production pour chaque A en coordonnées
logarithmiques. Nous obtenons une droite. La distribution des maxima est bien une loi en
puissance. Il semble que le systéme est critique. Nous effectuons une régression linéaire sur
’ensemble des points pour obtenir un exposant que nous notons 7,,,,. La valeur obtenue
est 2.1.

5.4.3 Détermination de la température critique

Nous avons vu au paragraphe 5.2. que la température critique T est en principe celle
pour laquelle la distribution en masse suit le mieux une loi en puissance d’exposant 7. Afin
de déterminer cette température, nous calculons la pente 7(T') pour chaque distribution
en masse canonique sur la plage en A que nous avons définie. L’intersection de (T)
aVeC Tymqr donne la température critique, comme le montre la figure (5.6). Or 7 coupe en
deux températures “critiques” Tg; = 6.11MeV et Tog = 8.82MeV. Elles sont notablement
différentes, puisqu’elles ont plus de 2M eV d’écart. Il a déja été montré [14] que la deuxiéme
température fournit une trés mauvaise loi d’échelle. Nous le vérifierons au paragraphe
3.3.5. Nous pouvons vérifier que la qualité de la régression est satisfaisante. Nous avons
également représenté la distribution en masses pour une température proche de T, sur
la méme gamme de masses. Les deux distributions aboutissent a la méme pente, ce qui
montre la cohérence de nos résultats.
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F1G. 5.4 — Mazimum de production des fragments de taille A =11 en fonction de la tem-
pérature (symboles), pour un volume moyen constant de 108. La régression est représentée
par la ligne.

al A i Il I 1 i 1
1.2 14 18 18 2 22 24 28 28

Ln(l‘A)

FiG. 5.5 - Marimum de production des fragments de taille A en fonction de A en co-
ordonnées logarithmiques(points) et la régression (ligne); distribution en masse pour une
température proche de la température critique (carrés).
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F1G. 5.6 — Pente des distributions en masse 7(T) sur un intervalle de masses [4 : 18]
(points et ligne); tiretés: Tmar; pointillés: intersections Tg; = 6.11MeV et Tg, =
8.2TMeV.

5.4.4 Détermination de ¢

Enfin, la détermination de o nécessite 'utilisation de T),,-. En effet nous avons vu
que pour un systéme critique la loi d’échelle fait intervenir une fonction universelle f(z)
ot z = A’(T — T¢) ; le maximum de cette fonction se trouve donc 4 une température qui
respecte Tpmgz = A% (Tmaz(A) — Tc).

Nous représentons, pour chaque A, T;,,.(A) — T¢ en fonction de A. Si le systéme est
critique, cette distance au point critique est une loi de puissance.

La pente de (Tnae — Tc) en fonction de A sur la figure (5.7) donne directement 1’ex-
posant o. Celle-ci est calculée par une régression linéaire. La valeur obtenue est ¢ = 0.6,
ce qui est trés proche de celle du systéme infini.

Il est & noter que la qualité des points pour la régression en o est bien moins bonne que
pour 7. Ceci est dt au fait que les distributions en température pour chaque taille (figure
(5.3) sont relativement plates autour du maximum nm.z(A). En conséquence, ’erreur sur
Tmos est assez grande. Cette détermination devrait &tre améliorée en prenant une forme
mieux adaptée que la parabole dont les parameétres seraient cherchés en utilisant plus de
points. Une méthode recherchant ’annulation de la dérivée premiére de n(A,T) pourrait
aussi étre envisagée. Les résultats de la régression sont donnés en ligne épaisse sur la figure

(5.3).

5.4.5 Fonction d’échelle

La qualité de la fonction d’échelle constitue notre critére de validité du comportement
critique (équation 5.2). L’existence d’une fonction d’échelle est vérifiée si chaque contribu-
tion de A et de T se superpose aux autres. Elle est reconstruite en représentant n(A).A”
en fonction de A’(T — T¢) sur la figure (5.8). Nous pouvons conclure que la qualité de
la fonction d’échelle est remarquable compte tenu du fait que le systéme ne contient que
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os | 4

‘I' Ln(lA)

FiG. 5.7 - La grandeur (Tha: — Tc) en fonction de A en coordonnées logarithmiques
(points) et régression linéaire (ligne).

108 particules et posséde des surfaces diffuses. Sur la figure (5.9), ’analyse critique est
présentée, mais la valeur de la température critique est fixée & T, ; c’est la température
qui correspond au deuxiéme croisement de 7(T') et Tp,,, (figure (5.6)). La valeur de 1’ex-
posant o est bien plus basse (0.3) et la fonction d’échelle est d’une qualité médiocre. En
conclusion T¢; ne peut étre considérée comme la température critique.

kb 3 “’I
TN @ (Mey)

F1G. 5.8 — Fonction d’échelle reconstruite & partir de toutes les masses considérées ; chaque
symbole représente la contribution d’une taille de fragment et de température.

5.4.6 Méthode du y?

La valeur de 7 = 7,0, déterminée & partir des maxima de production et la température
critique To peuvent étre comparées 3 celles provenant d’autres méthodes. La méthode du
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F1G. 5.9 — Analyse critique pour A =108 @ < V >= 2V, pour un systéme diffus avec Tg;.

x? exploite le fait que la distribution canonique en masses est une loi en puissance seule-
ment au point critique: pour chaque température, la distribution en masse est interpolée
au mieux par une loi en puissance minimisant la fonctionnelle:

X}(T) = Z4< (In(n(4, T)) — b+ ryalnA)®

avec deux paramétres b et 7,. L’exposant critique 7 est identifié & la valeur de 7,22 & la

température TCx2 qui correspond au minimum de x2. A, est le nombre total de particules
dans le réseau.

» 192

FIG. 5.10 — La racine de x? est représentée en fonction de B~'. Elle est minimale pour
B! =6.5MeV. Ceci correspond ¢ 7 = 2.0.

x? est représenté sur la figure (5.10) en fonction de la température. Il est minimal pour
Tey2 = 6.5MeV, ce qui donne 7,2 = 2.0. Compte-tenu des incertitudes liées aux effets
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de taille finie, ces valeurs sont compatibles avec celles obtenues au paragraphes 1.3.2. et
1.3.3. On peut remarquer que dans la référence [14], la fonction d’échelle est trés sensible
a la valeur de T¢ : malgré Te,2 ~ Tg, la température T¢,a y fournit une fonction d’échelle
de moins bonne qualité que T¢.

5.5 Influence de la taille et du volume

5.5.1 Taille de la source

L’étude menée nous a montré qu’un systéme dont le volume est connu en moyenne, et
dont les surfaces sont importantes, peut respecter la loi d’échelle (5.2). On peut se poser
la question de savoir jusqu’a quelles contraintes la loi d’échelle est observée en systéme
fini. Pour cela, nous nous plagons dans un cas “défavorable”, ot le systéme contient peu de
particules (A = 40). Nous nous intéresserons ensuite & ’évolution des exposants critiques
en fonction de la taille de la source. Pour chaque systéme, nous avons contraint le systéme
en volume moyen tel que < p >= po/2.

Pour le systéme 40 particules, I’analyse critique est représentée sur la figure (5.11).
La qualité de la fonction d’échelle est remarquable. Toutefois il est important de noter
que les régressions linéaires sur 7 et o sont effectuées sur une gamme en masses trés
restreinte. En effet, la petite taille de la source nous oblige & sélectionner des masses
entre 7 et 14 (paragraphe 4.3.1.). En premiére conclusion, le comportement critique reste
qualitativement observé et la loi d’échelle est valide, mais seulement sur une gamme
restreinte de masses.

s
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FIG. 5.11 - Analyse critique pour A = 40 particules @ < V >= 2V;. Les symboles et les
lignes ont la méme signification que dans les figures (5.5), (5.7) et (5.8).

Pour un systéme de 216 particules, I’exposant 7 est calculé sur une plage de masses
entre 4 et 20, comme le montre la figure (5.12). Il est difficile d’obtenir une régression
correcte sur o. Ceci est dd & la détermination de Ty,,, comme nous I’avons évoqué au
paragraphe 1.3.4. La qualité de la fonction d’échelle est tout & fait comparable & celles
obtenues précédemment. Pour mieux quantifier ceci, il serait intéressant de donner une



5.5. Influence de la taille et du volume 79

Taille T Tc(MeV) o
40 [1.7+03| 43+04 |0.6+0.2
108 |2.1+0.1} 6.1+0.4 |0.6+0.2
216 |22+0.1| 7.1+04 |0.7+0.2

TAB. 5.1 - Ezposants critiques pour différentes tailles de sources & < p >= po/2.

estimation quantitative de la loi d’échelle. Ceci peut étre fait dans 1’esprit du test du x?
[22].

Nous avons étudié l'influence de la taille de la source, de A = 40 &4 A = 216. Le
tableau (5.1) récapitule I’ensemble des résultats. Les barres d’erreurs sont évaluées en
modifiant I’intervalle de masses considérées. Quelle que soit la taille de la source étud’ée,
les exposants critiques sont globalement les mémes. La température critique décroft avec
la taille. o varie peu mais 7 décroit avec la taille, il tombe méme au-dessous de 2 pour
A = 40, ce qui ne pose pas de problémes pour un petit systéme, contrairement au systéme
infini pour lequel les valeurs de 7 inférieures ou égales a 2 sont interdites.
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F1G. 5.12 — Analyse critique pour A = 216 particules ¢ < V >= 2V,. Les symboles et les
lignes ont la méme signification que dans les figures (5.5), (5.7) et (5.8).

5.5.2 Volume

Nous avons jusqu'’ici gardé la contrainte d’un volume moyen tel que < p >= po/2.
Nous allons d’abord déterminer ’influence de la définition du volume, puis de sa valeur
numérique. Ceci permettra également de caractériser la robustesse de la loi d’échelle selon
les différentes contraintes.

Influence des conditions aux bords

Pour un nombre de particules identique (A = 108), nous avons considéré
trois types de volumes [38]:

1. un cube avec des conditions périodiques ;
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Systéme T Tc(MeV) o
1 20+0.1| 6.5+0.4 | 0.84+0.2

2 20+0.1| 6.0+04 [0.7+0.2

3 1.94+01 | 62404 | 0.7£0.2

4 21+0.1| 6.1+0.4 | 0.6+0.2

TAB. 5.2 — Résultats de l’analyse critique pour différents profils de densité pour A = 108.

2. le méme cube, mais sans conditions périodiques;

3. une sphére & bords francs ayant le méme volume que 1. et 2.

Le choix de ces types de surface nous permet d’établir plusieurs comparaisons:
— Les systémes 1. et 2. sont identiques, mais 2. posséde des surfaces;

— Les systémes 2. et 3. ont le méme volume, mais une géométrie différente;

— Enfin, le systéme 3. pourra étre comparé au systéme que nous avons largement
étudié dans le paragraphe 1.3., que nous noterons 4. Leur géométrie est identique
mais 4. a des bords diffus.

Afin que ces comparaisons soient cohérentes, nous avons choisi de nous placer a pg /2.
Ainsi les systémes 1., 2. et 3. ont un volume de 24 = 216, et 4. garde la propriété
< p >= po/2. L’analyse des fragments pour les systémes 1., 2. et 3. a été effectuée selon
la méthode présentée en 1.3. Le tableau (5.2) regroupe ’ensemble des résultats obtenus.
La qualité et la valeur des exposants critiques est comparable quelle que soit la surface.
Les différences observées pour la température critique peuvent étre liées aux différents
profils de densité du systéme. Ceci est en accord avec des calculs précédents [21] [14].
Cela démontre que le comportement critique est trés robuste, peu sensible & la forme de
la source et au profil de densité.

Influence de la densité

L’étude d’un cube avec des conditions aux bords a été faite pour différentes densités
dans la référence [14]. Nous allons maintenant nous intéresser au systéme de A = 108
particules dont le volume est connu en moyenne. Nous imposons un volume moyen double
de celui du systéme 4: < V >= 216, soit < p >= po/4. Nous obtenons 7 = 2.1 + 0.1,
Te = 5.4+ 0.4MeV et 0 = 0.8 £ 0.2. Quel que soit le volume moyen imposé, les expo-
sants critiques changent peu. La température critique semble décroitre lorsque le volume
augmente. Une étude plus détaillée est nécessaire pour comprendre quantitativement la
dépendance en volume des comportements critiques.

La figure (5.13) représente la température critique T¢ en fonction de la densité ramenée
en unités p/po.

Cette figure nous indique clairement que la température critique dépend fortement de
la densité considérée. Ceci correspond & ce que nous avions envisagé au paragraphe 4.4.
Ainsi Te n’est pas caractéristique du point critique thermodynamique, contrairement a



5.5. Influence de la taille et du volume 81

F1G. 5.13 — Température critique en fonction de la densité normalisée pour A = 108 dans
l’ensemble canonique avec un volume moyen.

la situation a la limite thermodynamique: la corrélation entre fragments et thermody-
namique n’est pas directe [23]. Ce comportement avait déja été observé dans 1’ensemble
isochore, ou les phénomeénes critiques survivent dans la zone de coexistence, & cause des
effets de taille finie [6].

L’analyse thermodynamique nous a montré que la densité critique était d’environ 0.053
en unités de pas de réseau™ (chapitre 3.3.3.). Ceci signifie que les calculs présentés sur la
figure (5.13) sont & des densités surcritiques. L’observation de lois d’échelle 3 haute densité
suggére des effets de géométrie (i.e. transition percolative [21]). Expérimentalement les
lois de puissance dans les fragments s’accompagnent de la mesure de capacité calorifique
négative: il est donc important d’étendre cette étude & la zone de coexistence. Des calculs
préliminaires [39] montrent que la loi d’échelle reste conservée, malgré la trés faible densité
du systéme. La température critique serait de 4.10MeV pour p/po = 0.05 et 3.90MeV
pour p/po = 0.04. Ceci tendrait & prouver qu’un comportement critique reste observé
a l'intérieur de la zone de coexistence, dans un cadre microcanonique avec un volume
moyen.

5.5.3 Conclusions

Les exposants critiques de la classe d’universalité liquide-gaz (r = 2.2 et o = 0.64)
ont été retrouvés, aux incertitudes prés, dans les différents systémes étudiés. Ces résultats
sont comparables & ceux du modele d’Ising [23]. Les surfaces, introduites en considérant
un volume moyen, influencent peu les exposants critiques et ne détruisent pas la fonction
d’échelle: ’observation de la loi d’échelle est un signal robuste. La dépendance de la
température critique en fonction de la taille du systéme et du volume considéré a été mise
en évidence.
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Nous pouvons comparer les valeurs obtenues en 7 et o & celles des expériences de
physique nucléaire :
- 7 =213+0.02 et 0 = 0.67 £ 0.1 pour les collisions périphériques en Au + Au 3
35A.MeV par MULTICS [44];
- 7=2.2210.1et 0 =0.64 £0.05 par EOS [45];
= 7 =2.00%0.01 et 0 = 0.64 £ 0.05 par ISIS [46].

Ces valeurs sont tout & fait cohérentes avec celles de la transition liquide-gaz.

Tous les résultats théoriques présentés ont été calculés en gardant le volume constant.
Or d’autres transformations sont possibles. En particulier nous pouvons fixer la pression
ou le multiplicateur de Lagrange. Nous allons évaluer ’influence de ce choix.

5.6 Choix de la grandeur fixée

L’ensemble isobare introduit au chapitre (1) fait intervenir le volume moyen et la
pression. Nous avons choisi dans ce paragraphe d’évaluer la fonction d’échelle pour une
valeur de ) fixée. Le systéme contient 108 particules dans un réseau 12x12x12. Nous avons
gardé la méme plage en température et le méme intervalle de masses que dans 1’analyse
du paragraphe 4.3. L’analyse critique est représentée sur la figure (5.14). Elle conduit &
T=21,0=05¢et Toc =7.0MeV.
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F1G. 5.14 - Analyse critique pour A = 108 particules dans un réseau 12x12z12za ) = 0.1.

Bien que la régression sur 7 reste robuste, celle de o est beaucoup moins précise. En
outre, méme si la loi d’échelle reste qualitativement observée, elle est détériorée: f se
disperse de 22% autour de sa valeur maximum, contre 11% & < V >= 108. La valeur
de P'exposant critique 7 est proche de ce que nous avons déja observé, mais o a une
valeur inférieure. Ceci nous indique que le choix du volume constant reste approprié dans
I’étude des comportements critiques. Toutefois I’existence d’une loi de puissance est une
propriété trés robuste, seule la fonction d’échelle et la recherche de ¢ sont sensibles i la
transformation considérée lors de I’étude d’un comportement critique.
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5.7 Choix de I’ensemble statistique: 1’ensemble micro-
canonique

Les calculs précédents ont été menés dans ’ensemble canonique. Nous nous intéressons
au choix de ’ensemble microcanonique, afin de faire le lien avec les calculs thermodyna-
miques du chapitre (3). Cette étude permettrait en outre de savoir si des comportements
critiques restent observés dans I’ensemble microcanonique. Alors que la température est
utilisée comme paramétre critique dans 1’ensemble canonique, nous utilisons 1’énergie E
dans ’ensemble microcanonique. Ceci revient & écrire la loi d’échelle (équation 5.2) sous
la forme:

n(A,E) = A7 f(A°(E - Eg))

Cette étude compléte est actuellement en cours [39]. Nous nous proposons ici d’étudier
des distributions en masse microcanonique, en fixant la pression. L’étude & volume moyen
fixée devrait &tre également développée, elle est également en cours [39].

5.7.1 Générer des partitions microcanoniques

Nous avons choisi la pression sous critique du chapitre (3), section 2.

Alors que la thermodynamique microcanonique peut &tre simplement déduite des dis-
tributions canoniques d’énergie (équation 3.3), il n’en est pas de méme pour les fragments.
Les distributions en masses microcanoniques ont été calculées de la fagon suivante: nous
faisons des itérations Metropolis canoniques afin de nous fournir la valeur de 1'énergie
moyenne < E > pour les (3, P) considérés. Ceci nous permet de nous placer & une
température pour laquelle < E > est proche de I’énergie microcanonique étudiée. ité-
rations Metropolis canoniques, mais en ne conservant que les événements dont 1’énergie
est comprise entre < £ > —AE et < EF > +AE. AF est la précision de nos tirages
microcanoniques que nous avons fixé & 0.1 MeV. La méthode est représentée schémati-
quement sur la figure (5.15) pour les phases pures et la phase mixte. Pour cette derniére,
nous recherchons les événements qui ne sont pas les plus probables. En conséquence, les
distributions microcanoniques sont différentes de celles issues d’un calcul canonique.

5.7.2 Distributions en masses microcanoniques

Nous avons calculé les distributions en masses & trois énergies différentes : E = 1.375A.MeV
dans le quasi-liquide, E = 2.475A.MeV dans la coexistence, et E = 3.410A.MeV dans le
quasi-gaz (figure (3.7)). Les distributions sont représentées sur la figure (5.16).

La distribution du plus gros fragment & E = 2.475A.MeV nous indique que le quasi-
liquide et le quasi-gaz coexistent a I'intérieur de la méme partition. Dans le cadre canonque
la coexistence s’interpréte comme la présence, & la méme température, de partitions de
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F1G. 5.15 — Tri microcanonique & partir des distributions d’énergie totale a un B donné
autour de < E > a AE prés dans le quasi-liquide ou le quasi-gaz (gauche) et la coezistence

(droite).
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FI1G. 5.16 - Distributions en masse microcanoniques pour l’ensemble des fragments (points)
et pour le plus gros fragment (tiretés) évaluées & une énergie correspondant & la branche
liquide de la courbe calorique (gauche); a la branche gazeuse (droit); et & la 20ne de
capacité calorifique négative (centre); ligne continue : loi de puissance d’ezposant T = 2.3.
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type liquide (contenant un fragment de taille trés supérieure aux autres et comparable 3
la taille du systéme, analogue au fragment percolatif infini dans la limite d’un réseau de
taille infinie) et de partitions de type gaz (o le fragment percolatif a disparu et tous les
fragments sont comparables en taille). Dans ’ensemble microcanonique la situation est
différente : le fait que la distribution du plus gros fragment, bien que large dans la zone de
coexistence, s’annule pour A — 0 démontre que dans chaque partition une portion quasi-
liquide coexiste en contact avec une portion quasi-gaz. Ceci est en net contraste avec la
thermodynamique standard et est confirmé par les expériences de physique nucléaire dans
lesquelles une bimodalité dans la distribution en taille du plus gros fragment n’a jamais été
observée. Ceci se comprend bien car, méme si les données ne sont pas explicitement triées
en énergie, le tri en parameétre d’impact sélectionne une distribution d’énergie déposée
relativement étroite [?].

Nous avons tenté de mettre en évidence un comportement en puissance, d’exposant
T = 2.3 pour la distribution en masse & E = 2.475A.MeV sur la figure (5.16). La valeur
T = 2.3 est en effet proche de ce que 1'on attend dans la classe d’universalité liquide-gaz.

Cependant, une régression de meilleure qualité serait obtenue pour 7 = 2.7. Un com-
portement critique pourrait donc &tre observé, mais les exposants critiques pourraient étre
largement différents par rapport au cas canonique. Il est également envisageable que la
valeur de 7 tende vers 2.2 uniquement vers le point critique thermodynamique. Celui-ci
a été évalué, dans I’ensemble isobare, au chapitre (3) section 3.1, & une énergie 2.80MeV
et une température 4.2MeV a In()) = —7.09.

Enfin, la figure (5.16) montre que nous observons une loi en puissance dans la zone
de coexistence (ou la capacité calorifique du systéme devient négative). Ceci est cohérent
avec la référence [14], et nous apprend que méme dans 1’ensemble microcanonique, une
loi de puissance peut étre observée.

5.8 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons mis en évidence des phénoménes critiques, & travers la
loi d’échelle (équation 5.2) dans le modéle du gaz sur réseau. Les exposants critiques T
et o sont ceux de la classe d’universalité liquide-gaz, quelles que soient les conditions aux
bords et la taille du systéme. 7 et o nous permettent de déduire les exposants 3 ~ 0.33 et
v ~ 1.33. Nous avons pu également vérifier que la qualité de la loi d’échelle est excellente
dans tous les cas envisagés. Nous avons extrait des signaux critiques sur toute une plage en
densité, en faisant varier le volume moyen d’un systéme composé de A = 108 particules.
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Chapitre 6

Effets coulombiens

Jusqu’a maintenant nous avons étudié la transition de phase avec une interaction de
plus proches voisins, la principale motivation étant la courte portée de la force nucléaire.
Un description réaliste de la transition de phase dans les noyaux finis nécessite aussi
P’introduction de l'interaction coulombienne. D’un point de vue théorique, I’introduction
d’une force non-saturante comme ’interaction coulombienne est d’un grand intérét, car
la limite thermodynamique d’un systéme soumis & une telle interaction n’existe pas (le
systéme n’est pas lié). Par contre, comme I’ont montré D. Vautherin et al. [51], un sys-
téme fini tel que le noyau n’est plus lié seulement au-deld d’une certaine température.
L’inclusion de forces non-saturantes est un probléme spécifique aux systémes finis. Leur
introduction dans le modele d’Ising & trois dimensions a été menée notamment dans la
référence [53].

Une problématique proche se retrouve en astrophysique ot la gravitation a les mémes
propriétés non saturantes. Cependant, la gravitation est une force attractive. Contraire-
ment & l'interaction coulombienne, cette seule interaction suffit 4 faire subir au systéme
une transition de phase. Ce domaine a été largement étudié [32] [54] [55].

Dans ce chapitre, nous incluerons I’interaction coulombienne dans le modéle de gaz sur
réseau et nous comparerons la thermodynamique d’un systéme de N particules chargées
et non chargées. Considérer des particules identiques nous permet de nous affranchir des
effets d’isospin. Nous donnerons donc une charge e/2 a toutes les particules. Nous nous in-
téresserons ensuite & I'influence de la taille du systéme sur la thermodynamique, puis nous
définirons un ensemble statistique multicanonique afin de découpler les effets coulombiens
des signaux de transition de phase nucléaire. Enfin, nous aborderons la problématique liée
aux fragments et nous donnerons les éléments qui permettent de les traiter correctement
dans le cadre d’une interaction & longue portée.

6.1 Implémentation dans le modéle du gaz sur réseau

Nous allons introduire ici un terme d’interaction & longue portée dans le modeéle du
gaz sur réseau, puis vérifier son implémentation dans le code.
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6.1.1 Hamiltonien
L’hamiltonien total s’écrit avec le terme coulombien supplémentaire H,q,; :

—2
H= Eﬁ—_l (g;m = ’;'Ejnj) n; + Hcoul

ot H,,, est la somme & deux corps:

2
1 w4 A;& q 4 ns
ip=1“jp#ip LA

4mreg Tipip

Hcoul =

qui porte sur les A particules chargées du systéme;r;,; i» est la distance entre les deux sites ¢
et j du réseau. Le pas du réseau dr, a été fixée pour qu’une occupation maximale n; = 1 Vi
corresponde a la densité normale de la matiére nucléaire po = 0.17particules/cellule,
soit —3- = 0.17. Pour ne pas mélanger les problémes liés & 1’isospin avec ceux provenant
de la longue portée de la force coulombienne, nous faisons ces premiers calculs en ne
différenciant pas neutrons et protons et nous leur donnons par conséquent une charge

= e
q=e%.

6.1.2 Vérifications numériques

Nous avons choisi un systéme de A = 20 particules chargées que nous initialisons en
configuration compacte et approximativement sphérique au centre d’un réseau 20x20x20.
Nous assimilons le systéme & une sphére uniformémement chargée en volume, de rayon

R:

Ceci nous permet de vérifier 'implémentation numeérique de la partie coulombienne a
travers le théoréme de Gauss, en supposant qu’en moyenne la distribution de charges
est sphérique, ce qui implique que le champ moyenné sur les événements est radial. En
choisissant une surface sphérique de rayon ro, on a:

/ EGauss(ro)-d-S = 471’7‘3Egau”('r0) = Q_(To_)
($) €o

soit .
= L1 fro
/ EGauss(10)-dS = —/ < p(r) > dr (6.1)
(8) €0 Jo
Pour cela, nous calculons la densité moyenne < p(r) > sur les itérations Metropo-

lis comme la valeur moyenne des occupations. Ceci nous permet d’accéder au champ
Egau,,(r) (équation 6.1) et au potentiel électrostatique VGauss(1) tel que:

EGauss(r) i —gr-(‘ld VGauss (7') (62)
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Nous comparons le potentiel électrostatique issu du théoréme de Gauss (équation 6.1)
a celui calculé directement sur le réseau, pour un ensemble d’événements Metropolis. Pour
chaque événement le potentiel en r; est donné par:

A q N
V(r;) = E#jl o rn e (6.3)
En moyennant ce potentiel sur tous les événements et sur toutes les cellules situées a la
méme distance du centre du réseau, on obtient le potentiel moyen que ’on peut comparer
directement & la prédiction du théoréme de Gauss.

La comparaison entre les calculs issus des équations 6.1 et 6.3 est illustrée sur la
figure (6.1). L’accord entre les potentiels est quasiment parfait: V(r) est le méme, qu’il
soit calculé directement ou par intégration de Gauss. Nous pouvons vérifier que les deux
calculs donnent le résultat analytique d’une sphére uniformément chargée  1’extérieur de
la sphére. Les petites différences sont dues au réseau cartésien qui viole quelque peu la
symétrie sphérique. Ceci teste la validité de notre implémentation du terme coulombien
dans le code. Une fois I’hamiltonien défini et son implémentatin numérique contrélé, le
probléme est simple: le potentiel coulombien ne modifie que 1’énergie de configuration. Il
peut étre introduit directement dans 1’algorithme Metropolis.
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FIG. 6.1 - Gauche: V(r) (points) et Vgauss(r) (ligne tiretée) ; droite: V(r) (points) et &
(ligne continue) pour r > 20. Le systéme contient A = 20 particules.

6.2 Mesure de la taille du systéme

Nous étudions d’abord un systéme léger A = 40. Nous avons choisi ce systéme car
il est suffisamment léger pour ne pas subir de phénomeénes spécifiques & ’interaction
coulombienne, comme la fission. La charge électrique des 40 particules est renormalisée
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de telle sorte & produire une interaction entre les 40 particules équivalente & une charge
Z = 20. Ainsi:

g=¢

PN
N o

Nous allons dans un premier temps mesurer ’influence de ’interaction coulombienne
sur les caractéristiques du systéme. Pour une énergie totale et un volume moyen fixés
4 l'intérieur de la zone liquide du diagramme de phase, la distribution en volume est
représentée sur la figure (6.2). La principale influence de I’interaction coulombienne est
d’élargir notablement la distribution. Outre I’exploration de volumes plus larges, comme
attendu, l'interaction coulombienne fait apparaitre des configurations a des volumes plus
petits. Dans ce cadre microcanonique, ceci correspond & des partitions dans lesquelles
’énergie coulombienne est maximisée.

£0.04 Tt e

F1G. 6.2 - Distributions en volume dans le quasi-liguide pour E = —1.5MeV et In) =
—T7.00 sans (points) et avec (ligne continue) l’interaction coulombienne pour A = 40
particules.

6.3 Courbes caloriques

Nous allons maintenant étudier la thermodynamique dans un ensemble microcano-
nique avec un volume observé en moyenne, dont les variables pertinentes sont E et ). Les
courbes caloriques sont obtenues d’une fagon analogue & celle présentée dans le chapitre
(3) ; toutes les formules restent valides, & condition d’ajouter ’énergie coulombienne. Nous
allons mettre en évidence les modifications induites par I’interaction coulombienne sur la
courbe calorique.
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6.3.1 Systéme de A = 40 particules

La figure (6.3) représente les courbes caloriques pour 40 particules identiques dans
un calcul microcanonique pour plusieurs A, dans le cas de particules chargées ou non. La
comparaison des courbes avec et sans Coulomb aboutit & trois principales conclusions:

1. L’interaction coulombienne provoque un déplacement global des courbes caloriques
vers les hautes énergies, d’environ 1MeV pour ce systéme dans lequel la charge est
A/2; ceci est dt & la contribution répulsive du terme coulombien dans 1’énergie.
Cependant toutes les courbes caloriques tendent vers la méme limite T = 2E:
dans le quasi-gaz, 1’énergie coulombienne n’apporte qu'une faible correction au gaz

parfait.
2. Pour un X donné, la température de transition est plus basse et la largeur de la zone
de transition est plus faible ; par exemple, la température de transition & inA = —7.50

passe de 2.15Mev & 1.88MeV. La largeur de la zone de transition en température,
AT, diminue d’un facteur 4 (on passe de AT = 0.18 MeV & 0.05MeV) et la largeur
en énergie diminue d’un facteur 2 (de 5.2MeV a 2.7TMeV).

3. Le multiplicateur de Lagrange critique A¢ est abaissé. Son logarithme vaut envi-
ron —6.00, et la température critique est 2.40MeV alors que pour le systéme non
chargé InA¢ ~ —5.50. L’interaction coulombienne joue le réle d’une pression vers
I’extérieur, qui déplace 1’ensemble de 1’équation d’état vers les basses températures.

En conclusion, une inversion de pente est toujours observée lorsque I’on implémente
’interaction coulombienne : une interaction & portée infinie ne détruit pas la présence d’une
transition de phase. Cependant elle en diminue notablement ’importance, en réduisant
la zone de coexistence. Il faut aussi rappeler que le systéme étudié est faiblement chargé.
Les effets seront d’autant plus grands que la charge est grande.

6.3.2 Contribution coulombienne a la courbe calorique

Nous allons évaluer directement la contribution de ’énergie coulombienne aux courbes
caloriques. Pour cela, nous allons déterminer le comportement de ’énergie coulombienne
Ecou par rapport & 1’énergie d’interaction entre plus proche voisins, E,,. Nous nous pla-
gons & (3, A) sous-critique. Pour In)A = —7.0 et 1/3 = 1.96M eV, la distribution d’énergie
totale du systéme est représentée sur la figure (6.4) et elle est bimodale. La méme figure
contient les distributions d’énergies coulombienne et potentielle & courte portée pour les
mémes (3, A). Pour E,,, on distingue nettement deux “phases” : ’'une quasi-liquide au-
tour de —5.0A.MeV/, 'autre quasi-gaz & environ —1.0A.MeV. La distribution en énergie
coulombienne E.,; présente également une bimodalité: pour E..u = 0.5A.MeV, le sys-
téme est quasi-gazeux; pour E, = 0.9A.MeV, c’est le quasi-liquide. Ainsi ’interaction
coulombienne et 1’interaction de plus proches voisins ont des effets inverses ’un de 1’autre.
Ici la distribution d’énergie totale garde une bimodalité car les deux effets ne s’annulent
pas. La bimodalité est simplement réduite, le minimum des distributions d’énergies par-
tielles étant remplacé par un épaulement. Ceci implique qu’a la limite ot la bimodalité
n’est plus observée en énergie totale, les énergies partielles d’interaction peuvent étre bi-
modales. Ainsi la transition de phase peut étre “cachée” par les effets coulombiens. Il est
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F1G. 6.3 — Courbes caloriques potentielles pour un systéme de A = 40 particules dans
un réseau 20x20x20. Ln()) = —7.50 (ligne pointillée); Ln(\) = —7.00 (ligne tiretée);
Ln()) = —6.50 (ligne continue); Ln()\) = —6.00 (points). La partie gauche représente les
calculs sans interaction coulombienne; ceux de droite, avec une interaction coulombienne
de couplage €® = 0.36 MeV.fm. La droite 2E est représentée dans les deuz cas.
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donc intéressant d’observer ’occupation de l’espace de phase du systéme a travers deux
variables: E,,; et Eou. C’est ce que nous étudierons au chapitre (6.4).
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FI1G. 6.4 — Distribution d’énergie totale pour 1/3 = 1.96MeV et A = —7.00 (haut); distri-
bution d’énergie potentielle (gauche) et coulombienne (droite). Les énergies sont exprimées
en (A.MeV ). Les énergies cinétiques ne sont pas incluses.

6.3.3 Influence de la charge

Nous allons maintenant évaluer 1’'influence de la charge du systéme sur la thermody-
namique. Ceci est d’autant plus intéressant que le paragraphe précédent n’abordait que le
cas d’un systéme léger (A = 40), quand en physique nucléaire on étudie des systémes avec
A ~ 200). Le paragraphe (6.3.1) laisse penser que le A critique diminue avec la charge. Il
est également possible que pour des charges importantes, le systéme ne soit plus lié. Nous
allons donc suivre le comportement de la zone de coexistence en fonction de la charge.
Nous avons envisagé deux systémes différents A = 207 et A = 238. La charge effective
est calculée de telle sorte & reproduire approximativement le rapport -g— du noyau stable
correspondant. Par exemple, pour A = 238, ¢ est estimé & e * %.

Les calculs sont effectués dans un réseau 20x20x20. L’utilisation d’un réseau de grande
taille nous assure que le plus gros systéme A = 238, malgré la forte répulsion coulombienne
entre les charges, ne soit pas sensible aux conditions aux bords. Nous avons imposé le méme
A pour tous les systémes considérés. Nous 1’avons choisi le plus faible possible In\ = —7.00
de telle sorte a nous placer dans des conditions optimales de régime sous-critique.

Les courbes caloriques potentielles pour les systémes de 40, 207 et 238 particules sont
représentées sur la figure (6.5). Pour des masses A < 238, la température et ’énergie de
transition augmentent avec la charge pour un A donné. L’énergie nécessaire & la transi-
tion diminue avec la charge. L’amplitude de la décroissance de la température semble en
revanche s’accroitre.
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Pour une charge importante A = 238 la transition n’est plus visible. Ce phénoméne

a été observé parallélement dans d’autres modéles [22]: lorsque 1’énergie coulombienne

du systéme est importante, la transition de phase n’apparait plus. Nous avons contrélé
2

que les fluctuations d’énergie cinétiques 5,_,% ne dépassent jamais 1.5. Toutefois il faut
noter qu’elles présentent un fort maximum qui reste inférieur & Cj;, autour d’une énergie
E ~ 3MeV/A. Ceci est caractéristique d’un systéme soumis & une pression surcritique, et
dont P’énergie critique est proche de E ~ 3MeV/A [30]. Cette derniére observation suggére
que la transition de phase n’est pas complétement annulée par la force & longue portée,
mais plutét que la valeur de la pression critique diminue. Pour vérifier cette conjecture
il faudrait évaluer la courbe calorique du systéme lourd & une pression plus faible et par
conséquent dans un réseau de taille supérieure. Il est & noter que la qualité numérique des
résultats diminue pour des grandes tailles initiales, et le temps de calcul pour un B donné
devient important (de I’ordre de 5 jours). Un tel calcul n’est pas possible dans le cadre de
nos moyens numériques actuels.

Finalement, 1’absence d’anomalie dans la courbe calorique & InA = —7.00 n’est pas
un effet de condition aux bords du réseau, car on peut vérifier que les courbes caloriques
tendent bien & haute énergie vers un comportement de gaz parfait. Si le réseau est trop pe-
tit au point de contraindre les partitions, I’énergie d’interaction modifie le comportement
a haute température. D’autre part, nous avons vérifié que le volume moyen du systéme
reste inférieur & celui du réseau.

Dans le cas de A = 207, la zone de transition est mal explorée car les tirages Metropolis
sont concentrés soit dans le quasi-liquide, soit dans le quasi-gaz. Des calculs supplémen-
taires dans cette région sont en cours.

YT T T

T (MeVy

45 |- ’,-' 3

F1G. 6.5 — Courbes caloriques potentielles a InA = —7.00 pour A = 40 (ronds), A = 207
(points), A = 238 (ligne); 2E (droite continue).
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6.4 Distributions des événements

Nous avons vu au paragraphe précédent que 'interaction coulombienne réduit la zone
de coexistence. Nous allons maintenant préciser son effet sur les diagrammes de phase en
considérant la distribution des événements dans ’espace multidimensionnel des variables
d’état énergie potentielle & courte portée E,,; et énergie coulombienne E,,,. Nous dé-
montrerons que la seule observation de la courbe calorique (ce qui implique un classement
uniquement en énergie) n’est pas suffisante pour comprendre entiérement le diagramme
de phases. Enfin, nous introduirons un formalisme multicanonique qui nous permettra de
caractériser la transition de phase en découplant la partie attractive des effets coulom-
biens.

6.4.1 Corrélations énergie potentielle-énergie coulombienne

A
T Sansinteraction
coulombienns
>\ 1/8=2.25 MeV

L
ey 1/8=1.97 MeV
‘Avec inferaction
coulombienns
EV

Fi1G. 6.6 — Représentation schématique des courbes caloriques étudiées: si l’énergie cou-
lombienne est incluse 1/8 = 1.9TMeV ; si lénergie coulombienne n’est pas considérée
1/8 = 2.25. Dans les deuz cas, InA = —7.00.

Sur la figure (6.7), les événements canoniques associés & une masse A = 40, In) =
—7.00 et une température 81 = 1.97MeV égale a la température de transition lorsque le
terme coulombien est inclus sont représentés dans le plan (Eou1, Epot). L’énergie totale E;y
y est représentée comme la premiére bissectrice du plan (Ecout = Eiot — Epot). Celle-ci ne
tient pas compte de I’énergie cinétique. Deux maxima apparaissent : I’'un "quasi-liquide"
associée & ces événements, & énergie d’interaction et énergie coulombienne importantes
(respectivement —180MeV et 35MeV), l'autre "quasi-gaz" (Eper = —70MeV ,Epn =
20MeV). Ces deux poles sont séparés par un minimum de distribution de probabilité au-
tour de (—100MeV,25MeV). Lorsque les événements sont projetés sur 1’axe de ’énergie
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totale, la bimodalité est réduite. Les deux maxima sont fortement rapprochés car les va-
riations d’énergie coulombienne réduisent celles de 1’énergie d’attraction. L’énergie totale
n’est pas la variable qui sépare le mieux les événements. Si par exemple les événements se
répartissaient dans une direction perpendiculaire & celle de E;,:, aucun signal de transition
de phase ne serait observable dans la courbe calorique bien que, dans la représentation
bidimensionnelle, la bimodalité pourrait étre apparente.

30

20

10 e | i;a.] PECEr e | S |

-350-300-250-200-150-100-50 O

Epa (MeV)

F1G. 6.7 — Distribution des événements pour le systéme A = 40 dans le plan (Ecouy Epot);
pointillés : énergie totale; ligne continue: paramétre d’ordre. La température est fizée a la
température de transition 1/3 = 1.9TMeV et A = —7.00.

6.4.2 Paramétre d’ordre

La variable appropriée pour séparer au mieux les deux classes d’événements est la
ligne continue sur la figure (6.7), i.e. une combinaison linéaire de E,,; et E.pu. Clest le
paramétre d’ordre, défini en transformant E,. et E.. par une rotation d’angle a. Un
point (Epot, Ecour) peut étre représenté par sa projection sur le paramétre d’ordre

po = cosaFE o + sinaF oy (6.4)

et sa projection sur I’axe perpendiculaire pot = —sinaEpy + cosaE.yy,.

Sur le haut de la figure (6.8), ’ensemble des événements est représenté dans le plan
(po, po*) ; la bimodalité est mise en évidence de fagon trés nette, ainsi que sur la projection
sur le parameétre d’ordre.

Nous allons maintenant montrer qu’a partir des corrélations ( Eyot, Ecout), il est possible
de reconstruire la facon dont la température de transition est modifiée par I’interaction
coulombienne. La figure (6.7) suggére que la réduction de la température de transition
due a 'interaction coulombienne montrée sur la figure (6.3) peut étre interprétée comme
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FIG. 6.8 — Haut: distribution des événements dans le plan (po,pot ); bas: projection de
Pensemble des événements sur le parameétre d’ordre.

une rotation des événements dans le plan des énergies partielles E,o; et Ecou qui conduit
4 une modification du parameétre d’ordre (figure (6.8)) plutét qu’a une effective réduction
de la zone de coexistence. Nous avons vu que tant que la charge du systéme n’est pas trop
forte, les partitions explorent la méme région de ’espace énergie coulombienne-énergie
attractive; seule la température doit étre modifiée puisque 1’énergie totale est changée
par I'inclusion de l'interaction coulombienne. En prenant comme hypothése que le long du
paramétre d’ordre (équation 6.4) la distribution avec ou sans interaction coulombienne est
inchangée et reste donc bimodale le long d’une ligne joignant deux extrema. Cela impose:

1 _ ) P
potW/\(Epot, Ecoul)e PEpor o< 7t W)\(Epot, Ecoul)e B'Etot
lorsque:
Eco'u.l = —tana * Epot + constante (65)

On aboutit alors a la relation entre les deux températures de transition:

B=p(1-tana) (6.6)

Il faut noter que si tana > 1, il n’y a plus de température canonique pour l’en-
semble incluant I’énergie coulombienne qui permettrait d’élever la transition de phase.
Cette équation peut étre vérifiée pour le systéme de A = 40 particules, pour lequel la
température de transition est ; = 1.95MeV avec Coulomb & In()) = —7.00. En évaluant
tan a ~ 0.133, on retrouve % = 2.25MeV sans Coulomb. Ceci signifie que la répartition
des événements nous permet de retrouver la température de transition en s’affranchissant
des effets coulombiens. En effet ’hypothése de non modification de la bimodalité & la
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température de transition revient & supposer que les partitions les plus probables de la
phase dense ne sont pas fortement affectées lorsque 1’énergie coulombienne est prise en
compte et que seule la température est affectée.

Ceci est possible seulement si I’introduction de ’interaction coulombienne ne modifie
pas sensiblement les distributions en Epy: et Ecoy & la température de transition. Dans
ce cas, la modification de la température de transition causée par les effets coulombiens
(équation 6.6) peut étre approximativement évaluée grace a 1’approximation de goutte
liquide.

Nous utilisons la formule de Bethe-Weizsécker [56] pour le liquide sur le réseau:

Z(Z-1)
A1/3
B est le défaut de masse, a, = 16.5MeV le terme de volume, a, ~ 16.5MeV le terme
de surface et a. = 0.35MeV le terme coulombien dans le cadre du modéle, 4 comparer
aux valeurs de la physique nucléaire a, = 18.3MeV,a, = 0.73MeV [56]; C dénote des
corrections d’ordre supérieur. En physique nucléaire, la nature fermionique des protons
et neutrons et la dépendance en isospin de l’interaction nucléaire conduit 4 un terme
d’asymétrie supplémentaire. Dans le calcul présenté, compte-tenu de 1'indépendance en
isospin des interactions supposée par simplicité, ce terme n’est pas présent. L’énergie
potentielle E,,; contient les termes de volume et de surface; 1’énergie coulombienne E,,,;
le terme coulombien. Nous comparons donc la contribution des termes coulombien B,y
par rapport & celle du volume et de la surface By,:. En supposant que le gaz est sans
interactions nous trouvons, pour A = 40, B, = 159.7MeV et B, = 467.0MeV. Ceci nous

donne:

B(A,Z) = ay,A — a,AY® — q, +C (6.7)

Bcoul
B,pot

ce qui est une valeur relativement différente de ce que nous obtenons (0.133). Ce calcul
est toutefois trés approximatif et ne permet qu'une compréhension qualitative des phéno-
ménes étudiés. Le réle de I'interaction coulombienne est alors tel qu’il semble improbable
qu’il puisse &tre simplement pris en compte par une renormalisation de la température
car les partitions doivent étre affectées. C’est ce que semblent indiquer nos résultats sur
les courbes caloriques.

=tana = 0.34

6.4.3 Ensemble multicanonique

Nous avons vu que projeter les événements selon 1’énergie totale provoque une appa-
rente réduction de la zone de coexistence, car Ey,; ne correspond pas a la direction du
paramétre d’ordre des distributions des événements dans le plan (Epot, Ecout). Cependant,
puisque les distributions Ps(Epot, Ecout) & la température de transition sont trés similaires,
il doit &tre possible de reconstruire la méme thermodynamique, que les systémes soient
chargés ou non. Afin de pouvoir étudier les propriétés de la transition liquide gaz, nous
devons introduire le parametre d’ordre et sa variable conjuguée dans notre description sta-
tistique. Cela nous conduit & considérer E,, et E.,, comme observables afin de remonter
aux caractéristiques de la transition, malgré les effets coulombiens. Comme E,,; et Eou
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sont les variables qui discriminent les classes d’événements (paragraphe 6.4.2), nous les
définissons comme deux grandeurs observées en moyenne sur une collection d’états. Ainsi
deux multiplicateurs de Lagrange leur sont respectivement associés: Bp et fBc. Ceci définit
un ensemble multicanonique, avec deux “températures” de telle sorte que la probabilité
d’observer E,q; et Ecou est:

WA (Epot ’ Ecoul ) %
Z )\ BpotBeout

Si Bp = fc, ’ensemble décrit est I’ensemble canonique pour un systéme avec une in-
teraction coulombienne; si B, = 0, c’est ’ensemble canonique pour un systéme sans
interaction coulombienne.

Nous nous intéressons dans un premier temps & Beont = 0: ceci revient 4 ne pas
considérer ’énergie coulombienne, et le poids Metropolis est le méme que dans le cas
ol la charge est nulle. Les résultats de 1’ensemble f.,,; = 0 sont donc identiques & ceux
trouvés sans Coulomb. En effet, la densité d’états en E,, provient directement de la
densité d’états en (Epot, Ecout) par simple intégration :

"ﬁpot Epot —BeoutBeout

Prgpot Beout (Epots Ecout) =

W ( Epot) = / W( Epot ) Ecoul )dEcou.l

ce qui revient & écrire:

P, (] (Epot) = / P, ﬁpog,ﬁcou,:D(Epot, Ecoul )dEcoul

La figure (6.9) représente la distribution des événements dans le plan (Epo, Ecout) pour
B~ = 2.25MeV, qui est la température de transition définie sur la figure (6.6). Le mi-
nimum des distributions de probabilité est beaucoup plus marqué que sur la figure (6.7)
dans laquelle ’énergie coulombienne était considérée. Les distributions dans le plan du pa-
rameétre d’ordre po et po! pour un systéme neutre et un systéme chargé sont illustrées sur
la figure (6.10). Les deux classes d’événements sont plus clairement séparées & Beou = 0
qu’d Beoul = Ppot- Cependant, la méme zone de I’espace de phase est exploré, méme si
elle est légérement plus étalée avec I'interaction coulombienne. Ainsi les distributions se
recouvrent, ce qui est une condition nécessaire & la reconstruction d’une distribution bi-
dimensionnelle & partir de ’autre en repondérant les événements par le facteur:

eﬁ'Epoc +08' Ecout—BEpot

en ayant choisi 1/8 = 2.25MeV et 1/8' = 1.97MeV comme le montre la figure (6.11).
Les événements repondérés sont identiques & ceux observés sans 1’énergie coulom-

bienne. Ceci signifie qu’il est possible de retrouver les caractéristiques de la transition

de phase, en s’affranchissant de ’interaction coulombienne, et ce par repondération des

événements. La seule condition est que les événements des deux ensembles se recouvrent.
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—400-350-300-250-200-150-100-50 0

FI1G. 6.9 — Distribution des événements en (Epot, Ecou) pour 1/8 = 2.25MeV et Ln) =
—7.00 dans le cas oi ’énergie coulombienne n’est pas considérée.

] i i 1 L
-350-300~-250-200~150-100~50 0
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F1G. 6.10 - Comparaison des distributions des événements dans (po, po* ) a la température
de transition 1/ = 1.9TMeV si Uénergie coulombienne est observée (haut) et si l’énergie
coulombienne n’est pas considérée, a 1/ = 2.25 (bas) et pour le méme A = —7.00.
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FIG. 6.11 — Haut: distribution des événements en (E.ou, Epet) si I’énergie coulombienne
n'est pas observée (B! = 2.25MeV ) (gauche); si elle est observée (B~ = 1.97TMeV)
(droite), et repondérée (bas gauche); A = —7.00.
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Chapitre 7

Perspectives

Nous abordons ici deux problématiques: la premiére concerne la définition des frag-
ments dans le cadre d’une interaction 4 longue portée comme ’'interaction coulombienne.
Nous donnerons la méthode de constitution des fragments dans ce cadre. La seconde est
dédiée aux aspects quantiques, que nous avons négligés dans les chapitres précédents. Nous
exposerons le cadre nécessaire & la description thermodynamique d’un systéme quantique.

7.1 Fragments en présence d’une force a longue portée

Avec la méme démarche que celle du chapitre (4), I’étude des fragments compléte
I’étude de la thermodynamique. Il est intéressant de savoir dans quelle mesure les dis-
tributions en masse sont modifiées par ’interaction coulombienne, et en particulier les
comportements critiques. Les phénomeénes spécifiques comme la fission peuvent amener
a des comportements particuliers des distributions en masse. Nous aborderons dans ce
paragraphe la définition des fragments dans le cadre d’une interaction a portée infinie.

7.1.1 Algorithme
Principe

L’algorithme de Coniglio-Klein tient compte de ’énergétique en sites plus proches
voisins. Il est possible d’inclure 1’énergie coulombienne directement dans ’algorithme, a
condition que la contribution coulombienne des autres sites n’apporte qu’une faible correc-
tion [53]. En toute rigueur, les interactions & I’intérieur d’un fragment, et entre fragments,
doivent étre considérées. En effet, un fragment peut avoir une forme que I’interaction cou-
lombienne casse. C’est le cas dans la fission ol ’énergie coulombienne est maximisée. Nous
devons donc rechercher les différentes cassures possibles a l'intérieur d’un fragment qui
correspondent & un minimum d’énergie. Nous allons dans ce paragraphe montrer comment
mettre en place 1’algorithme qui permet de le faire.

103
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Meéthode

Une possible procédure a été proposée par C. Dorso et J. Randrup [57] dans le cadre
de la dynamique moléculaire. Elle permet dans ce cadre de reconnaftre les fragments de
facon précoce a travers un tirage statistique Metropolis qui cherche le minimum d’énergie
parmi toutes les fragmentations possibles.

Dans notre implémentation de la méthode, nous considérons séparément chaque frag-
ment d’Ising. Ce fragment d’Ising sera séparé en plusieurs fragments plus petits en cher-
chant la partition qui correspond  la liaison maximum. Celle-ci est recherchée par un
refroidissement progressif de la partition du fragment d’Ising. Dans un premier temps,
tous les liens & I’intérieur du fragment sont brisés. Nous avons choisi cette initialisation
car en diminuant la température 6, les particules tendent & se regrouper. La valeur de
départ de 6 est de 1’ordre de grandeur de ’interaction entre plus proches voisins et elle
décroft d’un facteur qui est un paramétre libre de la numérique. Si ce facteur est é&levé
(=2 99%), le systéme peut explorer une large partie de 1’espace de phase. Cependant, il est
possible qu'’il ne converge pas vers le minimum d’énergie. Nous avons choisi de diminuer
rapidement 6, d’un facteur 85%. Nous avons contrdlé 1’énergétique pour des systémes
simples connus. C’est ce que nous montrerons au paragraphe suivant. L’algorithme est
représenté sur la figure (7.1).

Itérations préliminaires

Itérations cancniques

Recherche des fragments d ‘Tsing
Boucle sur chaque fragment dIring

Itémtions canoniques & 0

Stop larsque 9 < 0.01

Réactualisation de Ia multiplicité totale et des tailles de fragments

F1G. 7.1 - Architecture du programme de constitution des fragments selon Ualgorithme de
Dorso.

Constitution des fragments

Nous venons d’évoquer une méthode de refroidissement utilisé pour trouver la partition
des fragments d’Ising qui minmise I’énergie (I’énergie de liaison). Décrivons cet algorithme



7.1. Fragments en présence d’une force & longue portée 105

plus en détail. Plusieurs processus de formation et de décomposition sont envisageables:

1. I’échange d’une particule d’un fragment & un autre (probabilité 6/9);
2. Pévaporation d’une particule (probabilité 1/9);

3. la fission d’un fragment (probabilité 1/9);

4. la fusion de deux fragments (probabilité 1/9).

Le poids donné a chacun de ces processus est choisi de fagon arbitraire. Par exemple,
le poids donné & 1’échange d’une particule d’un fragment & 1’autre est évalué par rapport
au nombre moyen de plus proches voisins dans le réseau: 6. En toute rigueur, le poids
relatif d’une possibilité ne change pas le résultat final si ’ensemble de 1’espace de phase
est exploré car en fait nous ne cherchons que le minimum d’énergie. Le choix du poids
influe seulement sur la rapidité de la convergence de ’algorithme.

D’un point de vue pratique, une particule 7; est choisie au hasard. L’un des processus
est choisi:

1. Si c’est I’échange d’une particule, un plus proche voisin est tiré au hasard. S’il
appartient & un fragment voisin, la particule initiale est échangée entre les deux
fragments ; s’il appartient au méme fragment, rien n’est changé.

2. Si c’est ’évaporation, le(s) lien(s) entre la particule et le reste du fragment est (sont)
brisé(s).

3. Si c’est la fusion, un site plus proche voisin est tiré au hasard. S’il est occupé
par une particule appartenant & un autre fragment, les deux fragments auxquels
appartiennent les particules fusionnent.

4. Si c’est la fission, une deuxiéme particule est tirée au hasard a 1’intérieur du méme
fragment. Les distances relatives de toutes les particules 7 du fragment par rapport
aux deux particules 7; et ¢; sont calculées. Les deux fragments sont constitués en
minimisant cette distance: si par exemple la distance | r; — 7y, |<| s — 7y, |, la
particule ¢ est attribuée au méme fragment de fission que la particule 7;.

L’ensemble des processus est illustré sur la figure (7.2). Nous appellerons les fragments
obtenus par cet algorithme les fragments de Dorso-Randrup.

A priori il est possible qu’un tel algorithme ne donne pas le méme resultat que celui
de Coniglio-Klein lorsque I’on supprime l'interaction coulombienne. Or cet aspect est
important puisqu’il assure aux distributions en masse un comportement critique au point
critique thermodynamique. Nous démontrerons que ces deux algorithmes sont en fait
équivalents au paragraphe (7.2.).

Une fois le processus effectué, la derniére configuration est retenue avec une probabilité
qui s’écrit en fonction de la différence d’énergie A E entre les configurations aprés et avant

modification:
P =exp <:%—E—>

La méthode Metropolis utilisée est identique & celle présentée au chapitre (2). Cette énergie
est simplement la somme des énergies de liaison des fragments, qui ne prend en compte
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6 chances sur 9 1 chance sur 9
wl ®
| | |®

1 chance sur 9 1 chance sur 9

FIG. 7.2 ~ Méthode de constitution des fragments selon I’algorithme de Dorso-Randrup.
Deuz fragments sont représentés, I’'un gris clair (1), autre gris foncé (2). La premiére
particule choisie est entourée en noir et appartient initialement au fragment(2). Haut
gauche: échange de la particule entre les deuz fragments voisins; haut droite : la particule
est évaporée; bas gauche: les deuzx fragments fusionnent; bas droite: les deuz particules
servant & effectuer la fission du fragment (2) sont représentées en points noirs.

ni les interactions entre fragments ni leur mouvements relatifs. L’énergie considérée ici est
la somme des énergies des plus proches voisins, coulombienne, et cinétique a I’intérieur de
chaque fragment. Elle est calculée dans le centre de masse de chaque fragment.

Quatre variables caractéristiques de la méthode sont représentées sur la figure (7.3)
pour chaque événement pour un fragment d’Ising de départ: 6, 1’énergie totale, la va-
riation d’énergie AE, et la multiplicité totale des fragments. Ici seuls les 25000 premiers
événements sont représentés. Le systéme considéré est & deux dimensions et il est consti-
tué de 22 particules placés en carré, avec une particule supplémentaire sur un bord. Les
impulsions sont toutes nulles et la charge est nulle. Le minimum d’énergie peut &tre va-
lidé par un calcul analytique: il vaut € * 28 liens = —153MeV. Cette valeur est bien
retrouvée sur la figure (7.3) lorsque la température 6 décroit. Le systéme reste dans cette
configuration comme le montre le comportement de AE. Enfin, ’algorithme reconstruit
un seul fragment & partir des monomeéres issus de la brisure initiale du fragment d’Ising,
et la multiplicité tend vers 1.

Ces résultats montrent que nous contrélons la numérique. Dans le cas présent, le
systéme reste dans la configuration d’énergie minimale. Cependant, méme si § diminue,
les tirages Metropolis peuvent en principe ’amener dans une configuration différente, qui
est facilement choisie & la fin du processus de refroidissement, méme si elle ne correspond
pas a la derniére configuration acceptée. Afin de nous assurer que la configuration finale
est correcte, nous gardons en mémoire toute nouvelle configuration d’énergie minimale.
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F1G. 7.3 -~ Evolution du paramétre 0 en fonction des itérations Metropolis n ; variation
d’énergie; énergie d’interaction; multiplicité.

7.1.2 Propriétés énergétiques des fragments
Lien avec les fragments de Coniglio-Klein

Nous nous proposons de faire le lien entre les fragments de Coniglio-Klein et les frag-
ments de Dorso-Randrup. Dans 1’algorithme de Coniglio-Klein, le critére de cassure du
lien est local, en ce sens qu’il ne considére que deux particules voisines; au contraire,
la méthode de Dorso-Randrup consiste & déterminer le minimum global de 1’énergie de
liaison. Nous nous proposons de vérifier que, dans le cas ol les forces sont & courte portée,
ces deux approches sont équivalentes & 1’équilibre. Ceci a pour conséquence que ’appli-
cation de I’algorithme de Dorso-Randrup ne modifie pas les résultats du chapitre (4). En
particulier, les fragments de Dorso-Randrup auront un comportement critique au point
critique thermodynamique.

Nous considérerons, par simplicité, la probabilité d’évaporation & 1’équilibre d’une
particule liée avec un seul lien & un fragment. L’énergie du fragment avant brisure d’un
lien sur un fragment de A + 1 particules vaut:

N - 2
B, = s (B~ Pom)” 27’;0“ L 4 Ep(A) ¢

Aprés brisure d’un lien, ’énergie du fragment est :

a2
B =, Botou) )

Nous allons évaluer ces deux quantités. Pour cela, nous remarquons que:

R 1
2._4_+1(P: PCM) — 2
=1 T o Db A )P
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Ainsi il est immeédiat que, si:

<p:>
2m
la cassure se produit, ce qui prouve 1’équivalence, en moyenne, des deux algorithmes.
Cette équivalence doit étre testée aussi dans des configurations plus générales que celle
considérée ci-dessus. Ceci ne peut se faire qu’a I’aide de simulations numériques.

<E;>—-< E| >=~—

+e>0

Tests numériques

Nous considérons un systéme simple, constitué de deux particules. Nous allons vérifier
que nous retrouvons la méme impulsion de cassure avec 1’algorithme de Coniglio-Klein et
celui de Dorso-Randrup. En effet, si g = 0, considérons le critére de Coniglio-Klein :

< pgel >
2m
qui ne casse pas le lien. Comme ¢ = —5.5MeV, la cassure se produit pour p,q =
143.11MeV. La partie gauche de la figure (7.4) donne la multiplicité pour différentes
valeurs de pyo;. Autour de p,.; = 143MeV, le systéme casse.

D’autre part, si I’on tient compte de 1’énergie coulombienne, le critére de Coniglio-Klein
devient :

+e<0

2 2
12%:; +e+ g—L <0
et le terme coulombien est ici exact dans le cas de deux particules. L’impulsion limite est
abaissée de 2.62MeV si ¢ = e/2. On peut le vérifier sur la partie droite de la figure (7.4)
sur laquelle la multiplicité passe & 2 pour une impulsion relative autour de 140MeV.

Une derniére vérification a consisté a calculer le couplage coulombien e au-dela duquel
le systéme n’est pas lié. Nous nous sommes placés pour cela & impulsions nulles. Par une
analyse analogue & la précédente, le systéme casse si e > 9.

Cette série de tests nous permet de valider ’algorithme de Dorso-Randrup. Une der-
niére vérification nécessaire est ’accord entre les distributions en masse calculées avec des
fragments de Dorso et de Coniglio pour g = 0 au point critique thermodynamique. Cette
étude reste a é&tre finalisée.

7.2 Introduction des effets quantiques

Le formalisme des fluctuations partielles d’énergie cinétique et le modéle du gaz sur
réseau a été utilisé dans un cadre purement classique. Or, si I’on veut I’appliquer aux
noyaux atomiques, les effets quantiques doivent étre pris en considération.

Le probléme majeur imposé par la mécanique quantique est qu’il devient impossible
de dissocier énergie potentielle et énergie cinétique & cause du principe de Heisenberg

AzAp >~ h
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Fi1G. 7.4 — Gauche : multiplicité en fonction de 'impulsion pour l’algorithme de Coniglio-
Klein et Dorso-Randrup donnent les mémes résultats (points) sie = 0; droite: siqg=-¢/2;
limpulsion limite est indiquée et signalée par la ligne tiretée verticale dans les deuz cas.

De plus le principe de Pauli doit &tre respecté via ’antisymétrisation des fonctions
d’onde des fermions. Les énergies cinétique et potentielle ne peuvent étre découplées. On
s’attend donc, a priort, que les expressions développées au chapitre (1.3.2.) ne soient plus
valables pour un systéme quantique. Seules des simulations dans le cadre de modéles
quantiques exacts pourraient indiquer si ces expressions constituent encore une approxi-
mation raisonnable, et don justifier pleinement leur applicabilité aux données de physique
nucléaire. Nous avons commencé & aborder la problématique & partir d’un réseau de von
Neumann dans le formalisme de F.M.D. (Fermionic Molecular Dynamics)[67).

7.2.1 Représentation des fonctions d’onde sur la base des états
cohérents

Nous allons définir les états dans le réseau de von Neumann. Nous nous plagons sur
la base surcompléte des états cohérents. Les états s’expriment en fonction de 'opérateur
création a* et annihilation a. Ils sont générés a partir de ’état vide |0 > par transformation
unitaire et caractérisé par le nombre complexe z [68]

|z >= " *"2|0 >

On calcule facilement que:

_|22!2 _l= |2
< 22121 >=e 2 t3a-53

L’intérét du réseau de von Neumann est de discrétiser z [69] et
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.2
Z = Omn (nag + za—wz\zm)
0

1

V2
oit A est une normalisation, m et n des entiers. Nous pouvons en fait introduire une
position r, et une impulsion p,. L’état cohérent est alors note Ir,,p,. >. Cette forme nous
permet d’associer un pas ap sur ¥ correspondant & un pas L > en p'et assure la conservation
de la surface d’une cellule égale & = .

Tout état peut &tre décomposé sur la base des |amn >, qui ne sont pas orthogonaux
mais complets [69]. Nous allons montrer la facon de calculer les éléments de matrice des
opérateurs, en prenant ’exemple des recouvrements, qui seront trés utilisés, notamment
pour I’antisymétrisation. La représentation sur les états cohérents des fonctions d’onde
est donnée par les relations

¢n(w) & <$IT-;|P_;.
3/4 7
( 1 ) o) iz

Tdg

$a(k) = <klfapn >
(ﬂ)3/4 e_ao.(gzzﬁnﬁ_i,?“(i;_p‘")
i3

Nous considérons deux états |r,pm > et |rip!, >. Leur recouvrement s’exprime sim-
plement comme la distance relative dans 1’espace de phase

n=n2 =(m=m’)?

< TanIT;.P:n >=e 9
Le réseau de von Neumann est caractérisé par la relation de fermeture sur les états
|rip; > pour une particule
1

i = -é;Eﬂ,mIrnpn >< TmPm)

qui caractérise la normalisation des fonctions de partition. Elle se généralise & N
particules comme le produit tensoriel des opérateurs identité 4 une particule m, im,

i =i RIPNR - Q1Y

Par souci de clarté, nous notons ’état & une particule |¢; >= |#;p; >. Nous considé-
rons I’état & N fermions |q; > |g2 > ...|gn >. L’opérateur antisymétrisation A sur cet état
est défini par:

Algy > Iz > -+ lav >= = Zpsgn(P)la > a2 > -+~ Jaw >

N!

La somme porte sur toutes les permutations possibles. Il est 4 noter que A?=A. La
relation de fermeture devient, en tenant compte de ’antisymétrisation :
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Px %%\

X

FI1G. 7.5 — Schéma de modélisation d’un probléeme unidimensionnel, ou les fonctions d’onde
sont des gaussiennes en (z,p;) réparties sur un réseau de von Neumann.

ATA = Afiyj > ® liaga > ® e lingN >< 1141 ® -+ < injn]A
ot Aliyjy > @ lizj2 > @ - |injn > est le déterminant de Slater du systéme; il sera
noté |@Q > dans la suite. Les états |Q >ne sont pas normalisés. En effet,

<QIQ>=<q--qn|Alg: -+ - qv >= det < gi|q; >

Les éléments de matrice de I'opérateur antisymétrisation sont donnés par les recou-
vrements des états. La relation de fermeture est alors

1=31Q><q]

7.2.2 L’opérateur statistique

Il est maintenant nécessaire de reconstruire la thermodynamique dans le cadre de la
mécanique quantique. Pour cela nous définissons 1’opérateur statistique R tel que:

f? = %e‘ﬁﬁ

H est ’hamiltonien du systéme. Les grandeurs thermodynamiques, comme par exemple
I’énergie moyenne < E >, sont calculées 3 partir de R

<E>=tr(RA) =% < Q|RH|Q >
La fonction de partition est donnée par:

Z=tr(R)=3% < Q|R|Q >

Ce calcul n’est cependant pas évident car 1’expression de la valeur moyenne de 1’opé-
rateur statistique n’est pas connue. En effet,
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< QIRIQ >=< Q|e™#|Q ># ¢ P<AHIR>

Ainsi, dériver InZ pour avoir accés & toutes les grandeurs thermodynamiques n’est pas
simple: elles ne peuvent étre faites directement sur les éléments de matrice de ’hamilto-
nien. Une solution consiste & considérer la valeur moyenne de toute observable ©

< 0 >=<Q|oePH|Q >

comme le résultat d'une propagation avec un temps imaginaire en remplagant el par
e~PH La résolution peut é&tre envisagée par un principe variationnel.

7.2.3 Tri microcanonique

La thermodynamique que nous nous proposons de reconstruire est microcanonique;
ceci implique de savoir trier correctement les états selon leur énergie. Or, la largeur en
éenrgie des états est importante, du fait que 1’énergie est calculée sur la base des dé-
terminants de Slater, qui n’est pas la base propre de ’hamiltonien. Si cette largeur est
supérieure au pas de tri en énergie, I’état comptera pour plusieurs énergies. Ceci implique
que le choix des états |@ > n’est pas a priori optimisé pour des études microcanoniques.
Si I’on veut exploiter également cette approche, une solution possible bien qu 1mpa.rfa.1te
consiste & contraindre la largeur aE des états, & travers la valeur moyenne de H2. Le
multlphca.teur de La.grange associé 3 H? est \,. La largeur des états est reliée & H? par
0% =< H? > — < H >2. La thermodynamique est définie dans I’ensemble gaussien
(B, A;). Ainsi nous redéfinissons ’opérateur statistique:

R= ea:p(—ﬂI:[ - A,IP)
Zpx,

L’entropie gaussienne s’écrit :

S = S(E,0%) = InZ + BE + A\, (o + E?)

d’ou
= (B + 2)\, E)dE + )\, do%
Par exemple, I’énergie moyenne est définie comme:
= olnZ
b=—5 1%

et la température:

r= (1) - s
“\OE ") T B+2\E

Pour A, =0, on retrouve le résultat connu dans ’ensemble canonique.
Une premiére vérification de la consistence de 'approche peut par exemple consister a
simuler un gaz libre de fermions. La température du systéme devrait &tre proportionnelle
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a la racine carrée de I’énergie. Pour cela, il est nécessaire de connaitre la valeur moyenne
de I’énergie cinétique & température finie. Cependant ces vérifications sont en cours, car
Pécriture du code en entier est & ses débuts.
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Chapitre 8

Conclusions

Dans cette thése, nous avons abordé 1’étude des transitions de phase des systémes finis
a l'aide de simulations numériques dans le cadre du modele du gaz sur réseau. Malgré
la taille finie du systéme, nous avons déterminé sa thermodynamique dans le cadre de la
mécanique statistique.

Dans I’ensemble microcanonique, nous retrouvons bien un défaut de courbure dans
I’entropie en fonction de ’énergie dans la zone de coexistence comme signal de transition
de phase du premier ordre. Celle-ci est reliée & ’observation d’une capacité calorifique
négative et de fluctuations d’énergie cinétique "anormalement" grandes. Nous avons tra-
vaillé particuliérement dans le cadre d’un systéme dont le volume est défini en moyenne.
Ceci nous permet de traiter correctement les systémes ouverts comme les sources de mul-
tifragmentation formées lors de collisions d’ions lourds. Dans le cadre de la mécanique
statistique ceci correspond & la contrainte d’un multiplicateur de Lagrange associé a la
pression. L’intérét d’utiliser les fluctuations d’énergie cinétique comme observable de la
transition de phase est de deux ordres:

1. C’est une variable dont la valeur ne dépend pas du chemin suivi. En effet, dans
les transitions de phase de type liquide gaz, deux paramétres d’ordre, i.e. deux variables
extensives pertinentes ont été reconnues pour les systémes finis: 1’énergie et le volume.
Dans cet espace bidimensionnel d’observables, la courbe calorique est seulement une pro-
jection sur I’axe des énergies et sa forme fonctionnelle dépend explicitement de 1’espace
des observables. Par contre les fluctuations d’énergie cinétique en tant que variable d’état
donnent en chaque point, et indépendamment de la transformation, une information sur
’éventuelle courbure anormale de I’entropie.

2. C’est une observable accessible expérimentalement : & partir du tri des événements
en énergie et en taille de source, les fluctuations d’énergie cinétiques peuvent étre recons-
truites. _

Nous avons également généralisé la définition de transition de phase, en partant de
la distribution des événements dans les variables d’état énergie et volume. Cette consi-
dération nous a amené a signer une transition de phase dans les possibles bimodalités
des distributions de probabilité de différentes variables extensives. Nous avons vu que
la signature d’une transition de phase & travers les défauts de courbure de la distribu-
tion de probabilité est également applicable & des systémes non extensifs, dans le sens
d’une statistique autre que la statistique de Gibbs. En appliquant ces concepts pour
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la transition liquide gaz d’un systéme chargé, nous avons été capables d’extraire les si-
gnaux thermodynamiques en nous affranchissant des effets coulombiens. Nous avons pu
observer que le principal effet de I'interaction coulombienne est de provoquer une rota-
tion des distributions des événements dans le plan des variables énergie potentielle de
proches voisins - énergie coulombienne. Ainsi ’apparente réduction de la zone de coexis-
tence dans le plan température-énergie est partiellement explicable comme une rotation
du parameétre d’ordre dans I’espace des observables, et les observables thermodynamiques
mesurées peuvent (au moins en principe) &tre corrigées des effets coulombiens par repon-
dération des distributions d’événements. Un tel phénoméne peut étre formalisé dans un
ensemble multicanonique.

L’étude des fragments compléte I’approche thermodynamique. Nous avons mis en évi-
dence des comportements spécifiques au point critique sur une large gamme en densités.
Ces signaux sont trés nets aux densités surcritiques. Les résultats préliminaires 4 densités
sous critiques laissent penser que les hénoménes critiques peuvent étre observés dans la
zone de coexistence. Nous corroborons les résultats théoriques précédents. En outre, nous
les avons étendu pour un systéme ouvert. L’observation d’une fonction d’échelle est un
signal possible de l'existence d’une transition de phase, méme s’il ne permet pas d’en
déterminer l'ordre. Elle doit s’accompagner d’une étude thermodynamique. D’un point
de vue théorique, il est & noter qu'il est trés important de compléter 1’étude de la fonc-
tion d’échelle dans un cadre microcanonique afin de comparer directement les observables
"géométriques" et thermodynamiques dans les mémes conditions.

1l serait aussi intéressant de quantifier I’influence de I’interaction coulombienne sur les
fragments, et de mesurer les exposants critiques ainsi que la température critique en fonc-
tion de la taille et de la densité pour les systémes chargés. ne autre perspective consiste
& prendre en compte les effets quantiques. A partir du modéle présenté dans le dernier
chapitre, la mise en place des simulations numériques devrait permettre de comparer des
systémes classique et quantique. Le dernier point concerne I’isospin. Nous avons consi-
déré dans I’ensemble de cette thése des particules identiques. La possible introduction de
deux charges conservées ouvre un champ que nous n’avons pas exploré dans le cadre des
considérations de cette theése.
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Les transitions de phase sont des phénoménes communs i tous les systémes en
interaction. Pour des syst¢émes infinis, elles sont bien décrites par la thermodynamique mais
celle-ci ne peut plus étre utilisée pour des petits systémes comme le noyau de 1'atome. Nous
proposons dans cette thése une approche de mécanique statistique, afin d'extraire les
caractéristiques thermodynamiques des petits systémes ouverts et soumis & des forces non
saturantes. Nous nous concentrons en particulier sur la définition et la mise en évidence pour
de tels systtmes d'une transition de phase de type liquide gaz. Nous définissons des
observables théoriques et expérimentales qui permettent de signer sans ambiguité la présence
et l'ordre de la transition. Une observable pertinente et accessible expérimentalement est la
fluctuation d'énergie cinétique, pour une valeur fixée de 'énergie totale. Nous vérifions qu'a
l'intérieur de la zone de coexistence, ces fluctuations deviennent anormalement grandes et
s'accompagnent de comportements pseudo critiques pour la distribution en taille des
fragments. Nous obtenons ces résultats dans le cadre du modéle du gaz sur réseaun, avec un
hamiltonien de plus proches voisins. Afin de compléter cette étude, nous analysons le
comportement des observables lorsque les interactions sont & longue portée. Nous nous
concentrons sur la problématique nucléaire en considérant l'effet des interactions
coulombiennes. Enfin nous abordons en perspectives des points spécifiques a la physique
nucléaire : le r6le de I'isospin et des effets quantiques.

Phase transitions are universal properties of interacting matter. They are well
described if the considered system is infinite, by using standard thermodynamics. But in the
case of small systems like atomic nuclei, this formalism cannot be applied anymore. Our aim
is to propose a statistical mechanics approach in order to define the thermodynamical features
of small open systems subject to non-saturating forces. We concentrate in particular on the
definition and characterization for such systems of phase transitions belonging to the liquid
gas universality class. Theoretical and experimental observables are defined to signal the
occurrence and the order of this transition without any ambiguity. One of the most relevant
and experimentally accessible observables consists in the study of kinetic energy fluctuations
for a fixed value of the total deposited energy. In a first order phase transition such
fluctuations become anomaly high and at the same time the size distribution appears to
behave critically. All our results are obtained within numerical simulations of the lattice gas
model with a nearest neighbors attractive interaction. Finally we check the influence of non-
saturating forces, developing the specific example of the Coulomb interaction in the nucleus.
Future improvements and perspectives at this work consist in the analysis of specific effects
occurring in nuclei : isospin and quantum mechanics.

Mots clés : température de transition, gaz, liquides, physique nucléaire, thermodynamique
statistique, mécanique statistique, transitions de phase, Ising modéle d’, phénomeénes critiques

Keywords : transition temperature, gas, liquids, nuclear physics statistical thermodynamics,
statistical mechanics, phase transformations, Ising model, critical phenomena





