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1 Introduction

L’objectif de ce travail est de développer de nouveaux outils adaptés a la simulation d’écoulements
tridimentionnels sur un domaine €2 de forme simple (typiquement un hypercube) de RY | dans
lequel est plongé un domaine lisse B, éventuellement constitué de plusieurs composantes con-
nexes (les particules). La difficulté tient & la complexité géométrique du domaine Q\ B. La
méthode classique consiste & mailler 2\ B et de faire la résolution sur ce maillage conforme. Mais
le maillage lui-méme peut étre coiiteux, et la matrice résultante n’est pas facile a préconditionner.
Pour ces raisons, on cherche a se ramener a une résolution sur le domaine {2 en entier, de fagon
a pouvoir utiliser des solveurs rapides. La méthode retenue pour traiter ce genre de probléme
est la méthode de la frontiére élargie, introduite dans [14], et qui consiste & résoudre le probléme
de Poisson dans un domaine perforé en le découplant en une résolution globale (sur ) et une
collection de résolutions locales (autour de chacune des composantes connexes de B).

2 Les équations de Navier-Stokes tridimentionnelles incompress-
ibles

Considérons un fluide incompressible régi par les équations de Navier-Stokes instationnaires :

ou

E—I—(u-V)u—uAu—FVp: f dans  Qg(t) (1)
V-u= 0dans Qp(t) (2)

u(t =0) = wug dans Q(?) (3)

+ Conditions aux limites sur  0€Qf(1) (4)

ot 4(t) est le domaine occupé par le fluide & P'instant ¢ (un domaine borné de R®), u et p sont
respectivement le champ de vitesses et la pression, v est la viscosité du fluide et f un champ de
forces extérieures (le champ de gravité par exemple). L’équation (1) représente la conservation
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des moments tandis que I'équation (2) est la contrainte d’incompressibilité assurant la conser-
vation de masse.

Une des principales difficultés liées & la résolution de ce probléme est le couplage entre les
inconnues u et p par la contrainte d’incompressibilité. Les méthodes de projection de CHORIN-
TEMAM, introduites par CHORIN ([3], [4]) et TEMAM [19] sont probablement les méthodes les
plus utilisées pour approcher en temps les équations de NAVIER-STOKES. Ce sont des méthodes
de marche en temps a pas fractionnaires visant a découpler le calcul de la vitesse et celui de la
pression, en résolvant dans un premier temps un probléme de convection diffusion telle que la
vitesse résultante n’est pas a divergence nulle, puis, dans un deuxiéme temps, celle-ci est projetée
sur un espace de fonctions a divergence nulle afin de satisfaire la contrainte d’incompressibilité.
L’analyse de ces méthode est donnée dans [20] et des preuves de convergence en O(6t?) sur
la vitesse en norme L? sont données dans [10] et [17]. Récemment, une nouvelle variante des
méthodes de projection, nommeée ” correction de la vitesse”, a été introduite dans [11], permettant
une convergence en O(§t2) sur la vitesse en norme L? et une convergence en O(&t%) sur la vitesse
en norme H' et la pression en norme L2

2.1 Schéma de projection/ Lagrange-Galerkin

Pour la discrétisation en temps des équations de NAVIER-STOKES on a, choisi d’utiliser un schéma,
de projection Lagrange-Galerkin. Cette famille de schémas a été analysée dans [2]. Un des
avantages majeurs de cette approche est de traiter le terme convectif de maniere explicite et de
garder les opérateurs symétriques et invariants en temps. L’idée est de combiner la méthode
des éléments finis avec un traitement lagrangien de la dérivée totale par la méthode des car-
actéristiques, voir [15] et [18].

L’idée principale commune & tous les schémas de projection est de découpler les effets visqueux du
fluide de I'incompressibilité de I’écoulement, ils sont ainsi basés sur une stratégie de prédiction-
correction.

Soit §t > 0 le pas de temps et posons t” = ndt pour 0 < n < N. On introduit donc deux suites
(u™) et (4") pour la vitesse et une suite (p™) pour la pression telle que & chaque pas de temps :

e (@") soit une prédiction du champ de vitesse, vérifiant les conditions aux limites mais pas
nécessairement la contrainte de divergence nulle,

e (u™) soit une correction de (@") a divergence nulle, mais ne vérifie pas forcément les
conditions aux limites,

e (p") s’ajuste en fonction de (@") et apporte la correction nécessaire ; on note que calculer
(u") revient & calculer (p™).

Quant au traitement du terme non linéaire, il est fait par la méthode des caractéristiques dont
on rappelle brievement le principe. La trajectoire d’une particule fluide dans un écoulement
ayant une vitesse u(t,.) et se trouvant a la position  au temps s est notée x(¢,s;x). x est
solution de I’équation différentielle ordinaire :

dx(t, s; @)
A IS R :u(t,x(t,s,m)), te [O,S],

di (5)
x(s,s5¢) =
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Dans la suite on note x™ () = x(t",t"*!; ). On utilise 'approximation suivante pour la dérivée
totale en temps (la dérivée partielle par rapport & t + le terme convectif) :
Du _ u(t",z) —u(t", x"(z))
Dt ot

(6)

On introduit les espaces X;, C H'(9/)% et M;, C L?(92;)/R comme étant des approximations
discrétes par éléments finis de H' (€)% et L?(Qf)/R basées sur une triangulation du domaine
Q¢. On introduit aussi Y, l'espace défini par Y, = X, + VM,. Notons que comme les
fonctions de l’espace My, sont polynoémiales continues par morceaux, celui-ci est donc inclu
dans Hl(Qf), et par suite Y, C LQ(Qf)3. On définit les deux suites (@) )o<n<n C Xj et
(@})o<n<n C Y}, Le schéma discret de projection/Lagrange-Galerkin est donc le suivant :
trouver (ﬁg“,p"“) € Yy, x My, tel que:

~n+1l _ ~n n
(X ) + (VT Von)
Prédiction t (7)
By 2pp —pp 1)son) = (f*Mwn), Vo, € Xy
V. ﬁn+1a qh
(V(PZle = Ph)s V%) - V) gt ), Vgn € M,
Projection (8)
uptt = Gt — stV (pitt - pp)

ou By, est 'opérateur de divergence discret de X dans My, et il est définie par

V(vh:qn) € Xp x My,  (Bpvn,qn) = /Q vy - Van = (vh, By qn)- (9)
f
Les problemes elliptiques issus du schéma discret (7)-(8) et qu’on sera amené & résoudre & chaque
pas de temps sont de deux types. Le premier, qui découle de I'étape de prédiction, est de la
forme suivante :

au—Au = f; dans Qf
(10)
u =g sur 0Qy,
ou « est 'inverse du pas de temps, u désigne I'une des trois composantes de la vitesse ﬁZ"'l, f1

est le second membre constitué par tous les termes ” connus” A I'instant t"*! et g représente les
conditions aux limites adéquates. Le second probléme type qui découle de I’étape de projection

est le suivant :
{ —Ap = fy dans Q

Op (11)

n =0 sur 09y

ou p désigne pZH et fy le second membre correspondant.

3 Quelques méthodes adaptées a la résolution des problemes
elliptiques dans des domaine perforés

On considére un domaine borné 2 C R”, 4 frontiére Lipschitzienne, dans lequel est plongé une

collection de sous-domaines réguliers B (typiquement des boules). On se propose de résoudre le
probléme suivant :

{ —Au =f dans Q\B (12)

u =0 sur OQUOIB
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3.1 Méthodes existantes

1. Maillage adaptatif : La solution approchée est calculée sur un maillage non structuré,
raffiné au voisinage des trous (cf figure 1).
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Figure 1: Maillage non structuré.

Voir [13] pour un exemple de simulation numérique d’écoulements fluide-particules basée
sur cette approche. L’avantage de cette méthode c’est qu’on peut calculer avec précision
au voisinage de B et se permettre d’étre moins précis loin de B, ou la solution est plus
réguliére. L’inconvénient majeur est surtout la perte de la structure cartésienne, ce qui
rend difficile la construction de bons préconditionneurs, et exclut I'utilisation de solveurs
rapides.

2. Domaines fictifs : (cf [7], [8],[9]) Le domaine global 2 est maillé par un maillage cartésien,
le trou est maillé par un maillage adapté & sa géométrie (cf figure 2), et les conditions aux
bords sont prises en compte par des multiplacateurs de Lagrange.
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Figure 2: Domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange.

3. Domaines fictifs avec pénalisation : Une autre approche de la méthode des domaines fic-
tifs basée sur une technique de pénalisation (voir [5] et [6] dans le cadre de Free FEMSD').
Par exemple pour résoudre le probléme (13) sur la géométrie représentée dans la figure 3

—~Au =f dans Q\B
u =0 sur T (13)
u =g sur vy

'FreeFEM3D est un logiciel de calcul open source (licence Gnu/GPL), développé au Laboratoire Jacques-Louis
Lions, pour la résolution des EDP en 3D. http://www.freefem.org

Canum 2003 4



hal-00666103, version 1 - 3 Feb 2012

Figure 3: Domaines fictifs avec pénalisation.

par la méthode des domaines fictifs avec pénalisation, on utilise la formulation variation-

nelle (14) :
1 1
[7osonns? [ [romest [y
Q € ¥ (9] 3 v

ol ¢ est un réel strictement positif ”assez petit”.

4 Méthode de la frontiere élargie ”Fat Boundary Method” (FBM )

Rappelons que notre objectif est la simulation numérique d’écoulements fluide-particules, ce qui
nous ramene en utilisant la méthode de projection et la méthode des caractérisques décrites
précédemment, & la résolution d’une suite de problémes de types (10)-(11) dans des domaines
perforés Q '\ B qu’on note parfois ;. La FBM a été introduite dans [14] dans l'objectif de
garder la possibilité de calculer avec précision dans un voisinage du trou et au méme temps
utiliser un maillage cartésien dans le domaine global, permetant d’étre moins précis la ol c’est
possible, et surtout pour pouvoir utiliser des solveurs rapides ”standards”.

Le principe de cette méthode est de décomposer le probléme initialement posé sur le domaine
perforé Oy = Q\ B par deux problémes : un probléme local dans un voisinage du trou (14 olt on
peut considérer un maillage assez fin), et un probléme global dans tout le domaine (sans tenir
compte du trou) basé sur un maillage cartésien (cf figure 4).

| —T
\_/

Figure 4: FBM: maillages local et global.
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Le lien entre les résolutions globale et locale se fait par:

e une interpolation d’un champ global sur la frontiére artificielle autour du trou (comme dans
Papproche de décomposition de domaines avec recouvrement total proposé dans [12]),

e un saut de dérivée normale & travers le bord du trou.

4.1 Description de la FBM

On considere un domaine borné, & frontiére lipschitzienne, 2 C R” dans lequel est plongé un
sous-domaine régulier B. La figure 5 représente le cas d’un seul trou. Mais cette étude reste
encore valable dans le cas ou B est la réunion de plusieurs sous-domaines. Dans ce dernier cas,
on va juste supposer que les couronnes, de type w, autour de chaque composante de B ne se
recouvrent pas. Les frontieres de {2 et de B sont notées respectivement par I et .

Figure 5: Exemple représentatif du domaine.

On introduit les espaces fonctionnels suivants:
HY(Q) = f{aeH'(Q); =0}
Hogr(Q\B) = {ueH'(Q\B); ur =0}

Etant donné f € L2(Q\ B). On se propose de résoudre le probléme I : trouver u € Hi(Q\ B),

tel que ~
I ou—Au =f dansQ\B
u =0 survy

On introduit une frontiére artificielle réguliere 7' autour de B (cf figure 5), on note par w la
couronne délimitée par v et 7' et on définit ’espace H&W(w) par

H&v(w) = {v e H (w); v, = 0}. (15)
Pour une fonction f définie sur Q \ B, on note par f son extention par 0 sur B :
fiovs = fans fip =0 (16)

Les espaces Hj(Q), Hyp(Q\ B) et H&v(w) sont munis des normes hilbertiennes
7112 — ~12 2 _ 2 2 _ 9
|U|Hé(n) _/Q|VU| ) |U|H5F(Q\§) —/Q\B|VU| , ‘U|Héw(w) _/w|VrU| . (17)
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4.2 Formulation 4 multi-domaines

L’objectif est de remplacer le probléme I par deux sous-problémes II, I'un posé sur w, et 'autre
sur Q tout entier : trouver (,v) € H}(Q) x H&v(w), tel que

H—a- {av—Av =f dansw

v =u survy
11
A ~ s Ov
II-b: ou—Au =f+—|,0, dansQ
on
. a’U -1 s . ]
ol ——| 0y € H ~(w) désigne la forme linéaire
on|,

ov
ueHy(Q)r— | —a 18
aem@— [ 54 (18)

v

qui est continue tant que v € H&7(w) et Av € L%(w).

Proposition 4.1 Les problémes I et II sont équivalents, i.e.

i) siu € H{p(Q\ B) est solution du probléme I, alors le couple (@, u),) est solution du
probleme 11,

ii) si (u,v) est solution du probléme I1, alors %\F est solution du probléme 1.

Preuve: la démonstration de cette proposition est en tout point analogue a celle dans [14].

4.3 Meéthode de résolution : formulation de point fixe

L’objectif est de transformer le probléme IT en un probléme de point fixe. Soit § un parametre
réel de 10, 1[ (parameétre de relaxation). On considére 'opérateur

Ty : (@,v) € H}(Q) x H, (w) — (U, V), (19)

onV e H&v(w) et U e H} () sont respectivement les solutions de

{ aV-—AV = f dans w (20)
Viy = (Ov+(1-0)u),
et
ol - AU = f+ g_V 0, dans €, (21)
n
Par définition de Ty, on a la formulation du point fixe suivante: V 6 # 1,
(4, v) est solution de II <= Ty(u,v) = (u,v). (22)

La recherche de ce point fixe (solution du probleme II) se fait par un processus itératif en
considérant la suite récurrente de Hg(Q) x Hy, (w) définie par:

@™+, o™ = Ty(@™, o™). (23)

Voir [14] pour la preuve de la convergence de cette suite, pour € assez proche de 1.
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4.4 Discrétisation en espace. Algorithme

On introduit des espaces éléments finis classiques

Xy CHj(Q), Xy C Hp ().

(24)

L’espace X ,? est basé sur un maillage cartésien de (2, et X}’ correspond a un maillage similaire

& celui représenté dans la figure 4. Une itération de l'algorithme est:

1. Calculer ﬂiilm, Pinterpolé de ﬂ’g*l sur vy, et poser
B =0~ + (1 - 0)a |y (25)
2. Calculer v,’j € X}/, la solution de
a/’u’}fw+/V'Ulg-Vw = /fw Vw € X wly =0
w w w (26)
vily = B
3. Calculer .
v
k h
= % 27
©h an 7h ( )
4. Calculer @f € X}, la solution de
a/ﬂﬁ—i—/Vﬂﬁ-Vm = /?w—l—/ okw  Yw € XL (28)
Q Q w Th

4.5 Approche simplifiée

Nous avons choisi, dans un premier temps, de remplacer la résolution locale dans w (i.e I’étape
2. de algorithme précédent) par un calcul plus simple. Pour ce faire, on place la frontiére
artificielle 7/ tout pres de . Par exemple dans le cas ot B est une boule de rayon R, on prend

~' une sphére de méme centre que B et de rayon R + ¢ avec ¢ << R.

Figure 6: Approche simplifiée.
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La restriction que I'on consideére est qu’on suppose ici v est radiale ce qui nous permet de résoudre
explicitement le probléme local qui devient (pour le cas homogene f = 0)

1d d
A [ Sl pour 7 €|R, R+ ¢
r2dr | dr (29)
v(R)=0, v(R+¢e)=uR+e¢)
L’algorithme du paragraphe précédent devient donc:
1. Calculer ﬂiilm, Pinterpolé de ﬁ’g*l sur vy, et poser
E_ 9ol 41— 0) [—(1+2) et 30
ok =00+ —0) [0+ S)lak | (30)
2. Calculer ﬂfl eX ,?, la solution de
of @w+ [ VEl- Vo = [ Fu+ Ew Yw e X
h h = Ppw  Vw € Xy (31)
Q Q w Vh

Remarque 4.1 Dans le cas ot on s’intéresse a des solutions radiales, remplacer ’algorithme
initial par celui de Dapproche simplifiée n’introduit pas une erreur supplémentaire, puisque la
résolution est eracte en v. Mais d’une maniére générale, il n’y a aucune raison pour que v soit
radiale, et par suite en résolvant le probléme par ce dernier algorithme, on introduit une nouvelle
erreur qui, a priori, dépend de € et de la régularité de la solution. L’étude mathématique de cet
algorithme, motamment la convergence et les estimations des erreurs, est encore en cours mais
comme on va le voir, les premiers tests numériques sont satisfaisants.

4.6 Prise en compte des conditions de Neumann au bord de B

On garde toujours la méme donnée géométrique représentée par la figure 7

Figure 7: Donnée géométrique.

Etant donnée f € L2(Q\B), on s’intéresse & présent  la résolution du probléme suivant: trouver
u € Hi(2\ B), tel que
—Au =f dans Q\B
Ivy o _§,
e = sur vy

La formulation variationnelle naturelle de ce probleme est : trouver u € H&F (2\ B), tel que

Vu-Vw = fw, Yw e Hyp(Q\ B). (32)
O\B O\B
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Pour résoudre (32) en se ramenant & une résolution dans tout le domaine Q (dans lequel on
a un maillage cartésien), on propose l'algorithme suivant: u" € H&(Q) étant donné, trouver
u™tt € H}(9Q), tel que

IIy /Vu”“-sz/Vu”-VuH—/f?u, VwEH&(Q).
Q B Q

ou f est le prolongement par 0 de f sur B.
11 est clair que les problémes (32) et ITy sont bien posés, dans ce qui suit on va établir le lien
entres les solutions des problémes ITy et la solution du probléme initial. Soit % un prolongement
de u dans H} (), on a le résultat suivant :

Lemme 4.1 Si u € HJ(Q\ B) est la solution du probléme (32), alors tout prolongement
@ € H () de u vérifie:

/va-vw:/va-Vw+/fw, Yw € Hy (). (33)
Q B Q
Preuve: par construction de %, on a
/Vﬂ-sz/Vﬁ-VumL _ Vu-Vuw
Q B Q\B

d’ot1 le résultat, puisque u est solution de (32). O

L’algorithme IIy est un processus itératif de point fixe qui converge vers la solution de (32). En
effet,

Proposition 4.2 La suite (u”|Q\§) converge fortement vers u (la solution de (32)) dans
_ n
Hop (2\ B).

1

Preuve: en faisant la différence des deux équations (33) et IIy et en prenant u"*' — @ comme

fonction test, on a

/Q V(! — @) = /BV(U" —4) - V(u"t! — @) (34)

Ce qui implique, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz
g y

12 ~ ~
|t — @], < |u - g [u" T -, (35)
et par suite

|u"+1 - ﬂ|52)\§ + ‘un+1 - ﬂﬁa’ <|u" —alg |u"+1 - ﬂ‘B, (36)

ce qui implique en particulier
‘u”+1—ﬂ|B <|u" —1alg, (37)
et donc la suite positive &, = |u” — 4| est décroissante et par suite elle converge. D’ou le
résultat en passant & la limite dans (36). O
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4.7 Solveur rapide pour la résolution globale

La FBM est basée sur un algorithme de point fixe, dont chaque itération consiste & résoudre
un probléme elliptique dans le domaine global. Le maillage considéré sur le domaine global
étant choisie cartésien dans le but de pouvoir utiliser des solveurs rapides. Celui qu’on utilise
a été développé par Rossi et Toivanen de l'université de Jyviskyld (Finlande) (voir [16] et [1]).
L’idée de base pour la méthode de résolution est expliquée dans [1]. Elle consiste a utiliser des
techniques de tensorisation et de résolutions partielles.

Ce solveur est dédié a la résolution des systémes linéaires AU = F, ou A est une matrice N X N,
symétrique, définie positive et se décompose de la manieére suivante :

.A:Al®M2®M3+M1®A2®M3+M1®M2®M3 (38)

avec les A;, i = 1,2, 3 sont des matrices n; X n; (avec ningng = N) symétriques, tridiagonales
et définies positives (ou semi-définies positives). Les M;, i = 1,2,3 sont des matrices n; X n;
symétriques, tridiagonales (ou diagonales) et définies positives. Le symbole ® désigne le produit
tensoriel et il est définie par:

pour tout R = (r;;) € My (R) et S = (si5) € Mpn(R),

311R . SlnR

T=R®S= o € Mpm n(R). (39)

smiBR ... SqnR

Par exemple la matrice du systéme linéaire issu de la discrétisation du Laplacien par éléments
finis Q! sur le cube | — 1, 1[> admet une décomposition de type (38), ou

1 2 h; 2h; h;

A; = tridiag{ ——, — —, =,

7 g{ h17 hz’ 6 7 3 7 6

avec hi, hy et hz sont respectivement les pas de discrétisations dans les directions z, y et z. Le

systéme algébrique (38) s’écrit sous cette forme de blocs:

1
—h—} et M; = tridiag{ y, 1=1,2,3
i

Ciui—1 + Diui + Cipruip1 = f; i=1,...,m (40)
plus précisement,
[ D1 CZ . . . . T i ul T i fl T
CQ D2 C3 . - . U9 f2
C; Di Cip1 . wi || fi
) . C . .
i Cny Dny | | tny | | fny

ol u; et f; sont respectivement les i°™€ blocs de longueurs nong de U et F,
C;= Ai’HIMz ® M3 + Mli’i+1 [A2 ® M3 + My ® A3] € Muyngnans(R)

et
D; = Azl’ZMQ ® M3 + M{’Z [A2 ® M3 + My ® A3] € anng,n2n3 (]R)

En utilisant cette écriture par blocs, chaque étape de la résolution partielle du systeéme algébrique
se fait sur un plan x =¢hy, £=1,...,n1.

Pour avoir une idée sur la rapidité du solveur, on a mesuré le temps de calcul effectif (sans
compter I’étape de pré-traitement) pour résoudre un Laplacien sur le cube | — 1,1[> avec 129
points de discrétisation dans chacune des trois directions (un peu plus de 2 millions de degres
de liberté) est 15.66 secondes CPU. 2

2Le calcul a été fait sur Hydre, le cluster du Laboratoire Jacques-Louis LIONS.
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5 Validations numériques

5.1 Ordre de l1a FBM

L’objectif de cette section est I'illustration des résultats théoriques, travail en cours en collabo-
ration avec S. BERTOLUZZA, qui montrent que la méthode FBM est localement d’ordre optimal
(au sens des éléments finis). Pour simplifier, on se met dans le cadre du probléme suivant :

—Au =f dans Q\B
u =0 sur v (41)
U =g sur r

Comme on I’a vu dans les paragraphes précédents, résoudre ce probléeme par FBM revient 3 le
remplacer par une suite de résolutions locales et globales. Dans un premier temps on suppose
que la résolution locale est faite d’une maniére exacte, ce qui revient a remplacer le probléme
(41) par le probléme suivant :

- 0
~Ad =f+ |6, dans ©
8n7
U =g sur I

(42)

ol v est la solution du probléme local suivant : (dans une couronne w autour de B de frontiére
ow =~yU7)

—Av =f dans w
v =0 sur v (43)

v =4 sur o
w étant une couronne autour de B de frontiere dw = v U~'. Dans ce cas particulier, puisqu’on
suppose qu’on résoud d’une maniére exacte le probléme local (43), il suffit de remplacer dans

v : , . . : A
(42) n par son expression en prenant v égale 4 la restriction de la solution analytique % sur w.
n
~

On note par

e |é]1,0 la semi-norme H'((2) de l'erreur globale entre la solution approchée iy, et la solution
exacte. Elle est donnée par:

eha = ([ vt —m)ﬁmf (44)

e ||é]lo,o la norme L?(2) de erreur globale et elle est donnée par:

1
2
1elloq = ( / |a—ah|2dﬂ) (45)

Pour Verreur locale, on introduit un sous domaine €2 de 2\ B. Dans les tests numériques on a

pris Q = Q \ B, ol B est une boule du méme centre que B et de rayon plus grand que R. On
note par

e le|, o la semi-norme H'(Q2) de lerreur locale entre les retrictions sur Q de la solution
approchée 1, et la solution exacte. Ces restrictions sont respectivement notées uy, et u.
Cette erreur locale est donnée par :

el = ( J 19t uh>|2dfz); (46)
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. ||e||0,s~2 la norme L?(Q) de Perreur globale et elle est donnée par:

1
~\ 2
lelln = ( [t uh|2dsz) (47)

Numériquement ces erreurs sont calculées en décomposant les intégrales en la somme des intégrales
sur les mailles, par exemple

1
lela = (/Qwa—vahF dQ>2 (48)
%
= (Z/CIW—V%I? dC) (49)

ccQ

Afin d’éviter les phénomenes de superconvergence souvent rencontrés lors des résolutions numériques

par éléments finis Q' sur un maillage cartésien, une intégrale sur une maille C' du sous domaine
est approchée par une formule de quadrature de Gauss-Legendre & 27 points (exacte pour les
polynémes de degrés 5 par rapport & chacune des trois variables).

Pour le calcul du gradient de la solution approchée, on utilise la base des fonctions chapeaux
Q'. En effet, en notant par ¢; la fonction chapeau associée & la iéme sommet du maillage, on a

ip =Y i et done Vi =Y i, Vip.
[ %

5.1.1 Test numérique dans le cadre d’une résolution locale exacte

Q est le cube ] — £, 1[% et B est la boule de centre o = (0,0,0) et de rayon R = 1 (sa frontiere

est notée 7). f et g sont choisies telle que la solution du probléme (42) soit
4 = sin(B(p®> — R?)), avec p®> =z’ +y> + 2% et = 2m.

Dans ce cas particulier puisqu’on suppose qu’on résout d’une maniére exacte le probléeme local

. Ov : ; N -
(43), il suffit de remplacer dans (42) ——| par son expression en prenant v égale & la restriction

on

7y
de 4 sur w. Soit
ov

5| = 28R (50)

v
Q=0\ B ot B est la boule de centre o = (0,0,0) et de rayon R' =0.3.
Dans les courbes de la figure 8 on présente les erreurs globales |€|;o et ||é]joo et les erreurs

locales |e|, & et |le||, q dans Q pour différentes valeurs de h (51 35 a0 T35 397)-
b )

Ces courbes montrent qu’on retrouve les résultats théoriques, a savoir que localement on garde
I'ordre des éléments finis classiques. En effet puisqu’on a utilisé des éléments Q' on s’attendait
A ce que la norme L? de 'erreur se comporte comme un O(h?) et que la norme H' se comporte
comme O(h). Ce qui est le cas ici.
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1x10°

E T T T T 3

1x10* E

@ F ]

< L 4
Q

12 2] _

g 1x10 E E

v f ]

é L 4

CD |- .|

1x10° E

£ 31 Global H1 error [slope=0.75] J

L (3—© Local H1 error [slope=0.99] ]

L Global L2 error [slope=1.18] |

4 ¥—¥ Local L2 error [slope=2.00]
1x10° E
E 1 N \ \ A 3
1/1224 1/128 1/64 1/32 1/16
h (log scale)

Figure 8: Courbes d’erreurs numériques pour une résolution locale exacte.

0
5.1.2 Test numérique dans le cadre d’une approximation de @

™y

On refait le méme test que précédemment mais au lieu d’”injecter” la dérivée normale exacte de
v, on I'approxime par le biais de I’algorithme de point fixe de ’approche simplifiée en ajustant
€ pour chaque valeur de h. Notons que pour qu’il ne pollut pas ’erreur, € doit étre assez petit
(on I’a pris de I'ordre de h?) et par suite le parametre de relaxation doit étre trés proche de 1.
Ce qui ralenti la convergence de I'algorithme du point fixe !

On remarque qu’on retrouve les méme résultats de la section précédente. (cf figure 9)

110" —— ‘ : : .
r | @8 Global error [slope=0.74] q
[ |G—© Local error [slope=0.99] b
4x10" -
@ L i
[+
o
2]
2 20" .
o
g
o -1
g 1x10" [~ 7
6x10° 1~ .
10" ! \ ! \ ! ]
. . L . .
1/224 1/128 1/64 1/32 1/16
h (log scale)

Figure 9: Courbes d’erreurs numériques pour une résolution locale approchée.

5.1.3 Conditions aux limites sur vy de type Neumann homogéne

On garde toujours la méme configuration géométrique et les mémes données numériques que
précédemment mais cette fois on cherche & approcher @ = cos(B(p? — R?)) en tant que solution
du probleme Iy :

I —~Auy =f dans Q\B
N g—g =0 sur v
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Dans les courbes de la figure 10 on présente les erreurs locales e, & et |le]|, o dans € pour

différentes valeurs de h (%, 31—2, 61—4, ﬁ, ﬁ) Les erreurs globales ne sont pas présentées parce

qu’elles coincident exactement avec celles dans Q.

1x10°E T T — . . 3

1x10* E

T L 1

< L i
(&)

1%2] 2 [ _

g 1x10 E E

T ]

5 L 1

CD L 4

1x10° E

[ G—© Local H1 error [slope=1.00] ]

A—A Local L2 error [slope=2.00]
1x10" E
E_ .1 L ! o . 3
1/1224 1/128 1/64 1/32 1/16
h (log scale)

Figure 10: Courbes d’erreurs numériques pour le cas des conditions de Neumann sur -y.

L’objectif du test suivant est de montrer qu’on peut capter les éventuelles oscilations sur la
surface 7. Pour y parvenir, on considere la fonction %(p? — 2R?)p? sin?(9) cos(2¢) solution du
probléme Iy. Ici le triplet (p, 6, ¢) désigne les coordonnées sphériques. Les erreurs locales |e|1’s~2
et |le]lpq dans Q pour différentes valeurs de h sont présentées dans les courbes de la figure 11.
Notons que dans ce cas on n’a méme pas chercher a calculer les erreurs globales puisqu’on ne
dispose pas d’un prolongement harmonique explicite de la solution & l’intérieure de la boule.

1x10° -
1x10% =
0 [ ]
[+
@ 1x10* E
[=2) E p= |
S = ]
4 L ]
g i
0 1x10° E
1x10° E G—© Local H1 error [slope=0.99] 3
F A—A Local L2 error [slope=1.94] 3
-7 P I S S PR | ! !
1x10 1/224 1/128 1/64 1/32 1/16
h (log scale)

Figure 11: Courbes d’erreurs numériques pour le cas d’une solution qui oscille sur -y.
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5.2 Un nombre ”assez grand” de particules

Dans ce paragraphe, on va juste présenter deux tests numériques pour montrer qu’avec la
méthode de la frontiere élargie FBM , et en utilisant le solveur rapide décrit précédemment, on
peut traiter le cas ou 'on a un nombre assez grand de particules tout en gardant un temps de
calcul raisonnable.

Dans les deux tests numériques qui suivent, le domaine de calcul 2 est le cube
] —1,1[x] — 1,1[x] — 1,1[. On s’intéresse a la résolution du probléme

{—Au =1 dans Q\B (51)

u =0 sur O(Q\B)=TU~vy

oul = 09, v = JB et B est une collection de 163 boules, de rayon commun R = 0.06, disposées
d’une manieére aléatoire tout en imposant le fait qu’elles ne s’interséctent pas. La méthode de
résolution est 'approche simplifiée de la méthode de la frontiére élargie (cf paragraphe 4.5), avec
0=098¢ete= 1—%. Dans la figure 12 on présente sur la partie | — 1,0.5[x] — 1,0.5[x] — 1,0[ du
domaine (2 la solution calculée wu.

0.03

0.027
0.024
0.021

0.018

Z—-AXxis

0.015
I 0.012
0.009

0.006
952

0.003

0.489 "0.5095

Figure 12: La solution calculée.
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Dans la figure 13 on présente juste I'isosurface u = 0, et on voit bien qu’on retrouve la géométrie
du probléme, puisqu’on a pris comme conditions aux bords v = 0 sur la frontiére I' de €2 et sur
la frontiere de B (réunion des boules).

Figure 13: Isosurface u = 0.
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Dans la deuxiéme expérience, On refait le méme test numérique mais avec 343 particules dis-
posées d’une maniere structurée. Le résultat est représenté par les figure 14 et 15.

0.014

0.012

0.008

Z—-Axis

0.006

0.004

0.002

0.4929 "0.5095

Figure 14: La solution calculée dans le cas de 343 particules.

Figure 15: Isosurface u = 0.
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6 Simulations numériques

6.1 Simulation numérique de la convection-diffusion autour de deux boules
en mouvement

On se place dans un parallélépipede 2 de R? dans lequel il y a deux boules en mouvement dont
les trajectoires sont imposées a ’avance. Sur cinq des faces de €2 on maintient une température
égale a 1 et a la sixiéme face on prend des conditions de Neumann homogenes. Sur les bords des
deux boules la tempéraure vaut toujours 0. La chaleur est convectée par un champ de vitesse
potentiel. On s’attend & avoir une ”trainée” de zones ”fraiches” qui suivent les boules en leurs
mouvements.

On a pris comme domaine 2 le parallélépipede | — 3,3[x] — 3,3[x] — 6,6[. B comme étant
la réuinion des deux boules B; et By de centres respectifs a = (zg = 0,y9 = 0,29 = 1) et
b= (zo =0,y0 = 0,20 = —1) et de rayon commun R = 0.4. La trajectoire de la boule By est

définie par :
( z(t) = zo + 2 cos(t)

¢ y(t) =yo + 2sin(?)

t
— 9 qin( —
\ z(t) = 2o + 3 sin( 10)
Et celle de la boule B est définie par :
( 1
z(t) = o + 3 sin(t)

1
§ y(t) =y + 3 cos(t)

.3t
\ z(t) = zp — 2 sm(ﬁ)

La vitesse de convection v est égale & V¢, ol ¢ est solution du probléme suivant :

([ —Ap=0 dans Q\B

% =0 sur v
S % =0 sur T \ (Z = Zmin, % = z’rna:c)

p=1 sur (2= zmin)

{ p=1 sur (2= 2mna)

Quant & la température T', elle est solution du probléme suivant :

(0T
W—I/AT-l—ng-VT:O dans Q\ B
T=0 sur v
4
T = sur '\ (z = zmin)
or
| I = 0 sur (2= zmin)
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La conductivité v est égale & 3.1072 et le pas de temps dt est égale & 2.107!. La résolution des
deux problémes ci-dessus est faite par la FBM sur un maillage cartésien de 33 x 33 x 65 points.
Une itération en temps coiite en moyenne 5 secondes CPU (notons que dans une itération en
temps on fait une dizaine d’itérations du point fixe pour le probléme en ¢ et une quarantaine
d’itérations pour le probleme en T'). Ce calcul a été fait sur Hydre. 3

Les figures suivante représentent 1’évolution en temps de la température sous forme d’isosurfaces

apres 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900 et 999 itérations.

3Le cluster du Laboratoire Jacques-Louis LIONS.
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6.2 Cavité entrainée en présence d’un obstacle sphérique

On se place dans le cube Q =] — %, %[3 dans lequel il y a un obstacle sphérique centré & 1’origine
et de rayon 0.1. On considére la cavité entrainée par une paroi se déplacant & vitesse constante
u = (1,0,0)" en z = % Initialement le fluide est au repos, i.e. w = 0. Le fluide circule dans
le domaine Q; = Q\ B et le calcul, en utilisant FBM , s’effectue dans le cube 2 tout entier.
La vitesse au bord du cube est maintenue égale 4 0 excepté a z = % On impose également
des conditions de Dirichlet homogenes sur I'obstacle. Ces derniéres sont prises en compte par
la FBM comme on I’a décrit dans les sections précédentes. On résout un probléme de Poisson

avec des conditions de Neumann sur la pression.

Les parameétres de la simulation sont les suivants : on a utilisé le schéma de projection La-
grange/Galerkin décrit dans le premier paragraphe avec un pas de temps 6t = 102 et une
viscosité v = 107!, Le maillage de © comporte 33 x 33 x 33 sommets.

Les figures 16 et 17 présentent des coupes suivant le plan y = 0 du champ de vitesses a des
instants différents.

Figure 16: Champ de vitesses aprés 1, 5, 10 et 15 itérations en temps.
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La figure 18 présente la norme euclidienne de la vitesse, sous forme d’isosurfaces dans tout le

domaine 2 y compris I'obstacle, et sous forme de lignes de courant sur la coupe suivant le plan

y=0

23
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Streamlines

0.5

0
X-Axis

Figure 18: Isosurfaces de la norme euclidienne de la vitesse et lignes de courant.
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