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Introduction

Les langues de Arnold de la famille des applications standard doubles

La famille des applications standard doubles est la famille des applications du cercle
T! = R/Z définie par

b
fap(z) = 22+a— —sin(2rz) mod 1,
T
avec x € T! et paramétrée par a € T! et b € [0, 1].
Il s’agit d’'une famille réelle de dimension 2 de perturbations de la famille de revétements
doubles du cercle
r—2r+a mod]l

paramétrée par a € T'.

Sa définition et son introduction dans le champs de I’étude de la dynamique est due a
Michal Misiurewicz et Ana Rodrigues dans les articles [25] et [26].

Un des buts anoncés dans ces articles est la compréhension des phénoménes liés & pré-
sence de points de ramifications dans un systéme dynamique. Dans ce cas particulier, les
applications f,; sont de degré 2, de plus, pour tout a € T', 'application f,; a un point
critique.

Similairement a ce qui passe pour l'application standard de Vladimir Arnold,
T — x +a+ bsin(27rx), ou certaines portions de 1’espace des paramétres (a,b) € T' x [0, 1],
appelées langues de Arnold, correspondent & des systémes se comportant de fagon organisée,
caractérisés par une phase asservie, il existe des regions de ’espace des paramétres de la
famille standard double dont les paramétres correspondant possédent un attracteur discret
indépendant, des conditions initiales.

On peut associer a ce cycle attractif une donnée combinatoire liée a la dynamique de
I’application de doublement x — 2x mod 1. Ces zones, classifiées combinatoirement, sont
aussi appelées langues de Arnold. Le chapitre 2 a pour but de montrer que les langues de
Arnold de la famille des applications standard doubles sont connexes.

La section 2.1 définit le probléme plus en détail.

Vitesse de croissance des coefficients de la série de Laurent de l’'in-
verse de I’application de Bottcher

Soit A € C tel que le polynome quadratique 22 + X a un ensemble de Julia non connexe,
c’est-a~dire A ¢ M ou M est I’ensemble de Mandelbrot. Cela entraine que les coordonnées
de Bottcher B a linfini (normalisée de fagon unique en choisissant 1 comme valeur de la
dérivée en oo) ne se prolongent pas sur tout son bassin.

Il existe alors un rayon minimal R > 1 avec lequel on peut définir un inverse 1 = B~! sur

le complémentaire du disque fermé D(0, R). Ce rayon est R = /|B(A)|. On en déduit une

7
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borne supérieure asymptotique de la croissance des coefficients du développement en série

de Laurent de la fonction ¢(z) = 2 E % :
z
k=0

limsup /|5 = V[BA)l.

k—o0

Le but du chapitre 3 est d’expliciter un équivalent précis pour les ;. Pour cela on choisit
une racine carrée u — /1 4 u, définie holomorphe sur le disque D(0, 1), positive sur |0, 1.
Ceci et I'imparité de la fonction ¢ permettent de définir de facon unique le nombre complexe

z =

N

Le théoréme est alors le suivant.

Théoréme 3.1.3 Soit o < 1. Soit A € C tel que A ¢ M et soit
— O
U(z) = ZZ@
k=0

Uinverse des coordonnées de Bittcher By du polynéme quadratique f(z) = 2% + \.
Alors pour tout n € N,

(BX)" ( ( 1 ))
. = — 1+0 :
’ o/ /BT(\) ne
Inégalité de Lévine sur la position des valeurs critiques de la fonction
multiplicateur

On sait que sur chaque composante hyperbolique H de I’ensemble de Mandelbrot, la
fonction qui & un paramétre A associe le multiplicateur du cycle attractif est un isomorphisme
entre H et le disque unité. En outre cette fonction se prolonge holomorphiquement sur un
voisinage du sillage de H et, dans le sillage, n’est de module inférieur ou égal & 1 que sur H.

Les positions des points critiques de cette fonction restent a déterminer de fagon globale.
L’inégalité suivante permet d’exclure une zone précise au voisinage de la composante H.

Théoréme 5.3.1 Soit d € N tel que d > 2. Soit C' > 2, il existe des constantes M > 1,
Ky > 0 et K1 > 0 qui ne dépendent que de C telles que, pour tout X € C tel que |\| < C et tel
que le polynome 2%+ X possede un cycle répulsif de période m de multiplicateur p (dépendant

de \), on a
mlp—1] < KoM™ (log|p|+K1 gD, (1)

8
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ot p désigne la dérivée de la fonction multiplicateur p par rapport au parametre .

Le théoréme ci-dessus est une généralisation du théoréme 3 de [19] qui est valable pour
la famille 22 + X. Guénadi Lévine démontre celui-ci en utilisant des techniques analytiques,
notamment de déformations quasiconformes. A Dorigine il sert d’outil pour controler les
explosions de cycles le long d’une suite de bifurcations satellites successives et parvenir au
critére de non locale connexité de I'ensemble de Julia dont on parle plus loin.

Il s’est avéré que I'on peut se passer de se théoréme pour la famille 22 + \.

L’idée générale de la démonstration est la relation profonde qu’il y a entre différen-
tielles quadratiques et le cotangent de ’espace des déformation d’une famille déterminée de
fonctions rationnelles (voir [10]). Par ce biais on peut expliciter la relation algébrique liant
variation du multiplicateur d'un cycle et celle de la valeur critique. C’est, entre autres, de
cette relation que provient l'inégalité ci-dessus.

Pour ce faire il a fallu, étant donnés une fraction rationnelle f et un cycle périodique b de
f dont le multiplicateur est distinct de 1 et 0, expliciter les parties polaires de différentielles
quadratiques, invariantes le long du cycle b (cf proposition 5.1.16).

Une telle différentielle quadratique peut étre choisie de facon unique modulo le choix
d’un ensemble receptacle de trois poles comptés avec multiplicités. Pour les polynomes il est
commode de mettre un pole triple en oo, la différentielle quadratique obtenue s’écrit, lorsque

'on a fixé le résidu en les points de b = (bg, ..., by,_1) & 1,
s 1 a;
d 2 — J d 2
dlz)dz Z <(Z—bj)2+z—bj) °
7=0
™)) s T
avec (= ~oyEs, ot p est le multiplicateur du cycle b.

L’invariance des parties polaires met & jour la relation entre variation du multiplicateur
et déplacement de la valeur critiques dans la formule (théoréme 5.2.5) :

15 1
¢—faq = —<P——d

ou les points représentent les dérivées par rapport au paramétre A\, qui est aussi la valeur
critique de f(z) = 2% + \.

La suite de la démonstration met en jeu des estimations sur la perte de masse par poussée
en avant de la différentielle quadratique ¢ par la fraction rationnelle f (voir [11]).

Ensembles de Julia quadratique infiniment satellite renormalisables

Les polyndmes infiniment satellite renormalisables sont les polynomes quadratiques 22 +\
dont les parameétes \ se trouvent a l'intersection d’une suite infinie de copies de I’ensemble
de Mandelbrot successivement attachées les unes aux autres (voir [7], [22]).

La dynamique de ces polyndmes et la topologie de I’espace des paramétres en ces points
sont mal connues et leur étude est liée a la question de la locale connexité de ’ensemble de
Mandelbrot.
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On peut voir le phénoméne de bifurcation satellite comme ’explosion d’un cycle pério-
dique en un cycle de période multiple de la précedente. Cette explosion est en fait la collision
d’un premier cycle avec un second cycle en un paramétre ou le multiplicateur du premier
cycle est une racine de 'unité et celui du second est 1. Ce phénomeéne est formalisé par la
définition de fonctions d’explosions, cf. proposition 6.2.2 qui s’applique au cas d’une famille
de germes générale.

Un polynéome quadratique 2% + X infiniment satellite renormalisable correspond donc
A une suite de cycles qui sont issus des cycles qui les précédent par une explosion. A de
tels polynomes on peut associer une donnée combinatoire qui est une suite de nombres

rationnels <Z—") appelés nombres de rotation. Il s’agit de l’angle interne en lequel la
"/ neN
copie de Mandelbrot suivante est rattachée a la précédente dans la suite de copies ajacentes

auxquelles appartient le paramétre \.

Non locale connexité de ’ensemble de Julia

Les polynomes quadratiques infiniment renormalisables font partie de ceux pouvant avoir
un ensemble de Julia non localement connexe (voir [14]). Le théoréme de Guénadi Lévine
(cf. [19]) donne une condition explicite sur la suite des nombres de rotation qui implique que
I’ensemble de Julia du polynome correspondant n’est pas localement connexe.

La condition est la suivante. Si la suite de nombres entiers (g,), tend vers co et que la

suite de nombres rationnels <”q—”> vérifie :
n
n

< 1, (2)

alors le polynome 2% + ) infiniment satellite renormalisable de suite de nombres de rotation

pq—”) a un ensemble de Julia qui n’est pas localement connexe.
n
n

Je présente une version simplifiée de la démonstration de Guénadi Lévine.

Une partie du probléme est de montrer que la donnée de la suite des nombres de rotation
et d’une composante hyperbolique initiale suffit, dans le cas qui nous concerne, a caractériser
le polynome quadratique z? + X de fagon unique (voir section 6.2.3).

La démonstration repose sur un controle des explosions de cycles. Pour cela on doit
considérer des domaines ot ce controle est possible grace notamment aux inégalités de
Pommrenke-Lévine-Yoccoz que I'on applique, en plus des cas habituels, aux bords du sillage,
14 ot le nombre de rotation est nul (cf. section 4.2). On peut construire une suite de domaine
ou l'on suit les cycles, via des fonctions implicites et des fonctions d’explosions (proposition
6.2.6) et utiliser la compacité et des inégalités de distortion pour avoir le controle voulu

(corollaire 6.2.18). Ainsi on voit que le critére de Douady-Sullivan s’applique (voir section
4.4).

10
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Un modéle pour les infiniment satellite renormalisables

J’expose un modéle de la situation en question dans le dernier chapitre 7. Je référe aux
sections 7.1 et 7.2 pour plus de détails sur le probléme.

Plan-résumé

Le contenu se découpe de la fagon suivante. Les premiére et deuxiéme parties concernent
mes travaux autour de la mise en pratique de techniques de la dynamique holomorphe & un
probléme de la dynamique du cercle et d’une étude analytique des coordonnées de Bottcher
et. La suite est consacrée aux polynéomes quadratiques infiniment satellite renormalisables
en lien avec les ensembles de Julia non localement connexe.

Pour la famille des applications standard doubles du cercle, Michal Misiurewicz et Ana
Rodrigues ont introduit une nouvelle acception de la notion de “langue de Arnold”. Je prouve
que le type d’une langue (cf. définition 2.1.1) est un bon classificateur pour les langues de
Arnold de la famille standard double, plus précisément que les domaines d’un type donné
sont connexes. Ceci permet de conclure définitivement que les langues de Arnold pour la
famille des applications standard double ont vraiment la “forme” de langues de Arnold. La
démonstration de la connexité consiste en l'utilisation du prolongement du systéme dyna-
mique analytique réel sur le cercle en un systéme dynamique itératif holomorphe sur un
ouvert du plan complexe. Sur ce dernier, 'utilisation de techniques de déformations quasi-
conformes permet de construire un chemin continu a l'intérieur du domaine de ’espace des
parameétres considéré.

Je donne un équivalent précis pour les coefficients du développement en série de Laurent
de 'application inverse des coordonnées de Bottcher pour les polynomes quadratiques dont
le point critique s’échappe a l'infini.

La partie consacrée a 1’étude des ensembles de Julia de polynomes quadratiques infiniment
satellite renormalisables non localement connexes est divisée en plusieurs sous parties.

Je démontre une généralisation d’une inégalité qui sert & déterminer un domaine a I’in-
térieur duquel il n’y a pas de valeur critique de la fonction multiplicateur.

Je reprends d’abords les travaux de Guénadi Lévine sur la question. Le but est une
bonne compréhension du mécanisme des bifurcations satellites successives ainsi que des outils
(parfois implicites) et approches que Guénadi Lévine utilise pour controler ce qui s’y passe.

Enfin, je commence I’étude d'un modéle proposé par Xavier Buff. Il s’agit d’'un modéle des
renormalisations créé de facon géométrique et générant un modeéle topologique hypothétique
d’un compact invariant dans I’ensemble de Julia de ces polynomes. Les deux aspects de la
justesse et de la description précise de ce modéle restent a étudier. Si ce modéle est correct,
il donne une nouvelle condition de non locale connexité des ensembles de Julia de polynomes
quadratiques infiniment satellite renormalisables.

11
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Chapitre 1

Quelques préliminaires

1.1 Notations

L’ensemble des nombres complexes est C. La notation C dénote le compactifié de la
surface C par ajout d’un point co. C’est une surface de Riemann que 1’on considérera munie
d’une carte privilégiée, représentée par I’ensemble C lui-méme, et d’un point distingué, le
point co. La surface C est isomorphe la droite projective complexe P!. C’est ainsi qu’elle
sera appelée, par abus de notation, lorsqu’elle sera sans point ni carte distinguée.

Dans C le disque de centre ¢ € C et de rayon r € R, est noté D(c,r). Le disque unité
centré en 0 dans C est noté D(0, 1) = D. Lorsque I'on utilisera la métrique hyperbolique sur
un disque, voire une surface hyperbolique quelconque, S, on la notera dg(-, -).

Etant donnée une application holomorphe f définie sur P, f°" désigne le n-iéme itéré
de I'application f, c’est-a-dire la composition, 1a ou cela est possible, f" = fo---0o f de
Papplication f n fois avec elle méme. R

Le polynome quadratique 22 + A, défini sur C, sera noté fy alors que 2™V ~1oz 4 22 gera
noté p, (A et « sont des nombres complexes).

En général J; désigne I’ensemble de Julia d’une application holomorphe g¢ dépendant d’un
parameétre quelconque &. Si les fonctions g¢ sont des polynomes, K, désignera son ensemble
de Julia rempli.

Si la fonction g¢ est un polynéme, le point co posséde un bassin attractif connexe, noté
s, et on note G¢ la fonction de Green correspondante :

1
dr
oil d est le degré du polynome ge, z € C et log™ = max{0, log}.

Comme la fonction g est un polynome, elle admet des coordonnées de Bottcher. En
particulier si la fonction ge (fe ou pe) est un polynome quadratique, il existe une unique
application holomorphe B, définie au voisinage du point oo, tangente a I'identité en ce point
et vérifiant Be o fe = (B¢)?. La fonction B est définie sur tout le bassin attractif de l'infini

lorsque les points critiques du polyndéme ne s’échappent pas. La ot elle est définit elle satisfait
log |Be| = Ge.

Ge(z) = lim ——log™[gg"(2)l,

13
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L’inverse de I'application B, (défini au voisinage du point co) sera noté 1. Comme la
fonction holomorphe ¢ est définie au voisinage du point oo et tangente l'identité en ce point
elle admet un développement en série de Laurent de la forme :

Ve(z) = 2+ ) b’“z(,f),

ou b (&) sont des coefficients complexes dépendant du paramétre &.
L’ensemble de Mandelbrot, c¢’est-a-dire I’ensemble des A € C tels que le polynome qua-
dratique 2% + X\ a un ensemble de Julia connexe, sera noté M.

1.2 Sur Papplication de Bottcher, les rayons externes et
la fonction de Green

1.2.1 Prolongement de I'inverse de I’application de Bottcher

On rappelle que lorsque le point critique A du polynéome quadratique fy = 22 + X est
dans ’ensemble de Julia rempli, I'inverse de 'application de Bottcher se prolonge en un iso-
morphisme holomorphe entre le complémentaire dans C du disque unité fermé et le complé-
mentaire dans C de I’ensemble de Julia rempli de f,. Ce prolongement reste une conjugaison
entre I'application z — 22 et f, sur son ensemble de définition.

Remarque 1.2.1 Dans le cas contraire (i.e. lorsque le point critique s’échapppe), on peut

prolonger holomorphiquement [’application ¥, = B;l sur [’ensemble (Aj\ DU U I, | ou
neN*

I, = f"([eV71, BA(N)]) et 0 est un argument de By(\).

Théoréme 1.2.2 ([5],VIII) L’application X — Byx(\) est un isomorphisme holomorphe
entre le complémentaire de [’ensemble de Mandelbrot dans C et le complémentaire du disque
unité fermé.

Ce théoréme permet de définir les rayons externes dans l'espace a paramétres comme
suit. Le rayon externe d’angle 6 est 'ensemble Ry = {\ : 3r, By(\) = reV~"1}, c’est-a-dire
I’ensemble des paramétres A tels que, dans le plan dynamique, le rayon externe d’angle 6
passe par la valeur critique .

Pour simplifier les énoncés, on dira qu’un angle 6 est périodique pour 'application z s 22
si le nombre complexe eV~ est périodique par cette application (i.e. & mod 1 est périodique
pour 'application z € R/Z +— 2x € R/Z). Les angles périodiques bornent des domaines de
I’ensemble des paramétres appellés sillages, cf le chapitre 4 pour plus de détails.

14
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1.2.2 Courbe des cycles périodiques

On notera X, la courbe algébrique constituée des couples (X, (29, ..., 2m-1)) € Cx C™
tels que 2z est un point périodique de période m exacte du polynome f\(z) = 2¢ + \.
Par le théoréme des fonctions implicites, cette courbe est lisse au voisinage des couples
(A, (205 -+ -5 2m_1)) tels que (fg™) (20) # 1. En particulier, la fonction pg,, qui au couple
(A, (20, - . ., Zm_1)) associe le multiplicateur (f3™)' (zy) du cycle correspondant est bien définie
et holomorphe sur 'ouvert de X, ou ce multiplicateur est différent de 1.

Dans la section 4.1, on sera amené a considérer 'adhérence de la courbe X, ,, que I'on

notera X,, (voir notamment théoréme 4.1.1).

1.2.3 Une inégalité sur la fonction de Green

Le résultat suivant, reliant la fonction de Green d’un polynome unicritique aux multipli-
cateurs de ses cycles périodiques, sera utilisé dans la suite. On rappelle que la fonction de
Green d’'un polynéme est continue sous-harmonique sur C et harmonique sur 'ouvert otu elle
est non nulle.

Lemme 1.2.3 Soit d € N tel que d > 2 et soit fy(2) = 22+ \. On suppose que 'application
fr posséde un cycle périodique (b, ... ,by,_1) de période m et de multiplicateur p tel que
| > 1.

On note Gy la fonction de Green associée au polynome fy. Alors

1
Gr(0) < o8 ol
m

Remarque 1.2.4 Alezandre Eremenko et Guénadi Lévine ont démontré un résultat plus
fort et plus général dans [12] (cf. theorem 1.6). Celui-ci est équivalent au lemme ci-dessus
pour le cas ot d = 2.

Dém. On rappelle que la fonction de Green GG d’un polynome f est définie par :

Gi(z) = max{() lim M}

n—oo dn

La fonction A — G,(0) est continue, positive et harmonique sur {z € C: G,(z) > 0}.

Pour tout z # 0, |fi(2)| > |7 <|z|d*1 - %) Par conséquent si le module r = |z| du

point z vérifie rd-! — % > 1, le point z est dans le bassin de l'infini du polynéme f,.
Notons R, le maximum de 2 et du plus petit nombre réel positif vérifiant, pour tout r > R,,
rd=1 — @ > 1. Ce dernier nombre étant la plus grande solution de I’équation 7¢ — |\| —r = 0,

on a l’encadrement suivant :
max{2, A"} < R. < max{2, (2|\])"/¢}.
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D’autre part, lorsque |[A\| > R, (ce qui est vrai pour tout paramétre \ assez grand), on
pose R; = (|| — R.)"4. Alors, pour tout paramértre \ assez grand pour que la constante
R; puisse étre définie, le disque ouvert centré en le point 0 et de rayon R; est envoyé dans le
complémentaire du disque fermé centré en 0 et de rayon R,. On a R; ~ [A|/¢ pour A — oo.

Remarque 1.2.5 Ceci montre que l’ensemble de Julia du polynome z¢ + \ est inclus, pour
A — o0, dans un anneau rond de rayons d’ordre |\|V/? et d’épaisseur d’ordre 1/|\|'~1/,

Considérons le cycle périodique (by, ..., dm,_1). Comme les points b; de ce cycle appar-
tiennent & l'ensemble de Julia du polynéme fy, ils vérifient R; < b; < R., de sorte que
(dR;)™ < |p| < (dR.)™. Ainsi,

1
M > logd+ log R;
m
1
> logd+ —log(|A] - Re),

ce dernier terme étant équivalent a élog |A| lorsque A — oo.
En outre, si un point z s’échappe par itération du polynoéme f) et que pour tout n € N,

|/ (2)] > r, our >0 est tel que r ( — %) > 1, alors I'encadrement, vrai pour tout n € N,

A A
e (1- 5 supen < imer (14 )

entraine 'encadrement

- < < — . .
1og|z|+d_1log<1 i _(?A(z)_log|z|+d_1log 1+ . (1.1)

Alors, d’aprés I’encadrement 1.1 vrai pour |\| assez grand,

Gr0) = 26V

1 1 1
< Z (1 A — 1 14+ — .
< d<0g||%d—10g<%MW1)>

Ce dernier terme est équivalent a é log |A| pour A — oo. Il existe donc une constante positive
g, ne dépendant que de |A|, tendant vers 0 lorsque A — oo telle que

lofnm > (14 )G(0). (1.2)

Soit r € R% assez grand et ¢ > 0 tel que 'inégalité 1.2 est vraie pour tout A de module
égal & r. Lorsque la valeur de log™ |p| est 0, la fonction (A, (20, ..., 2m_1)) = GA(0) est nulle
car le point critique appartient alors & I’ensemble de Julia rempli du polyndéme f,. On peut
alors étendre I'inégalité 1.2 aux paramétres \ tels que |A| < r en appliquant le principe du
maximum aux fonctions w et (14¢)GA(0) qui sont harmoniques sur 'ouvert de X, ,,, oul
G)\(O) > 0.

Ainsi, comme ¢ — 0 lorsque r — 0, l'inégalité annoncée est vraie sur tout
()\,(ZO,...,Zm_l)) S Xd,m- ]
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Chapitre 2

Les langues de Arnold de la famille des
applications standard doubles

2.1 introduction

2.1.1 La famille des applications standard doubles et les langues de
Arnold

Soit la famille d’applications

b
Fop(X) = 2X +a— —sin(2rX)
T
avec (a,b) € Rx[0,1] et X € R. Ces applications passent au quotient modulo 1 pour donner
ce qu’on appellera la famille des applications standard doubles, notée (fop)acr/zbefo,1], €t que
I’on peut exprimer de facon légérement abusive en posant :

fap(z) = 20+a— %sin(ch) mod 1,
avec x € R/Z.

Les applications f,; sont des applications analytiques du cercle T* = R/Z de degrés 2.
Un des buts énoncé dans [25] est d’étudier cette famille en tant qu’exemple de perturbations
de 'application de doublement x — 2x+a, ces perturbations pouvant étre amplifiées jusqu’a
apparition d’une ramification (pour tout a € R/Z, l'application f,; a un point critique dans
T'). Les principaux travaux la concernant ont été initiés par Michal Misiurewicz et Ana
Rodrigues ainsi que Michael Benedicks ([25], [26], [24], [2]).

On peut montrer ([25], [16] proposition 2.4.9) que pour tout (a,b) € T' x [0, 1], il existe
une unique application ¢, : T' — T! continue de degré 1 préservant 'orientation, vérifiant,
Vo € T,

Pap © fap(r) = 2¢ap(x) mod 1.
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Cette semiconjugaison peut-étre obtenue comme passage au quotient modulo 1 d’une limite
uniforme :

Fo(x
% mod 1.

©ap(X mod 1) = lim
n—oo
En outre, ., dépend contintiment de (a,b) € T* x [0, 1].

Aux applications f,;, on peut faire correspondre, via l'application exponentielle, des
applications g,;, définies sur le cercle unité complexe S' = {z € C : |z|] = 1}, qui se
prolongent en des applications holomorphes de C* :

ga,b(z) _ 627"1\/?1226_17(2_1/2).
La restriction g, st : St — S! est une application de degré 2 préservant 1’orientation. L’ap-
plication g, est symétrique par rapport au cercle unité, c’est-a-dire Vz € C*,

1
ga,b<z>

En outre, l'application g,; a exacte-
ment deux points critiques simples ou un
seul point critique double, symétriques par
rapport au cercle unité et elle ne possede
pas de valeur asymptotique dans C*. Il s’en-
suit que les éléments de la famille
(gmb)aeqp,be[o,l] ne peuvent avoir plus de
deux cycles attractifs. Par la propriété de
symétrie de g, ces cycles sont de méme
période, symétriques par rapport au cercle
unité et sont confondus si et seulement si
les points des cycles sont sur le cercle unité
(et aucune préimage d’un point du cercle
FIG. 2.1 — Les langues de Arnold de la famille stan-  qui ne se trouve pas dans le cercle ne peut
dard double (a en abscisse, b en ordonnée) étre périodique par itération de g,p).

Etant donné le probléme du départ (étudier une famille d’applications continues du
cercle), on est amené a considérer 'ensemble €2 des paramétres (a, b) pour lesquels g, admet
un cycle attractif sur le cercle. Cet ensemble est un ouvert de T! x [0, 1]. Son allure est don-
née par le dessin 2.1.1. Les composantes connexes de cet ensemble ont été nommeées langues
de Arnold par Michal Misiurewicz et Ana Rodrigues par analogie aux langues de Arnold
de la famille des applications standard. Ces auteurs ont montré qu’elles étaient simplement
connexes [26]. On remarque que, contrairement a la famille standard, le bout des langues de
Arnold de la famille standard double se trouvent en général & des niveaux différents de b. En
outre, il ne peut y avoir de cycle attractif lorsque b < 1/2 car la dérivée est strictement plus
grande que 1 sur T*.
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F1G. 2.2 — Les graphes (z, a(z))

La figure 2.2 montre en bleu clair et rouge les graphes des fonctions = — a(z) telles
que le couple (a(z),1) est un paramétre pour lequel = est un point périodique de f,; (avec
période < 10). Ces fonctions a(x) sont définies sur tout T. Les parties du graphe ou a(z) est
décroissante, en rouge, correspondent a un cycle répulsif et inversement celles ot la fonction
est croissantes, en bleu clair, & un cycle attractif. Les intervalles (bandes horizontales) des
valeurs de a(z) pour lesquelles f,; a un cycle attractif de période inférieure ou égale a 10
sont en rose.

2.1.2 Classification des langues de Arnold

Un moyen de classifier les langues de Arnold de la famille (f, ). est d’introduire la
notion de type [25]. Pour cela, on considére un paramétre (a,b) € T x [0,1] tel que gap
admet un cycle attractif sur le cercle unité et 2y € S le point du cycle dont la composante
correspondante du bassin d’attraction immédiat dans C* contient les points critiques de gq .
Ce point sera dit "distingué". En fait, la propriété de symétrie de la fonction g, entriane que
la composante du bassin d’attarction contenant le point distingué contient ses deux points
critiques.

Définition 2.1.1 Un couple de paramétres (a,b) € T' x [0,1] est dit de type T si gap a un
cycle attractif sur le cercle tel que @, (o) = T, 0l o est le point distingué du cycle attractif.
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FIG. 2.3 — Exemples de graphes de ¢, avec (a,b) = (0.64,0.22), (0.33,0.59) et (0,0.99)

Il est & noter que I’ensemble des types possibles est ’ensemble des points périodiques
de I'application = — 2z mod 1, c¢’est-a-dire ’ensemble des nombres rationnels de la forme
21,’;, avec k € {0,...,2P — 2}, p étant un multiple de la période du cycle correspondant. Par
continuité, le type est constant sur les langues. Mon but était alors de montrer 1’existence

d’une bijection entre ’ensemble des langues et I’ensemble des types possibles.

Théoréme 2.1.2 ([4] theorem 1.4) Pour tout type possible T, il existe une et une seule
composante conneze de [’ensemble

Q= {(a,b) € T' x [0,1] : gup a un cycle attractif sur le cercle}
dont les parameétres correspondant sont de type T.

La démonstration de ce résultat consiste essentiellement en la construction d’un chemin a
I'intérieur de I’espace des paramétres reliant tout parameétres de type 7 a 'unique paramétre
de type 7 dont le cycle correspondant est super attractif (voir [4] section 5.2 pour une preuve
de Dexistence et de I'unicité d’un tel paramétre).

Théoréme 2.1.3 ([4]) Pour tout type possible T, il existe un unique paramétre (a,,b,) €
T! x [0, 1] tel que ga.p, a un cycle super attractif de type 7. En outre, on a b, = 1.

Enfin, tout paramétre (a,b) de type T peut étre relié a ce parameétre (a,,1) par un chemin
continu dans [’ensemble des paramétres de type T.

Dém. (Résumé schématique) L’existence et 'unicité du paramétre (a,,b,) et b, = 1 est une
question d’analyse réelle exploitant les propriétés de monotonies des application considérées.
Le chemin lui-méme est obtenu par déformation quasiconforme. Il s’agit de faire décroitre
le multiplicateur du cycle jusqu’a 0. Il est facile de construire une déformation qui ne modifie
pas le type du cycle.
Le fait que l'on retombe presque, aprés déformation, dans la famille des applications
standard doubles est essentiellement topologique, travaillant en fait dans une famille un peu
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plus large, stable par composition a droite et a gauche par des homéomorphismes de C* pour
lesquels la conjuguée est encore holomorphe ([4] proposition 4.6). On retrouve des arguments
similaires dans les travaux de Saeed Zakeri [39].

La convergence vers le paramétre (a., 1) lorsqu’on fait tendre le multiplicateur vers 0
repose entre autres sur le fait que le chemin construit est en fait analytique et sur 'unicité
de ce paramétre. O

2.2 Propriétés générales des applications g,

Nous étudions quelques propriétés des applications g, 5 que nous utiliserons plus tard.
Etudions d’abord I’ensemble des valeurs critiques de ces applications. Soit

g(2) = Z2eut/2)+u()
ot u et v sont des polynomes de degrés respectifs p > 1 et ¢ > 1. Puisque degv > 1,
I’ensemble des singularités essentielles de g contient 0. Le point co est le seul autre point
dans cet ensemble.

Le lemme suivant est utilisé dans la proposition 2.4.1

Lemme 2.2.1 La dérivée de g est ¢'(z) = =5 P(2)e"V/HvE) o P(2) est le polynome

zP—
2PN (2) +22P — 2P~/ (1/2). Le degré de P est p+q et son terme constant est égal au terme
de degré q de u (et donc non nul). En particulier les points critiques de g sont les racines de
P avec mémes multiplicités.

Lorsque p = ¢ = 1, on appelle (a,b,c) € C/Z x (C*)?* des nombres complexes vérifiant
v(z) +u(l/z) = 2nAV/—1 — (bz — ¢/z), avec a = A mod 1. Alors les points critiques de

g sont les racines du polynome quadratique bz? — 2z + ¢, en d’autres termes : iEv1=be Vbl_bc

V1 — be désigne 'une des deux (quelconque) des racines carrées de 1 — be.
Nous dirons qu’une application f : C* — C* est symétrique par rapport au cercle unité
1

si, pour tout z € C*, f (;) = % En particulier, si on suppose que g est symétrique par

rapport au cercle unité, alors ¢ = b et a € R.
Supposons maintenant que p = ¢ = 1 et que g est symétrique par rapport au cercle unité
et notons cette application g,p, i.e. gap(2) = A22e=*75/2) avec |A| = 1. On remarque qu’il

, Oll

existe une unique rotation conjuguant g, , a une fonction g ;(z) = Az2e~==b/2) avec b € R,.
En fait la seule maniére d’y arriver est de conjuguer par I’application linéaire z — ‘—2‘2. On
obtient \ = % et b=b|.

Lemme 2.2.2 Soit a € T', b € C. Alors Uapplication

Gab 627ra\/—12,26—(bz—5/z)

se restreint en une application monotone de S' si et seulement si |b| < 1. Si on est dans ce
cas, alors |b| = 1 équivaut a ce que les points critiques se trouvent sur le cercle unité.
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— —_|pl2 —_|pl2
Dém. Lorsque |[b] < 1 les points critiques de g,;, qui sont {1 \/; i ,H\/; 1 , n’ap-

partiennent pas au cercle unité. Par conséquent, g,p, qui admet une restriction de S' dans
lui-méme, est monotone sur le cercle. Comme g, ; dépend contintiment de b, la restriction est
encore monotone lorsque |b| = 1. Dans ce cas, I'application g,; n’a qu’un seul point critique
1/b et celui-ci appartient au cercle.

Inversement, supposons |b| > 1. Il est plus pratique de faire les calculs avec I'application
relevée f, 5 de gop (conjuguée a g,;, par une rotation). Les points critiques de f,; sont
les solutions de cos(27z) = ﬁ Ces points critiques appartiennent a ’axe réel et la dérivée

seconde f;',(z) = —4m|b|sin(27z) ne s’annule pas en ces points. Par conséquent f, p et donc
Gap|st ne sont pas monotones lorsque [b] > 1. O

On rappelle que « est une valeur asymptotique de g,; s’il existe un chemin continu
n : [0, +oo[— C* tel que la limite de n(t) lorsque ¢ — +oo est 0 ou oo et tel que a =
tEinoogCL’b(n(t)). Si on note S, , I'ensemble des valeurs singuliéres de la fonction g, c’est-a-

dire la réunion de I'ensemble des valeurs critiques et de I’ensemble des valeurs asymptotiques
de la fonction g, 4, alors, au dessus de n’importe quel voisinage de z € §,, ,, 'application g,
n’est pas un revétement et récirproquement, la restriction g, : C*\g, (S, ,) — C\S,, , est
un revétement.

Nous allons calculer les valeurs asymptotiques de I'application g, .

Proposition 2.2.3 Soit A\ € S', b € R*. Alors l’ensemble des valeurs asymptotiques de
g(2) = A\22e7PE12) st {0, 00}

Dém.

On voit, grace au chemins t — ny(t) = £t, que 0 et co sont des valeurs asymptotiques.
On montre alors, comme dans [39], qu’une valeur asymptotique « ne peut étre autre chose
que 0 ou oco.

Par définition, on a o = tEeroog o n(t) pour un chemin 7 tendant vers 0 ou vers co. Par

symétrie, on peut supposer que 7(t) — oo lorsque t — +o0.

Soit x,y : [0, +oo[— R définis par x + /—1y = —b(n — 1/n).

S’il existe ¢ € R et une suite ¢, — oo tels que z(t,) > ¢ pour tout n, alors g(n(t,)) — oo.
Ainsi a # 0 entraine que z(t) — —oo lorsque ¢ — +o0. Notons arg, la détermination
de 'argument prenant ses valeurs dans [0, 27[. Une conséquence de ce qui précéde est que

arg 1 = arg (@) +0(1) € [%, 2] pour tout ¢ assez grand.

D’un autre coté, s'il existe t,, — +oo tel que (|y(¢,)|), est bornée, alors g(n(t,)) — 0

n

quand n — oo. En fait, log |g[= log |n|* + = = log (”g—z + z-i) + 2+ o0(1), donc log |g(n(t,))| =

x(tn) + o(x(t,)). Puisque z(t,) — —oo, nous aurions g(n(t,)) — 0 quand n — oo. En
conséquence de quoi, « # 0 entraine y est non borné.
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Soit arg la partie imaginaire du prolongement analytique d’un choix de log g le long du
chemin 7. Puisque log g o n(t) converge lorsque t — oo, la fonction arg g o n est bornée. Or
arggon =y -+ arg A+ 2argn, argn est non borné. Ceci contredit ce qui précéde. 0

On aurait aussi pu utiliser le théoréme d’Ahlfors-Carleman-Denjoy pour montrer que
gap N'a pas de valeur asymptotique dans C*. Le résultat provient du fait que la fonction
entiére f,,(2) =22 —a + 3sin 27z n’a pas de valeur asymptotique finie. Cela nécessiterait
'utilisation du fait que ’ordre de croissance de f,; est fini. Nous rappelons ici ce que nous
entendrons par ordre de croissance.

Définition 2.2.4 Soit a un point de la sphére de Riemann P, U un voisinage de a et
f:U\{a} :— C une fonction holomorphe définie sur le voisinage épointé U\{a} de a, ayant
une singularité essentielle en a. Alors l'ordre de croissance de f prés de a est défini par :

) log log M, (f,r)
lim sup —
r—0 log r

Y

ot Mo(f,7) = Supg(, 0= |[(2)| et d est la distance sphérique.

Cette définition ne dépend pas du choix de carte dans le domaine. Pour la famille d’ap-
plications (gap)act! per+, les ordres de croissances prés de 0 et oo sont égaux a 1.

Le dernier résultat de cette section permet de relier les éventuels bassins attractifs aux
points critiques de g, p.

Proposition 2.2.5 Pour tout (a,b) € T' x [0,1], lapplication gap peut avoir au plus deuz
cycles attractifs, et s’il y en a, ils sont de méme période. De plus, le bassin immédiat d’un
cycle attractif contient au moins un point critique.

St un cycle attractif appartient au cercle unité, il attire les deux points critiques et il
n’y a pas d’autre cycle attractif. Dans ce cas les points critiques appartiennent a la méme
composante du bassin immédiat.

Dém. Les valeurs asymptotiques de g,; n’appartiennent pas a son ensemble de définition,
par conséquent, si z n’est pas I'un des n premiers itérés d’'un point critique de la fonction
Gabs Gap €St un revétement au-dessus d’un voisinage de ce point. Par conséquent les valeurs
asymptotiques de g7’ sont les mémes que celles de g, .

Soit n € N* la période du cycle attractif de g, ;. Soit R > 0 le rayon maximal d’un disque
centré en 0 et sur lequel 'inverse ¢ de la linéarisante correspondante a ce cycle attractif est
définie. Soit r < R tel que o >R (p est le multiplicateur du cycle).

Si on suppose que B, :=1(D(0,7)) ne contient pas de valeur asymptotique ni de valeur
critique de g7, alors g} (922)71 (B,) — B, est un revétement. Puisque B, est simplement
connexe, on aurait une branche inverse de g;% définie sur 'ensemble B,. Alors ¢ pourrait
étre prolongée dans D(0,7/|p|) par la formule ¢(z) = (ggfg)_l (¥(pz)) ce qui contredit la
maximalité de R < r/|p|.
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On en conclut que B, contient un point critique ou asymptotique de Gab- Ce ne peut
étre une valeur asymptotique car les valeurs asymptotiques de g, n’appartiennent pas au
domaine de définition de 'application. Donc le bassin immédiat du cycle attractif contient
au moins un point critique.

Puisqu’il n’y a que deux points critiques, il y a au plus deux cycles attractifs. La symétrie
entraine qu’ils ont méme période. En outre, si ce cycle appartient au cercle unité, par sy-
métrie, les deux points critiques appartiennent a la méme composante du bassin immeédiat.

O

2.3 Déformation

Lemme 2.3.1 Soit (a,b) € T' x [0,1] tels que gqp a un cycle attractif sur le cercle unité de
type T et de multiplicateur X. Alors il existe une famille (p,),c01] d’homéomorphismes qua-
siconformes p, : P! — P! de la sphére de Riemann fizant 0 et oo, dépendant analytiquement
de la variable réelle p, telle que @y = idp et tel que p, conjugue gapa un gg,p, ayant un
cycle attractif sur le cercle de type T avec multiplicateur p :

C* L(C* (21)

ga,bl lgap,bp

Démontrons ce lemme. Le but est de construire une application g, ;, appartenant a la
famille complexe des applications standard doubles, a partir de g := g, ayant le méme type
que g mais avec un multiplicateur donné p €]0,1[. Ceci est fait par déformation quasicon-
forme.

2.3.1 La déformation

Soit ( une application linéarisante locale de g°P, ot p est la période du cycle, définie au
voisinage de z € S!, oll x est le point du cycle qui se trouve dans la méme composante de
Fatou que le point critique de g.

On supposera que la dérivée de  en x vaut ¢'(x) = —y/—1z. Cette normalisation permet
de définir ¢ de fagcon unique. On a p o g°? = Ag.

Il est facile de voir que ¢ est symétrique (cf lemme 2.3.2 ci-dessous), ce qui entraine que
si Dy est un disque centré en 0 = ¢(z) sur lequel ¢! est bien définie, alors U = ¢~ 1(Dp)
est stable par z — 1/Z.

Lemme 2.3.2 Soit f une fonction holomorphe définie sur un voisinage du cercle unité,
symétrique par rapport au cercle unité et ayant un cycle attractif (z, f(x),..., fP~(x)) de
période p dans S' avec multiplicateur \.

Alors X\ € R et la linéarisante o définie dans un voisinage de x vérifiant ©'(x) = /—1x
satisfait p(1/Z) = @(z) et les préimages par ¢ de disques centrés en 0 sont symétriques par
rapport au cercle unité.
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Dém. Puisque f est symétrique par rapport au cercle unité, le multiplicateur est réel. Si
on pose ¥(z) = ¢(1/Z), on voit facilement que ¥ o f = M car X est réel. De plus 9 est
holomorphe et un calcul direct donne ¢/'(z) = ¢'(x).
Par unicité, il s’ensuit que 1) = . Enfin p(2) € Dp < o(2) € Dp < ¢(1/Z) € Dg. O
Les lemmes suivants permettent de procéder une déformation au voisinage du cycle at-
tractif.

Lemme 2.3.3 Soit o >0 et
x: ¢ — C*

z — |z|*z.

(2.2)

Alors :
— x est un difféomorphisme réel-analytique satisfaisant x(re?) = rotle? et x(z2') =
X(2)x(Z") (pour tout z,z" dans C*);
~-ona
_Ox/0z  a/2 =z
= ox/0z 1+a/2%

(2.3)

a/2

14+a/2
113gg1rg — 1, x envoie le disque Dy (de rayon R) sur le disque D, ;
— st de plus R,r <1, alors

En particulier |p,| est constant et ||py || =

)

- St o=

| |_|1—1ogr/logR|
ol = 1+logr/logR

<1 (2.4)

On a le diagramme commutatif suivant :

z»—>)\zl lz’—’ﬂz

DRLDT

avec p = x(\) = A1 (en particulier 0 < p < 1).

Dém.
— L’application x est monotone sur les rayons, x(0) = 0 et x(R) = Rk = T
0|z z 0|z z o) al.la— (5 e o.
— ona%:%met%:%m.Donca—iZ‘:EM 222 et X = (241) 2]~
— Du premier point il vient : x(Az) = x(A\)x(2) = px(2).

Lemme 2.3.4 La composition
U - Dr =5 D,
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induit une forme de Beltrami o, sur U, dépendant analytiquement de p, qui est invariante
par g :

o a/2  p(z) ¢(2)
e 1+ /2 p(z) ¢(2)

En outre o, vérifie p,(1/2) = p,(2) sur U.

Dém. La dilatation p, est le coefficient de la forme de Beltrami gi‘(—zz‘:. La dépendance analy-

tique provient de (2.3) et du fait que av = % — 1.

L’invariance par g provient de (2.3) et (2.5) ci-dessus. O

Ainsi nous avons une forme de Beltrami o, définie sur un ouvert symétrique (image
du disque Dy par ¢ ') invariante par g avec coefficient de dilatation g, symétrique (i.e.
1,(1/%) = 15(2)).

On propage o, sur presque tout le bassin (i.e. en dehors des points critiques et de leurs
préimages) attractif en la tirant en arriére par g. La forme de Beltrami qui en résulte est
encore symétrique et nous pouvons I’'étendre a 0 en dehors du bassin.

Plus précisément, la forme de Beltrami prolongée o, = ,u,,(;—‘lj € L™ est construite de cette
fagon (voir [35]) :

— sur U = ¢ 1(Dg), 0, est la forme de Beltrami g-invariante donnée par le lemme 2.3.4;

— sur les préimages g~ "(U) de U, la forme o, est donnée par :

L (e ) E

On remarque que cette définition fonctionne parce que o, est g-invariante sur U ;
— ailleurs o = 0.
Puisque g est holomorphe, on a ||0,||o = ||0)||c@1) = [|op| o)
Il est facile de voir que le coefficient 1, est symétrique sur U. De plus, Vn, Vz, ¢°'(1/Z) =
g°™(z). 1l s’ensuit que pour tout z tel que ¢°"(z) € U,

0p(2)

Lile™(1/2) = <gw<z)’“"’(“’m(2))) e

~ T

- _ 9
noll/E) = iz e

Remarque 2.3.5 La wvariable p n’intervient pas dans la procédure de tirer-en-arriére ci-
dessus. Par conséquent, la forme de Beltrami o, dépend analytiquement de p.

Puisque ||loy|ls = ||o,lle < 1, le théoréme de Riemann mesurable (relévement des
structures quasiconformes) donne l'existence d’'un unique homéomorphisme quasiconforme
®,: (P, 0,00,2) — (P, 0,00, ) tel que la forme de Beltrami o, est ®,-invariante. De plus
cet homéomorphisme est symétrique par rapport au cercle unité (voir section 2.2) et, grace
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a la dépendance analytique en fonction de p, on sait que (voir [1] p — ®,(2) est analytique
pour tout z € P!,

Par I'invariance par g, les applications g := ®,0go CID;l et = (P,opto X)_l sont
holomorphes sur leur domaine de définition respectifs :

-1
51 0,(U) 2 U -2 Dy 25 D,

d,(U) U——>Dp—>>D, (2.6)

A R

B, (h(U)) " h(U) —Z= ADy = pD,

La nouvelle application g posséde un cycle attractif de période p, comme g, avec une
linéarisante locale ¢ définie dans un voisinage du point ®,(z) = x (point du cycle attractif
en question). Le multiplicateur de ce nouveau cycle est p = A7 On remarque que toutes
les valeurs de l'intervalle |0, 1[ peuvent étre affectées a p en choisissant la valeur de « idoine.

Il faut voir que l'on peut, en déformant g de cette facon, obtenir, aprés une éventuelle
renormalisation, une application qui appartient encore a la famille des g,;. Dans la sec-
tion suivante, on montre que, aprés conjugaison par une rotation convenable, la nouvelle
application appartient a la famille.

2.4 Retour dans la famille des applications standard doubles

Vérifions que 'application ¢ construite dans la section précédente est conjuguée par une
rotation R a un unique élément de la famille (gqp)q.p-

Proposition 2.4.1 Soit (a,b,c) € C/Z x C* x C* et soit gop.: C* — C* définie par :

ga,b,c<z> _ 62\/—_17ra226—(bz—c/z).
Soit p, 1 des homéomorphismes de la sphére de Riemann C préservant [’orientation fixant
0 et oco.

Si Uapplication 1 o gap. 0 ¢ : C* — C* est holomorphe, alors il existe (o, 3,7) € C/Z x
C* x C* tel que 1 0 Gapc © P = Ga 8-

Si on suppose que l'application g.p. est symétrique par rapport au cercle unité, donc que
a €T etc=0, et que p et 1) sont aussi symétriques par rapport au cercle unité, alors
Uapplication g, p~ est aussi symétrique par rapport au cercle unité, o € T', v = B et on a
|8 < 1 si et seulement si |b] <1 et |b| =1 si et seulement si |G| = 1.

Dém. On peut supposer que les homéomorphismes ¢ et 1 sont quasiconformes. En effet,
soit V' I’ensemble des valeurs critiques de g,p.. Il contient un ou deux points et ¢(V) est
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I’ensemble des valeurs critiques de h := 1 0g, 0. Comme V est fini et par compacité de @,
il existe une isotopie 1, : P! — P! entre ’homéomorphisme 1) = 1)y et un homéomorphisme
quasiconforme 1; telle que pour tout ¢ € [0, 1], 4(0) = 0, ¥(c0) = oo et pour tout v € V,
U (v) = ¥ (v). Grace a cette derniére propriété, I'isotopie ¢, peut étre relevée en une isotopie
¢ entre 'homéomorphisme ¢ = ¢y et 'homéomorphisme ¢; qui est quasiconforme puisque
localement composition d’homéomorphisme quasiconformes.

Puisque les homéomorphismes ¢ et ¢ préservent 1'orientation de C*, ils induisent 'identité
sur le premier groupe d’homologie de C* a coefficients entiers H;(C*,Z). Ce groupe est
engendré par la classe d’homologie [y] d’une courbe « faisant un tour autour de 0 dans la
direction directe, ainsi :

1 W (z) 1 ape(2)
S —dz = — — dz.
2/ —1m (0,4) (Z) 2V —1m 0,+) ga,b,C(Z)

Cette intégrale dépend contintiment des paramétres (a,b,c) € C/Z x C x C. Par conséquent
c’est une constante indépendante de (a, b, c). Alors :

1 / h/(z)dz 1 / 90,00(2) ds — 9
2v/—1r Jo) h(z) 2v/ =17 Ji0.4) 90,00(2) .
Il existe donc une fonction holomorphe u : C* — C* telle que h(z) = 22e*(*). Afin de connaitre
la fonction u plus précisément, on va utiliser 'ordre de croissance de la fonction h prés de 0
et de oo.

Supposons a partir de maintenant que les homéomorphismes ¢ et ¢ sont des homéo-
morphismes K-quasiconformes de C. On sait que de tels homéomorphismes sont localement
Holder continus d’exposant 1/K. Alors, en appliquant I'inverse de la bijection ¢ prés de oo,
on trouve des constantes R,, > 0 et Cy > 0 telles que pour tout point z € C vérifiant
|0(2)] > Roo, on a |p(2)] < Culz|X. De plus, on peut choisir les constantes Ry, et Cy, de
sorte que l'on ait la méme chose si on remplace ¢ par .

Nous estimons 'ordre de croissance de ’application holomorphe h au voisinage du point
oo. Puisque ¢(2z) — oo lorsque z — oo, on peut supposer que |z| est telle que |¢(2)| > Ra.
Alors :

re (- (bo+ —5)) < e+
c

< |b|Cu|2|® + —|

< PICelal" + 5

Donc |gop(z)] < C|z[*Ke A pour des constantes C, C’ > 0. Ainsi, si [(0gqp.00(2)| > Rao,
alors [h(2)] = |1 0 gape 0 (2)] < C"|2]2K*eC" " pour des constantes C”,C" > 0. Donc
I’ordre de croissance de ’application holomorphe A au voisinage de oo est fini.

Il en va de méme pour l'ordre de croissance au voisinage du point 0 par un argument
tout a fait similaire utilisant la Holder continuité de I'application ¢ prés du point 0.
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Ainsi 'application u admet un développement en série de Laurent non nul :

u(z) = Zanz",

n=-—p

avec (p,q) € N* x N*, a_, # 0 et a, # 0.

Par définition de h, I’application h a le méme nombre de points critiques que g,5.. On
sait que la fonction g, . a deux points critiques comptés avec multiplicités.

On a (cf. lemme 2.2.1) :

W(z) = (224 2%0(2)) "™

— Zpll (227 + 2PN (2)) ).
La fonction P(z) = (227 + 2P/ (2)) est un polynome de degré exact p+ ¢ tel que P(0) # 0.
Donc la fonction h a p + ¢ points critiques comptés avec multiplicités. Par conséquent p =
g = 1, ce qui termine la démonstration de la premiére partie de la proposition 2.4.1.

La partie sur la symétrie est facilement établie. Les équivalences sur la majoration |3| < 1
ou l'identité 5| = 1 sont conséquences du lemme 2.2.2. O

De cette proposition il s’ensuit qu'il existe (o, 3) € T! x D dépendant de p tels que
¢,0g0 (p;l = 2V 1ma,2¢=(82=0/2) De plus nous avons dans la section 2.2 qu’il existait une
unique rotation R telle que R™' o ®,0go0 (p;l o R appartienne a la famille d’applications

(ga,b)aeTl,be[O,l]-

2.4.1 Type du cycle déformé

Etant donné p €]0,1[, nous avons un processus qui construit une application qui ap-
partient a la famille des applications standard doubles par déformation d’une application
appartenant a une langue, de sorte que cette application déformée ait un cycle attractif de
multiplicateur p. Il nous faut vérifier que le type de ce cycle est le méme que celui du cycle
correspondant a I’application de départ.

Proposition 2.4.2 Le couple de paramétres (a,b) correspondant a la fonction déformée g
est de type .

Dém. On rappelle que 7 est I'image par I'application ¢, ;(z) = JL%F;%(:U)/Q" (voir [25]) du
point Z du cycle attractif de g, j appartenant a la composante du bassin contenant les points
critiques.

La proposition est une conséquence de la propriété d’unicité suivante concernant la se-
miconjuguaison ¢g .

Lemme 2.4.3 Soit f : T — T une application continue monotone. Si ¢, : T' — T!
sont des applications croissantes (n’inversant pas l'orientation) continues de degré 1 telles

que po f=2X @ eto f=2x1, alors p =1).
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Remarque 2.4.4 Dans ce lemme, [’hypothése de continuité est superflue.

Dém. Soit F' un relevé de ’application f et ¢ un relevé de ’application ¢. Puisque ¢ o F est
une fonction croissante c’est un relevé de 2.
Donc il existe un entier k tel que

Vo e R, ¢(F(x)) =2p(x) + k.

Alors, si on pose p; = @+ k, on a ;0 F = 2. On suppose qu’on a la méme propriété pour
un relevé ¢, de 1.

Les applications ¢; et 1; sont croissantes de degré 1 et localement bornées. Donc la
fonction ¢ — 1y est périodique et bornée. Or

1

o)~ (x) = L ((Fla) i (F(a))).
donc
pile) =) = (3) (P = (P ).
pour tout n. Ainsi 1 (z) — i1 (z) = 0. 0
Le diagramme suivant est commutati :
R S (2.7)

f&j,l fa,bl Dl

T= TS T

ou W est définie par exp oW = @51 0 exp. Donc on a ¢, ; = ¢, 0 U1, Par conséquent (a, b)
est de type 7.

2.5 Chemin

Le lemme 2.3.3 donne la valeur du multiplicateur p de la nouvelle application g ;, c’est
p = A" ol «a est pris dans Uintervalle | — 1, +o0o[. Alors il est clair que toutes les valeurs
dans 'intervalle |0, 1] peuvent étre assignées a p lorsque I'on change le paramétre « (il suffit

_ logp
de poser ov = 258 —1).

Soit v(p) := (a(p),b(p)) ou (@(p),b(p)) est le couple de paramétres correspondant a fap
restriction de g, ; sur le cercle unité (Papplication a5 est construite a partir de g, par la
déformation quasiconforme décrite précédemment).

Cette application v est bien définie sur |0, 1], vérifie 7(\) = (a,b) et est & valeurs dans la
langue T’ de type 7.

On va montrer cette application p — 7(p) est continue. En fait elle est réel-analytique.
Aprés quoi il restera a montrer qu’on peut définir v(0) et que cela doit correspondre a un
paramétre dont ’application correspondante posséde un cycle superattractif de type 7.
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2.5.1 Analyticité

La preuve de la dépendance analytique en p de (@,b) = (a(p), b(p)) se fonde sur I'étude
de la régularité de la dépendance des points et valeurs critiques de la fonction g,, issue
directement de la déformation avant rotation, ainsi que de la rotation qui permet d’en faire
un membre de la famille des applications standard doubles (cf proposition 2.4.1).

On sait déja, par le théoréme de redressement des formes de Beltrami a paramétres,
que l'application p — @,(z) est réel analytique pour tout z. Les points critiques de §, =
P ,0g0 <I>;1, qui sont caractérisables topologiquement, sont les images des points critiques de
la fonction g par I’homéomorphisme ®,. Soit w I'un des deux points critiques de la fonction
g et @, = ®,(w). Puisque 'application p — ®,(w) est réel analytique le point critique @,
dépend analytiquement de p.

La conjugaison par une rotation R, permet de normaliser la déformée g, de sorte que la
fonction g, = R,0 g, o R;l soit un élément de la famille qu’on étudie. Puisque les points

critiques de la fonction §,(2) = Az2e~(0==0/2) gont L”;W € +R, cela revient & ramener le
point critique sur le demi axe réel positif. Précisément, R,z = ‘:‘:—Z'z

Par conséquent, le point critique correspondant pour g,, w, = R,&, = |@,|, dépend lui
aussi analytiquement de p.

Des formules des point critiques de g, = ga(,),5(5), ON tire :

_ 2w,
14wl

b(p)

qui est valable pour les deux points critiques w,,.

On peut exprimer a(p) en fonction de p en utilisant ’expression de la valeur critique de
gp, qui est a la fois image de w, par g,(z) = > PIV=122¢-b()==1/2) o image de h(w) par
R,0®,. On a:

627ra(p)\/—_1 _ RP ° (I)P(f<w>>

T e 1)

Ainsi Papplication p — (a(p),b(p)) est un chemin analytique défini sur ]0,1[ dans T, C
T! x [0, 1].

2.5.2 Aboutissement du chemin lorsque le multiplicateur converge
vers (

Nous avons montré que, étant donné un paramétre (a,b) = (a(0),b(0)) dans la langue de
type 7, il existe un chemin continu p €]0, 1[— ~v(p) = (a(p), b(p)) dans cette langue, dans une
direction duquel le multiplicateur du cycle de type 7 est p et tend vers 0. Il reste & montrer
que le chemin tend vers une limite définie lorsque p — 0, que cette limite correspond a un
paramétre de type 7 avec cycle superattractif et que ce point ne dépend pas du point de
départ dans la langue.
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Montrons d’abord que la limite lin%(a(p), b(p)) existe.
p—

On remarque que b(p) < 1 pour tout p puisque pour b > 1, 'application f,; ne préserve
par l’orientation.

Puisque f!,(x) > 2(1 — b) pour tout (a,b, z) et 1'm(f°f’ o) ((p)) = limp = 0, ou z(p)
a, p—0 a p)7 (p) p—0

est 'un des points du cycle attractif (de période p) de fau(p).(0), la valeur de b(p) tend vers
1 lorsque p — 1. En particulier, par la dépendance continue de la semiconjuguaison ¢, par
rapport a (a,b), pour toute valeur d’adhérence de (a(p), b(p)) lorsque p — 0, 'application
correspondante a un cycle superattractif de période exacte p.

L’ensemble A des valeurs d’adhérence du chemin (p) = (a(p),b(p)) lorsque p — 0 est
inclus dans P’ensemble des points (a,1) € T! x {1}. Cet ensemble A est compact et connexe
puisque c’est 'intersection décroissante des ensembles compacts connexes v(]0,1/n[). Donc
le compact A est réduit & un point ou alors contient un ouvert non vide Jay, as[ de Tt x {1}.
On montre son intérieur est vide.

Lemme 2.5.1 Pour tout p € N, Uapplication T' 3 a — f1(1/2) € T' est strictement
croissante de degré 2P — 1.

Dém. La croissance vient de I'inégalité % (F;Ii(l/Q)) > 1, qui peut étre obtenue par un calcul

4
direct (voir [26]). En effet on a 2 F,;, =1 et la formule 2 (F;’ZZH) = aF“"’(sz) + P

Jda a,b da
permet de faire une récurrence (la dérivée de F,; est positive).
Il suffit maintenant de montrer que pour tout (a,b,x) € R x [0,1] X R et tout p € N on
a:

F:£1,b(x) = F:I;(x) +2P -1

(on rappelle que f,, : T — T! est application quotientée dans T' de 'application F,, :
R — R).
Cette identité est vraie pour p = 1, en outre, une récurrence sur p donne :

F;ﬁri(ﬂf) = Fa+1,b(F;$1,b($))
= Fa,b(sz(x) +2P—-1)+1
FP i (z) + 20+ — 1.

O

Maintenant nous montrons que la limite est unique. Sinon le point 1/2, qui est le seul
point critique de g, 1, serait un point p-périodique pour toutes les application f,; telles que
a €lay, as[, ce qui impossible d’aprés ce qui précéde. La limite est donc unique.

Le type du paramétre limite (a, 1) doit étre 7. En effet, ce paramétre posséde un type 7/,
mais puisque 1’ensemble des paramétres d’'un type donné est un ouvert de T! x [0, 1], toutes
les valeurs du chemin assez proche du paramétre limite (a, 1) doivent étre aussi de type 7/,
ce qui entraine que 7’ = 7.
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Lemme 2.5.2 Soit p € N*, (a,b) € T!, X € R. Soit k € N tel que k <2° — 1 et v = X
mod 1 € T". Si F}(X) = X 4k alors dap(r) = 3 k

p_1°

Dém. On a :
. F(X)
Gap(z) = | lim o mod 1,
F" (X
= (lim L()) mod 1.
n—o00 onp
Or F3(X) =X +k donc :
FP(X) X+ kY 2w
lim ———~ = lim J
n—o00 onp n—o00 onp
k2"p71
= lim - 2!

n—oo QNP

0

Proposition 2.5.3 Soit 7 € T' un point périodique de ’application de doublement D : x
2z. Alors il eriste un unique paramétre a € T tel que le couple de paramétres (a,1) est de
type T et le cycle correspondant de g, est superattractif.

Remarque 2.5.4 Si g, posséde un cycle superattractif alors b= 1 (cf section 2.2).

Dém. Comme le point 7 € T! est un point périodique de D il existe p € N*, k € {0,...,2P -2}
tels que 7 = 2pk_1. De plus, par le lemme 2.5.1, pour tout p € N* et tout k € {0,...,2F — 2}
il existe un unique a € T' tel que F,}(1/2) = 1/2 4 k. Mais alors, d’aprés le lemme 2.5.2, le
paramétre (a, 1) est de type 7. O

Corollaire 2.5.5 Si 7 € T est un type, la langue T, de type T est non vide.

Corollaire 2.5.6 Les langues sont connexes.

Dém. La langue T, est non vide. Prenant n’importe quel point dans cette langue en tant
que point de départ, on construit le chemin continu v : [0,1] — 7, comme précédemment.

L’extrémité v(1) de ce chemin est un paramétre (a,1) de type 7 correspondant a un cycle
superattractif. Un tel paramétre est unique et donc tous les points de T sont reliés. O
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Chapitre 3

Vitesse de croissance des coefficients de
la série de Laurent de 'inverse de
I’application de Bottcher

3.1 Introduction et énoncés

Soit 9 I'inverse de lapplication de Bottcher B du polynoéme f = fy(2) = 22 + \. La
fonction v est définie holomorphe et univalente de I'ouvert Ap = C\D(0, R) sur le complé-

mentaire d'un compact de C.
Par définition, v vérifie :

pour tout |z| > R.

La fonction 1 est impaire. En effet f(1(2)) = ¥(2?) = f(¥(—=2)) donc (—2)? = ¥(2)?.
Le développement en série de Laurent de la fonction v s’écrit donc :

=~ Dot
b(z) = 2+ 2kt 1
k=0

o
_ 22&
ZQk

k=0

en posant o = 1 et pour k > 1, B = bor_1(A). On suppose que le rayon de convergence
o0
de la série Zﬁkz% est 1/R < 1, ce qui équivaut a ce que la série de Laurent converge

k=0
uniformément sur tout compact de Ag.

Remarque 3.1.1 Le rayon R étant égal i |By(N\)|Y2, la suite des coefficents (3, vérifie

limsup v/|6.] = |B(N)|.

n—oo
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F1G. 3.1 — Le prolongement maximal de ¢ a pour image le complémentaire d’un huit

Le théoréeme 3.1.3 donne une estimation plus précise de la vitesse de croissance de cette suite.

Dans le cas ou le bassin de l'infini de f = f\ contient le point critique 0, c’est-a-dire
quand I’ensemble de Julia correspondant J n’est pas connexe, le rayon de convergence vérifie
R > 1 et 1 est univalente sur le domaine Agr. Si M désigne I’ensemble de Mandelbrot on a
alors A ¢ M. En outre, on notera n = B(\) la préimage de la valeur critique A par ¢, on a
In| = R2.

Lemme 3.1.2 Soit A € C, A\ ¢ M, ¢ linverse des coordonnées de Bdttcher du polynéme
quadratique f(z) = 22 + \. Soit ) la préimage de la valeur critique \ par Uapplication 1 et
soit Ap = C\D(0, R) le domaine de convergence de la série de Laurent en z représentant
¥(z) (on a R =|w|). Alors, étant donné un choiz holomorphe de racine carrée de la fonction
1 — %, il existe une fonction holomorphe h définie sur A telle que

W(z) = zh(zﬂ)@.

Ce lemme permet de donner une expression précise de la vitesse de croissance des coeffi-
cients ()

Théoréme 3.1.3 Soit A € C, A ¢ M, et soit
= B
U(z) = ZZ@
k=0

Iinverse des coordonnées de Béttcher B du polynéme quadratique f(z) = 2% + \.

Soit h la fonction holomorphe définie sur Ag telle que ¥(z) = zh(2*)\/1— 2%, ot la
branche de la racine carrée est celle qui est positive en les racines carrées du nombre compleze
1/2n (donné par le développement en série 3.1).

Alors pour tout o < 1,

= EOTHEON (o (1Y)
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En outre si la valeur de \/B'()) est celle donnée par le choiz de \/1 — 2% (ces deux fonctions
valent 1 en oo) alors

_ By 1
= e (+0F))
3.2 Expression de 1 et démonstration du lemme 3.1.2

La fonction holomorphe 3 présente une singularité de type coin d’ouverture %7? (modulo
7) en les préimages par z? de = B()). Cela provient du fait que le bord de son image est
la préimage d’une courbe analytique simple par une fonction holomorphe ayant une valeur
critique simple sur cette courbe.

Ainsi la fonction ¢ "ressemble" au voisinage de deux points +w du bord de son domaine de
définition & une fonction racine carrée, ces points étant les deux préimages du point critique
0 par application 1) prolongée par continuité jusqu’au bord de son domaine de définition.
Afin de tenir compte au mieux de ces singularités on factorise par les termes correspondants

VW)

Dém. (du lemme 3.1.2). On va montrer qu’on peut écrire :

ou h est une fonction holomorphe sur le domaine (inclus dans @) ARp.
Comme || = R?, pour tout z € Ag, 1 — % # 0 donc il existe une fonction holomorphe

racine carrée /1 — 75 définie sur le domaine @\D(O, R) et une fonction holomorphe g défini
sur le méme domaine telles que

On sait que la fonction v est impaire, donc la fonction g est aussi impaire. Par conséquent
il existe une fonction holomorphe % définie sur le domaine Ag: telle que g(z) = zh(z?).
Montrons que la fonction A se prolonge sur Ag. Pour cela, on considére la fonction
_ PEH-A
b(z) = U2

I-—

Cette fonction est définie méromorphe sur ’ensemble des nombres complexes z tels que

|2|> > R. En fait elle est holomorphe sur cet ensemble. En effet, la fonction z — 1— 2% admet,

un zéro simple en w et —w et il en est de méme pour la fonction ¥ (2?) — A car () = c et

la fonction 1 est univalente au voisinage de 7. De plus cette fonction ne s’annule pas sur le
domaine {z € C : |z|? > R} car ¢ est univalente sur son domaine de définition Ag.

D’un autre coté, la fonction g(z) = zh(2?) vérifie g(z)* = ngi)l;)‘

complexe z € Ag. Comme la fonction ¢ est univalente sur Ap et tzzmgente a l'identité en

pour tout nombre
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00, la fonction z — 1(2*) + X est un revétement ramifi¢ de degré 2 sur A 5 ramifié¢ en oo,
fixant le point oo, donc

22/(22)
——  dz = -2.
/M A T

D’autre part on a

2n/(1/2)3 dz z
-/ 0020 de =7 Sdz
o+ 1= a7z 2 o 1 —nz

On en déduit que

o),
/(oo+) 5(2) dz = -2,

et donc qu'il existe une fonction /¢ holomorphe sur A /5 vérifiant \/52 = ¢ et ga, = Vo
O

Corollaire 3.2.1 Soit h la fonction holomorphe définie sur Agr que l’on vient de construire.
Soit a, les coefficients du développement en série de Laurent de la fonction h(2?) :

e a.
h<22> = ZT?Z
n

Alors pour tout R’ > v/ R il existe une constante C(R') > 0 telle que pour tout n € N,

la,| < C(R)R™.

3.3 Un équivalent des coefficients de la série entiére ra-
cine carrée

On rappelle que pour |t| < 1, la fonction /1 — ¢, valant 1 en ¢ = 0, peut étre définie par
le développement en série entiére :

Vi—-t = isnt",
n=0

Sp — 1,
_ "3
Sn+1 = 331 5n:

38
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En particulier, on a, pour tout n > 1,

B (2n — 2)!
22n=In((n — 1)H2’

Sn

On supposera que c’est ce choix de racine carrée que ’'on prend lorsque 'on considére la
fonction /1 — 7 avec t = 7, c’est-a-dire que la fonction /1 — 75 est définie par :

,/1—% - isn(%y (3.1)

ou les coefficients s,, sont ceux décrits ci-dessus.

Lemme 3.3.1 Soit
VIt = ) st
n=0

le développement en série entiére de la fonction racine carrée de 1 — t définie sur D valant
lent=0.
Alors

- (o)

Dém. D’aprés la formule de Stirling (qu’on peut trouver dans [38]) on a :
) = (5[ E e
n

ou0<6d(n)<letf(n)—1trés vite quand n — oo.
['(n+1) =n!, donc, pour n > 1, on a :

['(2n—1)
n22r=1(I'(n))?

2n—1
SR (R 2T sen-) <E>2" N 2
n \ 22n—1 e 2n —1 n 2

Sp =

T ‘%(e(nﬁ) m 2n—1() )
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avec E = exp(J(2n —1) —2J(n)) =1+ 162((227;__11)) — % 4 0(L). Done

E L -l 11
S, = ——=|ell—— — .
n\/n 2n 2—%\/271'

Or
1 L) = (2n log(1 — — 1 L @) !
o = exp(2n log )) = exp( T (@))
1 1
= 11— — —
1 0()
et — =1+ 5-+ O(:5), puis
1 1 1 1
= — = —(1 _
1= ez s G
D’ou :

= gy (0 (350 ) +op)
Ainsi,
w = w5 O6).
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3.4 Preuve de la premiére identité du théoréme 3.1.3

On montre que si ¢ € ] NG 1 [, si K, est une suite de nombres entiers telle que K,,/n — 0

et n%/2¢%» — 0 quand n — oo alors

b= (10 (52 ) o) )

Pour le théoréme, il suffit de prendre n’importe quel nombre ¢ € } ﬁ, 1 [ et de considérer

la suite K, = n'=2.
On a :

Ui
avec h(z?) = <Z 2k> 1-4 = <Zsl 21). On a ainsi 3, = Za:n”sn e
z

k=0

Soit n € N un entier, K,, une suite d’entiers naturels et ¢ € ] 75 [ On considére

2\/mn3/? - a
s R SV

N k=0

Tout d’abord, on a h(n) Zak Z . Or, d’aprés le corollaire 3.2.1, il existe une
k=0l k=k4+1!

constante Cy > 0 telle que pour tout £ € N, ’—’,g’ < Cyg*. On a alors :

e

k=Kn+1

1
COQK+11—_q.

D’aprés le lemme 3.3.1, il existe une constante C; > 0 et une fonction r; bornée par C;
sur N, indépendantes de n et de K < n, telles que pour tout £ < K,

T _2ﬁ(n1— k)2 (1 " ﬁ?(zn—_kk)> |

3/2 B
s - () et
n — n —

En outre k < K entraine
3/2
1< (2 e < !
“\n—k T \1- % '

Donc :
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Donc,

o, 1 K,\ *? o, 1
1—;11_K <—2\/7m3/23nk§(1—7) 14+ 2 —

n n
donc il existe une constante Cy > 0, indépendante des entiers n et K, et une fonction ry
bornée par Cs sur I'ensemble N x {k € N: k < K, }, indépendante des entiers n et K, telles
que —2y/mn*?s,_j, = 1+ rao(n, k)E2, pour entier k tel que k < K.

On a alors :
& a g g K.
k k k
Z(_2\/7_Tn3/25n7k)_k = Z k + Z —k'f’g(n, k)—nu
k=0 U pungll el "
le deuxiéme terme du second membre satisfaisant la majoration :
Ky [e'S)
Qg Kn Kn ag
Z$r2(n, /{?)? S 02?Z % .
k=0 k=0

En outre s, — 0 donc il existe une constante C5 > 0 telle que |s,| < C3 pour tout entier
p. Alors

- 1
Z a—iQ\/Trsn,kn?’ﬁ < 6’32\/77713/2(][(*11—.
k=FKp+1 — 4
Finalement
K o)
X ag K a 2y/mqfntl
fnﬁn—z—k < Cz—z — +0317
pungl "= 1M B

K,
- (_) +0 (n"?q"),
n
ce qui entraine :

"h K,
o (o) o)

3.5 Calcul de h(n)

La fonction h vérifie, pour tout nombres complexe z tel que |z| > R :

CORPY

22—

h(z*)? =
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Or au voisinage du point 7, la fonction ¢ vérifie 1(2)—\ = ¢/(n)(z—n)+0((2—n)?), donc pour
tout point z tel que 2% est dans un voisinage du point 7, on a %227_);)‘ = (n)+0 ((2* = n)?).

Ainsi, la fonction zp(j;j?

Y'(n) # 0 en ces points.
Alors il existe un unique prolongement analytique de la fonction h aux voisinages des

P(22)—A

22—n

est définie sur des voisinages des points w et —w et atteint la valeur

points w et —w, il s’agit d’'un choix de racine carrée au voisinage du nombre

complexe 1'(n). Ce choix est déterminé par la relation, vraie pour tout nombre complexe z
tel que |z| > R :

G A W)
27 Vi~

ot la fonction /1 — & est la racine carrée précédemment choisie de la fonction 1 — 4.
Pour conclure on utilise le fait que ¢'(n) = 1/B'()). O
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Chapitre 4

Ensembles de Julia infiniment
renormalisables non localement connexes

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats utilisés dans la suite.
On rappelle qu’on note, pour A € C, fy(z) = 22 + \.

4.1 Composantes hyperboliques, sillages, membres de I’en-
semble de Mandelbrot et renormalisation

Les notions et résultats suivants, trés utilisés par la suite, sont bien connus. On les
retrouve dans [5], [6], [22], [14], [17] et ailleurs.

Théoréme 4.1.1 ([6],XIV) Soit m € N* et soit X, I'ensemble analytique suivant :

X = {(Mz2)eC?:fim(z) =2 Vk=1,....m—1, f{(z) # z}.
La courbe algébrique X,, est lisse et la projection
T:(Nz)e X, — A
est un revétement ramifié.

Par le théoréme des fonctions implicites, I’ensemble des points de ramifications de I'ap-
plication 7 est inclus dans ’ensemble des paramétres ou le cycle est de multiplicateur 1.

Proposition 4.1.2 L’application
P (N 2) € X (FF™) (2)
est propre.

Ceci peut se voir directement grace a la remarque 1.2.5 par exemple.
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Définition 4.1.3 Une composante hyperbolique de [’ensemble de Mandelbrot est une com-
posante connexe H de [’ensemble de Mandelbrot telle que pour tout parameéetre X € H, le
polynome quadratique f\ posséde un cycle attractif.

Remarque 4.1.4 Sur une composante hyperbolique H, la période du cycle attractif est
constante.

Etant donnée une composante hyperbolique H, on notera my la période des cycles at-
tractifs des polynomes f\ pour A € H et multy : H — D la fonction multiplicateur qui a un
paramétre A € H associe le multiplicateur du cycle attractif de fy.

Théoréme 4.1.5 ([6], XIX) Les composantes hyperboliques de l’ensemble de Mandelbrot
sont simplement connexes.

L’application multy : H — D qui a un parametre associe le multiplicateur du cycle
attractif correspondant est un biholomorphisme entre la composante et le disque unité et
cette application s’étend en un homéomorphisme entre H et le disque unité fermeé.

Plus précisément, le cycle peut étre suivi jusqu’au bord de la composante sur lequel le
multiplicateur est de module 1 et la fonction qui a un parameétre du bord de H associe le

multiplicateur est un homéomorphisme entre les espaces topologiques OH et S' = {z € C :
|z| = 1}.

Définition 4.1.6 ([6], XIV) Soit H une composante hyperbolique. Le paramétre X € H tel
que multy(N) = 1 est appellé racine de la composante hyperbolique H .

Soit A un paramétre du bord d’une composante hyperbolique H tel que le multiplicateur
est une racine de 1'unité e2™V~12/4 différente de 1 (on suppose p et ¢ premiers entre eux). Il
existe une composante hyperbolique H’ sur laquelle les polynémes quadratiques possédent
un cycle attractif de période my = ¢mpy, adjacente a la composante H en \. Le cycle
correspondant & un cycle attractif sur H' est de multiplicateur 1 en le paramétre de tangence
A et se confond & celui qui est attractif sur H en ce paramétre (cf. proposition 6.2.6).

On dira que la composante hyperbolique H' est attachée a la composante H en le point
A. On dit aussi que la composante H' est satellite de la composante H. La composante
hyperbolique H sera qualifée de composante mére de la composante hyperbolique H'.

Théoréme 4.1.7 Soit H' une composante hyperbolique attachée a une composante hyperbo-
ligue H en un paramétre \. Alors, il existe deux rayons externes dans l’espace de paramétres
aboutissant au parameétre \ et séparant la composante H de la composante H'.

Définition 4.1.8 Soit H' une composante hyperbolique attachée a une composante hyperbo-
lique H en un parametre \.

La composante connexe W' de lespace des parameétres privé des deux rayons aboutissant
en la racine de la composante hyperbolique H' et de leur point d’aboutissement commun,
contenant la composante H' est appellée sillage de la composante hyperbolique H'.

La partie L' de ’ensemble de Mandelbrot contenue dans le sillage W' au quel on a ajouté
le point de tangence a la coposante H, est appellée membre attaché en H.

La racine de la composante hyperbolique H' est aussi appellée racine du membre L.
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Théoréme 4.1.9 Soit H' une composante hyperbolique attachée a une composante hyperbo-
lique H en un parametre \.

On peut suivre de fagon holomorphe le cycle correspondant a la composante H' sur tout
le sillage, c’est-a-dire qu’il existe my: fonctions holomorphes (b;)i—o,...m,,—1 définies sur W'
telles que, pour tout nombre complere X € W', (bo(A), ..., bm,,—1(N)) est un cycle périodique
de fy de période exacte my, attractif sur H'.

De plus ce cycle est répulsif en dehors de H'.

Définition 4.1.10 Le nombre p/q, correspondant au multiplicateur e2™V=1P/1 dy cycle pa-
rabolique en la racine d’une composante hyperbolique H' attaché en une composante hyper-
bolique H, est appelé nombre de rotation de H' (ou de W', L') par rapport o H.

Sauf mention contraire, on suppose qu’un nombre rationel p/q représentant un nombre de
rotation d’une composante hyperbolique est donné sous sa forme réduite, i.e. que les entiers
p et g sont premiers entre eux et que g > 0.

Théoréme 4.1.11 Soit H une composante hyperbolique de [’ensemble de Mandelbrot satel-
lite d’une autre composante hyperbolique de période m. On suppose que H a pour nombre
de rotation de p/q. Soit W le sillage de la composante hyperbolique H. Soit, pour X\ € W,
EN) = (&(A), .-, &Em_1(N)) le cycle correspondant a la composante hyperbolique parente de
H.

Alors, il existe un cycle périodique (0, . .. ,0m,—1) de lapplication de doublement x — 2z
mod 1 tel que pour tout X € W, chaque point du cycle £(N\) est point d’atterrissage de q des
rayons externes du plan dynamique de f\ d’angles externes 2v/—1mly, ..., 2/ 1701

Rappelons le lien entre composantes hyperboliques adjacentes et renormalisations.

Définition 4.1.12 Soit f un polynome quadratique et soit n € N*. On rappelle (voir par
exemple [21]) que le polynome " est dit renormalisable renormalisable s’il existe des disques
topologiques ouverts U et V' tels que U est relativement compact dans V', le point critique O
appartient a U et application f" : U — V est propre avec ensemble de Julia connexe.

Lorsqu’il existe une suite infinie d’entiers (ny), pour lesquels f" est renormalisable, le
polynome quadratique f est dit infiniement renormalisable.

Pour tout paramétre A appartenant au sillage d’'une composante hyperbolique adjacente a
une autre composante hyperbolique de période m et de nombre de rotation p/q par rapport a
cette composante (avec p et ¢ premiers entre eux), le polynome f{*? est presque renormalisable
dans le sens ou il satisfait aux hypothéses de la définition 4.1.12 sauf celle de connexité de
I’ensemble de Julia. On parle, dans ce cadre, de renormalisation satellite.

Tout paramétre A, limite d’une suite de composantes hyperboliques adjacentes est donc
infiniment renormalisable. Dans ce cas, on dira aussi, par abus, que I’ensemble de Julia du
polynome quadratique fy est infiniment renormalisable.
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F1G. 4.1 — Exemple de deux composantes hyperboliques adjacentes dans I’ensemble de Man-
delbrot

Fi1G. 4.2 — Exemple de domaine déterminé par I'inégalité ci-dessus dans le plan des loga-
rithmes des multiplicateurs (m = 3) en vert a droite (les nombres complexes dont la partie
réelle est négative sont en bleu sarcelle).

4.2 Inégalité de Pommerenke-Lévine-Yoccoz pour les bords
du sillage

Soit H une composante hyperbolique de I’ensemble de Mandelbrot. On notera Cycle,
I’application holomorphe qui & un pararmétre A € H, associe les points du cycle attractif
du polynoéme fy(z) = 22 + X. Ces applications se prolongent holomorphiquement sur un
voisinage de 'ensemble W\{Ay}, ot W est le sillage de la composante hyperbolique H et
Ay sa racine.

On considérera que 'application Cycle;; est définie holomorphe sur un tel voisinage et
dont l'intersection avec I’ensemble de Mandelbrot est réduite au membre attaché en Ay privé
de sa racine.

Lemme 4.2.1 (Inégalité de Pommerenke-Lévine-Yoccoz) Soit H une composante hy-
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perbolique de période m de ’ensemble de Mandelbrot. Alors, [’ensemble ) défini par :

1\ |L]?

Q = {p € C:3LeC,p=ce" et arctan (Qmw_ 1‘]{eL) L{JL < 27Tmlog2}
contient les images des rayons externes délimitant le sillage de la composante hyperbolique
H par Uapplication multy : W — C donnant le multiplicateur du cycle associé au sillage W
de la composante hyperbolique H .

Dém. Le cycle b(\), qui est attractif pour les paramétres de la composante hyperbolique
H, dépend holomorphiquement du paramétre sur tout le sillage. Sur les rayons externes de
I’espace des paramétres délimitant le sillage W, Papplication correspondant au cycle b(\)
admet un prolongement continu, puisque sur les rayons externes en question se trouvent a
Iextérieur de I’ensemble de Mandelbrot et donc tous les cycles sont de multiplicateur différent
de 1 ce qui permet de les suivre localement. En particulier la fonction multiplicateur mult g
est continue sur W et au voisiange de W\{\g}, ot Ay est la racine de W.

On sait grace au lemme 4.2.2 ci-dessous qu’en dehors du sillage et au voisinage de celui-ci
le nombre de rotation est nul.

2
2m—1

G (0)

Fi1G. 4.3 — Tllustration de la démonstration du lemme 4.2.1 (aprés rotation d’un quart de
tour)

En appliquant le théoréme 7 de [32], qui fonctionne tel quel pour un nombre de rotation
nul, on obtient :

| log pl?
log |p|

< 27Tlog2m,
w

ol log p est une détermination du logarithme du multiplicateur multy, et w est un angle.
L’angle w est défini comme suit (cf. figure 4.2).
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On considére le domaine défini dans la remarque 1.2.1, sur lequel on peut définir une
application holomorphe prolongeant l'inverse de I'application de Bottcher By ou A est un
paramétre du sillage W tel que multy(\) = p. La préimage A de cet ouvert par 'application
exponentielle consiste en le complémentaire du demi-plan fermé de droite {Re < 0} et d’une
famille de segments horizontaux attachés en la droite verticale {Re = 0} et de longueur de
la forme G,(0)/2™ (n € N).

Pour tout entier n € N, le nombre de segments de longueur G,(0)/2" est égal au nombre
de préimages du nombre complexe e par Papplication z Zan, ol # est 'angle de celui
des deux rayons délimitant le sillage W, qui attérit sur la valeur critique en le paramétre A
considéré. En particulier, il y a exactement deux segments de longueur G, (0).

Soit 2my/—160/2 £ ny/—1 le point d’atterrissage dans ce plan (intersection d’une droite
horizontale avec la droite verticale {®e = 0}), le plus proche du point d’attachement du
segment d’extrémité G, (0)+2my/—160/2 (ce point est tel que son image par un prolongement
continu de B/\_1 o exp est le point critique 0), parmi tous les points d’atterrissage de rayons
atterrissant sur le cycle b(\).

L’angle w est Pangle d’ouverture (< 7) du secteur issu du point 2my/—160/2 4 n/—1
et dont les bord passent par les points 27v/—10/2 + G (0) et 2m/—160/2 + G,(0) + 2L
(L’'important est que ce secteur se trouve dans le domaine de définition de B/\_1 et qu’il soit
issu du point 2my/—160/2 4 ny/—1).

Les points d’atterrissage, dans le plan des logarithmes des coordonnées de Béttcher, du
cycle de rayons attérrissant sur le cycle b(\) sont espacés d’au moins 2;,,}/_? car ils sont
de période m. Ceci entraine qu’en dehors du point 27+v/—16/2 4 ny/—1, l'intervalle vertical

[27“/—10/2, 21/ —10/2 £ 27 *1] ne contient aucun autre de ces points. Par conséquent, du

2m—1

fait de la minimalité de 7, les segments ouverts |2my/—10/2 & ny/—1, 2m/=160/2 + G, (0) |
et ]27n/—10/2 + /=1, 2m/—=160/2 + G, (0) + 2L [ n’intersectent pas le complémentaire

2m 1
du domaine A et le secteur que ces segments délimitent est inclus dans le domaine A.
Alors on a :

i 2m 1
w = arctan (GA(O)) + arctan ((ﬁ — 77) GA(O))
> arctan (L;) .
- 2m —1 G)\(O)

On se sert alors du lemme 1.2.3. O

Lemme 4.2.2 Soit H une composante hyperbolique de l’ensemble de Mandelbrot satellite
d’une autre composante. Soit W le sillage de la composante hyperbolique H et Ay sa racine.

Alors il eriste un voisinage V. de W\{\y} dans le complémentaire de l’ensemble de
Mandelbrot privé du membre attaché en Ay, tel que l'application Cycley est définie sur V et
pour tout X\ € V\W les rayons externes dynamiques d’angles externes les itérés des angles
externes du bord du sillage W atterrit sur le cycle Cycley ().
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Dém. Comme le cycle Cycley est répulsif sur le bord de W (en dehors de la racine), il existe
un voisinage ouvert V de OW\{ Ay} sur lequel on peut prolonger la fonction holomorphe A —
Cycleg(A). On suppose en outre que 'ouvert V' n’intersecte pas I’ensemble de Mandelbrot.
On doit démontrer que la propriété sur les rayons externes est vérifiée.

Soit @ le cycle d’angles externes correspondant aux angles externes de ’espaces des pa-
ramétres bordant le sillage de H.

Le cycle d’angles externes @ atterrit sur un cycle périodique C'(A) de f\ pour tout \ €
V' = V\W. Dans cet ensemble V', le cycle C'(\) est répulsif et peut donc étre suivi localement
holomorphiquement. Quitte & restreindre V', on peut supposer V et V’ simplement connexes.
L’application A — C(A) est alors définie holomorphe sur V. Les rayons externes d’angles
appartenant au cycle 6 atterrissent sur le cycle C'(\) pour tout A € V',

On sait qu’en la racine Agy, ces rayons atterrissent sur le cycle parabolique limite de
Cycley(N) quand A — Ay. Si la fonction A — C(\) ne tend pas vers Cycley(N) quand
A — Ay, alors on peut la prolonger holomorphiquement au voisinage de Ay et C'(A\y) est un
cycle périodique répulsif du polynéme fy.

Comme Ay € M, il existe un cycle de rayons externes périodiques qui atterrit sur les
points du cycle C(Ap).

Or, par continuité, ce cycle de rayon externe doit encore atterrir sur C'(A) pour \ assez
proche de Ag. Il ne peut y avoir deux cycle de rayons externes distincts atterrissant sur un
cycle périodique d’un polynome. Ainsi C'(Ay) est le cycle parabolique de f,,.

Enfin, si H est une composante satellite d’'une autre composante H’, le cycle C(\) ne peut
étre le cycle Cycley, associé a la composante parente. En effet le cycle de rayons externes
d’angles 6 n’atterrit pas sur Cycley, sur un voisinage de W a I'extérieur du sillage W. On a
montré que C' = Cycley. u

4.3 Ensembles de Julia non localement connexes

Définition 4.3.1 Soit X un espace topologique séparé.
On dit que ’espace topologique X est localement connexe si tout point de X admet une
base de voisinages connezes.

Cette définition est équivalente (cf. [23]) au fait que tout point de I’ensemble X admette
une base de voisinages connexes et ouverts.

Un ensemble de Julia sera donc dit localement connexe s’il vérifie, en tant qu’espace topo-
logique compact, la propriété de la définition ci-dessus et non localement connexe s’il la met
en défaut. Par exemple, c’est le cas pour les polynomes quadratiques dont ’ensemble de Julia
n’est pas connexe, puisque dans ce cas la, I’ensemble de Julia en question est homéomorhe &
I’ensemble de Cantor.

Dans le cas d’un polyndme quadratique ayant un ensemble de Julia connexe, la non lo-
cale connexité requiert, d’aprés un théoréeme de Jean-Christophe Yoccoz, que le polyndome
en question soit infiniment renormalisable ou ait un cycle irrationnellement indifférent. Une
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construction décrite dans I'article de Dan Erik Krarup Serensen [37], basée sur des idées
d’Adrien Douady, donne des exemples d’ensembles de Julia non localement connexe de po-
lynomes quadratiques infiniment satellite renormalisables.

Dans cet article, la démonstration que de tels ensembles de Julia quadratiques existent
est faite par un argument de continuité. John Milnor a proposé de fagon empirique un
critére explicite concernant la suite des nombres de rotation, sous lequel I’ensemble de Julia
du parameétre infiniment satellite renormalisable correspondant, doit étre non localement
connexe. Ce critére est finalement correct mais plus exigeant que de nécessaire.

La premiére condition explicite démontrée pour qu'un tel parameétre ait un ensemble de
Julia non localement connexe a été donné par Guénadi Lévine. Ses travaux font I'objet des
deux chapitres suivants.

4.4 Critére de Douady-Sullivan

Le critére de Douady-Sullivan est une alternative permettant de montrer que certains
ensembles de Julia ne sont pas localement connexes. Il est utilisé dans de nombreux exemples
si bien qu’on puisse conjecturer qu’il est applicable a tous les cas d’ensembles de Julia non
localement connexes de fractions rationnelles ayant un ensemble de Julia connexe (voir [34]).

Lemme 4.4.1 (Voir [23], démonstration du lemme 18.8) Soit (X,d) un espace mé-
triqgue compact, h : X — h(X) C X un homéomorphisme de ’espace X sur h(X) tel que
de >0, 3k > 1,V(z,y) € X x X, d(z,y) <e=d(h(z),h(y)) > kd(z,y).

Alors l’ensemble X est fini.

Dém. L’application h™! : h(X) — X est uniformément continue, il existe donc § > 0 tel que
pour tout (z,y) € X x X, d(h(z),h(y)) <6 = d(z,y) <e.

En particulier, pour tout s < 4§, on a d(h(x),h(y)) < s = d(z,y) < { et donc, pour tout
n €N, d(h°"(z), h"(y)) < 0 = d(x,y) < k%.

N
Comme X est compact, il existe un recouvrement fini X = U U;, ou U; sont des ouverts
i=1
N N '
de diamétre majoré par 6. On a X C h™" <U Ui> = Uh_" (U;) et diam(h=™(U;)) < kin
i=1 i=1

pour tout n.

Soit x1,...,xN, 2Ny, des points de 'ensemble X, alors il existe au moins deux indices
distincts i; et i tels que x;, = ;,. Soit n € N tel que k% < min{d(x;, z;), x; # x;}. Puisque
pour tout indice i € {1,..., N+ 1}, 2; € UL ,A7"(U;), il existe des indices j, i, et i> tels que
i1 # i et {xy,, 2, } C h7"(U;). Or diam(h™(U;)) < &, done z;, = .

Par conséquent I'ensemble X a au plus IV éléments. Ainsi ’espace X est compact discret

donc fini. O
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Proposition 4.4.2 (Critére de Douady-Sullivan, cf. [33]) Soit f un polynome.Soit C
un compact inclus dans [’ensemble de Julia du polynéome f et soit B le bassin de ['infini. On
suppose que le compact C' ne rencontre pas les points critiques de f et est tel que f|c est une
bijection de C'. On suppose en outre que le bassin immédiat B ne contient pas d’autre point
critique que l'infina.

Alors, ou bien ’ensemble de Julia du polynome f n’est pas localement conneze, ou bien
C' est une union finie de points périodiques paraboliques ou répulsifs du polynome f.

Dém. Cette démonstration reprend essentiellement celle donnée dans [34] p.42.

Comme f est un polynome et que ’on suppose que le bassin de I’'infini B ne contient pas
de point critique fini, celui-ci est simplement connexe.

Supposons que OB est localement connexe. Soit d le degré de la restriction fip. Soit
¢ : D — BTlapplication de conjugaison de Béttcher définie de fagcon unique par le diagramme

B—-p

¢ ¢

D——D
et par le fait que sa dérivée en 0 soit 1 (p(0) = 00).

Alors ¢ s’étend contintiment jusqu’au bord (théoréme de Carathéodory, voir par exemple
[23], theorem 17.14) et tous les rayons

(ROerz = ({etre™10, e 0,11})

aboutissent. Soit 7 : R/Z — 0B 1’application qui a un angle 6 associe 1’aboutissement du
rayon correspondant R(#). Soit K := {0 tel que le rayon R(6) d’angle 6 aboutit dans C'}.
L’ensemble K est compact car I’application 7 est continue, par le théoréme de Carathéodory,
et ’ensemble C est fermé.

Pour tout § € R/Z on a f(v(f)) = v(df). Si on suppose qu’il existe des angles 0 et ¢,
éléments de l'ensemble K, tels que df = df’ alors f(v(0)) = ~(df) = ~(d0') = f(y(0)).
L’application f est injective sur C' donc v(6) = v(6'). Si 6 # €', les images des rayons R(6) et
R(0') par 'application f sont deux rayons distincts, car C' ne contient pas de point critique.
Or f(R(0)) = R(dO) et f(R(0)) = R(dF'), donc df # df'. On en déduit que l'identité
df = df’ implique l'identité # = ', en conséquence de quoi 'application 8 — df mod 1 est
injective sur K.

L’image du compact K par cette application est un sous-ensemble compact de K. Son
injectivité nous permet d’appliquer le lemme 4.4.1 et de conclure que I’ensemble C' est fini
(car la préimage d’un singleton par ’application 7 est finie). L’ensemble C' est donc constitué
de points périodiques de I'application f non attractifs (car éléments de I’ensemble de Julia
du polynéme f).

Par invariance et injectivité, les éléments de I’ensemble C' sont des points périodiques de
I’application f. Comme C est fini et invariant par f, étant donné un point x € C' il existe un

0
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angle 0 et un itéré f°" de I'application f tels que le rayon externe R(6) aboutit en le point
z et tel que fU(R(0)) = R(6). En outre (") (z) # 0.

On peut alors appliquer le lemme de I'escargot ("snail lemma", voir [23] lemma 16.2) a
la branche inverse locale de ’application holomorphe f°" qui envoie le point x sur lui-méme,
munie du rayon externe R(6). O
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Chapitre 5

Inégalité de Lévine sur la position des
valeurs critiques de la fonction
multiplicateur

Le but de ce chapitre est de donner une démonstration utilisant les différentielles qua-
dratiques, d’une généralisation d’une généralisation d’une inégalité de Guénadi Lévine ([19]
Theorem 3) qui permet d’obtenir un domaine sur lequel on n’a pas de valeur critiques pour
I’application multiplicateur mult. Dans ses articles, Guénadi Lévine se sert ensuite de cette
inégalité d’utiliser une extension de la fonction inverse mult™' sur un domaine explicite afin
de controler ’explosion des cycles lors des bifurcations satellites.

Théoréme 5.3.1 Soit d € N tel que d > 2 et soit C' > 2, il existe des constantes M > 1,
Ky > 0 et K1 > 0 qui ne dépendent que de C' telles que, pour tout X € C tel que |\| < C et tel
que le polynome 2%+ X possede un cycle répulsif de période m de multiplicateur p (dépendant

de \), on a
F
E 5.1
) o

ot p désigne la dérivée de la fonction multiplicateur p par rapport au parametre .

mlp—1| < KgM™ (log|,0| + K,

5.1 Préliminaires sur les formes et différentielles quadra-
tiques

P!(C) désigne la sphére de Riemann vue comme variété complexe sans point distingué.

Par contre, C désigne le compactifié de C, C U {0}, isomorphe (de fagon non unique) a la

sphére de Riemann pointée en oo.
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5.1.1 Résidu d’une 1-forme méromorphe

Soit U un ouvert de C, m € U et f: U\{m} — C une fonction holmorphe.

On note f(m+) f(2)dz l'unique valeur de I'intégrale de la fonction f le long de chemins
d’indice 1 par rapport au point m et homotopes a un point dans U U {m} (c’est le cas de
tout chemin dans un voisinage assez petit du point m).

En d’autres termes, f(m+) f(2)dz est I'intégrale de la 1-forme f(z)dz sur n’importe quel
chemin de la classe d’homotopie d’un petit cercle (de rayon assez petit) parcouru une fois
en sens direct et centré en m.

Etant donnés une surface de Riemann S, m un point de S et o une 1-forme méromorphe
a définie sur S\{m}, on note Rés(ca,m) le résidu de la 1-forme v en m. On notera aussi :

1
b .
27T \V —1 (m+)

Rés(a,m) =

Dans le cas oi la surface de Riemann S est C et la forme considérée s'écrit f(2)dz dans
la carte C, on utilise la notation

_ _Jf(/2)
/(oo,+)f(2)dz = /(07+) o dz.

5.1.2 Images directes de 1-formes

Les formes sont des objets pour lesquels tirer en arriére est une opération naturelle. On
sera néanmoins amené a pousser en avant des formes. La définition suivante, bien qu’elle ne
le nécessite pas, sera toujours utilisée avec des fonctions f propres.

Définition 5.1.1 Soit U et V des surfaces de Riemann, o une 1-forme méromorphe sur U,
f U — V une application holomorphe. La 1-forme image directe (ou poussée en avant)
fra de la 1-forme o par application holomorphe f est la 1-forme méromorphe définie par :
V(m,&) € TU (c’est-a-direm € U et £ € T,,U),

fea(m:&) = Y a(widf(w)™). (5.2)

w: f(w)=m

Si U est un ouvert de C et v = g(z)dz, la formule (5.2) s’écrit :

fa(z8) = Y g,(w))dz(z;€)>

w: f(w)=z2 f (w

ou dz(z; &) = &.

Remarque 5.1.2 Lorsque la fonction f est propre, la poussée en avant d’une 1-forme est
méromorphe et ses poles éventuels sont situés en les valeurs critiques de la fonction f.
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On rappelle que si f est une fonction holomorphe définie sur un ouvert de C, s’écrivant
au voisinage d’un point critique ¢, f(z) = v+a(z — )4+ O ((z — ¢c—)*), alors il existe un
voisinage U de ¢ inclus dans le domaine de définition de f et une application holomorphe
univalente ¢ définie sur U telle que Vz € p(U), fo o 1(z) =v + 2%

On utilise le lemme suivant pour pouvoir faire le calcul de résidu de la proposition 5.1.4
ci-dessous.

Lemme 5.1.3 Soit U et V' des ouverts de C, f : U — V une fonction holomorphe, ¢ € U
un point critique de la fonction f et v = f(c) la valeur critique correspondante. Soit v :
[0,1] — V un chemin continu faisant un tour dans le sens direct autour de v.

Alors il existe une famille (7;)icz, de chemins continus lisses (paramétrés par [0, 1]) tels
que

= Vi € Zg, (1) = 7i+1(0),

— le chemin composé ¥ =y - - -+ - Ya—1 est une courbe de Jordan faisant un tour dans le

sens direct autour du point c,

— il existe un paramétrage continu o : [0,1] — U d’une courbe de Jordan lisse homotope
au chemin v telle que, Yt € [0,1], Vi € Zq, §(t) = f(1(1)).

Dém. Tl suffit de construire les chemins v; dans le cas ot f(2) = v+ 2¢. En effet, il existe un
biholomorphisme ¢ défini sur un voisinage de c tel que fop~1(2) = v+ 2¢. Si 7/ désigne les
chemins correspondants pour f o ¢ ~!(z), on voit facilement que les chemins ; := ! o~}
satisfont aux conclusions.

Soit donc f(z) = v + 2% Soit D un disque centré en v. Quitte remplacer le chemin ~y
par un chemin homotope, on peut considérer que c’est un cercle centré en v inclus dans le
disque D. Soit A la demie-droite issue du point v passant par le point v(0) (la demi-droite
A n’intersecte le chemin v qu’en ce point 1).

Alors il existe une branche de la racine diéme +/z — v définie holomorphe sur D\A.
Les fonctions holomorphes g; définies, pour i € Zy, sur D\A par g;(z) = e*™V=1/44/ 77—y
satisfont :

lim gi(z) = lim givr1(2).

arg(z)—arg(y(1))* (=) arg(z)—arg(y(1))~ +(2)
On vérifie alors que les prolongements continus ~; (pour ¢ — 0 et ¢ — 1) des chemins g; oy
satisfont les propriétés recherches. O

Proposition 5.1.4 Soit U un ouvert de C, a = g(z)dz une 1-forme méromorphe sur U, f
une fonction holomorphe définie sur U.

Soit ¢ un point critique de la fonction f et v = f(c) la valeur critique correspondante.
On suppose que le point ¢ est le seul point critique qui s’envoie sur v et que la fonction g est
holomorphe sur U\{c}.

Enfin on suppose que pour tout lacet continu v suffisamment proche du point v, ne passant
pas par ce point, [~1(7) est une réunion de lacets continus.
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Alors
Rés(f.a,v) = Rés(a,c).

Remarque 5.1.5 L’hypothése sur les préimages lacets suffisamment voisins de la valeur
critique est toujours vérifiée dans le cas ou Uapplication f est un revétement ramifié de degré

fini.

Dém. Soit 7 : [0,1] — V un chemin continu faisant un tour dans le sens direct autour de v.
Soit d le degré local de I'application holomorphe f au voisinage de ¢
D’aprés le lemme 5.1.3, il existe une famille de chemins continus (7;);ez, paramétrés par
[0, 1], se joignant en un lacet faisant un tour direct autour de ¢ et relevant le chemin ~ dans
le sens o pour tout indice i € Zg, f o~; est une courbe de Jordan lisse homotope au chemin
7. En outre pour tout ¢ € [0,1] et tout couple d’indices (4, j), on a f o~;(t) = f o~;(¢).
Alors

Fabi@) = Y Ay

avec f[O,l] h(t)dt = 0 (grace aux hypothéses sur la fonction g et sur les primages du chemin

Y (t)

Ty done

~ par l'application f). Or ~i(t) =

d—1

Loty = Y /[ 9O

[0,1] i—0
= / g(z)dz
(c+)

d’aprés la propriété de recollement des chemins ~;. O

5.1.3 Différentielles quadratiques

On rappelle ([15], p.207) qu’une différentielle quadratique holomorphe sur une surface de
Riemann S est une section du carré tensoriel du faisceau des 1-formes holomorphes sur S.
Dans une carte M, une différentielle quadratique holomorphe sur une surface de Riemann
peut donc s’écrire ¢ = qydz? avec ¢y une fonction définie et holomorphe sur I'image de la
carte. Etant donné qu’il n’existe pas de différentielle quadratique holomorphe non nulle sur la
sphére de Riemann, on sera amené a considérer des différentielles quadratiques méromorphes,
définies comme suit.
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Définition 5.1.6 Une différentielle quadratique méromorphe q sur une surface de Riemann
S est la donnée d’un ensemble P C S discret (I’ensemble des poles) et d’une différentielle
quadratique q holomorphe sur S\P tels que pour tout p € P, il existe un voisinage U de p
dans S tel que PNU = {p} et une carte ¢ : U — V C C telle que p.q = q,dz* sur V\{o(p)}
et q, se prolonge en une fonction méromorphe sur V.

On vérifie aisément que si 'on choisit une autre carte 1 au voisinage du point p, la
fonction g, représentant g dans cette carte admet un pole du méme ordre que celui de g,.
On peut alors parler de poles et d’ordres correspondant & ces poles pour une différentielle
quadratique méromorphe donnée.

Etant donnés une surface de Riemann S et une différentielle quadratique méromorphe ¢
définie sur S et un pole £ de ¢ d’ordre pair p, on peut définir le résidu de ¢ en &. Pour cela, on
considére une carte ¢ au voisinage de £ qui envoie £ en 0 et on note gq la fonction méromorphe
définie au voisinage de 0 représentant ¢ dans cette carte (c’est-a-dire p.q = godz? au voisinage
de 0). Elle a donc un pole d’ordre p en 0.

Lemme 5.1.7 Soit U un ouvert de C tel que 0 € U, f une fonction holomorphe sur U ne
s’annulant qu’en 0. Si

1 f'(2)
— d 2/ =177
2 Jo f(2) 2 € 2V-1nZ,

alors, il existe une fonction holomorphe g définie sur U, ne s’annulant qu’en 0 telle que
g?> = f. De plus, si h est une fonction holomorphe sur U, telle que h? = f, alors h = g ou
h=-—g.

Dém. 11 s’agit d'un argument standard. La partie unicité du lemme provient de 'unicité
relative d’un relévement par un revétement. O

La fonction 1/qq vérifie les hypothéses du lemme précédent pour un certain (assez petit)
voisinage de 0. Il existe donc une fonction méromorphe /gy définie au voisinage de 0 telle

que (\/q_oalz)2 = qodz?. On pose alors

Rés(q,€) = (Rés(y/qudz,0))”. (5.3)

On voit que cette quantité ne dépend ni du choix de racine carrée, ni de la carte (car c’est
le cas pour le résidu d’une 1-forme méromorphe et par unicité du couple de racines carrées).
C’est ce qu’on appellera le résidu de la différentielle quadratique g en &.

A I'image de ce qui se fait dans les travaux d’Adam Epstein ([10], [11]), on devra condiérer
les parties polaires de différentielles quadratiques définies sur la surface de Riemann S, et
plus généralement les parties polaires de sections méromorphes de fibrés holomorphes sur S.

Définition 5.1.8 Soit a et 3 des sections méromorphes d’un méme fibré holomorphe 7
de fibres de dimension 1 au dessus de C et C une carte fizée de C\{oo} qui est aussi une
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trivialisation du fibré % . Soit £ € C et soit ag et Gy les fonctions méromorphes sur C
représentant respectives les sections o et 3 dans la carte C.

On dit que les sections a et B ont méme partie polaire au point & si la section o — (3 est
holomorphe au voisinage du point £.

Cette définition s’applique aussi bien aux différentielles quadratiques méromorphes qu’aux
champs de vecteurs méromorphes sur C.

Une partie polaire s’identifie localement aux termes négatifs du développement en série
de Laurent centré au point & de la fonction méromorphe représentant la section a dans une
carte au voisinage de . Les coefficients de ce développement dépendent néanmoins de la
carte utilisée.

On notera PPg(a, &) la partie polaire de la section méromorphe « du fibré .# au point
€. Lorsque « est une différentielle quadratique (ou lorsqu’il n’y a pas de confusion possible)
on la notera PPe(w).

5.1.4 Différentielles quadratiques avec parties polaires prescrites

On suppose maintenant que la surface S est la sphére de Riemann (a/;

Pour des raisons de cohomologie, une différentielle quadratique que C posséde au moins
quatre poles, ces poles étant comptés avec multiplicités.

On va voir qu’on peut prescire les parties polaires d’'une différentielle quadratique sur la
sphére de Riemann en un nombre fini de points choisis arbitrairement, pour peu que 1’on
choisisse suffisamment de points additionnels ot mettre ot des parties polaires nécessaires
au rééquilibrage.

Proposition 5.1.9 Soit E et F' des sous-ensembles finis disjoints non vides de C. Soit

(ny)yer des entiers strictement positifs tels que Zny =3.
yeF
Soit (py)zer une famille arbitraire de parties polaires.
Alors il existe une unique différentielle quadratique méromorphe sur C dont [’ensemble
des poles est inclus dans E'U F' ayant pour parties polaires p, en les points x € E et ayant
des poles d’ordre au plus n, en les points y € F.

Dém. On choisit une carte C de C ~ C U {oo} telle que (E U F) N {0,00} = 0. 1l s’agit de
trouver une différentielle quadratique ¢ dont ’expression dans C est :

q(2)dz* = Z P,(2)dz* + Z Qy(z)d22 + ¢(2)d2?,

reFE yelr

ou P, désigne le développement en série (finie) de Laurent centré en x et débutant a I'ordre
—1, représentant la partie polaire p, dans la carte C, @), un développement en série de
Laurent centré en y débutant a ordre —1 et se terminant (au plus) a Pordre —n, (Q, =0
si ny, = 0) et ¢ est une fonction enticre.
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On définit les familles de constantes complexes oy, 3;, 7. et ay, by, ¢, de sorte qu’on ait

Pz) = —= 4 ﬁ”2+ %3+O((%),

(z — ) z—1x)
by N Cy

0 = Y o T o

Lorsqu’on fait le changement de carte z — 1/z, on obtient :
1
2 _ 2 2 2
bl = (;Pz(l/z)dz +;Qy(1/z)dz + o(1/2)dz )
x y

ol ¢ est une fonction holomorphe au voisinage du point 0, car la différentielle quadratique
g n’a pas de podle en co. Ceci entraine alors que ¢ = 0 et

Zay = —Zaw (5.4)

yer zeE

> (ay+b) = =) (zon+ Bs) (5.5)
yeF el

Z (vay + 2yb, +¢,) = — Z (P + 226, + 7a) - (5.6)
yelr zeE

Des solutions a,, b, ¢, de ce systéme linéaire produisent des différentielles quadratiques dont
les poles sont dans ’ensemble £ U F', de parties polaires p, en les x € E et avec des poles
au plus triples en les points de I'ensemble F'. Ces solutions existent car la matrice associée
au systéme est de rang maximal 3.

Nous allons maintenant vérifier que ces solutions existent encore lorsqu’on impose en

outre que ZyeF n, = 3 et que dans ce cas elles sont uniques.

Sans perte de généralité on suppose que Vy € F', n, # 0. Il y a trois possibilités.

— L’ensemble F' est de cardinal 1, dans ce cas les inconnues sont les trois coefficients
ay, by, c, du développement en série de Laurent au niveau de I'unique poéle y dans F
qui est d’ordre au plus trois. Les équations 5.4, 5.5 et 5.6 se réduisent en le systéme
linéaire triangulaire suivant

a, = A:—Zax

zel
yay +b, = B =~ Z(ﬂf%: + Bs)
el
yzay +2yby+¢, = C=— Z (x2ax + 2z03, + %) .
el

La matrice associée est inversible puisque ses coefficients diagonaux sont des 1.
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— Lorque le cardinal de F est 2, on pose F' = {yi,y2} ot le point y; est le pole d’ordre 1 et
le point y5 le pole d’ordre 2. Dans ce cas les inconnues sont a; = a,,, a2 = ay,,by = b
le systéme devient :

Y2

A 1 1 0 ay
B = yl y2 1 as
C yi vz 2u2) \be

Le déterminant étant (y; —y2)? et les nombres complexes y; et y, étant distincts, on a
bien une unique solution.

— Enfin, si ' = {y1,92, 93} les inconnues sont les trois coefficients a; = a,,. La matrice
du systéme est une matrice de Vandermonde et celle-ci est inversible car les y; sont
distincts. U

5.1.5 Images directes de différentielles quadratiques

La tirée en arriére est un objet naturel & définir pour les champs de tenseurs covariants tels
que les différentielles quadratiques. On rappelle que la tirée en arriére f*q d’une différentielle
quadratique méromorphe ¢ = godz* par une fonction méromorphe f vérifie f*qo(z;dz) =
qo0(f(2))f'(2)?dz%. Dans la suite nous aurons besoin de pousser en avant des différentielles
quadratiques.

Proposition 5.1.10 Soit une fraction rationnelle f : P! — P! non constante et soit Sy
Iensemble de ses valeurs critiques. Soit q une différentielle quadratique méromorphe sur P
Soit f.q défini, pour tout (z,€) € TP' tel que z ¢ Sy, par :

fa(z&) = Y q(widf(w)™),

w: f(w)=z

o df (w)~! est l'inverse de ’application tangente de f en w.

Alors,

~ f.q se prolonge en une différentielle quadratique méromorphe sur P* et son ensemble de
poles est contenu dans la réunion de 'image de [’ensemble des poles de la différentielle
quadratique q et de [’ensemble des valeurs critiques de [’application f.

— Lorsqu’une valeur critique v de f n’est pas l'image d’un pole de la différentielle qua-
dratique q, le pole de la différentielle quadratique f.q en v est d’ordre au plus 1.

— Si p est image d’un péle de la différentielle quadratique q, son ordre en tant que pole
(éventuellement nul) de la différentielle quadratique f.q est au plus le mazimum des
ordres des poles de q dont p est 'image.

Cette proposition permet de définir 'image directe (ou poussée en avant) d’une différen-
tielle quadratique.

Définition 5.1.11 Soit une fraction rationnelle f : P* — P! et une différentielle quadratique
méromorphe q sur P. Alors l’image directe (la poussée en avant) f.q de q est définie par :
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V(z, &) € TP,

fa(z&) = D q(widf(w)™),

w: f(w)=z

df (w)™t étant Uinverse de ’application tangente de f en w.

Si f: (C,00) — (C,00) est une fraction rationnelle, on obtient comme expression dans
la carte C :

> () = | fen)e

wweC, f(w)=z wweC, f(w)=z

Remarque 5.1.12 Soit f : ((E, o0) — ((E, o0) une fraction rationnelle, ['opérateur de trans-
fert de Ruelle Ty associé a f est un opérateur sur les fonctions (méromorphes) g défini par

(voir [18]) :

T = Y 2w (5.7)

/ 27
wweC, f(w)==z f (w)
de sorte que

fulgdz?) = (Tyg)dz*.

Dém. (de la proposition 5.1.10) En dehors des valeurs critiques les branches inverses de

Papplication f sont bien définies et la somme Z q (w;df(w)_lg) est localement bien
w: f(w)=z2

définie et méromorphe avec des poles d’ordres au plus ceux des poles éventuels de ¢ en les

préimages du point z. Ainsi, f.q est une différentielle quadratique méromorphe globalement

définie en dehors des valeurs critiques de f.

La différentielle quadratique f.q se prolonge méromorphiquement sur P'. En effet les
valeurs critiques de f sont isolées et, dans n’importequelle carte au voisinage d’une valeur
critique, le module de la fonction qui représente cette différentielle quadratique dans cette
carte tend vers 400 (& moins d’étre borné) lorsque I'on s’approche de I'image de la valeur
critique dans la carte.

Il reste & majorer 'ordre du pole en une valeur critique v de f. Pour ceci on peut se
contenter de raisonner localement, c’est-a-dire de ne considérer que certaines préimages de
la valeur critique, puisque les contributions aux poles de chaque préimage s’ajoutent. En
particulier, on supposera, sans perte de généralité, qu’il n’y a qu’un seul point critique c
d’image v.

On considére une carte ou la valeur critique v de D'application f est le point 0. Soit
g(2)dz? le représentant de ¢ dans cette carte, la fonction g étant méromorphe au voisinage
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du point 0. Soit k > 2 et ¢ € C* tels que f(2) = cz* 4+ O (2F). Il existe alors des constantes
C1 > 0 et Cy > 0 telles que, pour w voisin de 0 on ait

[fw)] < Cilw]®
1
- S 02/|w|2k—2.
/! (w)?
Pour tout z suffisament proche de 0, toutes les préimages par f du point représenté par z
dans la carte sont dans la méme carte. Ainsi il existe C' est une constante positive telle que

g(w) ¢ "
> Fwp| S e 2 el

w: f(w)=z2 w: f(w)=z

Lorsque la fonction g n’a pas de pole en 0, ce dernier terme est un o (1/]z]?), ce qui montre
que le pole de la différentielle quadratique f.q en v est d’ordre au plus 1.

Les estimations précédentes permettent aussi de traiter le cas ou la fonction g a un pole
en 0. O

Remarque 5.1.13 L’operateur image directe par une fraction rationnelle f non constante
agit linéairement sur les parties polaires qui se trouvent en des points en dehors de [’ensemble
précritique f~1(Sy).

Lemme 5.1.14 ([18] lemma 3.1) Soit f : C — C une fraction rationnelle fizant oo
n’ayant que des points critiques simples en dehors de co. Soit ¢q,...,cn ses points critiques
finis et v; = f(c;) les valeurs critiques correspondantes. Soit a € C tel que Vi, a # ¢;. Alors

1 1 1 al 1 1
Tf(z—a) - f’(a)z—f(a)+;f”(cz~)(c,~—a)z—vi’

et

1 B 1 e 1 al 1 1
g ((Z - a)Q) T G—j@y  Flarz—f@ z; friei)(ci—a)?z — v

Dém. Se fait par un calcul de résidu, la deuxiéme formule découlant de la premiére par
dérivation par rapport a a, voir [18]. O
5.1.6 Parties polaires invariantes

Soit f une fraction rationnelle non constante et b = (by, ..., b,,) un cycle périodique de
f de période exacte m. Adam Epstein a donné une classification compléte des divergences
invariantes le long d’un cycle selon son multiplicateur dans [11], une divergence invariante
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étant une classe de partie polaire modulo les termes de degré —1 qui est invariante par image
directe.

On suppose que le multiplicateur du cycle b est p ¢ {0, 1} et que que ce cycle est disjoint
de I’ensemble Sy des valeurs critiques de f. On se propose d’expliciter quelles sont les parties
polaires invariantes par f,, c’est-a-dire d’ajouter le terme de degré —1 aux considérations
faites dans la référence ci-dessus.

Définition 5.1.15 Soit f une fraction rationnelle non constante et b = (bg,...,by,_1) un
cycle périodique de f de période exacte m.

Une famille de parties polaires (P;)i—o,..m—1 tnvariante le long de b est une famille de
parties polaires P; situées en les points du cycle b; telles que pour toute différentielle qua-
dratique méromorphe q définie au voisinage de b et ayant P; pour partie polaire en b;, on
ait

PP(bi,(9i-1)«q) = PP(b;,q)

ot g; est la restriction de ['application f sur un voisinage de b; sur lequel q est définie et sur
lequel le degré de f est égal au degré local en b; (1 si f'(b;) # 0 et k si b; est un point critique
de multiplicité k).

D’apreés la classification d’Adam Epstein de telles parties polaires sont d’ordre 2 et il y
a unicité si 'on suppose que le résidu en les points b; d’une différentielle quadratique ayant
ces parties polaire y vaut 1. Choisissons une carte C de P!, identifié alors a C, telle que Vi,
b; € C et b; # f(0). Soit ¢ = qo(2)dz? la différentielle quadratique définie par

m—1
1 o
2 _ i 2
qQo(z)dz* = E ((z =5 + o bi) dz*.

=0

ol les constantes a; € C sont a déterminer. Nous allons montrer qu’il existe un et un seul
m-uplet (o, ..., 1) € C™ tel que les parties polaires de la différentielle quadratique ¢
sont invariantes par f..

D’apres le lemme 5.1.14,

1 £(b;) 1 N o 1
(z=bs1)>  f'(0:)? 2 —bipr  f'(bi) 2 = biga

PP(f*QOabZ) =

ou l'on pose b, = by. Ainsi on est ramené aux équations (., := ap) :

1w
wn = g (o) 9

On en tire que «o; = % + C;, ou C; est une constante dépendant de 7. Comme p # 1, on sait
qu’il existe une et une seule solution.
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On peut calculer o; comme suit. En dérivant deux fois la relation f°(f(2)) = f(f°"(2))
et en Pappliquant & z = b;, on obtient (™) (bs1) f'(b:)?+pf” (b:) = f"(b:)p*+f"(b:) (f°™)" (bs).
On en déduit que

f) ()" ()
f'(b) p(p—1)

Ainsi (%)izo,__,m_l est la solution des équations (5.8).
Ainsi pour toute différentielle quadratique méromorphe ¢ sur P! telle que les seuls poles
de ¢ qui s’envoient sur le cycle b (ne contenant aucune valeur critique de f) sont en les points

de b et aucun point de b. Alors, si les parties polaires de ¢ sont invariantes par f,, elles sont
(o) (bi)

de la forme
1 o
PP L) d2?
(((z—bi)2 - Z—bz‘) : )
avec ay =

)
On a montré le résultat suivant.

(o) i)

APy

Proposition 5.1.16 Les parties polaires invariantes le long du cycle b sont les multiples de

o (((2 —lbi)2 i (ilbz) dZQ) ’

(fom)" (b)
plp—1)

Etant donnés une différentielle quadratique méromorphe ¢ et un champs de vecteurs mé-
romorphe £ définis sur une surface de Riemann .S, le produit tensoriel ¢®¢ est canoniquement
une 1-forme méromorphe sur S, puisqu’une différentielle quadratique sur une surface de rie-
mann est un champs de 2-tenseurs symétriques covariants que l'on peut donc contracter de
facon non ambigiie avec un champs de vecteurs. Si E désigne une famille finie d’ensembles
finis de S, on note < ¢,& >g la somme des résidus de la 1-forme méromorphe g ® & en les
points des ensembles F.

La proposition suivante met en avant 'utilité du point de vue de la dynamique holo-
morphe des différentielles quadratiques ayant des parties polaires invariantes. Elle donne la
variation du multiplicateur d’un cycle qui n’est ni parabolique ni superattractif par un calcul
de résidu. Ce cas ainsi que d’autres cas ont étés amplement traités dans [10].

avec

Q;

Proposition 5.1.17 ([10], lemma 6) Soit U un ouvert de C et soit, pour tout X € U, fy
une fraction rationnelle. On suppose que ’application X\ — f est holomorphe.
On suppose qu’il existe une application holomorphe b : U — C™ telle que pour tout A € U,

b(\) est un cycle périodique de fy de période exacte m et de multiplicateur p distinct de O et
de 1.
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Soit \g € U et soit q une différentielle quadratique méromorphe sur P ayant une partie
polaire invariante par f = f\, le long du cycle b = b(N\g) avec résidu 1.

Soit p la dérivée du multiplicateur par rapport a A en Xy et soit ) le champs de vecteurs
méromorphe sur P* défini par f'(2)n(z) = 0fx/ON|a=x,-

Alors, la somme des résidus de la 1-forme q ® n le long du cycle b vaut ’—2.

Dém. On procéde & un calcul direct.

~ Notons f(2) = 0fr/ONrmro (2) et b = (bg,...,bm_1). Soit i € {0,. — 1}. On note
Fo= J00s 1 P00 = 00 et i — /(). Alors, pour = proche de 0,
flbi+2) = g4+ﬁk—5f@+¢y+0@%

= b1 — bif] +Z(f@ bifl') + O().

i ) = bit1 7 fi Ji'biy1
ﬂ@ﬁ—) <f b) (f (ﬁ)>+0()

Le résidu de la 1-forme % ® q en b; est donc ai% + J}—, — bi;q(}{# ou les «; satisfont les

Ainsi

équations 5.8. On a alors

T ) B

L’identité f(bz) = bi+1 entraine fz + f@/bz = bz+1 et donc

Oz‘ﬁ — b lf_i”
T

+ bip10y1.

—a;b; + aip1big.

Par conséquent, < q,n >,= E f—z/ = B. U
; i P
=0

5.2 Définition de la différentielle quadratique associée a
une fraction rationnelle et & un cycle périodique

Proposition 5.2.1 Soit f une fraction rationnelle de P, m € N*, b= (by, ..., by) un cycle
périodique de [ de période exacte m et de multiplicateur distinct de 1 et 0. Soit ' C P!
disjoint de b tel que 1 < card(F) < 3 et soit (ny)yer € (N*)" tel que Zny =3.
yeF
Alors il existe une unique différentielle quadratique méromorphe q sur P! vérifiant :
— l'ensemble des poles de q est inclus dans bU F,
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— la partie polaire de la différentielle quadratique q est invariante le long du cycle b avec
résidu 1,
—eny € F, qaun pole d’ordre au plus n,.

Dém. 1l s’agit d’une application de la proposition 5.1.9 avec E = b et les parties polaires en
E sont les uniques parties polaires invariantes le long de b avec résidu 1. O

Définition 5.2.2 Soit un ensemble non vide F' ayant au plus 3 éléments et muni de poids
(ny)yer de somme 3. Etant donnés une fraction rationnelle f et un cycle périodique b de f
de multiplicateur, on appellera la différentielle quadratique méromorphe q de la proposition
5.2.1, la différentielle quadratique associée a (f,b).

5.2.1 Différence entre la différentielle quadratique et son image di-
recte

Lemme 5.2.3 ([18], theorem 3) Soit un ensemble non vide F ayant au plus 3 éléments
et muni de poids (ny)ycr de somme 3.

Soit f : C — C une fraction rationnelle. Soit c1,. .., c, les point critiques finis de f dans
C et pouri=1,....,pv; = f(¢;), les valeurs critiques associées.

Soit b = (bg,...,bm_1) un cycle périodique de f de période m et de multiplicateur p ¢
{0, 1}, on suppose que Vi, b; # cc.

Soit q la différentielle quadratique associée a (f,b) et qo(z)dz? et (f.q), (2)dz? représentent
respectivement q et f.q dans la carte C.

Alors il existe L = (Ly,...,Ly,) € C? tel que

10(2) — (fu)y (2) = 3 -2

Z— v
i=1 t

+ P (5.9)

ot P est un ensemble de parties polaires situées en les points de f ({oco} U F).

Dém.

On sait, par construction de ¢ que les seuls poles éventuels de ¢ — f.q se trouvent en les
valeurs critiques de f et en les images des points de F'.

Les poles en les valeurs critiques sont simples et les poles en les points de f(F') sont au
plus triples. Donc le pole éventuel en oo est au plus triple, ce qui justifie 'absence de terme
polynomial dans I’expression 5.9. U
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Lemme 5.2.4 Soit U,V des ouverts de C, f : U — V wune application holomorphe, q
une fonction méromorphe définie sur U et v € V tel que toutes les préimages du point v
par Uapplication f sont soit des points critiques simples de f soit des points réguliers (non
critiques).

Soit c1, ..., ¢ les points critiques préimages du point v. On suppose que la fonction ¢ n'a
pas de pole en les c;.
Alors
PP(Tyq,0) Z f,, = 0)

Dém. Un développement limité permet de voir que la fonction Tq a un pole au plus simple
en v.

Nous allons calculer le résidu correspondant a ce pole. Ce résidu est la somme de toutes
les contributions de chaque ¢;, on se raméne alors au cas ot f a un unique point critique
simple c.

On a:

Rés(Trq,v) = Rés 2 f({ 332

- (i (534)

i (i)

d’aprés la proposition 5.1.4. Ce qui donne bien le résultat attendu. O
Dans la suite 'application f sera un polynéme. Dans ce cas, il est pratique de prendre
F ={o0} et no, = 3.

dz,v

Théoréme 5.2.5 ([18], Theorem 1) Soit (fy)x une famille de polyndmes moniques cen-
trés dépendant holomorphiquement d’un parameétre X appartenant a un ouvert U de C.

On suppose qu’il existe un vecteur b(A) = (bo(N\),...,bp_1(N)) € C™ dépendant holo-
morphiquement du paramétre X € U tel que pour tout paramétre X € U, b(\) est un cycle
périodique du polynome f qui n’est ni de multiplicateur 1, ni superattractif.

On note ¢1(N), ..., cx(N) les points critiques du polynome fy, vi(N), ..., vp(N) les valeurs
critiques correspondantes (non nécessairement distinctes), p(\) le multiplicateur correspon-
dant au cycle b(\) et v; et p les dérivées par rapport au paramétre X € U évaluées en le
parametre A = \g € U.

On suppose en outre que les points critiques c;(\) ne changent pas de multiplicité lorsque
A varie dans U et qu’aucun d’euz n’est un point fize de f).

Soit q la différentielle quadratique associée au couple (f,b) = (fry, b6(Xo))
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Alors

L
— f.g = L dz?
q¢— fug ; p—
ot les constantes L; satisfont :
- P
; p(Xo)

Dém.

Soit n le champs de vecteurs méromorphe sur C défini par Péquation df -n = f, ou f(z)
est le vecteur dérivée par rapport au paramétre \ de la fonction fy(z) évaluée en \g (f(2)
est un vecteur tangent a C attaché en fy,(2)).

Dans la suite on notera qo(z)dz? la différentielle quadratique ¢ exprimée dans la carte C
et f, b, ¢, v;, p, sans référence au paramétre, a la place de, respectivement, fy,, b(Ag), ¢i(Ao),
vi(Ao) et p(Ao).

Les poles du champs de vecteurs 7 se trouvent en les points critiques de f. Les poles
éventuels de la 1-forme ¢ ® n se situent donc le long du cycle b en les points critiques
c¢=(cy,...,c) ou en co. Donc par le théoréme des résidus on a :

<q,N >ehoo = 0.

Etant donné que le polynéme f est monique centré, le champs de vecteurs n admet un zéro
au moins triple en oo, or le pole de la différentielle quadratique ¢ en oo est au plus triple
donc

<q,M >0 = 0.

On a alors
< q,m>e=—<q,m >y . (5.10)

Soit i € {1,...,k}, soit U; et V; des voisinages respectifs des points ¢; et v; tels que
f(U;) € V;. On suppose que U; NV; = (). Soit 6 le champs de vecteurs méromorphe défini sur
U; UV, par 0(z) = —v; pour z € V; et par 0(z) = (f*0)(z) + n(z), pour z € U,.

On a alors

Rés(q®mn,c;) = Rés(q@nu,, )
= Rés(q@ (0 - f70),c:)
= Rés(q®80,¢;) — Rés(q® (f0), ).

En vertu de la proposition 5.1.4,
Rés(q® (f*0),c;) = Rés(f(q® (f0)),v;).
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PP(f.q® (f0)0) = PP 30 QO(;‘,’()ZO)“”),% (5.11)
wel:f(w)==z
= PP((f.q) ®6,v;). (5.12)

Ainsi
Rés(q@ (f*0),¢c;) = Rés((fvq) ®0,v;).

Comme la multiplicité v > 2 du point critique ¢; ne change pas quand A varie, pour tout
A € U et tout ¢ € C assez petit, fr(c;(A)+() = v:(A)+O(¢"). Par conséquent fy(c;(A)+() =
B (\) + O(¢*™1). Or, pour ¢ assez petit, 0(c; + () = (—z}i + fle + C)) /f'(c; + ¢). Ainsi, le
champs de vecteurs # n’a pas de pole en ¢;.

Par conséquent < ¢,n >.,= — < f.q,0 >,,. D’apres le lemme 5.2.3, il existe un L; € C
tel que la partie polaire de f.q en v; soit —Zf'v D’ou
k
<q,n>. = —ZLW@'-
=0
La proposition 5.1.17 et 1’égalité 5.10 entrainent que < ¢q,n >.= —g. O

5.3 L’inégalité
On considére la famille des polynomes fy(z) = 2% + \ paramétrée par A € C.

Théoréme 5.3.1 Soit d € N tel que d > 2 et soit C > 2, il existe des constantes M > 1,
Ky > 0 et K1 > 0 qui ne dépendent que de C telles que, pour tout A € C tel que |\| < C et tel
que le polynome 2%+ X\ posséde un cycle répulsif de période m de multiplicateur p (dépendant

de \), on a
F
PlY . 5.13
) 13

ot p désigne la dérivée de la fonction multiplicateur p par rapport au parameétre .

mlp—1] < KoM™ (log|p| + K,

Corollaire 5.3.2 Etant donné C > 2, sur ’ensemble des parameétres X tels que |\ < C et
ayant un cycle de période m de multiplicateur p vérifiant

m

lp=1 > log [p| (5.14)

(ou les constantes sont celles données par le théoréme précédent), la dérivée de la fonction
qui au parametre X associe le multiplicateur du cycle de période m est non nulle.
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Remarque 5.3.3 Il est possible a partir de la de construire un domaine autour du disque
unité sur lequel on peut définir linverse de la fonction qui a un parameétre donné asso-
cie le multiplicateur du cycle considéré que 'on suit contindment (en tant qu’ensemble non
ordonné) en fonction du paramétre (voir par exemple [19], theorem 4, dans le cadre quadra-
tique).

F1G. 5.1 — Ci-dessus une illustration du corollaire 5.3.2 dans le plan des multiplicateurs : en
orange le disque unité et en vert la partie hors du disque vérifiant I'inégalité 5.14.

La démonstration du théoréme ci-dessus reprend celle de Guénadi Lévine pour la famille
quadratique en les généralisant.

Dém. Soit b = (b, ...,bn_1) le cycle du polynome fy(z) = 2% + X\ dont il est question dans
I’énoncé. Soit ¢, la différentielle quadratique sur C associée au couple (fx,b) et ¢ la fonction
méromorphe de C telle que ¢y vaut gdz? dans la carte C. Grace au théoréme 5.2.5, on sait
que gx = (fa)«qr + %% (en abusant légérement des notations).

1 o1 . .
Notons G = G, = lim glong |£y7| 1a fonction de Green du polynéme fy. La fonction
j—oo

G est définie et positive sur tout C. Etant donné n > 0, on appellera I’ensemble {zeC:
G(z) = n}, équipotentielle de potentiel 7.

Soit go > 0, et soit g = go/d™. Soit V = {z : G(2) < dg}\B;s et U = f,'(U). La
constante gy sera déterminée plus tard, en fonction de la constante C' uniquement, de fagon
a ce qu’elle soit supérieure au potentiel critique (lemme 5.3.9). On note B, les coordonnées
de Bottcher normalisées, définies et holomorphes sur {z € C : G5(z) > go}. La fonction By

2By (2)

27 ~ 1 pour z — oo. On peut étendre cette
By (2)

dépend continuement de \ et est telle que
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F1G. 5.2 — En haut a gauche le domaine V' en cyan (le plus grs trou représente le disque
autour de by). En haut a droite, le domaine U en bleu, avec en grisé le domaine U. En bas
la supperposition des deux avec en jaune I’ensemble Rs et en rouge ’anneau As.

fonction en un difféomorphisme du complémentaire du disque unité sur un ouvert du bassin
de l'infini du polynome f, dont le complémentaire dans ce bassin est de mesure nulle.

Soit & > 0 et By la réunion du disque D(bg,d) et des composantes connexes de ses
préimages successives contenant les points du cycle jusqu’a m — 1.

On a alors

VUAs=W,UUU Ry

ot As est un anneau fondamental autour de by, W, = {g < G < dg} et Rj sont les compo-
santes de la préimage de Bj disjointes de B;. Quitte a prendre § assez petit, on peut supposer
que les ensembles W,, As, Bs et Rs sont disjoints les uns des autres.

Par construction |¢| est intégrable sur U et V' (par rapport a la mesure de Lebesgue dxdy
du plan). La démonstration consiste en un encadrement de l'intégrale fWg lq|dzdy.

Lemme 5.3.4 Lorsque 6 — 0, on a

/ lq|dxdy S/ IQIdxdy+/ lq — (fr)«qldzdy + o(1)
W, As 1%
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Dém. On a :

[ tatdzdy = [ aldody + [ fdody - [ Jqldndy+ [ laldzay
v W, U A Rs

L’ensemble Rs converge, lorsque 6 — 0, vers un ensemble fini de points distincts des poles
de la fonction ¢. Ainsi, pour ¢ tendant vers 0, ng lg|dxdy = o(1).

D’autre part, comme U = f;'(V), [, lqldzdy > [, |(f2).q|dzdy.
Ainsi

/ qldedy < / gldady — / (f)aldedy + [ |qldzdy + o(1)
Wy 14 Vv As

IA

/M—UQMM@+ lq|dzdy + o(1).
1% As

Lemme 5.3.5 Lorsque 6 — 0, on a

lg|dzdy = 27 log |p| + o(1).
As

Dém. D’une part,

dxdy
qldrdy = /7+01.
%\I FETNE (1)

En fait, comme par construction f{™(D(by,d)\As) = D(bo,d), un résultat bien connu dit

que (voir la remarque 5.3.13) :
dxdy
—= = 2mlog|p|.

Lemme 5.3.6 [l existe une constante K > 0 ne dépendant que de g et C' telle que

/ g — ()egldady < K'B‘.
v p

Dém. Grace au théoréme 5.2.5, on a

[ la=()alanay < \’—)' /
1% Pl J{zG(2)<dg}

Le lemme suivant permet de controler I'intégrale f{z:G(z)<dg} ‘ﬁ} dxdy.

dxdy.

Z— A
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Lemme 5.3.7 Soit g > 0, C' > 0 et G, la fonction de Green associée au polynome fr(z) =
24+ X. Alors, pour tout paramétre \ tel que |\ < C,

g
{z€C:G\(2) <g} C D|0,max € —1+C
C d—1
(1 B (1+C)d>
Dém. Pour tout nombre complexe z tel que |z| > R, on a % >1-— %. Posant R =1+ C,
BY c
onal— R Z 1— m
Soit v =1 — (1+L0)d alors
C
Ry = 14C———F——>1.
7 - (14 C)dt
Ainsi pour tout nombre complexe z tel que |z| > R et tout entier n € N*, on a |fy"(z)| >
~ T |24 et done G(2) > log(v71 |2]). 0

Corollaire 5.3.8 Il existe Ry = Ry(C) tel que pour tout d > 2, tout X € D(0,C) et tout
n>0, ona
{z € C:G\(2) <n} C D(0,e"Ry).

L’ensemble {G < go/d™ '} est donc inclus dans un disque fixé D, dont le rayon (fini) ne
dépend que des constantes C' et gq.

La fonction A — [ |Zfl/\lalxaly est bornée pour A € D(0,C). On obtient alors une
constante K > 0, définie uniquement en fonction des constantes C' et gg, telle que

p

/ lg|dzdy < 2mlog|p| + K |~|. (5.15)
W, P

Il faut maintenant minorer le terme qu lq|dxdy.

Lemme 5.3.9 Soit C > 0 et G la fonction de Green associée au polynome fi(z) = 2%+ .
Alors, pour tout parameétre X tel que |A| < C' et tout nombre compleze z tel que |z| < 1+ C,

GA(Z) < log ((1+C) (1+ﬁ)d(dn>.

Dém. Si z est un nombre complexe tel que |z| > 1+C alors | fx(2)| > |2 (1 +C)"! — 55) >
1z et | f(2)] < |z <1 + ﬁ), pas conséquent, si z est un nombre complexe tel qu’il existe

un nombre entier n € N*, que I'on supposera minimal, tel que |f{"(z)| > 1+ C, alors
d
1 on 1 C a1 on
r(2) = R < 7 log ((1 b)) 15 <z>|>

log ((1—1—0) (1—1— ﬁ)m> :

5
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Si un tel entier n n’existe pas alors G(z) = 0 est I'inégalité est encore vraie. U

Dém. (du lemme 5.3.10)

Il existe donc une constante Ky telle que pour tout d > 2, tout A € C tel que [A\| < C,
on a G(0) < K.

A partir de maintenant, on fixe gy > K, indépendamment de M.

Lemme 5.3.10 Il existe des constantes réelles K, > 0 et M > 0, ne dépendant que de C' et
d, tels que

/)MMWZKJWM—M
Wy

Dém. On définit le champs de vecteurs £(z) = (fy"(z) — 2)0/0z, sur C, et la 1-forme
w = dBy/B, presque partout sur le complémentaire du Julia rempli de fy. On peut alors
écrire gz = pglané] - |wl.

En prenant des branches locales du logarithme des coordonnées de Bottcher ( = log By =
0 + /—1n, on trivialise la 1-forme w en d¢. On a alors

/ N R
Q@ = / —|&|dn
Wy g Yn ‘w£|

1
> (d-1)ginf —~ - inf /Im&
g’Yn

Wy |wé| g<n<d
ou, pour tout 7, 7, est 'équipotentielle de potentiel 7).

Lemme 5.3.11

/ € = 2mV/—1m(p — 1).

Dém. Dans le plan dynamique, I’équipotentielle +, est constituée d’une réunion de courbes
dont l'indice global (somme des indices de chacune des ses composantes) autour de chacun
des points b; du cycle est 1.

L’intégrand ¢,& est une 1-forme méromorphe définie sur C, holomorphe au voisinage des
équipotentielles de potentiel strictement positif.

Les poles de la différentielle quadratique g, dans C se trouvent en les points du cycle et
sont d’ordre 2, avec comme coefficient dominant 1 (le résidu de la différentielle quadratique
¢ en ces points). Le champs de vecteurs ¢ s’annule en ces points avec dérivée p — 1.

Le résultat suit par le calcul des résidus en chacun des poles. O

Lemme 5.3.12 [ existe des constantes K, > 0 et M, > 0, déterminées uniquement a partir

de C et d, telles que
1
Jo

w§

K,
> :
= N

*
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Dém.
La 1-forme w dépend continiiment de A. Il existe donc une constante K, telle que pour
tout A tel que |\ < C et tout z € {go < G < dgo},

lw| < K.|dz|.

En outre f{"(W,) est inclus dans 'annean {go < G < dgo}. Or la 1-forme w vérifie
I'identité fyw = dw. Ainsi on a

]- / om
sup [w¢| < T sup () (2) (F™(2) = 2)] -
Wy z2eWy

Le corollaire 5.3.8 permet de majorer |fi(z)] = d|z|?"! uniformément en )\ lorsque
Gi(z) < dgo par une constante M, > 0 (cette constante ne dépend que de C, d et go).

Pour la méme raison, on majore |fy"(2) — z| uniformément en z et A sur 'ensemble W,
('image de cet ensemble par f{™ étant incluse dans I’ensemble {G < go}).

On obtient ainsi le résultat attendu. U

Ainsi fWg |q|dzdy > L22m|p—1|, pour une certaine constante K, déterminée uniquement
a partir de C' et d. Il suffit maintenant de combiner cette inégalité avec I'inégalité 5.15. U

Remarque 5.3.13 La démonstration ci-dessus utilise le fait que [opérateur image directe
des différentielles quadratiques est une contraction pour la norme L' corrigée de termes
sources ou puits.

Ces aspects de la théorie des différetielles quadratiques appliquée a la dynamique holo-
morphe montrent leur importance dans ’article d’Adam Epstein [11] donnant un raffinement
de linégalité de Fatou-Shishikua (la limite an edy — omlog|p| y est notée Res(f : q)).

z2—bo|?

5.4 Une majoration sur le diameétre de membres de 1’en-
semble de Mandelbrot

Du théoréme 5.3.1 on peut déduire une majoration de la taille des membres correspondant
a une suite de renormalisations satellites. Cette majoration permet a Guénadi Lévine de
montrer que sous certaines hypothéses sur la suite de nombres de rotation (ces hypothéses
sont vérifiées dans le cadre du théoréme 6.2.14), 'ensemble de Mandelbrot est localement
connexe en le paramétre limite de la suite de composantes hyperboliques associée a la suite
de renormalisation.

7
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Chapitre 6

Critére de non locale connexité
d’ensembles de Julia quadratiques
infiniment renormalisables d’apreés
Guénadi Lévine

Le but est de redémontrer le théoréme de Guénadi Lévine suivant, donnant une condi-
tion explicite sur les nombres de rotation de bifurcations satellites successives sous laquelle
I’ensemble de Julia du polynéme quadratique infiniment renormalisable correspondant n’est
pas localement connexe.

Théoréme 6.2.14 ([19]) Soit (’;—:) une suite de nombres rationnels avec (pn,q,) = 1 et
¢y — 00. "

Soit (An)n la suite des racines de bifurcations satellites correspondant a la suite (pn/qn)n-

Supposons que la suite (q,), tende vers oo et que la suite (Z—Z) vérifie :

1/qn
Pn+1

lim sup < 1 (6.1)

n—0o0

Gn+1

Alors la suite (), converge vers un parameétre A, correspondant d un polynéme quadratique
22 4+ N\, infiniment renormalisable dont l’ensemble de Julia n’est pas localement conneze.

La démonstration repose essentiellement sur des controles explicites des domaines de défi-
nition des fonctions d’explosions et d’univalence des fonctions multiplicateur. Contrairement
a Guénadi Lévine, nous n’utiliserons pas le théoréme du chapitre précédent.
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6.1 Inverse de la fonction multiplicateur

Définition 6.1.1 (cf. figure 6.1) Soit H une composante hyperbolique de ’ensemble de Man-
delbrot de période m on note 2, ouvert défini par

L2
O = {pEC:VL tel que p = e®, arctan( m T ) 1L >27Tmlog2}U]D
2m —1log|p| /) log|p|

et Q8 Iensemble
Qﬁg:: {LGCZ—?T<ImL§7T eteLEQH}.

Lemme 6.1.2 L’ouvert ), est un domaine simplement conneze.

Dém. L’ensemble Q1% est la réunion du demi-plan {z € C: Rez < 0} et du complémentaire
d’un ensemble fermé C invariant par translation de 27/ —1. L’ensemble C intersecte la droite
verticale {®e = 0} en des points espacés de 2m+/—1, il s’agit de ’ensemble suivant :

C = 2nv/—-1Z+ U {z:]z=Y(m,r)| <Y(m,r)}N{z: Rez=r}),

r>0
ou
log 2
Y (m,r) o8 :
arctan (2,;”71 %)

Comme les diamétres des disques {z : |z — Y (m,r)| < Y (m,r)} croissent assez vite lorsque
r croit et qu’ils sont tous tangents au méme point a la droite verticale {®Re = 0}, I'ouvert
(), et est connexe et simplement connexe. l

Comme précédemment, on note multy la fonction qui & un paramétre \ appartenant a
la composante hyperbolique H associe le multiplicateur du cycle attractif de f,.

Proposition 6.1.3 L’inverse multf_i,1 de lisomorphisme multy : H — D s’étend holomor-
phiquement en une application univalente définie sur le domaine €,,.

L’image de Uapplication mult;{1 0 Q,, — C est incluse dans le sillage de la composante
hyperbolique H .

Dém.
On sait que la courbe algébrique X, définie par

Xm = {(\z2)eC?: fim(z) =2Vk=1,...,m—1, f¥(2) # z}

est lisse et la projection m : (A, z) — A est un revétement ramifié¢ au dessus de ’espace des
paramétres (cf. théoréme 4.1.1).

80



tel-00666001, version 1 - 3 Feb 2012

L’application multiplicateur p,, (A, z) = ( ;k)/ (z), définie sur X,,, est une fonction propre

de X, sur C (cf. lemme 1.2.3). Donc sa restriction a p,,'(£,,) est propre sur ,,.

Soit TV la réunion des composantes connexes de la préimage du sillage W de la composante
hyperbolique H correspondant a la continuation du cycle associé a la composante H. La
projection 7 restreinte a cet ouvert est un revétement trivial au-dessus de ce sillage W car
le cycle peut étre suivi holomorphiquement en fonction du paramétre a 'intérieur du sillage
(théoréme 4.1.9).

D’aprés le lemme 4.2.1 on a p, (W) € C\ Q.

L’application p,, est donc propre sur les composantes préimages de ’ensemble €2, par
Pm qui sont incluses dans . Chacune de ces composantes ne peut contenir qu'une seule
préimage du disque unité, le degré de p,, est donc 1 (w,, est simplement connexe) sur chacune
de ces composantes.

Enfin ces composantes se projettent toutes de facon univalente sur 1’espace des para-
meétres. O

F1G. 6.1 — Exemples de domaines Q% (a gauche en vert) et €2, (a droite, en vert le disque
unité et en cyan le reste du domaine Q,,).

Lemme 6.1.4 [] existe une constante numérique K > 1 telle que pour tout m € N assez
grand, pour toute une composante hyperbolique H de [’ensemble de Mandelbrot de période m
et pour tout o € R, la distance entre v/—1a et le bord de Q1% vérifie

1 2 2
—min{ o a_} < dist (\/—104,(9(21?) < Kmin{ o a_} )

K 2m2" 12

Dém. Pour tout x > 0, on a

ma v om_ 1 < arctan(z) < min{x W}
X ——= — .
142’2 zf ~ - 2
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Ainsi, on se raméne a étudier les frontiéres des ensembles suivants

Qp = {(az,y) eER?: —m<y<m, min{%g}(x2+y2) >/<;:1:},

Q, = {(az,y)ER2:—7r<y§7r,max{xi(b,g—%}(ﬁ—i—f)>/<;a:}

7 et k = 2mmlog2. De sorte que 'on aura I'encadrement

dist(v/— Lo, 0) < dist (vV—1a, 9Q08) < dist(v—1a, Q).

ol ¢ =

La condition min{ 2} (#* + y?) = K est équivalente &

—e=1/i% |y|81|y|> ¢(k — @) et
ng(l—\/l—%y) sinon.

Ainsi il existe des constantes strictement positives ki et ko telles que la distance de 1« au

7% kg—} pour m assez grand.

bord de §2); est minorée par min {k1

D’autre part, on a ﬁ =7 5 pour z = ¢ ou J est la constante universelle

GGG )
} > max{xf¢,g—5}.

La condition max{ & 5—0 } (22 4+ y?) = Kz est alors équivalente &
fx:%:—f@(w/1+4“;f2 1) pour y? > §¢(k(1 + ) — d¢) et
—4/1 (” 20 2) sinon.

Ainsi 11 existe des constantes strictement positives K et K, telles que la distance de i«

au bord de €, est majorée par min {KIQ%‘Q, KQ%Q}. O

Par conséquent,

z
¢
_'_

- X =

6.2 Suite de renormalisations satellites

Etant donnée une composante hyperbolique H de I’ensemble de Mandelbrot M, on note,
pour A € H, multyz()\) le multiplicateur du cycle attractif du polynome 2% + X et my sa
période.

Lorsque 1’on considére des suites de composantes hyperboliques, on notera mult, :=
multy, et m, = my, la période du cycle attractif correspondant, ainsi que €2, pour le
domaine €, défini dans la section 6.1 (définition 6.1.1).
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6.2.1 Fonctions d’explosion

Lemme 6.2.1 Soit U, V des ouverts de C contenant 0. Soit (a,c) € (C*)*, ¢ € N*. Soit
@ : U xV — C une fonction holomorphe vérifiant, pour s et  voisins de 0,

0(s,¢) = as’+a?+ 0 (s™) + 0 (s%0) + O (s¢?) + O (¢*) .

Alors il existe un voisinage W de 0 et q fonctions holomorphes (X; : W — V)— . 4-1
telles que (s,() =0 et (s,() € W x V équivaut a Ji, ( = X;(s).
De plus, pour tout i € {0,...,q— 1}, (X/(0))? = <.

a

Dém. Puisque, pour s et ¢ voisins de 0, p(s, () = as? (1 + O(s) + O(¢))+ac? (1 4+ O(s) + O(()),
il existe des fonctions g; et go holomorphes au voisinage de (0,0) € U x V telles que

p(s,0) = al(sgi(s, Q)" +a(Cgls ()

et 91(07()) = 92(07()) =1L

La condition ¢(s, () = 0 est alors équivalente a I'affirmation suivante. Il existe une racine
g-ieme 7 de 2 telle que sg(s, () +7Cga(s,¢) = 0.

Soit 7o une racine g-ieme de £. On note, pour i = 1,...,q =1, v = e2V=1mi/4 o5 autres
racines g-iémes.

Par le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage W de 0 et des fonctions
holomorphes X; : W — C pour lesquelles on a I’équivalence suivante : sg;(s, () = —v;(ga(s, ()
et (s,{) € W x V équivaut a ¢ = X;(s). Ainsi, les fonctions X; vérifient les propriétés
recherchées. U

Proposition 6.2.2 (existence locale des fonctions d’explosion)

Soit A un ouvert de C et S une surface de Riemann. Soit pour tout A € A, une application
holomorphe f\ : S +— S. On suppose que f\ dépend holomorphiquement de .

On suppose qu’il existe un entier m € N*, un cycle périodique b = (bg, ..., by_1) € S™
de fr, de période exacte m et un nombre rationnel g € QF (avec p et q premiers entre euzx)
tel que le multiplicateur du cycle b est e2V—17/4.

On suppose enfin que les points b; sont des points fixes de f;’fq de multiplicité ¢ + 1, que
l’on peut suivre le cycle b localement en fonction de A au voisinage de \g et que Ao n’est pas
un point critique de la fonction qui a A associe le multiplicateur du cycle correspondant.

Alors il existe un voisinage ouvert U de \g dans A, un voisinage S de 0 dans C et m
fonctions holomorphes (xp;)izo...m—1 définies sur S tels que :

1. il existe une fonction holomorphe C' : U — S™ telle que C(\o) = b et pour tout A € U,
C(X) est un cycle périodique de Uapplication fy de période exacte m ;

2. la fonction p : U — C qui a N € U associe le multiplicateur du C(\) de f\ est
univalente ;

3. 8S={seC:3NelUp\) =eVTImw/q s},
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4.¥i € {0,...,m — 1},¥s € S, ap;i(s) = 0 ou Vi € {0,...,m — 1}, xzp;(0) = 0 et
zp;(0) # 0

5. pour tout s € S, (bi +xpi(e2ﬁ”j/qs)> . est un cycle périodique de fy avec

Dém. (Voir aussi [3], proposition 1)

Comme le multiplicateur du cycle b est différent de 1, on peut appliquer le théoréme des
fonctions implicites et on peut donc suivre ce cycle en fonction de A sur un voisinage U, de
Ao. Ceci donne la fonction C' = (Cy, ..., Cyq) : Uy — S™ du premier point. Par hypothése,
on peut choisir Uy assez petit pour que la fonction A — p(\) = (f3™) (Co(N)) soit univalente
sur Up.

Le point fixe parabolique by de ff\’g”q est non dégénéré, il existe donc a € C* tel que, pour
z proche de by, fy"(2) = z+a(z—bo)"™ +O((z —b)?™?). Alors, par le théoréme de Rouché,
il existe des ouverts disjoints Vg, ..., V,,_1, voisinages respectifs des points by, ..., b,_1 et un
voisinage ouvert Uy C Uy de Ay tels que fy? admet exactement ¢ + 1 points fixes (comptés
avec multiplicité) dans chaque V;.

Comme la fonction multiplicateur est univalente au voisinage de Ay, la multiplicité de
Co(A) en tant que point fixe de fy™? est strictement inférieure a ¢ + 1 dans Us\{\o} ou
U, C Uy est un voisinage ouvert de )\g. Par conséquent, pour tout A € Us\{\¢}, fn admet un
cycle périodique ¢ distinct de C'(\) de période divisant mq et visitant chacun des ouverts V;
dans le méme ordre que C(\). En particulier sa période est divisible par m.

Par univalence de la fonction multiplicateur p, on peut rétrécir le voisinage U, de sorte que
I’'on puisse supposer que ce cycle & est de multiplicateur distinct de 1 pour tout
A € Us\{N\o}. Le théoréme des fonctions implicites permet de le suivre localement. Par
ailleurs les continuations £(\) de ce cycle le long de chemins tendant vers A\, tendent vers
b= C()\g). L'unicité de la fonction implicite entraine I'impossibilité que le multiplicateur de
¢ ne tendent pas vers 1 le long de tels chemins. La période du cycle £ est donc exactement
mq, car (f;’(’f)/ (bg) # 1 pour k < mgq.

Par conséquent, pour tout A € Us\{ o}, il existe un unique cycle périodique {(\) dans
V=VU---UV,,_1 de période exacte mq et dépendant localement holomorphiquement de
A. Cependant, la fonction £ n’a pas de prolongement global sur U, du fait de problémes de
monodromie.

Soit r > 0 assez petit pour que, pour tout s € D(0,7), e2V=1"/4 4 54 € p(U,). La fonction
m:D(0,r) — w(D(0,r)) C Uy définie par

n(s) = pt <e2ﬁ”’/q + 3q>

est un revétement ramifié holomorphe de degré ¢, ramifié uniquement en \g = 7(0) avec
degré local q. Factoriser par m permet de suivre le cycle de période mg holmorphiquement
(en s) sur un voisinage au-dessus de \.
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Le cycle parabolique b de f), est non dégénéré, donc, pour tout i € {0,...,q — 1}, il
existe a; € C* tel que, pour { tendant vers 0,

Faibi+¢) = bi+ ¢+ a™ + 0.
On en déduit que, pour € et ¢ tendant vers 0 et pour tout i € {0,...,q — 1},
Wa(Ci(do+e)+¢) = Ciho+e)+ (p(ho+e))"C+a™™ +0 (e + (7).

On pose alors, pour s € D(0,7), € = m(s) — Ag. Alors € = % + O(s%), ou p = %h:%. On
définit ¢ sur D(0,7) x W, ou W est un voisinage de 0 assez petit, par
FA(Ci(r(5)) + €) — Cilm(s)) — ¢

c .

(s, ¢) =
La fonction ¢ est holomorphe et vérifie
p(s.0) = qe ™51 4 a, 7+ O (s7) + 0 (¢*) + O (s%).

Ceci permet d’appliquer le lemme 6.2.1. On pose xp; = Xy — b;. La fonction xp; vérifie les
propriétés demandées. O

Définition 6.2.3 Les fonctions xp; sont appelées fonctions d’explosion.

Remarque 6.2.4 La proposition 6.2.2 donne ’existence des fonctions d’explosion xp; sur
un voisinage de 0.

On peut les prolonger sur tout disque D(0,7) dont l'image par Uapplication s — e2V-lmp/ay
s? est contenue dans [’image par la fonction multiplicateur p d’un domaine ot cette fonction

,,,,,

est univalente, et tel que le multiplicateur du cycle (bi + :Epi(ez‘/__l’rj/qs)) , ., de période

mq ainsi défini reste de multiplicateur distinct de 1.
La définition qui suit concerne le cas de ’ensemble de Mandelbrot.

Définition 6.2.5 Soit p/q € Q*. Soit H une composante hyperbolique de [’ensemble de
Mandelbrot, W son sillage et multy : W — C la fonction multiplicateur associée. On suppose
que la composante hyperbolique H est satellite d’une composante hyperbolique Hy.

Soit multy, la fonction multiplicateur associée a la composante hyperbolique Hy.

On définit Ry(H,p/q) comme étant le suprémum des nombres réels R > 0 ayant les
propriétés suivantes :

1. le domaine e¥='™/1 4 D(0, R) est inclus dans le sillage de Hy,
2. la fonction multy, est univalente sur le domaine e¥~1"/7 4 D(0, R),

3. le multiplicateur du cycle représenté par prolongement analytique sur D(0, RY) des
fonctions d’explosions associées a la racine de la composante hyperbolique H est diffé-
rent de 1.
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Le rayon Ry(H,p/q) dans un certain sens maximal parmi les rayons R > 0 surlesquels
on peut prolonger holomorphiquement les fonctions d’explosions sur les disques D(0, R/9).
La proposition suivante donne un minorant du rayon Ro(H,p/q)"/9.

Proposition 6.2.6 ([20], lemma 4.1) Soit H; une composante hyperbolique satellite d’une
composante hyperbolique Hy de [’ensemble de Mandelbrot, de nombre de rotation p/q par rap-
port a sa composante mere. Soit my = mpy, la période de la composante hyperbolique Hy et
my = my, celle de la composante H;.

Soit
1 » 1/q
r = | min 7,dist(ezm_15,8QHo> .
2moq®

Alors 'image du disque S = D (0,r) par l'application s — s+ e2V=1mP/0 et contenue
dans le domaine de définition de [’application mult;lé (cf. proposition 6.1.3) et il existe q
fonctions holomorphes (xpo, Tpa, . .., Tpe—1) définies sur S telles que :

1. pour tout indice i = 0,...,q— 1, zp;(0) = 0 et zp}(0) # 0 et

2. pour tout nombre complexe s € S, [’ensemble

{bi+xpi(362”‘/__1j/q),i:O,...,q—l,j:O,...,q—l}

est le cycle de période my; = qmyg du polynome quadratique z2+multf_{(1) <e2”ﬁp/q + 3‘1> ,

attractif sur Hy, ou {b;}; est le my, -cycle parabolique du polynome z2+mult;{(1) (e2mV=1p/a),

Dém.

D’aprés la remarque 6.2.4, il suffit que I'image du disque D(0,7) par I'application s +—
e2V=1mp/4 4 4 goit, d’une part, incluse dans le domaine Ho, C€ qui est garanti par la définition
du rayon r, et d’autre part, que le multiplicateur du cycle de période m; = mgq, paramétré
par s € D(0,r), reste distinct de 1.

Supposons qu'il existe s € D(0,7) tel que le multiplicateur du prolongement du cycle y

tend vers la valeur 1 lorsque le paramétre tend vers le paramétre \ = mult;{é e2V=lmp/a 4 ga ),

Alors le paramétre A\ est une racine d’un membre de ’ensemble de Mandelbrot attaché
en la composante hyperbolique Hj car I'image du domaine €2y, par I'application multf_{(l) est
incluse dans le sillage de Hy. Soit p’/q’ le nombre de rotation de ce membre.

D’apreés le lemme 6.1 de [19], le dénominateur de ce nombre de rotation vérifie ¢’ < ¢+ 1.

La taille des disques de Yoccoz permet de voir que cela n’est pas possible sur le disque
D(0,r). O

Lemme 6.2.7 Soit Hy une composante hyperbolique de [’ensemble de Mandelbrot de période

m. Soit p/q € Q avec p et q premiers entre eux et soit Hy ['unique composante hyperbolique
attachée a Hy avec nombre de rotation p/q.
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Soit multy, un prolongement holomorphe au voisinage de la racine de la composante
hyperbolique Hy de la fonction multiplicateur de la continuation analytique du cycle associé
a Hi.

Pour tout r < Ry(Ho, p/q), la fonction multy, est bien définie sur multy;) (D(e%‘/__lp/q, T))
et on a :

2
S e ]

ot multy, désigne la fonction multiplicateur associée a la composante hyperbolique Hy et
multy, la fonction multiplicateur associée a la composante hyperbolique H;.

Dém. La démonstration repose sur deux lemmes. Le premier lemme est un résultat classique.

Lemme 6.2.8
2

-1\ ( 2mv—12\ _ 4
(multHlomultHO) <e q) = 76% NaT:

Dém. On sait qu’en ce qui concerne le cycle de période mq et de multiplicateur 2™V =1p/4 op
le paramétre \g point d’attache de la composante hyperbolique Hy, il peut étre suivi de facon
holomorphe au voisinage de ce paramétre, c’est-a-dire qu’il existe une fonction holomorphe
A — &(\) définie au voisinage de \g vérifiant

yEN) =€),

pour tout paramétre \ appartenant a ce voisinage. On définit la famille de fonctions holo-
morphes g, en posant :

gu(2) = fupu(€(Ao+u)+2) —E&(Ao +u),
pour u voisin de \q. Les fonctions g, vérifient g,(0) = 0, pour tout u dans un voisinage de

Ao, et on a gh(0) = e2V=1mp/a,
Alinsi, il existe une constante ¢ € C telle que pour © — 0 on a

gu(z) = <62\/__17rp/q + cu) 2+ 0 (uz?) + O (v*) + O (7).
La fonction holomorphe gy posséde un point fixe 1-parabolique en 0. Comme ’application f),

a un unique point fixe, il n’y a qu’'un seul cycle de pétales attaché au point fixe parabolique.
Il existe donc une constante v € C* telle que :

92%(z) = <1 1 qe*Q‘/*_l”p/qcu> z4+ 727+ 0 (u2?) + O (uz2) + O (2977).
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Un point ¢ du cycle de g,, attractif pour les paramétres Ay + v appartenant a la compo-
sante hyperbolique Hi, tend vers le point 0 lorsque u — 0 et satisfait alors

ge 2V Aoy 4 ¢ = O (u¢?) + O (u*¢) + 0 (¢**?),

ce qui entraine v(¢ = —ge~ V"1 9cy 4+ O (uC?) + O (u2C) 4+ O ((72) = O (u).
Par conséquent

(620 (C(w) = 1+4qe "TPacy + (g + 1)7¢(u)? + o(u)

et donc

(g21) (0)—1 ¢

g;L(O) _ 62\/jl7rp/q - e27r\/j1§ ’

O
L’autre lemme utile est un lemme de surjectivité, appelé lemme de Carathéodory-Fekete
dans [20] (attribué & Hurwitz par Zéev Néhari dans [27], theorem I).

Lemme 6.2.9 Si une fonction holomorphe f définie sur le disque D(0,1) vérifie f(z) =
0 z=0etsif(0)=1, alors f(D(0,1)) D D (0, 5).

Dém. Supposons que le nombre complexe a € C* ne soit pas dans I'image. Alors la restriction
de 'application holomorphe f a D(0,1)\{0} = D* est a valeurs dans la surface hyperbolique
C*\{a}. Ainsi sa dérivée par rapport aux métriques hyperboliques respectives des surfaces
hyperboliques D* et C*\{a} doit étre majorée par 1.

Le résultat découle alors d’une estimation de la métrique hyperbolique de la surface
C*\{a} au voisinage du point 0. Cette estimation se fait grace a I’expression analytique du
revétement universel de cette surface (voir, par exemple, 28|, chapter VI, section 6). O

Soit g = multy, o mult;{i. On note que, par définition de Ry, la fonction g est bien définie

et ne peut valoir 1 sur D(e>™V=1P/4 1)\ {e%ﬁp/q}_

Appliquant ce lemme a une transformation affine de la fonction g, dont on peut donner
la formule avec I'aide du lemme précédent, cela donne :

2
g (D(e%‘/’_lp/q,'r’)) oD (1, %T) )

O

Afin de montrer la convergence d’une suite de paramétres correspondant a des bifurcations

satellites successives il faut ajouter une contrainte au domaine sur lequel on suit les explosions
de cycles.
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Définition 6.2.10 Soient H, p/q et Hy d’un contexte identique a celui de la définition 6.2.5.
On définit R(H,p/q) comme étant le suprémum des nombres réels R > 0 vérifiant, en outre
des propriétés 1,2,3 de la définition 6.2.5, la propriété suivante.

Pour tout 6 € C tel que |0| = 1, I"équation

multy omulty! (p) = 6
admet au plus une solution sur le disque D(e*V~1m/4 R).

Ona Ry(H,p/q) > R(H,p/q) > 0. Le lemme suivant donne une minoration de R(H, p/q).
La vitesse de croissance de p,, /g, imposée a la suite de nombres de rotation (p,/qn), permet-
tra d’utiliser ce lemme et donc de se passer d’une I'hypothése de convergence des paramétres
racines A,,.

Lemme 6.2.11 Soit Hy une composante hyperbolique satellite d’une composante hyperbo-
lique Hy de I’ensemble de Mandelbrot, de nombre de rotation p/q par rapport 4 sa composante
mere. Soit mg = mpy, la période de la composante hyperbolique Hy et my = my, celle de la
composante H;.

Soit

1 e Ha
r = | min , dist (627r 715,0QH0)
2moq®

et soit § € C tel que |0] = 1.
Alors, sur le disque B = D(eQﬁﬂp/q, r?), l’équation

multy, omulty! (p) = 6

admet au plus une solution.

Dém. L’argument est le méme que pour la fin de la démonstration du théoréme 6.2.6 : si
Papplication f., pour ¢ € M, admet un cycle neutre de période m; alors le paramétre ¢ se
trouve sur le membre dont la racine est la racine de la composante hyperbolique Hy, sur le
bord d’'une composante hyperbolique H. Cette composante hyperbolique ne peut étre que
H, puisqu’en dehors de celle-ci, et a l'intérieur du sillage de H;, le multiplicateur est de
module plus grand que 1. O

6.2.2 Rayon de controle

Etant donnée une composante hyperbolique H de I’ensemble de Mandelbrot M, satellite
d’une autre composante Hy avec nombre de rotation p/q ou (p,q) = 1 on note

R(Hy,p/q) = min {; dist (27?\/—15,891{0) } :

2my,q®’
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Ou p, est le domaine défini dans la proposition 6.1.3. On rappelle qu’on a my = gmy,.
On a vu que R(Hy,p/q) < R(Hy,p/q) (cf. définition 6.2.5).

Dans le cas ou l'on considére une suite de composantes hyperboliques satellites H,,
de nombres de rotation p,/q, par rapport a leur composantes méres respectives, on notera

Ry := R(Hn, pn/n) €t Ry := R(Hp, Po/dn).

6.2.3 Convergence de la suite des racines des bifurcations satellites

Soit Hy = Ho la composante hyperbolique principale de I’ensemble de Mandelbrot. Etant

donnée une suite de nombres rationnels <%) , on définit les suites (H,), et (\,), par récur-
"/n

rence en assignant a A\, le paramétre racine de la composante hyperbolique H,,, attachée a

H, en le point d’argument interne p,,/q,.

On a ainsi défini la suite (\,),, des racines de bifurcations satellites correspondantes a la
suite (pn/qn)n-

Théoréme 6.2.12 ([19]) Il existe une constante numérique C > 0 ayant les propriétés
sutvantes,

Soit pq—” une suite de nombres rationnels avec (py, q,) = 1.
n
n

Soit (An)n la suite des racines de bifurcations satellites correspondant a la suite (pn/qn)n-
Soit R, une suite de nombres réels strictment positifs tels que la fonction mult "' oexp

est définie et univalente sur le disque D <2\/—17TZ—Z, Rn).

Supposons que la suite (’q’—:) vérifie, a partir d’un certain rang, la condition
n

C

@

Pn+1
Gn+1

Ry. (6.2)

Alors la suite (\,), converge vers un paramétre \, correspondant & un polyndme quadra-
tique 22 + X\, infiniment renormalisable.

Dém. On pose, pour tout entier n € N, v, := mult,:1 oexp. Par définition de la constante
R, la fonction 1, est définie holomorphe et univalente sur le disque D <2\/—17T§—:, Rn>.
Soit C' = 2738, o = 243/500. On considére les domaines

P alC

D, = i, (D (2\/—17r—, —
Qn qn

On va montrer qu’ils forment une suite décroissante de domaines emboités dont les diamétres

tendent vers 0 lorsque n — oo. Pour ce faire on aura besoin des domaines intermédiaires

D, = 4, (D (2\/—_17&,@ ))

@ G

Pn+1
Gn+1

Pn+1
Gn+1

<o 1469
ot = {5500+
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1. Premiérement on voit que A\, € D). On a:

oy—iren PC
)) . D(e i

Pn+1
Gn+1

Pn+1
Gn+1

exp (D (2#\/——1&, @

& G

)

Grace a la proposition 6.2.6, on sait que mult,; est bien définie sur le domaine D,
donc, d’apres le lemme 6.2.7

pC Pn+1
mult,; (D)) D D|[1,— |/ ].
H( n) ( 64 | qns1
Or | T — 1 < om |Bntl| < B Pnin )
qn+1 | — 64 | gnt1

Et donc, par injectivité (lemme 6.2.11) on a A\,1 € D.

2. Le paramétre )\, n’appartient pas au domaine D,,; car, 0 ¢ D (2\/—17rp"111 , Rn+1).

qn
3. Montrons que D,.1 C D, et que diam D,,; < udiam D,,, ou u est une constante
vérifiant 0 < u < 1.
Comme la fonction v, est univalente sur le disque D(0, R,), l'inégalité 6.2 et une
inégalité de distorsion classique (voir, par exemple, [9], theorem 2.6) entrainent, pour

tout n € N :
DA ® )ebp,cD(A a (6.3)
w2 " w2 '
ainsi que
D\, Tni cD cD|(M\, 7“nL (6.4)
) 1+ﬁ2 n ) 1—ﬁ2 Y
N — O |Pnt1 ! _{qPn
ol 7y = o qnﬁ (0 (2\/ 17an>"

Une conséquence de ces inclusions et du fait que le paramétre A\, n’appartienne pas a
D, est Uinégalité [N\, 11 — A\,| > F25. Ainsi :

1+a?
ATp41
Dnyr € D ()\nﬂaL)

1—a?
1+4+a?
c D (An-f-l) 1 — 2 |)\7l+1 - >‘n|)
2
- D )\n,m|)\n+1 _)\n| .
Or Ayp1 € Dy, done [Ayyy — A < 2%, Ainsi
Brn 2
SaHEE (M ey
Br,  2/u
- D(A"’l_ﬁlzl_a& )
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avec u = 99999/100000. Or,

Br,  2/u ar, 2B81+a® 1

1-FR21-a2  1+ual-321-—a

, . 2 . .
On vérifie alors que 28122 _L_ 1 Ainsi
ual—a?1-0

Dyi1 C Dy,

ce qui donne le résultat attendu.

Par conséquent, comme A, € D, la suite (\,), converge vers un paramétre A\, € M dont
le polynome correspondant z? + ), est infiniment renormalisable. O

6.2.4 Non locale connexité de ’ensemble de Julia du paramétre
limite
Lemme 6.2.13 Soit R > 0. Alors il existe un nombre réel R, > 0, ne dépendant que du

nombre réel R, tel que pour tout nombre complexe X € D(0, R), les cycles périodiques du
polynome quadratique f\(z) = 2> + X\ sont tous inclus dans le disque fermé D(0, R,).

Dém. Soit € > 0 et soit R, := max {(1 + &)VR, 1_% }, alors, pour tout couple de nombres
complexes (A, z) vérifiant A < R et |z| > R,, on a

A

2

(1+¢)2
el = 1k (1-|3])

- ()

ce qui entraine que la suite (| f"(2)|), tend vers oo lorsque n — oo car (1 — ﬁ) |z| > 1.
UJ

Théoréme 6.2.14 ([19]) Soit (Z—:) une suite de nombres rationnels avec (pn,qn) = 1 et
¢ — 0. "
Soit (An)n la suite des racines de bifurcations satellites correspondant a la suite (pn/qn)n-

Supposons que la suite (q,), tende vers oo et que la suite (’;—:) vérifie :

< 1L (6.5)

Alors la suite (\,), converge vers un paramétre \, correspondant & un polyndme quadra-
tique 22+ \, infiniment renormalisable dont I’ensemble de Julia n’est pas localement conneze.
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Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin du corollaire des lemmes suivants.

Lemme 6.2.15 [l existe une fonction continue H : [0, 1]— [0, +oo[ satisfaisant la propriété
suivante. .
Soit r > 0 et soit X, C et C des fonctions holomorphes définies sur le disque D(0, 7).
On suppose que
pour tout s € D(0,7)\{0}, C(s) # X(s);
Vs € D(0,r), X(s) =C(s) & s=0;
Vs € D(0,7), C(s) =C(s) = s=0;
Uordre d’annulation de C — C' en 0 est au plus égal & Uordre d’annulation de X — C
moins 1.

Alors, pour tout s € D(0,71),

BRI

X(5) - (o) < 106) - coer ()
Dém. Soit ¢ la fonction définie par
o = X(s)—C(s)
e —eTR

La fonction ¢ est définie holomorphe sur D(0, 7). De plus elle a les propriétés suivantes :
- Vse D(0,r), ¢(s) # 1,
- VseD(0,r), p(s) =0< s=0,
— le point 0 est un zéro simple de .

Ces propriétés entrainent alors la majoration :

el < (),

ou H :[0,1[— [0, 00| est la fonction
H(u) = sup{lg(2)|:|z| <u, g:D(0,1) — C\{1} holomorphe, g(z) =0 < z = 0}.

La fonction H est localement bornée continue car 1’ensemble de fonctions
{g: D(0,1) — C\{1} holomorphe, g(z) =0 < z = 0} est relativement compact dans l’es-
pace des fonctions holomorphes définies sur D(0, 1). O

Remarque 6.2.16 On peut montrer que la fonction H vérifie (cf. [27] ainsi que [19], section

4.3),
= (1 + u?)8
H(u) = 16u H —u2h1)
< 1 —72/logu
— 16

pour tout u € [0, 1].
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Lemme 6.2.17 Soit R > 0, p > 0, ¢ € N*. Soit Y une fonction holomorphe définie sur le
disque D(0, p) et a valeurs dans le disque D(0, R).
Alors, pour tout t € D(0, p),

2rR Jtl/p
¢ 1—(ltl/p)’

Y (te> 710 — Y ()] <

Dém. Par contraction hyperbolique on a :

Y(s) Y (se?VTIm/a)

R R

R’ R
dp(o,p) (5, seQﬁ”/q)
2 |sl/p
~a1—(Js|/p)’

i@ (Y(s) Y(seQ\/__“/q)>

IN

A\

g

Corollaire 6.2.18 Soit r, R, p, ¢, X, C, C et Y comme dans les lemmes 6.2.15 et 6.2.17
ci-dessus.

Soit s € D(0,7). On suppose qu’il existe t € D(0,p) tel que C(s) = Y(t) et
C~'(s) = Y(te2ﬁ”/q).

Alors wR il s
s t|/p s
X(5)— C(s)] < (M),
¢ 1—=(|tl/p) r
Dém. Tl s’agit juste d’une juxtaposition des deux lemmes précédents. O

Dém. (du théoréme 6.2.14) Le but principal de cette démonstration est de pouvoir utiliser
le critére de Douady-Sullivan en controlant les explosions des cycles.

On voit facilement que la condition 6.5 entraine la condition 6.2 du théoréme 6.2.12 de
sorte que la suite de paramétres (), converge vers un paramétre A, pour lequel le polynéme
quadratique 22 + )\, est infiniment renormalisable.

Par hypothése il existe une constante o €]0, 1] et un entier ng tel que pour tout entier n
vérifiant n > nyg,

Pn+1

< (6.6)

Gn+1

Quitte a ne considérer que la queue de la suite (p,,/q,)n, on renormalise de sorte que ng = 0.

Par conséquent, si I’ensemble de Julia correspondant au paramétre limite de cette nouvelle
suite de renormalisations satellites n’est pas localement connexe, il en est de méme pour
’ensemble de Julia de la limite de la suite originale (c’est une conséquence du “principe de
connexité”, voir, par exemple, [21] theorem 6.13).
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Pn+1

Supposons dorénavant que l'inégalité < «? est vraie pour tout entier n (les

nombres de rotations ayant étés modifiés en conséquence de la renormalisation).
On reprend les notations de la preuve du théoréme précédent. On considére notamment
la suite de domaines emboités D,, convergeant vers A, définie par :

D, = ¢! (D (2\/——1ﬁ%,dn)),

avec dn:0<i2 Pntl )
qn | dn+1

On note Cycle, = (Cycle,,...,Cycle,,, ;) I'application holomorphe définie sur le
sillage W,, qui a un paramétre A de ce sillage associe le cycle de f, qui est attractif sur la
composante hyperbolique H,, (et indifférent ou répulsif en les autres points du sillages), en
particulier on suppose que, pour tout A € W, et tout 7 € {0,...,m, — 2},

I (Cyden,z’()\)) = CyClen,iJrl (A)

et

f)\(CyClen,mnfl <)\>> = CyClen,O()\) .

Ces fonctions s’étendent continuement sur I’adhérence du sillage. On choisit en outre, lorsque
n > 1, I'élement du cycle représenté par la fonction Cycle, , de sorte que la limite de cette
fonction lorsque le paramétre tend vers la racine A,,_; du sillage est égale a Cycle,,_; , en ce
paramétre. Ainsi, pour tout entier i € {0,...,m,—1},sii mod ¢,_1 =j € {0,...,m,_1—1},
alors Cycle,, ;(A,—1) = Cycle,,_; ;(An-1).

On sait, d’aprés la proposition 6.1.3, que la fonction mult,, est un isomorphisme entre D,,
et exp (D (27r\/—_1f1’—:, dn>) De plus, grace a la proposition 6.2.6, on sait qu’on peut suivre
I'explosion du cycle Cycle, ; sur un voisinage de la racine de la composante hyperbolique
H, 1. Précisément, il existe m, 1 = g,m, fonctions holmorphes Cycleexp,, ; définies sur le

disque D (1,R}/q”> telles 'ensemble {Cycleexp,, ;(s),i = 0,...,mp41} est Uensemble des
points d’un cycle m,,1-périodique du polynéme quadratique fy, ot le paramétre \ vérifie
mult,, (\) = 2™ 7Iar 450 et ce cycle est attractif lorsque A € Hy, 1. Les fonctions Cycleexp,, ;
sont définies par :

CyCleeXp"Jrl,i(S) = Cyden,j()‘n) + TPy, <3€2\/T1W%>

ou i = j + kg, et la fonction zp, ; est la fonction d’explosion dont il est question dans la
proposition 6.2.6.

Soit 1 € {0,...,m, — 1}, j € {0,...m,1 — 1} tels que j =i mod ¢,_1. On va chercher
a appliquer le corollaire 6.2.18.

Les paramétres que 1’on considére se trouvent dans un voisinage relativement compact de
’ensemble de Mandelbrot. Les points Cycle,, ;(\) des cycles correspondant a des paramétres
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de ce voisinage sont donc tous inclus dans un disque de rayon fini R, indépendant de la
valeur de A et de n (lemme 6.2.13). En conséquence de quoi les fonctions holomorphes

Y (t) = Cycleexp,,_, ; (t) et Cycleexp,,_; ; <t€2ﬂ\/7/q” 1) définies sur le disque D (O RMan- 1)
sont & valeurs dans le disque de rayon R, centré en 0. En outre il existe ' tel que pour tout
teD (O R/4n- 1) tel que mult* (e2V=1mPn-1/dn-1 4 an—1) € TV,

Cycleexp,, 1 ; (te%*/’_l/q”‘l) = Cycle, s (mult;i1(62*/:”p"‘1/q”‘l + tq”‘l)) )

En particulier, il existe ¢ € D(O’dl/qn 1) tel que Cycle, ,(A,) — Cycleexp, (1) et
Cy(ﬂen,i’()\*) - CYCleeXpniLl. <t62WF/qn_1>

La distance entre les points Y'(s) et Y (se2V~1m/@-1) peut étre vue comme la distance
minimale entre deux points du cycle explosant (celui qui est attractif sur la composante H,,).
D’autre part les fonctions

X(s) = CycleexanJ(s),

C(s) = Cycle,, i <mult;1 <e2\/’_1”p"/q" + sq">>

sont holomorphes sur le disque D <0, R,l/ q") vérifient les propriétés suivantes.

Pour tout s € D( Uq”) \{0}, C(s) # X(s), C(s) # X(s) et C(s) # C(s). En outre
C(0) # C(0) mais C(0) = X(0).

Il existe s € D(0, drl/q") tel que \, = e2V—1mn/an 4 gin Ainsi, d’aprés le corollaire 6.2.18
(et la monotonie du majorant en terme de |s| et |t]), on a

L 2l (dn—1/ R 1)/ 0 (dn ) h

11— (dn_l/f%n_l)Q/q"*1 R, ’

ou H :[0,1[— R, est une fonction universelle bornée sur tout intervalle compact de [0, 1.
Le polynome f, posséde deux point fixes dépendant holomorphiquement de A\ sur le

domaine Dy. En outre ils sont distincts sur ce domaine. Le premier est décrit par la fonction

Cyclegg. La fonction décrivant le second point fixe sera appelée (. Ainsi on montre de la
méme fagon que précédemment 'inégalité suivante :

|Cyclego(A) — }H<(g)wj.

Lemme 6.2.19 Soit A\ # 0 et « et (3 les deux points fizes distincts du polynome quadratique
f(z) = 22+ A, alors

}Cyclen+17j(>\*) — Cycle,, ;(A)

|Cycley ;(A) — Cycleg (M)

a—0 = 2a—1.

96



tel-00666001, version 1 - 3 Feb 2012

Dém. Comme les nombres complexes « et (3 sont des points fixes du polynéme quadratique

fr,onaa— 8= (a+f)(a— ) ce qui entraine o + 3 = 1. Ainsi, de I'identité (a + 5)? =1

on déduit que 1 = 2a(a+ ) — a + 5. O
Ce lemme permet de majorer |Cycle o(A.) — C(A)] :

‘Cycleo,o()\*) —C(\)

= |1 — multg(\,)]

< ‘1 — VI | 4 |V multo(A,)
S 2w @ + do.
do

On a alors montré l'inégalité suivante, vraie pour tout entier n > 0 et tout entier

j€{0,...,n},
+dO)H((g_3)”q°) .

Gh-1 1 — (dy_1/Ry—1) /ak—1 Ry

k=1

Po

‘Cyclew()\*)—Cycleo,o()\*)‘ < (27T p
0

Pour tout parameétre A\, tel que le polynéome f), est infiniment renormalisable, on a
|A«| > 1/4. Par conséquent, il existe une constante K, > 0 telle que pour tout tel parameétre
A, les points fixes du polynome correspondant & ce paramétre sont a une distance d’au moins
K,; du point critique 0.

Ainsi lorsque la condition

d 1 00 97 R (dkl)qkl—l d 1
a0 TR, Ry k o\ %
or +d)H(—O) +§ H(—) < K,; (6.7
( 0 ( Ry e (dk1>qk2—l Ry ot (6.7)
(=

k—1
est vérifiée, I’ensemble de tous les cycles de 'application f,, reste a une distance strictement
positive du point critique de 'application.

On peut alors appliquer le critére de Douady-Sullivan (proposition 4.4.2), en effet la
fermeture C' de I'ensemble des valeurs des cycles (Cycle,, ;(A+))n,; est un sous-ensemble fermé
de lensemble de Julia du polynome quadratique fy,(z) = 2% + A, ne contenant pas le point
critique de ce polynome fy, et l'application fy, est injective sur I'ensemble C' (voir [33],
lemme 5.9, 'application f), agit comme un odométre sur I’ensemble des points limite).

Montrons que I'inégalité 6.7 est vérifiée dés lors que I’entier n; est assez grand.

Lemme 6.2.20 Soit 5 > 1 et (q,), une suite de nombres entiers tendant vers oo vérifiant :

An+1 Z ﬁqn
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et soit (my,)n la suite d’entiers définie par :

n—1

my = I]:Qk

k=0

alors

DL

non, I

lorsque nqy — o0.

1
En partiulier, on déduit de ce lemme que E — converge et que % — 0.
qk
k

Dém. La suite (g,), est croissante. Montrons que m, /g, — 0 quand n — oo. Pour tout
entiers n et k, on a

log 3)*
Gnt1 > (B)™ > %qﬁ
En particulier, avec k = 2, on voit que g, > g,,7"~"°, pour ng assez grand, ou la constante
v > 1 vaut
Qny
vy=——"5>1
2 (log 3)

n—1
A s s : 108 g
Cette constante tend vers oo lorsque ny — oo. Grace a cela on voit que (M) tend

dn—1
m lo n-l
Mp < ( gdn—1 ) Gn—1
n log n

1 B n—1
< nllogf (%)

vers 0 lorsque n — oo. Or

Gn—1

n—1
S ].Og/B (nlog QHI) ’

qn—1

donc % — 0 quand n — oc.
n
Ainsi

Z T < Mo ny*" — 0.

nan qn in nZO
Ce lemme entraine que la somme

i 21 R, (qu/kal)l/qk*l I (%)l/qk
Gk-1 1 — (dp_1/Ry_1)/ % Ry

k=1
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est aussi petite qu’on veut pour peu que la suite ((dk/Rk)l/qk)k reste & une distance fixée de
la valeur 1.
Il reste donc a montrer qu’il existe 3 € [0, 1] et ko € N tels que pour tout k > kg, on a

1/qx
d
(R—) < B.

D’une part on sait, d’aprés la section 6.2.2 (plus précisément de la proposition 6.2.6 et
du lemme 6.2.11), que

~ 1
R, > Ry =min {ﬁ,dis’c (QW\/—I@,aﬂk) } .
dk

mq,

D’autre part, d’aprés le lemme 6.1.4, il existe une constante numérique k£ > 0 telle que la
2
distance dist (27n/—1’;—:, 8Qk> est minorée par k;min{ [P P }
) 1/qk }
di

qumk/27 q]%mk
1/qk
Comme my/qr, — 0 quand k — oo, on a, pour k — o0, (—) < (1+4o(1))a. O

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que

di \ " Vai s 1/qr |Ph+1
oA < CY%*min < (gemy) /% |[——
k

qr+1

Pk+1
qr+1

Pk+1
qk+1

1/qk 27nk/2
’ ( Dk

1/ax ﬂlqu
) ’(pi
Ry,

1
Pk+1

Remarque 6.2.21 L ’hypothése e

k . d 1/ax
< « permet de majorer le terme H (R—’Z>

par une constante.
Une condition plus fine sur la suite des nombres de rotation peut étre extraite de l’inégalité
6.7. Une telle condition est explicitée dans [19].
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Chapitre 7

Modéle hypothétique d’explosion de
cycles

7.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’établir une condition similaire & celle du théoréme 6.2.14 par le
biais d’'un modéle. C’est-a-dire un théoréme donnant une condition sur la suite des nombres
de rotation des bifurcations satellites successives correspondant a un polynéme quadratique
infiniment renormalisable pour que celui-ci ait un ensemble de Julia non localement connexe.

On veut aussi, a I'image de ce qui a été fait pour les hérissons (voir par exemple [30],
[29], [31]), une description topologique et dynamique d’un compact invariant correspondant
a la situation non localement connexe.

Dans ce but, Xavier Buff a créé un modéle contenant une description des bifurcations au
moyen de pseudo applications de renormalisation correspondant aux renormalisations d’un
polynome quadratique infiniment satellite renormalisable (c’est-a-dire infiniment renorma-
lisable, limite de bifurcations satellites adjacentes les unes aux autres). Je vais le décrire
et ’étudier avec pour objectif de montrer que ce modéle est correct et d’obtenir quelques
informations sur la structure d’un compact invariant généré par ce modeéle.

7.2 Définition et explication du modéle

Soit (pn/qn)n une suite de nombres rationnels de |0, 1, ot p, et g, sont sans diviseur
commun. On suppose que la suite (p,/gn)n € (Q*)Y converge vers 0. Soit ¢ > 1 fixée et soit

Remarque 7.2.1 Voir le lemme 7.2.5 a propos de la constante c.

On note M, 'application de Mébius M, (z) = li’;/z. Cette application est caractérisée

par le fait qu’elle envoie 0 en oo, t,, en 0 et 1 sur lui-méme. On définit la suite d’applications
(n)n PAT @u(2) = (Mn(2))".
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Remarque 7.2.2 On supposera toujours que le point t, appartient au disque unité. Etant
donné que 'on suppose aussi que p,/q, — 0 lorsque n — oo, cela revient a ne négliger que
les premiers termes de la suite (pn/qn),,-

Dans le cas 0w p, = 1, on peut se contenter de prendre q,t,/|p,| < 2 si l'on ne veut pas
supposer p,/q¢, — 0 mais alors le lemme 7.53.13 concernant ’épaisseur de K, o ne peut etre
appliqué tel quel (voir section 7.3.3).

ﬁ@ﬁ@l

F1G. 7.1 — [lustration schématique de 'application p(z) = (%)q sur le disque unité, vue
en tant que composition de 'application de Md&bius et de la fonction puissance ¢. La partie
bleue & gauche est envoyée sur la partie bleue a droite, de méme pour les parties vertes
(Le disque vert de droite étant proche de 0, ses préimages par la fonction puissance sont

allongées).

Etant donné z € D, on pose zy = o(2) et, si z,_1 € D, on pose 2z, = @,(2,_1). Soit
®,, = ¢, 00, de sorte que z, = D, (z). On considére I’ensemble K, des points qui ne
s’échappent pas c’est-a-dire ’ensemble

Ko = {z€D:Vn,®,(z) € D}.

L’ensemble K., est compact. Un des objectifs est d’étudier les propriétés de ce com-
pact K. En particulier on aimerait savoir sous quelles conditions le compact K., posséde
des continua non dégénérés en tant que composantes connexes ainsi qu’'une caractérisation
topologique de ce compact.

Il sera utile de considérer la suite de compacts K, suivante :

Kn::{zeﬁ:\v’k‘:(),...,n, SOkO"'OQDO(Z)EE}'

La suite (K,), est une suite décroissante de compacts non vides (1 € K,, pour tout n) dont
I’intersection est le compact K.

Définition 7.2.3 L’ensemble K., est le compact K., := ﬂKn.
neN

Les applications ¢,, sont définies de facon & modéliser les renormalisations successive d’un
polynome quadratique infiniment satellite renormalisable. A de tels polynomes correspond
une suite de nombres de rotation (voir section 4.1) (p,/qn),,-
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On rappelle qu’une bifurcation satellite correspont & une collision de cycle. Par exemple
une petite perturbation d’'un polyndéme ayant un point fixe parabolique posséde un cycle
entierement inclus dans un voisinage du point fixe perturbé.

Si le multiplicateur du point fixe du polyndéme de départ est e2V=1mPn/an ot le nombre de
rotation du cycle du nouveau polynome est p,.1/g,+1 alors le déplacement du point fixe par
perturbation sera de I'ordre de p,,11/¢,+1 alors que 'explosion a lieu & une vitesse de I'ordre

de (Pns1/qny1)Ym.

expl.(perturb.)

nouv. cycle
pt. fixe pt. crit. pt. crit.
P pt. fixe"

F1G. 7.2 — Une explosion d’un point fixe parabolique suite a une perturbation

Un tel polynome sera renormalisable. La renormalisation remplace alors une application
fn perturbation du polynéme ayant un point fixe, par une application f,.1 = Zf,. Le
renormalisé de ce polynome posséde & nouveau un point fixe, image du cycle explosant par
I’application de renormalisation.

Il y a alors une application ¢, définie sur le domaine de renormalisation, telle que le
diagramme suivant est commutatif :

fam

—_

R fn
—_—

Dans le cas d'un polynome quadratique infiniment renormalisable f,, I'application f, 1
est encore renormalisable et on peut construire une suite d’applications renormalisées (f,), .

1—tn/2n

qn
e ) sont des modéles pour les applications ¢, :

Les applications ¢, (z) = <

— le disque unité D est pris en tant que voisinage des cycles explosants,

— le point critique est placé en 1 en tant que point de référence fixe,

— on recentre 1’ancien point fixe avec ’application de Mobius M, (z) = %,

on transforme le nouveau cycle en un nouveau point fixe avec I'application de mise a
la puissance ¢,.

Grace au critére de Douady-Sullivan (voir section 4.4), on sait que si la suite des cycles ex-
plosants ne s’accumule pas sur le point critique alors I’ensemble de Julia n’est pas localement
connexe.

L’ensemble K, contient ’ensemble des points d’accumulation de ces cycles. Il posséde

un nombre infini de composantes connexes, chacune contenant un point de ’ensemble des
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F1G. 7.3 — Le point fixe est d’abord recentré puis le cycle est transformé en point fixe.

points d’accumulation des cycles. Si les composantes connexes du compact K., sont des
points, c’est un ensemble de Cantor et {1} est une composante connexe.

Sinon le compact K, contient un segment [z, 1] attaché au point 1 et ’ensemble des
points d’accumulation des cycles ne contient pas le point 1. Il est légitime de supposer alors
que I’ensemble de Julia d’un polynéome quadratique infiniment renormalisable avec suite de
nombres de rotation (p,/q,), n’est pas localement connexe.

F1G. 7.4 — Un exemple d’ensemble résiduel K,, avec n = 3 (on a zoomé sur la partie droite
du disque unité). Le compact K, est symétrique par rapport I’axe réel et son intersection
avec ’axe réel contient un segment issu de 1 (sur la droite).

Définition 7.2.4 Pour ¢ > 1 on définit 6. comme étant l’ensemble des parameétres \ tels
que le polynéme quadratique z*> + X est infiniment satellite renormalisable avec une suite de
nombres de rotation (pn/qn)n vérifiant les assertions suivantes :

1. la suite de nombres positifs (t,), définie par t, = c|pn|/q, est telle que VYn € N*,
tn €]0,1[;
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dn _
2. soit pp(z) = (1:’;{Z> et soit ®,, = p, 0---0 g définies sur l’ensemble D. Alors

Jzy €]0, 1] tel que Yn, @, (z0) > tyi1.

Lemme 7.2.5 Soitc>c > 1. Alors €. C 6.

Dém. Soit A € €. et soit v = ¢//c < 1. Par hypothése la suite (t,), telle que t,, = ¢|p,|/qn,
ou (pn/qn)n est la suite des nombres de rotation associée au paramétre A, est telle que
tn €]0,1[. On pose t,, = ~t,. La suite (t), vérifie Vn,t, €]0,1[. Soit zo € [0,1] tel que
\V/’I’L, (I)n(ZL'Q) Z tn—i—l-

/ qn
On pose ¢ (z) = <1If’;//z> et &) = ¢/ o---0¢p. On définit la suite de nombres réels
(Tn)n par 41 = @u(x,). Montrons que 'on peut définir une suite (z),),, par z(;, = o et
z . = ¢, (z)) et qu'elle vérifie Vn, z), > x,,.

Supposons z], définie et vérifiant I'inégalité. Comme ¢/, < ¢,, on a, pour tout x < 1,

11—t /x 1—t,/z
> -

1t T 1-t,
Ainsi, on a
n+1 > 90n< ) > 90n<xn) = Tp41-
Enfin, on voit que z,, > t,,1 = tn+1 >t O

Il y a d’abord un résultat sur la locale connexité en lien avec le théoréme 6.2.14.

Théoréme 7.2.6 Soit X\ un parameétre tel que le polynéme quadratique fr(z) = 2° + \ est
infiniment satellite renormalisable dont la suite des nombres de rotation (p,/qn)n vérifie

— la suite (py)n est bornée,
1/Qn

Pnil <1.

qn+1
Alors pour toute constante ¢ > 1 il existe renormalisée fy, du polyndome fy telle que )\, € €.

n—oo

Dém.

Quitte & considérer une renormalisée f) d’itéré assez grand de f), on peut supposer,
comme dans la démonstration du théoréme 6.2.14, qu'il existe a € [0, 1] tel que la suite de
nombres de rotation associée a [, vérifie |poi1/gnia] < af.

Soit § €]1,1/af et n = —ﬁ Si nécessaire on considére un niveau de renormalisation
dn
encore plus grand de sorte que 'on ait, pour tout n, (%) > on.
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1—tn/xn
1—t,

dn
On montre que la suite (z,), définie par xy = nty et T, = ( ) vérifie, pour

tout n € N, x,, > nt,,. En effet, par récurrence, on a

1— 1/77 qn ﬁ qn
> -7 — - dn

Z ntn—i-l'

Ce théoréeme ajoute du crédit a la conjecture suivante qui se fonde sur I'idée que ce modéle
décrit bien la situation des bifurcations satellites successives.

Conjecture 7.2.7 Soit A € C tel que le polynome quadratique fy(z) = 22+ X est infiniment
satellite renormalisable avec suite de nombres de rotation (1/qy)n.

Alors l’ensemble de Julia de la fonction holomorphe f\ n’est pas localement conneze si et
seulement si il existe ¢ > 1 et une renormalisée fy, de fy telles que A\, € 6..

Concernant la structure de K., a I'image de ce qu’on sait faire pour les bouquets de
Cantor, on cherche a en donner une caractérisation topologique.

7.3 Quelques propriétés du compact K

Dans cette section on pose t, = ¢ JZ—"

on(2) = My (2)™.

avec ¢ > 1. On rappelle que M, (z) = —1:7;/3 et

7.3.1 Adresse d’un point dans le compact limite

Lemme 7.3.1 Soit t €]0,1] et M(z) := == Alors

1-t
M(z)eD < z€D,

o D est le disque fermé dont le segment | 1] est un diaméetre.

_t
2—1”

Dém. L’application de Mébius M préserve le signe de la partie imaginaire et envoie le point
1 sur lui-méme et le point z& sur le point —1. O

Lemme 7.3.2 Soit n € N et soit £, : C — C [l"application z — 2. Pour chaque compo-

— /T
sante conneze de B (]\4_1 (]D))), il existe un unique k € {0,...,q,_1—1} tel que e Velns

n
appartient a cette composante.
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Dém. D’aprés le lemme 7.3.1 ci-dessus, M ! (ﬁ) est un disque se trouvant strictement a
droite de 0, donc les composantes connexes de sa préimage par F,_; sont contenues dans des
secteurs d’amplitude qL_l et séparés les uns des autres par des secteurs de méme amplitude.

En outre 1 € M} (ﬁ), donc chaque composante contient une et une seule racine g, _1-

iéme de I'unité. O
n—1

Corollaire 7.3.3 Le nombre de composantes connezes de K, est N, = qu.
k=0

Dém. L’application M,,_; est un homéomorphisme entre E,;ll (Mn_1 (ﬁ)) et Y, 90---0

po(fn) O
Le lemme précédent permet de numeéroter les composantes de

%:1 (Wﬁil(ﬁ)) = 90;1 (Mnjil(ﬁ))

avec Z,, de la facon suivante : & une composante on associe le représentant de k& modulo

Gn si k est tel que 2V =Tk appartient & I'image de cette composante par M,. Grace a

cette numérotation, on peut définir I’adresse d’un point z € K, comme étant la suite finie
(koy ... kn1) € Zgy X+ - - XLy, , telle que @;_s0---0pg(z) appartient a la composante numéro
ki de gojill (ﬁ) De méme on définit I’adresse d’un point z € K, comme étant la suite
infinie (ko,...,kn,...) des numéros respectifs des composantes auxquelles appartiennent la
suite des ¢, 200 pg(z). Ainsi, sur chaque composante de K, les n premiers numéros des
adresses des points z € K, sont constants.

Définition 7.3.4 Soit z € K,,, alors le n-uplet o € Zgy X - -+ X Zy, , est l'adresse de z dans

K, si pour tout k <n—1, My 10pro---0py(2) appartient & la méme composante connexe
de ;" (D) que 2V Tow g

Soit z € K, a € HZ% est l'adresse de z dans Ko, si pour tout n € N, le point
neN

M, 10@,0---0py(2) appartient a la méme composante conneze de <p;1 (ﬁ) que 2V langy

Etant donnée une suite (s,),en de nombres entiers strictement positifs tels que s,, divise

Sn+1, on appelle odométre d’echelle (s,),en 'ensemble & = Zg, x HZ muni de la

neN
topologie produit des topologies discrétes de Z,, et d’une application d’incrémentation o :

O — O continue définie par (voir [8]) : Vj = (j,) € O,

0, = {
Dans tout ce qui suit, I’ensemble des adresses

11 %. (7.1)

neN

3n+1/5n

Jn sinon.
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est identifié & ’'odométre d’echelle (H qm> qui est alors muni d'une topologie d’ensemble
neN

m=0

de Cantor.
[’incrémentation ne sera pas utile pour I'étude de K.

Proposition 7.3.5 Soit 7 : K — P(K) Uapplication qui consiste 4 associer a un point
de K la composante conneze a laquelle il appartient.

Alors, l’ensemble des composantes connezxes de K., muni de la topologie finale de 7 est
homéomorphe & l'odométre des adresses (7.1).

Dém. Soit k € Han. Alors I’ensemble des points qui ont (ko, ..., k,_1) pour adresse dans
neN

K, est un compact connexe (homéomorphe a D). On en déduit que I’ensemble des points qui
ont k pour adresse dans K, est non vide et que cet ensemble est une composante connexe
de K. Il y a donc bijection entre ’ensemble des composantes connexes de K, et I’ensemble
des adresses. Il suffit alors de montrer que ’application qui a4 un point de K., associe son
adresse est continue.

Soit z € K, 2/ € K et soit k et k' leurs adresses respectives. Supposons qu’il existe
n tel que Ym > n, k,, = k! . Alors ¢, o -+ 0 py(z) et @, 00 y(2') se trouvent dans la
méme composante connexe de K,,. Cette composante connexe est contenue dans un voisinage
disjoint des autres composantes de K, O

Remarque 7.3.6 On pourrait montrer directement que [’espace des composantes connexes
de K, est un ensemble de Cantor. L’information importante est contenue dans la continuité
de application adresse.

Définition 7.3.7 Identifiant [’espace des adresses et l’espace des composantes connexes de
K, on le note Kpye-

7.3.2 Lemmes de calculs

_ q
Lemme 7.3.8 Soitc>1, g€ N*, t =c/q et ¢ : D — P défnie par ¢(z) = (11_ZZ> .

Soit € > 0 et v = CHZ/;C{. Alors il existe qo € N tel que si q > qo et si z € D est tel que

|z — | > 7 alors |¢'(2)| > 1 +e€.

Dém. Notant z la partie réelle de z et r son module, la propriété |z — | > « est équivalente
a la relation r? > 2vx.
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Sous I'hypothése que cette relation est vérifiée, on a

z—t2__1+ﬁ 2t
z - r2 72
222 2x
2 It ee e
2
tx
- (1‘72)
2
t
> (-3)
2y
C 1715/2

q—1 o 1—t\¢9
, ainsi |¢(z)] > — ( f”) . Comme d’autre part
2y

En outre |¢/(z)| = ( -

1—t)r2

1-t

__t
1 2

z) O

1—t\ 9
< ( _2”) ~ e > 1+¢, onaura |[¢'(z)| > 1+ ¢ pour ¢ assez grand (indépendamment de

Dans la suite on note arg la détermination de I’argument & valeurs dans l'intervalle | — 7, 7].

_ q
Lemme 7.3.9 Soitc>1, g€ N*, t =c/q et ¢ : D — P défnie par ¢(z) = (11_ZZ> :

™ clmz

Alors, pour tout z € D tel que |arg(z —t)| < 5, on alargp(z)| > 222"

Dém. Par symétrie, il suffit de le prouver pour tout z = = + /—1y tel que z >t et y > 0.
Sous ces hypothéses on a arg(z) = arcsin(y/|z|) et arg(z — t) = arcsin(y/|z — t]).
Par ailleurs, arg p(z) = gq(arg(z —t) — arg(z)) > 0. Ainsi,

) = (e () nin (1))

Or étant donné que arcsin est convexe sur [0, 1],

arcsin( y ) > arcsin (i) + arcsin’ (i) ( y __ i)
|z — ¢ || 1z} \[z =] |7]

_ L
.

En outre arcsin’ (%)

Nous allons estimer la différence ﬁ — % Posons r := |z|. Nous avons

12 tx
ot = (o)

1 1 [/ t? tx
- < —(1+2(==2=21)).
‘Z t‘ = r ( _'_2 (7,2 7«2))
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Il est facile de vérifier que

Ainsi :
1 1 1
> - 1 (12 t
|z~ rlts(z—23)
1 1 /t? tw
> —(1-=(=-2=
> (13 (5-29)).
etdoncﬁ—ﬁ_f—ﬁ—%fﬁ—i.

De ces estimations, il vient,

t 1t
arg p(z) > %<1———)

AV
RS
N
—_
|
DN | =
SR
"

Puisque z > t, on a arg p(z) > 5%. O

272

Corollaire 7.3.10 Dans le méme contexte que celui du lemme précédent, on a :

m
Jarg(2)] < ZJarg p(2)] - |2

Dém. D’apres le lemme précédent, nous avons |argo(z)| > g'f’;g‘, or |1"’;‘y| = | sin(arg z)|.
Comme en outre |sint| > 2|¢| pour tout ¢ € [0,%], on obtient |argy(z)| > ﬁ\ arg z|, i.e.
|arg 2] < | arg o(2)]. 0

7.3.3 Résultats

Soit K, o la composante de K,, contenant le point 1. Il s’agit de I’ensemble des points
dont ’adresse commence par n zéros.

Lemme 7.3.11 L’application M, 10 pp0---0p: K9 — D est la restriction d’un biholo-
morphisme défini au voisinage de K, q.

Dém. Les préimages d’'un méme point se trouvent sur des composantes de K,, différentes. []
Lemme 7.3.12 L'intersection de K, o avec la droite réelle est un intervalle contenant 1.
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Dém. L’homéomorphisme (M, o ¢,_10---0¢p) |k,, est une bijection entre les points réels

de K, et ceux de D. O
Soit Io == [ Kno -
neN

Lemme 7.3.13 Supposonsc > 7. Alors, pour toutn € N, on a K, o C {z eD:|argz| < 5 (%)n}

Remarque 7.3.14 Voir remarque 7.2.2 pour les restrictions sur la portée de ce lemme.

Dém. Soit z € K,. Par hypothése 2, = @ 0---0(2) € D, pour tout k = 0, ...,n. Ainsi,
d’aprés le lemme 7.3.1, |arg(z; — tpq1)| < 5, K = 0,...,n — 1. Alors, du lemme 7.3.10, il
vient Vk <n — 1, |arg z;| < 7| arg zx41]. O

Corollaire 7.3.15 Si c > m, la composante limite Iy := ﬂKn,o est un segment de la droite

neN
réelle (éventuellement réduit au point 1).

En particulier sa dimension de Hausdorff est 0 ou 1.

Conjecture 7.3.16 (C’est vrai aussi pour ¢ > 1.

Remarque 7.3.17 Il est facile de voir que toutes les composantes connexes de K., qui sont
envoyées en un nombre fini d’étapes sur la composante contenant le point 1 est homéomorphe
a ly.

7.4 Lien entre le modéle et son origine
On espére établir un isomorphisme entre le modéle supposé et ce qu’il est censé mo-

déliser en utilisant la théorie de renormalisation des fonctions presques paraboliques (voir
notamment [36], [13]).
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