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Résumé

On étudie dans cette thése la régularité des cones et d’ensembles de dimension
3 dans R*.

Dans la premiére partie, on étudie d’abord la régularité Bi-Holderienne des cones
minimaux de dimension 3 dans R*. Ceci nous permet ensuite de montrer la régularité
C'! des cones minimaux de dimension 3 dans R*. La méthode est la méme que pour
les ensembles minimaux de dimension 2. On construit des compétiteurs et on se
rameéne aux situations connues des ensembles minimaux de dimension 2 dans R3.

Dans la deuxiéme partie, on utilise le résultat de la premiére partie pour donner
quelques résultats de régularité Bi-Holderienne pour les ensembles minimaux de di-
mension 3 dans R*. On s’intéresse aussi aux ensembles minimaux de Mumford-Shah
et on obtient un résultat de 'existence d’un point de type T.

Mots clefs. Ensembles minimaux, ensembles presques minimaux, mesure de
Hausdorff, cones minimaux, rectifiabilité, théoréme de J.Taylor.

Abstract

In this thesis we study the problems of regularity of three-dimensional minimal
cones and sets in R*.

In the first part we study the Holder regularity for minimal cones of dimension 3
in R*. Then we use this for showing the C! regularity of the same class of cones. The
techniques used here are the same as the ones for the regularity of two-dimensional
minimal sets. We construct some competitors to reduce to the known situation of
two-dimensional minimal sets in R3.

In the second part, we use the first part to give somme results of the Holder
regularity for three-dimensional minimal sets in R*. We interested also in Mumford-
Shah minimal sets and we get a result of the existence of a T-point.

Key words. Minimal sets, almost minimal sets, Hausdorff measure, minimal
cones, rectifiability, J.Taylor theorem.
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Chapitre 1

Introduction

Le but principal de cette thése est de démontrer la régularité C* pour les cones
minimaux de dimension 3 dans R*. Les démonstrations sont le plus souvent élémen-
taires, basés sur le controle de la distance locale d’'un ensemble avec certains types
de cones.

On rappelle le résultat de J. Taylor dans [JT| qui dit que les ensembles mini-
maux de dimension 2 dans R? sont localement C'-équivalents aux cones minimaux
de dimension 2 dans R3. G.David, dans [D2] a généralisé ceci a tous les ensembles
minimaux de dimension 2 dans R", sous la condition de "‘full length"’ pour les cones
tangents. On compte aussi faire quelque chose de semblable pour les ensembles mi-
nimaux de dimension 3 dans R*, mais on n’arrivra pas & une description aussi précise.

Ensembles minimaux.

On commmence par la définition et quelques propriétés des ensembles minimaux.
On parle d’abord de la mesure de Hausdorff.

Définition 1.1. Soit E C R"™ un ensemble fermé. On recouvre E par des
ensembles {A;}2,, avec la propriété diam(A;) < r pour tout i. Pour s et r positifs
et une constante cg positive qu’on va choisir a la fin, on définit

H(E) = inf{c,() _ diam(4,)*) : E C N2, A; et diam(A;) < r}.
=1

La fonction H; est décroissante en r, donc elle a une limite quand on fait tendre r
vers 0. On pose
H*(FE) =1lim H:(F).
(E) = lim H(E)
Alors H*(E) s’appelle la mesure de Hausdorff de dimension s de E. La dimension
de Hausdorff de E est l'unique s € [0,n] tel que H**(E) = 0 pour tout s; > s et
H**(E) = +00 pour toul sy < s.
La constante ¢y est une constante de normalisation, que nous choisissons telle
que HY(B4(0,1)) = 1, ot B4(O,1) est la boule unité de dimension d dans R<.
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La mesure H? est borélienne, mais n’est pas sigma-finie. Ensuite, la restriction a
R? ou un plan de dimension d de la mesure H¢ est un multiple avec une constante
positive qui est une fonction de n et d de la mesure de Lebesgue. Aussi, la restriction
de H? a une sous-variété de dimension d est un multiple du volume de dimension d
de cette sous-variété.

Fixons d, et soit £ un ensemble H%mesurable et z € E. On note
Op(x,r) =r *HYEN B(x,r)),

pour tout rayon r > 0. Si maintenant la limite lim,_,of0g(x,r) existe et est finie,

alors on pose
Op(x) =limOg(x,r).

r—0

On appelle 0g(z) la densité de F en z.

Définition 1.2. Soient E un ensemble fermé de R™ et d < n —1 un entier. Un
compétieur au sens d’Almgren (aussi dit Al-compétiteur) pour E est un ensemble
fermé F C R™ qui peut s’écrire comme F' = @(F), ou ¢ : R* — R" est une
application Lipschitzienne telle que W, = {x € R™; p(x) # x} soit borné.

Un ensemble minimal au sens d’Almgren de dimension d dans R™ est un en-
semble fermé E C R™ tel que HY(E N B(O, R)) < 400 pour tout R > 0 et

(1.2.1) HYE\F)<HYF\E)
pour tout Al-compétiteur F pour E.

Il existe des ensembles minimaux de dimension d dans R", par exemple les sous-
espaces de dimension d. Mais il est trés probable qu’il en existe beaucoup d’autres.
Dans le cas ot d = 2 et n = 3, on connait la liste des cones minimaux, ce sont les
plans, les cones de type Y et les cones de type T, définis comme suit.

Définition 1.3. On choisit dans R3 un systeme de coordonné Oxyz.

Dans le plan Oxy, on choisit ensuite trois demi-droites Om,On, Op, de sorte
que langle entre deux de ces demi-droites est 2w /3. Un cone de type Y est l'image
par une isométrie du come [Om U On U Op| X L, ot L est la droite passant par O et
orthogonale au plan Oxy.

Soit ABCD wun tétraédre régulier de centre O. Un cone de type T est le cone de
centre O, porté sur l'union des arétes du tétraedre, ou l'image de ce cone par une
1Sométrie.

On ne sait pas encore quelle est la liste des ensembles minimaux dans R3. De
plus, au lieu d’étudier la régularité des ensembles minimaux, on peut introduire
une autre classe d’ensembles, avec une condition plus légére, la classe des ensembles
presque minimaux, dont la définition peut se localiser & un ouvert.

Intuitivement, un ensemble presque minimal est un ensemble qui a des proprié-
tés comme un ensemble minimal, mais on peut ajouter au coté droit de l'inégalité



tel-00665664, version 1 - 2 Feb 2012

(1.2.1) une toute petite quantité. Pour la définition, soit A une fonction croissante
de (0,400) dans [0, +00], telle que lims_,oh(d) = 0. On appelle une telle fonction
une fonction de jauge.

Définition 1.4. Soit U C R™ un ouvert, et soit E une partie fermée de U telle
que HY(E N B) < 400 pour chaque boule B C U. On dit que E est un ensemble
presque minimal dans U, avec la fonction de jauge h, si pour chaque 0 > 0 et pour
chaque famille des fonctions ¢, 0 <t <1:U — U satisfaisant a

wo(r) =z pour x € U,

la fonction (¢, x) — () de [0,1] x U vers U, est continue
1 est Lipschitzienne,

et, si on pose

W, ={z € Uspy(x) #a} et W= ] W, U@(W)),

te(0,1]

si W est relativement compact dans U avec diam(W) < 6,
alors

HYENW,) < HY(p (ENW))) 4+ h(8)6%

Une propriété des ensembles presque minimaux est qu’ils sont tous rectifiables. Un
ensemble A C R™ est d-rectifiable s'il existe des fonctions Lipschitziennes {f;}52; :
R? — R™ telles que HY(A \ (UZ, fi(R?))) = 0. Cela nous permet de parler de
I'existence du plan tangent approché presque partout pour un ensemble presque
minimal.

Régularité pour les ensembles minimaux de dimension 2.

On commence par rappeler le théoréme de J. Taylor pour la régularité des ensembles
presques minimaux et réduits de dimension 2 dans R3. On dit que £ € R", de di-

mension d est réduit si pour tout = € E, la densité 0g(z) = lim,_,o w > 0.

Théoréme 1.5. Soit E un ensemble réduit presque minimal de dimension 2
dans R, avec une fonction de jauge h telle que h(r) < Cr® pour r assez petit.
Soit © € E. Alors il existe un cone minimal X de dimension 2, centré en O tel
que x + X est tangent a E en x. De plus, il existe un rayon rq > 0 tel que, pour
0 <7 <o, il existe un CYP difféomorphisme ® : B(O,2r) — ®(B(0,2r)), tel que
®(0) ==z, |P(y)—x—y| < 107%r poury € B(O,2r), et ENB(x,7) = ®(X)NB(x,7).

Dans le théoréme, 8 > 0 ne dépend que de a. Le C'# diffeomorphisme dans
la conclusion veut dire que D® et son inverse sont Holdériennement continues avec
coefficient (.

Dans [D2], G. David a généralisé ce théoréme aux ensembles minimaux de di-
mension 2 dans R”, avec n > 3. Mais pour obtenir la régularité C'#, il lui faut
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supposer la condition de "‘full length"’ pour les limites d’explosion de E en z, qui
sont aussi des cones minimaux de dimension 2.

Aussi, G.David a vérifié dans [D2] que des cones minimaux de dimension 2 dans
R? satisfont tous a la condition de "‘full length"’. Donc le théoréme 1.15 dans [D2]
est vraiment une génération du théoréme 1.5. On va définir les notions de limites
d’explosions dans le chapitre 2, et la condition de "‘full length"’ dans le chapitre 5.

On rappelle d’abord la régularité Bi-Holdérienne locale d’un ensemble presque
minimal £ de dimension 2. Pour cela, on utilise le théoréme de Reifenberg géné-
ralisé, dont on va parler dans le chapitre 3. Donc soit x € E et r un rayon assez
petit. La technique est d’approcher pour chaque y € B(z,7/2) et t < r/2, 'ensemble
E par un cone minimal de dimension 2 dans la boule B(y,t). On montre que si le
rayon r est trés petit, on peut trouver dans chaque boule B(y, t) un cone minimal de
dimension 2 qui est assez proche de notre ensemble F, et ceci de maniére uniforme.
Cela nous permet d’utiliser le théoréme de Reifenberg généralisé dans [DDT] pour
démontrer la régularité Bi-Holdérienne.

Maintenant parlons de la régularité C' de E. Dans le chapitre 6 de [D2], on
construit, grace a I'équivalence Bi-Holdérienne pour F, un réseau de courbes recti-
fiables dans £ N B(z, 7). Dans le chapitre 8 de [D2|, on construit par extension har-
monique, un "‘compétiteur"’” pour le cone s’appuyant sur une courbe Lipschitzienne
dans 0B(z,r). Ce compétiteur a une aire plus petite que celle du cone, si la courbe
n’est pas géodésique. Dans le chapitre 9 de [D2], on construit un compétiteur pour £
dans B(x,r). On utilise ensuite la preque-minimalité de E, pour déduire une inéga-
lité entre la mesure de H*(ENAB(z,r)) et H*(EN B(x,7)). Grace a cette inégalité,
on obtient une inégalité différentielle sur I’excés de densité pour chaque point z € F.

La fin de la démonstration pour la régularité C* est donc de montrer, pour chaque
y € ENB(x,r) et t <r/2, qu’il existe un cone minimal Y (y,t) de dimension 2 tel
que dy+(E,Y (y,t)) < Ct* ( voir le chapitre 3 pour la définition de la distance de
Hausdorff locale d,,; ). Ici, a est une constante positive qui dépend de la fonction de
jauge h. Donc on peut utiliser le chapitre 10 dans [DDT| pour conclure que E est
C'-équivalent & un cone minimal de dimension 2 dans B(z,r).

Reésultats principaux de la thése.

Donc une orientation naturelle est d’étudier la régularité d’un ensemble minimal
de dimension 3 dans R*, surtout le comportement de ’ensemble des singularités de
cet ensemble. Mais nous avons une difficulté ici, ¢’est qu’on ne sait pas encore la liste
des cones minimaux de dimension 3 dans R*, ce qui n’est pas le cas pour les cones
minimaux de dimension 2 dans R?, oi1 on sait exactement qu’il n’y a que trois types
P, Y et T. Alors on se restreint a étudier d’abord les cones minimaux de dimension
3 dans R*.
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Déja, la liste des cones minimaux de dimension 3 dans R* est loin d’étre connue.
A ma connaissance, il y a les cones de type P, Y, T. Ken Brakke a montré dans
[Br| que le cone s’appuyant sur les 2-faces du cube unité dans R* est aussi un cone
minimal. Par la méthode de calibration, Morgan et Lawlor dans [LM| ont montré
que le cone porté sur le (n — 2) squelette d’'un simplexe régulier de dimension n
dans R", est aussi un cone minimal de dimension n — 1 dans R™. Donc on peut
prendre n = 4 pour obtenir un autre candidat dans la liste des cones minimaux de
dimension 3. Pour l'instant, je ne connais pas d’autre exemple de cones minimaux
de dimension 3 dans R*. De plus, si on considére un ensemble minimal ou presque
minimal de dimension 3 en général, toute limite d’explosion de cet ensemble en un
point est un cone minimal, mais contrairement au cas de dimension 2 dans R3, on
ne sait pas quel est le type de ce cone. Donc pour étudier les ensembles minimaux
de dimension 3, il est crucial d’étudier d’abord les cones minimaux de dimension 3.

On va parler maintenant des résultats principaux de la thése. On se donne F un
cone minimal de dimension 3 dans R*, centré a l'origine O. Soit x € E N 9dB(O, 1),
soit H I'hyperplan de dimension 3, tangent & 0B(O, 1) au point z, et soit £’ = ENH.
On note également OF = EN0JB(O,1). Les théorémes principaux qu’on veut mon-
trer dans cette thése sont les suivants.

A. Théoréme de régularité C' pour les cones minimaux de dimension
3 dans R*.

Théoréme 1.6. Pour chaque x € E N OB(O,1), on peut trouver un rayon
r > 0, qui dépend de x, un cone minimal Y de dimension 2 contenu dans H et un
difféomorphisme de classe C' f : H — H tel que

f(YnB(x,r)) C E'NB(z,3r/2) C f(Y N B(x,2r)).

On voit que cela équivaut au fait que OF est localement C' équivalent & un des
cones des trois types ci-dessus, puisque localement, OF est difféeomorphe & E’, car
E est un cone. Notre stratégie repose principalement sur ’estimation de la distance
locale de E avec un des trois cones minimaux spéciaux de dimension 3 dans R*,
qu’on note également de type P, Y ou T, sauf que maintenant ils sont de dimension
3. Concrétement

Un cone minimal de dimension 3, de type P n’est rien d’autre qu’un plan affine
de dimension 3.

Un cone minimal de dimension 3, de type Y est de la forme j(Y' x L), ou
Y’ C R3 est un cone de dimension 2 de type Y centré a lorigine et L est la droite
passant par lorigine et orthogonale a R3. Ici, j est une isométrie de R*.

Un cone minimal de dimension 3 de type T est de la forme j(T'x L), ou T" C R3
est un cone minimal de dimension 2 de type T, centré a l'origine et L est la droite
passant & l'origine et orthogonale a R3. Ici, j est une isométrie de R*.
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On va d’abord montrer I’équivalence Bi-Holdérienne de E’ avec un cone minimal
dans B(z,r). L’idée est de montrer que pour chaque € > 0, on peut trouver r > 0
tel que pour y € E' N B(x,r/2) et 0 < t < r/2, il existe un céne minimal Y’ de
dimension 2 dans H, tel que

dy(EY') <e.

Une fois qu'on aura obtenu ’équivalence Bi-Holdérienne pour E’, on pourra faci-
lement construire des compétiteurs pour E. Pour cela, on construira d’abord un
compétiteur pour £’ dans H. La procédure est la méme que dans le chapitre 9 de
[D2]. Ensuite, on utilisera une interpolation pour construire un compétiteur pour
E. Finalement, on utilisera la minimalité de E pour obtenir une sorte d’inégalité
epipérimétrique pour E’. On obtiendra ainsi I'inégalité

|0p (x,t) — O0p (z)| < Ct*,

pour t < 7/2 et ol v est une constante géométrique. On utilisera ensuite les chapitres
11 et 12 dans [D2] pour en déduire que

dei(E',Y') < Ot

pour t < r/2. Ici, Y’ est la limite d’explosion de E’ en z et b est aussi une constante
géométrique. Soit M la collection des cones Z’ de dimension 2 qui sont I'image d’'un
cone minimal de dimension 2 dans H par une application affine, Bi-Lipschitzienne
avec la constante bi-Lipschitzienne plus petite que 100. Un peu plus de travail nous
donnera, qu’il existe pour chaque y € B(x,r/2) et t < r/2, un cone Z' € M tel que

dy(E',Z") < CP.

Cela nous permettra d’utiliser la partie 10 dans [DDT] et d’obtenir le théoréme 1.6.

B. Régularité prés d’un point de type P ou Y d’un ensemble minimal
de dimension 3 dans R*.

Une fois obtenu le théoréme de régularité pour les cones minimaux de dimen-
sion 3 dans R*, on s’intéressera a la régularité prés d’un point de type P ou Y d'un
ensemble minimal de dimension 3 dans R*. Voir le chapitre 4 pour la définition des
points de type P, Y ou T d’un céne minimal, et le chapitre 6 pour ceux d’un en-
semble minimal général de dimension 3 dans R*. En bref, un point est dit de type
P si la densité en ce point est égale a celle d’'un point d’un plan de dimension 3. Un
point est dit de type Y si la densité en ce point est égale a celle au centre d’un cone
minimal de dimension 3 de type Y et similairement pour la définition d’un point de
type T. Maintenant, on a le théoréme suivant, qui est d’Almgren dans [Al].

Théoréme 1.7 [Al]. Soit E un cone minimal de dimension 3 dans R*, centré
a Uorigine. St OE = ENOB(O, 1) est une sous-variété lisse de la sphére unité, alors
E est un plan de dimension 3 passant par l’origine.

En fait, pour démontrer ce théoréme, Almgren a d’abord montré que la surface
OF est topologiquement équivalent & une sphére de dimension 2. Ensuite, il a montré
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que toute surface fermé de dimension 2 dans 0B(O, 1) qui a une courbure moyenne
nulle partout et qui est topologiquement équivalente & une sphére de dimension 2,
est exactement une sphére de dimension 2. J. Simons a généralisé le théoréme 1.7
pour tout les cones lisses de codimension 1 dans R", pour n < 6. Ici, un cone lisse
veut dire un cone centré a l’origine et qui s’appuie sur une surface lisse de la sphére
0B(0,1). La démonstration de J. Simons utilise un calcul direct sur la deuxiéme
variation de l'aire de £ N B(O,1). Il en déduit ensuite que la deuxiéme forme fon-
damentale en tout point de OF est nulle et puis on peut déduire facilement que OF
est une sphére de dimension n — 2.

Grace au théoréme 1.7, on peut montrer que si pour tout z € OF, la densité
0p(z) est égale & dp (celle d'un point d'un plan de dimension 3), alors E est un plan
de dimension 3. Si maintenant E est un ensemble minimal de dimension 3 dans R*
et * € E un point de type P, on montre dans chapitre 6 que pour chaque € > 0, il
existe un rayon r > 0 tel que pour t < r/2 et y € B(x,r/2), E est e-proche d'un
plan de dimension 3 dans la boule B(y,t). On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 1.8. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R* et x € E
un point de type P. Alors pour chaque o > 0, il existe un rayon r > 0 qui dépend de
x et de a, tel que dans la boule B(z,r), E est Bi-Héldériennement équivalent a un
plan de dimension 3, avec la constante Bi-Holdérienne plus petite que 1 + .

Voir le chapitre 3 pour la définition d’équivalence Bi-Holdérienne. Notons qu’Al-
lard dans [Ald] a montré qu’autour d’un point de type P, E est une surface lisse
de dimension 3. Mais ici on utilise les techniques différentes, on ne parle pas des
courants, et la démonstration est plus simple.

Grace aussi au théoréme 1.7, on déduit (voir le corollaire 5.33) qu'il n’existe pas
de cone minimal dont la densité au centre est comprise entre les densités dp et dy
d’un plan et d’un cone de type Y. Voir au début du chapitre 4 pour les définitions de
dp et dy. Soit maintenant x € E un point de type Y. Alors on peut montrer que pres
de x, les points ont pour densité soit dp, soit dy, soit une densité tres légérement
plus grande que dy. Cela nous permet de conclure que pour chaque € > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que si y € E N B(x,r/2) et t < r/2, E est e-proche d’'un cone
minimal de dimension 3, de type P ou Y. C’est exactement ce dont on a besoin pour
obtenir I'équivalence Bi-Holdérienne autour de x. On déduit le théoréme suivant.

Théoréme 1.9. Pour chaque o > 0, on peut trouver € > 0 tel que les choses
qui suivent sont vraies. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R*. On
suppose que x € E est tel que dy < 0p(x) < dy + €. Alors il existe un rayon r > 0
tel que dans la boule B(x,r), E est Bi-Héldériennement équivalent d un cone mini-
mal de dimension 3 de type Y, avec la constante Bi-Héldérienne plus petite que 1+ .

C. L’existence d’un point de type différent de P et Y pour un ensemble
minimal de Mumford-Shah prés d’un céne de type T.
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Un autre résultat de cette thése est 'existence d'un point de type différent de
P et Y pour un ensemble minimal de Mumford-Shah dans R%, & condition que cet
ensemble soit trés proche d’'un cone de type T dans B(O, 1). On donne la définition
d’un ensemble minimal de Mumford-Shah, qu’on appellera aussi un ensemble MS-
minimal.

Définition 1.10. Soit E un ensemble fermé dans R™. Un Mumford-Shah com-
pétiteur (MS-compétiteur) pour E est un ensemble fermé F C R™ tel que l'on peut
trouver R > 0 tel que

F\ B(O,R)=FE\ B(O,R)

et de plus, F' sépare y et z quand y,z € R"\ (B(O, R)UE) sont séparés par E dans
R™.

Ici, un ensemble fermé K est dit séparer y et z dans un ouvert U si y et z sont
dans deux composantes connexes différentes de U \ K. On peut donner maintenant
la définition d’un ensemble MS-minimal.

Définition 1.11. L’ensemble fermé E C R™ est un ensemble MS-minimal si E
a pour la mesure H" ™1 localement finie et

H"™ {(E\F) < H"'(F\ E)

pour tout MS-compétiteur F' de E.

La motivation pour montrer 'existence d’'un point de type non-P et non-Y vient
de la proposition 18.1 dans [D1]. Dans cette proposition, G.David a montré que si £
est un ensemble MS-minimal qui est trés proche d’un cone de dimension 2 de type T
dans B(O, 1), alors il existe un point de type T dans F N B(O,3/4). Ceci lui permet
ensuite de montrer que E est Bi-Holdériennement équivalent & un T dans une boule
plus petite, et aussi de montrer que tout ensemble M .S minimal de dimension 2 dans
R3 tout entier est un coéne minimal.

Maintenant, si E est de dimension 3 dans R*, la situation est un peu différente.
D’abord, puisqu’on ne sait pas s’il y a des cones minimaux de dimension 3 dans R*
dont les densités aux centres de ces cones sont comprises strictement entre dy et dr,
on ne peut pas forcément parler d'un point de type T ici. Ensuite, puisque les points
de type Y de E ne forment plus une courbe simple, mais une variété Holdérienne de
dimension 2, on doit changer de technique pour montrer une propriété de connexité
entre deux points de type Y. On montrera le théoréme suivant.

Théoréme 1.12. Soit E un ensemble MS-minimal dans R*. Alors il existe
e > 0 une constante petite, mais géométrique, telle que si T est un cone minimal de
type T de dimension 3 dans R* centré en O et tel que

d071(E, T) < €,

alors il existe un point de type non-P et non-Y dans E N B(O,3/4).
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Voila tous les théorémes présentés dans cette these. Il nous reste encore des
problémes ouverts, notamment la question de I'existence d’un céone minimal de di-
mension 3 dans R*, dont la densité au centre serait légérement plus grande que dy-.
Mieux encore, on se demande aussi s’il en existe un dont la densité est strictement
comprise entre dy et dp. Toutes ces questions seront présentées dans le chaptire 8.

Voici la structure de cette thése.

Dans le chapitre 2, on présente des résultats généraux sur les ensembles mini-
maux.

Dans le chapitre 3, on introduit un résultat qui est la généralisation du théoreme
de Reifenberg.

Dans le chapitre 4, on montre I'équivalence Bi-Holdérienne locale loins d’origne
pour les cones minimaux de dimension 3 dans R*. On montre qu’il sont localement
Bi-Ho6ldériennement équivalents & un céne minimal de type P, Y ou T.

Dans le chapitre 5, on montre I’équivalence C' locale loins d’origine pour les
cones de dimension 3 dans R*. C’est le théoréme 1.6.

Dans le chapitre 6, on montre 1’équivalence Bi-H6ldérienne avec un cone minimal
de dimension 3 de type P ou Y, autour d’un point x de type P ou Y, d’un ensemble
minimal de dimension 3 dans R*.

Dans le chapitre 7, on introduit les ensembles minimaux de Mumford-Shah. On
va montrer I'existence d'un point de type différent de P et de Y, d'un ensemble mi-
nimal de Mumford-Shah qui est e-proche d'un cone de dimension 3 de type T dans
B(O,1). Avec € une constante trés petite.

Dans le chapitre 8, on donne quelques questions ouvertes.
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Chapitre 2

Propriétés des ensembles minimaux

Ce chapitre est une introduction aux propriétés connues et générales des en-
sembles minimaux. La référence se trouve principalement dans [D1|. Comme dans
I'introduction, on a déja donné la définition d’ensemble minimal et presque minimal,
on commence ce chapitre par la définition des ensembles quasi-minimaux.

Définition 2.1. Soient U un ouvert dans R™, M > 1 une constante, 69 > 0,
h € [0,1). On note GAQ(M, 6y, U, h) l’ensemble des sous-ensembles fermés E de U
tels que HY(E N B) < 400 pour chaque boule B C U et

(2.1.1) HYENW,) < MH o (ENW,)) + hé?

pour tout 6 < g et pour toute famille de fonctions continues ¢, 0 <t <1 comme
dans la définition 1.4. Ici, Wy = {x : pi(z) # z} et 6 = diam(W).

Les éléments de GAQ(M, dp, U, h) sont appelés les ensembles quasi-minimaux
d’Almgren généralisés. On constate que si M =1 et h = 0, il sont exactement les
ensembles minimaux dans U (voir [D1]). On introduit la définition suivante.

Définition 2.2. Pour chaque ensemble fermé E C U, on appelle
E*={z € E;H(EN B(x,7)) > 0 pour tout r > 0}

le support fermé dans U de la restriction de H® a E. On dit que E est réduit si
E*=F.

On observe que
HYE\ E*) =0,
car on peut recouvrir £\ E* par un nombre dénombrable des boules B; telles que
HYEN B;) = 0. On prend d’abord £N K, avec K un compact qui ne rencontre pas
E*, donc pour chaque z € EN K, il existe une boule B, tel que HY(EN B,) = 0 car
x n’est pas dans E*. Maintenant £/ N K est recouvert par les boules B,z € EN K
comme ci-dessus. Mais £ N K est compact, donc il existe un sous-recouvrement fini
des B, qu'on appelle {B;}, 1 <j<m.Ona

HYENK) < i HYE N By)

j=1

17
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ce qui est égal & zéro, par définition des B;. Donc HY(E N K) = 0 pour chaque K
compact dans E'\ E*. On en déduit que H(E \ E*) = 0.

Une autre remarque est que si £ € GAQ(M, 6y, U, h), alors E* est aussi dans
GAQ(M, 5y,U, h). Cela est dit au fait que H4(E\ E*) = 0, donc on a aussi H%(p,(E\
E*)) = 0 car ¢; est Lipschitzienne, ou ¢; est la fonction Lipschitzienne utilisée
dans la définition 2.1. Ensuite HY(E NW;) = HYE* NW,) et HY(p(ENW;)) =
H%(py(E* N W;)). On a maintenant, grace a (2.1.1) et les égalités ci-dessus,

HYE*NW,) < MHY (@ (E* N WY)) + ho?

donc E* € GAQ(M, o, U, h).

On donne quelque propriétés des ensembles quasi-minimaux, qui viennent pour
I'essentiel de [Al], [DS] et [D1].

Proposition 2.3. Pour chaque M > 1 il existe des constantes h >0 et C > 1,
qui ne dépendent que de n,d et M, telles que si E € GAQ(M,6,U,h), x € E*, et
0 <r <9 sont tels que B(x,2r) C U, alors

Crt < HY(E N B(x,r)) < Cre.
On appelle cela la propriété de régularité d’Ahlfors de E*.

Avant de parler d’autres propriétés des ensembles quasi-minimaux, on donne
quelques définitions et propriétés de la distance de Hausdorff sur les ensembles.
Soient H € U un compact, E, F' fermés dans U, la distance Hausdorff locale dg
entre E et F est définie comme

dy(E, F) = sup{dist(x, F);x € EN H} +sup{dist(z, E);x € FNH}.

Donc si dy(E, F) = 0, alors E = F dans H. Ensuite, si {Ey} est une suite d’en-
sembles fermés dans U et E C U un fermé qui satisfont a

k——+o0

pour chaque compact H C U, alors on dit que la suite {E}} converge vers E dans
U. On a le lemme suivant [D1].

Lemme 2.4. Soit {E}}72, une suite d’ensembles fermés dans U, alors il existe
une sous-suite {Ey;} de {Ey} et un ensemble fermé E C U tels que {Ey;} converge
vers I/ dans U.

Maintenant, si on a une suite {FE;} d’ensembles quasi-minimaux réduits qui
converge vers un ensemble E dans U, alors on peut estimer la mesure de £ dans
chaque ensemble ouvert ou fermé de U, comme suit.
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Lemme 2.5. Soit {E}} une suite d’ensembles fermés réduits qui sont tous dans
GAQ(M,d,U, h). Supposons que h est assez petit, ne dépendant que de n,d et M,
et que {Ey} converge vers un ensemble fermé E dans U. Alors E est réduit,

HYENV) < llimjnf HYE,, 0V pour chaque ouvert V C U,
—+00
et
E e GAQ(M,6,U,h).

Voir [D1], lemme 3.3 pour la démonstration.

Lemme 2.6. Soient U, M, 6, h,{EL} et E comme dans le lemme précédent. On
suppose h suffisamment petit, ne dépendant que de d et M. Alors

limsup HY(Ey N H) < (1+Ch)MHY(ENH)

k—+o0

pour tout compact H C U. Ici, C' ne dépend que de d et M.

Pour la démonstration, voir [D1], lemme 3.12. En particulier, toutes les inégali-
tés ci-dessus restent valable quand {Fj} est une suite d’ensembles minimaux, avec
M=1eth=0.

Lemme 2.7. Soit {E}y} une suite d’ensembles presques minimaux dans U, avec
la méme fonction de jauge h. On suppose que chaque E) est réduit et que la suite
converge vers un ensemble fermé E dans U. Alors E est un ensemble presque mini-
mal dans U, avec la méme fonction de jauge h.

Voir [D1], lemme 3.3 pour la démonstration. On déduit de ce lemme que si Fj
est un ensemble presque minimal avec la fonction de jauge hy, si pour tout r» > 0,
limg_, 4o hi(r) = 0, et si By converge vers un ensemble fermé E dans U, alors E est
un ensemble minimal dans U. Voir [D1] pour plus de détails.

On donne maintenant quelques notions de densité. Pour un ensemble A € R™ de
dimension d et x € A, r > 0, on définit

HYAN B(x,r))

rd

Oa(z, 1) =

I

et de plus, si la limite lim,_,o 04 (z,7) existe et est finie, on 'appelle densité de A en
x, et on la note 04 (z).

Proposition 2.8. Soit E un ensemble minimal de dimension d dans B(O, R).
On suppose qu’il existe un intervalle Ja,b] (0 < a < b < R) et une constante 6y > 0
tels que

0p(O,r) =0y pour a < r < b.

Alors, il existe un cone minimal C' centré en O tel que

EN[B(0,0)\ B(0,a)] = CN[B(O,b)\ B(O, a)].
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Démonstration. Voir [D1], théoréeme 6.2.

Proposition 2.9. Pour chaquen > 0 et 7 > 0, on peut trouver e > 0 tel que les
choses suivantes sont exactes. Soit E un ensemble presque minimal dans un ouvert
U C R", avec la fonction de jauge h. Soient x € E et r > 0 tels que B(x,r) € U,
h(2r) <€ et

Op(x,r) < inf gcrerjr00fe(2,t) + €
Alors il existe un cone minimal C centré en x tel que

dist (y,C) < 7r poury € EN B(x, (1 —71)r)
dist (y, E) < 7r poury € C'N B(x, (1 —71)r).

De plus, on a |HY(E N B(y,t)) — H(C N B(y,t))| < 7r?, poury € R™ et t > 0 tels
que B(y,t) C B(z, (1 —7)r).

Démonstration. Voir [D1], proposition 7.1.

On introduit maintenant la notion de limite d’explosion. Une limite d’explosion
de E en z est un ensemble fermé dans R™ qui est obtenu comme la limite dans R”
d’une suite {T,ZI(E — x)}, avec limg_, o 7 = 0.

Lemme 2.10. Soit E un ensemble presque minimal dans un ouvert U, soitx € E
tel que

Op(z) = 11ﬂ1_r>r(1) r*HYE N B(z,r)) existe.

Alors toute limite d’explosion de E en x est un cone minimal F centré en O, et
HYFNB(0,1)) = 0g(x).

Démonstration. Voir |D1|, proposition 7.31.

Lemme 2.11. Soient m,n,d trois entiers positifs. On suppose que E x R™ est
un ensemble minimal de dimension d+m dans R"™™, alors E est aussi un ensemble
mainimal de dimension d dans R™.

Démonstration. Voir |D1], proposition 8.3.

Pour étudier un ensemble minimal, on s’intéresse aussi aux densités de ses points.
On a le résultat suivant qui se trouvent dans [D1], proposition 5.16.

Lemme 2.12. Soit E un ensemble minimal de dimension d dans B(x, R), avec
x € E, alors la fonction f(r) = 0g(z,r) = r—*HYE N B(x,r)) est croissante pour
0<r<R.
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En fin, on a le lemme suivant, qui compare les mesures de deux ensembles
presques minimaux qui sont trés proche localement.

Lemme 2.13. Pour chaque 6 > 0, il existe € > 0 qui ne dépend que de 9,
tel que si E et F' sont deux ensembles presques minimauzx, de dimension d dans
B(z,3r) C R", avec une fonction de jauge h, et si un point x et un rayon r qui
satisfont a

h(20r/9) < €,dy10,0(E, F) <€

alors
HYENB(x,r)) < H(F N B(z, (1 +0)r)) + ore.

Démonstration. Voir [D1], lemme 16.43.
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Chapitre 3

Une généralisation du théoréme de
Reifenberg

Dans ce chapitre, on introduit le théoréme de Reifenberg généralisé. La référence
se trouve dans [DDT].

Pour commencer, on pose
1

d.(E, F) = —. max{sup{dist(z, F'); 2 € ENB(z,r)},sup{dist(z, £); z € FNB(z,r)}},
r

lorsque £, F' sont deux ensembles fermés qui rencontrent B(z, 7).

On introduit dans ce chapitre une collection des cones spéciaux de dimension
d dans R™. On déclare quelque résultats de régularité pour des ensembles qui sont
assez proches de ces cones.

On appelle P4 'ensemble des plans affines de dimension d.

On appelle Y, la collection des cones de dimension d de type Y, définis comme
suit ; on prend un ensemble Z dans un plan P de dimension 2 de R™, qui est I'union
de trois demi-droites avec le méme extrémité, et 'angle entre deux demi-droites
entre elles est supérieur a m/2. On prend V' un sous-espace de dimension d — 1 qui
est orthogonal a P. On pose Yy = Z x V. Un ensemble de type Y dans R" est
I'image par une isométrie de tout ensemble Y. En fait, 'angle 7/2 peut sans doute
étre remplacé par n’importe quel angle w strictement positif.

On appelle T’y la collection des cones de type T de dimension d, définis comme
suit ; on prend un céne minimal Z de type T de dimension 2 dans P’ = R?, comme
dans le chapitre 1. On prend ensuite un sous-espace V' de dimension d — 2, qui est
orthogonal & P, on a alors T’y = j(Z x V), ou j est une application affine bi-
Lipschitzienne de R", avec la constante bi-Lipschitzienne plus grande que 1,/100.

Donc soient P4, Yy, T’y comme ci-dessus. On pose Z' g = P, U Y’y U T';. Pour
les choses qui suivent, on se donne un ensemble fermé F € R", tel que O € E. On

23
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mesure la distance de F aux ensembles dans Z'; par la formule

(3.1) Bz(x,r) = inf d,,.(E,Z).
VAV/¥

On suppose que
Bz(x,7) < epour z € ENB(O,3) et 0 <r <3,

avec € trés petit. Cela veut dire que pour z € ENB(0O, 3), on peut choisir Z(z,1) € Z,,
tel que d,..(E, Z(x,r)) < e. Alors E sera I'image par une application Bi-Holdérienne
d’un ensemble Z € Z/;. On a le théoréme suivant (théoréme 2.2 dans [DDT]).

Théoréme 3.2. Pour chaque o € (0,1), on peut trouver € € (0,1071°) tel que :

Soit E € R™ est compact, contient l'origine, et supposons pour chaque x €
E N B(O,2) et chaque rayon r > 0 tel que B(z,r) C B(0O,2), il ezxiste un cone
Z(x,r) € Z'y contenant x tel que

der(E, Z(z,1)) < €.
On suppose de plus que si d > 2, les cones Z(x,r) ci-dessus n’appartiennent pas a
T/,.
Alors, il existe un cone Z € 7! g passant par lorigine, de méme type que le cone
Z(0,2), et une fonction f injective f : B(O,3/2) — B(O,2) tels que

B(O,1) C f(B(0,3/2)) C B(O,?2),
EnNnB(O,1)C f(ZNn B(0,3/2)) C EN B(0O,?2),
(L+a) o =y < [f(2) = f)l < (1 + )|z =y pour z,y € B(O,3/2).
On peut, de plus, prendre a < Ce quand € est petit.

Si notre ensemble E satisfait a la conclusion du théoréme, on dit que E est
Bi-Héldériennement équivalent a Z dans la boule B(O,2), avec la constante Bi-
Holdérienne 1 + «, et B(O,2) est la boule Bi-Holdérienne de F, de type P, Y ou T
selon que Z est de type P, Y ou T, respectivement.

Si on peut controler mieux les distances Sz (x,r) a toutes petites échelles, on
peut avoir la régularité C' de E. On a le théoréme suivant [DDT.

Théoréme 3.3. On prend d = 2. On suppose que pour chaque x € ENB(0O,?2)
et pour chaque r tel que B(z,r) C B(0O,2), il existe un cone Z(x,r) € Zj et une
fonction positive €(r) tel que d,,(E,Z(xz,1)) < €(r), et on suppose en plus

Z €(27%) < 400
k>0

alors il existe un cone Z et une fonction f comme dans le théoréme 3.2, qui satisfont
a toutes les conclusions du théoréme 3.2, et en plus

f est une fonction de classe C*.
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Chapitre 4

Régularité Bi-Holdérienne pour les

cones minimaux de dimension 3 dans
R4

Comme dans le chapitre précédent, il existe trois types de cones minimaux de
dimension 2 dans R?; ce sont les plans, les cones de type Y et les cones de type T.
On prend un cone de chaque type, P’ de type P, Y’ de type Y et T de type T, dans
un sous-espace de dimension 3 de R?*, tous centrés a 'origine, on appelle d’p, d}, d'y
les densités de ces cones a l’origine.

On considére les ensembles P = P’ x R, Y =Y’ xR, T = T’ x R qui sont les
produits de P’,Y’,T" avec une droite orthogonale au sous-espace ci-dessus. Alors
P,Y,T sont des cones minimaux de dimension 3 dans R* centrés a l'origine. On
appelle dp, dy,dr les densités de ces cones a l'origine, respectivement. Les cones
qui sont image par une isométrie de P, Y ou T sont appelés les cones minimaux de
dimension 3 de type P, Y ou T, respectivement.

On explique un peu pourquoi P,Y et T sont des cones minimaux. En fait, on
sait que P’ Y’ et T" sont des ensembles minimaux de Mumford-Shah dans R3. Voir
le chapitre 7 pour la définition des ensembles minimaux de Mumford-Shah et la pro-
position 7.5 pour la preuve du fait que A x R est un ensemble minimal de Mumford-
Shah si A 'est. Donc leur produits avec R sont aussi des ensembles minimaux de
Mumford-Shah dans R*. On déduit que P,Y,T sont des ensembles au sens d’Alm-
gren.

On définit ensuite 'axe d’un coéne minimal de dimension 3 de type P,Y et T
dans R*. Pour un céne P de type P, 'axe de P est lui-méme. Pour un cone Y de
type Y, alors Y = Y” x L, on Y” est un cone minimal de dimension 1 de type Y
contenu dans un plan () de dimension 2 et L est un plan de dimension 2 passant
par le centre de Y et orthogonal a (). On appelle L I'axe de Y. Pour un céne T
de type T, alors T' = T" x L', avec T’ un cone minimal de dimension 2 de type T
contenu dans un plan R de dimension 3 et L’ est la droite passant par le centre de
T’ et orthogonal & R. On appelle L' I'axe de T.

25
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Fixons dans ce chapitre £ un cone minimal de dimension 3 dans R*, centré a
lorigine, et # € ENAB(0,1). Pour chaque z € R*, on note H, le plan affine de
dimension 3 passant par z et orthogonal & Oz et E, = ENH,. On pose en particulier
H=H,et F'=F,.

Le but de ce chapitre est de montrer que pour chaque 7 > 0, il existe un rayon
r > 0 tel que £’ est Bi-Holdériennement équivalent & un cone minimal de dimension
2 dans H et centré en x, dans la boule B(x, ), avec une constante Bi-Ho6ldérienne
plus petite que 1 + 7.

Lemme 4.1. Toute limite d’explosion de E en x est un cone minimal de dimen-
sion 3 de type P,Y ou T.

Démonstration. Une limite d’explosion de F en x est de la forme F' = limy,_, Er—;‘”,
avec {ry} une suite positive qui tend vers zéro. On veut montrer que F' est un en-
semble de la forme F' = F’ x D, avec D la droite qui passe par lorigine et qui
contient x, et F” un ensemble de dimension 2 contenu dans I’hyperplan orthogonal
a D. Donc soit y € F'; on veut montrer que y + D C F. On pose E, = Er_kx;
puisque {E)} tend vers F', on peut trouver y, € Fj tel que {y;} tend vers y. Posons
2 = Tpyr + x, alors zp € E par la définition de Fy, et 2, tend vers x car r; tend
vers zéro. Fixons A € R, et posons vy = (14 Arg)zg. Alors v, € E, car E est un cone

centré & l'origine. Ensuite wy = ;' (v — x) est contenu dans Ej. De plus,

w =1y (1 + Arg)zy, — )
= 7 (14 Ar) (reyn + ) — )
= r,;l(rkyk + Myk + Argx)
= Yr + AT + Ay

donc la suite {wy} tend vers y + A\x. Donc y + D C F quand y € F. Maintenant
posons @ I'hyperplan passant par O et orthogonal & D. Posons ensuite F/' = F N Q.
C’est clair que F' = F' x D.

Ensuite, par le lemme 2.10, puisque F' est une limite d’explosion de E en x,
alors F' est un cone minimal centré en O. Mais F' = F’' x D, donc F’ est aussi
un cone (du fait que F' est un cone), minimal (par le lemme 2.11), de dimension 2
dans I’hyperplan de dimension 3, centré en O. Donc F’ est un plan de dimension
2, un coétne minimal de type Y ou un céne minimal de type T. Cela termine notre
démonstration. 0

Notons que pour tout z € ENR*\ O, par homothétie, toute limite d’explosion
de E en z est aussi un cone minimal de type P, Y ou T.

Lemme 4.2. Si E est un cone minimal de dimension 3 dans R*, centré a lori-
gine et x € ENOB(0,1), alors la densité Op(x) existe et est égale a dp, dy ou dy.
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Démonstration. D’aprés le lemme 4.1, une limite d’explosion F' de E en x est un
cone minimal de dimension 3, de type P, Y ou T et centré en O.

On applique le lemme 2.10, HY(F N B(0,1)) = 0g(z). Mais HY(F N B(O,1)) =
dp,dy ou dr selon que F' est de type P, Y ou T, respectivement. On a donc ce qu’il
faut démontrer. O

Maintenant, pour tout z € E'\ O, la demi-droite Oz coupe la sphére 9B(O, 1) en
un point 2’. On a donc 05 (z) = Ox(2'), par homothétie. Donc pour tout z € ENR*\O,
la densité 0g(z) est dp ou dy ou dp. On dit que z est de type P, si Og(z) = dp, de
type Y, si Og(z) = dy et de type T, si g(z) = dr. On constate que toute limite
d’explosion de F en z est de la méme type que z.

Proposition 4.3. Pour chaque € > 0, il existe v, > 0 tel que pour r < r,, il
existe un come minimal F(x,r) de dimension 3, de type P, Y ou T dont l’axe passe
par l'origine, tel que

dor(E, F(z,7)) <e

On remarque qu’un cone minimal F de dimension 3 de type P, Y ou T dont [’azxe
passe par O et x est égal a F' x D,, ou D, est la droite qui passe par O et x et
ot F' est un cone minimal de dimension 2 contenu dans l'hyperplan orthogonal a D, .

Démonstration. Sinon, il existe r1, 79, ..., T, ... qui tendent vers 0 tels que pour
tout cone minimal F' comme ci-dessus, on a d, ., (E, F) > €.
E—

On pose alors Ej, = Tx ; quitte a extraire une sous suite, on peut supposer que

dans R*, limy_,o, B, = M existe.

C’est clair que M est une limite d’explosion de E en x. Donc M est de la forme
M' x D,, avec M' un coéne minimal de dimension 2 (par le lemme 4.1). Donc, il
existe k tel que D1y (Ey, M) < € (D,, désigne la distance entre deux ensembles
dans la boule B(x,r)). On a donc

EF—-=z

Tk

Do (E—x,M) < ery car By =
dl‘,’l‘k<E7m+M) < €

mais M est de type M’ x D,, donc M = = + M, donc d,,, (E, M) < €, ce qui
contredit la définition des ry (car M est de la forme F(z,r) comme ci-dessus). On
obtient une contradiction et on termine ainsi la démonstration. O

Notons que pour € assez petit, la démonstration ci-dessus dit également que
F(z,r) est un plan de dimension 3 si = est de type P, un cone minimal de type Y si
x est de type Y et un cone minimal de type T si z est de type T.

On donne maintenant des lemmes importants pour montrer 1’équivalence bi-
Holdérienne prés de x. L’idée est toujours d’utiliser les cones minimaux de type P,
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Y ou T comme référence.

Lemme 4.4. Soit C C R* un céone minimal de dimension 3, centré a l'origine.
Alors, si 0c(0) =dp, (0t 0c(0) est la densité de C en O), C est un plan.

Démonstration. Puisque C est minimal, C est rectifiable et donc pour H3-presque
tout point x € C, on a fc(x) = 1. On prend un tel x.

On a 0(0) =1, donc (0, r) =1, car C' est un cone centré en O.

Pour r assez grand,
bolw,r—lal)  HYCOBla,r—lal) o
0c(0,7) H3(CNBO,r) (r—|z|)3

7,.3

— (=)

(car la boule B(z,r — |z|) est contenue dans la boule B(O,r)),

ce qui tend vers 1 quand r tend vers +o00. Alors limsup,._, . 0c(x,r — |z|) < 1.

Mais 0c(x,r — |z|) est une fonction croissante de 7, Oc(x) < Oc(z,r — |z|) < 1
pour r > |z|. On en déduit Oc(x,r — |z|) = 1 pour r > |z|.

Donc ¢ (z,7) est une constante. Par la proposition 2.8, C' est un coéne centré en
x. Donc C' est un cone centré en presque chacun de ses points. On montre mainte-
nant que C' est un plan de dimension 3.

Soient M, N, P, () 4 points dans C' qui n’appartiennent pas au méme plan affine
de dimension 2, c¢’est a dire qui forment un tétraédre. Il existe 4 point comme cela,
sinon, C' est contenu dans un plan affine de dimension 2 et puis la dimension de
C est 2, ce qui n’est pas possible. Maintenant, C' est un cone centré en M, donc
la demi-droite M N est contenue dans C, de méme, la demi-droite NM est aussi
contenue dans C, donc la droite M N est contenue dans C'. Puisque C' est aussi un
cone centré en P, le cone centré en P et contient la droite M N est contenu dans
C. Par le méme raisonnement, le cone centré en M qui contient la droite NP et le
cone centré en P qui contient la droite M N, sont contenus dans C'. L’union des trois
cones ci-dessus est bien le plan affine M N P.

On raisonne totalement comme ci-dessus, pour montrer que le cone centré en @)
qui contient le plan M NP, le cone centré en P qui contient le plan MNQ,... (il y
a 4 cones en tous), sont contenus dans C. Donc C contient le plan de dimension
3 MNPQ. On doit avoir que C' est exactement ce plan. Sinons, il existe un point
R € C qui n’est pas contenu dans M N P(Q), alors le cone centré en R et qui contient
le plan de dimension 3 M N P(Q) est contenu dans C', mais c’est un ensemble de di-
mension 4, donc la dimension de C' est 4 (absurde).

Donc C est un hyperplan affine de dimension 3 et on termine la démonstration.[]
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Lemme 4.5. Pour chaque 6 > 0, il existe € > 0 tel que si C' est un cone
minimal de dimension 8 dans R, centré a lorigine, tel que 0c(0O) < 1+ ¢, alors il
existe un plan P passant par O, tel que dp1(C, P) < 0.

Démonstration. Supposons que ce soit faux; alors il existe 6 > 0 et des cones
minimaux C7, Cy, ..., C,, ... centrés a 'origine, €1, €9, ..., €,, ... — 0 tels que

pour tout 7,0¢,(0) < 1+¢
et pour tout plan P passant par O,
do1(Ci, P) > 0.

On regarde les ensembles C; N B(O, 1). Ce sont des ensembles compacts, alors, il
existe une sous-suite C;,, C;,, ..., C; , ... tel que :

klim (C;, N B(O, 1)) existe. Notons C' cette limite ;
—00

alors C' est un cone minimal (puisque c¢’est une limite des cones minimaux centrés
en O), et sa densité est

0c(0) = HY(C N B(O, 1))
< liminf H*(C;, N B(O, 1))

k—o0

= liminf f¢,
im inf f¢,, (O)
< liml+¢, =1,
k—o00
par le lemme 2.5 appliqué pour les cones minimaux C;, qui convergent vers C'.

Mais on a également 0(0) = 0-(O, r) pour tout r > 0, car C' est un cone centré
a Porigine. C' est un ensemble rectifiable, donc il existe x € C' dont la densité 0o(z)
est 1. On démontre comme dans le lemme 4.4 le fait que 6(0) > 6c(z) = 1. On a
donc 0(0) = 1. Par le lemme 4.4, c¢’est un plan. On prend i, assez grand tel que
do1(Ci,,C) < /2 et on obtient une contradiction. O

On passe maintenant & notre lemme principal. Comme ci-dessus, on sait que si
la densité d’un cone minimal est trés proche de celle d’un plan de méme dimension,
alors le cone est lui aussi trés proche d’'un plan. Mais la situation va changer si la
densité est proche de celle d'un cone de dimension 3 de type Y ou de type T. On
ne sait pas s’il y a un résultat pareil comme celui pour les plans. Mais si on ajoute
une hypothése que notre cone est aussi trés proche d’un "‘produit"’, alors on a un
lemme qui est ’analogue du lemme 4.5.

Lemme 4.6. Pour tout 6 > 0, il existe € > 0 avec la propriété suivante :
On se donne un rayon R > 0. Soit [ € R* avec d(O,I) > 100R, et soit C' un céne
minimal de dimension 3 centré en I qui admet les propriétés suivantes

(4.6) m—e<0(C,I) <m+e,
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ot m prend une des trois valeurs dp,dy,dy et de plus, pour tout x € C N B(I,R),
il existe une droite d, passant par O telle que

(4.6.1) dist(d,, x) < eR

(4.6.2) pour tout y' € d, N B(I, R), il existe 2’ € C' : d(y',2") < €R.

Alors il existe un cone minimal Yo dont Uaxe passe par O et I, tel que dr r(C,Ye) <
0. De plus, Yo est de type P, Y, ou T selon que m prend la valeur dp,dy, ou dr,
respectivement.

Démonstration. Supposons que ce soit faux. Par homothétie, on peut supposer
que R = 1. Alors il existe €q,...,€,,... — 0 et des cones minimaux Cf,...,C,, ...
centrés en [ satisfaisant & I’hypothése correspondante a €y, ..., €,,... mais pas a la
conclusion. C’est & dire pour tout cone Y comme ci-dessus, on a dr1(C;,Y) > 6.
Alors, on peut extraire une sous-suite Cj,, ..., C; ... qui converge vers un ensemble
E. Comme les C;; sont des cones minimaux centrés en I, I I'est aussi.

Maintenant, si w € EN B(1,1/2), il existe w;, € Cy,ui, € Cyyoooytty, € Ciy s .o
qui convergent vers u. D’apres (4.6.1), pour chaque k il existe une droite d;, passant
par O et un point y;, € d;, tel que d(v;,,w;,) < €, et puis la droite d;, satisfait aussi
a I'hypothése (4.6.2). Alors la suite {y;, } tend aussi vers u. Si v’ € Oun B(I,1/2),
on prend y; € d;, de maniére que |Oy; |/|Oy;,| = [Ov'|/|Ou|, ot |AB| désigne
la longeur du segment AB. Puisque d;, est une droite passant par O, on obtient
i, W' = (|0W|/[Oul).|yi,ul, on en déduit que lim; o0 y;, = u'.

Mais pour chaque j, il existe un point ugj € Cj, tel que d(ugj,ygj) < €, d’apres
(4.6.2). Donc la suite {u; } converge vers v/, ce qui implique v’ € £. On a maintenant

(4.6.3) pour chaque u € EN B(1,1/2),0un B(I,1/2) C E,
en particulier Ol N B(1,1/2) C E.

De plus, E est un cone centré en I, donc on a IuCE , avec Tu la demi-droite
partant de I et passant par u. Maintenant soit w; appartient a l'intersection du
demi-plan de dimension 2 portant sur OI et passant par u avec B(/,1/2). On prend
un point uy dans le segment [/u,], assez proche de I de sorte que la demi-droite Oty
coupe le segment [[u]. Soit ug le point de I'intersection, alors uz € F puisque F est
le cone centré en I et u € E. Par (4.6.3) us € Ouz N B(I,1/2) est aussi dans F,
enfin on utilise le fait que F est un cone centré en I pour conclure que u; € E.

Donc pour chaque v € EN B(I,1/2), dans B(I,1/2), le demi-plan de bord OI
et qui contient u, est contenu dans E. On en déduit que E est de type £’ x D dans
B(I1,1/2) , avec D la droite contenant OI et E’' un ensemble de dimension 2 dans
I’hyperplan passant par O et orthogonal & D. Puisque F est un cone minimal, E’
Dest aussi, par le lemme 2.11. Ensuite, 05(I) = limyo 0c,, (I) = m, alors la densité
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au centre de E' est dp, dy ou d selon que m soit égale a dp, dy ou dr, respecti-
vement. Donc on a bien que E est I'un de trois types P, Y ou T en fonction de m.
Maintenant, pour k assez grand, d;1)(C;,, E) < 6/10 et on obtient une contradic-
tion. On termine ainsi la démonstration. O

Grace au lemme 4.6, on peut obtenir un corollaire qui controle la distance dans
la boule B(z,r) entre E et un cone minimal C(z,r) de dimension 3, de type P, Y
ou T dont ’axe passe par O et x.

Corollaire 4.7. Pour chaque 6 > 0, il existe € > 0 qui ne dépend que de ¢, tel
que si x € ENOB(O,1) et 1/100 > r > 0 un rayon assez petit qui satisfont a

(4.7.1) |0p(z,r) — O0p(x)] <e,

alors, il existe un come minimal Y de dimension 3, de type P,Y ou T dont [l’azxe
passe par O et x, tel que dy,/2(E,Y) < 0. De plus, le type du cone minimal Y est
exactement le type des limites par explosion de E en x.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.9, pour chaque 7 > 0 petit, il existe
€ > 0 tel que si (4.7.1) est vraie, il existe un cone minimal C' de dimension 3, centré
en x tel que

(4.7.2) dyrpo(E,C) <7,
et
(4.7.3) |\H*(E N B(z,7/2)) — H*(C N B(x,r/2)| < .

Mais on sait que Og(x,r) > 0p(z,7/2) > 0p(x), donc

(4.7.4) Op(2)(r/2)* < Op(z,1/2)(r/2)* < (Op(z) + €)(r/2)";

grace a (4.7.3), on obtient

(4.7.5) (Og(z) — 87)(r/2)* < H}(C N B(z,7/2)) < (0p(x) + e+ 87)(r/2)°.
Alors si on pose €; = € + 87. On déduit de (4.7.5) que

(4.7.6) Op(x) — e < bc(x,r/2) < Op(z) + €1;

c’est la condition (4.6) dans le lemme 4.6, pour notre céone C' centré en = et pour le
rayon r. Vérifions les conditions (4.6.1) et (4.6.2) du lemme 4.6 pour le cone C.

Onad,,;n(E,C) <7, alorssi z € CNB(x,r/4), il existe y € EN B(x,r/3) tel
que d(z,y) < 7.r/2. Maintenant E est un cone centré en O, donc la demi-droite d,,
passant par O et y est contenue dans E. Doncsiy' € d,NB(x,r/2),y € ENB(z,r/2)
et donc il existe 2’ € C tel que d(v/, 2') < 7r/2. Donc pour chaque z € CNB(z,r/4),
la droite d,, ci-dessus satisfait aux conditions (4.6.1) et (4.6.2) du lemme 4.6, pour
le rayon r. Si bien que notre cone C satisfait a toutes les hypothéses du lemme 4.6,
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avec une constante e, = max{e;, 7} pour le rayon r. On peut appliquer le lemme
et donc pour chaque §; > 0 on peut choisir e > 0 et un céone minimal Y de type
P, Y, T avec ’axe passant par O et z, tels que

(477) d:p,r/Z(K C) S 517

en fait, Y est de type P si Og(z) = dp, de type Y si Og(x) = dy et de type T si
0p(x) = dr. Maintenant, (4.7.7) et (4.7.2) nous donnent

(4.7.8) dprpp(BY) < 746

Maintenant pour chaque § > 0, on peut choisir ¢ > 0 tel que 7 et §; sont aussi
petits qu’on veut, donc on choisit € tel que 7+ 9; < 9. On conclure que pour chaque
d > 0, on peut choisir € > 0, tel que d,/2(E,Y) < 0. Cest ce qu'il faut démontrer.[]

Le lemme suivant dit que si deux cones sont trés proches, alors leurs intersections
avec un hyperplan sont trés proches aussi.

Lemme 4.8. Soient C et C deux cones centrés en O, € > 0 une constante
tres petite. Soient v < 1/100 un rayon trés petit, y € C N 0B(0O,1), H, Uhyperplan
de dimension 3, qui est tangent a 0B(0O,1) eny, C' = CNH,, C; = CyNH,. Si
ze CNBy,r/2)NH,y,, ett <r/3 satisfont a d,,(C,C) <€, alors

d.1/2(C",CY) < 2(1+1)e.

Démonstration. Pour w € C' N B(z,t/2), il existe w) € C, N B(y,r) tel que
d(w,w)) < et car d,;(C,C}) < et, par 'hypothése. Soit w; I'intersection de la demi-
droite Ow} avec H,. Alors wy € Cy N Hy. On veut estimer la distance d(w, wy).

Par l'inégalité triangulaire,
d(w, wy) d(w, wy)

d(w7 wl) S — = E———
sin(wwywy)  sin(ww,0)

ici, 7Yz, ot x,y, z sont des points dans R*, désigne I’angle entre deux demi-droites
yx et yz. Donc Tyz € [0, 27].

On estime
—— . dist(O, ww) S 1

: O) —
sin(ww,0) d(O,wy)  — 147’
puisque dist(O, ww;) > dist(O, H,) =1 et d(O,w;) < d(O,y) +d(y,w;) < 1+7.

Donc on a d(w,w;) < (1+r)et pour chaque w € C'N B(z,t/2), et c’est clair que
wy € B(z,t). De méme, pour chaque w; € C] N B(z,t/2), il existe w € C' N B(#', 1)
tel que d(wy, w) < (1+7)et, donc on a démontré que d. ;/2(C", C7) < 2(1+7)e, cest
ce qu’on veut démontrer. O

L’équivalence Bi-Ho6ldérienne pour un point de type P.
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Théoréme 4.9. Si x est de type P, alors pour tout ™ > 0, il existe un rayon
r > 0 tel que B(x,r/4) est une boule Bi-Hdldérienne pour E,, de type P, avec une
constante Bi-Holdérienne plus petite que 1 + 7.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.3, pour chaque € > 0 petit, qu'on va
choisir apreés, il existe » = r, > 0 et un plan P passant par O et x tel que
d..(E,P) < e. Notons que d’aprés la proposition, on peut choisir r aussi petit
qu’on veut.

Pour y € B(x,7/2), on a :
dyrj2(E, P) < 2d,,(E, P) < 2¢
Alors, par le lemme 2.13, pour chaque § > 0, on peut choisir € > 0 tel que

H*(EN B(y,7/2)) < H* (PN B(y, (1 +0)r/2)) + or®
< ((1468)r/2) +or®
< (r/2) + 261"

On en déduit que |0g(y,7/2) — 1| < 166, mais on sait que Og(y) = dp, dy ou dr, et
Or(y,r/2) > 0g(y), par le lemme 2.12, donc on obtient 0z (y) < 0p(y,r/2) < 1+164,
donc 0g(y) < dy pour ¢ petit, donc Og(y) = 1. On a alors

06(y,7/2) — 0p(y)| < 164.

Maintenant 0g(y,r/2) < 0g(y) + 165 = 1+ 166 ; de plus, Og(y,t) est une fonction
croissante de ¢, on en déduit que pour tout ¢ < r/2, Og(y,t) < Op(y) + 166. Par la
proposition 2.9, pour chaque ¢; > 0 on peut choisir § > 0 tel que pour 0 < t < r/2,
il existe un cone minimal C'(y,t) centré en y satisfaisant a

(4.9.1) dy+(E,C(y,t)) < 0
- |H*(E N By, t)) — H(C(y,t) N B(y, t))| < ait’.

On en déduit que |H3(C(y, t)NB(y,t))—t*0x(y, t)| < 6;t%, ce qui entraine |H>(C'(y, t)N
B(y,t)) — 3] < (166 + 61)t°, donc Ocyp(y,t) < 1+ 160 4 61, o Ocyp(y,t) =
t3H3(C(y,t) N B(y,t)), donc Oy (y)-la densité de C(y,t) en y, est inférieure a
1+ 166 + 0;.

On regarde la condition (4.9.1), le fait que d,(E,C(y,t)) < 61 implique que
si z € C(y,t) N B(y,t), il existe u € E tel que d(z,u) < td;, puis, E est un

cone centré en O, donc la demi droite Ou est contenue dans F, on appelle cette
demi-droite d,. Maintenant, puisque d, C E

(4.9.2)
pour tout v’ € d, N B(y,t), il existe 2’ € C(y,t) N B(y,t) tel que d(u',2") < td;.



tel-00665664, version 1 - 2 Feb 2012

CHAPITRE 4. REGULARITE BI-HOLDERIENNE POUR LES
34 CONES MINIMAUX DE DIMENSION 3 DANS R?

Maintenant, (4.9.2) avec le fait que ¢y (y,t) < 1+ 160 + 0, sont exactement les
conditions du lemme 4.6 pour le cone C(y,t), pour le rayon t. Donc, on peut utiliser
le lemme 4.6 et on obtient, pour chaque d, > 0, on peut choisir 4; > 0 et puis § > 0,
tels que :

il existe un plan P(y, t) de dimension 3 passant par y, et O, tel que d,, ,(C(y,t), P(y,t)) <
.

Mais dy (B, C(y, 1)) < 81, donc dy oo (E, P(y, 1)) < 2(dys(E, C(y, 1)) +dy s (Cly, 1), P(y,1))) <
2(51 + 52), on pose (53 = 2((51 + (52)

Donc, pour tout y € EN B(x,r/2) et pour tout ¢t < r/4, il existe un plan P(y, 1)
passant par y et O tel que
dy,t<E7 P(y7 t)) < 53-

Soient z € E, N B(x,r/4) et t < r/2, soit P'(z,t) 'intersection de P(z,t) avec
H,, ici, P(z,t) est 'analogue de P(y,t) ci dessus. On obtient un plan P'(z,t) de
dimenson 2 dans H,. Puisque P(z,t) et E sont des cones centrés en O, on a par le
lemme 4.8

dz,t/2(Ea:; P/(Z,t)) S 2(1 + T)(Sg S 6(53
puisque r < 1/2.

Dong, si € est petit, on a le fait que pour tout z € E, N B(xz,r/4) et pour tout
t <r/4, il existe un plan P’'(z,t) dans H,, tel que

(4.9.3) d, (B, P'(2,1)) < 63,.

Par le théoréme 3.2, pour chaque 7 > 0, on peut choisir 45 > 0, et puis r > 0, tel
que E, N B(x,r/4) soit Bi-Holdériennement équivalent & un plan de dimension 2
avec une constante C' =1+ 7. On a donc terminé notre démonstration. 0

L’équivalence Bi-Ho6ldérienne pour un point de type Y.

On considére maintenant le cas ot x est de type Y. Donc pour tout € > 0 donné,
par le lemme 4.3, il exite r > 0 et un coéne minimal Y (z, ) de type Y, dont I’axe passe
par = et lorigine, tels que d,,(E,Y (x,r)) < e. Soit maintenant y € £ N 9B(O,1).
Si notre cdone minimal F est assez proche d’un cone minimal Y de type Y, centré en
y et en l'origine. Alors la proposition suivante donne ’existence d’un point de type
Y pres de y.

Proposition 4.10. Soient y € EN9JB(0,1) et r < 1/2. Il existe ¢ > 0 une
constante trés petite, mais universelle, telle que si'Y (y,r) est un cone minimal de di-
mension 3, de type Y dont l’aze passe par O ety, qui satisfait a d, . (E,Y (y,r)) < e.
Alors, dans la boule B(y, <5), il existe un point de type Y dans E,.

Une petite remarque avant de démontrer la proposition. Ici, 1/50 est juste une
constante symbolique. En fait, on peut montrer que pour chaque n > 0, il existe
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e > 0 tel que si le cone minimal Y (y,7) et € satisfait aux hypothéses de la proposi-
tion, alors dans la boule B(y,nr), il existe un point de type Y dans E,,.

Démonstration. On prend au début € > 0 trés petit, qu'on va choisir aprés.
Supposons que la proposition n’est pas vraie, alors pour tout 2’ € E, N B(y, z5), 2’
n’est pas de type Y. Puisque E est un cone centré en O, donc pour tout z €
E N B(y,r/75), Oz coupe H, en un point 2’ € E, N B(y,r/50). De plus, z est du
méme type que z’. Donc si un point z € E'N B(y,r/75) est de type Y, alors le point
z' comme ci-dessus appartient a £, N B(y,r/50) et est de type Y, ce qui n’est pas
possible. On en déduit que pour tout z € E N B(y,r/75), z n’est pas de type Y.
Soit maintenant z € E N B(y,r/75); par le lemme 2.13, pour chaque § > 0 on peut
choisir € > 0, tel que
,

H?*(EN B(z,1/200)) < H*(Y (y,r) N B(z, (1 +6) (%)3

+90

200))
)3

r

SdY-((1+5)200) + (m

" \3

<200)

Donc si § est assez petit, H*(ENB(z,7/200)) < dr(555)° ou bien 6g(z,7/200) < dr.
On en déduit que 0g(z) < Og(z,7/200) < dr. On peut conclure que z ne peut pas
étre un point de type T. Donc, si z n’est pas un point de type Y, z ne peut qu’étre
un point de type P.

< dr

Soit L I'axe de Y (y, ) ; L est un 2-plan qui passe par O et y. Soient Iy, Fy, F3 les
trois demi-plans de dimension 3 qui forment Y (x,r). Alors Fy, Fy, F3 se coupent en L
et Pangle entre deux demi-plans entre eux est 120°. Soient w; € F; NdB(y,r/100) N
H,,i = 1,2,3. On a bien dist(w;, L) = d(w;,y) = r/100 pour 1 < i < 3. Or
dy-(E,Y(y,r)) <e, donc pour chaque 1 <17 < 3, il existe z; € E tel que d(z;, w;) <
er, et il est clair que z; € B(y,r/75). Par le lemme 2.13, on a pour chaque 1 < i < 3,

H® (EﬂB(zz,QOO)) < H(Y(y,r )ﬂB(zz,(1+5)200))+5(;m)3
= H*(F, mB(zl,(1+5)200))
< (55)" + 00,

car comme dist(w;, L) = r/100, donc dist(z;, L) > dist(w;, L)—d(w;, z;) > r/100—er,
et par conséquent, la boule B(z;, (14 0)555) ne rencontre pas L. Donc dans la boule

B(zi, (1 +6)555), Y (y,r) coincide avec F; qui est un demi-plan de dimension 3.

Puisque H*(E N B(z;, 555)) = (555)°0k (), on a bien que fp(z;) = 1. On obtient
ensuite

H3(E N Bz, r

) (W%E(z» <o

ou C est une constante.
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Donc en suivant la démonstration du théoréme 4.9, on peut conclure que pour
chaque 7 > 0, on peut choisir § > 0 tel que pour chaque 1 <i < 3, EN B(z;,r/400)
est bi-Holdériennement équivalent a un plan de dimension 3, avec une constante bi-
Holdérienne plus petite que 7. Puisque d., ;/100(E, F;) < 400d,,,.(E,Y (y,r)) < 400€,
on peut méme prendre F; comme ce plan. Cela veut dire qu’il existe pour chaque
1 <i < 3 un homéomorphisme g; : B(z;,r/400) — R* telle que

(4.10.1) E N B(z,r/800) C g:(F; Nr/600) C E N B(z,r/400)

(4.10.2) lgi(2) — z| < 7r pour z € B(z;,r/400).

De plus, on voit que B(z;,7/400) C B(y,r/75) pour 1 <i < 3.

Maintenant, comme on a vu plus haut, pour z € E N B(y,r/75), on doit avoir
que z est de type P. Donc d’aprés le théoréme 4.9, il existe un rayon r, > 0 tel que
dans la boule B(z,r,), F est Bi-Holdériennement équivalent & un plan de dimension
3, avec une constante Bi-Holdérienne plus petite que 147, ol 7 est comme ci-dessus.

On regarde maintenant notre ensemble Fy = ENB(y,r/75). On a un sous-lemme.

Sous-lemme 4.10.1. Si € et 7 sont suffisamment petits, alors il n’existe pas
un ensemble E avec les propriétés suivantes.

Il existe un cone minimal Y de dimension 3 de type Y, tel que dy,/75(Er,Y) <
75¢. En fait, Y =Y (y,r) comme ci-dessus.

I existe trois points z1, z9, z3 dans Ey, tels que B(z;,r/400) € B(y,r/75) et les
conditions (4.10.1) et (4.10.2) sont satisfaites, ou F;,1 < i < 3 sont les trois faces
de Y(y,r), et avec une constante T > 0.

Pour chaque z € Ey, il existe un rayon r, > 0 tel que dans la boule B(z,r,),
E, est Bi-Héldériennement équivalent a un plan de dimension 3, avec une constante
Bi-Holdérienne plus petite que 1 + 7, ot T est comme ci-dessus.

Démonstration. On adapte la démonstration du théoréme d’existence d’un point
de type Y dans le chapitre 17 du [D1]. L’idée est d’abord construire une courbe =y
simple et fermée, qui coupe F; transversalement en trois points z;, 1 < i < 3. En-
suite, on déforme y comme suit ; on construit une famille de courbes v;,0 < j <n
telle que 79 = 7y et v, est un point A qui n’appartient pas & F;. La construction est
telle que pour chaque 0 < j < n—1, le nombre de I'intersection de 7; avec E; a pour
méme parité que celui de ;41 avec E;. On obtiendra une contradiction puisque 7
coupe E; en trois points et v, ne coupe pas E;. On déduit que ce n’est pas possible
pour qu’'un ensemble F; satisfasse a toutes les hypothéses comme ci-dessus, avec €
et 7 suffisamment petits. 0

Le sous-lemme 4.10.1 nous permet de terminer la démonstration du lemme. [
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On est prét a annoncer le théoréme d’équivalence Bi-Holdérienne autour d'un
point de type Y.

Théoréme 4.11. Si x est un point de type Y. Alors pour chaque o > 0 tres
petite, il existe e; > 0, tel que si le rayon r satisfait aux conditions

Op(z,2r) —O0p(x) < €,

et
2r < €y,

alors, dans la boule B(x,r/16), E, est Bi-Holdériennement équivalent a un cone
mintmal Y, de dimension 2 dans H, et de type Y, qui est centré en x, avec une
constante Bi-Hdoldérienne plus petite que 1+ .

La démonstration repose sur le fait que pour chaque 6 > 0, on peut choisir
€1 > 0, tel que pour chaque y € B(x,r/16) et pour chaque 0 < ¢ < r/16, il existe un
cone minimal Z(y,t) de dimension 2 dans H,, tel que d,(E,, Z(y,t)) < §. Notons
que pour chaque € > 0, d’aprés la proposition 4.3, il existe toujours un rayon r qui
satisfait aux hypothéses du théoréme.

Démonstration. On applique le corollaire 4.7. Pour chaque € > 0, il existe ¢ > 0
tel que si r satisfait aux hypothéses du théoréme, alors pour chaque ¢t < r, il existe
un cone minimal Y (z,t) de type Y dont ’axe passe par O et x, tel que

da:,t(Ev Y(ZL‘, t)) S €
On considére un point y € E, N B(x,r/2).
Premier cas, y est de type Y.

Puisque d,,,/2(E,Y (z,7)) < 2d,,(E,Y (x,7)) < 2¢, on applique le lemme 2.13,
pour chaque 6 > 0 on peut choisir € > 0 tel que

Op(y,r/2) = (r/2)H*(EN B(y,r/2))

(r/2)H*(Y (z,7) N Bly,r/2)) + 8(r/2) > (r/2)?
dy +9

Op(y) +0 (car y est un point de type Y)

IA A

Soit t < r/2, puisque la fonction fg(y,t) en variable ¢ est croissante, on a 0 <
0r(y,t) — dy < §. En appliquant la proposition 2.9, pour chaque §; > 0 on peut
choisir § > 0 tels qu’il existe un coéne minimal K(y,t), centré en y tel que

dy(E, K(y,t)) < 07 et

0y (y) — Or(y)| < &

Ensuite, si z € K N B(y,t/2), puisque d,,(E, K(y,t)) < 01, il existe w € E tel que
d(w, z) < §1t. Mais E est un cone centré en O donc tout w' € Ow est dans E. On
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applique encore la condition d,(E, K(y,t)) < 6, : st w' € Ow N B(y,t/4), alors
w' € EN B(y,t/4) et puis il existe 2’ € K(y,t) N B(y,t/4) tel que d(w', 2") < 61t.
On obtient donc :

Pour tout z € K N B(y,t/2), il existe w € EN B(y,t/4) tel que d(w, z) < ;t.

Pour tout w' € OwNB(y,t/4), il existe 2’ € K(y,t)NB(y,t/4) tel que d(w’, 2') <
it

Donc, K (y,t) satisfait aux hypothéses du lemme 4.6, pour le rayon ¢. Ensuite, la
densité de K(y,t) en y est d;-proche de dy. Donc on peut appliquer le lemme 4.6,
pour chaque d; > 0, on peut choisir §; > 0 tel qu’il existe un céne minimal Y (y, )
de type Y, dont I'axe passe par O et y tel que

dy:t(Y(yv t)’ K(yv t)) S 52~
Par I'inégalité triangulaire, on a dy,/2(E,Y (y,t)) < 2(61 + 62). On pose
93 = 2(071 + 09).

Soit Y1(y,t) = Y (y,t)NH,, alors Y1 (y, t) est un cone de dimension 2 centré en y. Par
le lemme 4.8, on a dy/2(E,, Yi(y,t)) < 2(1 +7)03 < 6d3. De plus, puisque Y (y, 1)
est un cone minimal de type Y x Oy, avec Y un cone minimal de dimension 2, on
a alors 'existence d’un céone minimal Y”(y,¢) de dimension 2, de type Y centré en y
et contenu dans H,, tel que

dy,t/Z(Y,(?/a t)> le(yv t)) < 07’,

et de plus, 'axe de Y'(y, t) est I'intersection de 'axe de Y (y,t) avec H,, avec C' une
constante. On obtient donc

dyt/a(Y'(y,t), Ey) < 2(603 + Cr),

puisque c’est plus petit que 2(dy.2(Yi(y, 1), Ex) + dy12(Y'(y, 1), Yi(y,1))).

On obtient comme ci-dessus que si y € B(z,7/2) est de type Y, alors pour tout
t < r/4, il existe un cone minimal Y (y,t), de type Y, dont 1'axe passe par y et O,
tel que d,,(E,Y (y,t)) < 3. On note maintenant pour chaque z € B(x,r/2) de type
Yett<r/4,

(4.11.1) Y (z,t) ce cone minimal.
Deuzxieme cas, y est de type P.

On considére maintenant que y est dans la boule B(z,7/16).

On pose By = {z € B(x,r/2)NE, : zest de type Y }, alors d(y, Ey) > 0, car
par le théoréme 4.9, il existe r, > 0 tel que dans la boule B(y,r,), il n’y a que les
points de type P. On pose ensuite d(y) = d(y, Ey), alors d(y) < d(y,z) < r/16. On
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prend u € Ey tel que d(y,u) < d(y).11/10.

Puisque u est de type Y, et u € E, N B(x,r/2), d’aprés le cas précédent, pour
chaque ¢t < r/4, il existe un cone minimal Y (u, t) de type Y dont I’axe passe par O et
u, tel que d,+(E,Y (u,t)) < 3. Puis il existe un céone minimal Y”(u,t) de dimension
2, de type Y et contenu dans H,, tel que dy/2(Y'(u,t), E;) < 63 + Cr. De plus,
I'axe de Y'(u,t) est I'intersection de 'axe de Y (u,t) avec H,.

Soit L 'axe de Y'(u,2d(y)), on veut montrer que

(*) d(y, L) > d(y)/10.

On suppose que (*) est faux, donc il existe z € L tel que d(y,z) < d(y)/10, on
deduit que d(z,u) < d(y,z) + d(y,u) < 2d(y) et puis B(z,d(y)/10) C B(u,2d(y)).

On a ensuite

- g 10(E, Y (1, 2d(y))) < dupa) (B, Y (u, 2d(y))),—d?5)(?;i0
< 2005.

Puisque z € L et L est contenu dans l'axe de Y(y,2d(y)) donc, z est contenu
dans l'axe de Y(y,2d(y)). Maintenat si d3 est suffisamment petit, on peut appli-
quer la proposition 4.10, et il existe un point £ € Ey dans la boule B(z,d(y)/100),
donc d(&,y) < 1072%d(y) + d(z,y) < d(y)/3. Soit maintenant & I'intersection de la
droite O¢ avec E,. Quand r est trés petit, on a d(¢,y) < 2d(&,y) < 2d(y)/3 et
¢ € B(z,r/2). Donc £ est un point de type Y dans E, N B(z,7/2) et satisfaisant
d(€,y) <2d(&y) <2d(y)/3 < d(y), ce qui est absurde. On a donc (x).

Observons que B(y, d(y)/20) C B(u,2d(y)). Ensuite, dy240)(E,Y (u,2d(y))) <
03, donc on peut appliquer le lemme 2.13; pour chaque o4, > 0 on peut choisir d3 > 0
tel que

= (d(y)/20)*H*(E N B(y, d(y)/20))
< (d(y)/20) 7 (H*(Y (u, 2d(y)) N B(y, d(y)/20)) + 4(d(y)/20)*)
<1496

(car B(y,d(y)/20) ne rencontre pas 'axe de Y (u, 2d(y)) ).

Puisque 0g(y) = 1 donc, on raisonne comme dans le théoréme 4.9. Pour chaque
d5 > 0 on peut choisir ¢, > 0 tel que pour tout ¢t < d(y)/30, il existe un plan P(y,t)
de dimension 3 passant par y et O tel que d,(E, P(y,t)) < d5. Soit P'(y,t) =
P(y,t) N H,, donc P'(y,t) est un plan de dimension 2 contenu dans H,. Par le
lemme 4.8

(4112) dyﬂg/g(Ex,Pl(y,t)) S 2(1 + t)55 S 655,

pour ¢t < d(y)/30. On pose dg = 67s.
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Maintenant, si d(y)/60 <t < r/8, on prend toujours u comme ci-dessus, c’est &
dire u € Fy tel que d(u,y) < 11d(y)/10,on au € B(z,r/2). Puisque t+2d(y) < r/4,
on peut prendre le cone Y (u,t + 2d(y)) comme (4.11.1). On obtient maintenant

B,V (w1 + 2a(y)) < T2

dut2di) (2, Y (u, t 4 2d(y))) < 14003,
Ensuite soit Yj(u,t + 2d(y)) Uintersection de Y (u,t + 2d(y)) avec H,, donc on a
dyi/2(Eg, Yi(u, t +2d(y))) < Cds, d’aprés le lemme 4.8, ot C' est une constante uni-
verselle. Ensuite, il existe un cone minimal Y'(u, t + 2d(y)) de type Y, de dimension
2, contenu dans H,, tel que

dyrso(Y'(u,t +2d(y)), Yi(u, t +2d(y)) < Cr,

on peut prendre C' comme en avant en prenant le maximum des deux constantes.
Donc on a

(4.11.3) dy1/2(Ey, Y (y,t)) < C(d3+ 1) pour d(y)/60 <t <r/4.

Maintenant, puisqu’on peut choisir €; > 0 au début tel que J5, d3, 7 sont aussi petits
qu’on veut. Donc de (4.11.2) et (4.11.3), on déduit que pour chaque d; > 0, on peut
choisir ¢, > 0, tel que pour tout ¢ < r/16, il existe un cone minimal Z’(y,t), de
dimension 2, de type Y ou PP et contenu dans H,, tel que

dy,t(EIa Zl(?/a t)) S 057

avec C une constante. Avec le cas traité pour y de type Y, on obtient : pour chaque
ds > 0, on peut choisir ¢; > 0 tel que pour tout y € B(x,r/16) N E,, pour tout
t < r/16, il existe un cone minimal L(y,t) de dimension 2 tel que

(4.11.4) dy1(Ey, L(y, 1)) < 3.

De plus, le cone Y'(z,7/8) qui est I'intersection du coéne Y (z,7/8) avec H, est un
cone minimal de dimension 2, de type Y, contenu dans H, et centré en x, et satisfait
a

(4.11.5) dyrp16(Ew, Y (2,7/8)) < 2(1 +1/8)dy,/s(E,Y (z,7/8)) < 6e.

On constate qu’on peut choisir ¢; au début tel que tous les autres quantificateurs
sont aussi petits qu’on veut, en particulier, dg et €. Maintenant (4.11.4) et (4.11.5)
nous permet d’appliquer le théoréme 3.2. On conclut que pour chaque o« > 0, on
peut choisir €¢; > 0 tel que si (x,r) satisfait aux hypothéses du théoréme avec €,
alors £, N B(z,r/16) est bi-Holderiennement équivalent & un céne minimal Y de
type Y, de dimension 2, avec une constante bi-Holdérienne C' < 1 + a. [l

Régularité prés d’un point de type T.
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On donne quelques définitions, pour un céone minimal 7" de dimension 3 centré a
'origine et passant par z € 0B(0,1), T =T' x Ox, avec T" le cone minimal de type
T, de dimension 2 dans ’hyperplan P de dimension 3 tangent a 0B(0,1) a . Alors
on appelle les plans de dimension 2, qui sont de la forme [; x Ox, avec [;,1 <i < 4
des axes de T", les 2-faces de T'. Les plans de dimensions 3, centré en O et de la
forme F; x Oz, avec F;, 1 < i < 6 des faces de T" sont applés les 3-faces de T'. Donc
T a 4 2-faces et 6 3-faces, et on appelle Ox 'axe de T. Chaque 2-face de T est
I'intersection de 3 3-faces de T', dont 'union forme un Y centré a 'origine.

On passe maintenant au théoréeme de la régularité prés d’un point de type T.
C’est a dire on suppose que x est un point de type T. On veut montrer que si r est un
rayon assez petit, alors dans la boule B(z,r), E, est Bi-Holdériennement équivalent
a un cone minimal de dimension 2, de type T et centré en x. L’idée directrice est
encore d’approcher E, par les cones minimaux de dimension 2 dans H,, a tout point
dans B(z,7/2) et a toute échelle t < r/2.

Théoréme 4.12. Si x est un point de type T, alors, pour tout o > 0, il existe
e > 0 tel que si le rayon r satisfait a

9E(£727n> - QE(‘CE) <e€
et
2r < e,
alors, E, N B(x,1/32) est Bi-Héldériennement équivalent a un cone minimal T" de

dimension 2 et de type T, avec la constante Bi-Hdéldérienne < 1+ «.

Notons que pour chaque €; > 0, d’aprés la proposition 4.3, il existe toujours un
rayon r qui satisfait aux hypothéses du théoréme.

Démonstration. On applique d’abord le corollaire 4.7, pour chaque § > 0, il existe
e > 0 tel que, pour tout ¢ < r, il existe un cone minimal 7'(x,t) de type T, dont
I’axe passe par O et x, tel que

(4.12.1) Aoy (B, T(2,t)) < 6.

Considérons maintenant un point y € E,NB(z,r/32), avec y # x. On prend la boule
B(y,nlz —yl|) avec n = 1075. On pose p(y) = |x —y| > 0. Le cone T'(z, (14 2n)p(y))
satisfait alors a

(4.12.2) e (1120)0(y) (B, T'(z, (14 21)p(y))) < 0

d’aprés 4.12.1, et avec t = (1+2n)p(y). On a ensuite, puisque B(y,np(y)) C B(zx, (1+
2n)p(y)),

(4.12.3)

(1+2n)p(y) g
np(y)
2n~16.

dy,np(y)(Ea T(x, (14 2n)p(y)) < x,1+2np(y)(Ea T(x, (14 2n)p(y)))

IN
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Puisque d(y,Oz) > |z — y|/2, la distance de y a 'axe de T'(z, (1 + 27n)|y — z|) est
supérieure a |x —y|/2, donc dans la boule B(y,n|z—yl|), T'(x, (1+2n)|y —x|) coincide
avec un cone Y, de type Y, dont 'axe passe par O.

Donc (4.12.3) nous donne
(4.12.4) dympy) (£, Yy) < 27716

On applique le lemme 2.13, pour chaque d; > 0 on peut choisir d > 0, tel que

(4.12.5) |H?(E N B(y,np(y))) — H*(Y, N By, np(y)))| < d1p(y)*.
Mais H*(Y, N B(y,np(y))) < dy(np(y))* donc
(4.12.6) H¥(EN B(y,np(y))) < dy(npy))® + d1p(y)>.

on en déduit que

(4.12.7) 05y, np(y)) < dy + Cdy,

avec C' = n% Donc 0g(y) < dy + Cd; ce qui veut dire que si 0, est assez petit, pour
tout y # x dans B(x,r), la densité en y est inférieur & dr. Donc z est le seul point
de type T dans F, N B(z,r). Par conséquent, pour tout y # = dans B(xz,r) N E, y
est de type Y ou de type P.

Le cas ot y est de type Y.

On pose toujours p(y) = |z —y|. Comme dans (4.12.7), Og(y,np(y)) < dy + Cdy,
alors 0p(y,t) < dy + Cd; pour t < np(y). On applique le corollaire 4.7 ; pour chaque
dy > 0, on peut choisir 9; > 0 tel que pour chaque ¢ < np(y), il existe un cone
minimal Y (y,t) dont 'axe passe par O et y, tel que

(4.12.8) dy (B, Y (y,1)) < 6

Soit Y'(y, t) 'intersection de Y (y, t) avec H, ; alors Y'(y,t) est un cone de dimension
2 centré en y dans le plan H,. Puisque E et Y (y,t) sont des cones centré en O, par
le lemme 4.8,

(4129) dy7t/2(Ex, Y/(y, t)) S 0152,

pour t < np(y). Ensuite, car Y (y,t) est un cone de type Y dont 'axe passe par O
et y, et de plus d(y,Oz) < r/32, on voit facilement qu’il existe un céne minimal
Y(y,t), de dimension 2, de type Y, centré en y et contenu dans le plan H,, tel que

(4.12.10) dyi2(Y'(y,1), Yy, 1)) < Cr,
Yt/

pour tout ¢t > 0. De (4.12.9) et (4.12.10), on déduit que, pour ¢t < np(y),
(4.12.11)
dyi/a( B, Y (Y, 1)) < 2(dye2(Be, Y (y, 1) + dy o (Y (4, 1), Y (y, 1)) < 2(02 + Cr),



tel-00665664, version 1 - 2 Feb 2012

43

pour ¢ < 1p(y).

Considérons le cas ou r/32 >t > np(y)/4. Posons 1, = n/4 = 107°/4. Comme
dans (4.12.1), pour 0 <t < /2 — p(y), il existe un cone minimal T'(x,t + p(y)) dont
I'axe est Oz, tel que dy 1 p) (£, T(x, t+p(y))) < 6. Soit T"(z,t+ p(y)) V'intersection
de T(x,t + p(y)) avec H,, alors T'(z,t + p(y)) est un cone minimal de type T, de
dimension 2 dans H,, qui satisfait &

(4.12.12) ot o—y| (B, T' (2, t + |2 — y])) < C0.

Puisque B(y,t) C B(z,t+ |x — y|), on a alors, si t > np(y),

/ t+ply /
a2 Tt 4 p0) < D (B Tt 4 9(0)
(4.12.13) < W(Jé
< 2%
M

Donc, on déduit de (4.12.11) et (4.12.13), que pour tout r/32 > ¢ > 0, il existe un
cone minimal Y'(y,t) de dimension 2 dans H,, tel que

(4.12.14) dy(E",Y'(y,1)) < 8,
avec 03 = max{2(d2 + Cr), 37—?5}
Le cas ot y est de type P.

On a toujours que d(y,Ox) > |r — y[/2. Comme on a vu ci-dessus, on pose
T(x,2|x — y|) le come de type T dont 'axe est Oz, qui est 26|x — y|-proche de E
dans la boule B(x,2|z — y|). On pose ensuite Ey ’ensemble des points de type Y
dans la boule B(x,r), et d = min(dist(y, Ey), |z — y|).

On a aussi deux cas.
Premier cas, d > n|z — y|.

Soit T I'union des 2-faces de T'(x,2|z — y|), on veut montrer que d(y, T3) > .
Sinon, il existe une 2-face L de T'(x,2|z — y|) et un point z € L tel que d(y,z) =
d(y,L) < d/10. C’est clair que |z — x| > |z — y| — d/10 > |z — y|/2, on a aussi
d(z,0z) > d(y,Ox) —d/10 > |z —y|/2 — |z — y| /10 > |x — y|/3. Donc dans la boule
B(z, L), T(z, 2|z —yl|) coincide avec un cone minimal Y. de type Y, dont I'axe passe
par O et z. De plus,

2|z — y|
/10

9

25

n

IN

dz,d/lO(E7Y;) d;t,2|;r—y|(E7,I’('Tu2|‘r - y|>)

(4.12.15)

IN
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Mais d’aprés la proposition 4.10, quand § est assez petit, il existe un point 2’ de type
Y, dans la boule B(z, 1%0). On en déduit que d(y, 2') < d(y,z)+d(z,2') < g, mais 2’/
est bien un point dans Ey, donc on a une contradiction. Alors on a bien d(y, T») > L.

Maintenant d(y, Ox) > 5 et d(y,Ty) > 1%, donc par un simple argument géomé-
trique, dans la boule B(y, 155), T'(z, 2|z —y|) coincide avec un plan P, de dimension
3 qui passe par O et z. En fait, P, est I'une des 3-faces de T'(z, 2|z — y|) qui est

la plus proche de y. Calculons maintenant la distance entre E et P, dans la boule
B(y, 155) -

2|z —y|
Ep)< 2t 9
By = d/100

<25

Ui
Par le lemme 2.13, pour chaque d; > 0, on peut choisir 6 > 0 tel que 0g(y,d/100) <
1 + 6;. Ensuite, car E est un ensemble minimal, alors g(y,t) est une fonction
croissante pour t, on déduit que pour tout t < %, Op(y,t) < 1+ 0;. Puis, on
applique le corollaire 4.7, pour chaque 6, > 0, on peut choisir 4; > 0 tel que pour
t < % il existe un plan P(y,t) de dimension 3 qui passe par y et O, tel que

d d:v,2|:pfy\(EaT($v2|x _y|)>

yq%o(

(4.12.16)

100°

(4.12.17) dy+(E, P(y,t)) < .

Soit P'(y,t) l'intersection de P(y,t) avec H,, par le lemme 4.8,
(4.12.18) dyt/o(Ey, P'(y,t)) < 2dy.(E, P(y,t)) < 20,
pour t < %.

Sit > & soit T'(z,2|z — y|) lintersection de T'(z,2|z — y|) avec H,, alors

T'(x,2|x — y|) est un cone minimal de dimension 2 dans H,, centré en x. Puisque
Ay 25—y (B, T(z, 2|z — y])) < 0, par le lemme 4.8, dy o—y|(E', T (2, 2]z — y|)) < 26.

Maintenant pour 5% <t < |z — y|/2, puisque B(y,t) C B(z, |z — y|), on obtient
dyt(Be, T'(2, 2 = y])) < = dujo—y| (B, T' (2, 2] — y]))
(4.12.19) o0
S _57

car d > n|x —yl.

Pour r/32 > t > |z — y|/2, c’est plus simple, on prend le cone T(z,2t +
|x — y|), qui est un cone minimal de type T dont 'axe passe par O et z, tel que
dyotrlo—y/ (B, T(x,2t + |2 — y|)) < 6. Posons T"(x,2t + |x — y|) lintersection de
T(x,2t + |x — y|) avec H, qui est bien un cone minimal de dimension 2 de type T
dans H, ; par le lemme 4.8, dy 40—y /2(Ey, T' (2,2t + |z — y|)) < 26. On a ensuite
(4.12.20)

dy’t(EI7Tl(x7 2t + ‘LU - yD) <
< 46

t+ e —yl/2

; Ayt fo—ylj2(Ex, T' (2,2t + |2 — y]))
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De (4.12.18), (4.12.19) et (4.12.20), on déduit que pour chaque d3 > 0, on peut
choisir € > 0 tel que pour tout ¢ < r/32, il existe un coéne minimal 7"(y, ), qui est
dans H,, tel que dy(E,, T'(y,t)) < ds.

Deuzieme cas, d < n|z —y|.

Il existe alors un point z de type Y tel que d(y, z) < 2d. Donc, z € B(zx, 2|z —y|)
et d(z,x) > |z — y|/2, ce qui implique d(z,0x) > |r — y|/4 et donc dans la boule
B(z,|r — y|/10), T(x,2|x — y|) coincide avec un coéne minimal Y, de type Y dont
I’axe passe par O. On a ensuite

< 2|z —y| p
|z —y|/10
< 209,

dZ,\xfy\/lo(EvYZ) m,2|zfy|(E7T($72|$ - y|))

(4.12.21)

puisque B(z, |z —y|/10) C B(xz, 2|z — y|).

On applique le lemme 2.13, sachant que z est un point de type Y, et on a

(41222) QE(Z, ‘ZL‘ — y\/lO) — dy S 51,
de plus
(4.12.23) |z —y| <7r/16 < €/16

Donc si on prend € de maniére que € et d; sont plus petits que €; dans le théoréme
4.11, (4.12.22) et (4.12.23) sont exactement les hypothése du théoréme 4.11 pour le
point z et le rayon |x—y|/10. Notons que y € B(z, |x—y|/40) puisque d(y, z) < 2d <
2n|z — y|. En suivant la démonstration, pour chaque é, > 0, on peut choisir € > 0
tel que pour tout ¢t < |z — y|/20, il existe un cone minimal Y!(y, ) de dimension 2,
qui est soit de type P, soit de type Y et qui est dans H,, tel que

(4.12.24) dy+(E,,Y'(y, 1)) < d4.

Soit L la projection de centre O vers H,, cela veut dire, pour chaque w € R* tel
que Ow n’est pas parallele a H,, L(w) est l'intercsection de Ow avec H,. Donc
pour chaque cone minimal Y!(y,¢) dans (4.12.24), le cone L(Y*(y,t)) sera un cone
de dimension 2 dans H,, tel que d,(L(Y'(y,t)), E;) < 244, pour t < |z — y|/40.
Puisque 'angle entre H, ou H, avec H, est de I'ordre Cr, on voit facilement qu’il
existe un céone minimal Y (y, ) dans H, qui admet le méme centre que L(Y'(y,t)),
et qui satisfait a d, (Y'(y,t), L(Y'(y,t))) < Cr. De ce qui précede, on déduit que

(4.12.25) dy(Ey, Y'(y, 1)) < 26, + Cr

pour ¢t < |x — y|/40.

I nous reste le cas ot /2 > t > |z — y|/40. C’est le cas qu’on a traité plus haut
comme dans (4.11.20).
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On constate qu’on peut choisir € > 0 au début, tel que tous les autres quantifi-
cateurs sont aussi petits qu’on veut. Donc on peut conclure :

Pour chaque ¢’ > 0, on peut choisir € > 0 tel que pour tout y € E, N B(z,r/32),
pour 0 < t < /32, il existe un cone minimal T’(y,t) qui est dans H,, tel que

(4.12.26) dy(Ey, T'(y,1)) < &'

Cela nous permet d’appliquer le théoréme 3.2. On conclut que pour chaque a > 0,
on peut choisir € > 0 tel que si le coupe (z,7) satisfait aux hypothéses du lemme
avec €, alors F, est Bi-H6ldériennement équivalent & un cone minimal de dimension
2, de type T, dans B(z,7/32) avec une constante Bi-Holdérienne < 1 + av. . O
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Chapitre 5

C! régularité pour les cones
minimaux de dimension 3 dans R*

Pour la simplicité de l'intégration, on renormalise la mesure de Hausdorff telle
que la restriction de la mesure de Hausdorff dans un plan de dimension d coincide
avec la mesure de Lebesgue. On note toujours dp,dy et d. les nouvelles valeurs
des densités aux centres des cones minimaux de dimension 2 de type P, Y et T,
respectivement. Puis dp, dy et dr les densités aux centres des cones minimaux de

dimension 3 de type P, Y et T, respectivement.

Dans ce chapitre, E est toujours un cone minimal de dimension 3 dans R*, centré
a Porigine. On pose comme dans le chapitre 4, pour chaque y € R*| H, 'hyperplan
de dimension 3 passant par y et orthogonale a Oy et £, = E N H,.

On fixe un point z € ENIB(O, 1) et on pose en particulier H = H,, E' = E,.
On se donne un systéme de coordonnée (1, T, r3, 74) dans R%, tel que Oz ait pour
équation o = z3 = x4 = 0, donc zx ait pour coordonnée (1,0,0,0). On note H,
0 <t < 400, I’hyperplan affine d’équation z; = t, donc H; est orthogonal & Ox et
la distance de O a H, est t. Notons que H = H, = H;. Alors, d’apreés le chapitre 4,
pour chaque a > 0, on peut choisir r = r, tel que :

Dans la boule B(x,2r), E' est Bi-Holdériennement équivalent a un cone minimal
Z, de demension 2 dans H, centré en x, avec une constante Bi-Hdéldérienne plus
petite que 1+ a. Cela veut dire qu’il existe un cone minimal Z de dimension 2 dans
H centré en x, une fonction f injective f : HN B(x,3r) — H N B(x,2r) tels que

HnNB(z,r) C f(HﬂB(m,gT)) C HnN B(x,2r),
E'nB(0,r) C f(Z N B(0, gr)) C E'n B(0,2r),
(1+a>71[|x ; y’](lJra) < ’f(l’) ; f(y)| < (1+Oz)[|x ; y’]l/(1+o¢) pour z,y € HﬂB(()’ ;r>

Dans ce chapitre, on va montrer que E’ est C!' équivalent & un céne minimal de
dimension 2. Le centre de la démonstration est d’adapter les démonstrations dans

47
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[D2] pour la régularité des ensembles presques minimaux de dimension 2 dans R3.
On va voir que ’ensemble coupé E' = FN H a des "‘bonnes"’ propriétés comme un
ensemble presque minimal de dimension 2 dans R?. Cela nous permet de construire
des compétiteurs pour E’ et par la suite, construire un compétiteur pour notre cone
minimal F.

Premiérement, on utilisera le chapitre 4 pour construire des courbes dans E' N
0B(x,r), ou 1 est le rayon comme ci-dessus. A partir de ces courbes construites,
on construira un compétiteur dans H pour 'ensemble E’. On suivra [D2] pour les
méthodes de construction. Ensuite on utilisera une interpolation en fonction du
rayon pour construire un compétiteur pour E. On utilisera la minimalité de E et le
fait que E est un cone pour avoir une inégalité épipérimétrique pour E’. Le but final
est d’obtenir une inégalité différentielle pour les fonctions 0/ (x,t), ou la fonction
de densité 0 est définie dans le chapitre 2. Grace a cette inégalité différentielle, on
estimera 'exceés de densité pour £’ en x, c’est a dire qu’on obttiendra une inégalité
du genre

105 (,) — 0 (2)] < CF,

ou C' et b sont des constantes positives universelles. Cette inégalité est la clé pour
qu’on puisse adapter les constructions comme dans les chapitres 11 et 12 de [D2].
Donc on montrera que pour tout y € E' N B(x,r/2) et pour tout ¢ < r/2, on peut
approximer £’ dans la boule B(y,t) par les cones dans Z/, de dimension 2 dans H,
ou Z' est défini dans le chapitre 3. C’est a dire on montrera qu’il existe un cone
Y € 7/ tel que

dy(E',Y) < Ct,

pour y et t comme ci-dessus. On appliquera le théoréme 3.3 pour conclure que E’
est C'! équivalent & un cone minimal de dimension 2 dans H.

On commence ce chapitre par rappeler le théoréme de la coaire (|Fe|, théoréme
3.2.22).

Théoréme de la coaire.

Soient M C R" et N C R* deux ensembles rectifiables, de dimensions m,n,
respectivement. Soit f : M — N une application Lipschitzienne. On a alors la
formule

1) [ sty = [ e g )anry.

N

Pour g borélienne, positive sur M,

2) /M g(x)J;(x)dH™z = /N ( /f » g(u)de_”u> dH"™y.

Ici, J¢(x) est le Jacobien approximé de dimension m de Uapplication f, qui est
défini pour H™-preque partout x € M. On note également D f la dérivée approzimée
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de f.

En particulier, quand N est de dimension 1, D f sera une fonction linéaire R —
R. Un calcul montre que J¢ est la norme de D f. Donc,
(3) Jr(x) = sup  |Df(z).v].
vET )M (z),|v|=1
On considére maintenant notre ensemble E’ localement prés du point z. On com-
mence par un lemme simple sur la dimension de Hausdorff de E’.

Lemme 5.1. E' est un ensemble de dimension 2 dans H.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que pour tout y € £’ et pour un rayon
s > 0, H3(B(y,s) N E') < co. Donc soient F = B(y,s) N E', F le cone centré a
Porigine et porté sur F, F' = N dB(0,1). Alors F est 'image de F’ par une
application Lipschitzienne, donc H*(F) < CH?*(F') avec C' < +oo. Donc il nous
suffit de montrer que H?(F') < co. Mais puisque £’ C 9B(O,1) et F' le cone porté
sur F, donc sur F’, donc H3(F N B(O,1)) = cH?*(F"), par le théoréme de la coaire.
Ensuite, H*(F N B(0,1)) < H3*(E N B(0,1)) puisque F C E. On en déduit que
H3(F N B(0,1)) < 400 et on en déduit le lemme. O

On s’intéresse maintenant & la densité de E’ en x. La denstité de E en x est
dp,dy ou dr selon qu’'une limite d’explosion de E en x est de type P,Y ou T. On a
une formule utile qui fait un lien entre la densité de £’ en x et la densité de E en x.
On appelle p la projection sur 'axe Ox, donc par coordonnée, p(y1, Yz, Y3, Y1) = Y1-
Donc on peut voir p comme une application Lipschitzienne pr de E dans R, ce
sont deux ensembles rectifiables et on peut calculer le Jacobien de pr comme ci-
dessus. Pour caculer le Jacobien J,,(z), on prend trois vecteurs unités tangents a
E en z, dont le premier est v, = @, le deuxiéme et le troisiéme sont deux vecteurs
orthogonaux vy et vy qui sont tangents a £'N H,,. On voit que Dpg.v; = Dpg.vs =0
et |Dpg.v,| = ‘%1' Soient L le 2-plan engendré par vy et vy et (Q € L tel que le vecteur

OQ est orthogonal a L. Soit v = 0Q /|0Q)|. Alors v, peut étre exprimé comme une
combinaison linéaire de vq,vy et vg, on écrit alors v, = avg + B1v1 + Y102, avec
a?+ B2 +~% = 1. Ensuite, chaque vecteur unité v qui est tangent & E en z peut étre
exprimé comme une combinaison linéaire de v, vy, v9. On écrit v = mv, +nv;+pvy =
m(aqvg + Biv1 + Y1v2) + nvy + pue = maqug + (mPr + n)vy + (my1 + p)ve. Puisque
|v| = 1, donc (may)? + (mpBy + n)* + (my; + p)? = 1. On en déduit que |may| < 1
ou |m| < o% On a ensuite,

|DpEU’ = \DpE(m’UZ —+ nvy +pU2)’

= |m||Dpg.v-|
1 Z1
T ooz
Aussi, I'égalité peut se produire en choissisant m = O%l et n = —mp; et p = —m;.
On en déduit que
1 Z1
sup  |Dpp.v| =

veTE(z),lv|=1 a_lm
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Ensuite, comme a3 = |v, Av; Avg| = ‘Z/\T;—l/w("', ou A désigne le produit extérieur. On
obtient

1
J, =
e (2) |2 A vg A g
@ ~joQ
<1
iy Z| )

puisque |OQ)| < |z|. On vérifie maintenant la formule

(5) /E . Jpp (2)dH? 2 = / ' (1—t)2H*(E' N B(x, —M))dHlt.

r 1-t

On voit cela comme suit, application pg envoie £ N B(z,r) sur I'axe Oz, en coor-
donnée, pp(E N B(z,r)) = {(#1,0,0,0)} avec 1 —r < z; <1+ 7. Donc pour chaque
z=(1-10,0,0) avec —r < t < 7, on a pz'(2) N B(z,7) = EN H,_; N B(x,7).
Ensuite, comme E est un cone centré en O, H*(ENH, ;N B(x,r)) = (1—t)?H*(EN

H N B(z, “f:ttz)), par homothétie. Mais E N H = E’, donc on a bien (5).

Si E est un cone quelconque, il n’est pas du tout évident que la densité de E’ en
x existe. En fait, on ne sait pas si cela est vraie pour un cone E quelconque. Mais
si F est minimal, on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 5.2. La densité de E' en x existe, et égale a dp,dy ,d'n- qui sont
les densités au centre d’un plan de dimension 2, d’un cone de dimension 2 de type
Y et d’un cone de dimension 2 de type T, respectivement, selon que la densité de F

en x est dp, dy, ou dr.

Démonstration. Si la densité de E’ en z existe, alors par (5)

r 2 _ 42
/ T (2)dH? = :/ (1— 2 H2(E' 0 Bz, Y )t
EnB(z,r)

., 1—¢
r r? — ¢t r2 — ¢2
r 2 _ t2

:/ (7”2—752)0E/({[‘,%>dt

dongc, si la densité Op/(x) de E' en z existe, on a lim,_,o 0p (z, 7"2__t2) = Op/(x), et
donc

(5.2.2)
r 2 _ 42 T 72 r 2 _ 42
imr= [ (=02 g Y g iy [ =220
llir(l)r /T(l t) NERIE Op (, - )dt—}gr(l)r 4(1 t) SEE—E Op: (z)dt
4
= r_3§T39E/ (x)

= S (a),
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On déduit de (5.2.2) que

4
(%) lim r3/ Jpp (2)dH? 2 = ~0pi ()
EnB(z,r) 3

r—0

On estime maintenant J,,(z), on sait que pg est 1-Lipschitzienne, donc J,,(z) <1
pour tout z. Par (4), on a J,,(z) > %= 1-2rquand z € B(z,r). Donc de () on
obtient

4
limr 3H3*(E N B(z,r)) > =0p(x) > lim(1 — 2r)r 2 H3(E N B(z,7)),
r—0 3 r—0

on en déduit que Op(z) = 50p (x). Donc la densité de E en z, si elle existe, se cal-
cule a partir de la densité de E en z, et ne peut prendre que les valeurs d',dy, ou d/y.

Il nous reste & montrer que la densité en x de E’ existe. On suppose pour une
suite {7 }72; qui tend vers 0,

(5.2.3) rlkiino Op (z,1) = ¢

avec ¢ un nombre réel positif, 0, ou +o0o. Pour chaque r > 0, soit S, le cylindre
ouvert porté sur B'(x,r), ou B'(x,r) = B(z,r)N H, de hauteur 1/2 et contenu dans
le demi-espace séparé par H et contenant 'origine. On peut imaginer .S comme le
produit S, = B'(z,r)x]zz], avec |xz[ le segment ouvert dont les extrémités sont z et
z et avec z le milieu du segment [Ox]. En coordonnée, S, = {x1,x9, 23,24} : 1/2 <
r1 < 1522 + 22 + 25 < r?. Posons ensuite

Ek:l’+

Alors, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite { E}} converge
vers un ensemble L. Maintenant, L est une limite d’explosion de E en x, donc par
le lemme 4.1, L est de la forme L = C' x Oz ou C est un cone minimal de dimension
2 dans H, centré en x. De plus, C' est de type P si x est de type P, de type Y quand
x est de type Y et de type T si = est de type T. Cela veut dire que 0¢(z) ne dépend
que de z. On pose

E —
El=E,NH=x+ L
Tk
alors on a .
H*(E, N B(x,1)) = T—QHQ(E’ N B(x,y))
k
on déduit de (5.2.3) que
(5.2.4) lim H*(E, N B(z,1)) =c

k—+o00

Pour chaque € > 0, par le théoréme de la coaire, on a

(5.2.5) / Jpp, (2)dH?(z) = H*(E,NS;_.N p;;i (u))du,
ErNS1—c Jzx!|
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ou &’ a pour coordonnées (1/2,0,0,0) et |xa’[ est le segment ouvert avec d’extrémités
x et x'. Puisque chaque Ej, est un cone centré en O, = = — % (un ensemble 7" est

dit un codne centré en a si T'— a est un cone centré en O), on obtient par homothétie
(5.2.6)
1—e¢

1/2 1
o, (2)dH? (2) = 1 — —rp + tr)2H?(By 0 B, ——————))dt.
[ o= [Ca- b o e

On estime maintenant .J,,, (2) comme en (4). On prend d’abord le vecteur O—k_,z}' qui
est un vecteur tangent a Fj en z. Les deux autres vecteurs tangents sont v, et wy,
qui sont dans le plan H, , et tangents a ’ensemble Ey N H,, (ici z; est la premiére
coordonnée de z = (21, 22, 23, 24)). Donc le Jacobien Jpp, (z), pour z € E, NS,
satisfait a

d(Ok, P, (%))
d(Ok, Z)
d(Okvak (Z))

~ d(Oy,pg,(2)) + 1’

v

pEk(Z)

(5.2.7)

ici, d(z,y) désigne la distance entre deux points x et y.

Mais de plus, pg,(z) a pour coordonnées (z1,0,0,0) et O a pour coordonnées
(1-— i, 0,0,0), alors la distance d(Oy, pg, (2)) = 21 + % — 1. Donc, puisque 2z; < 1,

on obtient C&fﬁ;’;—% >1— 37r. On a donc

(5.2.8) Jpp, (2) =1 =3y

pour z € K, NSy _..

De plus, puisque pg, est 1-Lipschitzienne, on a bien
(5.2.9) Jpp, (2) < 1 pour tout 2.

De (5.2.6), (5.2.7), (5.2.8) et (5.2.9) on déduit
(5.2.10)
1z 1—¢
(1=3rg) H*(EpNS;—e) < / (1—=re+try)*H*(E,NB(2, ————
] 2 1— Lr + try
Mais limy_, o 7% = 0, donc quand k est assez grand, H?(E} N B(x, ——<—)) <

? 1—%7‘k+t’rk

H?*(E, N B(O,1)). Par suite, puisque lim,_,., H*(E; N B(O,1)) = ¢, on a

1—c¢

—))dt < ¢/2,
1—%rk+trk)) _/

1/2 1
/ (1~ gri+ tr H(EL 0 B,
0
pour k assez grand. On applique le lemme 2.5 & notre suite d’ensembles minimaux

E}. qui converge vers L dans I’ensemble ouvert S;_. et on en déduit que

(5.2.11) H*(LNS )< lim inf H*(EyNSi_) <c/2.

—+00

Ndt < H*(E,NS;_c)
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Maintenant, L est de type C' x Oz, ou C est le cone dans H et centré en x. De plus,
S} _c est un cylindre dont I'axe passe par z et orthogonal a H, donc H3(L N S;_.) =
SH*(CNB(z,1—¢€) = 3(1 —€)fc(x). Donc, par (5.2.11), (1 —€)fc(z) < ic. Cela
est valable pour tout € > 0, donc on doit avoir

(5.2.12) Oc(z) < c.

On applique maintenant le théoréme de la coaire pour les ensembles de la forme
E, N Site et les application pg, qui envoient chaque point z € Ej sur l'axe Ox.
Pour e tres petit, le Jacobien JpEk(z) quand z € Ey N Sy s'estime comme (5.2.8)
et (5.2.9), c’est a dire 1 — 3ry, < Jp, (2) < 1. Puisque Sy est le cylindre fermé
porté sur B(z, 1+ €), la méme formule que (5.2.6) s’applique et le Jacobien s’estime

comme ci-dessus, donc

(5.2.13)
- 2 1 — 1+e
(1—37’k)H3(Ekﬂ51+€) S/ (1—§Tk+t7”k>2H2(E;€ﬂB($
0

Tt < HYBSha)
2

Puisque limy,_,, 7 = 0, pour k assez grand, on a H*(E,NB(z, —<—)) > H*(E,N

1= Sty

B(0,1)), et puisque limy,_,., H*(E; N B(O,1)) = ¢, pour k assez grand

1+e€

, ———))dt > ¢/2.
1—%rk+trk)) _/

1/2 1 .
/0 (1— 57+ try)>H*(E, N B(x

On déduit de (5.2.13) que

(5.2.14) limsup H*(Ej, N S14c) > ¢/2.

k—o0

On applique le lemme 2.6 pour notre suite Ej, qui converge vers L dans I'ensemble
fermé S,

(5.2.15) limsup H*(E, N S14) < H* (LN S11o),

k—o00

de (5.2.14) et (5.2.15), on obtient pour tout € > 0
(5.2.16) H*(L NS >c/2

Puisque L est de la forme C x Ox avec C un céne minimal de dimension 2 dans
H et Si,. est le cylindre fermé, porté sur B(x,1 + €) et avec 'axe Oz, on a bien
H3(LNS 1) =1/2(1+ € H*(C N B(z,1)) = 1/2(1 + €)0c(x). Donc de (5.2.16) on
déduit que

1/2(1 4 €)fc(z) > ¢/2,

pour tout € > 0, et donc
(5.2.17) Oc(z) > c.

Maintenant (5.2.12) et (5.2.17) nous donnent que ¢ = 6¢(z), donc pour toute suite
{rx} qui tend vers 0, tout le point limite de {fg (z,7x)} quand k — 400, est O (z).
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On en déduit que la suite {0g (z,7%)} elle méme converge vers 6c(z), puis que la
densité de E’ en z existe, et prend la valeur 0¢(x), qui ne peut qu’étre dp ,dy ou d/y
(CQFD). O

Constructions des courbes et adaptation pour avoir une déformation
comme dans [D2]

On est prét a construire des courbes dans E' N B(z, ), pour r assez petit. On
va suivre les méthodes de construction de [D2].

Lemme 5.3. Pour chaque ¢ > 0, il y a un rayonr = r, > 0 et un cone minimal
X de dimension 2 dans H = H, et centré en x tel que

der(E', X) <,

5.3.1
( ) |0p (z,t) — Op (x)| < € pourt <r.

Démonstration. On applique le lemme 4.3, en fixant e, il existe r; > 0 tel que pour
chaque 0 < r < 7, il existe un coéne minimal F'(z,r) de type P, Y, T, de dimension
3, dont I’axe passe par O et x, tel que

(5.3.2) der(E, F(z,7)) < €/10.

De plus, 0g(z) = 0p@(x), donc, en notant F'(x,r) l'intersection de F(x,r) avec
H, F'(z,r) est un cone minimal de minimal de dimension 2, centré en z. On déduit
de (5.3.2) que :

(5.3.3) der(E' F'(z,1)) < €/2.

Maintenant, comme on a montré dans la proposition 5.2, la densité de E’ en x existe,
et est égale a celle de F'(x,r) en z. Alors il existe ro > 0 tel que pour 0 < t < 79,
on a

(5.3.4) 0p (2,t) — Op ()] <

€
2

On prend maintenant r = min{r/2,7,/2}, X = F'(x,r), alors (5.3.2) et (5.3.4)

nous donnent le lemme. O

Proposition 5.4. Pour chaque 7 > 0, il existe € > 0 tel que si le rayon r > 0
satisfait a

(5.4.1) r<e
et
(5.4.2) Op(x,r) —0p(x) <e

alors il existe un cone minimal X de dimension 2 dans H, centré en x et une
fonction f: H — H tels que

(5.4.3) |f(y) —y| < 7r pour y € B(x,2r)N H,
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(5.4.4)

(1-— T)[—|y — Z|]1+T < 11y) = /(2] < (1+ 7')[|y — Z|]1_T pour y,z € B(z,2r)N H
r r

(5.4.5) B(z,(2—7)r)NH C f(B(x,2r)N H)

(5.4.6) E'NnB(z,(2-71)r) C f(XNB(z,2r)) C E

(5.4.7) d. (B, X) <.

Démonstration. C’est le résultat du chapitre 4. 0

Le théoréme suivant donne une inégalité entre H*(E' N B(z,r)) et HY(E' N
0B(z,r)). Ce qui est trés important puisque pour presque tout r, on a

HY(E'NndB(x,r)) < %HZ(E' N B(z,r)),

donc si on a une telle inégalité, on obtiendra une inégalité différentielle qui concerne
la densité 0p (z,7) et on pourra controler 'excés de densité 0p (z,7) — 0 (x). Ce
qui nous permettra ensuite d’approcher E’ par des cones de dimension 2 Z € Z/
(ott Z' est comme dans le chapitre 3) & toute échelle avec une certaine vitesse. On
pourra en conclure que E’ est C''-équivalent & un cone minimal de dimension 2 dans
H. Donc on va consacrer une grande partie de ce chapitre & démontrer le théoréme
suivant.

Théoréme 5.5. Il y a une fonction h(r) qui est de l’ordre r°, avec c une constante
géométrique positive, et une constante o > 0 petite, mais géométrique, telles que
(5.5.1)

HX(E'NB(xz,7)) < ng(E’r‘laB(x,T))—ar[Hl(E’ﬂaB(x,r))—QQE/(a:)r]+4r2h(2r).

Pour cela, on va construire une déformation ¢ pour E’ dans 'hyperplan H, qui est
I'identité hors de la boule B(z,r) N H. On construira ensuite, grace a cette défor-
mation, une déformation pour E. On utilisera la minimalité de £ pour avoir une
inégalité épipérimétique pour E’ et puis on obtiendra 'inégalité (5.5.1).

Lemme 5.6. Si H'(E' N 90B(z,r)) > 2(1 4+ n)rfg/(x), ou n est une constante
universelle petite, alors on a automatiquement (5.5.1).

Démonstration. On a

H(E' N Bz, r))—ng(E NOB(z,7)) + ar[H'(E N dB(x,r)) — 205 (x)r]

1-2
= Op(x,7).0r? — arHl(E' NOB(z,r)) — 2ar?0p ()

< 12[(8 () + €) — (1 — 20)(1 + 1) (2) — 200 ()]
(e — (1 —2a)nfg (z)) <0
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ce dont on a besoin. O

Donc, pour démontrer le théoréme 5.5, on peut se donner une hypothése supplé-
mentaire.

Hypothése 5.6. On peut supposer que l’ensemble E' satisfait a
HY(E' noB(z,7)) < 2(1 4+ n)rfp(x).

Donc on a toutes les hypothéses nécessaires pour construire les courbes, on va
suivre les notations comme dans [D2]|. D’abord, on veut décrire I'ensemble K =
X NOB(z,r), qui est I'union d’arcs de grands cercles et de grands cercles C;,j € J.
Quand X est un plan de dimension 2 passant par z, les C; sont un grand cercle.
Quand X est un ensemble de type Y, ils sont 'union de 3 demi-grands cercles, qui
se rencontrent en deux points formant un diamétre de B(x,r) N H. Finalement, au
cas ou X est de type T, ce sont I'union de quatre morceaux de grands cercles, qui
sont 'intersection d’un ensemble de type T de dimension 2 dans H, centré en x avec
B(x,r) N H. Dans les deux premiers cas, K est plus facile a contrdler si on coupe
chaque C; en deux ou trois sous-arcs plus petits. Pour chaque C; dont la longeur est
plus grand que 977/10, on coupe C; en deux ou trois sous-arcs disjoints par la méme
longeur. Pour les autres Cj, on les laisse comme ils sont. Donc, on a maintenant une
décomposition de K en arcs de cercles disjoints Cjz, (j, k) € J tels que

mr/4 < length(C; ) < 977/10 pour (j5,k) € J.

On va maintenant distinguer deux types d’extrémités. On note V' la collection de
tous les extrémités de C; ;. Ensuite, notons V4 I'ensemble d’extrémités € V' qui est
un extrémité commune de trois arcs Cj ;. On pose ensuite V3 = V' \ Vj, Pensemble
des extrémités que nous avons ajoutées, et qui appartiennent exactement a deux
arcs Cj . On a donc, si (j,k) et (j', k') sont deux pairs distinctes, alors

dist(Cjx, Cjr ) > wr /6 ou Cj, et Cjr jy ont un extrémité commune z € V.

Lemme 5.7. On peut trouver des arcs simples g; . dans E'NOB(x,r), tels qu’ils
sont disjoints, sauf pour leurs extrémités. Et siy, z sont les deux extrémités de Cjy,
il existe deux extrémités y', 2" de g; satisfaisant a d(y,y’) < nr et d(z,2') < nr. De
plus, dist(z, Cjr) < nr pour z € gj .

Démonstration. Voir le lemme 6.11 dans [D2], ici, par homothétie et par trans-
lation, on remplace r = 1 et x = 0. Donc E’ devient un ensemble de dimension 2

dans R? qui vérifie tous les hypothéses du lemme 6.11 de [D2]. O

Notons aussi que par la preuve dans [D2], on a H'(g;x) < Clength(C; )+ nr et
HY[E'NdB(z,r)] \ Ujrgjx) < Cnr, avec C une constante géométrique.

Construction d’un graphe Lipschitzien et estimation de longeurs.
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Lemme 5.8. Pour chaque 1, > 0, on peut choisir 7y > 0 tel que les choses qui
suivent sont exactes. Soit B la boule unité de R*, soit v une courbe simple, rectifiable
dans 0B, avec deux extrémités a,b. On suppose que :

107
11
length(vy) < distgpp(a,b) + 7

7/6 < length(y) <

ou distgp est la distance géodésique dans 0B,
dist(z, P) < 71 pour z € 7,

ou P est le plan de dimension 2 passant par O et a,b.

Alors on peut construire une courbe Lipschitzienne I' sur OB, avec les mémes
extrémités a et b, avec une constante Lipschitzienne 1y telle que

H'(T'\~v) < H'(v\T) < Cn*(AL)

avec C' une constante géométrique et AL = length(y) — distsp(a,b).
Pour la démonstration, voir le chapitre 7 dans [D2]. O

On peut appliquer le lemme 5.8 aux courbes g; ; construites dans le lemme 5.7.
On obtient le lemme suivant :

Lemme 5.9. Pour chaque courbe g; ; on peut construire une nouvelle courbe
Lipschitzienne I'; ; dans la sphére 0B(x,r), avec les mémes extrémités et avec une
constante Lipschitzienne plus petite que 1y, et qui satisfait a

(591) Hl (Fi,j \giJ) S Hl (gi,j \ Fi,j) S Cnfg(length(gw) - diStBB(x,r) (CL, b)),

ot a et b sont les deux extrémités de g; ;.
Une déformation d’un coéne sur un petit graphe Lipschitzien.

On considére dans cette partie, pour I'espace ambiant R*, un graphe Lipschitzien
I' avec une petite constante Lipschitzienne dans la sphére d’unité. On veut trouver
une surface dans la boule unité, avec le méme bord que le cone sur I', mais avec une
aire plus petite.

Donc, on se donne une courbe I' sur la sphére unité 0B, dont on note les deux
extrémités a et b, on suppose que
a=(1,0,0) et b= (cosT,sinT,0) pour T € [8ny, 107 /11].

On suppose aussi que I' est un graphe Lipschitzien avec une constante Lipschitzienne
plus petite que 7;. Alors il existe une fonction n;-Lipschitzienne v : [0, 7] — R?, avec
v(0) = v(T) = 0, telle que si on pose

w(t) = (1 — |[v(t)[H)Y? et 2(t) = (cos tw(t),sintw(t), v(t)) pour t € [0,T],
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alors z est un paramétrage de I' par [0, 7.

On peut prendre 7); aussi petit qu’on veut, et on va estimer les variations de 'aire
en terme de length(T") — T et la quantité |[v'(¢)]|3, qui se trouve étre équivalente.

On pose
Dy ={(rcost,rsint):r € (0,1) et t € [0,7T]}.

On définit ensuite une fonction homogéne F', par

ro(t)
w(t)

puis on note X le graphe de F sur Dy. Cest clair que I' C Xp.

F(rcost,rsint) = pour r > 0 et t € [0,7],

On veut trouver une nouvelle fonction G, définie sur Dy, telle que
G(rcost,rsint) = F(rcost,rsint) pour t € {0,717}, et pour 9/10 < r <1,

et dont le graphe ¥ a une aire plus petite. On demande aussi que G(r cost, rsint) =
F(rcost,rsint) pour r > 9/10 pour assurer que on ne change rien prés de I'. On
veut aussi que

G(rcost,rsint) =0pour 0 <r <2ket 0<t<T,
ou k est une constante positive, petite et géométrique.

Lemme 5.10. On peut trouver une fonction Lipschitzienne G : Dp — R?
satisfaisant aux conditions ci-dessus et

IVG(2)] < C||v]|e < Cmy pour presque tout z € Dr,
T
H*(Yp) — H*(Sg) > 107* / [/ (t)[2dt > 10~ *[length(T") — T).
0
Démonstration. Voir [D2], le point essentiel est le suivant. Posons
_ oy W) 2\—1/2
f(t) = F(cost,sint) = —= = v(t)(1 — |v(t)]) pour 0 <t <T.

Alors, f est 2||v||-Lipschitzienne et f(0) = f(T') = 0. On peut donc écrire f
comme une somme de sinus,

f(t) =" Bpsin(rkt/T)

k>1

pour 0 <t <T. On a ensuite

2 T
7T_ 215 12 _ 10412 2
7 AR = [ 17 OFd < a°T,

k>1
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donc ) -, [Bk| < +o0, on peut ensuite poser
G1(pcost, psint) = Z Brp™/T sin(rwkt /T)
k>1

pour ¢t € {0,7} et 0 < p < 1, la série converge normalement, on a G1(cost,sint) =
f(t), donc B
G1(z) = F(z) sur Drn9oB(0O,1),

et
Gi(pcost,psint) =0 pourt € {0,T} et 0 < p < 1.

On définit ensuite notre déformation G,
Gy(2) = G1(2) pour z € Dy N B(O, s)
avec s = 1 — 107% un rayon trés proche de 1. Puis on pose pour 0 < p < 1,

1—
Go(pcost, psint) = . P

G1(scost, ssint) + PGl(Cost, sint).
—s -5

Maintenant, pour définir G, on choisit un x trés petit, et on pose
G(z) = F(z) pour z € Dr \ B(0,9/10),

ensuite

Glz) = %@(m/g) pour = € Dy N B(0,9/10)\ B(O, 3x)

G(z) =0 sur Dy N B(O, 2k).

-2
G(pcost,psint) = i KG(3/€COSt,3/€Sth)
K

pour 0 <t <Tet2k <p< 3Kk,
On obtient, comme dans [D2]

H*(Yp) — H*(S6) > 5.107|f']]3

1
> §||U/||§

A%

1
§(length(F) -T),
d’otl le lemme.

Par homothétie, on peut améliorer notre ensemble E' N JB(x,r), puis on fait la
méme construction, pour obtenir une amélioration de l'aire de E' N B(z, ), tout en
fixant le bord. On va maintenant construire une déformation pour E’, et puis E.
L’idée principale est d’utiliser le lemme 5.10 pour les cone centrés en x et porté sur
les courbes g; ; dans 0B(z, ).

Construction de compétiteur pour FE'.
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On considére toujours le point x et le rayon  comme précédemment. Comme dans
le lemme 5.7, on a construit des courbes simples g; ; dans E' N 0B (x,r). Maintenant
pour une courbe g; ; dont les deux extrémités sont y, z, soit D;; le cone centré en
z et s’appuyant sur l'arc géodésique de 0B(x,r) qui passe de y & z. On note Pjy
le plan qui contient D;;. On applique les constructions comme dans le lemme 5.8,
pour obtenir pour chaque g, une courbe I';;, dans dB(x,r), qui est un graphe ;-
Lipschitzien sur P;x et admet une grande partie en commun avec g; ;. On note I'; .
le cone centré en x et s’appuyant sur I'j . Alors I'j; est le graphe d’une fonction
homogéne Lipschitzienne définie sur D; ;. On applique ensuite la construction comme
du lemme 5.10, pour obtenir les surfaces ¥;; qui sont les graphes de fonctions Cn-
Lipschitziennes G définies sur D; ;. De plus, ¥, coincide avec F;‘-?k en dehors de

la boule B(z, 337). On a une inégalité comme dans le lemme 5.10 :

(6) H*(ZjxNB(z,7)) < H2(F;f7k N B(x,r)) —10"*r(length(T; 1) — distop(m (¥, 2)).
Ou y, z sont les deux extrémités de C . On pose ensuite

(%) g=Ujrgie; T'=Ujple M= Uj,kF;,kS Y =U; k-

Le lemme suivant est obtenu & partir du lemme 9.4 dans [D2] :

Lemme 5.11. [ eziste un voisinage U de E' N B(x,r) dans B(z,7) N H et une
application 50-Lipschitzienne ps : U — X N B(x,r) (ici, ¥ est défini comme dans
(%)) tels que

po(2) = z pour 2 € XN B(x,r) \ B(x,r/3)

et
po(2) € XN B(x,r/2) pour z € UN B(x,1/3).

Soit maintenant £ > 0 trés petit, on définit ¢(¢) par ¥(t) = 1 pour 0 < ¢ < (1—¢)r,
Y(t) = 0 pour t > r et ¢ est linéaire dans [(1 — &)r, r].

Définition 5.12. On définit une déformation de E' dans H comme suit :
(5.12.1) o(z) =Y(|z — x|)p2(2) + (1 —¢(]z — z|))z pour z € H .
Ensuite, pour z € H, z a pour coordonnée (1, zq, 23, 24), puis @(z) est aussi dans H,
donc on peut poser p(z) = @(1, 22, 23, 24) = (1, P(29, 23, 24)) avec ¢ une application

de R® dans R? qui est construite comme la fonction fi dans le lemme 9.42 de [D2],
modulo une homothétie de rapport r. On a de plus, ¢(z) = z pour z € H\ B(z,r).

Proposition 5.13. En posant Fy = @(E'), on a l'inégalité suivante :

(5.13.1) limsup H*(FyNB(xz,r)) < HZ(EOB(QZ,T’>>+255O/ dist(z,[)dH" 2
ENoB(z,r)

£—0

ou X, I' sont définis comme ci-dessus.
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Démonstration. La démonstration est exactement comme celle du lemme 9.42
dans [D2], modulo une homothétie de rapport 7. O

Construction de compétiteurs pour E.

On veut maintenant construire un compétiteur au sens d’Almgren pour notre
cone minimal E. On prend 7 assez petit, qu'on va décider aprés, soit L ’homo-
thétie de centre O, avec coefficient b = 1 + 7. On rappelle que H,, est 'hyperplan
orthogonal & Oz et de distance b de 'origine. On note z° et B(a?,7) les images de
x et de B(x,r) par L, respectivement, donc, 2° € Hy, et B(x’ ry) est la boule de
centre z° et de rayon r; = (1 + 7)r. Pour simplifier, on note les vecteurs colonnes
horizontalement, c’est & dire que si un vecteur z a pour coordonnée (z1, ..., 2,), on
I'écrit comme z = (21, ..., 2,).

On pose
Ey={tz:0<t<1,z€ E'nB(x,7)},

Ey={tz:1<t<1+71,2z€ E'NnB(z,r)},
¢ ={tz:0<t<1,z¢€ B(z,r)NH},
Co={tz:1<t<1+7,z€ B(x,r)NH},
El={(1+4+71)z:z€ E'}.

On va maintenant construire un compétiteur de FE, c’est a dire une fonction
Lipschitzienne ¢, de R* & R*, qui est Iidentité en dehors d’une boule assez grande.
Notre fonction est comme suit.

Définition 5.14. Une déformation ¢ de E est donnée par :
Sur R*\ (€, U &), ¢ est lidentité.
Sur H, ¢ est la fonction Lipschitzienne @.
Dans €-l’ensemble des points z tels que z = t2',2’ € HN B(x,r),0 <t <1, on
pose o(2) = t(2).
Dans €y-l’ensemble des points de la forme z = tz' + (1 — )20 < t < 1, avec
2 e H 2 € Hyetz =(1+71)2, on pose

p(2) = () + (L= 1)p(2") = 1@(2) + (1 — 1)2"

Donc, pour un point y = (y1,¥y2,9s3,ys) € €2, si on veut exprimer p(y) par ses
coordonnées, on a

yi—1 Y ys ya, b—y1 , Y2 Y3 U
b2, 2 Iy 4 2 g2 B )
T Uy N T U N

o(y) = (Y1, Y2, Y3, ya) = (y1, (

e

on voit que ¢(y) est au méme "‘niveau"’ que y.

On veut maintenant, a partir de la définition de ¢, calculer la dérivée Dy de ¢
dans le domaine €5, de maniére & appliquer la formule de laire.
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Proposition 5.15. La dérivée Dp(y) de v pour un point y dans €5 est donnée
par

1 0 0 0

(5.15.1) Do(y) = A, A,

ou A est un 3-vecteur colonne et Ay est une matrice 3 X 3, qui sont donnés par

A 72(1/_2y_gy_4)_y1_71b<y_2£y_4>_¢(y72y73y74)_b7y1D¢(y_2y_gy_4)<y_2y_3y_4)
1= AR AR T vty yn /Nyl w

y1’y1’y1
yi’y1’ y1 T Y1ty vt T

Ay = ’“—T‘ly%ld+ b L pp(d2 s vy,

T Y1 Y1’ y1’ y1

Démonstration. La démonstration est claire grace a la formule explicite de ¢
dans le domaine €,. O

La formule de l’aire et une estimation pour H?(p(F)).
Rappelons maintenant le théoréme de laire [Fe].

Théoréme 5.16. Théoréme de Dlaire. Soit f : R" — R™ une fonction
Lipschitzienne et A C R™ est un ensemble rectifiable de dimension n'. Donc on peut
considérer f comme une application Lipschitzienne de A dans R™. Notons J(x) le
Jacobien approrimé de f en x vu comme une application de A dans R™. Notons
aussi, pour y € R™, Ny 4(y) € [0,+00] le nombre de points de AN f~'(y), alors

Npalw)dH" ) = [ Jsa)dh z).

R™ A

On a aussi, pour une fonction g : A — R borélienne et positive,

/R > gla)dH" (y) = /A g(x)Jp(x)dH™ ().

" zef1(y)

On utilise maintenant le théoréme de laire pour estimer H?(E;). En effet, on
prend ici F; comme A et ¢ comme la fonction f. Alors, dans notre formule de 'aire,
Jy(2), avec z € Ey, est le Jacobien de ¢ au point z entre deux ensembles rectifiables
Ey et o(Ey).

On applique le théoréeme 5.16 pour obtenir

/ N, () dH(y) = / T, (2)dH? (2).
w(E1) Er
Pour y € ¢(E4), on a toujours N, g, (y) > 1, donc

(7) H (p(E)) < / Jo(2)dH ().

Eq
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On calcule J,(y) pour chaque y € E;. On prend 3 vecteurs, qui sont tangents a
E en y = (y1,Y2,y3,vys). Le premier vecteur est y = (y1,¥y2,¥s,ys). C'est bien un
vecteur tangent puisque £ est un cone passant par I'origine. Ensuite, on prend deux
verteurs v, w orthogonaux, de norme 1, qui sont dans I’hyperplan H, passant par
v = (Y1, Y2,Ys,ys) et parallele & H et H,. On va choisir v, w plus tard. Notons que
v,w ont pour premiéres coordonnées vectorielles 0, donc ils ont pour coordonnées
(0,v") et (0,w’), avec v/, w’ des vecteurs dans R3. On note par la suite E, = l'inter-
section du cone sur £’ N B(z,r) avec H,,. En particulier, £] = E' N B(z,r).

On a maintenant la formule

Doy ANDp.v A Dp.wl
B ly AvAw|

(8) Jo(v)

Y

ou A est le produit extérieur, Dy est la matrice de la dérivée de ¢ au point y, cal-
culée comme ci-dessus, et on prend la norme des deux trois-vecteurs calculés.

On calcule d’abord Dy.y. On a :

Dy.y = D@(y1,y2,y37y4) = (yla K)7

ou K est le vecteur colonne donné par

b y1—1). Y2 Y3 Ya (L2, 2) y1—1b
K:_(y27y3ay4)_gb(_2a_37_)_ L2 y1+ - _(y273/3,f94)
T T Yy 1 1 T T N
b P, u)
= ;(927y3ay4> - %-yl
(y_gjy_37y_4)_¢(y_27y_3’y_4)
— Y3, + Y1’ y1’ Y1 Y1’ y1 yl‘
(?/2 Y3 y4) n =

On veut maintenant estimer la norme de K, en tenant compte que (1, z—f, z—i’, z—‘l‘) et

(1, ¢(z—f, g—;‘, Z—‘l*)) sont dans la méme boule B(x,r), donc H(Z—f, g—f, z—‘l*)—qﬁ(g—f, Z—?, z—‘l‘)H <
2r et par conséquent
K| < O+ Cy
-

ou C7, C sont des constantes universelles.

Mais |Dy.y| = v/y? + | K2, donc on a aussi
9) Doyl < Cr+Car
ot (' et 5 sont des constantes universelles.

Ensuite, par la formule de Dy, on a bien :

T

bh— _
Dy.w = (0, %y%ng.w' + =L b gy

T Y1

B visbtes i
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ici, D¢ désigne toujours la dérivée de ¢ au point (Z—f, ;‘f, z—‘l‘) Puisque 1 < y; <
1+ 7=bet || =|w|=1, on a alors

|Dp.v| < [Dp'| +b

10
(10) |Dp.w| < |Do.w'| +b

De (9) et (10) on déduit que

|Do.y AN Dp.v A Dp.w|
ly A v Aw|

(1) [ ()| =

< (C1+ Co2)(IDo'| + B) (16| +b)

car y, v, w sont presque orthogonaux (les angles entre eux sont proches de 7/2),
donc [y Av Aw| > C’'|y||v||w| > C une constante positive.

Considérons I'application f : F; — R, donnée par y = (y1, Y2, Y3, Y1) — Y1, pour
y € Fy. Par la formule de la coaire

[ st - / J5(w) Egdﬂ?’()

’ Jo(y)
/1 : By, Jr(y)

On estime J¢(y) comme dans (4), ona Jy(y) > .. Puisque |y| = VU +yE+yR + 3,
alors

1 2 2 2
< \/1+y2+y3+y4

(12)

Donc, (11) et (12) nous donnent
(13)

J,(y)dH? (y / /
/El / Jf
(1+2r) / dyl/ y)dH?y

Y1

Rappelons que D¢ est la dérivée de ¢ au point (z—f, g—f, z—‘l*)

Puisque F est un cone, par changement de variable y) = y2 g Yy = y3 D Yy = yf

(1) [ (Do +)(Dow| +0)dH () = i [ (Do +0)(Dow’|+H)dH ),
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Ici, si ¥’ € E] a pour coordonnée (1, ), y5,y)), alors D¢ dans notre formule est pris
au point (yh,ys,y}), puis, v/, w’ sont deux vecteurs tels que (1,v') et (1,w’) sont
tangents a £’ au point y'- ce qui sont les méme qui correspondent au point y tel que
Y2 = YsY1, Y3 = Y5Y1, Y4 = YaY1.

On sait que y; < 2, donc (13) et (14) nous donnent
(15)

b
H3(p(Ey)) < 4(1+2r)(Cy + Cg;)/ dyl/ (|Do.v'| +b)(|Dp.w'| + b)dH?(y)
1 E
=414 20)(C1 + GO [ (1Dow! |+ 8)( Do + D).
2
I nous reste & estimer fE;(’D¢'U/| +0)(|Dp.w'| + b)dH?(y/').

On regarde 'application ¢ dans la boule B(z,r) N H. Comme dans la définition
de ¢ dans le lemme 5.11 et la définition 5.12, on a deux parties By = (1 — &) B(z, 1)
et A¢ = B(xz,r)\ Be de la boule B(z, 7). De plus, notre application ¢ a les propriétés
suivantes.

Sur Be N B}, ¢ est 50-Lipschitzienne (ici, on comprend toujour que ¢ agit sur
les trois coordonnés des points dans B(z, ) autres que la coordonnée Ozx), alors sur
Be N EY, (|1D¢.v'| +b)(|Do.w'| + b) < 3000

Sur Ag, on a
lim sup/ (|Dp.v'| +b)(|Dp.w'| + b)dH?(y) < 5000/ dist(z, ¥)dH"z
20 JEINA B{NOB(z,r)

Donc, en faisant tendre & vers 0, on peut choisir notre déformation ¢ de maniére que

(16)

/ (|Dp.v' | +b)(|Dop.w'|+b)dH?(y') < 3000H?(E})+5000 / dist(z,)dH' 2
E E{NdB(x,r)

Maintenant, (15) et (16) nous donnent

(17)

H?(p(Ey)) < 4(1 4 2r)(Cyr + Co7)(3000H?(EY) + 5000/ dist(z,)dH"'2)

E{NOB(x,r)

On peut choisir 7 maintenant, on pose 7 = r, et on va estimer H3(F; U E») et
H3(p(Ey)). Verifions d’abord que

(18) (B U By) > (14 7)(H(B}) = 5 (1 + r B (B,

En effet, £y U E, est une partie du cone centré en O et porté sur Ej; de plus, la
distance de O a H, est bien 1 +7 = 1+ r, donc on applique le théoréme de la coaire
pour déduire (18). Ensuite

1

(19) Hp(By)) < 5(L+r)H(B(EY)),
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car similairement, p(F5) est une partie du coéne centré en O et porté sur ¢(E]),
sauf que maintenant ¢(E]) est contenu dans la boule B(z,r); on applique toujours
le théoréme de la coaire a la fonction f qui est la projection orthogonale sur I'axe Ox.

Maintenant E est un cone minimal, donc H*(E; U Fy) < H3(p(E; U E»)), et on
utilise (17), (18) et (19) pour obtenir

%(1 + ) HY(E) < (1 +r)H*(G(E))

1
=3
+4(1 + 2r)(Cyr + Co7)[3000H2(E}) 4 5000 / dist(z, T)dH"2].

E1NOB(x,r)

En majorant 1 + 27 par 2 et substituant r a 7, on obtient
J p

(20)
1 3172 ! 1
5(1+7‘) H(Ey) < 3

+8(Cy + Cy)r[3000H>(E}) + 5000 / dist(z, T)dH"2].

E{NOB(z,r)

(1 + ) H*((E))

On constate que H?(E]) < C'r?, car par la propriété de régularité d’Ahlfors de FE,
il existe une constante C' qui ne dépend que de la dimension 4 tel que

H*(EN B(z,r)) < Cr,

mais E est un cone centré a origine, donc H*(ENB(z,r)) > CyH*(E'NB(x,7)), ot
C} est aussi une constante géométrique. Donc on a bien H*(E}) = H*(E'NB(z,r)) <
C'r?, avec C' une constante géométrique, pour tout z et pour tout r.

En divisant par 1(1 + 7)% et puisque H2(E]) < C'r?, et d’aprés la proposition
5.13, H*(¢(E})) < H*(X N B(x,7)) + 2550 fE{ﬂaB(x,r) dist(z,T')dH'z, on obtient,
(21)

H*(E}) < H*(P(EY)) + Cr® + Cr/ dist(z,)dH "'~

E{NOB(x,r)

w

< H* (XN B(z,r)) + Cr® + Cs / dist(z,I)dH"»

E{NOB(z,r)

< H*(T* N B(z,7)) — 10~ (HY(T) — H(p)) + CsnrH (B} N 0B(z,r) \ T) + Cr?

< %7‘]—]1(1—‘) — 10_4r(H1(F) — Hl(p)) + CSﬁT(Hl(Ei NoB(x,r)) — Hl(p)) Lo

%THI(E{ NOB(x,r)) — %T(Hl(Eg NOB(x,r)) — H'(T))
— 107" (HY(T) = H'(p)) + Canr(H'(E; N dB(x,r)) — H'(p)) + Cr°

IA

< %THl(E{ NOB(x,)) =10 r[H'(E{ NOB(x, 1)) = H'(p)] + C77,

si on pend 7 assez petit. En fait, la troisiéme ligne vient du (6) et le fait que
dist(z,I') < Cnr pour z € E] N 0B(x,r). La quatriéme ligne vient du fait que
[* est un come et HY(ENOB(z,r)\T') < HY(E;NOB(x,r)\ g) + H'(g\T), ce qui
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est majoré par C[(H'(E]{ N 0B(x,r)) — H'(g)) + (H'(g) — H'(p))] = C(H'(E{ N
dB(x,7)) — H'(p)), comme dans le lemme 5.9. Ici,

p =V, eipij C OB (z,r),

ou pour chaque 1, j, p;; est la géodésique dans la sphére 0B(x,r), qui connecte les
deux extrémités de g; ;.

On a donc effectivement
1
(22) H*(E;) < §7~H1(Eg NOB(x,r)) — 107°r[HY (B, NOB(x,r)) — H' (p)] + Cr®.

Maintenant, si H'(p) < 2rfx(z) = 2rfp/(x), ou X est le cone minimal dans le
lemme 5.4, (22) nous donne, en observant que E] = E' N B(z,r)
(23)

1
H*(E'NB(x,7)) < §7°H1(E’ NOB(x,r))— 10" rH (E'NOB(x,r) — 2rfp (z)) + Cr®
C’est exactement le théoréme 5.5, avec v = 107°.

Si H'(p) > 2rfx(x), on va construire une deuxiéme déformation pour F’, et puis
on va construire notre déformation pour E de la méme maniére que dans la défini-
tion 5.14, sauf qu’on va remplacer notre déformation ¢ par une nouvelle déformation
qui nous permettra de gagner plus de 'aire. La procédure est essentiellement comme
dans la section 10 dans [D2]. On va détailler pour construire notre déformation.

Une nouvelle déformation pour le cas ot H'(p) > 2rfx(z).

On rappele, comme dans la partie précédente, que p = U, .. jp;; I'union des
géodésiques dans 0B(z,r) dont les deux extrémités sont les mémes que les g; ;. On
note X le cone dans ’hyperplan H, centré en x, et porté sur notre réseau p. Donc
si on peut trouver une déformation X, de X; dans B(z,r), avec une mesure de
Hausdorff plus petite, alors on pourra trouver ainsi un autre compétiteur Fy de E’
dans B(x,r), dont aire est plus petite que celle de F7. On commence par un lemme.

Lemme 5.17. Supposons qu’on puisse trouver une fonction Lipschitzienne
f:H — H telle que

f(2) =z pour x € H\ B(z,r) et f(B(z,7)) C B(z,T)
et que si 'on pose Xy = f(X7),
H*(X,N B(x,7)) < H* (X, N B(x,7)) — Ar?

pour un A > 0. De plus, f est Lipschizienne avec une constante Lipschitzienne
bornée, disons qui ne dépend que de la dimension 4. Alors on a

1

H*(E'NB(z,7)) < 57“H1(E’ﬂ83(x, ) —10"°r[H (ENOB(x,7))—H'(p)]— Ax*r*4+Cr3.
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Démonstration. On utilise la minimalité de E. On construit une nouvelle déforma-
tion pour £’ comme suit.

On pose au début
(5.17.1) ff(z)=x2+k(f(x+r (2 — 1)) —2) pour 2 € H.

Donc, f* est définie dans ’hyperplan H, et sa valeur au point z est 'image par
homothétie de centre x, et de coefficent x de la valeur de f au point 2z’ qui est
aussi I'image de z par une homothétie de centre x et de coefficient x. Donc si f est
Lipschitzienne avec une constante Lipschitzienne bornée, f* est aussi Lipschitzienne
avec une constante Lipschitzienne bornée. On définit une nouvelle déformation pour
E’, a savoir

(5.17.2) o1 = frog,

puis une nouvelle déformation ¢, pour F, exactement comme on a définit pour ¢
dans la définition 5.14, mais en remplacant ¢ par ¢;. C’est clair que ¢ est 'identité
en dehors de la boule B(x, r)NH, et donc que ¢, est Iidentité en dehors de I'ensemble
R*\ (€; U&,). La fonction ¢; est définie aussi comme la fonction ¢, par le fait que

G1(1, y2, Y3, Y1) = (1, &1(Y2, Y3, va))-

On pose ensuite (1, y2,y3,y1) = (1, (y2, Y3, ¥4)) ol g est une fonction de R3 vers
R3. Puisque f* est une fonction Lipschitzienne, avec une constante Lipschitzienne
bornée qui ne dépend que de la dimension 4, ¢ 'est aussi. Ensuite

p1=4g"00¢.

Alors pour un vecteur v € R3, on a D¢,.v = Dg".D¢.v et puisque ¢ est Lipschit-
zienne avec une constante Lipschitzienne bornée, on obtient

(*) |D¢1.v| < C|D¢.v|,

ou C' est une constante géométrique. Maintenant, la dérivée de ¢, en un point y € &,
est exactemant comme celle de ¢ en y, sauf qu'on remplace ¢ par ¢;. On a alors la

formule pour Dy, :
1 0 0 0

Doy (y> = A, Ay

avec A; un 3-vecteur colonne et A, est une matrice 3 X 3 qui sont donnés par

¢ (y2 Y3 y4)

_ bry2 w3 way_m—lpoyo ys wa)y_ Puivvitwi)  b—ma Y2 Y3 Y4\ (Y2 Y3 Y4
Al_T(yl’y1’y1) T b(yz’y%’y%) T T D(b (yl’y17y1).<y27y%’y%).

T et b—y1 1 Y2 Y3 Y4
Ay = BELETd 4 DG (2,2, ).

T yi’y1’ vy
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Les estimations maintenant sont les mémes que pour ¢. Le plus important est
d’estimer H3(¢;(E))). En appliquant la formule de Paire

(5.17.3) HY (o1 (E)) < [E Jor(y)dHy,

on obtient pareillement que

_ |Dp1.y A Dpi.v A Dy

J
ly A v A w|

®1 (y)

avec v, w comme dans (8). Pour |D¢;.y|, comme dans (9), on obtient
r
|D<p1y‘ < Cl + CQ;

Ensuite, comme dans (10) et par (%), on a

|Dp1.v| < [Dgy.v'|+b < ClDpv'| + b

() , "o
|Dgy.w| < |Dprw'| +b < ClDv'| + b

On peut avoir une inégalité comme dans (11), mais grace a (x%), on peut remplacer
¢1 par ¢, on obtient

r
e ()] < (€7 + C ) (1D +b)(|1Dg-w'| + D),
ot C' est une constante géométrique.
Donc les estimations pour H?(;(F;)) sont les mémes que pour H3(p(E;)). On

peut maintenant estimer H>(p1(E1)) grace a (17). On prend toujours 7 = r comme
dans (17), on obtient

H?(p1(Ey)) < C3r[3000H?(E}) + 5000 / dist(z, T)dH" 2],

E{NdB(z,r)

ou Bi=E NH=FENB(z,1).

On a donc une inégalité totalement comme (20) sauf qu’on remplace @ par @ :

1 1
S HAE) < 5(1+ 0 H(21(EY)
(5.17.4)
+ C3r[3000H?(E}) + 5000 / dist(z,I)dH"'z].
E{NOB(z,r)
Alors
(5.17.5) H*(E}) < H*(p1(E})) + Oyr® + C’4r/ dist(z,I)dH" 2.
E'NdB(z,r)

Maintenant comme dans la section 9 de [D2], on a
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(5.17.6)
cr /( dist(z D)= < Corr{H!(E'N10B(a,) \g) + [H'(9) = H'(p)]

= Csrr(H'(E'N9B(x,r)) — H'(p)),
ce qui nous donne, avec (5.17.5) :
(5.17.7)  H*(Ey) < H*(¢1(EY)) + Cyr® + Cstr(HY(E' N 0B (x,7) — H'(p)).

Donc on constate maintenant comment notre déformation ¢; agit sur E’. Puisque
©1 = frop, et f* est I'identité en dehors de la boule B(x, xr), on a donc ¢1(z) = ¢(2)
pour z € H\ B(z,kr). On a aussi f*(z) C B(x,xr) quand z € B(z, xr). Donc pour
comparer H*(¢1(E' N B(z,r))) avec H*(@(E' N B(z,r))), on n’a qu’a considérer
notre fonction ¢, dans la boule B(z, kr), puisque ¢; coincide avec @ en dehors de
la boule B(z, xr). On a maintenant

¢1(E' N B(x,kr)) =

avec F} = ¢(E' N B(z,r)). Par conséquent,
H*(p1(E' N B(x, k7)) < k2. H*( Xy N B(w,7));

ensuite
(5.17.8)
H*(p1(E' N B(x,r)) = H*($1(E' N B(x,7)) \ B(z,kr)) + H*($1(E' N B(x, kr)))
(3(E' N B(z,7)) \ B(x, k1)) + k*H*(Xo N B(z, 1))
(¢(E' N B(z,7)) \ B(x, k1)) + k*(H*(X1 N B(z,r)) — Ar?)

(XN B(x,r)\ B(z,kr))+

H*(@
H?*(p
H2

IA N IA

+ 2550/ dist(z,T)dH'z + k*(H*(X; N B(z,7)) — Ar?)
E'NOB(z,r)

< H* (XN B(z,7)) + Cerr(H*(E' N OB(z,7)) — H(p)) — Ax*r?

en faisant ¢ tendre vers 0 puis en utilisant le fait que Fy N B(z, kr) C XN B(x, kr) =
Xy N B(x, kr).
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Alors (5.17.7) et (5.17.8) nous donnent
(5.17.9)
H*(E)) < H* (XN B(x,r)) + Crrr(HY(E' N OB(x, 7)) — H'(p)) — A*r? + Cyr®
< H*(I* N B(z,r)) — 10~ [H'(T) — H'(p)]+
+ Corr(HY(E' N OB(x,7)) — H'(p)) — Ax*r* + Cyr®

- %THVF) — 107" [H'(T) - H' (p)}+
+ Crrr(HY(E'N0B(x, 1)) — H'(p)) — Ar™r® + Cyr®

= SrHNE N OB(x,1)) — Sr(H'(E' " aB(x, ) — H'()) = 10~*[H'(T) -

+ Corr(HY(E' NOB(x,r)) — H'(p)) — A*r* + Cyr®

(
< %rHl(E’ NOB(x,r)) — 107 r(H'(E' N 0Bz, 1)) — H'(p))+
+ Corr(HY(E' NOB(x,7)) — H'(p)) — A.k*r* + Cyr®

(

< %THI(E’ NB(x,r)) — 107°r(H(E'NdB(z,7)) — H'(p))
— AR*r? 4+ Cyr®,

ce qui est exactement la conclusion du lemme. On a donc terminé la démonstration
du lemme. ]

Rappelons que X; est le cone de dimension 2 dans H, centré en x et porté sur le
réseau p. On sera donc content si on peut trouver une déformation f de maniére que
H?*(X,) — H*(f(X4)) > Cr(H'(p) — 2r6,(X)), puisque notre hypothése au début
du lemme 5.17 est que H'(p) > 2r6,(X). Mais cela vient de la condition de "“full
length"” de X. Donc on peut utiliser le chapitre 10 dans [D2| pour construire une
telle fonction f, avec la constante Lipschitzienne bornée et ne dépendante que de la
dimension ambiante. On obtient le lemme :

Lemme 5.18. [l existe une fonction Lipschitzienne f : H — H, qui est
Uindentité en dehors de la boule B(x,1), avec une constante Lipschitzienne bornée
et ne dépend que de la dimension 4, et une constante C' qui ne dépend aussi que de
la dimension 4, telles que

(24) H*(X1) — H*(f(X1)) > Cr(H' (p) — 2rbx(w))

ot X1 est lintercsection avec B(x,r) du cone centré en x et porté sur p.

On va dire plus sur la condition de "‘full length"” des cones minimaux dans le
paragraphe suivant. Maintenant on a un lemme qui permettra de controler la densité
de E’ autour de x.

Lemme 5.19. Il existe une constante universelle a > 0 telle que pour chaque
r € ENOB(O,1), il existe r, > 0 un rayon tel que pour chaque r < r, on a
1

H*(E'N B(x,r)) < 5" rH (E'NOB(x,7)) —ar(H' (E'N0B(x,r)) — 2rfg (z)) + Cr®,

H' (p)]+
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ouw E' = E, = EN H, est lintersection de E avec [’hyperplan tangent ¢ 0B(O, 1)
en x.

Démonstration. D’apres (5.17.9),
H*(Ey) = H*(E' 0 B(x,7))
< %THI(E/ NOB(x,r)) —10°r(HY(E' N 0B (x,7)) — H'(p))—
— Ar*r: + Oy,

Mais d’aprés (24), on peut choisir A de maniére que A.r? = H*(X;) — H*(f(X,)) >
Cr(H'(p) — 2rfx(z)), alors
(5.18.1)

H*(E'N B(x,7)) < %rHl(E’ NOB(x,r)) — 10750 (H (E' N 0B (x,r)) — H'(p))—
— Cr*(H"(p) — 2r0x (z)) + Cyr.
< %rHl(E’ NOB(z,7)) — Cr2r(H'(E' N 0Bz, 1)) — H'(p))—
— Cre(H\(p) — 2r0x (z)) + Cur®.
= %THI(E’ NOB(x,r)) — Cx*r(HY(E' N OB (x,7)) — 2r0x(z)) + Cyr®.

Puisque Oy (x) = 0g:/(x), on a donc ce qu'il faut démontrer, avec o = C'x2. O

On pose maintenant, f(r) = SH*(E' N B(z,r)) — 0p(z) = Op(z,7) — Op(2)
et v(r) = H*(E' N B(z,r). On voit facilement que pour presque tout r, v'(r) >
HY(E'NdB(x,r)) (la dérivée de v en 7). De plus, f'(r) = r=20'(r) — 2r 10 (z,r),
donc, HY(E' N dB(x,r)) < f'(r).r* + 2rfg/(x,7). En substituant dans (5.18.1) on
obtient

H*(E'N\ B(x,7)) < (r/2 —ar)HY(E' N 0B (x,r)) + 2ar*0p (z) + Or®

donc ]
O (z,1) < (5 —a)rf'(r)+ (1 = 2a)0p(x,7) + 2005 (x) + Cr.

On divise par 72 et on utilise les inégalité ci-dessus. Il vient

2af(r) < (% —a)rf'(r)+Cr.

On en déduit que rf'(r) > 1f§af(7“21 — Cqr, ou C] est une constante. Maintenant, si
109

on pose g(r) = r~*f(r), avec a = 75, on a

gr)y=r=f(r) —ar™ 7 f(r) =17 rf'(r) —af(r)] > ~Cira™*"" = ~Cir ™
donc g(s) — g(t) > [ ¢'(r)dr > [7 —Cyr=dr = — L (17 — 179) pour s >t > 0.
On a bien

(1) = () < £7g(s) + 19T (10— 110).
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On peut conclure que pour tout t < r,
f(t) < C.e,

pour des constantes C,a > 0. Voici maintenant le théoréme qui controle la densité
Op/(x,7), quand 7 est petit.

Théoréme 5.20. Il existe oy > 0 une constante universelle, telle que si le
rayon r, satisfait aur conditions

(5.20.1) Op(r,7m,) — Op(r) < ai,
et,
(5.20.2) ry < Q.

Alors on a l'inégalité suivante :
(5203) OE/<.Z‘,7’) - QE/(.I') < C?"a,
ou C,a sont des constantes universelles.

Démonstration. C’est ce que nous venons de vérifier. En fait, quand «; est
chosie treés petite, alors si r, satisfait aux hypothéses du théoréeme 5.20, on peut
conclure que FE, est Bi-Holderiénnement équivalent & un cone minimal de dimen-
sion 2 dans H,, qui est centré en x. Ensuite, on peut construire des courbes et des
compétiteurs comme ci-dessus, et on arrive a l'inégalité différentielle, et finalement

I'inégalité (5.20.3). O

Sur la propiété de "‘full length"’ des cénes minimaux de dimension 2
dans R3.

On rappelle que aprés lemme 5.6, on a une description de 'ensemble K = X N
O0B(x,r), et on a divisé K en arcs de cercles C, j, k € J tel que

71 /6 < length(C; ) < 97r/10 pour (j,k) € J.

On appelle aussi V' l'ensemble des extrémités des {C);}. On veut considérer des
déformations de K, obtenues comme suit. Soit 17; = 107% une constante. On note
ensuite ®(r;) 'ensemble des fonctions ¢ : V' — 9B(z, ) tel que

1C(2) — 2| < myr pour z € V.
Soient ¢ € ®(n1) et (j, k) € J. Si a,b sont les extrémités de C,k, on note ¢.(Cjx)

la géodésique de OB(x,r) qui va de ((a) & ¢(b). On remarque aussi qu'il existe une
unique telle géodésique. En fin on pose

() = Ui eiC(Ci)-
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Ainsi on déforme juste K en un ensemble de géodésique, en bougeant ses sommets.
On note (,(X) le cone sur (. (K).

On a maintenant la définition de "‘full length"’ pour les cénes de dimension 2.

Définition 5.21. Soit X un cone minimal réduit centré en x. On dit que X
est un cone minimal full length s’il existe une décomposition K comme ci-dessus,
une constante n; = 107° et une constante Cy > 1, tel que si ¢ € ®(n1) satisfait a

(5.21.1) HY((.(K)) > HY(K)
alors il existe une déformation X de .(X) dans B(z,r) tel que
(5.21.2) H*(X N B(z,r)) < H*(((X) N B(z, 7)) — C7Yr[HY(C(K)) — HY(K)).

Par déformation de (.(X) dans B(x,r), on veut dire un ensemble de la forme
X = f(¢(X)), avec f : H — H une fonction Lipschitzienne tel que f(z) = 2
hors de la boule B(z,7) et ensuite f(B(x,r)NH) C B(z,r)N H.

I1 est démontré dans [D2], section 14 que si X est un cone minimal de dimension
2 de type P, Y, ou T, X est automatiquement un coéne minimal full length. De plus,
on peut trouver une déformation f avec une constante Lipschitzienne qui ne dépend
que de la dimension 4.

On va dire un peu plus sur des propriétés de full length pour un céone minimal
X de dimension 2 de type P, Y ou T qui concerne 'angle de déviation. D’abord
on a l'ensemble des extrémités des arcs de K = X N 9B(z,r), qui est V, et puis
V =V, UV, ou Vy 'ensemble des points qui sont un extrémité d’exactement trois
arcs C; j, et V1 = V\ V| 'ensemble des arcs qu’on ajoute. Pour une déformation ¢(K)
définie juste comme ci-dessus et pour chaque z € V', on veut définir une déviation
a¢(z) des angles idéaux a ((z) comme suit.

Si z € Vp, alors il y a trois courbes ((C}x), qui sont en fait trois morceaux de
géodésiques qui admettent ((z) comme extrémité commune. On note wy, we, ws les
trois vecteurs unités qui sont tangents a ((Cj ) en ((x) pointant dans la direction
opposée a ((z), et on pose

(25) ac(z) = |wy + wy + ws|.
Donc si les trois ((C} ) forment des angles de 120 en ((2), ac(z) = 0.

Quand z € Vi, il y a seulement deux arcs C et Cy qui partent de z, on note w;
et wo les vecteurs unités qui sont tangent a ((C4) et ((Cy) et qui partent aussi de
z. Soit 6§ € (0, 7) l'angle entre w; et wy, avec la convention que 6 est trés proche de
75 On pose

(26) ac(z) =m — 4.
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On peut montrer facilement que o (z) est équivalent & w; 4+ ws. On pose finalement

(27) a4 (C) = sup a¢(z).

eV
Le lemme 10.23 dans [D2| dit que si a(¢) # 0, on peut déformer (.(X) et puis
gagner Cr?a, (¢)?, par une application Lipschitzienne, avec une constante Lipschit-
zienne qui ne dépend que de la dimension 4.

Lemme 5.22. Soient X un cone minimal de dimension 2 dans H et centré
en x, et ( € ®(my). Alors on peut trouwver une fonction Lipschitzienne f : H — H
qui est lidentité hors de la boule B(x,r), telle que f(B(z,r)) C B(xz,r) et dont la
constante Lipschitzienne ne dépendant que de la dimension 4, telle que

(5.22.1) H*(X N B(z,r)) < H*(.(X) N B(z, 7)) — Cr?a,(¢)?,
ote X = f(¢(X)) et C une constante qui ne dépend que de 4 et de 1.

Le lemme suivant donne une inégalité entre la déviation de l'angle o (() et la
différence H'(¢.(K)) — H'(K), quand K est un cone minimal de dimension 2-donc
de type P, Y, T-centré en x et contenu dans H, et affirme que ces trois types de
cones ont vraiment la propriété de "‘full length"” et donc termine la démonstration
de l'exces de densité en x.

Lemme 5.23. Soient K,(,ay(¢) comme ci-dessus, on a alors l'inégalité
H'(¢(K)) — HY(K) < Cray (),

avec C' une constante universelle, qui ne dépend que de la dimension 4.
Approximation de £’ par des cones trés proches des cones minimaux

Le but de ce paragraphe est d’approcher E' N B(z,r) par les cones trés proches
des cones minimaux. On va adapter les démonstrations de la section 11 dans [D2].
Si le couple (z,r) satisfait aux hypotheéses du théoréme 5.20, alors on a la propriété
suivante pour ’ensemble E' N B(z, 7).

Propriété 5.24. Pour chaque € > 0 tres petit, on peut choisir a; > 0 tel
que si le couple (x,r) satisfait auzx hypothéses du lemme 5.20, alors notre ensemble
E' N B(x,r) ait les propriétés suivantes :

(1) Pour v < r, il existe une constante C' tel que f(r') = Op(z,7") — Op (z) <
C(r")*, ou C,a sont les mémes constantes que dans le théoréme 5.20.

(ii) Pour r' < r, il existe un come minimal X,» centré en x dont la densité en x
est la méme que celle de E' en x, tel que d, . (E', X,) < Ce.

(iii) Pour chaque z € E' N B(x,r), il existe un cone minimal Y, C H, tel que si
t<|r—z|, onad,(FE,Y]) <Ce.

En effet, (i) vient du théoréme 5.20, (ii) vient du corollaire 4.6 et (iii) vient de
la démonstration de I’équivalent Bi-Hélderienne pour E'. U
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Maintenant, si ( € ®(n), et si un cone Z obtenu comme Z = (,(X), avec X un
cone minimal de dimension 2 dans H et centré en x, on note

(28) a (Z) = a, (),

avec oy (¢) défini dans (27) ci-dessus. On voit que o (Z) mesure la différence entre
Z et le cone minimal X, modulo une rotation. Bien sur si a (Z) = 0, alors Z est
I'image de X par une isométrie dans H. Grace a la propriété 5.24, on obtient le
résultat suivant pour notre ensemble E’ dans la boule B(x,r).

Proposition 5.25. Soient x € E’ et r satisfaisant a la propriété 5.24. On a
donc X = X,.. Alors il existe un cone Z = (.(X), avec ¢ € ®(ny) définie pres de la
définition 5.20, des constantes universelles C' et b, tels que

(5.25.1) dor(E', Z) +a (Z) < Ca?

Démonstration. La démonstration est exactement comme celle du théoréeme 11.4
dans |[D2| pour les ensembles presque minimaux de dimension 2. La démonstra-
tion est longue et compliquée mais la propriété 5.24 contient les mémes hypothéses
nécessaires pour démontrer le théoréme 11.4. On peut adapter totalement cette dé-
monstration pour avoir notre proposition. 0]

En effet, dés que notre rayon r satisfait aux hypothése du théoréme 5.20, avec
oy assez petite, on peut obtenir le théoréme 5.25 dans la boule B(z, ). Donc 'excés
de densité controle bien la distance entre £’ avec des cones minimaux centrés en ,
dans la boule B(zx,r).

Approximation de £’ par des cones minimaux centrés en x.

On va utiliser la proposition 5.25 pour le couple (z,7) pour déduire un théoréme
comme le théoréme 12.8 dans [D2].

Proposition 5.26. [] existe unique limite d’explosion de E en x, qui est de la
formeY =Y'x Oz, ouY' est le cone minimal de dimension 2 dans H, centré en x.
De plus, il existe a; > 0 une constante petite, mais universelle, telle que si le couple
x,r satisfait aux hypothése du théoréme 5.20 pour aq, alors il existe des constantes
C et by qui ne dépendent que de la dimension 4, tels que

(5.26.1) der(E'Y') < OrP

Démonstration. On considére maintenant la suite 27r, 1 > 0, et on regarde dans les
boules B(x,27!r). Pour chaque boule B(x,27'r), il existe un cone Y; centré en x tel
que

, r
(5262) dac,Q*lr(E ,YE) + Oé+<Y2) S C<§)b’

par la proposition 5.25. On compare maintenant les cones Y; et Y;,1; on a
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dfﬂ,’f’ (}/17 )/H-l) = dw,Q*l*QT(lfh )/H-l)
< 2[dz,2*l*1r(Y27 El) + dw,Q*lflr(E,a Y2+1]
< 4dz,2—l.r(Y27 El) + 2dx,2—l—1r(Elv Yi-i—l)

< 40(%%’ +20(a

(5.26.3)
b
51

r
< 100(@)17,
par (5.26.2), le fait que Y, sont des cones et le fait que d,o,.(A, B) < 2d,,(A, B)

pour deux ensembles A et B.
Ensuite, pour 0 < n < m, on a

dﬂ?ﬂ"(Y?mYn) S 2[ Z dw,r(%an—l)]

i=n-+1
(5.26.4) <y 200(%)17 par (5.26.3)
1=n+1
,
< 01(2—71)1)’

avec C une constante. Donc on voit bien que la suite Y, dans la boule B(z, ) est
une suite de Cauchy pour d’ensembles. On conclut que Y;,l > 0 converge vers un
ensemble Y. Puisque les Y] sont des cones centré en z, Y est aussi un cone centré
en . Grace a (5.26.4), on a bien

(5.26.5) dpr (Y3, Y") <limsupd,,.(V;,Y,) < Ci(=)°,

r

mais puisaue dyp-in(E,Y) € C(3), et dyai(VinY") = dupl(Vi, V") < i)
alors

,
(5.26.6) dpo1,(E,Y") < 02(5)”,

de plus, Y” est un cone centré en x, donc Y” est une limite d’explosion de E’ en
x dans 'hyperplan H. On en déduit que Z = Y” x Ox est une limite d’explosion
de E en x. Donc Z est un cone minimal de dimension 3 de type P, Y ou T. On en
déduit que Y” est un cone minimal de dimension 2 de méme type, par le lemme
2.11. Maintenant, en posant [ = 0 dans (5.26.6), on obtient

(5.26.7) dyy (B, Y") < Cor?,

pour tout r tel que x, r satisfait aux hypothése du théoréme 5.20. Donc en prenant
Y’ =Y" et les constantes 10Cs, b, on a (5.26.1).

Il nous reste a montrer que Y’ est I'unique limite d’explosion de E’ en x dans
le plan H. Soit Z' une limite d’explosion de E’ en z dans le plan H. On sait que
Z' est un cone minimal de dimension 2 dans H et centré en x. De plus, il existe
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une suite {r;} qui tend vers 0, telle que limy_,o dy (E', Z") = 0. Mais on sait
d’aprés (5.26.7), pour ry, assez petit pour que 1, < 7, que d, ., (E',Y") < Cyr?. Donc
Aoy 2(Y', 2") < 2(dyy (B, Z") + dy (B, Y")), ce qui tend vers 0 quand k tend vers
+00. Mais Y’ et Z’ sont des cones centrés en x, donc dy,, 2(Y', Z') = dp 1 (Y', Z')
pour tout k. On en déduit que d,1(Y’, Z’) = 0 puis que 2’ =Y.

Ceci termine la démonstration du théoréme. [l

Remarque 5.26. Puisque E et Y =Y’ x Ox sont des cones centrés en O,
donc on a l’équivalence entre les distances d,.(E,Y) et d,.(E',Y"), donc

dpr (E,Y) < C(r')°

pour tout v’ < r et ou C, b sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension

4.
Régularité C!' pour les cones de dimension 3 dans R*.

On veut montrer maintenant que si le rayon r et notre point x € ENJB(O, 1)
satisfont aux hypothéses du théoréme 5.20, pour a; une constante trés petite, qu’on
va choisir aprés, alors dans la boule B(x,r), E' est C! équivalent & un coéne minimal
de dimension 2, centré en x, de type P, Y, ou T selon que la densité de F en = est
dp,dy ou dr, respectivement. On a trois cas.

Régularité C! prés d’un point de type P.

Théoréme 5.27. Supposons que x est de type P, alors si le rayon r satisfait
aux hypotheses du théoreme 5.20 pour une constante g trés petite, qu’on va choisir
apres. Alors dans la boule B(x,7/32), E' est C* équivalent  un plan P’ de dimen-
ston 2 contenu dans H, qui passe par x.

Démonstration. Soit z € E' N B(x,r/32) et 2’ I'intersection de Oz avec 0B(0, 1).
Alors 2 € F puisque E est un cone centré en O. On a aussi 2/ € B(x,r/16). De
plus, puisque x et r satisfont aux hypothéses du théoréme 5.20 pour la constante
Qg, on a

Op(z,r) —0p(x) < as

donc d’apreés le corollaire 4.7, pour chaque 6 > 0 on peut choisir as > 0 tel qu’il
existe un plan P(x,r) de dimension 3 dont I’axe passe par O et z, tel que

(5.27.1) dyrj2(E, P) < 0.
Considérons maintenant le point 2/, on a bien B(2',r/4) C B(z,r/2), alors
(5.27.2) dorpya(E, P) < 2d,,jo(E, P) < 26,

On applique lemme 2.13, pour chaque d; > 0, on peut choisir § > 0, tel que si on a
(5.27.2) avec ¢, alors

(5.27.3) |H*(ENB(',7/8)) — H*(PN B(2, (14 6,)r/8))| < é17°,



tel-00665664, version 1 - 2 Feb 2012

79

puisque H3(P N B(I,s)) < dps® pour un centre I et un rayon s quelconques. On a
alors

(5.27.4) H¥ENB(Z,r/8)) < dp(r/8)% + byr®
avec 0y = 201 + 0% + 3. Mais (5.27.4) veut dire que
(5.27.5) 0p(2',r/8) — O0p(z") < b,

donc si on choisit d, plus petite que «q, ce qui est possible & partir seulement du
choix de ay au début, alors le couple 2/, /8 satisfait aux hypothése du théoréme 5.20,
donc on peut appliquer la proposition 5.26. On trouve que la limite d’explosion P,
de E en 2/, qui est de la forme P/, x O%', ou P, C H,/ est un plan de dimension 2,
satisfait a

(5.27.6) d . (E,, P.,) < C@)™ pour v’ <7r/8.

Soit maintenant L : H,, — H,, qui envoie un point y € H,  en L(y) qui est l'in-
tersection de Oy avec H,. Alors L(z') = z et puis L est 2-biLipschitzienne dans la
boule B(2',r/4) N H,,. Donc soit P, = L(P,/); P, est un plan de dimension 2 dans
H, et contient z. Grace a (5.27.6) et le fait que L est 2-biLipschitzienne, on a bien
pour tout " < r/16,

(5.27.7) d..(E', P)) <200,

donc, pour chaque z € E'N B(x,r/32), la distance entre E’ et un plan de dimension
2 dans B(z,r"), avec 1’ < r/16, est équivalente a (r')**. On applique le théoréme 3.3
et on a bien que E’ est C'! équivalent & P’ dans la boule B(z,r/32).

Régularité C! prés d’un point de type Y.

Avant de continuer, on note M (Y) ’ensemble des cones qui sont I'union de trois
demi-plans F}, F5, F3 de dimension 2 qui admettent un bord commun L, tels que
I’angle entre deux faces quelconques est supérieur a 90°.

Théoréme 5.28. Supposons que x est de type Y, alors si le rayon r satisfait
aux hypothése du théoreme 5.20, avec une constante as tres petite, qu’on va choisir
apres, alors dans la boule B(x,r/32), E' est C' équivalent a un céme minimal de
dimension 2°Y' contenu dans H, centré en x.

L’idée de la démonstration est de montrer que pour tout y € E' N B(x,r/32)
et pour tout s tel que B(y,s) C B(x,r/32), il existe un cone Y; C H, qui est soit
un plan, soit de type M(Y), tel que d, s(E’,Y;) < Cs’, ou C,b sont des constantes
universelles.

Démonstration. Par convention, on confond les multiplicatrices, on note souvent
ces constantes C, c’est & dire qu’au lieu de passer de C' a (', on écrit toujours C.
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On prend un point z € E' N B(x,7/32). Alors c’est facile de voir que z est de
type Y ou P. On a deux cas.

Premier cas, z est de type Y.

Soit 2’ I'intersection de Oz avec 0B(O, 1). Puisque E est un cone centré a l’ori-
gine, 2’ € E et de plus, 2’ € B(x,r/16). On a aussi que 2’ est de type Y car z est de
type Y. De plus, puisque x et r satisfont aux hypothéses du théoréme 5.20 pour la
constante asg,

Op(z,r) —0p(x) < as

donc d’aprés le corollaire 4.7, pour chaque 6 > 0, on peut choisir ag > 0 tel qu’il
existe un cone minimal Y = Y (z,r) de dimension 3, de type Y, dont I’axe passe par
O et z, tels que

(5.28.1) ders2(E,Y) < 6.

Maintenant 2" € B(x,r/16), alors B(2',r/4) C B(xz,7/2), et

(5.28.2) Qo s (E,Y) < 2y o B,Y) < 25,

On applique le lemme 2.13, pour chaque d; > 0, on peut choisir § > 0, tel que
(5.28.3) \H*(ENB(,r/8)) — H*(Y N B(2, (14 6,)r/8))| < 172,

puisque H3(Y N B(I,s)) < dys® pour un centre I et un rayon s quelconques, on
obtient

(5.28.4) H}(ENB(Z,r/8)) < dy(r/8)% + §yr2,
avec 0y = 201 + 67 + 3. Mais (5.28.4) veut dire que
(5285) QE(Z,7T/8) — QE(Z/) S 52,

donc si on choisit d, plus petite que «; dans le théoréeme 5.20, ce qui est possible
a partir seulement du choix de a3 au début, alors le couple (2/,7/8) satisfait aux
hypotheése du théoréme 5.20, donc on peut appliquer la proposition 5.26, qui dit que
la limite d’explosion Y,/ de E en 2/, qui est de la forme Y/, x 02/, avec Y], C H,» un
cone minimal de dimension 2 de type Y centré en 2’ et qui satisfait a

(5.28.6) du o (EL,Y.) < C(r")" pour v’ < /8 .

Soit maintenant K : H, — H,, qui envoie un point y € H, en K(y) qui est
I'intersection de Oy avec H,. Alors K(z') = z et puis K est Cr-biLipschitzienne
dans la boule B(2',r/4) N H,.. Soit Y] = K(Y/,), alors Y, est un cone de type M(Y)
dans H, et centré en z. Grace a (5.28.6) et le fait que K est 2-biLipschitzienne, on
a bien que pour tout " < r/16,

(5.28.7) d.(E',Y]) < 20(r")",
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c’est bien ce qu’on veut atteindre pour un point de type Y.

Deuzxieme cas, z est de type P.

On note Ey l’ensemble des points de type Y dans B(x,r/2), alors Ey est un
ensemble fermé car il n’existe pas un point de type T dans B(z,r/2) et prés d'un
point de type P, il n’y a que des points de type P. On peut poser donc dist(z, Ey) =
d > 0. Soit maintenant y € Ey tel que

(5.28.8) d(z,y) < 11d/10,

c’est clair que y € B(z,7/16). On commence par l'excés de densité au point x,
puisque Og(x,r) — Op(x) < as, et x est de type Y, on peut appliquer le corollaire
4.7 : pour chaque § > 0, on peut choisir ag > 0, tel qu’il existe un céne minimal
Y (x,r/2) de type Y, dont I’axe passe par O et z, tel que

(5.28.9) der2(E,Y (2,7/2)) <6,

ensuite, la boule B(y,r/4) C B(x,r/2), alors on a

(5.28.10) dyrja(E,Y (2,7/2)) < 2dy,0(E,Y (z,1/2)) < 26,

donc d’apres le lemme 2.13, pour chaque ; > 0, on peut choisir § > 0, tel que
(5.28.11) |H*(EN B(y,r/8)) — H3(Y (z,7/2) N B(y, (14 8,)r/8))| < 61(r/8)?,

on sait maintenant que pour tout cone minimal de dimension 3 de type Y, pour tous
centre [ et rayon s, on a

(5.28.12), H*(Y N B(I,s)) < dys®

avec 'égalité si et seulement si I est dans 'axe de Y. Donc on peut déduire de
(5.28.11) et (5.28.12), en posant d, = 24, + 367 + 343, que

H*(EN B(y,7/8)) < dy(r/8)% + 82(r/8)*, ou bien
Oy, r/8) — O0s(y) < b,
Op(y,t) —O0p(y) < dy pour t < r/8

car la densité est une fonction croissante.

(5.28.13)

En particulier, on peut prendre ¢ = 10d, alors 0g(y, 10d) — 0g(y) < d. On applique
le corollaire 4.7, pour chaque d3 > 0, on peut choisir d, > 0 tel qu’il existe un céne
minimal Y (y, 10d) de dimension 3, de type Y dont I’axe passe par O et y, tel que
(5.28.14) dy104(E,Y (y,10d)) < 6.

Soit L l'axe de Y (y, 10d). On affirme que

(5.28.15) dist(z, L) > d/2.
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On va montrer cela par 'absurde. Si dist(z, L) < d/2, alors il existe un point u € L
tel que d(z,u) < d/2. Ensuite, d(y,u) < d(y,z) + d(z,u) < 2d, donc B(u,2d) C
B(y, 4d) et

(52816) du’2d<E, Y(y, 10d)) < 5dy’10d(E, Y(y, 10d)> < 5(53

Donc si on prend d3 trés petit, ce qui est possible a partir du choix de a3 au début,
on peut appliquer la proposition 4.10, il existe un point u; € E N B(u,d/100) tel
que u;p est de type Y. Maintenant d(z,u;) < d(z,u) + d(u,u;) < d/2+ d/100 < d,
ce qui n’est pas possible car dist(u, Fy) = d et u; € Ey. On a maintenant (5.28.15).

On déduit de (5.28.15) que dans la boule B(z,d/2), Y (y,10d) coincide avec un
plan P de dimension 3. De plus c’est clair que B(z,d/2) C B(y, 10d), donc

(52817) dz’d/Q(E, P) = dz,d/Q(Ea Y(y, 10d)) S 20dy710d(E, Y(y, 10d)) S 2053
On applique le lemme 2.13, pour chaque d; > 0, on peut choisir d3 > 0, tel que

On peut maintenant choisir 6, < «a; dans le théoréme 5.20, ce qui est possible &
partir du choix de a3, on peut appliquer la proposition 5.26, on considére z comme
le point z et la boule B(O, |z|) comme la boule B(O, 1). Alors, la limite d’explosion
de E en z est de la forme P, = P, x Oz, ou P, est un plan de dimension 2 dans H,,
et ot H, est ’hyperplan de dimension 3 passant par z et orthogonal & Oz. On note
également F, = F N H,. Donc P, est un plan de dimension 2 passant par z et tel
que

(5.28.19) d.p(E., P) < C(r'),
pour tout " < d/4.

Soit L : H, — H qui envoie s € H, sur L(z) € H qui est l'intersection de Os

avec H, on a L(z) = z; L est Cr-biLipschitzienne, et de plus E est un cone centré
en O, donc L(E,) = E, = E'. De (5.28.19), on déduit que

(5.28.20) d.,..(E',L(P)) <C@')°
pour tout 7’ < d/8. De plus, L(P,) est un plan de dimension 2 dans H.

On rappelle que (5.28.13) nous donne 0g(y,7/8) — Og(y) < ds, donc si on choisit
02 < ap comme dans le théoréme 5.20, ce qui est possible a partir du choix de as.
On peut donc appliquer la proposition 5.26, soit Y, la limite d’explosion de E en y;
alors Y, est un cone de type Y dont I’axe passe par O et y, il existe deux constantes
universelles C' et b telles que

(5.28.21) dy(E,Y,) < C(r'),
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pour tout 7’ < r/16. Maintenant, soit d/8 <t < r/16—2d; alors B(z,t) C B(y,2d+
t), et

2d +t

dz,t(Ea Y;J> S dy,2d+t(E> Yvy)

< 20C.20%
= Chtb.

Notons Y l'intersection de Y, avec H ; alors Yy1 € M(Y) et on déduit facilement de
(5.28.22) que

(5.28.23) d.i(Es,Y,) < Cot”,

pour d/8 <t < r/32.

Maintenant, a partir de (5.28.7),(5.28.20), et (5.28.23), on peut conclure que,
pour chaque z € E' N B(x,r/32), et pour chaque " < r/32, il existe un cone
Y! C H, de dimension 2 qui est soit un plan, soit un céne de type M(Y), tel que

(5.28.24) d.(E,Y]) < C(r'),

ce qui est 'hypothése dans le théoréme 3.3, pour montrer que E’ est C! équivalent
a un cone minimal Y”’, de dimension 2, de type Y, contenu dans H et centré en x.
On termine ainsi la démonstration du théoréme. O

Régularité C'! prés d’un point de type T.

Théoréme 5.29. Supposons que x est de type T, alors si le rayon r satisfait
auz hypothése du théoreme 5.20, avec une constante oy tres petite, qu’on va choisir
apres, ce qui veut dire

Op(z,r) — 0p(x) < ay,

et,
r < Oy,

alors dans la boule B(z,r/32), E' est C' équivalent a un céne minimal de dimension
2T de type T, contenu dans H, centré en x.

Démonstration. Comme dans le théoréeme 5.28, on confonde toujours les constantes
mutiplicatrices, on les note souvent C'.

On applique le corollaire 4.7, pour chaque 6 > 0, on peut choisir ay > 0, tel que
pour chaque ¢t < r/2, il existe un cone minimal de dimension 3 T'(z,t), de type T,
dont ’axe passe par O et x, tel que

(5.29.1) doy(E,T(x,1)) <.

Maintenant on considére un point z € E' N B(x,r/32), z # x. On veut montrer
d’abord que
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z ne peut pas étre un point de type T.

Posons p(z) = |z — x| > 0. On prend dans (5.29.1) le cone T, = T'(x, (1 + n)p(2)),
avec n = 1073. Alors B(z,10mp(2)/9) C B(z,(1+n)p(z)) et de plus, dans la boule
B(z,np(2)), T, coincide avec un coéone minimal de dimension 3, de type Y qu’on note
Y,. On a alors

dz10np(2)/9 (B, T2) = d 10np(2)70(E, Yz)

1+n
. . < —dx z E> Tz

< 10%.

Donc on peut appliquer le lemme 2.13, pour chaque d; > 0 on peut choisir § > 0,
tel que

(5.20.3) H*(E N B(z,np(2))) < H(Y. N B(z, (1 + 81)np(2))) + 01 (1p(2))°
o < dy(np(2))* + da(np(2))?,

ol 8y = 3(d1 + 67 + 67). Donc

(5.29.4) Op(2) < Op(z,np(z)) < dy + 09 < dr,

et z ne peut qu’étre un point de type Y ou P.
On distingue deux cas.
Premaer cas, z est de type Y.

Comme pour (5.29.4), 0g(z,np(2)) — O0p(z) = 0r(z,np(2)) — dy < . Donc si on
chosit §; < a1 comme dans le théoréme 5.20, ce qui est possible & partir de ay, on
peut appliquer la propositon 5.26 a notre point z dans 'hyperplan H, passant par
z et orthogonal a Oz. Notons toujours £, = E'N H,. 1l existe alors un cone minimal
Y}, de type Y, de dimension 2, centré en z et contenu dans H, tel que

(5.29.5) s (Es, Y < Or'™ pour 1 < np(2).

Ensuite, soit toujours L : H, — H qui envoie y € H, vers le point y' qui est
Iintersection de Oy avec H. Alors L est Cr-Lipschizienne, et Y/ = L(Y}') est un
cone de dimension 2 dans H, centré en z et Y/ € M(Y). Maintenant,

(5.29.6) Asmp(y/2(E',Y]) < 207" pour v’ < np(z) /2.

Il nous reste le cas ou np(z)/2 < r' < r/32. On a que Og(z,r) — Og(x) < ay, donc
si on choisit ay < «q, on peut appliquer la proposition 5.26. On trouve que pour
chaque 7 < r/2, il existe un cone minimal 7"(z, ") de dimension 2, de type T, centré
en x et contenu dans H tel que

(5.29.7) Ao (B, T (2,7")) < O()™.
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En particulier, pour 0 < ¢t < r/16—2p(z2), on a que B(z,np(2)/2+t) C B(x,2p(z)+t)
(5.290.8)

20(z) +t
dz,np(Z)/ZH(E/,T/(xaZP(Z) +1) < p(2)

np(z)/2 +1t
< —C(2p(2) + t)™

dx,2p(z)+t(E/7 T/(ZL', 2p(Z) + t))

S e

A 2p(2) Ht , by

< 10°C10™ (np(2)/2 + t)"
< Ci(np(z)/2 + ).

De (5.29.7) et (5.29.8), on a pour ' < r/32, il existe un cone de dimension 2
Y'(z,7") C H, qui est soit de type M(Y), soit de type T, tel que

(5.29.9) Ao (E'Y' (2,7) < Cr'™
ou C' et by sont des constantes positives géométriques.

Deuzxieme cas, z est de type P.

On pose toujours p(z) = |z — x| > 0; donc dist(z, Ox) = p(z). On note ensuite
Ey T'ensemble points de type Y dans £ N B(z,r), et d = min(dist(z, Ey), p(2)).

Sid > n|x — z|. Soit Ty I'union des 2-faces de T'(z,2p(z)). On veut montrer que
d(z,T») > <. Sinon, il existe une 2-face F' de T'(z,2p(z)) et un point y € F tels que
d(z,y) = d(z,F) < d/10. C’est clair que |y — z| > |z — 2| — d/10 > |x — z|/2, et
aussi d(y, Oz) > d(z,0x) —d/10 > |x — z|/2 — |v — 2|/10 > |z — z|/3. Donc dans la
boule B(y, <), T(z,2p(z)) coincide avec un cone minimal Y, de type Y, dont I'axe
passe par O et y. De plus,

2|z — 2|
/10

2
< —05 < 10%6.
n

dy7d/10(E’ }/y) < dl’v?/’(z)(E’ T([E, 2/)(2)))

(5.29.10)

Donc si on choisit d trés petite, ce qui est possible & partir du choix de ay, on peut
appliquer la proposition 4.10 : il existe un point ¢’ de type Y, dans la boule B(y, %).
On en déduit que d(z,y') < d(z,y) + d(y,y’) < g, mais 3’ est bien un point dans
Ey, donc on a une contradiction. Alors on a prouvé que d(z,Ty) > %.

Maintenant d(z, Oz) = p(z) >§ et d(z,T3) > <&, donc par un simple argument
géométrique, dans la boule B(z, 155), T(x,2p(2)) coincide avec un plan P, de di-
mension 3 qui passe par O et z. En fait, P, est 'une des 3-faces de T'(x,2p(2)).

Calculons maintenant la distance entre E et P, dans la boule B(z, %) :

2 2
(529.11) gy (B P) < 00y (BT 2009) < 20

= d/100
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les mémes arguments s’appliquent, on obtient que pour chaque ¢; > 0, on peut
choisir 6 > 0, tel que

(5.29.12) 05 (z,d/100) — O5(2) < 6.

Donc si on choisit a4 de maniére que §; < a; dans le théoréme 5.20, on peut
appliquer le théoréme 5.27, il existe P! un plan de dimension 2, passant par z et
contenu dans H, qui est I'hyperplan de dimension 3 passant par z et orthogonal &

Oz, tel que pour tout " < d/200,
(5.29.13) d. . (E., P) < C(r')",

avec E, = E N H,. Soit toujours L : H, — H D'application qui envoie y € H, vers
le point L(y) qui est l'intersection de Oy avec H ; alors L est Cr-Lipschitzienne.
Ensuite ' = L(E.,), puis P, = L(P}) est un plan de dimension 2 dans H passant
par z et tel que

(5.29.14) d..(E',P!) <2C(r")" pour 0 < ' < d/400.

I1 nous reste donc les ' tels que d/400 < r’ < r/32. Puisque Og(x,r) — 0p(z) < ay,
si on choisit ay < aq, on peut appliquer la proposition 5.26 et on obtient, pour tout
r" < r/2, il existe un cone minimal de dimension 2, de type T, centré en z, qu’on
note T"(x,r’), tel que

Ao (B, T (2,7")) < O()™.

Soit 0 <t <r/16 — 2p(z), alors B(z,d/400 +t) C B(z,2p(z) + t). Ensuite,

dz.q/a00+¢(E', T (z,2p(2) + 1))
2p(z) +1 '
<2 T E T (x,2
> d/400+td:v,2p(z)+t( ) (37’ p(z) +t>)
800
(5.29.15) < T0(2;)(,2) + 1)
2p(z) +t
d/400 +t
< 10™C(d/400 + 1) = Cy(d/400 + 1),

<10°C( )P (d /400 + )b

car d > np(z).

On conclut que si d > np(z) et si 0 < 7" < r/32, il existe un cone de dimension
2 Y] dans H qui est soit un plan, soit de type T, tel que

(5.29.16) d...(E'\Y!) < C(r)
avec C, by des constantes géométriques.

II nous reste a traiter donc le cas ot d < np(z). Il existe alors un point y de type Y
dans FNB(x,r) tel que d(z,y) < 2d. Donc, y € B(x,2p(z)) et d(y, Ox) > d(z,Ox)—
d(y,z) = d(z,0x) — 2d > |z — z|/2 = p(z)/2, donc dans la boule B(y, p(z)/10),
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T(x,2p(z)) coincide avec un céne minimal Y, de type Y dont I'axe passe par O.
Ensuite, B(y, p(z)/10) C B(z,2p(2)), et

2|z — 2|

5.29.17 dy ol E,Y,) < ——— L
( ) yvp( )/10( ) |$ . Z|/10

dz2p(z) (B, T (x,2p(2)) < 2006,
ol § est comme (5.29.1).

Donc par les mémes arguments que dans le cas d’un point de type Y, on obtient
que pour chaque d; > 0, on peut choisir 6 > 0, tel que si (5.29.17) soit valable pour
0, alors

(5.29.18) Or(y, p(2)/20) —dy < 6.

C’est clair maintenant que z € B(y, (p(z)/20)/32). Donc si on choisit dans (5.29.18)
01 < ag dans le théoréme 5.28, les mémes arguments sont valables pour notre point
y qui est de type Y et pour notre rayon r = (p(z)/20)/32. On a donc la méme
conclusion que (5.29.24), c’est a dire que pour 0 < 1’ < p(z)/20.32, il existe un cone
Y'(y,r") C H, qui est soit un plan, soit un cone de type M(Y) tel que

(5.20.19) dep (B, Yy, 1)) < C(r)"

avec C, by des constantes géométriques, H, I'hyperplan orthogonal a Oy et passant
par y, et &, = N H,. L’application L qui envoie en point w € H, vers un point
L(w) € H, qui est U'intersection de Oy et H est Cr-bilipschitzienne, L(E,) = F’,
L(z) = z. Ensuite, Y'(y,r") = L(Y'(y,7’)) est aussi un plan de dimension 2 ou un
cone de type M (Y). Puisque L est Cr-Bilipschitzienne, on a que pour ' < p(z)/40.32

(5.29.20) Aoy (E',Y'(y, 1)) < Cyr'™,

avec C; = 2C. Donc on a controlé la distance de E’ avec un cone dans M (Y) pour
r" < p(z)/40.32 = p(z)/1280.

Pour le cas ou ' > p(z)/1280, puisque Og(x,r) — 0p(z) < a4, si on choisit
ay < oy, on peut appliquer la proposition 5.26 et on obtient, pour tout ' < r/2, un
cone minimal de dimension 2, de type T, centré en x, qu’on note T"(z,7’), tel que

dm,r’(Ela T/(I, Tl)) S Crlbl .

Soit 0 <t <r/16 — 2p(z), alors B(z, p(2)/1280 +t) C B(x,2p(z) + t). Ensuite,
(5.29.21)

2p(z) +1
dz,p(z)/1280+t(E/7 Tl('x? 2P<Z> + t)) S W;&)de,Qp(z)-l-t(Ela T/(l’, 2IO<Z) + t))

< 10*°C(2p(2) + )™
2p(z) +t
p(z)/1280 + ¢
< 10" C(p(2) /1280 + t)*
= O1(p(2)/1280 + ).

= 10'C( )" (p(2)/1280 + t)"
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Alors dans ce cas aussi, on obtient des constantes C' et b; géométriques, telles que
si " <r/32, il existe un cone Y'(z,r") € M(Y) qui est contenu dans H, tel que

(5.29.22) dop (B, Y (2,1)) < C(r").

Maintenant (5.29.16) et (5.29.22), et le fait que d,,/2T"(x,7/2) < oy nous permet
d’utiliser le théoréme 3.3 pour conclure que E’ est C! équivalent & un cone minimal
de dimension 2, de type T, dans H et centré en x. On termine ainsi la démonstration
du théoréme. O

Les techniques utilisées dans les théoréemes 5.27, 5.28 et 5.29 sont trés semblables
a celles dans [D2]. Ici, on ne sait pas si notre ensemble E’ est presque minimal ou
pas. De plus, au lieu de mesurer la distance entre E’ et les cones minimaux comme
dans [D2], on mesure plutéot la distance entre E’ et les cones qui sont 'image d’un
cdne minimal par une application affine bijective. Ensuite, on utilise le théoréme 3.3
pour obtenir I’équivalence C*.

Notre approche n’est pas suffit pour démontrer la lissité autour d’un point de
type P. On va utiliser le théoréme d’Allard pour la proposition suivante.

Proposition 5.30. Si pour tout y € ENOB(O, 1), la densité Og(y) = dp, alors
E est un hyperplan de dimension 3 passant par [’origine.

Démonstration. Posons OE = ENO0B(O,1). D’aprés [Ald], si la densité 0g(y) =
dp, alors y est de type PP et il existe r > 0 tel que 9E N B(y, ) est une surface lisse
de dimension 2. On en déduit que 'ensemble £ N JB(O, 1) est une surface lisse de
dimension 2 dans S?. Donc E est un cone minimal s’appuyant sur une surface lisse,
et on en déduit, d’apres [Al], que E est un plan de dimension 3. U

Corollaire 5.31. Si la densité au centre de E satisfait 0p(O) < dy, alors E
est un plan de dimension 3.

Démonstration. On sait que pour chaque z € ENJB(0O, 1), Og(x) ne prend que
I'une des trois valeurs dp, dy ou dr. De plus, 0g(x) < 0g(O) puisque E est un cone
minimal centré en O, donc pour tout € ENIJB(O,1), g(r) < dy. On en déduit
que Og(z) = dp pour tout z € ENIB(O,1), d’aprés la proposition 5.30, F est un
plan de dimension 3. 0

Proposition 5.32. Si 0g(0O) = dy, alors E est un cone minimal de type Y
centré en O.

Démonstration. On sait que pour un cone minimal, la densité au centre est la plus
grande parmi celle de tous les points de ce cone. Donc pour tout z € ENIB(O, 1),
0p(z) < 0g(0O) = dy. Mais 0g(z) ne peut prendre que trois valeurs dp,dy ou dr.
On en déduit que 0g(z) = dp ou dy. Maintenant si pour tout z € £ N 9IB(O,1),
0r(z) = dp, alors d’apreés le théoréme 5.30, F sera un plan (absurde). Donc il existe

20 € ENIB(0,1) tel que Og(29) = dy. Ensuite on a HE(O,7’—|—1)(Tj—31)3 > 0p(z0,7) >
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0 (zo) pour tout r > 0 d’aprés le lemme 2.12. Donc 05(O) (ij?,l)s > Op(z0,7) > O0p(2).
En faisant tendre r vers U'infini, on a dy > 0g(z9,7) > 0p(z0) = dy pour tout r > 0.
On en déduit que 0g(zp,7) = dy pour tout r > 0. D’aprés la proposition 2.8, E est
un cone centré en zg. Donc E est un cone centré en deux point O et zy, on en déduit
que £ = Oz x E', ot £’ est un cone minimal de dimension 2 dans I’hyperplan H.,,
et centré en zy. Mais 0g(z9) = dy, donc on a forcément O/ (zy) = d et puis E’ est

de type Y. On a ensuite F est aussi de type Y. 0

Corollaire 5.33. 1l n’existe pas un cone minimal F de dimension 3 dans R*,
centré a lorigine O tel que dp < 0p(0) < dy.

Démonstration. On montre par I’absurde. Supposons qu’il existe un cone mini-
mal F' comme dans le corollaire. Soit 0F = FNOB(O,1). Alors par les mémes argu-
ments que dans la proposition 5.32, pour chaque y € 0F, on a 0p(y) < 0p(0) < dy.
Puisque 0r(y) ne peut prendre que I'une des trois valeurs dp, dy ou dr, on en déduit
que Or(y) = dp. Cela est vraie pour chaque point y € OF. Donc d’aprés la propo-
sition 5.30, F' est un plan de dimension 3 passant par 'origine. Mais dans ce cas,
0r(O) = dp, ce qui est absurde. On a donc la proposition. O
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Chapitre 6

Extension aux ensembles minimaux
de dimension 3 dans R*

Dans ce chapitre, on va introduire quelques résultats concernants les ensembles
minimaux généraux de dimension 3 dans R*. Comme on a vu dans le chapitre pré-
cédent, on a le théoréme d’équivalence C! pour les cones minimaux de dimension 3
dans R%, localement en chaque point différent du centre du cone. On en déduit des
résultats suivants sur les cones minimaux.

(i) Si F est un cone minimal de dimension 3 dans R*, dont les points différents
de l'origine sont tous de type P, alors F' est un plan de dimension 3.

(i) Si F est un cone minimal de dimension 3 dans R?, dont la densité au centre
est dy, alors F' est un cone minimal de type Y.

(iii) De plus, il n’existe pas un céone minimal de dimension 3 dans R* dont la
densité au centre est comprise strictement entre dp et dy.

Donc pour obtenir des propriétés sur un ensemble minimal de dimension 3 dans
R* quelconques, on doit se limiter & poser autres hypothéses sur notre ensembles,
puisque nous ne savons pas beaucoup sur les cones minimaux. On fixe dans ce cha-
pitre £ un ensemble minimal de dimension 3 dans R*.

On va revenir & la normalisation de la mesure de Hausdorfl comme dans l'intro-
duction. C’est & dire la mesure H¢ est définie de sorte que H4(By(O,1)) = 1, ou
B4(0, 1) est la boule unité de dimension d.

Lemme 6.1. [l n’existe pas un point z € E tel que dp < 0g(z) < dy. De plus, si
r € E et Op(x) = dp, alors toute limite d’explosion de E en x est un cone minimal
de dimension 3 de type P. Si Og(x) = dy, alors toute limite d’explosion de E en x
est un come minimal de dimension 3 de type Y.

Démonstration. On suppose qu'il y a z € E tel que dp < 0g(z) < dy. Soit
F une limite d’explosion de E en z. Alors par le lemme 2.10, F' est un cone mi-
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nimal de dimension 3, centré en O et de plus, 0p(O) = 0g(z). On en déduit que
dp < 0p(O) < dy ce qui n’est pas possible d’aprés la proposition 5.33. On a montré
donc la premiére partie du lemme.

Ensuite, soit © € E tel que 0g(x) = dp. D’aprés le lemme 2.10, toute limite
d’explosion I’ de E en z est un céone minimal centré en O et satisfait a 0p(0) = dp.
Par le corollaire 5.31, F' est un plan de dimension 3.

Finalement, supposons que () = dy. Par le lemme 2.10, toute limite d’explo-
sion F' de E en x est un cone minimal centré en O et satisfait & 0p(0) = dy. Par la
proposition 5.32, F' est un cone de type Y. 0]

Le lemme 6.1 nous permet de définir les points de type P et de type Y pour un
ensemble minimal F de dimension 3 dans R*.

Définition 6.2. Soit x € E. On dit que = est un point de type P si Og(x) = dp.
On dit que x est un point de type Y si Og(z) = dy .

On va montrer maintenant 1’équivalence Bi-Holdérienne prés d’un point de type
P.

Proposition 6.3. Soit E un ensemble minimal de dimension 8 dans R*, x un
point de type P dans E. Alors pour chaque € > 0, il existe un rayon r > 0 tel que
dans la boule B(x,r), E est Bi-Héldériennement équivalent a un plan de dimension
3, avec une constante Bi-Héldérienne < 1+ €.

Démonstration. Puisque la densité de E en z est 1 pour chaque € > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que pour 0 < ¢t <r, 1 < #0g(z,t) <1+ €. Par la proposition 2.9,
pour chaque €¢; > 0, on peut choisir € > 0 tel qu’il existe un coéne minimal C, centré
en r et , tel que
dy(1—eyr (B, C) < €

et
(6.3.1) |H}ENB(z,(1—e)r) — H}(CN Bz, (1 —e)r)| < er’.
Alors
H*(CNB(z,(1—e)r) <er’+ H(ENB(z,(1—¢)r)
=ear’ + [(1 = e)r](Op(z, (1 —e)r) — 1) + (1 —a)*r”
<[(1 = e)rPP(1+ e+ 26),

donc fc(x, (1 —€1)r) < 14 €, ol €3 = € + 2¢;. Mais C' est un cone minimal centré
en x, donc ¢ (x, (1 — €1)r) = Oc(x). On en déduit que O (x) < 14 € < dy, qui est
la densité d'un cone minimal de dimension 3 de type Y. Donc C' est forcément un
plan de dimension 3 passant par z. On pose ensuite (1 —€;)r = r; > 0. On considére
maintenant un point z € £ N B(z,r/2). Alors B(z,71/2) C B(z,71), et on obtient

(632) dz,'/‘1/2(E7 C) S 2d£l?,7“1 (E7 C) S 261
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en appliquant le lemme 2.13 pour deux ensembles minimaux £, C', pour chaque
€3 > 0, on peut choisir ¢; > 0, tel que

H*(EN B(z,r,/2)) < H*(CNB(z, (1 +e3)r1/2)) + e3(r1/2)?
< (r/2)°((1 + €3)° + €3)
< (r1/2)*(1 + Ges).

On en déduit que 0g(z,71/2) < 14 6e3. Mais E est un ensemble minimal, donc la
fonction 0(z,t) en variable ¢ est croissante. Donc pour chaque t < r1/2, on a aussi
Op(z,t) < 14 6ez. On raisonne ensuite comme ci-dessus, pour chaque ¢, > 0, on
peut choisir €5 > 0, puis € > 0, tel que pour chaque t < r;/2, il existe un plan P, de
dimension 3 passant par z tel que

(6.3.3) d..(E,P) < ey

On applique le théoréme 3.2 et conclut que, pour chaque €5 > 0, on peut choisir
€4 > 0 tel que dans la boule B(z,7/2), E est Bi-Holdériennement équivalent a un
plan de dimension 3, avec une constante Bi-H6ldérienne < 1+ ¢€5. Donc pour chaque
7 > 0, on choisit € de maniére que €5 < 7 et on obtient le lemme. [l

Par la démonstration de la proposition 6.3, on obtient la remarque suivante.

Remarque 6.3. Pour chaque 7 > 0, il existe € > 0 tel que si x € E, P est un
plan de dimension 3 et r est un rayon qui satisfont a

d.r(E,P) <e.

Alors, E est Bi-Héldériennement équivalent ¢ P dans la boule B(x,r/2), avec une
constante Bi-Holdérienne <1+ 7.

L’équivalence Bi-Holdérienne autour d’un point de type Y d’un en-
semble minimal de dimension 3.

Un cone minimal Y de dimension 3 de type Y se représente comme Y = F; U
FyU Fy, ou FY, Fy, F3 sont trois demi-plans de dimension 3 qui ont un bord commun
(laxe de Y') et qui forment un angle 120° I'un avec 'autre. On appelle Fy, Fy, Fj les
faces de Y.

On va montrer dans cette partie que si x est un point de type Y d’un ensemble
minimal de dimension 3 F dans R*, alors pour chaque § > 0, il existe 7 = 7, > 0 tel
que dans B(x,r), E est Bi-holderiennement équivalent & un céne minimal de type
Y de dimension 3 dans R*, centré en z et avec une constante Bi-hélderienne plus
petite que 1 4 4.

Pour chaque z € E N B(xz,r) et pour chaque ¢ < r, on estime la distance de
Hausdorff dans la boule B(z,t) entre E et un céne minimal de type Y ou P. Si

cette distance est assez petite pour chaque z, on peut conclure a 1’équivalence Bi-
Holdérienne dans B(z,1/2).
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On commence par un lemme sur 'existence d’'un point de type Y quand E est
trés proche d’un cone de type Y.

Lemme 6.4. Pour chaque n > 0, il existe € > 0 avec les propriétés suivantes.
On suppose que E est minimal dans B(O,2) et qu’il existe un cone minimal Y de
dimension 3 et de type Y dont l’aze passe par O, tel que do,(E,Y) < e. Alors dans
la boule B(O,n), il existe un point de E qui n’est pas de type P.

Puisque E est trés proche d’'un cone de type Y dans B(O, 1), on sait que dans
B(O,n), la densité d'un point z € E est plus petite que dy + §, ol § est aussi petit
petit qu’on peut veut, qu’on peut obtenir a partir du choix de € et . Donc si z n’est
pas de type P, la densité & ce point est forcément comprise entre dy et d + dy, mais
on ne sait pas encore s’il existe ou pas un cone minimal dont la densité au centre
est strictement comprise entre dy et dy + 9, donc on doit se contenter d’avoir une
conclusion avec un point de type non P.

Démonstration. Supposons que le lemme est faux. Alors pour tout z € E N
B(O,n), z est de type P. Par I'hypothése, 'axe L de Y passe par O. Soient Fy, Fy, F3
les trois faces de Y. Soient w; € F; N 0B(0,n/4),1 < i < 3, tels que la distance
dist(w;, L) est maximale. Cela veut dire que dist(w;, L) = d(w;,O) = n/4 pour
1 < i < 3. Puisque dp1(E,Y) < ¢, alors pour chaque 1 < i < 3, il existe z; € E
tel que d(z;,w;) < e. Alors d(z;,0) < d(w;,O) + € = n/4 + ¢ < 3n/8. Ensuite,
dist(z;, L) > dist(w;, L) — € > n/4 — e > 3n/16. Cela veut dire que pour chaque
i < 3, B(z;,n/8) ne rencontre pas L. Par conséquent, dans la boule B(z;,n/8), Y
coincide avec F;. On a maintenant

dzi,n/8<Ea E) = dzi,n/S(Ea Y)
8

(6.4.1) < doa(E,Y)

8e
<=
U]
Donc pour chaque 7 > 0, d’aprés la remarque 6.3, on peut choisir € > 0 trés petit

tel que dans la boule B(z;,1n/16), E est Bi-Holdériennement équivalent a F;, avec
une constante Bi-Holdérienne < 1 + 7.

Maintenant, pour chaque z € EN B(O,n), z est de type P. Donc d’apreés la pro-
position 6.3, il existe 7, > 0 tel que dans la boule B(z,r,), E est Bi-Holdériennement
équivalent a un plan de dimension 3, avec une constante Bi-Holdérienne < 1 + 7,
avec T comme ci-dessus.

On voit que E'N B(O,n) satisfait a toutes les hypothéses semblables aux celles
du sous-lemme 4.9.1. Donc si € est suffisamment petit, ce qui entraine que 7 est aussi
suffisamment petit, on peut conclure qu'’il n’existe aucun ensemble £y, = ENB(O,n)
satisfaisant aux telles hypothéses. On en déduit ainsi notre lemme 6.4. O

Passsons maintenant a la démonstration de ’équivalence Bi-Holdérienne avec un
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cone de type Y prés d’'un point de type Y d’un ensemble minimal de dimension 3
dans R*. Avant de commencer, on a un lemme qui dit que pour chaque d; > 0, on
peut choisir 0 > 0 tel que si la denstité au centre d’un coéne minimal de dimension 3
dans R* est comprise entre dy et dy + 6, alors le cone lui-méme est aussi d;-proche
d’un cone minimal de type Y avec le méme centre.

Lemme 6.5. Pour chaque 61 > 0, on peut trouver § > 0 tel que les choses qui
sutvent sont vraies.

Soit C' un céne minimal de dimension 3 dans R*, centré a l'origine O. On sup-
pose que la densité en O de C' est comprise entre dy et dy +06. Alors il existe un cone
minimal Y¢ de dimension 3, de type Y dans R, centré en O tel que do1(C,Ye) < 6.

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Donc on suppose qu’il existe 9; > 0
et les cones minimaux Cy, Cy, ..., C,, ... centrés en O satisfaisant a dy < 0, (0) <
dy +1/2°, et tels que pour chaque 7 entier, et pour chaque cone minimal Y de type
Y, centré en O, on a dp1(Y,C;) > 61.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que les cones {C;} convergent
vers un ensemble C' dans R*. Puisque chaque C; est un cone minimal centré en O,
C est aussi un cone minimal centré en O. Par le lemme 2.5, on a

liminf H*(C; N B(O,1)) > H*(C' N B(O,1))

i——+00

on en déduit que 0o (0) < liminf; .o (dy + 1/2%) = dy.

Ensuite, par le lemme 2.6, on a

limsup H*(C; N B(O,1)) < H*(C N B(O, 1)

1——+00

on en déduit que 0c(0) > limsup,_,, o (dy + 1/2) = dy.

Donc on peut conclure que 6-(0O) = dy. Alors par la proposition 5.32, C' est
un cédne minimal de type Y centré en O. Maintenant puisque {C;} converge vers C,
il existe ¢ tel que dp1(C;, C) < 6;/2, une contradiction. On a donc terminé notre
démonstration. O

On peut remplacer dans le lemme 6.5 le fait que C' soit un céne minimal par
une condition plus légére, c’est que C' est un ensemble minimal de dimension 3 quel-
conque dont la densité dans un point z € C' est comprise entre dy et dy + 9. On a
le lemme.

Lemme 6.6. Pour chaque 6 > 0 on peut trouver ¢ > 0 tel que les choses qui
suiwvent sont exactes. On suppose que l'origine O est dans E et que

dy < 9}3(0) <dy +e€
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Alors il existe un come minimal Yi de dimension 8 de type Y, dont l’axe passe par
O, et tel que
doq/a(E,Yg) < 6.

En fait, 1/4 n’est qu'une constante formelle. On peut la remplacer par n’importe
quelle constante plus petite que 1.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.19, pour chaque €; > 0, on peut choisir
e > 0 tel qu’il existe un cone minimal C' de dimension 3 centré a l'origine, tel que

(661) dy S 00(0) S dy + € et

(662) do71/2(E,C) S €1.

Mais d’aprés le lemme 6.5, pour chaque §; > 0, on peut choisir €, > 0 tel que si
(6.6.1) est satisfaite, il existe un coéne minimal de dimension 3 de type Y, que nous
notons Y¢, tel que

(6.6.3) doq/2(C,Ye) < 61.
Donc (6.6.2) et (6.6.3) nous donnent
(664) d0’1/4<E, YC) S 2(61 + 61)

Maintenant, on n’a qu’a chosir € de maniére que 0; +¢; < §/2, et on pose Yg = Yo ;
alors (6.6.4) nous donne ce qu'il faut démontrer. O

Passons maintenant au théoréme central dans ce chapitre.

Théoréme 6.7. Soient E un come minimal de dimension 3 dans R* et conte-
nant l’origine O. On suppose que O est de type Y. Alors pour chaque § > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que dans la boule B(O,r), E est Bi-Hélderiennement équivalent
a un come minimal Y de type Y, centré en O et avec une constante Bi-Holdérienne
<1+56.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle du théoréeme 4.11, juste
remplacer la dimension 2 par la dimension 3. Pour chaque € > 0, il existe un rayon
r > 0 et un cone minimal Y de dimension 3 de type Y centré en O tel que

(6.7.1) do, (E,Y) < e,

(on prend Y comme n’importe quelle limite d’explosion de E en O). On considére
deux types de points de E dans B(O,r/2), des points de type P et des points qui
ne sont pas de type P. On appelle par Ey ’ensemble des points qui ne sont pas de
type P. On va voir que pour chaque y € Ey, la densité 0g(y,t), avec 0 < t < r/2,
est trés proche de dy.

Donc soit y € Fy, puisque y n’est pas de type P,
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Ensuite, par (6.7.1), do,(E,Y) < ¢, alors

(6.7.3) dyr2(E,Y) < 2do,(E,Y) < 2,

donc par la le lemme 2.13, pour chaque § > 0, on peut choisir € > 0 tel que
(6.7.4) H*(EN B(y,r/3)) < H*Y N B(y, (1 +6)r/3)) + or®

mais puisque H3(Y N B(z,t)) < dyt3 pour tout centre z et rayon ¢, avec I'égalité si
et seulement si z appartient a ’axe de Y, donc on déduit de (6.7.4) que

(6.7.5) Op(y,r/3) < dy + 61,

ol 0; = 3(0 + 62 + 6%). Ensuite, la fonction g (y,t) en variable ¢ est croissante, alors
pour 0 <t <r/3,

donc avec (6.7.2), on a

maintenant (6.7.6) et (6.7.7) sont bien les hypothéses du lemme 6.6 pour l'ensemble
minimal £, quitte a remplacer y par O et une homothétie de rapport ¢. Donc on
peut conclure que

pour chaque d; > 0, on peut choisir §; > 0, tel que pour chaque ¢t < r/6, il existe
un cone minimal Y (y,t) de type Y, de dimension 3, centré en y tel que

(6.7.8) d, o (E,Y (y,1)) < 6,

observons que (6.7.8) est valable pour tout y € Ey N B(O,r/2) et 0 <t <1r/6.

On veut montrer ensuite que Fy N B(O,r) est un ensemble fermé. Donc soit
z € B(O,r) est un point d’accumulation de Fy-, il nous suffit de montrer que z n’est
pas de type IP. Sinons, z est de type PP, alors pour €; > 0 assez petite, il existe t > 0
tel que H3(E N B(z,t)) < 3+ e1t®. Donc si 2’ € B(z,t/100), H*(E N B(Z, 25t)) <
H3(ENB(z,t)) < t34€;t, ou bien H3(ENB(2, 45t) < dy (355t)*. Puisque (2, 1)
est une fonction croissante, on a 0g(2') < dy. On en déduit que 0g(2') = 1 pour
tout 2’ € EN B(z,t/100) ce qui contredit le fait que z est un point d’accumulation

de Fy. On a bien que Ey N B(O,7) est fermé.

Considérons maintenant un point z € E N B(O,r/12) qui est de type P. On
pose d(z) = dist(z,Fy) > 0 et on prend y € Ey tel que d(y,z) = d. Puisque
z€ ENB(O,r/12) et O € Ey, on a bien y € B(O,r/2) et d(z) < r/12. Alors par
(6.7.8) appliqué pour cet y, il existe un cone minimal Y (y,2d(z)) de dimension 3,
de type Y et avec I'axe passant par y tel que,

(6.7.9) dyaio (B, Y (y.24(2))) < .
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Posons L I'axe de Y (y, 2d(z)), alors L est un plan de dimension 2 passant par y. On
veut montrer que

(6.7.10) dist(z, L) > d(z)/2,

on va montrer cela par 'absurde. Si dist(z, L) < d(z)/2, alors il existe ' € L tel que
d(z,y") = dist(z, L) < d(2)/2. Donc d(y',y) < d(y', z) + d(z,y) < 3d(z)/2, donc on
a bien B(y',d(z)/2) est contenue dans la boule B(y,2d(z)). Maintenant

(6.7.11) dy/7d(z)/2(E, Y(y, 2d(z))) S 4dy,2d(z) (E, Y(y, 2d<2))) S 4(52

alors, si on prend Jy plus petite que la constante €/4 dans le lemme 6.4, on peut
I’appliquer et on obtenir,

dans la boule B(y’,d(z)/1000), il existe un point y; € F, qui n’est pas de type
P.

Mais y; € Ey, ensuite d(z,y1) < d(z,y)+d(y,y1) < d(2)/2+d(z)/1000 < d(z).
On trouve alors un point dans Ey dont la distance a z est < d(z), ce qui contredit
la définition de d(z), donc on a bien(6.7.10).

Puisque dy 2q¢:)(E, Y (y,2d(2))) < 01 et B(z,d(2)/2) C B(y,2d(z)), alors
(6.7.12) da)2(E,Y (y,2d(2))) < 4dy a0 (£, Y (y,2d(2))) < 40,.
Donc on applique le lemme 2.13, pour chaque d3 > 0, on peut choisir d, > 0, tel que

Op(z,d(2)/3) =
<(
<1

(2)/3)*H*(E N B(z,d(2)/3))
(2)/3) P H*(Y (y,2d(2)) N B(z,d(2)/3)) + 0
+ J3,

d
d

le fait que (d(2)/3) 2 H3(Y (y,2d(2))NB(z,d(2)/3)) < 1(*) vient du fait que la boule
B(z,d(z)/3) ne rencontre pas 'axe de Y (y,2d(z)), par (6.7.10). Donc dans la boule
B(z,d(z)/3), Y(y,2d(z)) coincide avec un plan de dimenson 3 et donc on a bien (*).

On peut adapter la démonstration du lemme 6.3, pour chaque 6, > 0, on peut
choisir d3 > 0 tel que

pour chaque ¢t < d(z)/3, il existe un plan P(z,t) de dimension 3 passant par z
tel que

(6.7.13) d..(E,P(z,t)) < 6.

Sid(z)/3 <t < r/12, alors t + d(z) < r/6 et donc on peut appliquer (6.7.8), il
existe un céone minimal Y (y,t + d(z)) de type Y dont I'axe passant par y tel que
dyivd-)(E,Y (y,t + d(2))) < 62. Maintenant la boule B(z,t) C B(y,t + d(z)), donc
on a

< t+d(z)

(6.7.14)  doy(B Y (y,t+d(2)) < g (B Y (8, 4 d(2))) < 46,
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Maintenant (6.7.13) et (6.7.14) nous donnent : pour chaque z € E N B(O,r/12),
pour chaque ¢t < r/12 il existe un cone minimal Z(z,t) de dimension 3, de type Y
ou de type P, tel que

(6.7.15) d..(E,Z(z,t)) < 05

avec 05 = max{46y, 4 }. De plus, d’aprés (6.7.1), dor/12(E,Y) < 12e et Y est un cone
de type Y. Cela avec (6.7.15) nous permettent de conclure que pour chaque § > 0,
on peut choisir € > 0 tel que dans la boule B(O,r/24), E est Bi-Holdériennement
équivalent & un Y de dimension 3 centré en O, avec une constante Bi-Holdérienne
< 1+49. C’est ainsi qu’on termine notre démonstration. O

En suivant la démonstration du théoréme 6.7, on a un corollaire.

Corollaire 6.8. Pour chaque 6 > 0, il existe € > 0 tel que st E est un ensemble
minimal de dimension 3 dans R*, x € E et r un rayon qui satisfont a

dy S QE(QZ) S dy+€

et
O(,7) — () < e,

alors dans la boule B(x,r/2), E est Bi-Héldériennement équivalent a un come mi-
nimal de dimension 3 de type Y, centré en x et avec une constante Bi-Holdérienne
plus petite que 1+ 6.

Démonstration. En fait, pour chaque €; > 0, on peut choisir € > 0 dans I’hypo-
thése tel que pour chaque z € E N B(x,7/2) et chaque rayon s tel que B(z,s) C
B(z,7/2), il existe un cone Y de type Y ou P tel que d, (E,Y) < €. De plus, par
le lemme 6.6, pour chaque ¢; > 0, on peut choisir € > 0 tel qu’il existe cone minimal
Yr de type Y, centré en x tel que

dw,r/Q(Ea YE) S €2.

On peut conclure que E est Bi-Holderiennement équivalent a Yz, avec une constante
Bi-Holderienne < 1+7, ot 7 est aussi petit qu’on veut et qu’on peut obtenir a partir
du choix de €. On chosit € tel que 7 < § et cela nous permet de conclure. 0

Donc pour avoir ’équivalence Bi-Holdérienne, il suffit de calculer I’excés de den-
sité autour d’un point de type Y. Maintenant, si F est e-proche d’un cone de type
Y dans la boule B(z, ), alors il existe un point z € E N B(z,r/100), de type non
P et la densité de F en z est comprise entre dy et dy + 9, avec d aussi petit qu’on
veut qu’on peut obtenir a partir du choix de €. On a le corollaire suivant.

Corollaire 6.9. Pour chaque § > 0, il existe ¢ > 0 tel que si E est un ensemble
minimal de dimension 3 dans R* et Y un cone minimal de type Y qui satisfont
a dy,(E)Y) < €, alors E est Bi-Héldériennement équivalent a Y dans la boule
B(z,7/2), avec une constante Bi-Héldérienne plus petite que 1+ 6
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Par construction de la fonction Bi-Hélderienne dans [DDT], on voit que si E est
Bi-Hélderiennement équivalent & un Y de type Y dans B(xz,r) par une fonction f,
alors f envoie I'axe de Y dans B(x,r/2) vers I'ensemble de type non-P de E dans
B(z,r). Inversement, f~! envoie I’ensemble de type non-P de E dans B(x,r/2) vers
I’axe de Y. On a alors la remarque suivante.

Remarque 6.10. Soient E un ensemble minimal de dimension 3 dans R* et
x € E et r > 0 un rayon. On suppose que E est Bi-Hélderiennement équivalent a
un cone Y de dimension 3, de type Y dont l’axe passe par x, dans la boule B(z,r).
Notons Ey l’ensemble de type non-P de E dans la boule B(x,r), Ly l'aze de Y et
f Uapplication Bi-Hélderienne qui envoie Y vers E dans B(x,r/2), alors

(6.10.1) Ey N B(x,r/8) C f(Ly N B(x,r/4)) C Ey N B(z,7/2).
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Chapitre 7

Ensembles minimaux de
Mumford-Shah de dimension 3 dans
R* et I’existence d’un point de type T

Dans ce chapitre on s’intéresse aux ensembles minimaux de type Mumford-Shah
de dimension 3 dans R*. On donne la définition pour commencer.

Définition 7.1. Soit E un ensemble fermé dans R™. Un MS-compétiteur
(Mumford-Shah) pour E est un ensemble fermé F C R™ tel que l'on peut trouver
R > tel que

F\ B(O,R) = E\ B(O,R)

et de plus, F' sépare y et z quand y,z € R" \ (B(O, R) U E) sont séparés par E.

On rappelle que "*F' sépare y et z veut dire que y et z sont dans deux compo-
santes connexes différentes de R™ \ F'. Aussi, si les conditions ci-dessus sont valables
pour un rayon R, elles sont aussi valables pour tous les rayons R’ > R. On donne
maintenant la définition d’un ensemble MS-minimal dans R".

Définition 7.2. Un ensemble MS-minimal dans R™ est un ensemble fermé
E C R"™ tel que

H"N(E\F)<H"'(F\E)

pour tout MS-compétiteur F' de E.

Donc si E est un ensemble MS-minimal dans R", forcément la dimension de F
est n — 1. On montre dans [D1]| que tout Al-compétiteur pour E est aussi un MS-
compétiteur pour E. Donc si F est un ensemble minimal de Mumford-Shah dans
R™, FE est aussi un ensemble Al-minimal de dimension n—1 dans R". Pour n = 3, on
a déja la liste des ensembles MS-minimaux, comme dans [D1], ot on a le théoréme
suivant.

Théoréme 7.3. Si E est un ensemble MS-minimal dans R?, alors il existe un
ensemble E* C E, tel que H*(E'\ E*) = 0 et E* est un ensemble vide, un plan de

101
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dimension 2 ou un céone minimal de dimension 2 de type Y ou T.

La partie la plus difficile de la démonstration repose sur le fait que si E est tres
proche d’un coéne minimal de type T dans B(O, 1), alors £ N B(O,1/1000) contient
un point de type T. Voici quelques résultats des ensembles MS-minimaux.

Lemme 7.4. Soient Ei, Es, ..., E,, ... une suite d’ensembles MS-minimauz ré-
duits dans R"™ qui converge vers un ensemble fermé E C R"™, alors E est aussi un
ensemble MS-minimal.

Proposition 7.5. Soit E C R" un ensemble MS-minimal, alors E x R C R*™!
est un ensemble MS-minimal dans R .

Démonstration. Voir exercice 16, pp 537 de [D4].

On rappelle un peu la démonstration de G.David dans [D1] pour I'existence d'un
point de type T. Supposons maintenant que £ est MS-minimal de dimension 2 dans
R3 et O € E, et T un cone minimal de dimension 2, de type T, centré en O tel que
do1(E,T) < e, avec € une constante trés petite qu’on va choisir aprés. Alors on veut
montrer dans B(O, 1), il existe un point de type T dans E.

Pour cela on procéde par ’absurde. Supposons qu’il n’existe aucun point de type
T dans £ N B(O,1), donc il n’y a que des points de type Y et de type P dans
ENB(0,1). On note Ey I'ensemble des points de type Y dans FNB(O, 1), alors lo-
calement, Ey est une courbe simple, et ensuite FyNOB(O, 1) est composé de 4 points
a;, 1 < i < 4. Posons pour chaque y € Fy, U(y) la liste de composantes connexes
de B(O,1)\ E, qui touche y. Alors U(y) est localement constante et U(a;) # U(a;)
quand ¢ # j. Mais en suivant Fy a partir d’'un point a; quelconque, on voir que
puisque FEy est localement une courbe simple, on obtient aussi une courbe simple
dans B(O, 1), qui coupe dB(0O, 1) & un autre point a;, et donc on a U(a;) = U(ay),
ce qui est une contradiction.

Si on n’a pas la condition de MS-minimal, on ne peut pas obtenir la condition
de séparation et donc comme dans [D1], on peut trouver un ensemble qui est trés
proche d’un 7" mais qui ne contient aucun point de type T. Donc la condition de
MS-minimal est nécessaire.

Donc on veut maintenant obtenir un résultat similaire pour un ensemble MS-
minimal de dimension 3 dans R?, qui est trés proche d'un T dans la boule B(O,1).
Puisqu’on ne sait pas encore g’il existe un cone minimal dont la densité est stricte-
ment comprise entre dy et dr, qui sont la densité d'un céne de type Y et d'un cone
de type T de dimension 3, respectivement, on est content d’obtenir I'existence d’un
point de type non Y et non P, dans la boule B(O, 1). Notre résultat principal dans
ce chapitre est le suivant.

Théoréme 7.6. Soit E un ensemble MS-minimal de dimension 3 dans R*.
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On suppose qu’il existe un cone minimal T, de type T, de dimension 3 centré a
Vorigine tel que do2(E,T) < €, avec € une constante trés petite, qu’on va choisir
apres. Alors, dans la boule B(O, 2), il existe un point de type non Y et non P dans E.

On veut montrer le théoréme par ’absurde. Alors on suppose que

(7.6.1) Il n’y a que des points de type P et Y dans E N B(O, 2)

On rappelle qu'un cone minimal 7" de dimension 3 dans R*, de type T est de la forme
T =T xR, avec T" un coéne minimal de dimension 2 de type T et contenu dans un
hyperplan de dimension 3. On suppose que 7" C P, avec P = {x1, 29, 23,24} : 14 =0
et T'=T"x L, ou L est la droite 1 = x5 = 23 = 0. On appelle L 'axe de T. C’est
aussi I’ensemble des points de type T dans T'. Notons [y, [5, 3,14 les quatres axes de
T :alors Ly =1y Xx L, Ly = ly X L, Ly = I3 x L, L, = ly X L seront les 2-faces de
T dont leur union privé L est I’ensemble des points de type Y dans T'. Finalement,
soient F;, 1 <1 < 6 'ensemble des faces de 7" dans P, alors les {F; x L} seront les
six 3-faces de T' dont 'union privé I’ensemble de type T et I’ensemble de type Y sont
I’ensemble des points de type P dans 7. La démonstration de théoréme 7.6 prend
plusieurs étapes. On commence par un lemme qui parle des compsantes connexes de

B(0,2)\ E.

Lemme 7.7. Soient ay, az, as, as les quatre points dans 0B'(0,1/2) dont les dis-
tances a T" sont mazximales. Alors si on note V; la composante conneze de B(O,2)\ E
qui contient a;, les {V;} sont deux a deux distinctes.

Démonstration. On note au début que aq, as, az, as forment les sommets d’un
tétradre régulier dans P. On procéde par ’absurde ; on suppose que V; = V5, = V.
Maintenant, le point @ = (a; + a2)/2 est dans une 3-face Py de T'; de plus, T' coin-
cide avec un plan, qu’on note Pjs, dans B(a, 1/6).

Maintenant do 1 (£,T) < €, alors da1/6(E,T) = day/6(E, Pi2) < 6€, donc E est
Bi-Héldériennement équivalent a Pj, dans la boule B(a,1/6), avec une constante
Bi-Holderienne < 147, ol 7 est une constante aussi petite qu’on veut et qu’on peut
obtenir & partir du choix de €. On note f cette fonction Bi-H6ldérienne ; alors, f est
une homéomorphisme et

|f(z) — x| <7 pour x € B(a,1/6)
o =y < [f(2) = f(y)] < o —y|'"" pour z,y € B(a,1/6).

On veut montrer ensuite que,
(7.7.1) siz € 0B(a,1/24)\ E, alors z € V.

En effet, soient 2’ = f~!(z), alors 2’ € B(a,1/18). On pose z1, 22 les deux points
dans 0B(a, 1/24) dont la distance & P, sont maximale, alors on voit facilement que
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2 et z sont antipodaux par rapport & Py, et a. De plus, ils sont séparés dans R* par
Pj5. Alors un des deux segment [2/, z1] et [/, 23] ne coupe pas Pj. On suppose que
c’est le cas de [2/, z1] ; alors la courbe v = f([2/, 21]) ne coupe pas E, car si elle coupe
E dans un point 2”; alors 2” € B(a,1/18) et donc f~!(z") est défini et appartient &
Pis, ce qui est absurde.

Ensuite, on voit que [ay, z1] ne coupe pas Pjs. De plus, on voit facilement que
dist(u, Po) > 1/36 pour u € [ay, 2] et puisque E est trés proche de T dans B(O, 1),
on a donc [21,a1] ne coupe pas E. Maintenant, la courbe 4/ dans B(O, 1), qui est la
composée de 7 et le segment [z1, aq], est une courbe qui ne coupe pas E, et qui joint
z et ay, et cela veut dire que z € V3 = V. On a donc (7.7.1).

Maintenant on veut déduire une contradiction du fait que V; = V5, on va
construire un MS-compétiteur F' pour E dont la mesure de Hausdorff de dimen-
sion 3 dans B(O, 1) est plus petite que celle de E dans B(O,1). On fait ¢a en
coupant un morceau de F en B(O,1). En fait, on pose

F=E\B(a,1/24),

alors c’est facile de voir que F\ B(O,2) = E \ B(0,2). Ensuite, considérons
11,79 € R\ B(0,2), qui sont séparés par E, on veut montrer qu’ils sont aussi
séparés par F'.

On montre cela par ’absurde, on suppose que
il existe une courbe v C R*, qui joint z; et x5 et qui ne coupe pas F.

Alors, si v N B(a,1/24) est un ensemble vide, alors v ne coupe pas FE, puisque
F =F\ B(a,1/24), donc z; et x5 ne sont pas séparés par E, une contradiction.

Si v N B(a,1/24) est non vide, alors on note # le premier point de rencontre
de v avec 0B(a,1/24) et z}, le dernier point de rencontre de v avec 0B(a,1/24),
alors les parties de x; a 2| et de xo & ), de v ne coupent pas B(a,1/24), et sont
dans le méme composante connexe de R*\ F. Alors elles sont aussi dans la méme
composante connexe de R*\ F.

De plus, o),z € 0B(a,1/24) \ E, alors d’aprés (7.7.1), ils sont dans V' et donc
on peut joindre z) et z, par une courbe 7; qui ne coupe pas E.

Maintenant, la courbe 75, qui est 'union de la partie de z; a 2} de 7, 71 et la
partie de x4, & x5 de 7, est une courbe qui joint z; et x5 et qui ne coupe pas E. Cest
une contradiction, on a donc F' est un MS-compétiteur pour F.

Maintenant puisque dist(a, F) < €, il existe @’ € E tel que d(a,da’) < € et puis
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B(a',1/36) C B(a,1/24), on a donc

H*(FNB(0O,1)) = H(ENB(O,1)\ B(a,1/24))
< H*(ENB(0,1)\ B(d,1/36))
H*(EN B(0O,1)) — H*(E N B(d',1/36))
<H3(EmB(0,1)) C.(1/36)* < H*(E N B(0O, 1)),

ot la derniére ligne vient du fait que E est un ensemble Alhfors-régulier, donc C
est une constante géométrique positive. Ceci contredit I’hypothése que F est MS-
minimal, et on obtient le lemme. O

Maintenant si x est un point de type Y ou P dans F, alors par la proposition 6.3
et le théoréme 6.7, pour chaque 7 > 0 choisi d’avance, il existe un rayon r» > 0 et une
application Bi-Hélderienne f : B(z,2r) — R*, et un cone minimal ¥ de dimension
3, de type Y ou P respectivement, centré en x, tels que

(1) |f(2) — z| < 7r pour z € B(z,2r)

(2) (1_7.)[’y_2|]1+‘r < |f(y)_f(z)| < (1+T>[|y;z|]l

T pour y, z € B(x,2r)
r r

(3) EnB(z,r) C f(YNB(x,3r/2)) C EN B(x,2r).

Notons S = B(0,2). Par_l’hypothése de 'absurde, il n’y a que des points de type
Y et de type P dans £ N S. On pose

Ey Uensemble des points de type Y dans ENS.

On voit que Ey est un ensemble fermé, car si yy, ¥, ... une suite des points dans Ey
qui converge vers un point y € £ NS, alors y est soit de type P, soit de type Y,
mais y ne peut pas étre un point de type P car sinon dans un voisinage de vy, il n’y
aurait que des points de type P. Donc y est de type Y et Fy est fermé.

Soit y € Ey NS, alors il existe 7, > 0 tel que B(y,2r,) C S, et un cone minimal
y, de type Y, centré en y, et un homéomorphisme Bi-Holderien f : B(y,2r,) — R*
tels que (1), (2) et (3) sont valables pour f et Y,. Soit L, l'axe de Y, alors L, sera
un plan de dimension 2, passant par y. Par la remarque 6.10, il existe un voisinage
U, de y dans R*, tel que

(4) EyNU, = f(B(y,ry) N Ly).
On rappelle I’hypothése du théoréme 7.6, on a
doo(E,T) <e,

avec T =T" x L ot T" est un cone minimal de dimension 2, de type T centré en O
dans un plan P de dimension 3, qui a pour I'équation P = {x1, 29, x3, 24} : 24 =0
et L est la droite orthogonale & P. Donc T” est un cone centré en O, porté sur les
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arrétes d’'un tétraédre régulier inscrit dans 0B'(0, 1), ou B'(O,1) = B(O,1)NP. On
suppose que di, ds, d3, ds sont les quatre sommets de ce tétraédre. On peut prendre
d; de sorte qu’il est opposé a a; par O, ou les {a;} sont comme dans le lemme 7.7.
Alors, 'ensemble de type Y de T” est

Ui <i<4(Od;)

avec (Od;) la demi droite ouvert partant de O et vient vers d;, c’est a dire (Od;) =

[0d;) \ {O}. L’ensemble de type Y de T" est donc
Ty = U1§i§4(0di) x R.

Notons aussi L; = (Od;) x R, 1 <i < 4.

Maintenant, pour chaque 1 <i <4 on a dg,1/2(E,T) < 4dp2(E,T) < 4e, mais
dans la boule B(d;,1/2), T coincide avec un cone Y; de type Y dont 'axe est L;,
donc par le corollaire 6.9, pour chaque 7 > 0, on peut choisir ¢ > 0, tel que E
est Bi-Holderiennement équivalent a Y; dans la boule B(d;, 1/4), avec une constante
bi-Holdérienne plus petite que 1 + 7. Si on note ; cette fonction Bi-Holderienne,
alors

(5) |i(z) — z| < 7 pour z € B(d;, 1/4) ,

et puis par la remarque 6.10, v; envoie L; N B(d;, 1/8) vers Fy. En particulier, il
existe b; € Ey tel que ¢(d;) = b; et par (5), on a d(d;,b;) < 7. On veut montrer
ensuite la proposition suivante.

Proposition 7.8. Le point by € Ey est connecté par un autre point b; € Ey,1 #
1 par une courbe v C Ey N B(O,2).

Démonstration. Pour chaque point z € Ey N B(O,2), il existe un rayon r,
et une application Bi-Holdérienne 9, tel que (1),(2) et (3) sont satisfaits pour v,
et r,, avec 7 comme dans (5). Ensuite, pour chaque boule B(d;,1/20), Ey est Bi-
Holdériennement équivalent a L;-qui est (Od;) x R. Donc il existe un homéomor-
phisme Bi-Héldérien v; : B(d;,1/20) — R%, tel que

(7.8.2) Yi(d;) = b,
(7.8.3) (L=7)ly—=2[""" < [(y) —¥(2)| < (L+7)|y—2['7" pour y, 2 € B(d;,1/20)

(7.8.4) |Vi(2) — z| < 7 pour z € B(d;,1/20)

Donc on démontre la proposition par absurde. On pose comme ci-dessus, Fj- la
composante connexe de b; dans Ey N B(O,2). Puisque dans chacun des boules
B(b;,1/20),i # 1, Ey est Bi-Holdériennement équivalent a un plan, donc pour
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chaque z € Ey N B(b;,1/30), z est conecté a b; par une courbe dans Ey. Donc
si la proposition est faux, c’est a dire b; n’est pas dans la méme composante connexe
avec n’importe quel autre b;, ¢ # 1, alors on doit avoir

(7.8.5) Ey N (b, 1/30) est vide pour i # 1.

On va construire d’abord une sphére topologique Sy, de dimension 2, qui coupe EL
dans un seul point b; de maniére "‘transversale"’. Ensuite, on la déformera de ma-
niére continue pour avoir une famille de spheres S;,0 < ¢ < 1 tel que S; ne coupe
pas EY-, et on obtiendra une contradiction puisque S; est homotope a Sy, donc le
nombre d’intersection avec EL reste de la méme parité. Mais ga sera plus simple si
on utilise I’équation et le degré des fonctions continues entre sphéres.

On va élaborer maitenant. D’abord, notre cone minimal 7" est de la forme 7" x L,
ou 1" est le cone de dimesion 2 de type T, centré a l'origine et contenu dans le plan
P de dimension 3 de ’équation x4 = 0 et L la droite d’équation xy = x5 = x3 = 0.
Donc la sphére d’unité S” dans P a pour I’équation

S ={zx:x4=0,27 + 25 + 25 =1}.

Donc on pose fo(z) = (x4, ]z|> — 1). On voit que fo(S’) = (0,0). On construit
ensuite une famille des boules de dimension 2 S; € P. En fait, S est 'image de 5’
par ’homothétie de centre ds et de coefficient 1 —¢. Donc S} a pour centre d; = t.dy
et rayon 1 — ¢, dans le plan P. On peut écrire maintenant la formule pour f; :

fia) = (va, [z — do? = (1 = 1)%).
On a clairement, si z € EY,
|f1(2)] > |z — dy]* > dist(dy, Ey)* > 1074,

par (7.8.5) et le fait que d(d;,b;) < 7. On ne va pas utiliser la famille {f;} pour
aller de fy a fi. On va utiliser un nombre fini des fonctions intermédiares, tel que a
chaque fois les modifications auront lieu dans une boule petite, Bi-Holdérienne pour
Ey. On va donc utiliser une partition de I'unité. La construction est comme suit.

D’abord, posons K = E}. N B(0,3/2). Donc pour chaque z € K, il existe un
rayon 7, tel que la boule B(z,r.) est une boule Bi-Holdérienne pour Fy, avec une
constante Bi-Holdérienne plus petite que 1+ 7. On va recouvrir K par une nombre
fini de boules B(z,7,), qu'on note B(z;,7,,),1 < i < N. Finalement, on choisit n > 0
qui est plus petit que 1/10 fois les rayons r,.

Ensuite, on pose {z;},1 < i < [, une collection maximale de points dans E}- N
B(0,3/2) tel que |z; —x;| > n pour i # j. Soit ¢; une fonction de bosse avec support
dans B(z;,2n) et telle que ¢;(z) = 1 pour z € B(x;,m) et 0 < @;(z) < 1 partout.
On note que Y, ;(x) > 1 pour z € Ey N B(O,3/2), car x est dans une des boules
B(zj,n) par la maximalité de la famille {z;}. Puis on pose @o(z) une fonction C>
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dans R* telle que @g(z) = 0 pour |z] < 3/2 —n et @o(z) = 1 pour |z| > 3/2, et
0 < @o(x) < 1 partout. Alors Zé‘:o @j(x) > 1 sur EY, et on pose

z
pj(r) = 95](35){2 @i(x)} P pourz € By et 0 < j <.
=0

Alors les ¢; ont les méme propriétés de support que comme les ¢;, donc

(7.8.6) @; est supportée dans B(z;,2n) pour j > 1,
I
(7.8.7) Z ¢;(r) =1 pour z € Fy- |
=0
et
!
(7.8.8) Zgoj(x) =1pour z € By NB(0O,3/2 1) ,
j=1

car @o(z) = 0 ici. Notre premiére approximation est une suite d’applications donnée
par

(7.8.9) g =fo+ Y @il —fo),

0<j<k

avec 0 < k <. Alors gy = foy et
(7.8.10) gi(x) = fi(z) pour x € EN B(O,3/2 —n).
On note que pour k£ > 1,
9i(®) — gr-1(x) = wr(z)(fi(x) — fo(x)) est supportée dans B(xy,27).

On veut maintenant calculer le nombre de solutions dans Y- des équations gi(z) = 0.
On va modifier un peu fy et les g de maniére qu’ils aient seulement un nombre fini
de racines. On modifie d’abord fj.

Sous-lemme 7.8.1 II existe une fonction continue hy sur Fy-, tel que
(7.8.11), |ho(x) — fo(x)| < 107° pour x € Ey,

ho a exactement un zéro by dans EY., et by est un zéro simple, non-dégénéré de hy.

Ici, on dit que ¢ € Fy est un zéro simple, non-dégénéré d’une fonction continue
h sur E{- si h(€§) = 0 et il y a une boule B(&, p) et une fonction Bi-Holdérienne
qui envoie E N B(&, p) sur un ensemble ouvert V' d’un plan de dimension 2, telle
que hoy~ ! est de classe C' sur V et la dérivée de hoy™!, au point v(£), est de rang 2.
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Démonstration. On modifie fy dans un voisinage de d;. On a déja notre homéo-
morphisme Bi-Holdérien ¢ qui satisfait aux conditions (7.8.1)-(7.8.4). De plus, Fy-
est la composante connexe de Ey prés de by, donc

By N B(dy,1/20) = Ey N B(dy, 1/20),
donc
(7.8.11) EL N B(dy,1/40) C 41 (B(Ly N B(dy,1/30)) € EL N B(dy,1/20).

Donc on pose hy = fo en dehors de la boule B(d;,1/30). Dans B(d;,1/60), on
remplace fo avec hg o 1~!. Dans la région entre deux boules, c’est a dire dans
R = B(dy,1/30) \ B(dy,1/60), on pose

(7.8.12) ho(x) = a(z) fo(w) + (1 — a(x)) fo o v~ (2),

avec a(z) = 60|x — d;| — 1. On a alors |ho(x) — fo(z)] < |fo(x) — foo ;' (z)] < Cr
pour x € B(dy,1/30) car |i);(z) — z| < 7 et la dérivée de fy est bornée dans cette
région. On a donc (7.8.11).

Noter que fo(z) = (24, |z|* — 1), donc |fo(x)| > 1/500 pour = € E}. \ B(dy, 1072,
puis

(7.8.13) fo(x) > 1/1000 pour = € Ey N B(O,2)\ B(d,1/60).
Donc les zéros de hy sont tous dans la boule B(dy, 1/60).

On vérifie ensuite que hy a exactement un zéro dans B(dy, 1/60), qui est un zéro
simple. Posons v, = 9] () pour x € B(dy,1/60). Puisque 1, est Bi-Holdérienne, v,
est un homéomorphisme de Fi N B(dy,1/60) dans son image, qui est un ensemble
ouvert dans L.

Maintenant hy = fy o ;' = fy oy dans B(d;,1/60). Donc pour & € E N
B(dy,1/60), € est un zéro de hg si et seulement si v1(§) est un zéro de fo(z) =
(x4, |z|? — 1) dans Ly N B(dy,1/30) ; on voit facilement que c’est d;. La vérification
que D fy est de rang maximal en d; est évidente. On a donc terminé la démonstration
du lemme.

Oll a beS()iIl ensuite un autre S()llS—leIﬂHle ul nous permet de asser de h a hl
) 0 )
de maniere ”‘transversale"’ a E}I/.

Sous-lemme 7.8.2. On peut trouver des fonctions continues 0,1 < k < [,
telles que

(7.8.14) Oy est supportée dans B(xg,3n) ,

(7.8.15) 10k]|0 < 27%.107°
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et s1 on pose
(7.8.16) hie = i1 + 1. (f1 = fo) + Ok,

pour 1 < k <, alors
(7.8.17)

chaque hy, a une nombre fini de zéros dans EY-, qui sont tous non-dégénérés et
simples.

Démonstration. On va construire les hy par récurrence. Soit k£ > 1, et on suppose
qu’on a déja construit hy_; telle que (7.8.17) soit valable. On voit que c’est le cas
quand k = 1, par le sous-lemme 7.8.1.

On note que hg_1+pr(f1— fo) coincide avec hy_; en dehors de la boule B(xy, 2n),
par (7.8.6). On prend un anneau trés mince

(7.8.18) A =Blur, p2) \ Blay, pr), avee 20 < p1 < p < 31,

qui ne rencontre pas ’ensemble fini de zéro de h;_1. On rappelle qu’il y a une fonction
Bi-Holdérienne vy, : B(xy, 20n) — R* et un plan de dimension 2 P, passant par
tels que | (x) — x| < 10nT pour & € B(xy, 207), et de plus

(7.8.19) Ey N B(xy,19n) C Yp(Py N B(xy,20n)) C By

On va prendre maintenant ) supportée dans B(xy, p2), on a alors hy = hj_1 en de-

hors de la boule B(xy, p2). On peut aussi prendre ||0;]|oo < min{2¥.107%,inf ,c 4 |hp_1(2)|}.

On voit que infye 4 |hr_1(x)| > 0 car A ne rencontre pas I'ensemble de zéro de hy_;.

On va controler hy dans la boule B(zy,p). Posons y(z) = ¥ '(z) pour x €
Ey N B(xy, p1). Par (7.8.19) et puisque 1, est Bi-Holdérienne sur B(zy, 20n), v est
un homéomorphisme Bi-Holdérien de Ey- N B(zg, p1) & un ouvert V' dans le plan de
dimension 2 P, dont I'inverse est la restriction de ¢, a V.

Par la densité des fonctions C! dans I’espace des fonctions continues bornée sur
V' avec norme sup, on peut choisir 6, avec les conditions ci-dessus, et telle que

(7.8.20) hy 0 0y, est de classe C* sur V.

On peut aussi ajouter une constante trés petite w € R? a 6, dans EY N B(xy, p1),
et interpoler continuement sur A. On vérifie que pour presque tout choix de w,

(7.8.21) hj a une nombre fini de zéros dans Ey N B(zy, p1).

Pour cela, on pose Z, = {z € V; hy, 0 ¢ (2) = y}. Par (7.8.20), on peut appliquer le
théoréme de la coaire pour hy o 9 sur V', et on obtient

(7.8.22) /V J(2)dH?*(z) = H°(Z,)dH?*(y),

yER?
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ici, J(z) est le Jacobien de hy o)y au point z, qui est bien bornée. Alors Z, est fini
pour presque tout y € R2. Si on chosit w tel que Z,, est fini et ajoute —w & 6, dans
Ey N B(xy, p1), alors le nouveau Z, sera fini, et on a donc (7.8.21).

On considére maintenant le rang de la dérivée. Par théoréme de Sard, I’ensemble
des valeurs critiques de hy, o ¢, a pour mesure 0 dans R2. Alors si on chosit w € R?
tel que w n’est pas une valeur critique, et ajoute —w a 6, dans Fy- N B(xy, p1), alors
la dérivée de la nouvelle fonction A o ¥ a chaque zéro de hy o ¥, a pour rang 2.

Donc on prend w trés petit avec les propriétés ci-dessus, et ajoute —w a 6 dans
B(xy, p1) ; ensuite, on interpole dans la région A, on obtient alors une fonction hy, qui
a un nombre fini de zéros dans F}- N B(xy, p1), qui sont tous simple, non-dégénérés.
Ceci termine la démonstration du sous-lemme.

Maintenant on note N (k) le nombre de zéros de hy dans E{ N B(O,2). On voit
facilement que N(0) =1 et N(1) = 0, on obtient une contradiction en montrant le
sous-lemme.

Sous-lemme 7.8.3. N(k) — N(k — 1) est pair pour 1 < k <.

Démonstration. On sait que hy_1 ne s’annule pas sur A, ou A est 'anneau défini
dans (7.8.18), et on a choisi ||0||« trés petite de sorte que hy ne s’annule pas non
plus dans A. Ensuite, par définition de ¢y, vr = 0 sur A. Posons

(7823) mt(x) = hk_l(l’) + t[hk(x) — hk_l(x)] = hk_l(.l’) + t@k(I),

pour x € ELNB(xy, p2) et 0 <t < 1. Alors mg = hy_q et my = hy sur ELNB(xy, pa).
Puisque my(z) = hy_1(z) + t0(x) pour x € EL N Aet 0 <t <1, donc my(x) # 0
si on prend € assez petite. On prend maintenant 3, > 0 tel que |my(x)| > By pour

x € ELNA. Posons S,, = R?U{oo}, qu’on peut voir comme une sphére de dimension
2, et on définit 7 : R? — S, par

(7.8.24) m(x) =00 si |z] > By et w(x) = — ¥ Ginon.
B — ||

Puis on pose
(7.8.25) pi(x) = w(my(z)) pour x € B} N B(ay, p2) et 0 <t < 1.

Donc, p;(z) est une fonction continue de z et ¢, qui prends ses valeurs dans S.,. Par
la définition de [,

(7.8.26 pi(r) =copourz € By NAet 0<t <1,

On veut aussi remplacer le domaine EY N B(zy, p2) par un ouvert dans un plan de
dimension 2 P,. On a toujours notre fonction Bi-Hoéldérienne v, comme ci-dessus,
qui envoie un ouvert V d'un plan Py de dimension 2 vers E{. N B(wy, p2) et son
inverse 7, qui est aussi Bi-Holdérienne de E{ N B(xy, p2) vers V. Pour 0 <t <1, on
pose finalement

(7.8.27) qt(x) = pr(Yx(x)) pour z € V et ¢(z) = oo pour z € B, \ V.



tel-00665664, version 1 - 2 Feb 2012

CHAPITRE 7. ENSEMBLES MINIMAUX DE MUMFORD-SHAH
DE DIMENSION 3 DANS R* ET L’EXISTENCE D’UN POINT DE
112 TYPE T

On vérfie que ¢; est continue sur Py, x [0, 1]. Elle est continue sur V' x [0, 1], puisque
py est continue sur EY N B(wg, p2) x [0,1], et aussi sur [P, \ V] x [0,1], car elle
est oo ici. Maintenant si # € 9V x [0, 1], alors ¢y(z) € Ey N dB(xy, p2), done il
existe un voisinage de vy (z) dans B(xy, p2) qui est contenue dans A, et on a donc
p:((¥r)) = oo dans ce voisinage, et puis ¢; = oo prés de .

On pose ensuite ¢ (00) = oo, alors ¢; est bien définie sur S" = P, U 0o et c’est
clair que ¢; est continue pour 0 <t < 1.

Maintenant on a deux fonctions ¢g et ¢; qui vont d’une 2-sphére S’ vers une
2-sphére S, donc on peut calculer leur degrés. D’abord, puisque ¢y et ¢; sont
homotopes, donc elles ont le méme degré. On calcule, par exemple, le degré de la
fonction ¢q. Celui-ci peut étre calculé localement prés un point quelconque Q) € S,
donc on prend par exemple () = 0. Soit maintenant

(7828) QO_1<O) = {yh Y2, ... ym}a

avec m un entier < oo, car ¢; a un nombre fini de zéros pour chaque t. Alors, puisque
qo n’a que des zéros simples et non dégénérés, pour chaque 1 <1 < m, il existe un
voisinage ouvert W; de y; tel que

(7.8.29) ¢o est un homéomorphisme de W; vers qo(W)),
et de plus,
(7.8.30) WinW,=sil<k#I1l<m.

Alors le dégré de gy peut étre calculé comme suit, on commence par 0, ensuite, pour
1 <1 <0, si go préserve lorientation de W;, on ajoute 1, si qp inverse l'orientation
de W, on ajoute -1. Donc on voit clairement que

(7.8.31) d(qo) a la méme parité que m,
avec d(qo) désigne le degré de la fonction gq.

Similairement, on a
(7.8.32) d(q1) a la méme parité que le nombre de zéros de ¢,
mais on a qp et ¢; sont homotopes, donc d(qy) = d(q;) et donc le nombre de zéros
de gg est méme parité que le nombre de zéros de ¢;. Ensuite, puisque hi_; et hy
coincident en dehors de la boule B(xy, p2), et n’ont pas de zéros sur B} N A, on n’a
qu’a considérer leur nombres de zéros dans Fy- N B(zy, p1). On vérifie que

(7.8.33)

le nombre de zéros de hy_1,, dans E%; est égal au nombre de zéros de ¢; dans 5,
te{0,1}
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Si qo(z) = 0, alors z € V' ( sinon gy(z) = oo ), donc go(x) = po(¢x(z)) et donc
po(¥r(z) = 0) et puis mo(¢x(z)) = 0, alors hy_1(¢y(z)) = 0, puisque z € V,
Yr(z) € B(xg,p1). On a bien {¢p(y;)},1 < i < m sont zéros de hy_1(0) dans
B(zg, p1)-

Ensuite, soit y € B(xg, p1) tel que hy_1(y) = 0, alors po(y) = 0, puis, il existe
y €V tel que ¥ (y') = y car ¥y, est un homéomorphisme entre V' et B(zg, p1). Alors
po(¥r(y') = @(y') =0 et donc y' =y, 1 <1 < m.

On montre bien que tous les zéros de hy_y dans B(xzy, p1) sont ¢ (y;), avec
1 <1 <'m, on peut conclure que le nombre de zéros de hy_; dans B(xy, p1) est égal
au nombre de zéros de ¢y dans S’. La méme chose est vraie pour hy et ¢;. Donc on
a (7.8.33).

Gréace a (7.8.31),(7.8.32),(7.8.33), on conclut que le nombre de zéros de hy_; dans
F3- N B(xy, p1) est égale au nombre de zéros de hy dans E) N B(zy, p1), modulo 2.
Puis, le nombre de zéros de hy_; dans EY-NB(O,2) est égal au nombre de zéros de hy,
dans EL N B(0,2), modulo 2, puisque hy,_; coincide avec hy, en dehors de B(xy, p1).
Donc N (k) — N(k — 1) est pair pour chaque 1 < k <, et on a le sous-lemme.

C’est ainsi qu’on obtient la contradiction, puisque N(0) — N(1) = 1 est impair.
Ceci termine donc la démonstration de la proposition 7.8. 0J

7.9. Démonstration du théoréme 7.6.

On peut démontrer le théoréme 7.6 maintenant. On pose U(y),y € Ey N B(0,2)
I'ensemble de composantes connexes V de B(0,2) \ E tel que y € V. Puisque
pour chaque y € Ey N B(0,2), il existe un petit voisinage V,, de y ot By est Bi-
Holderiennement équivalent & un ouvert dans un plan de dimension 2, U(y) est une
fonction localement constante. Donc si ¥, yo sont connectés par une courbe dans F,
alors U(y1) = U(y2). En particulier, par la proposition 7.8,

U(br) = U(bi),
ou ¢ # 1 I'indice comme dans la proposition. On peut supposer que i = 2.
Maintenant, on peut utiliser le lemme 7.7, on trouve que
{Va, V3, Va} = U(b1)

et
{‘/17 ‘/E’n ‘/;1} = U(bQ)
donc U(by) # U(be). Ce qui est absurde. Donc (7.6.1) est faux, et on termine la

démonstration du théoréme 7.6. ]

Remarque. On voit que ce n’est pas trés important les points de type Y dans
la démonstration du théoréme 7.6. En fait, ce qui est important c’est qu’autour
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d’'un point de type Y, E est Bi-Holdériennement équivalent & un Y et 'application
Bi-Holdérienne envoie les points de type Y de E vers 'axe de ce Y. Mais on sait
par le corollaire 6.8 que si dy < Og(z) < dy + §, ou § est trés petit, alors prés
de z, E est aussi Bi-Holdériennement équivalent & un Y, avec une constante Bi-
Holdérienne aussi petite qu’on veut qu’on peut obtenir a partir du choix de §. On
peut donc adapter la démonstration du théoréme 7.6 pour avoir le corollaire suivant.

Corollaire 7.10. Pour chaque § > 0, on peut trouver € > 0 tel que si E est
un ensemble MS-minimal de dimension 3 dans R* qui contient 'origine O et T' un
cone minimal de dimension 3, de type T centré en O satisfaisant a

dO’Q(E,T> S €.
Alors dans la boule B(O, 1), il existe un point y € E tel que Og(y) > dy + 0.

Pour I'instant, on ne sait pas du tout, méme dans le cas de Mumford-Shah, s’il
existe un cone minimal dont la densité au centre est comprise strictement entre dy
et dT.
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Quelques questions ouvertes et des
cas particuliers

Dans la partie précédente, on a montré que si E est un ensemble minimal de
Mumford-Shah, qui est e-proche d’'un T dans la boule B(O, 1) et si T est centré en
O, alors dans la boule B(0O,1/2), il existe un point de type non-P et non-Y de E.
Mais on ne sait pas quel est le type de ce point, contrairement au cas de la dimension
2 dans R3. La raison ici est que dans R3, on sait qu’il n’y a que trois type de cones
minimaux, donc si un céone de dimension 2 dans R? n’est pas de type P ou Y, il est for-
cément de type T mais dans R* ce n’est pas le cas. On a la question ouverte suivante.

Question ouverte 8.1. Soit E un céne minimal de dimension 3 dans R?,
centré a l'origine O. Supposons que

dy < QE(O) < dT,

alors, E est-il un cone de type T ¢

Revenons a la section 6, on a montré que si la densité de E en z est légérement
supérieure a dy, alors il existe un rayon r tel que E est Bi-Holdérienne équivalent a
un cone de dimension 3 de type Y, centré en x. Mais est ce qu’il existe un ensemble
minimal dont la densité dans un point est strictement supérieure a dy, mais trés
proche de dy ; la encore, on ne sait pas répondre.

Question ouverte 8.2. Soit E un céone minimal de dimension 3 dans R*,
centré a l'origine O. Alors existe-t-il une constante 6 > 0, qui ne dépend que de la
dimension 4, telle que si

dy < 0g(0) <dy + 4,

alors E est un cone minimal de type Y, et Og(O) = dy ¢

On sait qu’un tel cone minimal est Bi-Holderiennement équivalent & un Y centré
en O dans B(O,1). Donc si on pense que la question 8.2 est faux, une piste possible
est de construire un champs de vecteurs dans £ N 0B(O, 1). Ensuite, on construit

une famille de déformations {E;},t > 0 pour E grace a ce champs de vecteurs, ici
d?H3(E:nB(0,2))

o et on essaie de montrer que si E n’est pas

Ey = E. On calcul ensuite

115
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un Y, cette valeur est négative et par conséquent, £ ne peut pas étre minimal. Mais
la difficulté ici est que ENOIB(O, 1) se compose comme trois surfaces de dimension
2 dans 0B(0O, 1) qui ont pour une courbe fermé et simple leur bord commun. Puis
on ne trouve pas quel est le moyen pour construire un champs de vecteurs sur cette
courbe, contrairement au cas des surfaces lisses ol on peut tranquillement prendre
le champs de vecteurs normale.

Les autres questions possibles sur les ensembles de dimension 3 dans R* sont
bien sur plus difficiles et on n’a aucune idée de les aborder.

Quelques cas particuliers.

On peut obtenir quelques résultats si on restreint a notre ensemble E quelques
conditions particuliéres.

Proposition 8.3. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R*. Si
en tout point v € E, la densité Og(x) = dp, alors E est un hyperplan de dimension 3.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que O € E. On montre
par absurde, supposons que E n’est pas un plan. On veut montrer au début

(8.3.1) lim 05(0,r) > dp,

T—00
sinon, on utilise la croissance de la fonction 0g(O, r) pour déduire que 8g(O,r) =1
pour tout r > 0 et puis E est un céne centré en O, de plus, E est lisse en O puisque O
a pour densité dp. On en déduit que E est un plan passant par O, une contradiction.

Soit F' une limite par implosion de E en O. Cela veut dire qu’il existe une suite
{ri,r2, ..., Tk, ...} qui tend vers +oo telle que

E
F = lim —.
k—o00 Tk
Alors 0r(0) = lim, o 0g(O,7) > dp. Par la proposition 5.30, il existe un point
y € FNOB(0O,1) tel que Op(y) > dp. On veut montrer que

(8.3.2) il existe un point de type Y dans 0F = FN9B(0O,1).

En fait, si y est de type Y, on a automatiquement (8.3.2). Sinons, y est forcément
de type T et donc par le lemme 4.3, pour chaque ¢ > 0, on peut trouver un rayon
r > 0 et un cone minimal F(y,r) de type T, dont l'axe L passe par O et y, tel que
dy (F,F(y,r)) < e. Soit P l'une des 2-faces de F(z,r), définie prés du théoréme
4.12. On prend un point z € P N B(y,r/2) tel que dist(z, L) = /2. Alors dans la
boule B(z,7/4), F(x,r) coincide avec un céne minimal Y de type Y dont l'axe est
P. Maintenant puisque B(z,r/4) C B(y,r), on a

dz7r/4<F7 Y) = dz,r/4(F7 F(ZE, T))

8.3.3
(8.3.3) < 4d,,(F, F(x,7)) < de.
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Donc si € est assez petit, par le lemme 6.4 pour ’ensemble minimal F' et le cone Y
de type Y dont 'axe passe par z, il existe un point 2z’ € B(z,7/32) N F qui n’est pas
de type IP. Puisque z’ ne peut pas étre de type T, on déduit que 2z’ est de type Y.
Maintenant le point z” qui est l'intersection de Oz’ avec 0B(O, 1) est bien un point
de type Y de F', et on a donc (8.3.2).

Revenons a notre ensemble E. Puisque F' = limy_, %, alors pour chaque € > 0,
il existe N > 0 tel que pour tout k > N, do1(F, £) < ¢ ou bien do,, (E,F) < €

v ) S
puisque F' est un cone centré en O. Maintenant par (k8.3.2), il existe un point y € OF
qui est de type Y. Alors par la remarque 5.26, pour cet € comme ci-dessus assez
petit, posons § = /e, il existe des constantes universelles C' et b positives telles que
dys(F,Y) < C& on Y est la limite d’explosion de F en y, qui est bien de type
Y. Puisque F' et Y sont des cones centrés en O, donc di, j2)y,(re/2)5(F,Y) < Cob.

Ensuite,

Ay 2,5 (B, Y) < 2[d (g 12)y,ri /206 (B F) + diry p2yy i 205 (F, )]

8.3.4
(8.34) < 8¢/ + 2e = 85 + 2C0°.

Donc si on choisit € trés petit, et on note que 'axe de Y passe par (ry/2)y, on peut
appliquer le lemme 6.4 qui dit qu’il existe un point x € E N B((rx/2)y, (rx/100)0)
qui n’est pas de type P et c¢’est bien la contradiction qu’on veut. O

Comme on a discuté ci-dessus, si F est un cone minimal centré en O et si la
densité 0 (0) satisfait & dy < 0g(O) < dy + € avec € trés petit, alors E est bi-
Holderiennement, voire C! équivalent & un Y centré en O. Notre difficulté est que
OF = EN0B(0,1) est formé par trois surfaces qui admet une courbe fermé et
simple comme bord commun, mais on n’arrive pas a construire un champ de vecteur
raisonable prés de cette courbe. Par contre, si on sait que la courbe de singularité
est un grand cercle dans 0B(0, 1), alors on peut conclure que E est exactement un Y.

Proposition 8.4. Soit E est un cone minimal de dimension 3 centré en O. On
suppose que ENOB(O, 1) est composé de trois surfaces qui admettent un grand cercle
~v comme bord commun. De plus, chaque surface est topologiquement équivalent a un
demi-sphére de dimension 2. Alors E est un Y centré en O.

Démonstration. Soient Si, S5, S3 trois surfaces qui forment OF. Soit P le plan
de dimension 2 qui contient v. On prend S; par exemple. Puisque E est un cone
minimal, S; est une sous-variété minimal de dB(O, 1) au sens d’équation. Soit S la
surface obtenue par réflexion de S; par rapport au P. Cela veut dire S = S; U S,
ou 57 est 'ensemble des point z’ qui est I'image par réflexion d’un point = € S par
P. Alors par la proposition 3.1 dans [Bl], S est une surface lisse et minimal. On en
déduit que S est une surface analitique et qui est homéomorphique & une sphére de
dimension 2. Par le lemme 1 dans [Al], S est bien la sphére de dimension 2 dans
0B(0,1). Par conséquent, Sy est la demi-sphére avec bord . Similairement, S, et
S5 le sont aussi. De plus, puisque E est minimal, on voit facilement que ’angle entre
S;et S;,1<i# 7 <3, est 120°. On en déduit que E est bien un Y. [l
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