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UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE
DEDUIT D’UNE SOLUTION ALGEBRIQUE DE
L’EQUATION DE PAINLEVE VI

par

Gaél Cousin

A la mémoire de Marco Brunella.

Résumé. — On peut construire facilement des exemples de connexions plates
de rang 2 sur P? par pull-back rationnel de connexions sur P!. On donne un
exemple de connexion qui ne peut étre obtenue de cette maniére. Cet exemple
est construit a partir d’une solution algébrique de I’équation de Painlevé VI. On
en déduit un feuilletage modulaire de Hilbert. La preuve de ce fait repose sur la
classification des feuilletages sur les surfaces projectives par leurs dimensions de
Kodaira, fruit du travail de Brunella, Mc Quillan et Mendes. On décrit ensuite
le feuilletage dual. Par une analyse fine de monodromie, on voit que notre
surface bifeuilletée est revétue par la surface modulaire de Hilbert classique
construite en faisant agir PSL2(Z[v/3]) sur le bidisque.

1. Introduction

Les feuilletages modulaires sont des feuilletages naturels sur les quotients
du bidisque par des sous-groupes discrets irréductibles I' de PSLo(R)2. IIs sont
induits par les feuilletages horizontaux et verticaux du bidisque et sont natu-
rellement munis de structures transversalement projectives. On peut se donner
un tel I' par le choix d’un nombre réel quadratique, voir section 2.1. Dans une
classification récente de Brunella, Mc Quillan et Mendes, parmi les feuilletages
sur les surfaces projectives, les feuilletages modulaires sont caractérisés par
leurs dimensions de Kodaira : kod = —oo et v = 1; ce sont deux invariants
numeériques codant les propriétés de tangence du feuilletage. Dans [MPO5],
Mendes et Pereira donnent les premiers exemples de modéles birationnels ex-
plicites pour des feuilletages modulaires. La découverte de ces feuilletages est
fondée sur une bonne connaissance de la surface sous-jacente. Il apparait que

Mots clefs. — feuilletages holomorphes, dimension de Kodaira, surfaces modulaires
de Hilbert, connexions plates, équation de Painlevé VI.
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les structures transversalement projectives de deux de ces exemples (les feuille-
tages Ha et H3 associés a v/5 dans [MPO5]) correspondent & des déformations
isomonodromiques de feuilletages de Riccati & quatre poles sur P! x P! — P!,
c’est & dire a deux solutions de I’équation de Painlevé VI (PVI). Ces solutions
sont, par construction, algébriques; elles sont des transformées d’Okamoto de
solutions icosahédrales de Dubrovin-Mazzocco [DMOO], les solutions n°31 et
32 de la liste de Boalch [Boa06]. L’objectif principal de cet article est de pro-
duire un exemple de feuilletage modulaire en inversant cette construction :
le choix d’une solution de I’équation de Painlevé VI donne un feuilletage de
Riccati R sur un P!-fibré P — S; en choisissant une section de ce fibré, on
se donne un feuilletage transversalement projectif F sur la surface S'; on sou-
haite que ce dernier soit un feuilletage modulaire. Le choix de la solution de
(PVI) est bien str guidé par les propriétés des feuilletages modulaires : on a
des contraintes sur la monodromie de R et, d’aprés Touzet [Tou03, Théoréme
I11.2.6.], F ne doit pas étre pull-back rationnel d’un feuilletage de Riccati Ry
sur une surface algébrique. Cherchant a obtenir un des feuilletages modulaires
sur la surface rationnelle associée a /3, on a ainsi été conduit sans ambiguité
a la solution utilisée & la section 3. Une fois construit un tel feuilletage de
Riccati R, une fagon d’augmenter ses chances de succés est de se rappeler le
Lemme I11.2.8. de [Tou03] : si H = r*H avec r une application rationnelle,
alors kod(H) < kod(H); on a donc intérét a quotienter R par ses symétries
avant de choisir une section, ce que nous faisons ici. Cette entreprise a remporté
un certain succes.

Théoréme 1.1. — La surface bifeuilletée (P2, {F,,G,}) est un modéle bira-
tionnel d’une surface modulaire de Hilbert munie de ses feuilletages modulaires,
on

w = —12y(1+43y)(3z —y)dz+ [ (10 — 18z)y? — 9z(18z — 5)y — 92*(9z — 2)] dy
et

T =—12y(1 4+ 3y)(12z —y — 3)dx

+ [(4 — 18z)y? — 3(18z — 1)(3z — 1)y + 9z(2 — 9z)(x — 1)] dy.

De plus, Uinvolution birationnelle de P? suivante échange F et G.

. 3y(3y-+13)z—y(7y+9)
o (z,y) = <(1g5 yig)meyy(?;nyrl?;)’ ) :

La preuve de ce théoréme est fondée sur un calcul de dimensions de Kodaira.

Apreés un revétement double, on obtient les feuilletages modulaires construits
en faisant agir I' = PSLy(Z[v/3]) sur le bidisque.

Dans [CS08, Theorem 2 p 1273|, Corlette et Simpson établissent un résul-
tat de factorisation pour certaines représentations p : m(X) — PSLo(C) de
groupes fondamentaux de variétés quasi-projectives : si la représentation ne
se factorise pas par une courbe, alors elle est pull-back par une application
f X — Y d'une des représentations tautologiques d’un quotient Y d’un
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polydisque. Ils manifestent leur intérét pour la détermination d’une telle ap-
plication f pour les représentations de monodromie des feuilletages de Riccati
obtenus a partir de solutions algébriques de (PVI). C’est ce que nous avons
fait ici pour notre feuilletage initial R, avec Y une surface modulaire.

Pour les propriétés générales des feuilletages sur les surfaces on se référe
a [Bru00|. Pour des propriétés particuliéres des feuilletages modulaires, on
pourra consulter [MPO5|. Pour les notions relatives aux feuilletages transver-
salement projectifs, on recommande [LP07] et [CLNL'07]. Pour une intro-
duction aux connexions logarithmiques plates, voir [NY02|. Enfin, pour les
calculs de groupes fondamentaux, on propose [Shi].

L’auteur tient & remercier chaleureusement son directeur de thése Frank Lo-
ray ainsi que Jorge Pereira pour leurs nombreuses indications. Remerciements
également aux membres de I'équipe de géométrie analytique de 'TRMAR, a
Philip Boalch, Serge Cantat, Slavyana Geninska et & Pierre Py. On remer-
cie aussi le CNRS pour son financement de thése, 'IRMAR pour son accueil
permanent et 'LIMPA pour un séjour fructueux.

2. Préliminaires

2.1. Surfaces modulaires, feuilletages modulaires. — Les surfaces mo-
dulaires de Hilbert ont été introduites par Hilbert, compactifiées en des surfaces
projectives par Baily-Borel et désingularisées par Hirzebruch. Soit K = Q(\/E)
avec d € N sans facteur carré. Soit O 'anneau d’entiers de K. Les deux
plongements de K dans R induisent deux plongements de PSLo(Of) dans
PSLy(R) : v+ A et v+ A ot A A est action du groupe de Galois de K.
On obtient un plongement i : PSLy(Of) — PSLa(R)?, v — (A, A).

Définition 2.1. — Soit T' un sous-groupe de PSLs(R)? commensurable a
i(PSL2(Ok)). Le quotient (H x H)/T" est une surface complexe a singularités
de Hirzebruch-Jung qui se compactifie en une surface projective par adjonction
de cycles de courbes rationnelles. La compactification en question est appelée
surface modulaire de Hilbert et notée Yr. Si I' = i(PSL2(Ok)), on pourra noter

Yr=Y
Dans son article [Bru03], Brunella définit des objets plus généraux.

Définition 2.2 (Brunella). — Soit I un sous-groupe discret de PSLy(R)?
non commensurable a un produit I'y x I'y de sous-groupes de PSLy(R) et tel
que (H x H) /T est compact ou se compactifie en une surface projective comme
les surfaces précédentes. La surface ainsi compactifiée (H x H)/T" est appelée
surface modulaire et notée Yr.
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Définition 2.3. — Les feuilletages modulaires de Yt sont les images des
feuilletages verticaux et horizontaux de H2. On les note (Fr,Gr). Si Yr est
une surface modulaire de Hilbert, alors Fr et Gr sont appelés feuilletages
modulaires de Hilbert.

La surface modulaire (Yr,Fr,Gr) se désingularise en (?p, Fr. ,C’;F) —
(Yr, Fr,Gr) en remplagant ses singularités par des chaines de courbes ration-
nelles, les chaines de Hirzebruch-Jung, c’est un travail de Hirzebruch [Hir53].
Le résultat suivant est connu, on le donne pour utilisation ultérieure.

Théoréme 2.4. — Soit YT une surface modulaire.

1. Les feuilletages Fr et Gr sont o singularités réduites et minimauz au sens
de [Bru00|.

2. De plus leur diviseur de tangence est réduit et son support est la réunion
des chaines de Hirzebruch-Jung et des cycles de courbes rationnelles.

Démonstration. — 11 suffit de voir que les singularités de Fr sont réduites
et que F est relativement minimal, d’aprés [Bru00, Theorem 1 p 75| et sa
preuve. D’apreés la discussion [Bru00, pp 134 — 135], les courbes algébriques
irréductibles invariantes par Fr sont seulement les composantes des chaines et
cycles cités plus haut et, sur les cycles, la tangence entre les feuilletages est
simple et les singularités sont réduites. Sur les chaines de Hirzebruch-Jung, le
fait que les singularités soient réduites et la tangence simple peut se voir par
un calcul aisé a I’aide des descriptions locales explicites de H? — Yi et de
Yr — Yr données dans [Rie74, §3 pp 220 — 223].

Comme les composantes des chaines et des cycles sont d’auto-intersection
inférieure & —2, le feuilletage est relativement minimal. O

Les feuilletages modulaires sont naturellement munis d’une structure trans-
versalement projective.

2.2. Feuilletages transversalement projectifs, feuilletages de Riccati.
— La définition suivante est diie & [LPO7]| et équivalente a celle de [Sca97].

Définition 2.5. — Soit H un feuilletage de codimension 1 sur une variété
complexe lisse M. Une structure transversalement projective (singuliére)
pour H est la donnée d’un triplet (7, R, o) consistant en

1. un fibré en P! localement trivial 7 : P — M ;

2. un feuilletage holomorphe singulier R de codimension 1 sur P transverse
a la fibre générique de 7 et

3. une section méromorphe o de 7 telle que H = o*R.

En présence des conditions 1 et 2, on dit que R est un feuilletage de Riccati
sur le fibré .
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Définition 2.6. — Soit R un feuilletage de Riccati sur 7, si D est un diviseur
de M tel que Rippp est transverse aux fibres de mn p, par compacité des
fibres, en relevant les lacets de M \ D dans les feuilles de R, on peut définir
une représentation 71 (M \ D, ) — Aut(n~1(x)). Si D est le plus petit diviseur
ayant cette propriété, on 'appelle le lieu polaire de R et la représentation
est appelée représentation de monodromie de R.

En pratique, on doit choisir une coordonnée sur 7~ !(x) et la monodromie
est donnée par des éléments de PSLy(C).
On définit une relation d’équivalence naturelle entre feuilletages de Riccati.

Définition 2.7. — Soit R et R’ deux feuilletages de Riccati sur P! x M — M.
On dit que R et R’ sont birationnellement équivalents si il existe une
transformation de jauge méromorphe
¢p: P'xM — P'xM
(z,2) — (A(z).z,x)

avec A : M --» PSLy(C) méromorphe.

Le résultat suivant explique notre intérét pour la notion de feuilletage trans-
versalement projectif.

Lemme 2.8. — Soit Yr une surface modulaire. Soit I'; la projection de I" sur
le i-éme facteur de PSLy(R)2. Les feuilletages Fr et Gr sur Yr possédent des
structures transversalement projectives de monodromies respectives I'1 et I's.

Démonstration. — 11 suffit de faire la preuve pour Fr. On construit d’abord
la structure au dessus du complémentaire X des chaines et des cycles. Soit
U C H x H le complémentaire des points & stabilisateurs non triviaux pour
laction de I" et (u1,u2) son point courant. Cet ouvert U est le revétement
universel de X : on obtient X comme quotient de U par 'action de I'. Soit
o0 = {z = uj} une section de P! x Y — U. En fixant (z,u).y = (z.71,u.y)
pour tout v = (71,72) € PSL2(R)? et tout (z,u) € P! x U, on définit une
action proprement discontinue de I' sur P! x /. Le quotient P = (P! x ¢/)/T
est muni d’une structure de P'-fibré 7 : P — X dont une section holomorphe
& est induite par o. De surcroit, le feuilletage de Riccati sur P! x ¢/ défini par
dz = 0 passe au quotient et fournit un feuilletage de Riccati R de telle sorte
que (7, R, &) soit une structure transversalement projective pour la restriction
de ]}1‘ a X. Par construction cette structure a pour monodromie la projection
I’y de la représentation tautologique du quotient U /T

Ensuite, on prolonge (7, R,d) au voisinage des chaines de Hirzebruch-Jung
en utilisant [Rie74|. De méme, on étend (7,R,5) au voisinage des cycles de
courbes rationnelles invariantes & ’aide de la description locale de [Hir73,
§§2.2 — 2.4 pp 204 — 215]. O
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Pour se donner un feuilletage de Riccati, on peut utiliser une solution algé-
brique de I’équation de Painlevé VI.

2.3. Equation de Painlevé VI et déformations isomonodromiques.
— 11 est bien connu que les solutions de I’équation de Painlevé VI (PVI)
gouvernent les déformations isomonodromiques & un paramétre (Vy)sepy des
connexions logarithmiques de rang 2 a trace nulle et a 4 poles sur C2 x Pt — P!
Les connexions plates (V) sont les restrictions d’une connexion plate loga-
rithmique V sur C? x U x P! — U x P'. On s’intéresse ici aux déformations
qui correspondent aux solutions algébriques de (PVI). Dans ce cas l'espace
des parameétres est U = C \ {s1,...,8,} ou C est une surface de Riemann
compacte et on peut compactifier la situation en prolongeant V méromorphi-
quement & C2 x C x P! — C x P'. La connexion V est alors donnée par un
systéme : si 0 = (01, 02) est une section locale de C2? x C x P! — C x P!, alors

B
5«
V.o =do—. [ Zl ] ,ou ) = [ 2 5 ] est une matrice de 1-formes méro-
2 —~ B
T3

morphes sur C. Les sections locales horizontales de V sont alors les solutions de
dZ = Q.Z. Si Z = (z1, z2) est une telle section alors P(Z) = [z1 : 29] = [z : 1]
est une section locale de P(C?) x C x P! — C x P! telle que I’équation de
Riccati dz = a+ Bz 4722 soit satisfaite. La platitude de V revient a l'intégra-
bilité de la forme w = —dz + a + Bz + 722 sur P(C?) x C x P!, i.e. w définit un
feuilletage holomorphe singulier sur P(C2) x C x P! qui est, par construction,
un feuilletage de Riccati. On voit que ce dernier caractérise V et on peut
préférer son étude a celle du systéme dZ = Q.Z. Des formules donnant (V)
a partir d’une solution de (PVI) sont classiquement connues, voir par exemple
[Boa07, pp 105 — 106 ou [LSS10, p 28|. Localement, ¢ donne une cordonnée

sur C\ {s1,...,8,} et ’équation de Riccati correspondant & V est donnée par
dz =, 014 12(_Zi) dr + A(z)dt ot P(z) = a; + Biz + 722 Les formules de

|[LSS10] donnent «;, f; et 7; en fonction de ¢ mais nullement A. Par logarith-
micité et platitude de V, on peut toutefois déterminer A qui est de la forme
A= —% +u+ vz +wz?. Dans le cas des solutions algébriques de (PVI), u,
v, w, &, B; et 7y; se prolongent en des fonctions méromorphes sur C.

3. Solution de I’équation de Painlevé VI, une famille non pull-back

Suivant la démarche introduite dans la section précédente on a construit un
feuilletage de Riccati R sur P(C?) x C x P! & partir d’une solution algébrique
de I'équation de Painlevé VI. On note (Rs) la famille des restrictions de R
aux niveaux de la projection P(C?) x C x P! — C. Ici C = P! et la solution est
I'image de la solution tétraédrale n°6 de Boalch [Boa07] par une transformation
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d’Okamoto, la transformation ss o so, dans les notations de [LT08|. Une solu-
tion équivalente sous le groupe d’Okamoto a d’abord été donnée par [AKO02].
(5415 5%—552+45)s(s+1)(s—3)*

(5 56—5 514135 s24+81) (s+3)(s—1)2’

s 3(5—3)3
o) = (oo o = =8 01 = =1, 01 = 1, 0o = .

Ayant en téte |[Tou03, Théoréme I11.2.6.] (cf notre introduction) et pour
nos besoins ultérieurs, on va montrer que cette solution algébrique de (PVI) ne
correspond pas & une déformation isomonodromique (R;)cpr de feuilletages
de Riccati au dessus de P! obtenue par pull-back rationnel d'un feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe.

Précisons ce que 'on entend par 1a.

Donnons la solution et ses paramétres : ¢(s) =

Définition 3.1. — On dit qu’'un feuilletage de Riccati R sur le Pl-fibré 7 :
P! x M — M est pull-back (rationnel) d'un feuilletage de Riccati R sur 7’ :
P! x M’ — M’ si il existe une application rationnelle dominante ¢ : M --» M’
telle que R = ¢*Ryg. Dans le cas ou M’ est une courbe algébrique, on dit que
R est pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Ici comme M = P! xP!, R ne peut étre pull-back rationnelle d’un feuilletage
de Riccati au dessus d’une courbe que si cette derniére est la droite projective.

Remarque 3.2. — On va utiliser des modéles locaux. On indique comment
ils se comportent quand on les tire en arriére par un revétement.

— Si la monodromie en x = 0 d’une équation de Riccati & pole simple sur
(C,0) est conjuguée a z — Az alors, a transformation de jauge holomorphe
pres, 2/ = ¢(x).z,¢ € PSLy(C{x}), 'équation est dz = ozd%z, avec A\ =
exp(2ima). Si x = y*, on obtient dz = ka2,

— Si la monodromie en x = 0 d’une équation de Riccati & pole simple sur
(C,0) est conjuguée a z — z + 1 alors, a transformation de jauge holo-
morphe prés, I’équation est dz = (nz—i—x”)d%, avec n € Z. Si x = y*, alors
on obtient dz = (knz + yk")%y

Dans les deux cas, I’exposant « ou n est multiplié par I'indice de ramification
k. Les paramétres (6o, 01,0, 0~ ) d'une solution de Painlevé sont les exposants
qui décrivent le feuilletage R au voisinage de x = 0, 1, ¢, 0o, respectivement.
Quand #; € Z, on doit avoir plus d’informations pour connaitre la monodromie.
Dans notre cas, 8; = —1 correspond a une monodromie locale parabolique.

Revenons a notre démonstration. Raisonnons par I'absurde : soit ¢ : P! x
P! -—5 P! une application rationnelle et i = —dz + o + Sz + 22 une équation
de Riccati telle que ¢*p donne notre déformation (Rs) de paramétres 6 =
(—%, —-1,-1, %) On va étudier la restriction ¢4 de ¢ a la valeur s du parameétre
de la déformation. L’application ¢, ne peut étre constante pour un s générique,



hal-00659358, version 2 - 30 Jan 2012

8 GAEL COUSIN

sous peine de ne pas avoir de monodromie pour Rg. C’est donc que nous avons,
pour s générique, un revétement ramifié ¢, : P! — PL.

Pour obtenir les bonnes monodromies locales pour R, i doit donc avoir un
pole d’indice g avec m A6 = 1 et un pole & monodromie locale parabolique.
De plus, comme la monodromie de R n’est pas abélienne, il doit en étre de
méme pour u, ce qui implique que p a au moins trois poles non apparents (i.e. &
monodromies locales non triviales). En outre, le birapport des quatre poles de
R varie avec s, ce qui signifie que le revétement ¢, se déforme et qu’il existe
une valeur critique k(s) non-constante, distincte des poles, pour ¢s. Soient
o = Z—Z les exposants de p avec p; Ag; = 1 et ¢; > 0. Fixons 8; = 1/¢; si; € Z
et B; = 0 sinon. On peut alors interpréter ¢, : P! = § — ¥ = P! comme
revétement ramifié entre surfaces de Riemann munies de métriques singuliéres
de courbure —1 telles que les poéles de nos équations de Riccati correspondent
a des singularités des métriques dont les angles sont (27/3;) et (2“7“, 0,0, %T”)
avec ab # 0. En effet, on peut appliquer le théoréme suivant a ¥ puis relever
la métrique a .S par ¢,.

Théoréme 3.3 (Poincaré). — Soient X une surface de Riemann, (a;)icr
une famille finie de points de ¥ distincts deux a deux et (q;)ier avec, pour tout

i, qi € {2,3,...,00}. Soit A = 2 (29(2)—2+Zi6] (1—%)), SiA>0

hol.
alors il existe un sous-groupe discret T' de PSLy(R) tel que H/T '~ % et tel

que la métrique sur H donne une métrique singuliére exactement auz (a;) avec

les angles (%}—7;) et aire de X pour cette métrique soit donnée par A.

On peut ensuite comparer les aires de X et S pour cette métrique :
(1) Aire(S) = d.Aire(X)

ou d est le degré de ¢. De plus, nous avons d’une part

Aire(2) = 2 <—2 +) (1- 51‘)) ;

ce qui donne
; 1 1 . 2
Aire(X¥)>2r | -2+ (1-0)+ (1 — 5 +(1- 3 + termes positifs | > 3

et d’autre part, de la méme maniére, comme on peut le voir & I’aide d’une
triangulation géodésique de S,

Aire(S) = 27 (—2+<<1 —0+(1-0+(1-3)+ <1 - g) +> —m)

ol les r; sont les indices de ramifications des points qui ne correspondent pas a
des poles sur S. On a ainsi Aire(S) < 2m(—2+2(1-0)+2(1—3)+(1-2)) = 4.
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L’équation (1) donne donc d3fF < %’T ou encore d < 2. La famille (¢5) est donc
une famille de revétements de degré deux de P! vers lui méme, c’est donc une
déformation de = — x2, consistant a faire bouger les points de ramification par
rapport aux poles de p. Or cette famille de revétements correspond a la solution
a paramétre v/t de ’équation de Painlevé VI et ne peut donc correspondre a
la notre cf [LTO8|, d’ott une absurdité.

Notons que le raisonnement que nous venons de faire ne dépend que de la
monodromie de R, on en déduit ce qui suit.

Lemme 3.4. — Le feuilletage de Riccati R n’est pas birationnellement équi-
valent & un feuilletage de Riccati pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus
d’une courbe.

Remarque 3.5. — Evidemment ce type de méthode peut s’appliquer a
d’autres déformations isomonodromiques, voir [Dial2].

4. Construction de notre exemple

C’est dans cette partie de notre travail que l'utilisation d’un logiciel de
calcul formel est indispensable. Notre exemple est donné par un feuilletage de
Riccati R sur P2 x P! — P2 Ce feuilletage provient du feuilletage R de la
section 3 au sens suivant : R = 7*R, ou 7 : (P! x P!) x P! ——» P2 x P! est
une application rationnelle dominante de fibre générique finie. On pense & w
comme & un revétement ramifié entre variétés vues modulo transformations
birationnelles. L’application 7 est obtenue en quotientant R par un groupe de
symétries birationnelles.

Ces symétries sont recherchées comme préservant deux fibrations sur P! x
P! x P! : la fibration (s,z,2) — s qui donne le paramétre de la déforma-
tion isomonodromique et la projection (s,x, z) + (s, z) du P'-fibré; elles sont
donc de la forme ¢ : (s, z, 2) — (A.s, B(s).xz,C(s,z).z) avec A, B(s),C(s,z) €
PSLs(C) et s — B(s), (s,z) — C(s,z) rationnelles.

Le lieu polaire de R contient quatre sections D; = {x = p;(s)},i € {1,...,4}
de (s,z) — s qui doivent étre préservées dans leur ensemble par (s,x) —
(A.s, B(s).x). Le birapport t(s) = [p1, p2, p3, p4] est une fonction rationnelle. Il
est bien connu (cf [Art98, pp 38-39]) que P*\ {p;(s)|i = 1,...,4} est isomorphe
aPY\ {pi(A.s)i = 1,...,4} si et seulement si u(s) = u(A.s), ou u(s) =
%. Un tel A correspond alors & B(s) qui induit une permutation {D;|i =
L,...,4} = {Dyu)li =1,...,4}. Si A et B correspondent & une symétrie de R,
cette permutation doit préserver modulo Z* le quadruplet (£6;) des exposants
associés aux D;. Si R a des poles non-apparents de la forme {s = ¢}, ils doivent
aussi étre préservés dans leur ensemble par A en respectant les exposants +0,,
correspondants.
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Toutes ces conditions étant réunies, on doit déterminer si il existe C' tel
que ¢ : (s,z,2) — (A.s,B(s).x,C(s,x).z) soit effectivement une symétrie de
R. Pour ce faire, on calcule les singularités du feuilletage R. On s’intéresse
particuliérement aux singularités (z = f; 4(s),z = fi,—(s)) au dessus de Dj, si
il n’y a qu’une section de singularité f; au dessus de D; onnote f; = f; . = fi _.
La transformation C doit étre telle que

{fot)+(A:s), foriy—(Aus)} = {C(s,2).fi,+(5), C(s,2). fi— (s)}-

En fait, on peut méme déterminer qui de f; et f; - correspond a fo(; 1 :
les singularités f; + correspondent aux directions propres des résidus de la
connexion de rang 2 dont provient R, on peut donc y attacher les valeurs
propres correspondantes et ¢ devra les respecter.

Dans le cas ot (+0;)1<i<4a = (£0,(;))1<i<a -modulo rien- C(s,z) varie ho-
lomorphiquement avec z € P! pour s générique, donc C (s,z) = C(s); et si
trois des s; + sont distincts, cela permet de décider I'existence de C' et, le cas
échéant, de le calculer.

Quand (£6;)1<i<4 = (iag(i))1§i§4 modulo Z* seulement , on peut essayer de
se ramener & la situation précédente, en ajoutant un cinquiéme pole apparent
ps(x) par transformation de jauge méromorphe, c’est ce qu’on a di faire pour
I’exemple que nous présentons ici.

Une fois trouvé un groupe fini de transformation (¢y)rex, avec Ck(s,x) =
Ck(s), on veut quotienter R par son action. Pour ce faire on se rameéne a un
probléme de dimension 1 : on cherche des coordonnées & = U(s).x et Z = V (s).z
telles que les ¢ se lisent (s,Z,2) — (Ag.s,Z,2) a laide de ces coordonnées.
On est ainsi amené a résoudre (U(s) = U(Ag.s)Bg(s))r pour connaitre Z, ce
qui nous semble assez délicat en général. Cela fait, on doit encore résoudre
(V(s) = V(Ak.s)Ck(s))r pour déterminer Z. L’expérience de 'auteur semble
indiquer que la résolution du second systéme est étroitement reliée & celle du
premier.

Finalement, on obtient un feuilletage de Riccati R dont un groupe de sy-
métries G est donné par des transformations du type s — Ag.s. On trouve
ensuite une fonction rationnelle y(s) qui est invariante sur les orbites de G
et qui sépare les orbites. La projection sur le quotient de P! par G est alors
donnée par y : P! — IP’;/. Les formes différentielles «, 8,~ qui définissent R sont
invariantes par G et s’écrivent donc sous la forme a(y, )dz + b(y, Z)dy, avec
a et b rationnelles. C’est ce qui donne R. La détermination de a ou de b se
réduit au probléme suivant : connaissant des fractions rationnelles y(s) et F'(s)
telles qu’il existe G(y) rationnelle satisfaisant G(y(s)) = F(s), déterminer G.
Ce probléme se résout par des considérations de multiplicités ou 'emploi de

bases de Grobner.
(469045 s+1)%(807139 s+1)2

(4268135377 24599996 s+1)*

Pour notre exemple on a y(s) =
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Pour obtenir une connexion sur P2 XPl, on a utilisé I’application birationnelle
standard P! x P! --» P? qui induit un biholomorphisme en restriction a la carte
affine (%,y). Le feuilletage R est défini par la forme —dz + o + Bz + 22 sur
P! x P? avec a, (8 et v donnés ci-dessous, otl on a remplacé & par .
2(3y+1)(—y+3z)dx 5 (18 y2r—10y2 +162 yx? —45 yr+81 23—18 mQ)xdy
(—y+2722—67)(—2y2—9y+30yz+9x2) 12 (—y+2722—62)y(—2y2—9y+30yz+9x2)
(—75 yr+12y°3 —45y2a2+54 42 —40y2x—1212 yx2+810 ya3+265 yr+15 2 —216 x?’)dm
B = 6(—y+27 22—62)x(—2y2—9 y+30 yz+9 22)
(1350 yrx—966 y*+17010 y322—4707 y3x—256 y3 —17064 y2 22 +2466 y%)dy
72(—y+2722—6 2)y(—2y%2—9 y+30yz+9 22)(3y+1)
(49815 y2a3—428 42 —1845 yx—30780 yr3+14508 yx2 421870 yr? —5832 x4 +1701 23 —90 x2)dy
72(—y+2722—6 2)y(—2y%2—9 y+30yz+9 22)(3y+1) et
(226800 Y222 —8325 y3x—67665 y2x+33 yx+2376 yx2 —1080 2242593 2 +565 y—75 x+1875 y* —5033 y3)d:v
720(—y+27 22 —6 z)z(—2y2—9 y+30 yz+9 x2)
(77950 y® 433750 y®2+104906 y* —374769 ytx—36450 y*x2 —6169500 y3x2+776799 y3x+1322 yS)dy
1864(—y+2722—6x)z(—29y2—9 y+30 yz+9 22)y(3 y+1)

a=-95

=+ o+

(11524275 %23 2426517 3223+ 7654500 y 22t + 72945 y2x— 71244 y 2% — 4030 y2 —951831 ya® +224028 ya > — 17325 yz ) dy

1864(—y+2722—6x)z(—29y2—9 y+30 yz+9 22)y(3 y+1)
(1968300 y°+801900 ya* — 145800 2* —450 22 +14985 23 +393660 2° ) dy
1864(—y+2722—6 )z (—2y2—9 y+30 yz+922)y(3 y+1)

5. Dimensions de Kodaira

On choisit de s’intéresser au feuilletage F sur P? dont la structure transverse
est donnée par notre feuilletage de Riccati R et la section z = 0. Ce feuilletage
est ainsi donné, dans la carte affine (z,y) par la forme

w = —12y(1+3y)(3z —y)dz+ [(10 — 18z)y* — 92(18z — 5)y — 92*(9z — 2)] dy

Nous souhaitons décider si ce feuilletage est un feuilletage modulaire au sens
de la définition 2.2. Pour ce faire, on emploie le théoréme de Mc Quillan et
Brunella indiqué dans [Bru03, p 71] : les feuilletages modulaires sont, a tran-
formation birationnelle preés, les seuls feuilletages sur des surfaces projectives
qui aient dimension de Kodaira kod = —oo et dimension de Kodaira numérique
v=1.

On commence par calculer la dimension de Kodaira numérique de F. Par
définition elle se calcule en désingularisant le feuilletage puis en calculant la
décomposition de Zariski ) du diviseur canonique K 7 du feuilletage désin-
gularisé F : K 7 se décompose numériquement en Kz "Z" P4+ N ou P est
un Q-diviseur nef et N est un QT-diviseur contractile dont les composantes
irréductibles sont orthogonales & P, comme décrit dans [Bru00, pp 101-102].

1. Cette décomposition existe a condition que le feuilletage ne soit pas une fibration
rationnelle, on verra plus loin que les courbes rationnelles invariantes sont suffisamment
rares pour exclure cette situation.
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La dimension de Kodaira numérique de F est alors définie par :

0 siP"="0,
num
V(F)=4q1 siP # 0ect PP=0,
2 si PP>0.

D’aprés un théoréme de Mc Quillan (voir [Bru0O, Theorem 1 p 106]),
pourvu que F est relativement minimal, le support de N est bien connu :
¢’est la réunion des supports des F-chaines maximales.

Les F-chaines sont les courbes C' de composantes irréductibles (C;)i=1.
telles que, pour tous ,j € {1,...,r}, on ait

— C; est une courbe rationnelle lisse invariante de F,

- C.C;=1si]i—j|=1,

- CZ'.C]':OSi |Z—]| > 1,

- C;.C; < -1,

— (1 contient une seule singularité de F et, pour i € {2,...,r}, C; contient

exactement deux singularités de F.

La condition de relative minimalité est une condition qui porte sur les
courbes rationnelles invariantes de F (cf [Bru00, chapter 5| ).

On voit que la compréhension des courbes rationnelles invariantes de F est
un préliminaire a la bonne réalisation de notre objectif.

On sait que certaines composantes du lieu polaire de R peuvent donner des
courbes invariantes pour le feuilletage, ce qui se vérifie pour les composantes
suivantes :

ly: y=20;

ly y+%=0,

(2) loo : la droite a I'infini;
. 1 2 2.

Vi =5y —y+3zyt+z”=0.

Chacune de ces composantes est une courbe rationnelle lisse.

On calcule a l'aide de Maple ’ensemble des points singuliers ¥ = Sing(F)
du feuilletage F sur P? et, pour tout p € X, on calcule la partie linéaire
L(p) d’'un champs de vecteurs a zéros isolés définissant F au voisinage de p.
Les singularités non-réduites sont les éléments p de ¥ tels que L(p) = 0 ou
bien tels que le rapport A = A\(p) des valeurs propres de L(p) soit un rationnel
strictement positif. Ce sont ces singularités qu’il faut éclater pour désingulariser
le feuilletage F, cf [Bru00| Chapitre 1.

On donne la liste des éléments p de ¥ et leurs propriétés dans le tableau 1.
On donne un dessin de la configuration de nos courbes dans la figure 1. On y
place aussi les points singuliers qui, a I’exception du point 7', correspondent a
des intersections de nos composantes de pole.
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TABLE 1. Description des points singuliers

P A élément de coordonnées de p

A 1 0y, g et Lo (u,v) = (0,0)

B 2 Vet £, (z,y) =(5/9,—1/3)

C 2 R et o (x,y) =(1/9,-1/3)

D -2 Ret 0 (z,y) =(2/9,0)

E,F A< 0 Vet lo |(u,v)=(15/24+9/2+/3,0)

G 2 R et lo (s,t) = (0,0)

H | partie linéaire nulle | V, R et ¢4 (z,y) = (0,0)

I 3 Vet R (x,y) =(1/3,1)

T —4 ly (x,y) = (2/9,-1/3)

On utilise sur P? les cartes [x :y: 1] = (z,y), [1 :u:v] = (u,v) et
[s:1:t]— (s,1).

FIGURE 1. configuration de courbes et positions des points

5.1. Désingularisation. — Par inspection de la figure 1, on voit que si p
est éléement de {A, B,C, G, I'} alors le feuilletage F a une singularité dicritique
en p. Comme A\ = A(p) € N*, en appliquant le théoréme de forme normale de
Poincaré-Dulac on obtient que, dans de bonnes coordonnées (z,w) au voisinage
de p, le feuilletage est donné par le champ 23, + (Aw + £2*)9,,, avec € = 0 ou
e=1.

De plus, le fait que la singularité soit dicritique impose ¢ = 0. A Daide
la forme normale, on peut alors voir que la singularité en p se résout par
une suite de A éclatements de diviseur exceptionnel une chaine de courbes
rationnelles C'h(p), dont seulement la derniére est transverse au feuilletage et
d’auto-intersection —1, tandis que les autres sont d’auto-intersection —2 :
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pour p = B,C,G, A =2 on appelle D, la premiére composante de Ch(p) et
E, la seconde ; pour p = A, il n’y a qu’une composante a Ch(p), qu'on nomme
Dy et pour p = I, il y a trois composantes, la premiére est appelée Fy, la
deuxiéme est appelée Dy et la troisiéme est appelée Ej.

Soit X — P? la désingularisation de A, B, C, G, I décrite ci-dessus. La dés-
ingularisation de H n’est pas aussi prévisible. Toutefois, on voit, en calculant,
que si on éclate X en H, le feuilletage induit sur I’éclaté a trois singularités
sur le diviseur exceptionnel Dy : une réduite en Hj avec A(H;) = —7/2, une
réduite en Ho avec \(Hg) = —7/12 et une dicritique en Hs avec A\(Hs) = 1. 11
suffit ensuite d’éclater encore une fois en Hg pour désingulariser le feuilletage,
le nouveau diviseur exceptionnel Ep est alors transverse au feuilletage, tandis
que la transformée stricte de Dy, qu’on note encore Dy, est invariante par le
feuilletage.

On note P2 — P? la désingularisation compléte ainsi obtenue et F le feuille-
tage désingularisé, on donne un dessin décrivant cette désingularisation dans
la figure 3, les singularités y sont représentées par des points. Dans la figure 2,
on donne un dessin plus épuré qui indique les intersections entre les courbes
rationnelles invariantes par F que nous connaissons. Le diviseur canonique du
feuilletage F est aisément calculé : F est de degré 3, si d est une droite géné-
rique de P2, alors K = (3 — 1) = 26 d’aprés [Bru00, p 27]. Dans la suite
d’éclatements on peut suivre ce que devient le diviseur canonique du nouveau
feuilletage, c’est I'objet du résultat suivant.

Proposition 5.1. — Soient © : Y — Y Uéclatement d’une surface Y en un
point p et B le diviseur exceptionnel. Soit H un feuilletage sur Y et H le
feuilletage induit sur' Y. Soit a(p) Uordre d’annulation d’une forme w, a zéros
isolés, donnant le feuilletage H au voisinage de p.

- 8i E est invariant par H alors Ky = 7" (Ky) — (a(p) — 1)E.

~ 8i E nest pas invariant par H alors Ky = 7" (Ky) —a(p)E.

Démonstration. — Voir [Bru00, Chapter 2. O

Signalons que si C est une courbe, 7%(C) est la transformée totale de C
par I'éclatement 7. On utilisera le nom des diviseurs de P? pour désigner leurs
transformées strictes par P2 — P2. Par utilisations successives de cette
proposition, on obtient Kz = 20— Dy —FEgp—FEc—Dyg—2FEy— Eq— Ej.

FIGURE 2. Chaines et cycles
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FI1GURE 3. Désingularisation du feuilletage.
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5.2. Etude des courbes rationnelles invariantes. — Nous entrons dans
un passage technique, qui permet d’exclure la présence de courbes rationnelles
lisses invariantes inconnues pour le feuilletage F qui feraient obstruction au
bon calcul de sa dimension de Kodaira numérique. Soit Cy une telle courbe.
On définit des inconnues pour le nombre d’intersections entre Cy et les diviseurs
qui nous intéressent dans le tableau 2.

TABLE 2. Intersections de Cy avec nos diviseurs.

D ||R|\V|l1| ¥l |l | Da|Dp|Dc|Dy|Dg | Dy | Fr|Eg|Eg| Ec|Er|Eq|é
DCy||O0O[ 0[O0 |er| O |na|lelec|eculea | O e |ng|ng|nc|nr|ngl|d

Le degré de I'image de Cy dans P? est d. En appliquant le théoréme de Bézout
et en utilisant notre connaissance de la désingularisation du feuilletage, on
obtient les équations suivantes qui lient les intersections lues dans P? et celles
lues dans P2.

Egli d=na+2ng +eg
Eg2: d=2ng+ep+2nc+ec+na+er
(3) Egoo d=ng+2ng +eq

Er: 2d=ng+eg+3nr+er+2ng+eq+2nc+ec
Ey : 2d =2ng +eg+3ny+er+2ng+ep

D’autre part (cf [Bru00, Chapter 3]), 'auto-intersection de Cy peut étre calcu-
lée en fonction des ¢, & I'aide des indices de Camacho-Sad (qui correspondent
aux A(p)) : par la formule de Camacho-Sad, on a C3 = —%(ep +ec +e¢) —
1—72€H — %5 I — %aT. Comme les singularités sont réduites, on doit avoir, pour
tout p, €, € {0,1}. De plus, comme 'auto-intersection de Cy est entiére, les
configurations envisageables pour les €, se restreignent a celles données dans

le tableau 3 ot ’'on mentionne les valeurs de Cg qui y correspondraient.

TABLE 3. Auto-intersections envisageables pour Cy.

(v [len [er[eplec[ec[er ] G |

14070} 0(0]0/|O0 0
21 070(0]1|1]0]|-1
31 o0j0| 1010 -1
4010101 (10| 0|-1
511110 ]0 | 1]1]|-2
611,010 1]|-2
7111100} 1]|-2
(G111 |1 1113
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Pour chacun de ces choix de (ep,), on peut résoudre le systéme linéaire (3).
Seuls les choix n°l, 4, 5 et 8 correspondent a des solutions entiéres pour ce
systéme. L’ensemble des solutions o est alors un Z-module de rang deux. Tou-
tefois on peut donner encore deux contraintes sur les inconnues du systéme (3).
Premiérement, on peut calculer Cg en fonction de 'auto-intersection d? de sa
projetée dans P2 et de la désingularisation P? — P2, en utilisant la proposition
suivante.

Proposition 5.2 (voir [GHT78|, p 187 et p 476). — Soient 7 : ¥ — Y
léclatement d’une surface Y en un point p et E le diviseur exceptionnel.

1. SiC CY est une courbe qui passe par p avec multiplicité m et si Ccy
est sa transformée stricte alors C* = C% — m?2.

2. De plus le diviseur canonique Ky de Y est donné par Ky =n*(Ky)+E.

En appliquant successivement la premiére propriété, on obtient

(4) Ci=d*>—n% —3n? —2m; —er — Z ((np+5p)2+nl2,).
p=B,C,G,H
En appliquant la seconde propriété et en sachant Kp2 = —3J, on obtient :

p2 = —30+F+2Di+Do+Dy+Dg+Da+Dp+2 Ep+2 Ec+2 Eg+2 Eg+
3 Er. Deuxiémement, on utilise la formule du genre : 0 = %Co.(CQ + Kgo) + 1,
pour obtenir
(5)

1
0=1+

2

3 1 3 1 3
d2—gd—i——nA—l——m—amf——ni——n%—i— Z np(l—ny,—ep).

2 2 2 2
p=B,C,G,H

Pour chacun des choix n°1, 4, 5 et 8 en injectant les valeurs des ¢, la valeur de
C2 correspondante, ainsi quune paramétrisation de o par (), 3) € Z? dans (4),
on arrive & paramétrer A en fonction de 8 puis & conclure en utilisant (5). Les
seules possibilités cohérentes sont alors celles données dans le tableau 4. Dans

TABLE 4.

ngleg|nrler|ngleg|nclec|naleg | naler| d
1 1(2|1]110]0}0]1 113|116
3 1(5|1|12(1|0{1]3|1|7]|1]|14

les deux cas, I'éventuelle courbe invariante Cy traverse plus de trois singularités,
ce qui indique qu’elle n’est pas dans une F-chaine, de plus son auto-intersection
est —3 ou —2, ce qui indique que le feuilletage F est relativement minimal.
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5.3. Décomposition de Zariski, dimension de Kodaira numérique. —
La description de la désingularisation que nous avons faite permet de donner,
dans le tableau 5, la matrice de la forme d’intersection sur P? restreinte au
sous-espace dont une famille génératrice est

S = (R,‘/,El,EQ,EOO,DA,DB,DC,DH,DG,D[,F],EH,EB,EC,E[,EG,(S)-

On montre dans 5.2 que les seules courbes rationnelles invariantes lisses
de F sont des éléments de S ou bien sont d’auto-intersection inférieure a —2
et contiennent plus de trois singularités. Ce qui fait que notre feuilletage est
relativement minimal et que seuls des éléments de S entrent dans le support
de la partie négative N de la décomposition de Zariski de K z. Les F-chaines
maximales sont les suivantes : Dy — R —¥1; Dy — Fy; ly; Dp; Do et Dg.

Le support de N est donc DgUDcUDgUlUDUFUDgURU/L;. Ainsi
N =aDg 4+ bDc + cDp + dls + eDy + fFr + gD + hR + if1. Chacune des
composantes de ce support est orthogonale a P "=" K 7 — N, ce qui donne un
systéme d’équations linéaires simple qu’on résout :

N= o Dp+ s R4l 2 Dot g Dyt g Dot 3 Fr+ 2 Dp+ 1 o

On voit alors que P "=" K 7 — N n’est pas numériquement trivial puisque
(Kz—N).6 = %, puis on constate que P? = 0. Nous venons donc d’obtenir :

v(F)=1

TABLE 5. Matrice de la forme d’intersection pour la famille S.

-4 0 1 0 0O 0OOO 1 0O O0OOO0OO0OT1T 1 1 27
0-30 0 2 0 0 0O O0OOO0OO0OT1I 1T 01 02
1 0-20 01 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 01
o 0 0-401 000 O0OO0OO0OO0OT1TT1O0 01
o0 2 0 0-21 00 0 0 0 O0O0O0OO0O0TI1I1
o 6011 1-10000O0OO0OO0OUO0OTO0OO0OTO0OO
o 0 0 00 0-200 000 01T 0000
o o0 o0 00 0 0-20 0 0 0 0 01 0 00
1P 0 0 060 OO O0O-20001 0 00 00
o 0 0 0 O0O O0OO0OO0OTO0D-20200000 10
o o0 o0 00 O0O0O0OO0OO0-210100100
o 0 0 00 O0OO0OO0ODO0ODOTI1-20000 00
01100 0O0OO0O1 0O0OO0-1000 00
o101 0 01 00 O0O0OO0OO0-100 00
1 0 0 10001 000 0O O0OO0O-10 00
11 0 0 0 0O O OOOT1TO0OO0OO0O0-100
1P 0 0 01 00 O0OO0OT1O0UO0OO0OO0OO0OO0-10

L2 2 1 11 0 0 O O O 0O O O O O 0 O 1
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5.4. Dimension de Kodaira. — Dans cette section on commence par ré-

péter les résultats généraux donnés dans [Bru00| qui circonscrivent kod(F)

en fonction de v(F), ce qui nous permet ensuite d’obtenir kod(F) = —oc.
Premiérement, on a l'inégalité suivante pour tout fibré en droites L :

(6) v(L) > kod(L).
Ensuite, deux théorémes.

Théoréme 5.3 (McQuillan-Mendes). — Si H est un feuilletage réduit sur
une surface algébrique et kod(H) =1 alors H est

1. un feuilletage turbulent,
2. une fibration elliptique non-isotriviale,
3. une fibration isotriviale de genre g > 2 ou

4. un feuilletage de Riccati.

Théoréme 5.4 (McQuillan). — Si H un feuilletage réduit sur une surface
algébrique tel que kod(H) = 0 alors v(H) = 0.

On déduit de cela ’énoncé suivant.

Proposition 5.5. — Soit F un feuilletage réduit transversalement projectif
sur une surface projective X, tel que v(F) = 1, dont une structure transverse
(m: ExX — X,R,0) a une monodromie non métabélienne. On suppose aussi
que R n’est pas birationnellement équivalent au pull-back d’un feuilletage de
Riccati au dessus d’une courbe. Alors F est un feuilletage modulaire.

Démonstration. — Par le théoréme 5.4, on ne peut avoir kod(F) = 0. Il nous
reste a exclure les éventualités 1 — 4 données dans le théoréme 5.3 et a utiliser
(6) et kod € {—00,0,1,2} pour conclure. Pour ce faire, on utilise le lemme
suivant.

Lemme 5.6 (Loray-Pereira). — Soit X wune variété complexe projective
lisse. Si F est un feuilletage de codimension 1 sur X qui posséde deux
structures transversalement projectives T = (P! x X — X, R,0) et U non-
équivalentes au sens de [LPOT]|, alors la monodromie de T est métabélienne ou
R est birationnellement équivalent & un feuilletage de Riccati pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe.

Démonstration. — La preuve utilise [Sca97, Proposition 2.1|, voir [LP07,
Lemma 5.4.]. O

Ainsi F a une unique structure transversalement projective au sens de
[LPO7].
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1. Si F est un feuilletage turbulent, alors il admet une structure transversa-
lement projective & monodromie virtuellement abélienne (donnée par des
automorphismes de la courbe elliptique sous-jacente), ce qui est exclu.

2. Il n’est pas donné par une fibration, sans quoi il aurait une intégrale
premiére méromorphe f qui lui fournirait une structure de feuilletage
transversalement euclidien : dz = df, de monodromie triviale; ce qui
n’est pas conforme & nos hypothéses.

3. Le feuilletage F ne peut étre un feuilletage de Riccati, puisque les feuille-
tages de Riccati sur X ont une structure transverse donnée par une
feuilletage de Riccati birationnellement équivalent & un pull-back d’un
feuilletage de Riccati au dessus d’une courbe, cf [LP07, section 3.1.].

O

On en déduit le coeur de nos résultats.

Théoréme 5.7. — Le feuilletage F décrit o la partie 5.1 est un feuilletage
modulaire.

Démonstration. — Les hypothéses de la proposition 5.5 sont satisfaites par F
puisque :

— sa dimension de Kodaira numérique est v = 1;

— le groupe de monodromie de sa structure transverse est gros, comme on
le verra dans le lemme 8.3 ;

— Le feuilletage de Riccati de sa structure transverse n’est pas birationnel-
lement équivalent au pull-back d’un feuilletage de Riccati au dessus d’une
courbe, d’aprés le lemme 3.4.

O

6. Feuilletage dual

Par le théoréme 2.4, ce qu’on vient d’obtenir est (1@2,.7:") = (?p,]:"r), pour
un certain I'. On se propose de déterminer le feuilletage G sur P? qui corres-
pond au feuilletage Gr sur P2. Toujours par le théoreme 2.4, les feuilletages
F et G ont un diviseur de tangence réduit Tang, donné par le lieu polaire
de la structure transverse de F, c’est & dire de degré 7. De plus, le divi-
seur de tangence de deux feuilletages sur P? de degrés d et d’ est de degré
d+d +1. Comme F est de degré 3 on obtient que G 'est aussi. Par un calcul
affine, on voit que ’ensemble des feuilletages de degré 3 ayant Tang — fs
parmi leurs courbes invariantes est un pinceau (F;)icpr dont seul un élé-
ment ne laisse pas invariant f.,. Ce pinceau est donné par w; = Pidr +
Qidy o P, = —12 (1 +3y)y(—2ty —y — 10t + 36tz +3x) et Q; = (—81 — 162t) x> +



hal-00659358, version 2 - 30 Jan 2012

UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE MODULAIRE 21

(—162y + 756 ty + 18 + 306 t) 2° + (—36y°t — 18y” + 45y — 270ty — 60¢t) = + 10y (y + t).
On remarque que

_ _ 106 206(3t—1)
S51 = {(ﬂj,y) — <9(1+2t)’ 3(1+2t)2 >} C R et
_ _ 106(—9+21) —100¢?
52 = {(x,y) = <3(44t2—96t—9)’ 44t2—96t—9>} cv
sont deux singularités de F, cela va nous permettre de déterminer le ¢ tel
que F; = G. En effet, comme Gr n’a pas de singularité sur R et V en dehors
des intersections avec les autres courbes rationnelles invariantes, le ¢ recherché

doit étre tel que s1(t) € {C,D,G,H,I} et sqo(t) € {B,E,F,H,I}. La seule
valeur de ¢ qui satisfasse ces deux conditions est ¢t = 3/4, on a donc finalement

G = F3/4- On a trouvé une involution holomorphe de P2 (voir section 7) qui
échange F et G, ainsi la structure transverse de G, unique d’aprés le lemme
5.6, peut étre obtenue en tirant en arriére celle de F par o.

7. L’involution

Cette involution est donnée dans la carte affine (x,y) de P? par :

o (o y) o <3y(3y+13)x—y(7y+9)’ > .
135y +9)z -3y (3y+13)
On voit que c’est une transformation de de Joncquiéres.

On l'a découverte en étudiant les tangences entre le pinceau des droites
issues de A et les feuilletages F et G. C’est une transformation de jauge mé-
romorphe du P!-fibré (z,y) + y d’espace total 1’éclatement de P? en A, qui
est holomorphe en dehors de {(y — 1)y = 0}. Quand on la conjugue par la
désingularisation de F, on obtient une transformation holomorphe de P2 = Yy
qui échange Dy et Fr ainsi que Ey et {y = 1}. De méme, elle échange ¢; et Dy
en fixant globalement Fp et en réalisant un automorphisme non-trivial de R.
Comme indiqué précédemment, cette involution échange F et G.

8. Calcul de la monodromie des structures transverses
On souhaite comprendre ici les représentations de monodromie de R et c*R.

Remarque 8.1. — Soit Ry un feuilletage de Riccati au dessus de X et D son
lieu polaire. Soit Dj une composante de D. Si, localement, par transformation
de jauge méromorphe, on peut faire disparaitre le pdle Dy, alors Ry n’a pas
de monodromie locale prés du point générique de D;. L’hypersurface Dy est
appelé pole apparent de Rg. Si D’ est ’hypersurface formée des composantes
de D non apparentes, alors D’ est appelé lieu polaire non apparent de R
et la monodromie de Ry se réduit a p : (X \ D') — PSLy(C).
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8.1. Groupe fondamental. — Un préalable au calcul de la représentation
de monodromie de R est la compréhension du groupe fondamental du complé-
mentaire d'une courbe dans une surface. L’outil principal utilisé pour cela est
le théoréme topologique suivant, di a Zariski et Van-Kampen :

Théoréme 8.2. — Soitp: E — B un fibré localement trivial qui posséde une
section s, avec E& connexe par arcs. Soit b € B et Fy sa fibre.
Le groupe fondamental de E est donné par la suite exacte scindée suivante

0 — m1(Fy, b) 2 w1 (E,b) 5 w1 (B,b) — 0. La section est donnée par s,.
Démonstration. — Voir [Shi] O

Précisons l'action du facteur 71(B,b) sur m1(Fp,b) pour le produit semi-
direct 71(B,b) x m1(F}p,b) induit par cette suite exacte. Soit v : [0,1] — B
un lacet partant de b, v*FE est un fibré localement trivial de base simplement
connexe, il est donc trivialisable : v*E = [0, 1] x F} et tout lacet 79 de Fj de
point de base b se déforme continument en 74, un lacet de point de base ()
dans la fibre F ;). On définit ainsi une action de v € m(B,b) sur m1(Fy,b)
en posant 79.y = 71 ; c’est I'action qui intervient dans la structure de produit
semi-direct mentionnée ci-haut.

Dans le cas ot Fy, est un disque épointé, ’action correspond & ’action d’une
tresse, comme indiqué dans la figure 4.

FIGURE 4. Action de la tresse oq

Soit X % P2 Péclatement de P? en A et E le diviseur exceptionnel. On va
travailler avec R/ = ¢*7§, Remarquons que X est muni d’une structure de fibré
en P! : X 5 E. Soit P le lieu polaire non-apparent de R/, on voit que F n’est
pas une composante de P. Les composantes de P sont les transformées strictes

des composantes du lieu polaire de R : trois fibres de 7, & savoir 0y, by et Lo,
et les deux coniques. Soit ¢ la fibre de I pour 7. Soit Q = PU/;, X° = X\ Q
et B = E\ Q, on voit que T x0 : X% — EO est un fibré topologiquement
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localement trivial de fibre S2, la sphére privée de quatre points. De plus, ce
fibré admet une section, donnée par E°; on a ainsi, par le théoréme ci-dessus,
une description du groupe fondamental de X° comme produit semi-direct :
7T1(X0,b) = 7T1(Fb,b) X 7T1(E0,b).

Reste a identifier de fagon effective les deux facteurs et I’action. Pour la base
on choisit les générateurs «, B, v comme sur la figure 5, ot 'on rapporte les
fibres a 'ordonnée y de leur point d’intersection avec {x = 0}. On choisit pour
Fy la transformée stricte de {y = 4} par Iéclatement de P? en A. On choisit
alors comme générateurs pour 7 (Fy,b) les lacets ¢, u, v, w comme sur la figure
6, ol 'on utilise ’abscisse = des points comme coordonnée ; la seule relation
entre ces lacets est tuvw = 1.

FIGURE 5. Chemins de la base E°

FIGURE 6. Lacets de la fibre F
]

xXh I I x4 b

t u v w

On identifie les points 1, 2, 3 et 4 de F} avec les points 1, 2, 3 et 4 du disque
épointé quatre fois, ce qui permet d’interpréter l'action de «, 5 et v a I'aide
de Paction du groupe de tresses By. Comme on le voit sur la figure 4, By agit
-a droite par morphisme de groupe- sur (¢, u,v,w) de la maniére suivante :

o1 (tu,v,w) = (tut™ ¢, v, w)
(7) oy (tu,v,w) = (tuvut u,w)
o3 (t,u,v,w) = (t,u,vwv™1,v)

Par inspection de notre figure réelle 1 et la connaissance des ordres de contacts
entre les composantes de P, on voit que a agit comme la tresse o3, que 3
correspond & la tresse ag et que l'action de v = 797! est celle de ag’ suivie de
celle de 010907 sur la fibre F,, de a, puis enfin suivie de 'action de o5 3, Puisque
des générateurs pour les facteurs sont donnés par les familles f = («a, 3,7) et
g = (t,u,v,w), notre structure de produit semi-direct pour (X", b) nous
fournit la description par générateurs et relations suivante :

T (X00) =< fUglf g fi = gj fistuvw =1 > .



hal-00659358, version 2 - 30 Jan 2012

24 GAEL COUSIN

De maniére explicite, I’ensemble des relations est le suivant.

(8) tuvw =1

alta=t
-1 _ -1
o~ U = uvu
(9) a va=u
a twa = w

Bt =t
B~ luB =u
(10) BB = (vw)3v(vw) 3

B wp = ((vw)?v) w ((vw)%)fl
(11)

3ty = (tuow) ) w (tu(vw) )

v luy = tut™!

v lwy = (Hwow) " (vw)?) ¢ (Hwow) " (vw)?)
t

-1
v oy = (Hwvw) T (ow) 2 t(wow) ) v (Hwow) ! (vw) 2t (wow) )

Par la relation (8) et le fait que 71 (E°,b) agit par morphismes de groupe,
on peut déduire une des quatre équations de (9), (10) ou (11) des trois autres.
On peut donc simplifier la présentation en enlevant une équation de son choix
dans chacune des familles de relations (9), (10) et (11), par exemple la plus
longue, ce qui donne l’ensemble de relations suivant, ol I'on a aussi appliqué

tu = (vw) ™! dans la relation y 'ty = (tu(vw)™!) w (tu(vw)—l)_l_

( tuwow =1
alta=t
a lva=u
a lwa =w
“p=t
(12) g_lu% —u
5108 = (vw)Pu(ow)
7ty = (w) 2w (vw)’
7_1u7 = tut™!
v wy = (Hwow) " (vw)?) ¢ (t(wvw)_l(vw)z)_l

D’aprés le théoréme de Van Kampen sur le groupe fondamental de 'union de
sous espaces topologiques, pour avoir une présentation du groupe fondamental
de X! = X\ P, il suffit d’ajouter & cette présentation la relation 3 = 1. Ce
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groupe est donc donné par les générateurs {«, v, t,u,v,w} et les relations :

( tuvw =1
alta=t
alva=u
a lwa =w

(13) v = (vw)3v(vw)™3
7ty = (vw)Pw(vw)?
7_1u7 = tut™!
v wy = (Hwow) " (vw)?) ¢ (Hwow) " (vw)?) ™
8.2. Monodromie. — 1l nous suffira de comprendre la représentation de

monodromie p : w1 (X', b) — PSLy(C) de R’ en restriction a w1 (F,) et a 71 (E\
P) pour la comprendre globalement. Remarquons que toute représentation
de I'un de ces groupes vers PSLy(C) se releve a SLa(C) puisque ce sont des
groupes libres. On pourra ainsi avoir recours & des raisonnements matriciels.
Le pinceau des droites passant par A est le projeté du pinceau de P! de la
déformation isomonodromique initiale Rg, en particulier la monodromie de
AT F, ©st la méme que celle d'un Rs. Dans [Boa07|, Boalch donne des traces
de matrices qui permettent de déterminer les images de t,u,v et w par la
représentation de monodromie de Rs modulo conjugaison globale et modulo
'action de MCG(S?) le mapping class group de la sphére épointée S3. L’action
de MCG(S?) correspond & I’ambiguité sur le choix des lacets simples ¢, u, v, w
tels que 71 (Fp) =< u,v,w > et tuvw = 1, voir [Bir75, Theorem 1.9 p 30].
Le théoréme [IIS04, Theorem 2.3 p 6] (voir une autre preuve dans [Boa05,
p 202]) permet de déduire des traces correspondant & un relévement p de

71(Fp, b) o PSLy(C) a SLy(C), ot i : Fy, — X! désigne I'injection naturelle.
Elles sont données dans le tableau 6, ou 7' = p(t), U = p(u), V = p(v) et
W = p(w).

TABLE 6. Traces modulo action de B3

M viw\|\T| U |VW |WT|VT
trace(M) || vV3| 2 [ 2] —-V3] 1 0 1

Un quadruplet qui donne ces traces est donné ci-dessous.

-1 243 2-vV3 1++3
‘/0: 7W0:

~1 1++3 -3V3+5 V3
-2 243

V3—4 2+3

Uy =
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Ainsi, ¢.(Ty, Uy, Vo, Wo) = (T, U, V, W) pour un ¢ € MCG(S?). De plus, I'ac-
tion induite sur les traces par ¢ doit étre triviale. En particulier, ¢ doit induire
une permutation de {1,2,3,4} qui fixe 1. Par quelques arguments topologiques
(cf [Bir75]), on peut ainsi voir que l'action de ¢ sur la classe de conjugaison
de (Uy, Vo, Wp) est celle d’une tresse a trois brins b € B3z comme dans [LT08].
Cette orbite est finie puisque la solution de (PVI) que nous avons utilisée est
algébrique. A I'aide de Maple, on calcule I'orbite de la classe de conjugaison
de (Uy, Vo, Wy) sous Bs. Cette orbite O comporte 18 éléments et se décompose
de la fagon suivante :

(14) O = UierbiP3.(Uo, Vo, W)

ol Pj est le noyau du morphisme naturel By — S5 et les b; ont des images dis-
tinctes par ce morphisme. On constate par calcul que l'orbite Ps.(Uy, Vo, Wp)
est de cardinal 6 et en déduit que I comporte 3 éléments. De plus, P53 agit trivia-
lement sur le triplet (trace(U), trace(V), trace(W)) = (v/3,4/3,2) au contraire
de o9 et de 00201 qui induisent respectivement (v/3,v/3,2) — (v/3,2,V3)
et (v3,v3,2) — (2,v3,V3), la décomposition (14) est donc donnée par
bp = 1 by = o1 et by = o10907. En particulier, (U,V,W) est dans l'orbite
P3‘(U05 Vb, WO)

La monodromie de 7@(  se releve aussi en p a SLy. Elle est aisément calculée

grace & la connaissance des exposants : 0, =0, 0 = %, 0y = i correspondent

respectivement a {o, £1 et £3. Soient A = p(a) et G = p(7y), on a trace(A) =
2 cos(mls), trace(G) = 2 cos(mly) et trace(AG) = 2 cos(mhs), ce qui détermine
une représentation vers SLo(C), unique modulo conjugaison et irréductible,

d’aprés [Chu99|. Aprés calcul, elle est donnée par A =

[ V2 2(/341)
G(5-3V8) P(V3-1)

En utilisant la deuxiéme et la quatriéme relation de (13), ainsi que le
fait que T soit parabolique, on voit que T et W commutent. Dans 'orbite
Ps.(Uo, Vo, Wp), seuls deux triplets satisfont cette condition, méme projective-
ment. En utilisant la troisiéme et la septiéme relation de (13), on arrive & voir
que I'un d’eux ne peut correspondre & notre représentation tandis qu’un seul
représentant de la classe de conjugaison du second satisfait (13), il est donné
ci-dessous.

| —2+Vv3 1]’

1 0
et
_\/§ 1

—1+2+3 1
—8+3v3 —V3+1 |

_ 1 0
e[
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Le groupe < A,G,U,V,W > est un sous-groupe de PSLy(Z[{]) on £ =
2cos({5) = @(1 + v/3). Notons que Z[¢] est 'anneau des entiers de Q[¢] =
Q[v2,v/3]. On remarque aussi que la représentation p ne se reléve pas a SLo.

Exactement la méme démarche permet de déterminer la monodromie de la
structure transverse du feuilletage dual G : vue 'involution, les images de u, v
et w sont encore dans l'orbite Ps.(Up, Vi, Wy) et une seule trace de monodromie
locale change : #; = 1—72 La représentation obtenue est 'image de la précédente

par V3= —V3.

Un examen plus approfondi donne le résultat suivant.

Lemme 8.3. — Le sous-groupe de PSLy(C) engendré par U, V, W, A et G
est une extension de degré 2 de PSLy(Z[\/3]), en particulier il est gros.

Démonstration. — En effet, PSLy(Z[v/3]) est engendré par ses deux sous-

groupes de matrices triangulaires : Ty := [ i (1) ] ,U € Z[\/g]} et Ty :=

0 1
a Z[v/3], on voit ainsi facilement que T} est engendré par les matrices A et .

De méme, les matrices H = G?AG™? = [ L 12+7V3 ] et F=G*’WG™?2 =

0 1
1 19+11v3
0 1

générateurs du Z-module Z[v/3] en vertu des identités suivantes :

{[ L u } U € Z[\/g]} L’isomorphisme [ i (1) ] — u permet d’identifier T}

} engendrent T, puisque 12 + 7v/3 et 19 + 11v/3 sont des

1=—11(12 4+ 7V3) + 7(19 + 11v3) et V3 = 19(12 + 7v/3) — 12(19 + 11V3).

Ainsi le groupe < A, G,U,V,W > contient PSLy(Z[+/3]). D’autre part, G est
le seul générateur non contenu dans PSLy(Z[v/3]) tandis que G2 l'est, ce qui
montre que < A, G, U, V,W > /PSLy(Z[/3]) se réduit a deux éléments. O

9. La surface modulaire associée a Z[v/3]

On déduit de notre travail suffisamment d’informations sur la surface Y. /3

Théoréme 9.1. — Un modéle birationnel de la surface modulaire bifeuilletée
(Y3, F /3 Gg) est (P2, Foy,Gry) ot
w1 =6 (31}2 + 1) v (v2 + 9 up? +3u) du
+ ((9u—=5)(9u—2) (9u—1)v* +9u (5+54u” — 30u) v* + 9u” (Yu — 2)) dv.
71 =6 (3112 + 1) v(—8v2 — 3436w’ + 12u) du
+((9u—=5)(9u—+1) (9u—1)v* + (34486 u® — 432u” + 45u) v* + 9u (9u — 2) (u — 1)) dv.
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3v2(36v2+13)u—v?(20v2+9)
9(12v2-1)(3v2+1)u—302(36 v2+13)"’

De plus, o1 : (u,v) — ( v) est une involution

birationnelle de P? qui échange F,, et G,,.

Démonstration. — D’aprés le calcul de la monodromie des structures trans-
verses de F et G, on voit que 1'on obtient la surface (Y. V3 Fas g \/g) comme re-
vétement double de (Yr, Fr,Gr). Soit 7 : Y. /3 — YT le revétement en question.
Soit X D’éclatement de P? en A, comme dans la section 8.2. La fin de la dés-
ingularisation de F donne un morphisme ¢ : ¥r — X et on note 1 : Yp-»Yp
la désingularisation de Yr. Soient P le lieu invariant du feuilletage induit par

Fsur X, X! = X\ P, Y\l/ng\/g\(ﬂowo@*P. La composée mo 1) o ¢

induit un revétement étale 7! : Y\}g — X1 qui est déterminé par sa représen-
tation de monodromie : 7 (X') 5 T'/PSLy(Z[V3]) = Z/27Z. D’aprés le lemme
8.3, on voit que p : Pt x P! ——» X (u,v) — (u, #”jl) induit en restriction a
X! un revétement étale qui a exactement r pour monodromie. Ainsi on a un
biholomorphisme T entre Y\l/g et P x P1\ 7*P, tel que poT = n!. Comme
p~lon! est une correspondance algébrique, on en déduit que T se prolonge en
une transformation birationnelle, de sorte que le diagramme suivant commute.

Y-~ >Ppl x P!
\\ |
Wl \7\.-1\ | P
- \\ \V
YF**>‘YF P X

Ainsi, en pratique, le revétement double qu’on utilise est p, ce qui permet de
déduire le résultat. O

Notons que Y 5 est un "revétement" intermédiaire entre le P! x P! de la

déformation isomonodromique initiale R et Y puisque
v(s) = —1/214(469045 s+1)(807139 s+1) —u(s)2 (469045 s+1)2(807139 s+1)2

327870750349 5241107137 s+1 satisfait 30(s)2H1 (4268135377 24599996 s+1)2 y(s)-

10. Conclusion

Dans une perspective plus générale, on peut se demander quelles solutions
(algébriques) de ’équation de Painlevé VI donnent des exemples intéressants
de feuilletages et comment le groupe d’'Okamoto agit sur cette propriété. L’in-
térét qu’on porte a un feuilletage de Riccati sur P! x X — X peut provenir de
la richesse de son groupe de monodromie (disons sa Zariski densité) et du fait
qu’il ne soit pas birationnellement équivalent & un pull-back d’un feuilletage
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de Riccati au dessus d'une courbe (notamment en vue du résultat susmen-
tionné de Corlette-Simpson). Donnons l'action du groupe d’Okamoto sur les
déformations isomonodromiques (Rs) associées aux solutions de (PVI).

1. Les transformations qui n’agissent que par changement de signes des pa-
ramétres de la solution de (PVI) agissent trivialement sur (R;).

2. Certaines agissent par des transformations de jauge méromorphes de P! x
P! x C — P! x C qui sont holomorphes en dehors des poles 0,1, ¢, co.

3. Certaines agissent par permutations des poles :
< [0,1,¢,00] = [0,1,1 —¢,00],[0,1,¢,00] — [0,1,1/¢,00] >.

4. La symétrie spéciale s d’Okamoto a une action non triviale qui ne s’in-
terpréte pas géométriquement dans ce contexte.

Soit H le groupe engendré par les transformations des types 1 — 3 et G le
groupe d’Okamoto, engendré par les transformations 1—4. Le groupe H agit par
transformations birationnelles, ce qui ne change pas les propriétés géométriques
de (Rs) et des feuilletages induits par le choix de sections de P! x P! x C —
P! x C. Par contre, la transformation ss perturbe ces propriétés : le groupe de
monodromie de (Rs) est en général modifié par ss et la propriété de pull-back
n’est pas respectée.

On déduit aisément de [Boa06, section 3| que H est un d’indice 3 dans G ;
chaque solution de la liste de [LT08| donne trois solutions modulo H et donc
au plus trois feuilletages de Riccati (modulo transformations birationnelles).
D’autre part, le choix de la section de P! x P! x C — P! x C est déterminant
pour les propriétés numériques du feuilletage F induit par R.
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