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Éléments finis pour le remplissage à haut nombre de Reynolds
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Résumé :
Afin de simuler la fonderie de pièces de grandes dimensions (au delà du mètre), nous employons une méthode éléments
finis stabilisée couplée avec une approche monolithique pour la résolution de l’écoulement. L’évolution des interfaces
est représentée par une méthode LevelSet locale à réinitialisation convective. Le caractère turbulent est pris en compte
par un modèle LES dynamique de Germano. Enfin, après avoir comparé nos résultats à différents cas de référence, nous
réalisons notre propre maquette expérimentale.

Abstract :
In order to simulate the casting of large specimens (over one meter), a stabilized monolithic finite element formulation is
used for flow resolution. The evolution of the interfaces is obtained by a local LevelSet method with convective reinitiali-
sation. Turbulent behavior is taken into account by a Germano dynamic LES model. Finally, our method is validated by
comparing simulation results to several reference cases, and to our own experimental data.

Mots clefs : Level-Set, approche monolithique, Large Eddy Simulations (LES)

1 Introduction
La simulation du remplissage à grand Reynolds, trouvant de nombreuses applications telles que le compor-
tement de vagues ou encore la simulation de procédés industriels (fonderie, trempe,. . .), met en jeu plusieurs
outils numériques. Le couplage entre la turbulence et le calcul multiphasique est en effet un enjeu important
pour la modélisation de tels procédés.
Afin de décrire de manière précise l’interface, nous avons choisi une méthode Level-Set locale à réinitialisation
convective [1, 2], permettant le transport de la fonction sans la dégrader. Cette méthode réduit le coût de calcul
et permet de s’affranchir des pas de réinitialisation.
Une méthode de turbulence dite ”Large Eddy Simulation” (LES), basée sur un filtrage géométrique des va-
riables, est utilisée pour simuler l’écoulement. La viscosité turbulente sera calculée explicitement en fonction
des résultats à l’incrément précédent. Cependant, il convient de reformuler les équations de Navier-Stokes
filtrées lorsque plusieurs fluides sont en présence [3] (par ex. air/eau).
Après avoir posé les différentes équations du problème, nous allons appliquer cette méthode à un cas de
référence, mais également à notre propre maquette expérimentale.

2 Équations du problème
Les équations de Navier Stokes pour l’écoulement de fluides visqueux incompressibles sont les suivantes :

ρ
∂u

∂t
+ ρu∇ · u +∇p−∇ · (2ηS) = f

∇ · u = 0
(1)

où ρ, u, p, η, S et f sont respectivement la masse volumique, la vitesse, la viscosité dynamique, le tenseur des
taux de déformation et les forces volumiques.
Dans notre approche monolithique, les données physiques que sont la masse volumique et la viscosité dépendent
d’une fonction de phase α variable en temps et en espace. Pour un écoulement diphasique, on mélange les pro-
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priétés de la façon suivante :

ρ = H(α)ρ1 + (1−H(α))ρ2

η = H(α)η1 + (1−H(α))η2
(2)

H(α) =
{

1 dans le fluide 1
0 dans le fluide 2 (3)

Compte tenu de la non coı̈ncidence de l’interface avec le maillage, la fonction Heaviside H(α) prend des
valeurs intermédiaires près de l’interface. Afin de respecter le haut niveau de perturbation de l’interface, nous
ne mélangeons que les éléments traversés par une loi constante par élément, ainsi dans chaque élément K de
volume |K|, on a :

H(α) =
|Ω1 ∩K|
|K| (4)

2.1 Capture d’interface
La méthode de capture d’interface choisie est une méthode level-set améliorée, introduite en [1, 2]. On mo-
difie la fonction transportée par une fonction trigonométrique locale de la distance à l’interface. L’équation
de transport est combinée à l’équation de réinitialisation, par la méthode dite de ”réinitialisation convective”.
L’équation modifiée sera la suivante :





∂α

∂t
+ u.∇α + λs

(
|∇α| −

√
1−

( π

2E
α
)2

)
= 0

α(t = 0, x) = α0(x)

(5)

où s est le signe de la fonction α, et λ une constante dépendant de la discrétisation spatiale et temporelle,
typiquement λ = h/∆t.
Cette nouvelle approche permet de réduire le temps de calcul tout en s’affranchissant des pas de réinitialisation.

L’équation de transport, tout comme l’équation de Navier-Stokes est résolue par une approche éléments finis
stabilisée. Ces solveurs sont déjà implémentés dans notre code parallélisable CIMlib. Ces méthodes s’avèrent
être stables et ne génèrent pas d’oscillations numériques.

2.2 Tension de surface
La formulation du terme de tension de surface est la suivante :

F TS = σκnΓ (6)

où σ est une constante dépendant des fluides considérés, κ est la courbure d’interface et nΓ est la normale à
l’interface.
Comme il a été démontré en [4], la courbure d’interface peut être calculée directement à partir de la normale à
l’aide d’une divergence volumique :

κ = −∇ · n (7)

avec n défini comme un terme volumique, tel que n(M ∈ Γ) = nΓ.
À partir de la fonction level-set, nous pouvons la définir de la manière suivante :

n =
∇α

|∇α| (8)

Cependant, pour une représentation linéaire de la fonction level-set, on obtient une interpolation de la normale
constante par élément, soit une courbure nulle. Il reste nécessaire de projeter la formulation de la normale dans
l’espace des fonctions continues et linéaires par élément.

Le modèle ”Continuum Surface Force” introduit en [5] nous permet maintenant de transformer ce terme sur-
facique en terme volumique. La méthode consiste à multiplier la force de tension de surface par une fonction
dirac approchée et lissée δE

Γ (α). Le nouveau terme à intégrer dans l’équation de Navier-Stokes s’exprime de la
manière suivante :

fTS(α) = σ∇ · (∇α)∇α.δE
Γ (α) (9)
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Une approximation trigonométrique de la fonction dirac a été implémentée :

δE
Γ (α) =





0 si |α| > E

1
2E

[
1 + cos

(πα

2E

)]
si |α| < E

(10)

E, la demi épaisseur, dépendant de la taille de maille, typiquement E = 2h.

2.3 Calcul de turbulence
2.3.1 Équations filtrées
La méthode LES sera utilisée pour le calcul de la viscosité turbulente. Cette méthode, basée sur un filtrage
spatial des variables, sert à résoudre les grandes échelles de l’écoulement et à modéliser les petites échelles.
L’effet de la turbulence sera représenté par une viscosité tubulente, calculée de manière explicite.
Comme démontré dans [3], l’équation de l’écoulement multi-fluide filtrée s’écrit de la manière suivante :





∇ · ũ = σ0

ρ̄
∂ũ

∂t
+∇ · (ρ̄ũ⊗ ũ) +∇ · (−2µ̄ε̄ + p̄1l)− ρ̄g − σ̄κ̄n̄Γδ =

3∑

i=0

τi
(11)

où l’opérateur · représente le filtrage spatial et l’opérateur ·̃ le filtrage pondéré par le par la masse volumique,
soit Φ̃ = ρΦ/ρ̄.

τ0 = −ρ
∂u

∂t
+ ρ̄

∂ũ

∂t
(12)

τ1 = −∇ · (ρu⊗ u− ρ̄ũ⊗ ũ) (13)

τ2 = −∇ · (µε(u)− µ̄ε(ū)) (14)

τ3 = σκnΓδ − σκ̄n̄Γδ (15)

De nouveaux termes τi et σ0, dus à la présence d’un écoulement multifluides turbulent, apparaissent dans les
équations. Ces termes τ0, τ1, τ2, τ3 sont liés respectivement à l’accélération, à l’inertie, à la viscosité, puis
au terme surfacique. Comme observé dans [3, 6], les termes τ0 et τ2 sont négligeables. Le terme σ0 lié à
la compressibilité reste relativement petit, nous le considèrerons dans un premier temps négligeable, mais il
faudra par la suite le traiter par un calcul de compressibilité. Le terme τ1 sera modélisé pour introduire une
viscosité turbulente [7], comme nous allons voir dans le prochain paragraphe. L’ordre de grandeur du terme
τ3, lié à la tension de surface, varie quant à lui d’une configuration à une autre, il est donc à traiter au cas par cas.

2.3.2 Calcul de la viscosité turbulente
Le modèle de Smagorinsky [7] consiste à modéliser le terme τ1 par un tenseur de contrainte visqueuse (soit
τ1 = 2ηt∇ · ε̄). Pour un calcul monofluide, la viscosité turbulente ηt peut être décrite par le modèle statique
suivant :

ηt = (CS∆)2
∣∣S̄∣∣ (16)

où
∣∣S̄∣∣ =

√
2S̄ijS̄ij , ∆ est la longueur de coupure du filtre, soit la taille de maille h, CS est la constante de

Smagorinsky généralement fixée entre 0.1 et 0.2. La valeur de CS est une constante empirique, mais dont la
valeur théorique varie d’un écoulement à un autre [8].
Afin d’approcher la valeur de la constante CS , [9] introduit un modèle de Smagorinsky dynamique. La procédure
se base sur l’utilisation d’un deuxième filtre, de longueur de coupure supérieure au premier. La corrélation entre
les variables calculées à l’échelle du maillage et leur valeur filtrée permet de déterminer localement la valeur
de CS . Cette procédure permet un calcul plus précis de la viscosité turbulente, ainsi qu’une dissipation limitée.

Soient .̄ et .̂ les filtres de premier et second ordre (∆̂ > ∆̄). [9] montre que l’on peut calculer deux tenseurs L
etM tels que :

L = C2
SM (17)

avec :

L = ̂̄u⊗ ū− ̂̄u⊗ ̂̄u (18)

M = ∆̄2 ̂(∣∣S̄∣∣ S̄
)− ∆̂2

∣∣∣ ̂̄S
∣∣∣ ̂̄S (19)
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Comme démontré dans [10], on peut extrapoler cette relation au cas multi-fluide en remplaçant le filtrage ·̂ par
un filtrage pondéré par la masse volumique :

L =
¯̂ρũ⊗ ũ

̂̄ρ −
̂̄ρũ

̂̄ρ ⊗
̂̄ρũ

̂̄ρ (20)

M =
∆̄2 ̂(

ρ̄
∣∣S̄∣∣ S̄

)

̂̄ρ − ∆̂2
∣∣∣ ̂̄S

∣∣∣ ̂̄S (21)

Cette nouvelle formulation permet de favoriser la turbulence du liquide le plus lourd dans les zones de mélange.
La contrainte CS sera finalement calculée comme dans [11] par une méthode des moindres carrés :

C2
S =

L :M
M :M

(22)

3 Applications numériques
3.1 Instabilité de Rayleigh-Taylor
Afin de valider notre approche, on s’est dans un premier temps intéressé au cas de l’instabilité de Rayleigh-
Taylor, dont l’approche analytique est décrite dans [12]. Lorsqu’un fluide est supporté par un fluide plus léger,
une instabilité de Rayleigh-Taylor apparaı̂t. Pour une perturbation de longueur d’onde K, l’évolution de l’in-
terface pour de petites amplitudes suit la loi suivante :

yΓ(x) = Cent cos
(

2π

K
x

)
(23)

le coefficient de croissance n prend la valeur suivante lorsque les deux fluides ont une viscosité nulle :

n2 = Kg

[
A− K2σ

g(ρ1 + ρ2)

]
(24)

avec C une constante dépendant de la perturbation initiale, ρ1 la masse volumique du fluide lourd, ρ2 la masse
volumique du fluide léger, g la gravité, et A = ρ1−ρ2

ρ1+ρ2
.

Le domaine considéré est un rectangle de largeur 2π et de hauteur 6π, la perturbation est initiée avec une
vitesse de 0.005m.s−1. Ainsi que montré dans [3], le terme turbulent τ3 lié à la tension de surface peut être
négligé. La figure 1 montre l’évolution de la surface à t = 10s pour différentes valeurs de la tension de surface.

(a) σ =
0.1Nm−1

(b) σ =
0.3Nm−1

(c) σ =
0.45Nm−1

(d) σ =
0.7Nm−1

FIGURE 1 – Instabilité de Rayleigh Taylor, t=10s

Dans la figure 2, l’évolution de l’amplitude de l’instabilité en fonction du temps est représentée. On note une
bonne corrélation entre les résultats analytiques et les résultats numériques tant que l’amplitude reste petite,
l’évolution se fait ensuite plus lente lorsque l’hypothèse des petites amplitudes n’est plus valable.

3.2 Bacs communicants
Pour se rapprocher d’un cas de remplissage en fonderie, nous avons mis en place une première maquette simple
d’écoulement d’eau. Cette maquette, représentée figure 3 est constituée de deux réservoirs communicants, le
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FIGURE 2 – Amplitude de l’instabilité de Rayleigh-Taylor en fonction du temps

premier (bac A), placé en hauteur par rapport au second (bac B), est rempli d’eau alors que le second ne
contient que de l’air. L’expérience débute lorsque l’on ouvre le canal entre les deux côtés.
Nous réalisons une simulation sur un maillage à 1 million d’éléments. La figure 4 compare les résultats
expérimentaux aux résultats numériques. On note la bonne corrélation entre les deux modèles, bien que l’on
puisse observer entre autres une remontée d’eau plus grande pour le cas numérique à t = 0.58s. Cette écart
pourrait être expliquer par la perturbation causée par l’ouverture de la vanne. La bonne correspondance entre
les résultats permet cependant de valider la robustesse de notre calcul.

FIGURE 3 – Maquette expérimentale

4 Conclusions et perspectives
Dans ce papier, nous avons développé une méthode de calcul d’écoulement multifluides turbulent. L’approche
monolithique, couplée à une méthode Level-Set permet de prendre en compte plusieurs fluides. Cela revient
à résoudre la même équation de l’écoulement dans tout le domaine, mais avec des propriétés mécaniques
différentes (viscosité et masse volumique). La méthode Level-Set améliorée permet quant à elle le transport
des interfaces avec un coût de calcul minimisé sans arrêt pour réinitialisation. Enfin, un modèle de couplage
multifluide-LES a été proposé.
La comparaison au cas de l’instabilité de Rayleigh-Taylor a permis de valider la justesse de notre calcul. Les
capacités de la méthode ont également été testées pour le cas plus complexe des bacs communicants. Le com-
portement des fluides a été reproduit avec fidélité tout au long du calcul.
Afin d’améliorer la modélisation, et de décrire correctement le comportement des bulles d’air créées lors de
l’écoulement (figure 4(c)), une prochaine étape serait de prendre en compte les différents termes turbulents
négligés dans l’équation (11), notamment le terme τ3, lié à la tension de surface.
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(a) t = 0.58s (b) t = 1.13s (c) t = 1.98s

(d) t = 0.58s (e) t = 1.13s (f) t = 1.98s

FIGURE 4 – Évolution en temps du remplissage du bac B : epxérimental (haut) et numérique (bas)
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