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1 Introduction

Etant donnés :
- H un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire ( , ),
-{91,.-.,9n} un systéme d’éléments linéairement indépendants de H
-feH N
on cherche min || f — f' ||, ou f'(x) = a191 + -+ + angn. 1l existe une unique f tel que
le minimum soit réalisé (existence de la projection orthogonale) qui est caractérisé par :
(fffigk) =0, pour k=1,...,n. Ce qui s’écrit :

n

Zal(gl7gk) = (f)gk)vk: ]-a--wn

=1

Ce qui nous donne un systéme de n équations & n inconnues de la forme :

AX =B

A = ((9i95))ij=1,..n
ot B = (f,9k)k=1,..n Ce systéme devient trivial lorsque la matrice A est la ma-

X = (ap)k=1,.n
trice identité (de dimension n), c’est a dire quand (g;,9;) = d;j, soit quand le systéme
{91, -.,9n} est orthonormal, on est donc amené a poser la définition suivante :
Définition 1.1. Un systéeme {g1,...,gn}, fini ou non, dans un préhilbertien, est dit ortho-
normal ssi :
Remarque

Un tel systéme est nécessairement linéairement indépendant. En effet : soit a1g1 +-- -+
angn = 0 en prenant (., gx), pour k = 1,...,n, on a le résultat a savoir : a; = -+ = a,, = 0.
Exemples

1) Dans 'espace 2 1a suite (e,,), de terme général e, —(0,0,...,1,0,...) constituée de 0 sauf
le n M€ terme qui est égal & 1, est un systéme orthonormal, pour le produit scalaire :

(f,9) = figi avec f = (fi)izo et g = (g:)iz0-

>0

2) Dans l'espace vectoriel des fonctions continues sur [—1,41] et & valeurs dans C, muni
du produit scalaire :
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on vérifie facilement que la suite (%exp(iwnt))nem est un systéme orthonormal.(pour

m;é n eiﬂ'(mfn) — efiﬂ(mfn) _ (_1)mfn)

2  Généralités

Théoréme 2.1. Etant donnés un systéme orthonornal {gi,...,gn} et un élément f dans
un préhilbertien :

n
lexpression || Z cigi — f ||
i=1

est minimum pour ¢; = (f,g;) ovi=1,...,n.

Démonstration

n
Posons g = ) c;gj ot ¢;j = (f,g;). g — f est orthogonale a chaque g; car :
j=1
n

(9—f,9) = (9,9:) — (f,9:) = ch(gjagi) — ¢ = chfsji —¢; =0.
j=1

=1

Soit h une autre, quelconque, combinaison linéaire des g; , alors g — f est orthogonal & h—g
(h — g est une c.l. des g;). Donc :

[ h=FI2=ll (h—g)+ (g — ) I2=l h =g II” + 1| g — F |12=]| g — f |I%. Cette derniére
inégalité étant stricte & moins que h = g ce qui prouve 1'unicité des coeflicients c¢; et établit
la valur du minimum. [

Définition 2.1. Soit {g,} un systéme orthonormal donné, fini ou non. Pour une fonction
G valeurs réelles, arbitraire il correspond le développement formel de Fourier :

f~aigi+-+angn
Ou les coefficients a,, appelés coefficients de Fourier pour f respectivement au systéme

donné, sont définis par : an = (f, gn)-

Remarque
On a l'inégalité de BESSEL : |a1|? + - - - + |an|> < || f]|.
Théoréme 2.2. (GRAM-SCHMIDT) Soit{f1,..., fn} un systéme, fini ou non, d’éléments

linéairement indépendants dans un préhilbertien. On peut, alors, définir un systéme ortho-
normal, {g1,...,9n}, tel que pour chaque k, gi soit une combinaison linéaire de { f1, ..., fr}.
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Démonstration

Par récurrence, posons g; = H%H’ alors le systéme {g;} est orthonormal. On remarque
que f1 est non nul puisque c’est un élément d’un systéme linéairement indépendant. On
suppose qu’on a construit un systéme orthonormal {gi,...,gn—1} (hyp. de récurrence), on
pose :

n—1
u=fn— Z(fnvgi)gi‘
i=1
n—1
Alors (gr, u) = (gk, fn) = 22 (fn,9i)0ki =0 powr k=1,...,n— L.

u # 0 sinon f, serai’g &ne combinaison linéaire de g¢i,...,¢gn—1 ce qui contredit que
fi,..., fn sont linéairement indépendants. Pour finir on pose g, = HZ—H ce qui fait du
systéme {g1, ..., gn} un sytéme orthonormal. [J
Remarques

n
1) Si f € Vect{gi,...,gn} alors f = > (f,9i)g; ou Vect{gi,...,gn} est Pespace vecto-
i=1
riel, sur R, engendré par le systéme considéré.

2) Une caractérisation des systémes orthogonaux est la minimisation des sommes partielles.
En effet, pour des réels, a1, ...,a,_1 'expression :

H alfl + - +an—1fn—l + fn H
devient minimum SSI :

alfl + -+ an—lfn—l + fn = bglgn

n
ol on a repris les notations du théoréme 2.2 et on a écrit g, = >_ b; f;.

=1
En effet :
min ||a1f1+"'+an—lfn—1+fn”: min ||fn_h”
1 heVy,_1

A1yeeeyQp—

Ot on note V;,_1 pour 'espace engendré par les éléments fi,..., fn—1.
On applique le th. 2.1 pour conclure.

Quelques notations pour la suite :

- Etant donnés un intervalle [a, b] deR, fini ou non, une fonction poids w(x) positive sur
[a, b], on définit le produit scalaire :

b
(:9) = [ S@g(yule)ds.

5
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On note L2 (a,b) ensemble des fonctions pour lesquelles (f, g) < oo (on suppose fab w(z)dr >
0).

- Plus généralement on peut définir un produit scalaire par une intégrale de Stieltjes :

b
mmz/f@mmmm

ou «(x) est une fonction croissante possédant une infinité de points de croissance (pour
éviter que L2 (a,b) soit de dimension finie) .

Quand a(z) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue on a, w(x) =
do(z)

de
D’autre part si a(x) est une fonction constante sauf aux points x; ou elle fait des sauts de
magnitude w;, alors le produit scalaire devient :

n
(f,9) = wif (xi)g(x).
i=1
Ce qui est particuliérement adapté a ’étude des fonctions & valeurs discrétes.

- Ces définitions font référence & des fonctions de la variable réelle et & valeurs réelles,
ce & quoi on va se restreindre ici. Si les fonctions considérées sont & valeurs complexes ou si
le domaine d’intégration est un arc du plan complexe alors le produit scalaire devient :

(ﬁ@zlj@ﬂdﬂ@w

ot I' est un certain contour du plan complexe.

3  Présentation des polyndmes orthogonaux

3.1 Généralités

- Etant donné un systéme d’éléments linéairement indépendants { f1, ..., fy,...} on sait,
a laide du procédé de Gram-Schmidt, construire un systéme {g1,...,gn, ...} orthonormal.
Dans cette partie on va s’intéresser au systéme {1, z, $2, ...}. On va commencer par donner
un critére simple pour déterminer I'indépendance linéaire d’un systéme de polynémes.
-Dans toute la suite on va supposer que :

b
Vn/ 2"w(z)dr = ¢, < 00.

Théoréme 3.1. Tout systeme {Qo,...,Qn,...} de polynomes dans lequel @y, est de degré
exact n est linéairement indépendant.

De plus, tout polynéme de degré < n peut s’écrire,de facon unique, comme combinaison
linéaire des (Qn),,c V-
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Démonstration

La deuxiéme assertion entraine la premiére, puisque le polynéme 0 ne peut s’écrire que :
0Qo 4+ 0Q2 + ---. Supposons la deuxiéme assertion fausse. Soit n le premier indice pour
lequel elle est fausse.

On an > 0 puisque toute constante (# 0) s’écrit c.Qo(z), ¢ # 0. Soit P(z) un polynéme ar-
n

bitraire de degré < n. Posons P(x) = Y ¢;x*. Supposons que le coefficient de 2" dans Q,, ()

1=0
soit b,. Comme deg(P(z) — $Qn(z)) < n —1 on peut 'exprimer comme une combinaison
linéaire des Qo(x),...,Qn—1(x), ce qui est contradictoire. [J

Théoréme 3.2. Le systéme de polynomes défini par :
Qn = (m - an)anl —bpQn—2 , n2>2

Qu=1G1=z—a — l
_ (2Qn-1,Qn-1) est orthogonal.
an o (Qn_laQn—l) ’ n > 1

N
IV

by, = (2Qn—1,Qn—2

(Qn—Qin—Q) ’ 1

Démonstration

On voit, par les formules, que pour tout n € IN, @, est unitaire donc de degré exact
n, donc (Qn—1,Qn—1) et (Qn—_2,Qn—2) sont non nuls (n > 1, le produit scalaire étant non
dégénéré) ainsi ay, et by, sont définis. On va montrer, par récurrence sur n, que (Qn,Q;) =0
pour ¢ < n.
Pour n = 0 le systéme se réduit L { 1 }.

Pour n = 1, (Q1,Q0) = (2Qo — 1Q0, Qo) = (2Q0, Qo) — a1(Qo, Qo), mais ay = FFL)
donc (Q1, Qo) = 0. Supposons que cela soit vrai pour Qg, k <n — 1.

(an Qn—l) = (xQn—L Qn—l)_an(Qn—la Qn—l) = 07 en eXphCitant Q. De méme (Qn7 Qn—?) =
(xQn-1,Qn—2) — bp(Qn—2,Qn—2) = 0, en explicitant b,. Supposons que i <n — 2, on a :
(Qn7 QZ) = (ann—L Ql) - an(Qn—la QZ) - bn(Qn—27 Ql)v

mais (Qn-1,2Q;) = (Qn-1, Qit1 + ai11Qi + bi11Q;—1) = 0 d’ott le résultat. [J

Exemple
[avb] = [_17+1]7 w($) =L
Xp=1
2
aq :7(2”;2%%) = jlla;da:: | & ]ﬂ =0=Xi=x—a1 ==z
_ (=X1,X1) J| adda _ _ (=X1,X0) _ /) 2?da 31
92 =KX et V= X T e 28

X2 = (x — ag)Xl — b2X0 = .%'2 — %
Ce sont les deux premiers polyndémes de Legendre unitaires.
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Définition 3.1. Si on orthogonalise le systeme {1,z,22,...}, qui est indépendant par le
théoréeme 3.1, on obtient un systéme orthogonal de polynémes { Po(x), Pi(x), Pa(x), ...} uni-
quement déterminé par les conditions :

a) P,(x) est un polynéme de degré exact n dans lequel le coefficient de x™ est ky, > 0.

b) Pour tout n € IN le systeme {Py(z), ..., Py(x)} est orthonormal.

Notation

Nous dirons que p(z) est un m, si c’est un polynéme de degré < n. Et nous noterons
hy = (Pr, Py).
Remarques

1) Le procédé de Gram-Schmidt nous fournit (Py = 1/4/Dy) :

co cL - Cn,
1 cy - Cn+1
mn Z 1 ,Pn(l') = (Dnanl)% s ou Dn = det((ciJrj)ogi’jgn).
Cn—1 Cn *** Cop—1
1 x - z"

2) L’unicité est aussi obtenue en fixant P,(a) ou P,(b) ou en prenant des polynoémes uni-
taires (le procédé du th. 3.2 fournit des polynémes unitaires ).

3) Le développement de Fourier d’une fonction arbitraire f(z) en termes des polyndmes
{Py(x),...,P(x)} ala forme :

f(."L‘) Nf1P1($)+"'+fnPn($)+"'
ou fr = (f, Pr) (les sommes partielles ont la méme propriété que dans le théoréme 2.1).

4) On a la caractérisation, importante, suivante des polynomes orthogonaux unitaires (on
prend un 7, p(z)) :

b
/ |p(z)[*w(z)dz est minimun <= p(z) = constP,(x).
a

La constante est déterminée par la normalisation que 'on choisit pour p(z).
Par exemple prenons le unitaire.

Si ki, est le coefficient de 2 dans P, (z) (donc ky, = /2 5.+ ) comme p(x) est unitaire on a
const = D%_Ll et donc min f: | p(z)||?dx = (const)? = %.
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5) Comme tout polynome de degré n est une C.L. de Py(z), ..., Py(x), P,(x) est orthogonal
a tout m,_1 et donc en particulier :

b
/ P, (z)zfda(z) =0,Vk =0,...,n— 1.

Cette condition détermine P,(z) & une constante prés. C’est souvent cette propriété des
polynémes orthogonaux qui est donnée.

Notons que si p(x) est un m, et ff P, (z)p(z)da(z) = c alors le coefficient de z™ dans p(z)
est ck,,.

6) Si | a,b | est symétrique par rapport & 0 (b = —a ) et si w(z) est paire alors P,(x) a
la méme parité que n. De plus P,(—x) = (—1)"P,(x) donc P,(z) ne peut contenir que des
puissances de = congrues & n ( mod. 2). Pour voir ce résultat un changement de variables
et la troisiéme remaque suffisent :

comme f_Jraa Py (—x)x*w(x)dr = (—1)* fjaa P, (x)z*w(x)dr = 0, P,(—z) posséde les mémes
propriétés d’orthogonalité que P, (x) donc en comparant les coefficients de =™ on obtient :
P, (—x) = constP,(z) = (—1)"P,(z) (P,(—x) est un polyndéme de degré n).

/

7) La transformation linéaire x = ka’ + [,k # 0 transforme [a,b] en [a',V'] (ou [V, d]

) et la fonction poids w(z) en w(kx’' +1). Les polynomes :
(s9(x))" |k]2 Pa(ka’ + 1), n € N
sont orthogonaux relativement a la fonction poids w(kz’ + 1) sur [d/, V'] (ou [V/,d']).

3.2 Une formule de Christoffel

Théoréme 3.3. Soit {P,(x)}nen une famille orthonormée de polynomes associée a la
distribution w(x)dx sur a,b]. Soit :

plx) =cle —x1) - (x — ) unm >0 sur [a,b] avec ¢ # 0 et les x; distincts.

Alors les polynomes orthogonauz {qn(x) }nen associés a la ditribution p(x)w(x)dx peuvent
se représenter comme suit :

Po(z)  Popa(z) - Pop(o)

Po(z1) Popa(@1) -+ Poyi(a)
p@)an(z) =| . :

Po(x1) Pogi(zy) -+ Poplx)
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Remarques

1) Dans le cas ot p(z) a un zéro, x, d’ordre m > 1, on remplace les lignes correspon-
dantes par les dérivées d’ordre 0, ... ;m-1 des polynémes P,(x), ..., P,y(z) en x.
2) gn(z) n’est, en général, pas normalisé.

Démonstration du th. 3.3

Le membre de droite est un m,; divisible par p(z) (puique pour x = z}, le déterminant
est nul, £k = 1,...,0 ). Donc il est de la forme p(z)g,(z) ot g,(z) est un m,. De plus
p()gn(x) est une combinaison linéaire des P,(z),..., Pyy(x), donc si g(z) est un 7,1
arbitraire alors :

b b
/ ()i (2)q(2)dor(z) = / 4o (2)(z) (p(x)da(z)) = 0.

Pour finir nous devons montrer que ce membre de droite n’est pas identiquement nul.
Pour cela il suffit de voir que le coefficient de P, y(z), cLd le déterminant

|(Pr+i(zj+1))ij=o0,...1-1],

n’est pas nul.
Supposons qu’il soit nul. Alors il existe des réels, ag,...,a;_1, non tous nuls, tels que
agPy(x) + -+ -+ a;_1P,1;_1(x) s’annule en les points x1, ..., z; donc

aoPp(x) + - + a-1 Pri-1(z) = p(2)G(2)

ot G(z) est un m,_;. Puisque cette expression est orthogonale a tous les m,_; on a,

b b
/ ((2)G (@) G(2)dal(z) = 0 < / p(2)G(2)da(z) = 0 = G(z) = 0.

Puisque l'on a, par hypothése, p(z) > 0. O

4  Propriétés générales des polyndémes orthogonaux

Dans ce paragraphe on va étudier les propriétés des polynémes orthogonaux, lesquelles
sont vérifiées pour des distributions du type Stieltjes, da(z), cependant, on se contentera
quelquefois du cas particulier d’une distribution du type w(x)dz.

10
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4.1 Propriétés d’extrema et de fermeture

Soit f € L?(a,b) donnée et supposons z" € L2(a,b) Vn € IN.
Alors il est évident que les intégrales :

b b
/ |f(z)|*da() et / f(x)z"da(z) Vn € IN

existent, dans le sens Stieltjes-Lebesgue.
Ensuite, en notant { P,(z) } le systéme orthonormal de polynémes associé a la distribution
da(z) sur [a,b], on a le théoréme suivant, qui n’est qu’un cas particulier du théoréme 2.1 :

Théoréme 4.1.
/ |f(z z)[*da(x) ou p(x) est un m,

est minimun SSI p(x) est la niRme somme partielle du développement, formel, de Fourier :

b
F@) ~ foo(a) &+ fuPa(w) 4+ 0t fu = [ f@)Pa(a)dao)
Le minimun vaut : ff |f(x)|?do(x) — i | ]2
k=1

Remarque

La valeur du minimun étant positive, on a I'inégalité de Bessel,
2 2 2 ’ 2
P AP 44 1t < [ 1) Pdala)
a

Théoréme 4.2. L’intégrale : f; |p(x)|2da(z), ot p(z) est un m, unitaire, est minimun SSI
p(x) = const - P,(x).

Démonstration
On a:
b
min |p(z)]*da(z) = min / |k 1Py (2) — q(x)|*da(z)
p(:l?), Trn unitaire J g x), Tn—1
On obtient cela en écrivant : p(x) = k' P, (z) — agPy_1(z) — - — an_1Po(z) et en faisant

varier les ay.
Ensuite on utilise le théoréme précédant pour conclure que g(x) = 0. O

11
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Théoréme 4.3. Soit xo un nombre complexe arbitraire, posons :

b
S ={p(x) € my - / o) 2do(z) = 1}

(les m, peuvent étre a coefficients complezes).
Alors le mazimun de |p(x0)|? est donné par le polynoéme :

p(z) = e{ K (20, 20)} 2 Kn(zo,z) 0t |e| = 1
ot Ky (xo,x) = Py(x0)Po(z) + -+ - + Pp(xo)Po(x) = Po(To)Po(x) + -+ - + Po(To) Pu(x).

Le mazimun étant : K, (zo, o).

Démonstration

Si on Ocrit p(x) = aoPy(x) + -+ + anPu(z), la condition de normalisation s’écrit :
aof? -+ a2 = 1.

=Y aiPi(xo)|? Z\az\ Z\P o) =Y |Pi(xo)?
1=0 1=0

Cauchy— Schwa’rtz i—0

n
ce qui s’écrit : |[p(x0)|> < X Pi(x0)Pi(z0) = Kn(zo,70). Cette inégalité est atteinte pour
=0

n
ar = aPy(xo) k = 0,...,n, ol a est déterminé par : |a|?> > |Pi(z0)]? = 1 = |a® =
ii

[Kn(:vo,:co)}_l = Jde €C de module 1, tel que a = ¢ - [Kn($0,$0)]%1.

Finalement on a : p(x) = éo(a - Pi(z0))Pp(z) = ¢ - [Kn(xo,xo)]%l - Ky (zo,2). O

Remarque

Le noyau polynomial : Ky (xo,x) = Kp(vo,z) = K,(T,To) peut étre utilisé pour la

représentation des anmes sommes partielles; s,(x), du développement de Fourier sous

forme intégrale. En fait on a :

50(2) = foPo(x) + -+ + fuPu(x) /f ) Pu(t)dat /f (o )dalt)

en conséquence on obtient :

b
/ Kn(z, p(t)da(t) = p(x)

12
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et cela pour tout 7, p(:z:)

Y Ko (@, t)p(t)da(t) = sz >f:Pk<t>p<t>da<t>=kz Py(x) Oakf Py(t) Pi(t)dat)
= 3 arPu(e) = pla).

k=0
Théoréme 4.4. Soit a et xqg finis tel que o < a.
Alors les noyauz {Kn(zo, )}, v sont orthogonauz respectivement a la distribution :

(x — x0) - da(x)

Démonstration

Ceci découle immédiatement du fait que pour tout m, , p(x) :

b
/ p()Kn(t, 2)da(t) = p(z).0

Définition 4.1. Soit p > 1. Une famille de fonctions, {fo(x),..., fu(z),...}, sera dite
dense dans L,(a,b) si
Vf(z) € LB(a,b),Ye > 0,3 k(z) = Cofo(z) + -+ Cpfu(z) tel que :

/ |(2) — k(@)Pda(z) < c.

Remarque
n
f |f(2)|2da(z) — 3 |fr]? est décroissante pour n croissant (car f;]f(x)Pda(x) -
k=1

n
Z Ifel> > 0V n € IN et > |f|? est une suite croissante) en conséquence cela tend
k=1 k=1
vers une limite positive quand n — oc.

On a la formule de Parseval : |fo|? + -+ |[fu? +-- = f |f(z)|?da(x) ssi cette limite est
0.

La validité de ce résultat est équivalente au fait que l'intégrale fab |f(x) — p(x)*da(z) peut
étre prise aussi petite qu'on veut par un choix judicieux de p(z). C’est a dire que cela
dépend si la famille { P, (z)} (ot {2"}) est dense ou non dans L2 (a,b). En fait du théoréme
classique de Weiertrass sur la densité des polynémes dans ’ensemble des fonctions continues
il vient le théoreme suivant :

Théoréme 4.5. - L’ensemble des polynomes orthogonauz { P, ()}, - pv associé a la distri-
bution do(x) sur un intervalle fini [a,b], est dense dans L?(a,b).
Plus généralement, il est dense dans Lh(a,b) p > 1.
-De plus, pour f(x) € L2(a,b), la formule de Parseval est vérifiée : > | fel> = || fII%.
k>0

13
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-Une fonction f(x) € L?(a,b) pour laquelle f, =0 pour n = 0,1,2,... est nécessairement
identiquement nulle.

Remarques

- Le fait que l'intervalle est fermé est une condition nécessaire (on verra, polynémes de
Laguerre, de Hermite, des cas d’intervalles de longueur infinie).
- Dire f,, =0n =1,2,3,... est équivalant a dire :

b
/ f(z)z"da(x) =0 pour n =1,2,...

La discussion de cette condition est reliée & 'unicité des moments.
- On a le contre exemple suivant, dans le cas d’un intervalle infini, [0, +o00] :

1
do(z) = exp(—a* cos(um))dr 0 < p < 3

1
f(z) =sin(z" sin(pmr)) 0 < p < 3
On vérifie (intégration complexe sur un quartier de cercle qu’on peut définir avec les points
d’affixe : 0, R, Re'¥) fff(:n)a:"da(a:) =0Vnet f#0. Ainsi si p(x) est un polynoéme
arbitraire :

0

+o0 +oo
A= / (@) Pda(z) = (@)( () - p(x))daa)
0
+oo

< / (F(x) — p(x))da(z) puique f(z) < 1
0

D=

+o0 +o0
2 7. o(x
< [/O |f(z) = p(z)["da(z)] [/0 da(z)]

ce qui montre que f0+oo |f(x) — p(z)|da(x) et 0+°O |f(z) — p(z)]?da(r) ne peuvent étre
rendus arbitrairement petits. On a le résultat de densité suivant, pour le cas d’'un intervalle
quelconque deR :

Théoréme 4.6. Soient [a,b] un intervalle fini ou infini de R, w une fonction mesurable
positive définie sur [a,b] et telle que :

b
/ e"Mwt)dt < 0o

ot T est un réel strictement positif. Si (Py,), est une suite de polynémes orthogonauzr sur
Ja,b[ associée au poids w, cette suite est compléte dans I'espace de Hilbert L2 .

14
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Remarques

- De nombreux problémes analogues surgissent si nous remplagons la variation quadra-
tique par une variation d’un ordre supérieur : ff |f(z) — p(x)|Pda(z) p > 1 et le cas limite
appelé variation de Tchebichef :

max {|f(z) — p(x)|w(@)}

a<z<b

ou f(x) et p(x) sont supposées continues.
- Si on remplace da(x) par {w(z)}Pdz on a ( a, b finis, f(z) et p(x) continues ) :

b 1
lim [/ | (2) = p(@)[P{w(@)}Pde]r = max {[f(z) — p(z)w(z)}.

p—+oo a<z<b

4.2 Formule de récurrence, formule de Christoffel-Darboux
4.2.1 Formule de récurrence

Théoréme 4.7. Soit {P,(x)}n>0 un systéme de polynémes orthogonaux (donné par la
définition 3.1), alors on a la formule de récurrence :

Poyi(x) = (Apx + Bp)Pp(z) — CpPp—1(x) pour n > 1
ot Ay, By, C, sont les constantes suivantes :

(l'an Pnfl)

—= > 0.
(Pnfla Pnfl)

ki1 (P, Py)
An: an:_Aniy n:An
b P P) "

Démonstration

I suffit de remarquer que P,yi(x) — A, - x - Py(z) est un 7,, donc de la forme :
agPy(x) + -+ + apPy(x), et de la propriété d’orthogonalité des P,(z) on déduit les va-
leurs des constantes ag, ..., a,. On a I’égalité :

Poii(z) — A -z Py(z) = agPp(x) + - + anPo(x).

On prend (-, P;) pour K =0,1,...,n — 2, on trouve ax = 0 pour k = 2,...,n.
On prend (-, Pp—1) :
_An(PnaxPn—l) = athp—_1.

On prend (-, Py) :
— A, (P, xP,) = aphy,

_An(fn,xPn) ot O, = An(Po2Po1)

7~ , puisque ag = By, et a1 = —Cp. O

on a donc bien B,, =

15
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Remarque

- Réciproquement, un systéme de polynoémes satisfaisant une telle formule de récurrence
est un systéme orthogonal, comme on 'avait déja vu pour des polynoémes unitaires dans le
théoréme 3.2.

4.2.2 Formule de Darboux-Chritoffel

Théoréme 4.8. Pour un systéme orthogonal, { P, (z)}n>0, de polynomes on a les formules
pour x # y dans |a,b] :

n

1) Z P,,(x)P,,(y) _ kn Pn+1(x)Pn(y) - Pn(x)Pn—f—l(y)
= hy kp+1hn -y
~ P,(z)? kn,
2) Y = P @) Pue) - PP (@)
l/:0 14 mn n
Démonstration

L’identité 1) découle facilement de la formule de récurrence.
Pop1(2)Py(y) — Pu(z)Posa(y) =
{(Av -2+ By)Py(z) — CoPy1 ()} Pu(y) — {(Av -y + Bu) P (y) — Co Pu—1(y) } P ()
= Au(x - y)PI/(x)PI/(y) + CI/{PV(:C)PV—].(y) - Pu—l(a:)PV(y)}
ainsi on a :
P, z)P, —P,(x)P, L Pu(x)Py— —P,_1(x)P,
ALV{ +1(2) (y;_y (x) +1(y)} = P,(z)P,(y) — Q{ (z) 1(yg)c_y 1(z) (y)}
comme :%’; = ]Z’;Eii}i et en divisant par h, on a :
U1 —U, = %Py(x)Py(y) oulU, = kIZ”hfl P”(m)P"*l(yi:g”*l(I)P”(y). On fait la somme pour

o Pu(@)Py(y) kn_ Pni1(2)Po(y)=Pn(@)Prri(y) _ Po(z)Po(y)

— 3 7 A . —
v=1jusqu an: Vz_:l T = o pray n

Pour l'identité 2) il suffit de passer a la limite quand y tend vers x. O

Remarque
On a précédemment posé :
Kn(tvx) = PO(t)PO(t) +eee Pn(t)Pn(t) = PO(E)PO(t) +eee Pn(%)Pn(t)

Si on prend une famille { P,(z)} orthonormale (h, = 1, Vv € IN) alors le membre de gauche
de la formule de Darboux-Christoffel n’est rien d’autre que : K, (Z,y) = K, (7, x). On peut
donc écrire :

b Pry1 (@) Pn(t) — Po(z) Pt (t)
kn—i—l r—t '

D-C: K,(z,t)=

16
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On a une autre démonstration du th. 4.7 en intégrant le second membre de D-C. En appe-
lant I(x) le résultat on a :

kn [° Py P (t) — Po(z) Py (t
I(x) =, / +1(2) Pa () (@) Prya( )p@)da(t%
n+1 x—t
ce qu on peut GCI"H'e
I ( = o { [P (Pry1 () Po(8)— Po () Pyt (£) 29220 gy (8) 4 p() [7 Py () Ll =Losa(8) gy (1) 4

7) [y P P20 ”da()}

La premiére et la derniére mtegrale sont nulles, puisque p(z) est un 7, ainsi :

/P P )_Pn+1(t)doz(t).

I
(x x—t

n+1

Mais £ by P"“(x)_P”*l(t) = knt"+- - -, le systéme { P, () }n>0 étant orthonormal ((Py, P,) =

r—t
kn  Pn1(2) P (t)=Pn () Pati (1)
n+1 z—t

(Pn,k‘nt )) on en déduit que I(x) = p(r) et par suite ¢
Kn(z,1).

4.3 Propriétés élémentaires des zéros des polynémes orthogonaux
Théoréme 4.9. Les zéros des polynomes orthogonaux {P,(x)} associés a la distribution
da(x) sur [a , b | sont réels, distincts et dans (a , b ).

Démonstration

La demonstratlon classique de ce théoréme est basée sur la propriété d’orthogonalité.
Comme f P, (z)da(x) =0 n > 1 on est assuré de l'existence d’au moins un point sur ( a ,
b ) en lequel P () change de signe (on a supposé que a(x) avait une infinité de points de

croissance).
Sixy,...,z; sont les abscisses de ces points alors le produit P, (x)-(z—x1)-...-(z—x;) aun
signe constant, on a évidemment [ < n. Sil < n alors f; P, (z)(x—z1)-....-(x—x;)da(z) = 0.

Le signe étant constant cette intégrale ne peut pas étre nulle d’ot [ = n. [

Remarques

1) Sia < zp < b est un zéro multiple de P, (z) alors :

(z) AR _
/ P, :17—330) da(@-/a ( ) do(z) =0

T — X0

ce qui est impossible.
2) Soit xp un zéro de P,(z). Comme P,(x) est a coefﬁ(:lents réels P, (7o) = 0, donc Pol@)

T—x0
est un m,_1 et be P“(x)da( ) = f;(x — z9) - {z = }Qdoz( ) = 0 ce qui entraine :
70 J) {522 ) 2da(x) f x - {P" 13240 (z) = x0 €R.
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Quelques propriétés

Les polynomes Py(z), ..., P,(x) vérifient :
a) si P,(xg) =0,v>1, P,_1(x)P,+1(x0) <0
En effet, P,11(x) = (A -2+ Bp)Pu(x) — CpPy—1(x), pour n =v et x = xp on a :

P,i1(w0) = —CnPy_1(0) = Pyi1(w0) Pyi(z0) = —Cp[Py1(z0)]?

b) En un point x¢ ot P,(xzo) = 0 on a : P} (z0)Pn—1(z0) > 0.
On regarde 'identité de Darboux-Christoffel :

" P,(x)? _ kn
hu B kn—l—lhn

(Pry1(2) Py () = Po(@) Py ()
v=0

n—1 " 9
= z;) PVELVO) _ kz;l (Pp(20) Pu—1(x0) — Pp_1(20) Pn(0))

Comme P, (xo) = 0 on a le résultat (puisque les coefficients k,, ont été pris > 0).
c¢) En utilisant b) on obtient I'importante inégalité suivante :

Py (z) Py (x) = Pr(2) Py (2) > 0

d’out il ressort que P,(z) et P,4+1(z) ne peuvent avoir des zéros communs. On a en plus les
deux théorémes de séparation suivants :

Théoréme 4.10. Soient x1 < xo < --- < xy, les zéros de P,(x), ro = a, Tpy1 = b.
Alors chaque intervalle [x), , xy41 [, v =0,1,...,n contient exactement un zéro de Py 1(x).

Théoréme 4.11. Entre deuz zéros de Pp,(x) il y a au moins un zéro de Py, (x) pour m > n.

Théoréme 4.12. On a la décomposition suivante en fraction continue :

P, o,
ﬂzz pour 1, >0

Pn+1(x) v=0 €r — é-V
ot {&, }v=0,...n sont les zéros de Pyi1(x) et :
P,(&
= D& oy
Pn—f—l(&’)

18
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Démonstration

Simple décomposion en fractions continues, [, = lim (z — &) PP”(m)
purey n+1(z)

avec Poi1(z) = kpt1- (=)o - (. — &)

n

n n
Ona Py (z) =kne1 3 JI (2 — &) done Py (&) = knga ] (2 — &)
v=0 k=0 k=0
k#v k#v
Pour voir que I, > 0 il suffit de remarquer qu’on peut écrire :

Pn(gu) _ T/L+1 (fV)Pn(§V> - PA(&V)‘PR-H(&V)

(&) [P 1 (60)1

et on a déja vu que cette expression est positive dans la remarque précédente en c). O

4.4 Quadrature mécanique de Gauss-Jacobi

Théoréme 4.13. Si x1 < --- < x, sont les racines de P,(x), alors il existe des réels
at,...,an tels que :

b
[ pla)dae) = arplan) + -+ + anplan)

ot p(x) est un mon—1 quelconque. Ainsi la distribution da(x) et Uentier n déterminent
uniquement les nombres a, (c’est ce qu’on appelle quadrature mécanique de Gauss-Jacobi

).

Remarques

- Les ensembles {x,} et {a,} dépendent de n.

- Les nombres aq,...,a, sont souvent appelés nombres de Christoffel.
Démonstration
Il suffit de le montrer pour z¥, k = 0,1,...,2n — 1, cela représente 2n conditions qui

déterminent uniquement les a, et les points x, (si les points, distincts, x, sont donnés
arbitrairement, les nombres a, peuvent étre déterminés tels que ’égalité du théoréme soit
vraie pour tout 7m,_1).

On va construire le polynéme d’interpolation de Lagrange, L(z), de degré n— 1 qui coincide
avec p(zx) en les points z,, :

= " T Po(2) = ” T T
L) = 3 ple) gy o=y = 2 PaL(a)
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ou les 1, (z) sont les polyndémes fondamentaux associés aux points z1, . .., z, de l'interpola-
tion de Lagrange.

p(x) — L(z) = p(z) — Z p(x )% = 0 en les points z1,...,x, donc P,(z) =

) (z—zv
n
kn H x — x,) divise p(z) — L(x). Ainsi il existe un m,_1, r(x) tel que 'on ait :
V=

,o(a:) L(z) = P,(z)r(x). Par suite :

/ " o(a)da(z) = / " L(a)da(e) / ’ P (@)da(z) = / ’ Lia)dax) = Vépw / "L (2)da(),

ce qui établit le théoréme avec a, = f; l(x)da(z) = fb W&?_mda(@. O

a

Remarques

1) Inversement, supposons que pour tout 7,1 l'expresions fab p(x)da(zr) = ar1p(x1) +
-+ app(xy,) soit vérifiée, alors on applique cette formule & un polynéme de la forme
p(x)-r(x) ou p(x) = (x —x1) - ...  (x — x,) et 7(z) est un m,_1 quelconque. On trouve :

f; p(x)r(z)da(x) =0 = p(x) = const - Py(x).
2) Pour une fonction arbitraire f sur [a, b], on peut écrire : Qn(f) = a1 f(x1)+- - -+ anf(zy).
Dans ces conditions le théoréme 4.12 peut étre reformuler comme suit :

b
Qn(f) = / f(x)da(x) pourvu que f(z) soit un mo,_1.

De plus, comme a, = f I( , les nombres de Christoffel sont les valeurs de Q,(f)
pour f(z) = l,(x). On peut egalement discuter, pour une fonction fixée, f(x), la conver-
gence de la suite {Q,(x)} quand n — oco.

Théoréme 4.14. Les nombres de Christoffel a, sont positifs et :

b
+-ta, = / da(x) = a(b) — ala).

De plus :

[ P, () 201 () — Kt -1  ky 1
w= [ gy e = Pt (@) Po(s) ~ s Paca(2) P (2,)

n

a, ' = (Po(0))? + -+ (Pu(y))? = Kn(y, ).

20
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Remarques

- Le cas particulier a = —1, b = +1, da(x) = dx est trés important. Les abscisses z,
sont les zéros du pifime polynéme de Legendre et la somme des nombres de Christoffel est
2, ce qui est la longueur de I'intervalle d’intégration.

- Un autre cas particulier important : a = —1, b = 41, da(x) = (1*:E2)771d.’13 (du & Mehler).
- La positivité des a, est claire et donnée dans le théoréme.

- Ce théoréme nous dit que la somme des nombres de Christoffel est égale & la masse totale

de la distribution da(x) sur [a, b].

Démonstration
Notons p(x) = {l,( , alors / Z ar{l,(z1)}?,
k=0
. x 0 v
mais [, (x) = % 1 z f i,, = a, = f; p(z)da(x

De plus en écrivant y = x,, dans la formule de Christoffel-Darboux on obtient :

Z Py() Py kn Poi1(2)Po(zy) — Po(2) Pry1 () _ kn —Po(2)Pry(zy)
k k xu - .
kn+1 T — Ty kn+1 r— Ty

En intégrant de a L b relativement & da(z) :

b x
ZPk T, / Py(x)da(z —kn n+1(3:,,)/ P )doa(:n).

kn+1 T — Ty

Mais f Py(x)da(x) = i, puisque{P;(z)} est une famille orthonormale, ainsi :

_ —kn b Po(z)  —kn , b P,(z)
1= — Pn+1(xu)/a P~ myda(x) = Tt Pn+1(:vl,)Pn(a:,,)/a Bre) - (@ = xl/)da(;p)
1

kn—i—l -

kn  Ppia(z)P(20)
Pour trouver la deuxiéme représentation de a, on utilise la formule de récurrence :
Poi1(zy) = —CpPp_1(zy) avec C,, = %kn_l, en remplagant P,;1(x,) par cette valeur

et donc a, =

on a le résultat.
Pour avoir (a,)~! on utilise la formule de Christoffel-Darboux limite pour x = z,, :

n

—k
> (Pul@)? = " Pusa(@,) Pa(a)
k=0 n+1
—k n
comme a, = kz:l pn+1(x:§Py’L(ru) ona (a,) ! = rn;l Poi1(z)P, Z Py(z,))
k=0
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Application
Pour des réels quelconque uy, . .., u,_1 posons :

b
F(u) = / (o +urz + - +up_12" 1) da(z) = Zay(uo + Uty + e Uy @l )2
a —

b

G(u)z/ z(ug +urz + - -+ up_12" ) 2da(z) Za,,mz, Uy +u Ty A+ upg )
a v=1

G(u) — Zal, Ty — ay)(up + urx + - —|—un_1xn_1)2:Opourfle,...,xn.

En introduisant cn on obtient la forme quadratique suivante :

n—1n—1
Z Z(CV—HH-l -&- CV"‘M)UVU;,L'
v=0 pu=0
Son déterminant est un m, en & qui s’annule pour { = z1,...,z,. et est donc égal a K P, (x),

olt K est une constante, cela nous permet de dire que :

CoTr — C1 C1T — Co cee Cn—1T& — Cp,
1 C1T — Cy O — C3 cee Cnd — Cp+1
P, (z) = (DpDy—1)2
Cpn—1T — Cp Cpx —Cp41 -+ C2p—2T — C2p—1

4.5 Fractions continues
4.5.1 Généralités

Historiquement les polynémes orthogonaux tirent leur origine de 1’étude des fractions
continues.
Pour une fraction continue infinie on utilisera la notation :

ai| = as| an|
bo+ Al o2l el
TR |bn
pour :
a
bo + !
as
b+ ———
Lo
by,

On définit % pour n = 0,1,2... comme la fraction (finie) obtenue a I’aide de la fraction
infinie en s’arrétant au terme b,, on a la :
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Proposition 4.1. On a les formules de récurrence :

Ry=by , Ry =bob1 +a1 , Ry, = by Rp—1 + anft—2 pour n > 2
So=1,85=0b1, 5, =0b,5-1+ a,Sp_o pour n > 2.

En prenant R_1 = S_1 = 0 ces formules sont valables pour n > 1.

Démonstration

Posons fu(z) = by + |1| + T1322| IS lb‘:iz, il suffit de monter que f,(z) = L;::jig:

(on retrouve la fomule de la proposition en regardant f,,(0)).
boz+(bob1+a1)
1-z+b1 :

On suppose la formule vraie jusqu’au rang n — 1 : f,_1(2) =

Pourn=1: b0+b1+z =
Ry _2z+Rp_1
Sn—22+Sn—1"

Ry_2- b +Z+Rn 1
fn 1( ) Sn—_o- bn+z+5n 1

. a1 as| |, . an—1| _ anRp—2+(bn+z)Rn—1 _ Ap+An_12
Mais fn(z) =bo+ 7, + 7 T + [ = anSuat(ont2)Su—1  BntBu 1z’

Onprendz:Oetona:fn(O):%:%.

Corollaire 4.1. On a les formules :

R, Ry,-1 (=D"aj-...-an
Sn Snfl Snflsn pourm o

(donc RpSp—1 — Rn—1Sn, = (=1)"ay - ... - ay).

Démonstration

ﬁ _ Rn—l — Rnsn—lfRn—IS
Sn Sn_1 Sn—lsn
(=1)"™aj - ... an, ce qu’on montre par récurrence sur 1.

n=1 RSy — S1Ry = (bob1 + a1)1 — b1(by) = a — 1. On suppose la formule vraie jusqu’au
rang n. Alors :

Rn—l—lSn - Sn+1Rn = Sn(bn—l-an + an+1Rn—1) - Rn(bn+18n + an—l—lSn—l)

= —apt1(—Rp—15n + Ry Sn—1), on applique 'hypothése de récurrence :

Rn+15n — Sn+1Rn = —an+1((—1)”a1 et an). [l

™ donc il suffit que nous montrions que R,S,—1 — R,-15, =

Remarque

Soit {P,(7)}, N un ensemble de polynomes orthogonaux associés a la distribution
da(x) sur |a,b]. La formule de récurrence : Py41(z) = (Apz + By) Py (z) — Cp Py—1(x), nous
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suggére de considérer la fraction continue :

L I © | R </l B
‘Al.%' + By ‘Agx + By \Anx + By,

c’est & dire de prendre b =0, b, = Ap,x+ By, a1 =1, a, = —C,, n > 2.

Théoréme 4.15. Les , n € IN, sont déterminés par les formules :

_3 e z)— P,
an(Ram)zcxwwrﬂﬁg/-ﬂ‘i_f“%mm

Su( = Su(z) ) = c2 Pula)
ol ¢ = f; x"da(x).

Démonstration

Pour la premiére égalité on vérifie que ¢a marche aux rangs n =0, n =1 :
Ry=0by=0c¢t: fb Mda( t)=0 puisque Py = const, Ry = bgb1+a1 =0-b1+a1 =1,

ff P@-ht) 1)‘—;‘,[:)1( )da(t) = ff (k12 —b)—(k1t—b) bcg_gklt b)d =k fb da (t) = kico mais ky, = (D[");l)% avec
1
Dy = [[eptwlpp=01,..nl = k1 = | [ =2 z == ¢’ (COC2 —c1)? Coczo_c% co = 1.

On va supposer maintenant que n > 2.
Pour exprimer R, on introduit le polynéme : g,(x) = f: Wda
noéme de degré n-1 :

Pal@)=Pul®) — 1 1g (2n— )4y (2 —1)] = k(27 =2 2 o (= 1)) e Ky

r—t r—t
On intégre en t de a & b, on obtient un m,_;. On va utiliser les formules de récurrence des

polynoémes orthogonaux :
Gnir (7) = fb Pn+1(w)*f’n+1(t) do(t) = fb [(Anz+Bn) Pr(2)=CnPn—1(2)] = [(Ant+Bn) Pn(t) —Cn P 1 (t)] do(t)

x—t
= Ay [Pt g4y 4 B, [P E@=Pa® g4y — ¢, [P Pt @=Pas (@) gy )

x

(t). C’est un poly-

mais :
f P, xf; 7]3"(”2:5"(” do(t).
Ainsi :

Gni1(2) = (An@ + Bn)gn(x) — Cogn_1(x) avec go(x) = [* LE=Lo® go 1) — 0,
q1 (l‘) = klco.

Comme Ry = boby + a1 = 1 on a Ry(z) = (kico) Lgn(z) (R et g, vérifient la méme
formule de récurrence).
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1 -3
On a vu que : k1 = ¢§ (coc2 — C%)% = Rp(z) = c? (coc2 — c%) f; Wd (t).
Montrons maintenant la deuxiéme égalité : D’une part on a S,, = (Ap,z+ By,)Sp—1—CrSp—2
avec Sop = 1, S1 = Ajz + by = Py et d’autre part P, = (Ap,z + Bp)Ph—1 — Cp Pp—o. Ainsi
P, et S, vérifient la méme formule de récurrence donc S, = const - P,. On a Py = ko,
So=1= S, =ky'P,

-1 -1
(on a vu que Py(z) = Dy*> =c¢y* ).
]

Remarque

On peut aussi voir que ‘g* est une fonction rationnelle avec des poles simples en les
n
points, 1 p,...,Tn, (qui ne sont autres que les zéros de P,(z)). Les résidus en ces poles
s’expriment comme suit :

(k1co) ™! Pu(x)

lim (z—2y,)

T—Ty,n ’ k:alpn ()
ko a:—xl,n b P.(z) — Pu(t)
—— lim da(t
]{7160 I—1>zl,n ) / T —t a( )}
— Tyn — Tyn Pn( ) ko /b Pn(t)
= - da(t) = do(t
leo ;I:—»:cyn/ { xr—1 n(.CC) (1‘ — t)} ( ) kico a P;l(CCV’n)(t — :C,/’n) Oé( )
(On peut remarquer que kk =1
1o klcg
On reconnait les symboles de Christoffel :
n N
Res(%)xu,n) = %)\V,n donc Ri = 3 : .
n klc()Q n klcg =0 X — xl/,’rl,

On peut montrer que :

. Rn ]f(] > Cp, k‘o /b 1
lim — = = dat
nl—g)lo Sn /{7100 hzz(:) :Ethl ]{3160 a T — t Oé( )

n
(on a ¢ = Z mllzn)\y,n)

Pourn >1on a S:((;)) — x4 x4 -

Avec 'expression ?:((ff)) B ?Ziiéf)) = (_l)nk;:ilg':m'an
Rn(z) _ a ala ajasa (=)™ tajaz-..can _ ;Ru(x) Rn—1(x) Rn—1(x) Rn—2(x)
Suln) = 5% T SiS T S8 T S5 =g o) T EoE st
) +(R1(9€) Ro(r))

Sl(ac) So(l‘) .

on déduit :
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On obtient une série commencant en 2! (Rg = 0) et pour n > 1 on a :

Ry (2) ZOO
mn — ,U/()l'il 4. +N2n—1x72n + Ml/xiyil‘D
Sy ()

v=2n
Théoréme 4.16. On a A\, = 66261,\/(6002 —c2) pourv=0,1,2,....

Démonstration

On suppose que A, est donné par le théoréme
Rn(ac) — Sp(@)(poz=t+ -+ + ugn 172 =

b P, ! _ _
\/ coca — i) [, &t zi t () ch( o) (por ™t 4 - + pon—1z ")
\/ C[)CQ—C]_ fb P zx 7 )—coco \/ 0002—01 )P ( C0$_1+"‘+C2n—1$_2n)
\/ (coca — ) {fb et 32 P qo(t) — Py() cox 1 +czn 172m)}

_3 :Ct 2n 1
_ 7\/0002_01 {/ ol = 1) "B - da()
_.7 () — Po(t) 1o (t/m)z"
\/ (coca — c1 {/ p— —————2da(t) — Pn(x)/a Wda(t)}
Pn b 1— x—2nt2n

— o7 \Jlcoen — 2) {/ ’2 : )da(t)—Pn(x)/ 7tda(t)}
= J(coes — )1 / xi_f nlt) —2ng2n o, 1) / Pt = _2nt2nda(t)}

t
(Puisque :— P, () f: l_mm_#da(t) = f: P"xxit" _2"t2”)da(t)
b Pn( —2n
Ji 2 A=) dat))

= e /(cos — D{S1(2) + Sa()}

avec Sp(r) = 272" fab 7})”(‘2:5”('5) t2ndo(t)

et So(z) = —x=2" f: Po(t)[x? 4 2272 4 2?2 12 Hda(t)

2n—1 2n—1
S — —2n ZxZn 1— k/ ( tkda fol k/ )tkda()

Ainsi en d1V1sant l’expressmn suivante par Sp(x) :
Rn(z) = Sp(@)(pox™ + -+ + pon—1272") = S1(z) + Sa(x)

on obtient une série de la forme :

Sl = o 4 a2 0, L O

Théoréme 4.17. On a la décoposition en fraction rationnelle suivante :
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Sn(®@) v=1
Démonstration
On sait que R, (x) = CO \/mfb Po( g:) pn da( )
Sn(@) = COP (z )
Ralz) o \/Coea) J Peln=Pald ga )

Cela entraine que @) =
. b Pr
Mais Ay = [, Wg)mda(t)-

Donc R," x") =cy \/ coCo — c1 )y, d’ott le résultat. O

4.5.2 Etude du cas d’un intervalle fini

Veob (zv)

Considérons le cas [a, b] intervalle fini.
Etant donnée un distribution «(t) = w(t)dt, sur [a,b], il existe une unique suite de poly-

némes orthogonaux unitaires Qo(z), Q1(x), ... vérifiant :
QO(:L') =1, Ql(l‘) =T —aq, Qn(l‘) = (:L' - an)anl(x) - ann72($) (Confer th. 3.2 p'4)
I existe une deuxiéme suite de polynémes ¢o(z), 1(x),. .. vérifiant la méme formule de

récurrence et ayant comme conditions initiales :

b0 = 0,61 = bi(= [, da(t))

On pose, comme précédemment, ¢, = f; x"da(x), tout ceci étant établi, on a le remarquable
théoréme suivant :

Théoréme 4.18. ( de Stieltjes )
by by | b da(t) Cn
Va ¢ [a,b], + +---:/ :anﬂ

|t —a;  |x— a2 x—t =

iRme ] s Pn(z)
Len terme partiel étant On(2)

Pour démontrer ce théoréme on a besoin du :

Lemme 4.1. ¢, (z) = fb Qu®=Cn@) g0(4), pourn >0

t—x

Démonstration

Par récurrence : ¢o(z) = 0, ¢1(z) = b1
fb 7&(2 1 )da(t) = fb 7(%&11 (@—a; da(t f da(t
On suppose I'égalité vraie pour £k =0,...,n — 1.

Pourn > 2 on a:
j‘b Qn(t)_Qn(x) da(t) — J‘b (t_an)anl(t)_annf2(t)_(($_an)Qn71(x)_ann72(m))da(t)

a t—x a t—x
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= (z - an) fb % f ) 2= 1(t)da —b, fb wdm £)
(.CL‘ - an)¢n 1($) - bn¢n 2 = ¢n( )
Démonstration du théoréme

Montrons tout d’ abord la deuxiéme égalité.

/ab(f—@z_alc/ab t/a: /Zt/ Jidat Zf” /tnda) ixi’ll

n=0

Pour montrer la premiére égalité prenons x ¢ [a, b] par exemple x > b.
(o]

Soit Hy(t) =1+ Z pe(z — t)F out les puy, sont choisis de telle sorte que &, = fb Hi(t) do(t)

a z—t
k=1
soit mimmum
Comme £ =0 s f H,( t)kd;“_(? =0k=1,2,... on voit que Hy,(t) est orthogonal
alx— t, (ac — 1), (33 - t)” L et donc a Qqo(t),Q1(t),...,Qn_1(t). Ainsi Hy,(t) est un

multiple de Q(t) dlSOIlS n(t) = cQn(t).
En prenant t = x on a c = Q%(x) . La valeur de g, peut maintenant étre déterminée avec
I’aide des propriétés d’orthogonalité :

b
in(x) / Qn(t) Hn_(tt) Qn / Qn + Z,U/k T — t)k l}doz( )

En =

C’est a dire ¢, = b Q” , on utilise maintenant leklelmme pour écrire :
€n = ff df_(? c;byf(;)- — 0.

Applelons Aq, ..., \,—1 les paramétres dans H,,_1(¢) qui rendent £,_; minimum.
Alors V%\ : do(®

s | (=2 =i+ Eon - e -0 15

Prenons A = T et utlhsons les inégalités :0 <1 — m <l-2Z2=6<1

en < /{ ;”M 1+Zn—1)\ )’f]}Qio‘_(zge%n_l

Ce qui montre que &, tend vers zéro quand n — 400 et finit la démonstration. [
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5 Propriétés des polynéomes orthogonaux classiques

Dans cette partie on se donne un intervalle [a,b] C R, on prend comme distribu-
tion w(z)dx et on se place sur L2 (a,b) (C L?*(a,b)). On suppose : w(z) > 0 sur [a,b],
f; z"w(z)dr < 0.

5.1 Formule de Rodriguez

Théoréme 5.1. Soit (¢n),, . v une famille d’applications de Ja, b dans R qui vérifie :
1) (¢n)n est de classe C™ sur ]a,b]
2) ¢£Lk)(a+) = %k)(b_) =0pour0<k<n-1
3) T, = ﬁ(b%n) est un polyndme de degré n.

Alors (Ty),,c v est une suite orthogonale graduée.

La réciproque est vraie quand w(x) est c°.

Démonstration

On prend une suite (¢n), N vérifiant 1), 2) et 3). Elle est graduée par construction, il
suffit de s’assurer que c’est une famille orthogonale. Soit P un polynéme de degré < n — 1.
Alors ¢ [Yw(z)T,(x)P(x)de = f; o0 (2)P(z)dx = (1) fab b (x) P (z)dz = 0.

a

Réciproquement, on pose w(z)P,(x) = %")(x) alors fab qn_l(x)¢%n)(x)dac = 0 Vgp—1 un

Tn—1

= [0 @)1 (2) = 0 @), 1 () - ()M on(@)g 3 @) = 0.

Ceci étant vrai pour tout polynome de degré < n on en déduit que ng?(f)(aJr) = gﬂ)(b—) =0
Vk=0,...,n—1.0

5.2 Les polyndémes classiques

On suppose dans cette section qu’on dispose d’une famille de polydmes orthogonaux
donnée par une formule de Rodriguez de le forme :

1 dr
P.(z) = ——F—— X"|.
(z) Kyw(x) dz™ [w(:v) ]
Ot X est un polynéme en z de degré k.
Pourn=1:
Xw'(x)
w(z)

K1P1(LU) =X+

29



cel-00661847, version 1 - 20 Jan 2012

5.2.1 Polynoémes de Hermite

est une fonction linéaire
—2z.

/
Prenons k = 0, alors X est une constante, par exemple 1, et 7~

. N !
en z. Par un changement de variable on peut se ramener a : - =

Les polynomes issus de la formule de Rodriguez déterminée par :
X =1, w(z)=exp(—2?) , K,
sont appelés polynomes de Hermite.

5.2.2 Polynémes de Laguerre

. N /
Prenons k = 1, par un changement de variable on peut se ramener a *- = -1+ ¢
Les polynomes issus de la formule de Rodriguez déterminée par :

X=z,wx)=ax%", K,

sont appelés polynomes de Laguerre.

5.2.3 Polynémes de Jacobi ou hypergéométriques

k
Supposons k > 2, on peut prendre X = H(:U —ay).

r=1

k
w'(x a
Commengons par supposer que les a, sont distincts. On peut écrire ) = g L
w

(z) —ar—ar
k
= w(x) = H(:r —a,)%. Cela nous donne :
r=1
1 n
Pa(e) = — | (e
Ky, H(x —a)" =

Sauf pour k = 2, cette expression n’est pas un polynéme de degré 2 quand n=2.

Supposons donc k = 2.

Regardons le cas a; = as = a.

P,(z) = mddx—nn (z—a, >} = A, (x —a)™. On voit donc que P,(z) n’appartient
pas & une famille de polyndémes orthogonaux, puisqu’il a un zéro multiple.

Le seul cas possible est donc :

k=2eta # as.
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Par un changement de variable linéaire on peut se ramener au cas, a; = —1, ag = 1. Les
polynomes issus de la formule de Rodriguez déterminée par :

X=1-2>, wx)=>1-2)*1+2)",0,8>-1,K,

sont appelés polyndémes deJacobi.

Remarque

Il y a des polynoémes de Jacobi particuliers :
- a = 3, polynémes hypersphériques
- a = = (—1/2), polynémes de Tchebitchev de premiére espéce, T, (z) = cos(nb), z =
cos 0
-a = (3 =1/2, polynoémes de Tchebitchev de deuxiéme espéce, Uy, (x) =
- a= =0, polynébmes de Legendre.

sin((n+1)0)

sng. T = cosf

5.3 Equation et forme différentielles

Théoréme 5.2. Soit {P,(x)}, v une suite de polynémes orthogonauxr définie a l'aide
d’une formule de Rodriguez, alors P,(x) satisfait, pour n > 0, une équation différentielle
de la forme :

A@)y" + B(x)y + My =0

Ou A(x) et B(x) ne dépendent pas de n et A, ne dépend pas de x.

Démonstration
9 . . . _ d .
D’une part la forrnulle de Liebniz nous dit (on pose D = 7-) :
n+
D"XDwX™)] =Y Ch  XP D D(wX™)), ol XO = X
k=0

= XD"P2(wX™) + (n + 1) X' D™ (wX™) + @ X7 Dy x )
car X®) =0 pour k > 3
On utilise maintenant le fait que D" (wX™) = K,wP, pour déduire que :
D" X D(wX™)] = K ,{XD?*(wP,) + (n+ 1)X'D(wP,) + (nzl)nX”(an)}.
D’autre part :
DX D(wX™)] = D" X" Dw + nX'X"w] = D" [ X™(X Dw + nX'w)]
= D"PUX"(D(Xw) + (n — 1)wX")]
Mais D(Xw) = KjwP; (formule de Rodriguez pour n=1) donc
D" X D(wX™)] = D" XY(K P + (n —1)X")]
On développe en utilisant la formule de Liebniz :
D" FUXD(wX™)] = DY X w) (K1 P+ (n—1)X') + (n+1)D™(X™w) (K1 P] + (n—1)X")

31



cel-00661847, version 1 - 20 Jan 2012

= Kp{D(wP,)(K1P1 + (n —1)X') + (n+ 1)(wP,) (K1 P{ + (n — 1) X")}.
On identifie ces deux valeurs de D" [ X D(wX™)] :

XD*(wP,) + (n+ )X'D(wP,) + "L X" (wP,) = D(wP,) (K1 P, + (n — )X') + (n +
D(wPy)(K1P[ + (n —1)X")

<~

XD2(wP,) + D(wP,)[(n+1)X' — K1 Py — (n — )X"] + (wP,) "% X7 — (n+ 1)K, P| —
n+1)(n-1)X"]=0

~

XD2(wP,) + D(wP,)[2X' — K1 Pi] + (wP,)[- 222 X" — (n + 1)K, P} =0

~

X (W' Py+20' P +wP!)4(w' Py+wP.) (2X' — Ky P)+(wP,) [~ 42 X" (n4-1) K, P]] = 0
~

XwP! + PL2w' X +w(2X' — K1 P)] + Py [Xw" +w' (2X' — K1 Py) +w — CEE2 X1y (n
1)K P{] = 0, on divise par w ( non nul sur [a,b] ) :

-~

XP! + L po(wX) — wK P} + B f{(wX) — wX” — w' K1 P, — w(ZHE2) X" 4 w(n +
DK P} =0

-

XP,’L’—I—%{Z(QUX)’—lePl}—1—%{[(1(P{w—l—w’Pl)—w’K1P1—i—w(#)X”—(n—{—l)KlP{} =
-

XP!+ K PP, + P,{K,\P| + YK\ P, — K| P, + =240 X" _ (n 4 1)K P} = 0

?P,'; + KPP, + P {~2(n—1)X" —nK, P} =0

?P,’; + K1 PP, + P {—n["52 X"+ K1 P{]} = 0

Alz) = X(x)
B(:L’) = Klpl(l')
An = —n(nT_lX”—i-lel).D

Remarque
L’opérateur autoadjoint associé a cette équation différentielle est :

d dy
L ixw) + Apwy = 0.
dx[ wdx]+>\ wy =0

Théoréme 5.3. (Mémes notations)
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dP,(x)
dz
Ou au, et B, sont des constantes indépendantes de x.

X = (o + %na:X")Pn(x) + BnPn-1(x)

Démonstration

La démonstration (due a Tricomi, 1948) est basée sur le fait que X P/ (x)—(1/2)n X"z P, (z)
est un polynome de degré < n et donc peut s'écrire : o, Py () + BnPr—1(x) + y2Pr—2(x) +
< Po(x), les coefficients étant déterminés par les propriétés d’orthogonalités. Dans la
détermination de 3, on va en plus utiliser ’équation différentielle d%[X w%] + Awy = 0.
On part donc de ’égalité :
XP(z)— (1/2)nX"2P,(x) = anPp(z) + BnPr-1(x) + 2 Pp—2(z) + - - Po(x)

On prend (-, P,—) pour k > 2, & droite et & gauche :
1
(XPy, Pyi) — §?%X"($Pm Pok) = Yehn—k
Comme (2P, P,_k) = (Py,2P,_k) et que k > 2 on a :

(XP),Py_i) = Vihn—k-

Mais :
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(XP, Poy) = [? X P)(2) Po_g(@)w(z)de = — [7 Py(x)(X Py_p(z)w(z)) da
= —{(Pa, X'Pyt) + (P, XP._ ) + [0 P, X P,y ()}

On utilise maintenant la formule de Rodriguez pour n =1 (Xw' = KywP, — X'w) :
(XPT,L, Pn,k) = —Kl(Pn, Pnfkpl) + (Pn, X/Pn,k) =0, pour k > 2.

Finalement on a :
(XP Py y) — %nX”(xPn, Py k) = anPo(z) + BuPoi(2).
Pour déterminer oy, on (-, B,) :
anhn = (XP., Py) %nX"(xPn, P.).

Posons X = ax? + bz + c alors :
= a(nk,z" ™ + (n — 1)gnn_12", Py) + bkpyn(z™, P,)
= ank, (2", P,) + (a(n — V)gnn-1 + bknn) (2™, Py,).

—%nX”(a:Pn, P,) = —%nQa(knx”“‘l + qnn—12"™, Pp).

Ainsi :

(XP., P, — %nX”(:an, P,) = (—agnn—1 + bkpn)(z™, Py,)
comme (z", P,) = éhn on déduit que :

1 nnn—1
I L A
an 5 o + X (0)n

Pour trouver 3, on (-, P,_1) :

Bphn—1 = (XP,, Py_1) — 3nX"(xP,, Py_1)
Pn+1 = (An-r + Bn)Pn - C'n]Dn—l = (Pn+1aPn—1) = An(l'PnaPn—l) + Bn(PnaPn—l) -
Cn(Pn—lapn—l)

(.Z'Pn, Pnfl) = %hnfl

(XPL, Poi) = [0 Xw(x)P)(2) Py (x)dz

n

== ;%(Xw(w)Pé(m))@n—l(w)df = f; P, (z)w(x)pn—1(x)dz
= A (P, Br=tgm) = A\, B2=1( P, 2™

n n
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Comme (zP,—1,P,) = kp—1(2™, P,) on a (XP), P,—1) = ﬁ(aan 1, Pn).

Bhin—1 = 22(x P,y 1, P))=3nX" (2 Py, Po1) = (32 —=inX")(@Py1, Pa) = (32 —3nX")§2hy 1.

Donc : )

_ Ca/ A 1 m _ Cn—nk1Ki+5(n=1)X") 1 "
On = 2 (5 — gnX") = 22( 0 — gnX").
Finalement :

C, 1
B = _I(lel +(n — §)X")-

n

Ce qui termine la preuve avec

ap = _%X”iq"k’;‘1+X(O)n

B = —Sa(Ki+(n—HX").0

Proposition 5.1. On a les égalités :
1) hy = (=1)"kpn! K1 fab X"w(z)dz

2) Au,n = An—lhn 1%

- Anflh

n-l X(ﬂfu,n)[PJL(wu,n)]2

Démonstration

1) (P, P) = [ Pa( an(x) & (z)da
= M f X"w(z)dz aprRs n intOgrations par parties.

2) On a vu que :
a) _ _kntiha 1
vn kn P;L(xu,n)Pn+l(xu,n)

b) XP}(z) = (an + inX"2)Py(z) + B Pr1()
) n+1( ) = (Anx + Bn)Pn(.’L') — CnPn_l(x).
Les deuxieéme et troisiéme expressions donnent pour = x,,, :
X(Sﬂu,n)Pyll(xu,n) = ﬂnPnfl(xu,n) et Pn+1(x1/,n) = _Cnpnfl(liu,n)

On remplace ces valeurs dans 'expression de A, ,, :

)\ — knJrlhn X(xu,n)
v,n kn _ﬂncn[Pnfl(l'V,n)P
X v,n
mais C,, = hntifin Ao = Ap_1h (@v.n)

n knAnflhnfl
X(zun) Pl (zun
et Po_1(yn) = (2, gnn( )

donc Ay = Ap1hn- X(2v;n) = Ay 1Py b .0
onc R0 n—1ltn lﬁn[x(;Z’")P{L(:Bu,n)]Q n—1/tn " i

=13 ColPu1(zv.n)?
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5.4 Fonctions génératrices
5.4.1 Généralité

Définition 5.1. Etant donnée une suite (un)n>0, on appellera :

- fonction génératrice ordinaire de la suite (un)n>0 (fgo), la fonction : f(t) Zunt”
n>0
TL
- fonction génératrice exponentielle de la suite (un)n>0 (fge), la fonction : f(t) Z un—
n>0
Remarques

- Les séries qu’on rencontre dans cette définition sont des séries formelles (dans le sens
qu’on ne cherche pas & savoir les valeurs de t pour lesquelles la série converge et encore
moins en quel sens).

- On va noter par la suite :

f{ﬁ? an 0 Zunt”
fge
fe={an 0 Zun

Proposition 5.2. Propriétés des fgo :

Si f{i?{an}goo alors :

fgo f—ao—---— ap_1z"?

xh

D{antn}
2) {P(n)ay} i P({L‘D)f ol p(x) est un polynZme
9) f9 fg"{zaj bu b of g (b

4)fk;<—>{ Z anl.,..-ank}aroo

ni+-- +nk n

f fgo{z

Démonstration

Ce n’est qu'une vérification. [J
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Exemple

n2+4n+5
n! '

Calculons Z
n>0
On reconnait une fgo de terme général a,, = % prise en x = 1, on applique 2) :

((zD)%*+ (xD)+5)e® = [(z*+z)+ (zD) +5]e* = (2*+5x+5)e” = Z TLQL‘H—H-) = 1le.

n:
n>0
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Proposition 5.3. Propriétés des fge :

Si f{ie{an}a'oo alors :

fge

){anJrh} A th

2) {P(n)an}{ieP(xD)f ol p(x) est un polynZme
5’)fg<—>{z Jajbnj}y 0fg<—>{b

4)%"6{ S e an

ni+--+nEg=n

Remarque

On peut étre surpris que ces deux propositions (5.2 et 5.3) donnent le méme résultat.
La dérivation met un n en facteur en diminuant de un le degré de x et en multipliant par
x on augmente le degré de un donc en itérant on obtient :

(a:D)p{Z anx”} = Z nPa,a"

n

z™ T
P an st =D nfan

Exemple

Nombres de Bell. Il vérifient la formule de récurrence :
b(n+1) = Z(Zb)b(k) pour n > 0 b(0) = 1 on veut trouver la fge associée, B(z) =
k>0
Z b(n)z™
= n!
Ona:eB'(x) =3 5,b(n+ 1)‘%

) Y =S = e Bla)

n>0 k=0

Ce qui nous donne :
B'(x) = e*B(x) = B(z) = cexp(e®) mais B(0) = 1 = ¢ = ¢!, finalement :

B(z) = exp(e® —1).

Le nombre de Bell b(n) est le nombre de partitions d’un ensemble, S, & n éléments (une
partition étant un recouvrement disjoint de S par des sous-ensembles de S ).
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Remarque

il existe de nombreuses autres fonctions génératrices, elles sont toutes de la forme :

Z f ot B(n) est un certain nombre complexe, notament :
n>0
e F.G. Eulériennes : B(n) = (1 —¢q)-(1+q+¢*)-...-(1+q+q--+ ¢ ') ol q est

un entier naturel donné.
e F.G. exponentielles multiples : B(n) = (n!)", r > 1.

5.4.2 Cas des polynémes de Hermite

En partant de la formule de récurrence des polynémes de hermite (Hp4+1(z) = v H,(x) —
nHy,_1(z), H-1 =0, Hy = 0), on veut retrouver la formule de Rodriguez et une formulation
explicite par la méthode des fonctions génératrices.

On multiplie chacun des membres de I’égalité par %, on Z et en notant F'(z;t) la fge des
n>0
polynoémes de Hermite on a : , )
(z—t)

LF(z,t) = (v —t)F(a,t) = F(z,t) = Kze ™ 2, F(z,0)=1= K, =¢ 2.
Finalement : )
F(x,t) = ez Tt
x—1 2

. . (z—t) L ‘s
En développant la fonction e 2  en série entiére on a :

2 2

F(z,t)=e? Y (=" [d—n(e%)]ho > (=" a" LA

n! “dx" n! dz"
n>0 n>0
Ce qui nous donne la formule de Rodriguez qu’on attendait :
a2 (=)™ d* &2
H, ez T
(@) =e7 Y g e?)
n>0
Passons & la recherche d’une formulation explicite :
Jxk'tz]"rk' k:tn
Yy GO g s Gl
>0 k>0 >0 k>0 n>02j+k=n
n . 4
(—1)ian
- Z(Z 271(n — Qj)l)tn
n>0 j=0 ’ ’
Finalement :

n
1 n—2j
DI
= 2jln—2j)"
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5.4.3 Recherche d’une formule de récurrence

Dans ce qu’on a fait jusqu’a présent on connaissait la formule de récurrence de nos suites,
on va voir comment, & partir de la fonction génératrice on peut déterminer la formule de
récurrence. Pour ce faire nous allons introduire une opération standard (dans ce genre de
recherche!) :
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lopération m(%) log

1) prendre le logarithme des 2 cotés de 1’équation,

2) différentier les deux membres et multiplier par z,

3) arranger les fractions des 2 membres,

4) pour chaque n, trouver le coefficient de 2™ des deux membres de I’équation et les égaler.

Exemple

On a trouvé la fonction génératrice, exp(e® — 1), des nombres de Bell, retrouvons leur
formule de récurrence. Pour cela on va utiliser la méthode du x(%) log :
b() ny _ a
1) IOg{ZWQZ b=e" -1
n>0
2n>0 e gn 1 x

= Xe
b(n
Enzo S@')xn

3) Z nl;(:,b)xn—l — ze® Z bi::)xn

n>0 ’ n>0

2) x

On regarde les coeflicients de ™ des 2 membres :

a droite : Z z:;l Z bg!l)x" =z Z i(ﬁ)b(k)f:

m>0 T n>0 n>0 k=0
" {xe® Mw" :71 S n—1
o) Y T <“—1>!kzzo< RG]

(n)

A gauche : [x"]{z nbrfln)x”} = <nb_1)'

n>0

Finalement on a :

—

n—

o) =3 <” . 1>b(k), n>1,b(0) = 1.

=0
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6 Table de polynomes

POLYNOMES DE HERMITE, H,(x)

Intervalle d’étude :

(—00, +00).
Standardisation :
(2" Hp () = 2"
Fonction poids : ,
w(z)=e".
Norme :
hy = /2"
Formulation explicite :
[n/2] _92
— ol _1\m
H,(z) =n! Z( 1) ml(n = 2m)1
m=0
Formule de récurrence :
Hyi1(x) = 2zHp(z) —2nH,—1(z)
Ho(z) = 1
Hi(z) = 2.

Equation différentielle :

Formule de Rodriguez :

Fonction génératrice :
n
2 z
e = E H,(zx)—.
n!

n>0

Inégalités :

22 2 1 2m
|Hopm (z)] < € /222 m) [2_22m<m>]

(2m +2)!

2 /2
[Hania(@)] < a2 2L,
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POLYNOMES DE LAGUERRE GENERALISES, LS (x)

Intervalle d’étude :

[0, +00).

Standardisation :

Fonction poids :

Norme :

Formulation explicite :

Formule de récurrence :

(n+ VLG (x) = [2n+a+1) —a]Ly(z) — (n+ @)Ly (2)
L§(x) = 1
L{(x) = l+a—=x

Equation différentielle :

oy +(a+1—2)y +ny=0,y=Ly(x).

Formule de Rodriguez :

L

Ln(z) = nlrx®e—T dxn

{xn+o¢€fa: } )

Fonction génératrice :

Inégalités :

(1—2)" exp(

< (e} n
) =3I el < 1.

o n>0

— nll(a+1)
Fn+a+1)
n!l'(a+1)

|Lo(z)] ,v>0,a>0,

Lo (z)] < (2 — )e'? x>0, —1<a<0.
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POLYNOMES DE JACOBI, P& (z)

Intervalle d’étude :

| —1,4+1].
Standardisation :
. — o 1
Pgﬂ(l):(n—i-a) (n 1+'a) (a+ )E<n+a>'
n! n

Fonction poids :

we)=(1-2)*1+2)" ,a, > -1
Norme :
20t I (4 a4+ )T (n + B+ 1)

hy, = .
Cn+a+pB+Dnl(n+a+B+1)

Formulation explicite :

Py =Ly <” N a) <" N 5) (2 — 1) (@ + )™,

m n—m
m=0

Formule de récurrence :

2n+1)(n+a+ B+ 1)(2n + a + 8) P (x)

=@2n+a+B+1)[(a® - B2+ 2n+a+B+2)(2n+a+ B)2] P (2)
—2(n+ a)(n+ B)(2n + a + B + 2) P’ (x)

PPy =1

PPy = 1+ Sa+ @)z + L(a— ).

Equation différentielle :
1=y +(B-a—(a+B+2a)y +nn+a+f+1)y=0,y=Pr ).
Formule de Rodriguez :

P = o —(;1)?:(1 + x)ﬂja; (1 =)t (1 2)™ )

Fonction génératrice :

R'(1-z4+R) " (1+2z+R)"=> 272Fp3i(z)",

n>0
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R:(1—2;cz+22)% , — 1<z <41, 2| <L
Inégalités :
, ("H9) ~ nd si ¢ =max(a, ) > —3
max |P28 ()] =
—1<z<1
PP (@) ~ 072 siog< -1,

[B—a
a+p+1"

OI 2’ est 1'un des deux plus grands points les plus proches de
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POLYNOMES DE TCHEBYCHEF DE PREMIERE ESPECE, T,,(x)

Intervalle d’étude :
Standardisation :
Fonction poids :

Norme :

T n = 0.

h, = { /2 n#0
Formulation explicite :

To(z) = n Z (—1)mw(2x)”_2m = cos(nArccosz)

ml(n —2m)!

B ()

2m+1
2m+1 _ 2—2m E T,
Zz . (m_j) 2J+1($)
J=0
Formule de récurrence :

Tht1 = 22T,(x) —Th—1(x)
T()(CL‘) = 1
Ti(z) = «=x.

Equation différentielle :
(1 =2y —ay + 0’y =0, y="T,(x).

Formule de Rodriguez :

—1)"(1 - a?)2 /7 d"
Tn(as): ( ) ( € )1ﬁ (1_'%2)71—%}'
20t (n +5)  da”
Fonction génératrice :
1—2az
T —1<xr<+1 1.
1— 222+ 22 Z ’ Ses+l, e <

n>0

Inégalités :
T, (x)| <1,—-1<x<1.
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POLYNOMES DE TCHEBYCHEF DE SECOND ESPECE, U,(z)

Intervalle d’étude :

[—1,+1].

Standardisation :

Un(1) =n+1.

Fonction poids :

Norme :

Formulation explicite :

I = =
2
[n/2] /
_ m (m_n)' n—2m __ Tn—l—l( )
Un(z) = ZO(_U m!(n—Qm)!(zx) Con+1
sin(n + 1)6
Uy, (cosf) = (smﬁ)

Formule de récurrence :

Upt1(x) = 22Up(x) — Up—1(x)
Up(z) =1
U1 (1‘) = 2.

Equation différentielle :

(1—22)y" =32y +n(n+2)y =0,y = U, ().

Formule de Rodriguez :

{(1— %2},

Fonction génératrice :

Inégalités :

Un( —-1<x< 41 < 1.
1—2x2+z2 Z ’ sws+l, 2

Un(z)| <n+1, —1<z<1
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POLYNOMES DE LEGENDRE, P,(z)

Intervalle d’étude :

[—1,+1].
Standardisation :

P,(1)=1
Fonction poids :

w(z) =1
Norme : 5

h, =
" on+1

Formulation explicite :

Formule de récurrence :

(n+1)Pi1(x) = (2n+ 1)zP,(x) —nP,_1(x)
Po(l‘) =1
P1($> = XI.

Equation différentielle :
(1—22)y" — 22y +n(n+ 1)y =0, y= Py(z).
Formule de Rodriguez :

(=1)" d*
2nn!l dxm™

Pn(x) = (1 —.%'Q)n}.

Fonction génératrice :

1
- = P ()", —1<xz<+1,]z| <1.
V1—2xz+ 22 ;) n(2) 12

Inégalité :
|P(z)| <1, —1<z<L1.
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