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Résumé. La compréhension des phénomenes économiques nécessitende p
dre en compte plusieurs échelles de temps simultanémens &tadions le cas
d’'un modéle simple d'épargne, ou plusieurs échelles de serapactéristiques
coexistent. Nous montrons qu’il est possible de séparerdegibutions lentes
et rapides confondues dans une méme variable observée eapymuyant d'une
part sur une linéarisation de la dynamique (stochastiquewlinéaire) autour
d’'un point d’équilibre, et d’autre part sur un découplagelaitransformation de
Chang, issue de la théorie de la commande.

Dans un second temps, nous abordons le probléme de I'agnégatcomport-
ment d’un grand nombre d’agents, sous I'angle du découplageomposantes
lentes/rapides. Nous rendons compte des critiques adeeds@s la littérature
aux modeles DSGEet examinons la possibilité de découpler un systéme multi-
agents, puis un modéle éconophysique de condensationidbdase.

1 Introduction

De trées nombreux phénomeénes physiques ou sociaux-éconessgnt caractérisés par la
coexistence de plusieurs échelles de temps caractéastiparfois trés distinctes les unes des
autres.

En économie on peut citer les échelles temporelles suisgBianchard, 2002) : court
terme (e.g. marché des biens de consommation, marchési@irgnmoyen terme (e.g. marché
du travail, monnaie), et long-terme (e.g. croissance, i@®technologique, accumulation du
capital, production).

Souvent, les données disponibles concernant un phénorménergique donné mélangent
et rendent indiscernables des contributions ayant dedléstie temps caractéristiques dif-
férentes. Dans cet article, pour séparer ces différentgsilootions, nous proposons d'utiliser
un ensemble d’outils tirés de la théorie de la commande pstgdrticulierement de I'analyse
des échelles temporell@gNaidu, 2002).

Nous illustrons I'importance de ce point de vue a I'aide dudéle de Solow-Swan, em-
ployé aussi bien en Macroéconomie pour décrire les phénesrncroissance qu’en Microé-
conomie pour modéliser I'épargne.

1. Dynamic Stochastic General Equilibrium.
2. "Time Scale Analysis”.
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Ce modele sera brievement décrit en 2. Le principe du déageples composantes lentes
et rapides sera exposé en 3. Des résultats de simulatiamg sgposés en 4.

Dans un second temps, nous abordons le probleme de I'agnégatcomportement d'un
grand nombre d’agents, du point de vue du découplage. La &iioijié de notre démarche
avec des modeles alternatifs tirés notamment des systenigsagents et de I'Econophysique
sera évoquée en 5.1 avant de discuter en 6 des perspectijzpeds par ce travail.

2 Modele de Solow-Swan

Nous nous plagons en temps continu, dans le cas simplifi@€doanomie fermée (Barro
et Sala-i Martin, 2004) sans dépense publijue

Y(t) = C@)+1() (1)

ou Y (t) est la production¢’(t) la consommation ek(¢) I'investissement. L'équation d’accu-
mulation du capital s’écrit :

K(t) = Y(t)—C(t) — 0K (t) )

ou est le taux de dépréciation du capital.
Nous posons une fonction de production néoclassique deAlpeavec chocs stochas-
tiques :

Y(t) = AefOK(t) (3)

ou « est I'élasticité,A une constante ef(t) un terme de choc autorégressif d’espérance nulle.
Le quantité de travail est ici implicitement considérée nmrconstante.

Dans le modéle de Solow-Swan, la consommation et donc Siirs@ment sont des fonc-
tions linéaires de la production, dont les proportions eespes sont fixées par une constante
s € [0, 1], le taux d'épargne. En posant pour simplifiee= 1, on a:

cit) = (1-s)Y() (4)
K(t) = se?WKY(t)—6K(t) (5)

On fait I'hypothése que les chocs productifs sont aléatp@bobéissent a I'équation suivante :
t) = —rz(t) +oW(t) (6)

ou W (t) est un bruit blanc centré, > 0, o > 0. Cette équation correspond & une marche
aléatoire (terméi’) amortie de maniére exponentielle par le terme ().

Le systéme ci-dessus, muni de conditions initiales apprepy admet un équilibre stable
qu’on peut approximer en négligeant la partie aléatoire pofaible. En fixantz(¢) = 0 et
K(t) = 0, on obtient :

log & @)

Ko = exp(
a—1

3. voir Barro et Sala-i Martin (2004, 1.1) pour une économiesste avec dépense publique.
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Le modéle de Solow est simple mais néanmoins tres utilisé ¢toidier les phénoménes
de croissance au niveau macroéconomique. Il peut étre gé&gécomme suit : I'hypothése
de consommation linéaire est abandonnée au profit d’un readgpbtimisation d’une fonction
d'utilité. Le modeéle obtenu, dit de Ramsey, peut étre ranzemé probléme de commande op-
timale au moyen d’'une approximation linéaire quadraticeiladonction d’utilité au voisinage
de I'équilibre. Le cas du temps discret est par exempleétiddgins Heer et Maussner (2005)
mais ne sera pas examiné ici.

3 Systeme lent/rapide et découplage

Le comportement du modéle économique décrit en 2 résultmtieraction des deux équa-
tions (5,6). Les deux phénomeénes associés, accumulaticepdtal et choc, ont des temps car-
actéristiques distincts : un choc peut laisser son emgreiosieurs années dans I'économie,
alors qu’'un épargnant adaptera son comportement en qesgueaines ou quelques mois.
Pour en tenir compte nous introduisons la notion de systemé&apide.

Soit un systéme dynamique régi par un systeme d'équatidigsatitielles linéaire: =
Az, x(tg) = xo € R™. Siles valeurs propres; de A peuvent étre réparties en deux groupes
clairement distincts, on dira que le systeme lest/rapide ou encore qu'il y aséparation
d’échelle Dans un cadre non-linéaire, on peut étendre la définitiéodatente en linéarisant le
systéme en un point.

Pour certaines valeurs des paramétres du modele de Solaw+{Sy6), le systéme devient
lent-rapide, pourvu qu’on le linéarise en un point, par egkertiéquilibre qui vérifie 'équation
(7) de maniéere approchée. On en donne quelques exempleledabkau Tab.1.

« 1) r AM=0a=1) || da=—7
0.1| 0.9 | 0.01 -0.81 -0.01
09001 1 -0.001 -1

TAB. 1 — Paramétres du modéle et valeurs propresdu systéme linéarisé autour de I'état
d’équilibre (K = K,z = 0). On remarque que n’intervient pas dans\; », mais dans le
couplage des systémes.

La premiére ligne donne I'exemple d’une faible élasticitécdpital dans la fonction de
production, avec un taux de dépréciation important. Dartasela valeur propre de I'équation
en K est plus grande en valeur absolue que celle du terme de BHot.est donc le terme
rapide, etz(¢) le terme lent. La deuxieme ligne montre une situation resé@rDans les deux
cas on constate que les valeurs propres ont des ordres di#egratistincts, et que donc le
systeme dans son ensemble a la propriété de séparatiorligech

Le probleme qui nous intéresse est de séparer les condrilsuéntes et rapides qui s'influ-
encent I'une l'autre. En particulier, le systeme lent infloera de maniére durable le systeme
rapide, ce qui nous empéchera de distinguer sa réponseaor choc.

Pour pallier ce probléeme, nous exposons en 3.1 le principa glansformation de Chang
qui permet de découpler deux systemes linéaires déperetaimisc de les observer séparement
I'un de I'autre. En 3.2 nous rappelons quelques applicat@dassiques de cette transformation
dans le domaine de la commande. En 4 nous proposons destsimsilaumériques.
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3.1 Transformation de Chang

Cette transformatiohest une diagonalisation par blocs d’un systéme linéairier®o; (t) €
R™ 24(t) € R les états lent et rapide qui vérifient le systeme différéhtiéaire suivant :

il(f) = Anml(t) + Algwg(t) + Blu(t) (8)
ig(f) = Aglwl(ﬁ) + Aggwg(t) + Bgu(ﬁ) (9)
Moyennant la transformation :

xs(t) = (Is — ML)x1(t) — Mao(t) (10)
xp(t) = La1(t) + Irza(t) (112)

le systéme se met sous la forme suivante (Naidu, 2002) :
s(t) = Asas(t) + Bsu(t) (12)
ap(t) = Ayzs(t) + Byu(t) (13)

Sous cette derniére expression, on voit donc gy(¢) ne dépend plus dey, et réciproque-
ment.

Pour y parvenir, il est nécessaire de calculer les matiices)M, qui sont des inconnues.
Lorsque ces solutions existent, elles répondent a deuxiégeanatricielles.

LA{1 + Aoy — LA L — AL = 0 (14)
At M — Ao LM — MAsy — MLA1s +A15 = 0 (15)

La principale condition d’existence est I'inversibilité d.-. Plusieurs algorithmes de résolu-
tion numérique sont disponibles dans la littérature (&etjiLim, 2001, 1.1). Nous emploierons
dans cet article un algorithme de point fixe.

3.2 Applications classiques : contréle et filtrage de systéeient/rapide

La transformation (10,11) fonde un grand nombre de méthdéesloppées en théorie de
la commande pour les systémes lent/rapfdés plupart des systémes techniques présentent
la propriété de séparation d’échelle. Par exemple, unmsgstBécanique asservi par une com-
mande électronique peuty étre assimilé, étant donné t'éote les temps caractéristiques de
ces deux types d’artefacts.

L'une des théories les plus utilisées, la théorie de la contma@ptimale, a été étendue a
ce type de systéme, grace a la transformée de Chang (Ko&&tbai., 1999).

Parallelement, le probléme du filtrage - I'estimation stajue optimale de I'état d’un sys-
téeme observé de maniére imparfaite- a également été étandualcas lent/rapide a I'aide de
cette transformation. Ceci permet notamment de traitepdasiémes de prédiction de I'état
d’'un systéemes lent/rapide.

A notre connaissance, ce type d’outil a été tres peu employéigtude de systemes socio-
économiques, malgre le fait qu’ils présentent souventdapété de séparation d’échelle. Nous
illustrons leur application dans le cas du modéle de Solaarten 4.

4. on latrouve associée a différents auteurs dans la tiftérgRiccati, Sibuya, Harris).

5. on parle d’équations nonlinéaires algébriques de Riccat

6. plus spécifiguement pour des systéemes lent/rapidedigsale “singulierement perturbés” c’est-a-dire quand
I'équation rapide du systéme différentiel se présente Bolsmecia(t) = g(x1,z2,¢,t), Ole K 1



hal-00660806, version 1 - 17 Jan 2012

A. Hazan

4  Simulations numériques

4.1 Simulation et linéarisation du modele de Solow-Swan canu

Les solutions du systéme (5,6) écrit en 2 ne peuvent étredasuaisément de maniére
analytiqgue. Nous proposons de les approximer grace a umsché discrétisation d’Euler.
De plus, afin d’appliquer notre algorithme de découplagastionéarisons le modele au point
d’équilibre (K, zoc = 0). Ces deux étapes sont détaillées en Annexe.

La Fig. 1 permet de comparer I'approximation en temps distuesysteme nonlinéaire et
du systéme linéarisé.

k=f(t)
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FiG. 1 — Capital K = f(tx). Approximation du modéle de Solow-Swan nonlinéaire (em)ble
et linéarisé autour du point d’équilibre (en vert).

4.2 Découplage

Nous supposons ici que I'évolution du capifélt) est lente par rapport aux chog&).
Nous souhaitons vérifier que la transformation de Chang peuset de séparer la partie
spécifique lentd{,(¢) du termeK ().

Pour cela nous appliquons la transformation (10,11) a Isieefinéarisée du systeme (5,
6) autour du point d’équilibréK .., z = 0). Nous obtenons un systéeme du type (12, 13), que
nous discrétisons a l'aide d'un schéma d’Euler. Les résustant résumés par la Fig. 2. Nous
constatons bien que les chocent un temps caractéristique plus court que celui du capital

Cependant le capitdl (¢x) et sa composante lente spécifigkig(t;.) obtenue par la trans-
formation de Chang sont indiscernables a cette échelleid.a3fhaut) permet de pallier ce
probléme, et de constater que la transformation a bienlistdééme lent spécifiqu& s (¢x) qui
est perturbé par l'influence dedansK (t).
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k(t)
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FiIG. 2 — Capital K (t;) et chocz(¢x). (haut) : K (tx) en vert, et en bleu sa composante lente
spécifiquei(t;) obtenue par la transformation de Chang. (bas) : che@s ).
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FiG. 3 — Capital K (tx) et chocz(¢x). (haut) : K (tx) en vert, et en bleu sa composante lente
spécifiquek,(t)) obtenue par la transformation de Chang. (bas) : che@s).
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4.3 Inteprétation

De tels résultats auraient pu étre obtenus avec des métpadament statistiques, sans
prendre en compte le modéle sous-jacent. Par exemple, mpéesnoyenne mobile (moyen-
nant le choix de la largeur du filtre), ou la régressionidear rapport &, auraient pu donner
des résultats satisfaisants.

Cependant, en augmentant la dimension, en complexifiantde&les et en augmentant le
niveau du bruit, il est probable que les techniques statiss classiques se trouvent mises en
défaut. Nous réaliserons une comparaison plus détaillée dizs travaux ultérieurs.

5 Relations avec I'éconophysique et les modeles multi-agen

Dans cette partie nous cherchons a relier la méthode de plégeude systéme lent/rapide
a des modeles économiques plausibles.

Les modeéles exposés en 2 présentent un intérét historicure ebnstitué des étapes im-
portantes de la modélisation économique, mais ils sonffisants pour rendre compte des
phénoménes réels. De multiples développements sont sigdepuis en macroéconomie (cf
Heer et Maussner (2005); Smets et Wouters (2003)).

Parallelement, de nombreuses critiques (Kirman, 2010¢Baud, 2008) ont visé I'appli-
cation de ce type de modéles en macroéconomie, mettant sa dawne part I'hypothése de
rationalité, et d’autre part celle de I'agent représeht&&lon celle-ci, chaque type d'agent
est représenté par une unique équation, recouvrant aimsmbre potentiellement trés grand
d’agents.

Dans cette partie, nous explorons les pistes permettapplimer dans le futur les tech-
niques de découplage lent/rapide a des modéles n'appatteas a la famille DSGE. Pour
cela des approches alternatives rattachées a I'éconajpieyst aux modeles multi-agents en
économie sont évoquées (cf 5.1), avant de questionnerlienssformels avec ce qui précede
(cf 5.2) ainsi que les conséquences pour le filtrage.

5.1 Quelques modeles a base d’agents, et tirés de I'Econogigue

Deux catégories de modéles sont citées ici. Les modélesadtagents sont employés en
sciences sociales depuis la fin des années 70, avec par edesphvaux de Schelling (1978)
sur la ségrégation résidentielle. Des themes aussi diverlagiolence, les normes et opinions
ont fait I'objet de modelisations a base d’agents (Axelrbd@iesfatsion, 2006). En économie,
de nombreux travaux portent sur I'échange et le commercen@t et Vriend, 2001), mais
aussi sur la gestion de systemes éco-sociaux (Jansserr@n®2006), le financement d'in-
frastructure, ou encore les stratégies industrielless dacas de I'innovation technologique
par exemple (Nelson et Winter, 1982).

Leur validation pose plusieurs problémes, notamment delgrand nombre de parameétres
impliqués qui peut entrainer un surapprentiséa@es modeéles sont parfois validés a plusieurs
échelles de temps et d’espace (LeBaron et Tesfatsion, 200&)ui semble facilité lorsque

7. en anglai®verfitting bien connu dans le champ des statistiques, de I'appragéssutomatique et des réseaux
de neurones.
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leur conception s’appuie sur de nombreuses observatiotest@dén et en laboratoire (Janssen
et Ostrom, 2006).

Un second probléme est celui de I'agrégation : existe-efl grandeurs macroscopiques
décrivant le comportement d’ensemble du systeme, et satore explicitement leurs équa-
tions d’évolution ? Ce probléme n’est pas propre a 'Ecomgnhiest rencontré dans de nom-
breuses disciplines, notamment en Physique, Chimie, ehses Mathématiques, qui four-
nissent des méthodes pour le traiter (Givon et al., 2004reédedis et al., 2004).

Pour ces raisons, nous nous tournons également vers detesied®runtés a la Physique
Statistique et a I'Econophysique, ou le souci d’obtenirexgression analytique macroscopique
des lois d’évolution est plus souvent satisfait que dansieaine des modéles a base d’agents.

L'Econophysique aborde depuis les années 1990 des themés parmi lesquels :

— les mécanismes de marché (Lux et Marchesi, 1999).

— la répartition de la richesse en fonction des mécanismesatkiction, d’échange, d’é-

pargne, de prélévement (Chatterjee et al., 2005).

— la croissance d’une firme, d’un réseau de firmes (Fujiwaaa €2006).

— les phénomenes de transport (véhicules, foules, maridem) @t les réseaux de produc-

tion (voir les travaux de D. Helbing et co-auteurs).

— lareformulation thermodynamique des concepts clefdamhomie (travail, capital,. . .voir

Mimkes (2006) ; mais aussi la valeur, et I'information damekshott et al. (2009)).

De trés nombreux travaux portent sur les marchés et le gadin fait peut étre de la
prédominance de I'’échange dans une économie capitalistis, anssi du fait de la facilité
d’accés grandissante a des données de prix et de transastiowlifférents marchés, a des
fréquences de plus en plus élevées.

Considérons par exemple le modele d’échange de richesseubd8ud et Mézard (2000) :
soientN agents caractérisés par leur richeB§ét), laquelle obéit a I'équation suivante :

aw;

Vi € [1, N], o

n(OWi(t)+ > JWy = > JuWi (16)
J#i JF#i

ol n; est un bruit gaussieN (m, o?), J;; la proportion de la richesse de I'agentransférée

a l'agenti et inversement. Le termg (¢)W;(¢) rend compte de la croissance ou décroissance
spontanée de la richesse de I'agémdues a un ensemble de phénomenes sans lien avec les
autres agents (production, investissement, déprécjation .).

Cette représentation s’inspire de la dynamique des poposafLotka-Volterra), a temps
continu, ce qui ne rend pas compte du caractere discret itipatéatoire des transactions.
Toutefois, ce modéle a les avantages suivants :

— il admet une résolution analytique, sous certaines hyseth simplificatrices de type

champ moyen.

— il permet dans ce cas d’exprimer la densité de probab#té/ddans la population, en
passant par I'équation de Fokker-Planck, et sa solutiompgenfini. La queue de distri-
bution suit une loi de puissance, ce qui permet de retrouvedes grandes observations
empiriques de I'Economie, la distribution des revenus detBa

Nous verrons dans la section 5.2 comment la question pos#hatide la partie 5 & propos
de I'extension du découplage a des modeéles plus réalistedpréficier de ces résultats.
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5.2 Lien avec le découplage de systéeme lent/rapide et congéqgces pour
le filtrage

Le modéle (16) nous intéresse dans la perspective d'un gémgrilent/rapide car il permet
de passer d'un systeme composé d'un grand nombre d’agengsi(o’était pas le cas en 2) a
un petit nombre d’équations ayant les caractéristiques sisteme lent/rapide. En effet, sous
I'hypothése d’homogénéité du taux d’échanfe= .J/N, Bouchaud et Mézard déduisent de
(16) ce qui suit :

= )W, +J(W —W;) (17)
W(0) exp((m + o?)t) (18)

=
—
~
G
I

oUW =1/NY, W;.

En notant que (18) peut se mettre sous forme d’une équatféneditielle du typellV /dt =
aWW, le systéme obtenu est alors proche de (8,9). La présencermhe #;(¢)W; multipli-
catif nous empéche néanmoins d'appliquer directement tagdé de la partie 3.1 a I'heure
actuelle.

Toutefois, il semble possible, a partir d'un modéle comguirtin trés grand nombre d’a-
gents, de se placer dans un cadre proche des conditiondidajgm de la transformée de
Chang. Ceci permettrait dans ce cas de séparer les compstaries et rapides de la richesse
d’'un agent donnéV;, et d’en tirer par exemple la composante rapide, indépendarndell .

Il serait aisé d’en déduire la suppression de tendanceeftttitrg), ou la prédiction de I'état
futur, qui tiendrait compte de la dynamique lente/rapidesgstéeme. La Fig. 4 résume ces
différentes étapes.

= fl(Wl,... ,Wn,T]l)
n — fn(Wh .. .,Wn,nn)

¢ Champ moyen

¢ Transf. Chang

W;fGSt - fz( zfast,nz)

FIG. 4 — Schéma prospectif du passage entre les équations d’'un gramdbre d’agents et le
découplage de la composante rapidg ;,,; d’'un agent.

Dans des travaux ultérieurs, nous appliquerons I'enseablia démarche a un modeéle
économique simplifié semblable & celui de Bouchaud et Mé0@0). Le domaine de la
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mécanique statistique dépendant du temps (Chorin et Hath, ) récele potentiellement
des cas répondant a ces contraintes.

6 Conclusions et perspectives

Dans cet article nous considérons un phénomeéne écononuquaerésultant de I'intérac-
tion de plusieurs contributions ayant des échelles de temuagtéristiques trés différentes les
unes des autres. Pour certaines valeurs de ses paranetregjéle classique de Solow-Swan
est un systeme lent/rapide.

Nous suggérons d’appliquer a I'analyse de ce modéle dds epécifiquement développés
pour les systemes lents/rapides, issus de la théorie denmaade, notamment la transforma-
tion de Chang. Notre propos a été illustré par des simulatifmrmériques dans un cas tres
simple, qui permet d’apprécier les capacités de découpladgetransformation.

Dans un second temps, concernant le probléme de l'agrégataus remarquons que
de nombreux travaux dans le champ de la macroéconomie mrhett cause les approches
DSGE. Des points de vue alternatifs sont comparés, notateemodéles multi-agents et
éconophysiques.

Les modeles multi-agents ne se prétent pas au découplag@btantion d’expressions
analytiques de leur dynamique temporelle n’est pas aisé@e¥anche, les premiers étapes
d’'une application a des modeéles tirés de I'Econophysiqoedécrites, dans le cas d’un prob-
leme de condensation de richesse en grande dimensiondripia dynamique des popula-
tions.

Les perspectives de ce travail sont les suivantes :

— proposer un systéme test de grande dimension, crédibleiduge vue économique,
permettant de poursuivre la démarche de découplage jusqn’@&rme, i.e. obtenir un
découplage, un filtrage et éventuellement une prédictisrddanées futures.

— inventorier les systemes issus de I'Econophysique, dasrees multi-agents, ou de la
Physique Statistique qui sont compatibles avec ce décgepékt leur étendre la dé-
marche. Leur pertinence sera questionnée pour la modeétisies phénomeénes socio-
économiques, notamment ce qui reléve des structures bétés, hiérarchiques, im-
briquées qui peuvent étre difficiles a modéliser dans ceecadr

— explorer les extensions aux cas nonlinéaires, de type fiiirticulaire lent/rapide.

— sélectionner des données réelles économétriques didg®aiplusieurs niveaux d’agré-
gation (e.g. croissance, consommation, comptabilitéonate, production industrielle)
afin de valider expérimentalement notre approche.
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Annexe
Le schéma de discrétisation d’Euler des équations (5,6)is'é

2(0+1) = 2z —rh)+W(@E+1)—W(>) (19)
K(i+1) K@)+ h[sez(i)Ko‘(i) ~ K () (20)

ouh est le pas de discrétisation.
Au point déquilibre( K -, 2o = 0), la linéarisation s’écrit en temps continu :

K(t) = d(a—1)K(t)+sK 2(t) + (1 — a)sK2 (21)
) = —rz(t)+W() (22)

La linéarisation est ici effectuée a I'aide d’'un développete de Taylor en dimension 2,
bien que de maniére rigoureuse un développement de It@Tsgit nécessaire. Le systeme
linéarisé continu est également discrétisé a I'aide dureeldEuler.

Summary

There are several competing space and time-scales in ecopbenomena, and it takes
appropriate tools to understand their coupling. We studymgple model of savings where
several time-scales coexist. We show that slow and fast ooems can be separated thanks
first to linearization of the dynamics (nonlinear and statici close to an equilibrium point,
then to control-theoretic tools such as the Chang decagipiamsform.

Secondly we tackle the issue of the aggregation of the belswaf a large number of
agents, from the point of view of slow/fast decoupling. Wéeer criticism addressed to DSGE
models, then consider the possibility to decouple first airaiglent system, and then a wealth
condensation model taken from econophysics.



