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Introduction générale

Le but de cette these est d’étudier des propriétés fines de différentiabilité de cer-
taines classes d’applications sur les espaces métriques mesurés. Une hypothese cruciale
pour généraliser un certain type d’analyse valide dans les espaces euclidiens est la condi-
tion de doublement de la mesure supportée par ’espace métrique en question. L’autre
hypothese cruciale est la donnée d’inégalités de Poincaré sur notre espace métrique.
Sous ces conditions, on s’intéressera principalement a ’extension d’une théorie de la
différentiation valide dans de tels espaces. Une fois un calcul au premier ordre établi, on
I’appliquera pour caractériser une généralisation des espaces de Sobolev sur les espaces
meétriques.

Il est a noter que I'analyse dans les espaces métriques P est tres féconde. En effet,
la présence d’inégalités de Poincaré sur un espace métrique permet de développer une
théorie des applications quasi-conformes dont une des pierres angulaires de cette théorie
est Particle [HeiK]. Les inégalités de Poincaré apparaissent, de maniere plus surpre-
nante, en théorie géométrique des groupes. Elles permettent d’établir des théoremes
de rigidité sur les bords de groupes hyperboliques comme par exemple dans [BP1]
ou [BP2]. Ou plus récemment dans [KIl|, ces inégalités interviennent pour retrouver
un théoreme de Gromov sur les groupes a croissance polynomiale ou virtuellement
nilpotents. De plus, la théorie de la différentiabilité a des applications aux problemes
de rectifiabilité. En effet, on peut, grace au théoreme de Rademacher dans le cadre
euclidien, donner comme définition de la rectifiabilité euclidienne (ou classique) d'un
ensemble mesurable A d’admettre en presque tout point de A un plan tangent. Il est a
noter que la notion de différentiation métrique -établie dans [AK]- permet de develop-
per une théorie de la rectifiabilité prolongeant la rectifiabilité euclidienne. Cependant,
cette théorie n’est pas applicable dans le cadre du groupe d’Heisenberg. En effet, la
théorie classique de la rectifiabilité des ensembles de dimension de Hausdorff plus grande
que 2 est invalide dans le groupe d’'Heisenberg a cause du manque de commutativité de
ce dernier. Ce dernier point est plutot flou et sera précisé dans la section concernant la
description du groupe d’Heisenberg. Heureusement, méme dans ce cadre, une théorie
de la rectibialité des ensembles de dimension 1 (qui sont essentiellement des continua
de courbes lipschiziennes et horizontales) reste encore valable. Enfin, les théoremes de
différentiation ou les théoremes d’extension permettent d’obtenir des formules de 'aire
ou de la co-aire pour des applications bien moins régulieres que lipschiztiennes. En effet,
grace aux idées présentes dans [EvGal, on peut établir des théoremes de changement
de variables pour certaines applications des espaces de Sobolev euclidiens.

Nous décrivons sommairement le contenu de chaque chapitre de la these.

Dans le premier chapitre, on étudiera des exemples classiques qui sont ceux de
I’espace euclidien et du groupe d’Heisenberg. Nous rappellerons ce que nous enten-
dons par inégalités de Poincaré et nous verrons que cette définition est suffissamment
souple pour étre généralisée au cadre des espaces métriques mesurés. On rappellera
dans R™ des théoremes classiques de différentiation. Plus précisément, on donnera une
preuve d'un théoreme de Rademacher pour des fonctions a valeurs dans les espaces
de Banach réflexifs. Cela nous permettra d’introduire la notion d’intégrale de Boch-
ner (qui est une généralisation naturelle de I'intégrale de Lebesgue pour des fonctions
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a valeurs dans des espaces de Banach) et nous permettra d’introduire la propriété de
Radon-Nikodym. Ensuite, on montrera que R™ muni de sa métrique euclidienne et de la
mesure de Lebesgue est un Pl-espace au sens de [Che]. On déduira de cette propriété
un théoreme de différentiation -du & Calderén- pour les applications de WP(R™ R)
pour p > n. Enfin, on montrera qu’il n’y a pas d’analogue du théoreme de Rademacher
pour les fonctions a-holderiennes avec 0 < a < 1. Le deuxieme exemple est le groupe
d’Heisenberg. On le présentera brievement. En général, les théoremes de différentiation
permettent de donner des obstructions a certains types de plongements entre deux es-
paces métriques. En effet, grace au théoreme de Rademacher, on montrera un principe
de non-plongement bilipchitzien du groupe d’Heisenberg dans un espace de Banach LP
pour p > 1. La stratégie de la preuve est librement inspirée de 'article [CK1]. On pré-
sentera aussi des outils essentiels d’analyse harmonique tels que la fonction maximale
d’Hardy-Littlewood,les inégalités aux bons A ou encore les lemmes de recouvrement.

Dans le deuxieme chapitre, on se propose d’exposer la notion de structure de dif-
férentiabilité forte sur un Pl-espace. Cette notion, développée par J. Cheeger dans
[Che|, permet de valider un calcul au premier ordre pour les applications lipschit-
ziennes a valeurs dans des espaces euclidiens. Cette notion de différentiabilité a été
ensuite reprise dans [BRZ| pour établir un théoréeme de type Rademacher-Stepanov
pour les applications mesurables entre PI-espaces et espaces euclidiens. Ce calcul au
premier ordre a été ensuite généralisé pour des fonctions a valeurs dans des espaces
de Banach satisfaisant une certaine propriété géométrique dans [CK1] (la propriété
GFDA) puis dans [CK4] (la propriété RNP). Nous utiliserons ce formalisme et rappel-
lerons toutes les définitions de géométrie des Banach nécéssaires pour pouvoir établir la
Cheeger-différentiabilité des applications a régularité Sobolev surcritique (par rapport
a la dimension homogene de 'espace métrique initialement considéré). La preuve repose
sur un controle de la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une application de
I’espace de Sobolev surcritique considéré. Les inégalités de Poincaré et les théoremes
de densité et de prolongement des applications lipschitziennes permettent de conclure.

Le troisieme chapitre utilise le calcul au premier ordre ainsi établi pour caractériser
les espaces de Sobolev généralisés de maniere intrinseque sous la condition de double-
ment global de la mesure et d'une inégalité de Poincaré uniforme sur les boules. On
peut alors déduire d’une telle analyse des criteres locaux pour détecter si des fonctions
mesurables sont constantes ou non sur les espaces métriques. Ce type d’analyse pro-
longe celle menée pour donner des caractérisations intrinseques des espaces de Sobolev.
On retouve en partie des résultats établis dans [Br2| pour le cadre euclidien ainsi que
des résultats de [Mo| dans le groupe d’Heisenberg.

Dans le quatrieme chapitre, on expose quelques propriétés des espaces métriques
satisfaisant des inégalités de Poincaré non uniformes en le centre et le rayon des boules.
On discutera 'importance de la dépendance des inégalités de Poincaré en le centre des
boules et en le rayon des boules. De cette discussion, on pourra déduire un nouveau
critere pour reconnaitre si une fonction mesurable est constante ou non. Malheureu-
sement, bien que l'on ait gagné du point de vue analytique en ayant des inégalités de
Poincaré affaiblies, on doit supposer des conditions topologiques supplémentaires sur
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I’'espace métrique en jeu.

Dans le cinquieme chapitre, on généralise le résultat du deuxieme chapitre. On
obtient, plus précisément, les prémices d'un théoreme de type Rademacher-Stepanov
dans les PI-espaces pour des fonctions a valeurs dans les espaces de Banach RNP (qui
est d’ailleurs I'ensemble maximal pour cette propriété de différentiabilité). On prouve
également -grace au théoreme de Hahn-Banach et d’un chainage de boules- une géné-
ralisation facile du théoreme principal de [KZ] stipulant que les exposants admissibles
dans les inégalités de Poincaré sont ouverts dans [1,+oo[. Enfin, notre théoreme de
différentiation repose essentiellement sur 'utilisation d’un théoreme de théorie descrip-
tive des ensembles établi dans [CK4] et d'un affinement de la méthode utilisée dans le
deuxieme chapitre.

Enfin, le dernier chapitre expose la construction d'un contre-exemple lié & un résul-
tat mineur sur les séries de Fourier.

Toutes les précisions historiques et techniques concernant le contenu d’un chapitre
sont exposés dans la partie Introduction de ce dernier. Dans les parties introductives
des chapitres 2, 3, 5 et 6 sont présentés les résultats que j’ai obtenus durant ma these.
Le chapitre 4, quand a lui, est une digression possible sur les espaces métriqes PI. Je
tiens a préciser que le choix des langues dans cette these est purement fonctionnelle.
Schématiquement, la partie de la these rédigée en francais fixe le cadre de travail et
illustrent par des exemples les notions utilisées. J'y récapitule une grande partie de
la littérature existante sur le type d’analyse dans les espaces métriques que j'aborde.
Contrairement a la partie en anglais qui contient de nouveaux résultats s’appuyant sur
des théoremes récents.
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CHAPITRE 1

Analyse dans les espaces métriques doublants

1.1. Introduction

Nous allons dans cette partie donner la définition d’un espace métrique PI et mon-
trer que certains exemples classiques d’espaces métriques jouissent de cette propriété.
De plus, nous verrons des conséquences topologiques générales sur les espaces métriques
supportant des inégalités de Poincaré uniformes sur les boules. Enfin, nous montrerons
-sur les exemples en question- comment utiliser cette derniere notion pour déduire soit
des théoremes de différentiation pour des classes d’applications peu régulieres soit des
obstructions a certains types de plongements entre les espaces métriques.

1.2. Espaces Pl

On va fixer un cadre important ou ’analyse euclidienne peut-étre naturellement
généralisée, celui des espaces métriques mesurés doublants, complets et supportant des
inégalités de Poincaré. Nous allons préciser cette derniere notion dans la sous-section
qui suit.

1.2.1. Définitions et premieres propriétés. Dans cette partie, on introduit
toutes les notions nécessaires pour parler de Cheeger-différentiabilité.

Soit X un espace métrique complet, muni d’une mesure extérieure p qui est aussi
de Radon.

On notera B,(xz) = B(z,r) la boule ouverte de rayon r centrée en = de I'espace
métrique X.

Définition 1. Une mesure j est doublante s’il existe B > 0 tel que pour tout r > 0 et
pour tout x appartenant a X :

1(Bay (7)) < Bu(B,()).

Un exemple typique de mesure doublante est une mesure Ahlfors-reguliere. Rappe-
lons qu’'une mesure g sur un espace métrique (X, d) est Ahlfors-réguliere de dimension
Q 'l existe une constante C' > 0 telle que C~'R9u(B(z, R)) < CR® pour tout z
appartenant a E et tout R dans ]0, diam X [. Notons qu’alors la dimension de Hausdorff
de X est (). Ces mesures ont un comportement comparable a celui de la mesure de Le-
besgue sur R?. Cette condition de doublement joue un réle particulier en analyse. Un
espace métrique muni d’une mesure doublante s’appelle un espace de type homogene
au sens de Coiffman et Weiss. Beaucoup de faits d’analyse harmonique dans les espaces
euclidiens ont leurs analogues dans ces espaces. Par exemple, la fonction maximale de
Hardy-Littlewood est bornee dans LP, 1 < p < 400. Pour plus de détails pour ’analyse
dans les espaces homogenes, on peut se référer a [Hei).

On peut énoncer une propriété topologique importante des espaces doublants et
complets.
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Proposition 2. Si une mesure p portée par un espace métrique complet (X,d) est
doublante et non dégénérée, c’est-a-dire que la p mesure d’une boule non réduite a
un point est strictement positive, alors (X, d) est propre (les boules sont relativement
compactes).

Démonstration :
Choisissons une boule B, (zg) = By avec ro > 0 et xo un point de X. Comme X
est complet, il suffit de montrer que By est précompacte. Fixons ¢ > 0. Alors, on a :

By C U B.(x).
€ By

Par le lemme de 5-recouvrement de Vitali (dont on peut trouver une preuve dans [Hei]),
il existe une famille I dénombrable et une suite (x;);c; de points de By tels que :

Z) \V/i,i/ €l :x;,,xy € By et BE(I'z) N BE(ZL‘Z-/) =10

ii) By C U B.(z) C UB55(117;)

x€Bg el

Ensuite, on obtient la chaine d’inégalités suivantes :

u(By) < ZM(B5E(xi)) par le point i)

icl

< CZu(BE(xi)) car u est doublante

el

< Cu(Byyte(z0)) < 400 par le point 7)
Supposons par 1'absurde que [ soit un ensemble infini. Alors par le calcul précédent,
il existe une suite (i,) telle que
lim pu(B.(z:,)) = 0.

n—-+o00

Comme p est doublante, il existe une constante C. > 0 telle que :
p(Be(xi,)) > Cep(Bo).

La non dégénérescence de p donne p(By) > 0. Ainsi, lorsque n tend vers l'infini, on
obtient une contradiction et donc, I est un ensemble fini. (X, d) est donc bien un espace
propre.

1.2.2. Intégrale de Bochner. Par la suite, I'intégrale considérée sur les espaces
de Banach sera l'intégrale de Bochner. Pour des propriétés de cette intégrale, on peut
se référer a larticle [HKST]. Nous rappellons dans cette partie toutes les propriétés
essentielles de I'intégrale de Bochner. Considérons (X, d, i) un espace métrique mesuré
et E un espace de Banach muni de la norme ||.||. L’intégrale de Bochner est une
généralisation naturelle de 'intégrale de Lebesgue lorsque les fonctions sont a valeurs
dans des espaces de Banach.

Définition 3. Nous appelerons une fonction f : X — E étagée s’il existe des familles
finies de vecteurs (e;)i—1..n de E et des ensembles (X;)i=1,. n disjoints et mesurables
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inclus dans X tels que
= exe.
i=1

Définition 4. On dira qu’une application f : X — E est mesurable sl est la limite
w-pp d’une suite de fonctions étagées.

En fait, on a 1’équivalence suivante (cette équivalence constitue d’ailleurs le théo-
reme de mesurablité de Pettis dont on peut trouver une preuve dans [HKST]). Une
application f : X — FE est mesurable si et seulement si f : X — E est essentiellement
séparable (c’est-a-dire qu’il existe un ensemble mesurable Z C X tel que pu(Z) =0 et
f(X N Z°) soit inclus dans un sous-espace séparable de E) et faiblement mesurable (
c’est-a-dire que pour tout forme linéaire 7w appartenant a E* : 7(f) est mesurable au
sens usuel, en tant que fonction a valeurs réelles).

Définition 5. Soit f : X — E une application mesurable. On dit que f est Bochner
intégrable s’il est la limite d’une suite de fonctions étagées (f.) telles que f. appartient

a LNX, E) (avec || fel|y = [ I felldp =3, M(Ei(g))e,ge) ou I. est un ensemble fini) et

lim,_, fX ||f = felldp = 0. Sous ces conditions, on définit l’intégrale de Bochner de f
pour tout ensemble mesurable Z C X par :

/fduzlim/fgd,u.
A e—0 7z

Il est facile de voir que 'intégrale d’une fonction Bochner intégrable f est indépen-
dante du choix de la suite d’applications intégrables et étagées qui convergent au sens
Lt vers f.

On impose que deux applications mesurables sont égales si elles different sur un
ensemble mesurable de p-mesure nulle (ou de maniere équivalente, on considere les
classes d’équivalence d’applications égales presque partout). Ainsi, 'espace L'(X, E)
consiste en ’ensemble des applications Bochner intégrables et devient complet muni de
la norme ||.||; définie pour une application f : X — E Bochner intégrable par :

HMZLMW-

On peut aussi définir 'espace L, (X, F') comme I’ensemble des applications mesurables
f: X — FE tel que ||f]| appartient & L. (X, R). La construction des espaces LF(X, E)
(pour p > 1) se fait de maniere analogue et ces espaces sont munis d’une norme
|||, les rendant complet dont la définition est une adaptation directe du cas ou les
applications sont a valeurs réelles. On peut aussi en construire une version locale (pour
1 <p<+400).

Par construction de 'intégrale de Bochner, les formes linéaire continues (les éléments
de E*) commutent avec cette intégrale. Cette remarque permet de voir que l'inégalité
triangulaire s’applique aux intégrales de fonctions a valeurs banachiques. En effet, soit
® appartentant a E*. Considérons f : X — FE une application Bochner-intégrable. Soit
(f») une suite de fonction étagées convergeant dans L'(X, E) vers f. Alors, comme les
applications f, sont étagés, on a :

o[ 1= [ a5



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

10 1. ANALYSE DANS LES ESPACES METRIQUES DOUBLANTS

Comme & est une forme linéaire continue, on a d’un coté que :

Jdim o[ fy=a(f

De I'autre, par convergence dominée, on obtient que :

i [ o(f,) = /X 3(f).

n—-+o0o X

D’ou la relation de commutation. Enfin, on a :

WEEY A

lorsque f est Bochner-intégrable. En effet, soit ® un élément de £*. On a par le premier

point que :
!fI)(/Xf)|=|/X¢>(f)|§\||<1>||!/xl\f|\-

Le théoreme de Hahn-Banach appliqué au membre de gauche donne l'inégalité dési-
rée. De plus, on peut remarquer lorsque la mesure p est doublante que la fonction
maximale d’Hardy-Littlewood est bornée L! dans L! faible. Ainsi, le théoréme de diffé-
rentiation de Lebesgue reste valable. Plus précisément, ce théoreme stipule que lorsque
[ appartient & L}, . (X, E) alors on a pour u-pp = de X :

o -
i B ) o 1T~ Sl =0

On peut se référer a [Hei| pour une preuve du théoreme de différentiation de Lebesgue.

1.2.3. Inégalités de Poincaré dans les espaces métriques.

Définition 6. Une fonction g : X — RT est appelée un gradient supérieur pour
f:X — E (avec E un espace de Banach) si pour toute courbe rectifiable ¢ : [0,1] — X
paramétrée par la longueur d’arc, on a :

F(el)) — F(e(0)] < / o(c(s))ds.

On peut remarquer que si f est lisse dans un espace euclidien, la longueur du
gradient est un gradient supérieur et que c’est en fait le plus petit. De plus, si f est
lipschitzienne, toute constante de Lipschitz raisonnable est un gradient supérieur. En-
fin, un gradient supérieur existe toujours et n’est pas en général unique (on peut le
modifier sur des ensembles de courbes de module nul).

Posons
1

Tr — T s v du.
Jor = LB, @) /Br@)f H

Définition 7. On dit que X supporte une inégalité de Poincaré (faible) de type (1,p)
s’ils existent des constantes C, \ et T telles que pour tout x appartenant a X et pour
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1
loc.

(X,R*), on a Uinégalité suivante :

tout r > 0 alors pour toute fonction f dans L;,. (X, E) admettant un gradient supérieur

g dans L

loc.

1 1 v
- — forldy < Cr | ———— Pd
B /Brm‘f Jarldn < T(MBT@» /m)g “)

De plus, si p est doublante alors, I'inégalité de Poincaré de type (1, p) peut se réduire

o/ = fulin < C(@ (m / » gpdu)”

Un choix possible pour C(3) est alors 73! si A < 2.

Par Iinégalité d’Holder, I'inégalité de type (1,1) est la plus forte. Sous certaines
conditions géométriques sur X (par exemple, X est géodésique), on peut prendre 7 = 1.
On peut se référer a [HK] ou encore & [Hei] pour des hypotheses géométriques précises
(comme étre un espace de Loewner par exemple). Il est aussi a noter que ce type
d’inégalité joue un role particulier dans la théorie des applications quasi-conformes. On
peut se référer a l'article [HeiK] pour plus de détails.

Définition 8. Un espace PI est la donnée d’un espace métrique complet possédant
une mesure de Radon doublante et vérifiant une inégalité de Poincaré de type (1,p).

Il y a beaucoup d’exemples d’espaces PI : les espaces euclidiens, les groupes de
Carnot, les variétés a courbure de Ricci positive (si ces variétés possede la propriété du
doublement du volume riemannien). De plus, il existe des espaces PI ayant une dimen-
sion de Haussdorf quelconque (les espaces de Bourdon-pajot ou les espaces de Laakso
dont on peut trouver une construction dans [BP1] et [La] respectivement). La notion
d’espaces P1I est stable par passage a la limite au sens de Gromov-Hausdorff mesuré.
Grace a la proposition 2, on obtient ainsi en particulier quun espace PI est propre. De
plus, de tels espaces sont quasi-convexes. C’est-a-dire qu’a une renormalisation pres de
la métrique initiale par une application quasi-conforme (et méme bilipschitzienne), ces
espaces deviennent géodésiques.

1.2.4. Quasiconvexité des espaces PI. Les espaces PI sont quasi-convexes.
C’est-a~dire qu’a une renormalisation pres de la métrique initiale par une application
quasi-conforme (et méme bilipschitzienne), ces espaces deviennent géodésiques. Plus
précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 9. Soit (X, d, i) un espace PI tel que la mesure d’une boule non réduite a
un point soit strictement positive. Alors (X, d) est quasi-conveze; c¢’est a dire que pour
tout x,y appartenant a X, il existe une courbe rectifiable joignant x a y de longueur
plus petite que Cd(x,y) ot C est une constante ne dépendant que de la constante de
doublement de p et de la constante intervenant dans l'inégalité de Poincaré (1,p).

Démonstration :

Soit € > 0. On dit que x,y appartenant a X sont dans la méme e-composante s’il
existe une suite finie de points (2;);—o..n appartenant a X tels que zg = x, zy = y avec
pour tout i appartenant a {0,..., N — 1} : d(z;, z;41) < €. La relation d’appartenance
a une e-composante définit une relation d’équivalence sur (X, d).
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Soit C' une e-composante. Il existe un point z appartenant a C' et par définition, C'
contient B.(z). L’hypothese faite sur p implique que u(C') > 0.

Soient C',Cy deux e-composantes distinctes. Prenons x appartenant a Cj et y
appartenant a Cy. Comme il n’existe pas, en particulier, de courbes rectifiables joignant
x a y alors un gradient supérieur pour 1, est 0 (par définition du gradient supérieur).
Alors l'inégalité du gradient supérieur appliquée a 14, donne :

1= |1C'1(x) - 1C1<y>| <0.

On obtient donc une contradiction et (X, d) est e-chainé (il n’existe qu'une seule e-
composante dans (X, d)).

Soit a appartenant a X. On peut alors définir p,.(z) par :
N-1
Pa,s(Z) = i?_f d(zi, ziy1)
' =0
ou l'infimum est pris sur 'ensemble des suites finies (z;);—o. n d’éléments de X tels que
20 = a, zy = z avec pour tout i appartenant a {0,..., N — 1} : d(z;, zi41) < €. On
peut remarquer que p,c(a) = 0 et que (pac)e>o est une famille croissante de fonctions
mesurables donc converge ponctuellement dans [0, +oo[ vers une fonction mesurable
pa lorsque € tend vers 0. En fait, la famille de fonctions mesurables (p,)->0 est une
famille de fonctions continues car si d(z,2") < € alors |p,c(2) — pac(2')| < d(z,7'). En
effet, soit &’ > 0 alors il existe une suite finie de points (z;);—o..n appartenant a X tels
que zg = a, Zy = Z avec

=

-1
d(zi, 2i41) < pae(z) + €

Il
=)

1

On obtient donc pour tout & > 0
N

=

Az, zig1) +d(2,2") — d(zi, zi41) + €.

1
pa,t?('zl) - pa,a(z) <
=0 7

Il
o

En simplifiant 'expression précédente, en faisant tendre £’ vers 0 et en échangeant le

role de z et 2/, on obtient I'inégalité voulue. Ainsi, un gradient supérieur pour p,. est
la fonction constante 1.

Soit f une fonction L' A valeurs complexes admettant un gradient supérieur g.
Soient x un point de X et r > 0. Par I'inégalité de Poincaré, on a :

'm/w)f ‘m/&@f = m/&@” - (u(ler(m)) /Bm ! >'

O /. 9’)); '

IN
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On note C(f,7) = C. Ainsi, si x est un point de Lebesgue pour f alors en utilisant
I'inégalité triangulaire et en sommant sur k les relations précédentes appliquées avec le

,
rayon de la boule qui vaut o5 on obtient :

o
(B, (x))

ou M(g)(z) désigne la fonction maximale pour les boules centrées en x. En appliquant
cette relation avec f = p,., © = a et g = 1, on obtient :

/B  pre)BE) < OB, (@)

Sl

| /B @ e (@) )

Le lemme de Fatou permet de voir que p(a) est L'(B,(a),[0,+oc[). De plus, la
croissance de la famille de fonctions (p,.)e>0 et le théoreme de convergence dominée
permet de voir que p,. converge dans L'(B,(a),[0,+o0[) vers p, lorque £ tend vers
0. Ainsi, p, est Li. (X, [0,+0oc]) et donc u-presque tout point de X est un point de
Lebesgue pour p, (car I'inégalité maximale de Hardy-Littlewood reste valable dans un

espace doublant).

Soit b un point de X. Montrons que si p,(b) est finie alors il existe une courbe
rectifiable joignant a a b.

Soit ¢’ > 0. Soit (e )ren une suite décroissante de nombres irrationnels tendant
vers 0. Comme pour tout k, on a p, ., (b) < p,(b) alors il existe une suite (zf)izoy_”,]v(k)
vérifiant 2§ = a, z]k\,(k) =b, d(zF,2F ) < e et

N(k)—1 1 1
d(zF, 2E ) < poe (b) + —— < pu(b) + ——.
Y et ) S paeO) 4 g Spa0)+

On prolonge la suite (zzk )i=0,...,N(k) €0 une suite que 'on renomme (zf)ieN qui coincide
avec les N (k) 4 1 premiers termes de la suite précédente et qui stationne a b ensuite.
On peut alors remarquer que pour tout 4, k : z¥ appartient i la boule B, )+2(a). On
définit alors une application constante par morceaux 7 : [0, +00[— B, )+2(a) par

Yi(t) = 25 si t € [iey, (i + 1)eg].

Soit (#;);en une énumération des rationnels de [0, +00[. Pour tout [, il existe une unique
suite d’entiers (par la propriété des segments emboités dans R) (il)ren telle que t;
appartient & [ijex, (i), + 1)ex] et avec v, (t;) = 25 . La relative compacité de B,, s)+2(a)
k
(car I’hypothese faite sur p implique que les boules fermées sont compactes) permet
par un procédé diagonal de Cantor d’avoir que pour tout [, (zzkl JkeN converge vers un
k

point de I'adhérence de B, 5)42(a) & une extraction pres.
Par une inégalité triangulaire, on obtient pour tout ¢ appartenant a [0, +oof :

A (t), v (1) < d(ve(t), ve(tr)) + d(ve(tr), v (1) + d(vae (t1), e (2))-

On peut remarquer que pour tout k,t :

d(’}/k(t),’yk(tl)) < 5k( [|t ;ktl|

]+1)§|t—tl’+€k.
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Alors, on a pour tout ¢ appartenant a [0, +oo] :

d(ve(t), v (1)) < d(y(te), v (tr) + 2|t — | +ep + e

Ainsi, en faisant tendre k, k" vers I'infini puis en utilisant le fait que la suite (;);en
est dense dans [0, 4o00[, on obtient que (V(f))ren est de Cauchy dans (X, d). Comme
(X, d) est complet, on obtient que pour tout ¢ : klim Yk (t) = ~(t) avec pour tout ¢, y(t)

—+00

appartient a X et y(0) = a, thT v(t) = b (car on peut se ramener par un changement
—>+00

de variables a paramétrer les 7, sur [0, 1[ que I'on prolonge naturellement par (1) = b).

Montrons que 7 : [0, +0o[— X est une application continue.
Soient t,t" deux éléments de [0, +oo[. On a la majoration suivante :

d(y(t),7(t) < d(y(1), 7 (t) + d(e(t), e (t)) + d(w(t'), 7(t'))

< d(y(), () + d(v(¥), v (t) + [t = '] + e
Ainsi, en faisant tendre k vers I'infini, on a que : 7y est 1-lipschitzienne donc continue.
Notons L(7) la longueur de la courbe v. Montrons que 7y est une courbe de longueur
finie.
Solent (%;);—o,.. . une subdivision finie de [0, +oc[. On a :

=
=

dy(2),v(zie1)) = ) d(y(20), w(z)) + d(we(z), vel2ien)) + A1), 7(22)

~
I
o
~
I
o

1

< 2N max {d00(), w2} + pac(b) +

< palt) + o+ 2N s, {20, (20}

En faisant tendre & vers I'infini puis en prenant le supremum sur toutes les subdivi-
sions finies de [0, 4+o00[, on a : L(y) < pa(b). Ainsi, v est une courbe rectifiable joignant
a a b de longueur p,(b).

On va noter indifféremment toutes les constantes intervenant dans les calculs : C
en ne conservant que les dépendances pertinentes par rapport a certains parametres.

Soient x,y appartenant a B,.(a) tels que p,(x) et p,(y) soient finis. Premierement,
on constate que les boules By, (z) et Bs,(y) contiennent la boule B,(a). Ensuite, les
boules B,(x) et B,(y) sont incluses dans la boule By,.(a). Par I'inégalité de Poincaré
appliquée a p, ., on a :
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1 1
@) = s /B el S el - s / e

< Cr.
Ainsi, en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que :

1
‘pa(x) - ,U/(BQT(CL>> /Bgr(a) pa‘ < Cr.

On procede de méme avec y. Par une inégalité triangulaire, on obtient :

pa(®) — paly)| < O

En particulier, on a : p,(x) < Cr.

Soit b un point de X. Notons r = d(a,b). Comme p, est L} (X, [0,+o0c[) alors, il
existe 21 appartenant a Bz (b) tel que p,(z1) < 2C7 (car 21 € Bay(a)). Ainsi, il existe une
courbe rectifiable ¢; joignant a & z; de longueur p,(z;) < 2Cr. Notons 71 : [0,1] — X la
paramétrisation par la longueur d’arc de ¢;. Alors, on a: |1 (t) =71 (t')| = pa(21)[t—1| <
2Cr|t —t|.

Comme p,, est L}

loc.
pa(z2) < 2Cd(b, z1) < Cr (car zp € Bagp., 5)(21) et d(z1,b) < %). Ainsi, il existe une
courbe rectifiable ¢y joignant z; a zo de longueur p,,(z2) < Cr. Notons 7, : [0,1] = X
la paramétrisation par la longueur d’arc de ¢; U ¢y. Alors, on a : |y%(t) — %(t)] <
(Pa(21) + Pz (22))[t =] < 2+ 1)Crlt —#].

Par récurrence, on construit une suite (z;);en+ de points de X tels que d(z;,b) <
5 et une suite de courbes rectifiables (¢i)ien+ joignant z; a z;; telles pour tout i :
Ly U...Ug¢) < 4Cr et la paramétrisation v; par la longueur d’arc de ¢; U ... U ¢;
vérifie |y;(t) — ()| < 4Cr|t —t|.

La famille (;);en+ est une famille uniformément bornée et équicontinue de fonctions
continues. Le théoreme d’Ascoli permet a une extraction pres d’avoir que ; converge
uniformément lorsque ¢ tend vers l'infini vers 7 une courbe continue et de longueur
finie. En effet, on a : L(y) < 4C'r.

De plus, d(7(1),b) < d(y(1), ve)+d(vk, b) < d(y(1),7k)+ 5z Ainsi, en faisant tendre
k vers I'infini, on voit que + relie a a b.

(X, [0, +oc) alors, il existe zo appartenant a Ba:,. (b) tel que
2

1.3. Etude d’exemples importants

1.3.1. Le cadre euclidien : R". On prendra sur R" la métrique euclidienne d
définie par d(z,y) = |z —y| = O, (@ — yi)?)z. De plus, la mesure considérée sur
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R™ sera la mesure de Lebesgue n dimensionnelle notée doe = dxy...dx, ou L™ On
désignera la mesure d'un borélien A C R™ par |A| ou L"(A).

1.3.2. Fonction maximale d’Hardy-Littlewood. Les théoremes de différentia-
tion fins sur R"™ pour des fonctions a valeurs réelles sont reliés au controle des oscillations
de ces fonctions. C’est une information qui peut-étre encodée par 'inégalité maximale
d’Hardy-Littlewood que nous rappelons.

Définition 10. Soit f : R™ — R une application mesurable. On définit la fonction
maximale centrée de Hardy-Littlewood M f par

1
Mf(x) SUD T )] &wa@”@L
Remarque : On peut en fait définir une fonction maximale centrée pour des fonc-
tions a valeurs banachiques sur un espace métrique mesuré supportant une mesure de
Radon non dégénérée.
La fonction M f est mesurable. De plus, on a l'estimation faible de type (1,1)
suivante appelée inégalité maximale de Hardy-Littlewood.

Théoréme 11. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout f appartenant a L*,

on a :
i) > 2y < ol

Ce résultat se prouve par un lemme de recouvrement qui s’appelle le lemme de
5-recouvrement de Vitali et qui est utile lorsque la mesure en jeu est doublante (ce qui
est la cas de la mesure de Lebesgue). On peut déduire du théoréeme 11 le théoreme
de différentiation de Lebesgue qui est une sorte de théoreme fondamental de ’analyse
en dimension supérieure. On va tout d’abord prouver le lemme de 5-recouvrement de
Vitali.

Lemme 12. Soit (X, d) un espace métrique. Soit K C X un ensemble. Supposons qu’il
existe un recouvrement fini de K par des boules ouvertes. Plus précisément, il existe
un ensemble I fini et des points x; de X ainsi que des réels 0; > 0 tels que

K | Bs ().
el
Alors il existe J C I tel que
K C U B55j (33])
ieJ
et pour tout j,j' € J,j £ j' :

By, (z;) N Bs, (zy) = 0.

Démonstration : Construisons l’ensemble J par récurrence. Prenons une boule
dans le recouvrement de K de plus grand diametre possible. Notons la B;. Prenons
ensuite une boule de plus grand diametre dans le recouvrement de K qui soit disjointe de
By. Ou une telle boule existe et on la note By. Ou le processus se termine au premier pas.
En intérant cette algorithme de sélection, on construit de proche en proche une famille
de boules (B,);je; maximale pour l'inclusion et telle que pour tout 7,5 € J,j # j' :

B; N By = (. Montrons alors que K C UjeJ 5B;. Soit x € K. On sait qu'il existe
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un certain indice i tel que = € By, (z;). Ou i appartient a J. Ou par maximalité de la
famille de boules préalablement construite, il existe un certain indice j € J tel qu’il
existe y; ; € By, N Bj. De plus, en appellant §; le rayon de B; (et z; le centre de B;),
on a que 0; < ;. Par une inégalité triangulaire, on a que :

d(fE,[L’j) S d(IE,ZEl) + d(:vi,yi,j) + d(ym-, IE]') § 35] < 5(5]

D’ou le résultat.

On déduit du lemme 12 une inégalité maximale d’Hardy-Littlewood valide pour
les mesures doublantes dans des espaces métriques mesurés o-fini. Les hypotheses du
théoréeme suivant sont naturellement satisfaites pour (R™,d, L™). En d’autres termes,
le théoreme 11 est impliqué par le théoreme qui suit.

Théoreme 13. Soient (X,d, ) un espace métrique mesuré o-fini supportant une

mesure ji doublante et de Radon et E un espace de Banach muni d’une norme ||.||.
Soit f € L)X, E). Alors, on a

ullf] > ) < ol

Démonstration : Soit A un ensemble mesurable de pu-mesure fini. Notons
Ay ={zx € AIM f(x) > \}.

Par définition de la fonction maximale de Hardy-Littlewood centrée, pour tout = € Ay,
il existe r, > 0 tel que :

A
2

/B()Hf(y)lldu(y)z w(B,, (z)).

Il est clair que
A, C U B,,gc(x)
TEAN

Or, par régularité intérieure de la mesure u, pour tout € > 0, il existe un compact
K. C A, tel que u(Ay N K¢) < e. Par compacité, il existe un ensemble fini I (par
soucis de lisibilité, on omet volontairement la dépendance en e de I'ensemble I) tel que
{z;}ier C Ay et tel que

iel
En appliquant, le lemme 12, on obtient un ensemble J C I et des boules B; deux a
deux disjointes satisfaisant

Koc UsBy et uB) < 5 [ 1F0lldn(s).

jeJ

On a alors la chaine suivante d’inégalités :
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p(Ay) < e+ p(K)

IA

e+u(lJ5B))

jeJ

e+ > u(5B;)

jeJ

IN

(Bj) car p est doublante

IA
™
+
Q
(]
=

IN
™
_l’_
Q

>

S

=
E
=
=
&

2
< e+ TC / [|f(y)l|du(y) car les boules B; sont deux a deux disjointes
X

En faisant tendre € vers 0 puis en utilisant le fait que X est o-fini, on déduit le
résultat voulu par o-additivité de la mesure p.

Corollaire 14. [Théoréme de différentiation de Lebesgue] Si f est L' alors on
a en presque tout x que :

1
lim — dy = 0.
B ) /Br@;) |f(y) — f(x)|dy =0

Démonstration :

Soit f une application localement intégrable. Considérons f une application conti-
nue. Le résultat est par définition de la continuité vérifié par f pour tout x. Soit A > 0.
On a la chaine suivante d’inégalités :

L'{zreR |;%m BT(z)If(y)—f(x)! > 2)}

< LMo e RY||f(2) - £(x)] = A} + L € RYM(f — £)(z) > A}

—f —f
CNE=tlh I =l
A A
Comme par régularité de la mesure de Lebesgue les fonctions continues sont denses
dans L', on a ainsi prouvé le résultat.

par respectivement l'inégalité de Tchebytchev et le théoreme 11

Remarque : Le résultat précédent est purement local et la conclusion est donc la

méme si 'on suppose seulement que f est L} ..

On déduit de I'inégalité évidente
M flloo < [ f1oo

valable lorsque f est mesurable et bornée et du théoreme d’interpolation réelle de
Marcinkiewicz, le résultat fondamental suivant. En fait, on va proposer une preuve
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directe du théoreme 15 par la formule de Cavalieri (ou layer cake reprensentation en
anglais).

Théoreme 15. Pour tout 1 < p < +o0, il existe une constante C, > 0 telle que pour
tout f appartenant a LP, on a :

1My < Collfllp-

Démonstration : Soit 1 < p < +o00. Soit f appartenant a LP. Par Fubini, on a
que :

+oo
Wl =p [ X781 > Aar
0
Pour tout A > 0, posons

I = Ixqrsa et ax = Fxqr<a-

Par I'inégalité d’Holder, on a comme f est LP que fy est L'. On a clairement que g
est bornée par A et donc que M(gy) l'est aussi. On a alors la décomposition

f=Mh+ax
Par sous-additivité de M, on obtient la chaine suivante d’inégalités :

+oo
M fll, < Cp/ ANPTLLYI M f| > 4M}dA
0

+o0o +00
< (Jp/ ANPTEL M (fa)| > 2\ dA + Op/ ANPTEL M (ga)| > 20 dA
0 0

IN

+o0
Cp/ MNP72|| £y |[1dA par le théoréme 11 appliqué & fy
0

If ()]
< C’p/ |f(z)] / NP~2d\dz par Fubini et par définition de f,
n 0

< Gllflly

Remarque : Evidemment, tous les résultats démontrés pour la mesure de Lebesgue
sur R" se transposent naturellement au cadre des espaces métriques mesurés supportant
des mesures de Radon doublantes.

1.3.3. Quelques théoremes de différentiation dans R”. Avant de présenter

certaines preuves euclidiennes, il nous faut définir au préalable la notion d’espace de
Banach RNP.

Définition 16. Un espace de Banach E satisfait la propriété de Radon-Nykodim si pour
tout n, toute application lipschitzienne f : R" — E est différentiable (Lebesgue) presque
partout. La dérivée de [ se représente par une application qui est dans L>(R", E) et
est notée f'. De plus, on a pour tout x,x’ € R que :

fa) = 1) = [ e
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On dira que E est un espace de Banach RNP si F satisfait la propriété de Radon-
Nykodim.

Pour fixer les idées nous rappellons un théoreme classique d’analyse réelle : le théo-
reme de Rademacher. Nous en donnons une preuve dans un contexte un peu plus large
pour d’une part familiariser le lecteur avec le formalisme de 'intégrale de Bochner et
d’autre part illustrer notre propos concernant la grande variété d’espaces de Banach
RNP. Plus précisément, ce théoreme montre que la classe des espaces de Banach RNP
contient les espaces de Banach réflexifs. Le but de cette sous-partie est de pouvoir ex-
trapoler une définition de la différentiabilité valable dans les espaces métriques a partir
de celle existant sur R". De plus, beaucoup d’idées de la preuve du théoreme 17 seront
utiles pour pouvoir généraliser certains théoremes de différentiation a des classes d’ap-
plications moins régulieres que lipschitziennes comme par exemple ayant une régularité
Sobolev surcritique.

Théoréeme 17. [Théoréme de Rademacher généralisé]
Toute application lipschitzienne de R™ dans E ou E est un espace de Banach réflexif
est différentiable Lebesgue — pp.

Démonstration :

Soit f une application M-lipschitzienne de R™ dans F.

Premierement, on peut se restreindre au cas ou E est séparable et donc comme F
est réfexif alors E* est séparable aussi. En effet, comme f est lipschitzienne et R" est
séparable alors f(R"™) vit dans un sous espace fermé et séparable de E. Comme F est
réflexif, un tel sous-espace est lui aussi réflexif.

On commence par traiter le cas n = 1.

Considérons pour ¢ appartenant a Cj°(R), ¢ appartenant a E* et h > 0, I'appli-
cation

_ / b (W (e + h) — f(2)) d(a)da.

Par construction de l'intégrale de Bochner, on a

Tw)(6) = v ( [t - f<x>>¢<x>dx) |

Par un changement de variable, on a :

Tu[](6) = ¥ ( [ rem ot - - qs(x)dx) |

Comme f est M-lispchitzienne, on obtient par convergence dominée et par continuité
de 1) I'inégalité :

/f £)dz)| < |[[6]]1M][6]),.

Ainsi, par le théoreme de Riesz, on a lexistence et I'unicité d’'un élément g¢(1))
appartenant a L>(R) tel que :

o / F(@) (x)dr) = / o) (2) () d
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Par unicité, ¢ — ¢(¢) est linéaire et en prenant pour ¢ des appromixations de
I'unité et en passant a la limite, on obtient pour pp — x :

(W) ()] < [[[¥]]|M.

Prenons alors v, pour n parcourant N une famille dense de E* et notons

Ay, ={z € R |g(¢n)(@)] < [|[¢n]|[M}.

On sait que A\'(R N AY, ) =0 (out A! désigne la mesure de Lebesgue sur R). Ainsi,
en notant A = NpenAy,, on a AX'(RNA) = 0.

Pour tout z appartenant a A, on peut alors prolonger ¢ — ¢(¢)(z) définie sur un
ensemble dense de E* en ¢ — g(¢)(x) définie pour tout élément de E* et vérifiant
Pinégalite [g(1)(x)] < [||]][M.

Ainsi pour x appartenant a A, I’évaluation g(v)(z) est un élément de E**. Comme
E est réflexif, alors g(v)(x) = ¢ (h(z)) ou h(z) appartient a E et I'application z —
h(x) definit un élément de L>*(R, E) car par le théoreme de Hahn-Banach, on a pour
Lebesgue pp — x : |h(z)| < M.

En procédant a une intégration par parties (on utilise le théoreme de différentiation
de Lebesgue qui reste valable dans le cadre dans lequel on travaille) et en utilisant
le fait qu’'un élément de E* commute avec 'intégrale de Bochner, on obtient pour ¢,
definie comme précedemment :

/wn (f(:c) + /Owh(y)dy) ¢ (z)dz = 0.

Ainsi, pour pp — x

m(ﬂm+13@@)=wv@»

Ainsi, par le théoréeme de Hahn-Banach , on a pour pp — z

Les deux membres de 'egalité pp étant continu, cette égalité est vraie partout. Le
théoreme de différentiation de Lebesgue permet alors d’affirmer que f est différentiable
pp.

Traitons maintenant le cas n > 1. Fixons un élément ¢ de E*. La dérivée partielle
suivant un vecteur e de R" en = de ¢( f) existe pp et vaut par le cas précedent ¢(0. f(z)).

En procédant a une intégration par parties, on montre que le gradient faible existe
pp et on a, grace au cas précedent, la relation :

¢(e.Vf(z)) = ¢(0.f(x))

ol e est un vecteur de R"™.
En prenant une famille dense de S™!, on montre que ¢(f) est différentiable pp et
on a la relation valable pour pp — x :

¢(f(2)) = o(f(y)) = o(V [ (x).(x =) + os(l|z — yl])
avec og(|[x —yl[) = [l[olllo(llz — yl]).
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Comme E* est séparable, en prenant une famille dense et dénombable de E* et en
appliquant le théoreme de Hahn-Banach, on obtient la relation valable pour pp — x :

f(x) = fly) = Vf(x).(x —y) + olllz — yll).
Ainsi, f est différentiable pp.

On va présenter une amélioration du théoreme de Rademacher basée sur une in-
égalité maximale. Plus précisément, on va utiliser le théoreme 15 pour démontrer un
théoreme de différentiation dont voici I’énoncé.

Théoreme 18. (Théoréme de Calderdén) Une fonction f de WIP(R™) avecp > n
est différentiable (Lebesque) presque partout.

Remarque 1 : Le théoreme 18 est purement local et reste encore vrai si 'on
suppose seulement que la dérivée faible de I'application f appartient a L .

Remarque 2 : Le théoreme 18 implique le théoreme de Rademacher. On retrouve
le fait qu’une fonction lipschitzienne est différentiable presque partout. En effet, soit f
une application L-lipschitzienne. Alors, pour tout ¢ € C§°(R"), pour tout e € S"! et

pour tout ¢ > 0, on a :
[T i < ol

En faisant un changement de variable dans 'intégrale précédente et en faisant tendre
t vers 0, on obtient :

| < 0.f, 0> | < Lol

ot le crochet de dualité est celui de la dualité distribution-fonction C§°(R™). Comme la
relation précédente est vraie pour tout e € S*!, le théoreme de Riesz permet d’affirmer
que V[ appartient & L>°(R"). Ainsi, f appartient & Wh*°(B) pour toute boule B de
R"™. Alors comme la mesure d’une boule est finie, on a pour tout p que f appartient a
W'?(B). En prenant un recouvrement dénombrable de R"™ par une famille de boules
(By)ken, on obtient en utilisant le théoreme 18 que f est différentiable presque partout.

Remarque 3 : L’inégalité maximale démontrée pour les besoins du théoreme 18
montre en fait que les fonctions de W1P(R™) (avec p > n) peuvent étre prolongées en
des applications qui sont 1 — % holdériennes.

Démonstration :

On appellera toutes les constantes intervenant dans les calculs C'.

Soit w une fonction C§°(R™). Soient B une boule de rayon r et z,y deux points
distincts de B. Alors, on a par les accroissement finis :

u(z) —u(y) = —/0 Vu(z + sz)ds

y—x

ou z = )
ly — ||

En notant pour z € 8", §(2) = SUPyy~q 4 412ep) T, ON Obtient :

8(2)
) =) < [ [Vuto +s2)lds.
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1
En notant UB:E/ f,ona:

- < )|d
) —usl < g | ule) = u(w)ldy
5(0)
< do(0) / " Hu(x) — u(x + s6)|ds
\B! §n-1 0
1 5(0) 5(0) 0
S dO’(G)/ nfld / P 1 ’vu(‘r +r >|d7’
[B] Jgn-s 0 et
- (2diam(B))" / (6 /5(9) 1 [ Vu(z +ro)| 7“0)|
= nBl  Jeu ol

< or [ [T,

B |z =yl
Soit y de norme plus petite que r. Comme B,.(z) et B.(z + y) sont incluses dans
B = By, (x), on obtient par une inégalité triangulaire dans I'inégalité précedemment
démontrée que :

1 1
_ < dz.
lu(z +y) —u(z)| < CT/B|Vu(z)| <|:E—z|”1 + ]x+y—z\”1) z

,
Ensuite, on va évaluer la quantité de droite pour |y| = 3 Par I'inégalité de Holder avec

un exposant ¢ tel que n < g < p (I'exposant conjugué de ¢ sera noté ¢'), on a :

fyeipee = ([ w6 \qdz) L)

Or, un passage en coordonnées polaires donne :

-

2r
/—4Lfs0/ s D=0 gs < Orf EF) < O(ly|| B9
B lx — 2| 0

L’autre terme dans l'intégrale se majore de maniere analogue. En regroupant les deux

inégalités, on a :
[ue +y) — u(x) cv(/ :
< |Vu(z)|%dz ) .
|y 1B] \Js

On obtient donc I'inégalité maximale suivante :

|U(ZE + y) - U(ZL‘)| < C’(M(|Vu|q)(x))% '
yeR? |y|

Cette inégalité maximale reste vraie pour toute fonction appartenant a Wh?(R"). En
effet, on sait que les fonctions C5°(R™) sont denses dans W!'?(R" pour la norme ||ul|,+
||Vul|,. Le lemme de Fatou et la réciproque du théoreme de Lebesgue permet de passer
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a la limite dans 'expression

ju(a +y) —u(x)| _ ’_g' ( / Wzﬂqdz)i

Y|

qui reste donc valable pour tout u appartenant & WHP(R"). Par passage au supremum,
I'inégalité maximale prouvée précédemment reste donc vraie pour tout élément de
W1P(R™) avec p > n.

Soit u appartenant a WY?(R"™) avec p > n. Soient A > 0 et u appartenant a
C3°(R™). On veut montrer que u est différentiable Lebesgue-presque partout. Notons
L™ la mesure de Lebesgue sur R". On obtient pour un exposant ¢ tel que p > ¢ > n la
chaine suivante d’inégalités :

lu(z +y) —u(z)— <y, Vu(r) > |
Y|

L{xeRlzl/% > 2M}

< Ln{l’ e Rn‘ sup {|(u—u)(m—|—y) — (u—u)(x)— < y,V(u—u)(I) > ’} > )\}

yeR” |y|

< & (10109 (= w31 + 196 - w) )

C
< SlIvE-wl;

ou l'on a utilisé respectivement les inégalités de Tchebytchev et de Cauchy-Schwarz
dans 'avant-derniere inégalité et dans la derniere inégalité, on a utilisé le théoreme

maximal de Hardy-Littlewood car P~ 1. Par densité des fonctions C°(R™) dans

q
WHP(R™), on obtient que u est différentiable Lebesgue-presque partout.

Pour terminer, nous citons sans preuve un théoreme de différentiation optimal sur
R" dont une preuve remarquable (et facile) est donnée dans [Mal].

Théoréeme 19. [Théoréme de Stepanov] Soit f : R" — R™ une application
mesurable. St [’on note

A ={z e R"|Lip(f)(z) < +o0}
alors f est différentiable en presque tout point de A.

Il est clair que le théoreme 19 implique les théoremes 17 et 18.

1.3.4. Inégalités de Poincaré sur R". On va donner un premier exemple d’es-
pace PI. Nous choisissons de donner une preuve qui passe par I'estimation de potentiels
de Riesz.

Proposition 20. : L’espace (R",d,dx) est un (1,1) PI-espace.

Démonstration : Prenons une application f : X — R lipschitzienne. Soit ¢ :
R" — R un gradient supérieur pour f dans L},.. En choisissant la courbe 7 : [0, 1] —

loc.*
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R" telle que (t) =tz + (1 — t)y, on a que :

@) = f@)| < |z —y] / gltx + (1 — 1))dt (x).

Choisissons une boule B de rayon 7. Si # € B, on définit pour v € S" ! la fonction
mesurable et bornée d(u) 1= SUpP,.uep -0y T Ainsi, on obtient la chaine suivante d’in-
égalités :

1
f(x)—E/Bf! < |B‘/!f y)|dady

5(u)
/ / o + tu) [ dtdo (u)
Sn— 1

o(u) 1
/ / / g(x + ltu)tdl t"dt do(u) par le point ()
sn—1.Jo 0

o(u)  p2r
/ / / g(x + tu)dl " 'dt do(u) car 6(u) < 2r
sn-1Jo 0

z
< 2r / %dz par un changement de variable en polaire
T — z|""

IN

IN

IA

Ainsi, on obtient 'estimation ponctuelle suivante lorsque x,y € B :

@) =1 <2 [ o) + =

Si z € B alors B C By,(z). Par une utilisation de Fubini, on obtient :

g(2) / dx
dzd:zc<— z ——dz.
I A B " oy T o

Un changement de variable en polaire donne alors que

%é/}g%wmg()(n)ﬁég@w

Par le calcul précédent, on a ainsi que :

) = sty < oo | o

Par une inégalité triangulaire, on a :

|B|/|f |B|/f| |B|2//|f y)|ddy.

Ainsi, (R",d, dx) est bien un (1,1) PI-espace.

)dz.

On définit la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure de f par

Lip(f)(z) = limsup sup M

r=0  |y—z|<r r
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Une utilisation du théoréme de Rademacher permet de voir que Lip(f) est un gradient
supérieur pour f lorsque f est lipschitzienne. On veut comparer par la suite Lip(f)(x)
et [V(f)|(x) lorsque f est lipschitzienne.

Proposition 21. Lorsque f : R™ — R est lipschiztienne, on a que pour presque tout
x (en fait, en tous les points ou [ est différentiable) :

Lip(f)(x) = [V()](z).

Démonstration : Si f est lipschitzienne, par le théoreme de Rademacher V(f) est
définie (Lebesgue) presque partout. Prenons un point z ou f est différentiable. Par la
définition de la différentiabilité en un point x, on a :

r r T

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a lorsque |z — y| < r que

VD@ =9 - 19p))@).

r

Ainsi, on obtient que
Lip(f)(z) < [V(f)(z)]-
Si [V(f)(z)| = 0 alors la proposition est vraie. Si |V (f)(z)| # 0, alors pour y(r) tel

que : x —y(r) = 7’—|§E§§\(?§3)a on a :
sy LT 19 ) + o) = 1907 0) + o).

D’otu I'inégalité inverse lorsque r tend vers 0.

Remarque : Si f est lipschitzienne, on a par le théoreme de Rademacher que
IV(f)| est un gradient supérieur pour f. Par densité, on retrouve ainsi le fait que si f
appartient & W1P(R™ R) alors le couple (f,|V(f)|) satisfait une inégalité de Poincaré

de type (1, p).

1.3.5. Un contre-exemple dans la classe des fonctions a-holderiennes. On
notera ’ensemble des nombres complexes C. Une fonction f : R — C est a-holderienne
avec 0 < a <1 si pour tout z,y appartenant a R, on a :

|f(z) = f(y)] < Cloz —y|*

On notera C§(R, C) l'ensemble des applications a-holderienne définie sur R et a va-
leurs dans C. On adoptera la convention qu’une fonction O-holderienne est une fonction
continue et bornée. Enfin, les fonctions 1-holdériennes sont appelées des applications
lipschitziennes. On pourrait s’attendre a une variante du théoreme de Rademacher
valable pour les applications holderiennes. Malheureusement, sans hypothese d’inté-
grabilité sur la dérivée faible d’une telle application, une fonction a-holderiennes (pour
0 < a < 1) n'est pas -en général- dérivable et méme parfois en aucun point comme
I’atteste le théoreme suivant.

Théoreme 22. I] existe f : R — C telle que Va € [0,1], f € C§(R,C) et pourtant
f nest dérivable en aucun point.
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Démonstration : Nous allons chercher un exemple du coté des series de Fourier
lacunaires. Pour construire cet exemple, il nous faudra au préalable démontrer deux
lemmes. On désignera le tore par T. Toutes les constantes intervenant dans les calculs

seront notées indifféremment C.

Lemme 23. Soit f: T — C telle que
C
Z |ck| < Na
k|>N

pour un certain o €]0, 1] ot

1
Cp = %[Ff(x) exp(—ikz)dx
alors f € C§ (R, C).
Démonstration : On a pour x un point de R et h > 0 :

flx+h)— flx)= ch exp(ikz)(exp(ikh) — 1).

keZ
Ainsi, pour N > 0, on a :

[fx+h) = f@)| <CUR[+ D0 D Klal+ D el

k=0 QZS‘M<2Z+1 |[k|>2N+1

On a les majoration suivantes :

N N
STl D ke <D 227 < Cfpf2Nt )
k=0

20<|k|<2t+1 1=0
puis
E |Ck| S CQ_NO‘.
|k|>2N+1

Ainsi, pour |h| < 27" on obtient que

[f(z+h) = fz)] < Clhl”

avec une constante uniforme en |h|. Comme f est bornée sur T alors f appartient a

C2(R,C).

Nous présentons ici une preuve d’un théoreme sur les propiétés de différentiabilité
des séries lacunaires (plus précisément des fonctions de type Weierstrass) dont la preuve
originale est du a G.H. Hardy. Nous choisissons de présenter une preuve plus moderne

se situant dans [Fre].

Lemme 24. Soit (A\p)ren une suite de réels positifs telle que A\py1 > g pour un
certain ¢ > 1. Soit (a),)ren une suite de nombres complezes telle que 3,5 |ax| < +oo.

Considerons la fonction
+o0o

f(z) = Z ag exp(iAgT).

Alors si f est dérivable en xq, on a : apAp = o(1).
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Démonstration : Comme [ est dérivable en zy et f est bornée sur R, il existe
une application H mesurable et bornée telle que

lim H(z) =0

T—T0

et vérifiant

@) = fw)

r — 2o
Ainsi, on obtient :
f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + H(z)(x — ).

Considérons ® une fonction de S(R) telle que TF(®)(1) = 1 et Supp(®) C]%,q[.
Considérons

I = /Rf(%k + 20) () dx.

Premierement, on a en intervertissant série et intégrale que :

“+oo

. A
Iy = Zal exp(z)\lxo)/Rq)(a:) exp(zx)\—l)dx.
1=0

k
On a la relation

Al

/R(I)(x) exp(m))\\—]i)dx = TF(@)(A—k)

De plus, la condition de support imposée sur TF(®) et la condition de lacunarité des
A; nous permet d’obtenir que [, = a; exp(iAyzo). En utilisant 'expression (x) au point
% + o, on obtient :

th@d—%ﬂ%D/

(I)(:B)dl‘+i/ mq)(x)dx+i/ H(£+xo)xq>(x)dx.
R Ak Jr Ak Jr Ak

On a alors les relations suivantes :

/ (z)dz = TF(®)(0) = 0
R
puis /Rmtb(x)dx = —i(TF(®))'(0) =0

et par convergence dominée / H(/\£ + 29)x®(x)dr = o(1).
R k
Ainsi, on obtient que axAr = o(1).

Retour a la démonstration de la proposition 22 : Considérons par exemple
la fonction suivante

—+00 ok
exp(i2~)
fla) =) ——
k=0
On a clairement que Y .oy 3¢ < . Ainsi par le lemme 23 : Vo € [0, 1], f € C§(R, C).
De plus, par le lemme 24, f n’est dérivable en aucun point car g—],: =1+#o0(1).
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1.4. Le groupe d’Heisenberg : H!

1.4.1. Description du groupe d’Heisenberg. Une description précise du groupe
d’Heisenberg est donnée dans [HK]

Le groupe d'Heisenberg noté H' est un groupe de Lie simplement connexe dont
I’algebre de Lie est engendré par trois vecteurs (formant une base de I'algebre de Lie)
P, Q) et Z satisfaisant les relations :

[P7Q]:Z’[P7Z}:[Q>Z]:O'

De plus, le groupe d’Heisenberg H! est topologiquement R? (sa dimension topologique
est alors 3). Notons A la distribution engendrée par les deux champs de vecteurs P et
Q.

On peut aussi donner une description plus algébrique de H!. On peut le voir comme
R? muni d’une loi de groupe * qui le rend non commutatif. On définit * de la maniere
suivante :

(21, T2, 23) * (Y1, Y2,¥3) = (21 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3 + 2(22y1 — T132)).
De plus, on peut donner explicitement la base de champ de vecteurs P, (), Z. On choisit :

De cette maniere, on obtient la relation [P, Q] = 4Z et les autres commutateurs sont
nuls.

On peut voir P, Q, Z comme des opérateurs différentiels a coefficients C'> agissant
sur I’ensemble des applications lipschitziennes. Il agissent de la maniere suivante. Soit
u une application lipschitzienne. On note

Pu(z,y,t) =< P(z,y,t), Vu(z,y,t) >

(les actions de @) et Z sur u sont analogues).

De plus, I'algebre de Lie de H! possede deux strates : I'une engendrée par {P,Q} =
A et l'autre engendrée par {Z}.

La métrique de Carnot-Carathéodory est définie par rapport aux deux champs de
vecteurs P, Q. On définit une métrique d sur H! dite de Carnot-Carathéodory par : si 2
et 9 sont deux éléments de H' alors d(x1, x9) est Uinfimum des longueurs des courbes
rectifiables joignant x; a xo qui sont en tout point tangentes a A. Pour cette métrique
le groupe d’Heisenberg est complet. De plus, étant un groupe localement compact, ce
groupe dispose d’une mesure doublante (la mesure de Haar qui est en fait la mesure
de Lebesgue de R?) et satisfait une inégalité de Poincaré généralisée du type (1,1). Le
groupe d’Heisenberg est donc un espace PI. De plus, ce groupe dispose d'une famille
de dilatations définies pour A > 0 par

Sa(z,y,t) = (A, Ay, A*t).
Ces dilatations font de
(@) = (@2 4522+ #)
une norme homogene. De plus, la dimension topologique de H' est 3 mais sa dimension
de Haussdorf est 4. Cette derniere propriété fait du groupe d’Heisenberg un espace

métrique relativement singulier ot -on le verra plus tard- la définition de la rectifiabilité
euclidienne est invalide.
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1.4.2. Propriétés du groupe d’Heisenberg. On dit qu’'une courbe absolument
continue 7 : [a,b] — H' est admissible s'il existe des fonctions mesurables (¢;);-12

vérifiant 2321 ¢j(t)* <1 et telles que pour presque tout point ¢ appartenant a [a, ] :

V(1) = a®)P(y(t) + c2()Q(Y(1))

Pour z,y appartenant & H', on définit p(z,y) par l'infimum des T' tel qu’il existe
v :[0,7] — H' une courbe admissible vérifiant v(0) = z et v(T) = y. S’il n’existe pas
de courbes admissibles reliant x a y, on pose p(z,y) = +oo. En fait, on va montrer qu’il
existe toujours une courbe admissible reliant deux point donnés de H'. On va méme
démontrer qu’en fait p = d.

Lemme 25. Soit Br(x) une boule euclidienne contenue dans H*. Soit y : [0,T] — H*

R
un chemin admissible avec y(0) = x. Posons M = sup |A(.)]. SiT < i alors v([0,T7)
Br()
est inclus dans Br(x).

Démonstration :

Notons |z — y| la distance euclidienne de x & y dans R3. Par ’absurde, supposons
que I'image de 7 ne soit pas contenue dans la boule B, (z). Par le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un plus petit temps to < T pour lequel R = |z — ~(¢o)]. Or,
la définition d'un chemin admissible et 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne |y/(t)| <
|A(~(t))| pour presque tout t. Comme ce chemin est absolument continu alors

R=lr =0l = "] < / "\ AG(©)dt] < MT.

C’est une contradiction et le résultat est ainsi prouvé.

Proposition 26. Soit G une partie non vide de H' compacte pour la distance eucli-
dienne sur R3. Il existe une constante C telle que pour tout z,y appartenant a G :

p(r,y) > Clr —yl.

Démonstration :
Soit x un élément fixé de G.
Soit y un autre élément de G. Soit v : [0,7] — H' un chemin admissible joignant
T avy.
Comme H! est ouvert dans R? alors il existe £ > 0 tel que G. = {z € R? | dist(z, G) <
e} soit inclus dans H'. Posons M = sup |A(.)|. On peut remarquer que la boule B, (x)
e

est incluse dans G. et ne contient pas y si 7 = min{|z — y|,e}.
Le lemme 25 donne que T' > 7.
Dans tous les cas, on a que :

T > M~ 'min{1, e(diam(G)) "}z — y|.
En passant a I'inf. sur 7', on obtient que :

plx,y) > M 'min{l, e(diam(GQ)) '}z — y|.
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Soient y, z deux élément de G. Soient v, : [0,77] — H' et v, : [0,T3] — H' deux
chemins admissibles joignant respectivement y a x et x a z. Alors, on a :

T4+ Ty > C(lz —y|+ |z —2]) > Cly — 2|.

Soit 7 le chemin formé en concaténant v; et 5. Comme 7 est un chemin admissible
joignant y a z, on a :
ply,z) = Cly — z|.

On est alors en mesure de démontrer le théoréeme suivant.

Théoréme 27. (Cas particulier du théoréme de Chow) Une courbe~ : [0,T]| —
(H', p) est une courbe admissible si et seulement si pour tout x,y € [0,T] : p(y(x),v(y)) <
[z —yl.

Démonstration :

Si v :[0,T] — (H',p) est une courbe admissible, on a pour tout z,y € [0,7] :
p(v(z),7(y)) < |z —yl|. Cela provient de la définition d'une courbe admissible (on peut
toujours choisir la paramétrisation par longueur d’arc).

Soit v : [0, 7] — (H!, p) une courbe 1-lipschitzienne . Par le lemme précédent, la
courbe 7 est alors lipschitzienne pour la métrique euclidienne sur R? (v est, en parti-
culier, une courbe absolument continue). Par le théoreme de Rademacher, la courbe
est donc différentiable en presque tout point. Soit ¢y € [0,7] un point ol 7 est diffé-
rentiable. Soit £ > 0. Par hypothese, on a : p(y(t),y(to + €)) < e. Par définition de la
distance p, pour tout 6 > 0, il existe 7 : [0, + 6] — H' une courbe admissible telle que
n(0) =~(to) et n(e +6) = y(e).

Premierement, on a :

/06+n ' (t)dt = ~y(to +€) —v(to) = 7' (to) + o(e).

De plus, il existe (¢;);—12 des fonctions mesurables telles que >7_ ¢;(t)? < 1 et telles
que pour presque tout ¢t € [0,e + 4] :

' (t) = a(t)P(n(t)) + c2(H)Q(n(t)).
On obtient donc :

' (t) = ci(t)P(v(to)) + c2()Q(v(to)) + alt)
ol
a(t) = c1(t) (P(n(t)) — P(n(0))) + c2(t) (Q(n(t)) — Q(n(0))) -
Ensuite, on a : C|n(t) — n(to)| < p(n(t) — n(te)) < t avec une constante C' uniforme
en € et 0 du moment que ces deux quantités soient petites. Comme les champs de
vecteurs P, (), Z sont des opérateurs différentiels a coefficients C'*° (donc localement
lipschitziens), on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

la(t)] < [A(n(t)) — A(n(0))| < Ct
avec une constante C' indépendante de € et 6 du moment que ces deux quantités soient

petites.
Ainsi, on obtient :
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Vi) =2 [ o)

_ &+ ( ! /OW7 cl(t)dt> P(~(to)) +...+1/0€+na(t)dt+o(1)

€ e+ €

On a la majoration suivante :

|/ (B)dt] < C(e + )

De plus, pour 2 =1,2, on a :

1 et
| / ci(t)dt] < 1.
0

e+n

Soit &; une suite qui tend vers 0. En prenant §; = j'¢;, il existe une sous-suite de ¢;
(que 'on nomme a nouveau ¢;) telle que pour i = 1,2 :

1 /(1+j1)€j ( )
_— c(t)dt
ej Jo

1+

converge vers une limite que 'on va noter b;(¢) lorsque ¢; tend vers 0. De plus, on peut
vérifier que I'application ty — b;(to) ainsi obtenue est mesurable.
Par 'inégalité de Jensen, on a :
2

1 e+n 2 1 e+n 2
> ( / cl-(t)dt) < / > a(tydt <1,
= \e+tnJo e+nJo

i=1

En passant & la limite, on obtient : 327 b;(t)? < 1.
En passant encore a la limite, on obtient pour presque tout ¢y € [0,7] que :

7' (to) = bi(to) P((to)) + ba(to)Q((t0)).

Ainsi, v est une courbe admissible.
Corollaire 28. Les deux distances d et p coincident.

Rappel : La distance de Carnot-Carathéodory entre deux points de H' est I'inf.
des longueurs (pour la distance p) des courbes rectifiables et horizontales (en fait, ces 2
notions coincident dans H') qui joignent ces deux points (si ces deux points ne peuvent
pas étre reliés par une courbe rectifiable alors leur distance est infinie).

Démonstration :

Chaque courbe rectifiable peut-étre paramétrée par sa longuer d’arc et devient
donc 1-lipschitzienne vis-a-vis de la distance p. En appliquant le théoreme 27, une telle
courbe, ainsi paramétrée, est admissible.

Il ne reste plus qu’a montrer qu'une inégalité de Poincaré est valable sur le groupe
d’Heisenberg. En fait, on a le théoreme suivant.

Théoreme 29. (Astuce de Varopoulos) Le groupe d’Heisenberg H' posséde une
inégalité de Poincaré généralisée du type (1,1).
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Démonstration :
Soit v une fonction admettant un gradient supérieur g. Il suffit de montrer que pour
tout B = B,(x) (car la mesure de Lebesgue portée par H! est doublante)

/Blu(:v) - (ﬁ/Bu(t)dt) dx| < C’T/QBg(x)dx.

On peut réduire le probleme au cas ou la boule B est centrée en 0 par invariance
par translation de la mesure de Lebesgue. Notons |z| = d(0, z). Il existe une courbe
7. : [0, |z|]] = H' qui minimise la distance de Carnot-Carathéodory entre 0 et z (un
argument de compacité avec Ascoli permet de conclure). On peut remarquer que s —
x7,(s) est le chemin le plus court qui relie z a zz. Ainsi, on a :

|2
() — u(wz)] < / g(as(s))ds.

Cette inégalité et l'invariance de la mesure de Lebesgue par translations a gauche per-

met d’obtenir la chaine d’inégalités :
5 [ [ fute) — u(para
— u(x) —u x
1Bl /5 /5

/B|u(x)— <|%|/Bu(t)dt) x|
< o1 | [ @) - us)dzd

IN

< u% /H /H / @) (e2)g @y, (s))dsdrdz.

En utilisant I'invariance de la mesure de Lebesgue par translations a droite, on a :

/H vo(@)xs(22)g(@n(s))de = /H N (E)X 3ot ) ()9 (€)E

< xas(2) / NG

Justifions la derniere inégalité.

Si I'intégrande n’est pas nulle alors il existe 2,y € B tel que £ = z7.(s) = yz~'.(s).
On obtient ainsi que z = 2~ 'y appartient & 2B et £ = x7,-1,(s). On a donc que §
appartient a la géodésique joignant x a y. Ceci implique que d(x, &) +d(y, &) = d(z,y).
Une inégalité triangulaire implique que ¢ appartient a 2B5.

En utilisant le fait que la mesure de Lebesgue portée par H' soit doublante, on
obtient :
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34
[~ (i [ wtoae) s < - [ /O'Z' [ xanote)deasa

1
< 1) [ s

< Cr /23 g(§)dé€.

C’est I'inégalité désirée et la preuve est ainsi terminée.

IN

1.4.3. Non-plongement bilipschitzien de H' dans L? pour p > 1. Tout
d’abord, on peut citer un théoréme du a Pansu dont une preuve d’'un fait plus général
se situe dans [Pal].

Théoréeme 30. Soit A C RF un ensemble borélien. Considérons une application
lipchitzienne f : A — H'. Alors pour Lebesque pp v € A, il existe un morphisme de
groupes noté d, f : R¥ — H! tel que

limdy (f(z)™'  f(z+tv)) = dof(v), Yo € RF.
t—0 t
On appelle d, f la différentielle de Pansu de f.

En utilisant le théoreme 30, on déduit de la non commutativité du groupe d’Hei-
senberg 'impossibilité d'un plongement bilipschitzien du groupe d’Heisenberg dans un
espace euclidien. De plus, le théoreme 30 permet d’invalider la théorie classique de
la rectifiabilité dans le groupe d’Heisenberg. Grossierement, prenons pour k = 2, 3,4
une application lipschitzienne f : A ¢ R¥ — H!. Considérons un point z € A ot f
est Pansu-différentiable. On a que d, f(RF¥) est un sous-groupe commutatif de H'. De
plus, la spécificité de la métrique de Carnot-Carathéodory nous indique en fait que
d, f(RF) est inclus dans une droite vectorielle. La formule de I'aire appliquée & f nous
donne alors que H*(f(A)) = 0. On peut trouver de plus amples explications dans [AK].

En fait, on peut donner une preuve directe du théoreme de non plongement du
groupe d’Heisenberg dans un espace euclidien. On peut méme prouver plus comme le
précise I'énoncé suivant.

Théoréme 31. Le groupe d’Heisenberg muni de sa métrique de Carnot-Carathéodory
ne se plonge pas de maniere bilipschitzienne dans un espace de Banach E satisfaisant
la propriété de Radon-Nikodym (donc ne se plonge pas -en particulier- dans un espace
LP avecp>1).

Remarque : Ce résultat constraste fortement avec un résultat d’Assouad [As] qui
affirme quun espace métrique (£, d) muni d’'une mesure doublante p vérifie que pour
tout o < 1 et pour tout p > 1 alors (F,d*) se plonge de maniere bilipschitzienne dans
LP.

Démonstration :
Soit f : H' — E une application L-lipschitzienne.
La preuve se fait en trois temps.
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Les courbes intégrales des champs P et () sont des copies isométriques de la droite
réelle. Soit v : R — H! une courbe intégrale de P alors f(y) : R — FE est une
application lipschitzienne. Comme E possede la propriété RNP alors f(v) est diffé-
rentiable Lebesgue presque partout. Alors I'ensemble des points ou la dérivée partielle
suivant P de f notée P(f) (qui est un ensemble mesurable) intersecte chaque courbe
intégrale de P en un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Le théoreme de Fubini
permet de conclure que P(f) est définie presque partout. De plus, P(f) est mesurable
(comme limite ponctuelle de fonctions mesurables). Comme f est L-lipschitzienne alors
[|P(f)|| < L preque partout. On procede de méme avec Q(f). On a montré que P(f)
et Q(f) appartiennent & L>(H', E).

On veut montrer que P(f) et Q(f) sont approximativement continues en presque
tout point de H'.

Pour cela remarquons que comme f est lipschitzienne et que H! est séparable alors
f est a valeurs dans un sous-espace séparable de E qui possede lui aussi la propriété
RNP (on dit que la propriété RNP est héréditairement séparable). En utilisant le lemme
suivant, la conclusion suit.

Lemme 32. Soit (X,d, ) un espace métrique doublant (muni d’une mesure p dou-
blante), soit (Y,d') un espace métrique séparable et soit u : X — Y une application
pu-mesurable. Alors p-presque tout point de X est un point de continuité approchée de
u.

Démonstration : ‘

Soit j € Z. Considérons un recouvrement dénombrable (U/);cn de Y par des ouverts
de diametre plus petit que 27. Notons Qf = uil(Uij ). Alors ces éléments réalisent un
recouvrement de X par des ensembles mesurables. Or, par le théoreme de différentiation
de Lebesgue appliqué & la fonction indicatrice de 7, on sait qu'il existe un ensemble

Q{ de p-mesure pleine dans Qf vérifiant pour tout x € Q{ :

i H(Br(2) N Q)
M (B (@)

Posons A = Njecz Uien Q{ Cet ensemble est de p-mesure totale (comme é une inter-
section dénombrable d’ensembles de mesure pleine) et est un ensemble de points de
continuité approchée pour u. En effet, soient € > 0 et » > 0. Considérons = € A. Alors
pour tout j, il existe un certain indice i; pour lequel = € QJIJ Définissons 1’ensemble
Se(z,7r) = {2’ € B.(z)|d' (u(x),u(x’)) < }. Les ensembles S (x, r) sont emboités. Ainsi,
pour j dans Z tel que 2 < ¢ et par construction des différents recouvrements, on a :

p(S-(@,1) N By(@)) _ p(Sas(2,m) 0 By()) A4, 0 By(@))

(B, (z)) B p(Br(x)) — p(Be()

La derniere inégalité se justifie de la maniere suivante. Par construction, on a que pour
tout j, u(x) appartient a Ufy_. Si 2’ appartient a ng alors u(z') appartient a Ui]j . Comme

=1.

pour tout j, le diametre de UZJJ est plus petit que 27, on obtient que d'(u(z), u(z’)) < 27.
Ainsi, en faisant tendre r vers 0, on obtient que x est un point de continuité approchée
pour u.



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

36 1. ANALYSE DANS LES ESPACES METRIQUES DOUBLANTS

On veut montrer que si € H' est un point de continuité approchée de P(f) et
Q(f) alors ||f(x) — f(2')|| = o(d(x,2")) pour 2’ vivant le long de la courbe intégrale
{zexp(tZ)}ier (courbe intégrale vivant dans le centre de H'). On dit que la différen-
tielle de f s’effondre le long du centre du groupe d’Heisenberg.

Soit € > 0. On peut supposer dans un premier temps que =’ = zexp(t?Z). Le
cas ¥’ = wexp(—t>Z) se traite de manieére analogue. Notons i, &, &3, &, les champs
respectifs P, Q, —P, —Q. Il existe un quadrilatere 7,72, 73,74 allant de z a 2’ tel que
7 1 [0,¢] — H' soit une courbe intégrale de &. De plus, il existe une constante C' tel
que d(z,z") > Ct (quitte a paramétrer chaque 7; par longueur d’arc).

Comme x est un point de continuité approchée de P(f) et de Q(f) alors par une
utilisation du théoreme de Fubini, il existe une courbe intégrale \; de &; proche de ~;
au sens suivant. Pour tout s < ¢ (avec t assez petit) alors d(7;(s), Ai(s)) < et. De plus,
on a pour tout ¢ :

/ 16(F) (@) — &(F)(s)llds < & (Ra).

En utilisant la relation (R;) pour tout i, on obtient la chaine suivante d’inégalités :

1F @) = f@ = 1lf () = fF(n0)|
< f(a(®)) = SO+ [ (2(0)) = SOLODI]+ ([ (Aa(t)) =
< [[fa(t) = f(M(0))]] + 2Let

4

1D (Fa(1) = F(0))) || + 8Let

i=1

IN

IN

> [ l6thie) - () Hds+t\|2@ o)) + 8Let

< 8Let + 4et.
Comme d(z,x") > Ct, on obtient lorsque ¢ tend vers 0 que :
1f(z") = f(@)]| = o(d(x, 2)).

Ainsi, on obtient 'impossiblité d’un plongement bilipschitzien du groupe d’Heinsenberg
dans un espace de Banach RNP.

Fa(0))]]



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

CHAPITRE 2

Cheeger-différentiabilité des fonctions de Sobolev généralisés

2.1. Introduction

Le but de ce chapitre est d’étendre un résultat de [CK1] pour une classe plus large
de fonctions. On prouve la Cheeger-différentiabilité des applications de ’espace de Ha-
jlasz M'P(X, E) lorsque X est un espace métrique PI et E est un espace de Banach
GFDA (ou est un espace de Banach satisfaisant la propriété de Radon-Nikodym) pour
p > N ou N désigne la dimension homogene de X (la dimension homogene de X est
reliée a la constante de doublement de la mesure portée par X). Les espaces de Hajlasz
M (X, F) sont une généralisation au cadre métrique des espaces de Sobolev WP, En
effet, lorsque X = R™ et £ = R™ et lorsque p > 1, on a : M"P(X, F) = W'?(X, E).
Grace a cette remarque, notre théoreme englobe un théoréme classique de Calderén
qui dit qu'une application de W'P(R", R) est différentiable en Lebesgue presque tout
point de R™ lorque p > n. Un contre-exemple de E. Stein montre que ce résultat de
différentiation est optimal. Plus précisément, il existe une application de W*(R", R)
qui n’est différentiable en aucun point. Ainsi, notre théoreme est optimal au sens ou
dans R", les exposants admissibles que nous avons sont les meilleurs possibles.

Nous voulons obtenir et généraliser certains théoremes de différentiation valables
dans R™ pour des classes d’applications peu régulieres a valeurs dans un espace de
Banach (le cas intéressant étant la dimension infinie). Nous allons donner un historique
possible pour de tels théoremes.

Citons avant toute chose I'état des faits dans R"™. Un théoreme central en analyse
réelle est le théoreme de Rademacher (dont une preuve est proposée dans la section
intégrale de Bochner) qui affirme qu'une application lipschitzienne de R™ a valeurs
dans R est différentiable en Lebesgue presque tout point de R™. Ce résultat a été gé-
néralisé en un théoreme désormais classique de Calderén (que nous nous proposons de
généraliser dans le cadre des espaces métriques PI) a savoir que tout application de
WP(R™ R) avec p > n est différentiable en Lebesgue presque tout point de R". Ce
théoreme implique d’ailleurs le théoreme de Rademacher car la dérivée faible d'une ap-
plication lipschitzienne est dans L*. On peut pour terminer citer un fait remarquable
car optimal concernant R". En effet, le théoreme de Rademacher-Stepanov affirme
qu'une application f : R™ — R Lebesgue-mesurable est différentiable en Lebesgue
presque tout point x ou Lip(f)(x) est finie.

Ensuite, le théoreme de Rademacher a été étendu pour des applications lipschit-
ziennes définies sur des groupes de Carnot. En effet, P. Pansu, dans [Pal], a montré un
tel théoreme pour des applications lipschitziennes f : A — B avec A et B des groupes
de Carnot. Il montre d’ailleurs que la différentielle ainsi obtenue est un morphisme entre

37
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les algebre de Lie des groupes concernés. Ce résultat permet de prouver 'impossibilité
d'un plongement bilipschitzien du groupe d’Heisenberg dans R™ et permet d’invalider
pour les groupes de Carnot la théorie de la rectifiabilité classique en grande dimension.
Les deux points reposent sur une remarque algébrique simple : la différentielle de Pansu
entre un groupe de Carnot non commutatif et R™ n’est jamais injective. Ainsi, pour ob-
tenir le premier point, prenons un point ou 'application est Pansu-différentiable. Etant
bilipschitzienne, la différentielle de cette application est injective contredisant le fait
que le groupe d’Heisenberg n’est pas commutatif. Le second point est plus technique et
repose sur une formule de laire valable dans les groupes de Carnot. Grossierement, la
dimension de Hausdorff de 'image d’une application lipschitzienne est reliée au rang de
la différentielle de Pansu de cette application (et donc a la dimension de son noyau par
le théoreme du rang). A partir de la, il suffit de remarquer que la différentielle de Pansu
s’effondre le long du centre du groupe d’Heisenberg. En d’autres termes, le noyau de la
différentielle de Pansu est assez gros et donc I'image de I'application lipschitzienne est
de petite dimension. De plus, grace a ce théoreme de différentiation, P. Pansu a obtenu
des criteres de rigidité de type Mostow pour certains espaces symétriques (ce qui est
la motivation essentielle de [Pall).

Ces résultats illustrent une idée puissante : comment a partir d’'un probleme haute-
ment non-linéaire comme decider si oui ou non deux espaces métriques sont bilipschitz
équivalents, on peut se ramener a un probleme d’algebre linéaire par le biais d'un théo-
reme de différentiation. Cette idée naturelle a été développée dans le travail séminal de
J. Cheeger dans [Che]. Cet article offre un cadre nouveau mais naturel pour étendre
ces théoremes de différentiation. En effet, il développe une théorie de la différentiation
dans les espaces PI. Certains espaces métriques PI apparaissent comme des limites
au sens de Hausdorff-Gromov de variétés riemanniennes completes a courbure de Ricci
minorée. Des exemples de tels espaces métriques sont évidemment : R™ et les varié-
tés riemaniennes compactes pour les plus simples. Pour les plus exotiques, il y a : les
groupes de Carnot (qui sont de dimension Haussdorf entiere), les espaces de Laakso
ainsi que les espaces de Bourdon-Pajot dont les constructions sont détaillées respec-
tivement dans [La] et [BP1] (d’ailleurs, ces derniers espaces peuvent étre de toute
dimension de Hausdorff entiere ou non et ne sont pas bilipschitziens a un espace eu-
clidien). L’article [Che] est majeur au sens ou J. Cheeger a su développer un calcul
au premier ordre dans les espaces métriques pour les applications lipschitziennes. Plus
précisément, un théoreme de type Rademacher est démontré dans le cadre des espaces
métriques PI. Plus tard, dans I'article [BRZ], dans le méme contexte que celui proposé
par [Che], est montré un théoreme de type Rademacher-Stepanov.

Tous ces résultats concernent la différentiation des applications lipschitziennes (ou
a constante de Lipschitz ponctuelle supérieure finie en presque tout point) mais a
valeurs dans des espaces euclidiens. Une difficulté intervient lorsque l'on veut éta-
blir des théoremes de différentiation dans les espaces de Banach de dimension infi-
nie. En toute généralité, de tels résultats sont faux. En effet, considérons 'application
f:10,1] — L*([0,1]) définie par f : x — X[o.. L’application f ainsi définie est une
isométrie. Malheureusement, f n’est fortement différentiable en aucun point = de |0, 1]
car sa différentielle faible en x est §, qui n’est clairement pas un élément de L'. De
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plus, tres peu de théoremes concernant ’extension ou la densité des applications lip-
schitziennes qui sont a valeurs dans des espaces de Banach de dimension infinie sont
connus. Heureusement, dans 'article [CK1]|, J. Cheeger et B. Kleiner, motivés par des
questions d’informatique théorique (ces motivations sont plus longuement expliquées
dans le compte rendu d’activités de [Pa2]), surmontent ces difficultés et trouvent une
condition géométrique satisfaisante sur I’espace de Banach a ’arrivée pour obtenir un
théoreme de type Rademacher. Plus précisément, ils obtiennent un théoreme de type
Rademacher pour des applications lipschitziennes entre espaces métriques PI et espaces
de Banach GFDA. Ils obtiennent aussi des obstructions au plongement bilipschitzien
des espaces métriques PI dans les espaces de Banach GFDA. Ce qui a pour corol-
laire que le groupe de Heisenberg n’est pas bilipschitz équivalent & un espace LP (avec
p > 1) par exemple. Grace a la théorie développée par J. Cheeger et B. Kleiner dans le
cadre des espaces de Banach GFDA, nous sommes a méme d’énoncer un des résultats
principaux de cette partie.

Théoreme 33. Soient X un (1,q)-PI espace possédant une mesure p de constante de

doublement [ avec q > llzig et B un espace de Banach possédant la propriété GFDA.

Si f appartient a Mllo’q (X, E) alors f est Cheeger-différentiable p-pp.

C.

La preuve est fondée sur un argument d’approximation des applications de M'?(X, E)
par les fonctions lipschitziennes. De plus, grace aux inégalités de Poincaré supportées
par X et grace a l'inégalité maximale de Hardy-Littlewood (qui permettent un controle
des oscillations de I’approximation), nous montrons comment les théoremes de diffé-
rentiation vraies pour les applications lipschitziennes se transmettent aux applications
de Pespace M'P(X, E) (qui est lorsque p est assez grand un espace de fonctions conti-
nues). En fait, pour pouvoir appliquer la construction de l'article [CK1], il faut obtenir
I'analogue d'un théoreme de [K]. C’est-a-dire pouvoir compararer la norme de la dif-
férentielle faible avec la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une application
de M'P? pour p assez grand. Ce résultat est possible grace a la caractérisation des es-
paces NP et M'? donnée dans I'article [Sh] et grace au théoréme principal de [KZ]
- satisfaire des inégalités de Poincaré faibles est une propriété ouverte en la régularité
du gradient supérieur- étendu au cadre des espaces de Banach. Ce type de résultats,
sans dépendance de la dimension, est crucial pour pouvoir appliquer la stratégie de
larticle [CK1]. Enfin, un lemme de théorie descriptive des ensembles démontré dans
I'article [CK4] montre comment -lorsque F possede la propriété de Radon-Nikodym-
se ramener au cas d'un espace de Banach GFDA. Grace a cela nous pouvons énoncer
le second résultat principal de cette partie.

Théoréme 34. Soient X un (1,q)-PI espace possédant une mesure p de constante de

doublement [ avec q > 112?23 et E un espace de Banach possédant la propriété RNP. Si

f appartient a Mll’q(X, E) alors f est Cheeger-différentiable pi-pp.

oc.

Comme les espaces de Hajlasz généralisent les espaces de Sobolev, ce théoreme
constitue une généralisation du théoreme de Calderén cité au début de l'introduction.
De plus, ce résultat est optimal. En effet, grace a un contre-exemple de E. Stein, il
existe une application de W1™(R™ R) qui n’est différentiable en aucun point. Plus
précisément, des conditions d’intégrabilité de la dérivée faible d’une appplication d'un
espace de Sobolev sont discutées dans [AC| pour garantir ou non sa différentiabilité en
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Lebesgue presque tout point. De plus, le théoreme 34 offre une nouvelle caractérisation
des espaces de Banach satisfaisant la propriété de Radon-Nikodym.

Dans une premiere partie, nous allons donner le contexte ainsi que certaines défini-
tions nécessaires pour mieux comprendre la Cheeger-différentiabilité dans les espaces
de Banach (de dimension infinie).

Dans une seconde partie, nous allons rappeler des propriétés géométriques impor-
tantes des espaces de Banach.

Dans une troisieme partie, nous allons démontrer certaines propriétés concernant
les applications de I'espace M'P et nous intéresser & la régularité de ces applications
lorsque p est assez grand. Nous allons dans cette méme partie, donner des propriétés
utiles valables dans les espaces métriques doublant.

Dans une quatrieme partie, nous allons construire un bon candidat pour étre la
différentielle de Cheeger pour des fonctions a valeurs banachiques ayant une régularité
Sobolev surcritique (c’est-a-dire dont 'exposant d’intégrablité d’un gradient supérieur
est strictement plus grand que la dimension homogene de 'espace métrique ambiant).

La derniere partie concerne la preuve du théoreme 33 a proprement parlé. Cette
preuve suit la méthode proposée dans l'article [CK1] et est fondée sur des découpages
intégraux assez fins. Enfin, cette méthode couplée a une remarque présente dans ’article
[CK4] permet de prouver le théoreme 34.

2.2. Différentielle de Cheeger

2.2.1. Le cadre des espaces métriques. Le but cette sous-partie est de pouvoir
expliquer pourquoi les définitions proposées dans [Che] et [CK1]| généralisent celles du
cadre euclidien.

Soient (X,d, ) un espace métrique mesuré et A une partie p-mesurable de X.
Soient fi,... fr : A — R des fonctions lipschitziennes.

Définition 35. On dit que la famille des {f;} est dépendante au premier ordre en A
st pour p-pp x appartenant a A, il existe une suite (a;(x)) de réels non tous nuls telle
que pour tout x' appartenant a A :

> ail@)(fi(x) = fia') = o(d(x,")).

i

Exemple : Considérons X = R". Si x est un point de différentiabilité des f; (on
sait que Lebesgue-presque tout point de R™ est un point de différentiabilité des f; par le
théoreme de Rademacher) alors dire que la famille des {f;} est dépendante au premier
ordre en x est équivalent a dire que la famille des { D, f;} est liée. En effet, considérons
une suite (a;) de réels non tous nuls telle que pour tout z’ appartenant a A :

Zai(fi(w) — fi(@')) = o(jz — 2'|) ().

Soit & appartenant & S"!. Prenons 2’ = z + t£ avec t > 0. En se rappellant que z est
un point de différentiabilité des applications f;, on obtient en divisant par ¢ > 0 puis
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en faisant tendre ¢ vers 0 dans la relation (*) que pour tout £ € S"~ ! :

Ainsi, la famille des {D, f;} est liée. Réciproquement, s’il existe une suite (a;) de réels
non tous nuls telle que :
Z a;Dyfi =0

alors, en utilisant la définition de la différentiabilité au point x pour chacune des ap-
plications f;, on obtient que la famille des {f;} est dépendante au premier ordre en z.

Soit f une application lipschitzienne définie sur A a valeurs dans R.

Définition 36. On dit que [ dépend au premier ordre de la famille {f;} en A si la
famille {f, f1,..., fx} est dépendante au premier ordre en A.

Exemple : Prenons A = R". Consideérons pour tout ¢ appartenant a [|1,...,nl|], f;
comme étant la projection sur la i-eme composante (si (e;) désigne la base canonique
de R", fi(x) =< z,e; >). Par le théoreme de Rademacher sur R", on a que toute
application lipschitzienne f : R® — R dépend au premier ordre de la famille des {f;}
en Lebesgue-presque tout = de R”™.

Définition 37. On dit que la famille des {f;} est indépendante au premier ordre en A
st pour p-pp x de A, pour tout &’ appartenant a A, une relation du type :

S @) () — i) = ol )

implique que a;(x) = 0 pour tout i.

Exemple : Considérons X = R". Si x est un point de différentiabilité des f; (on
sait que Lebesgue-presque tout point de R™ est un point de différentiabilité des f; par
le théoreme de Rademacher) alors dire que la famille des {f;} est indépendante au
premier ordre en x est équivalent a dire que que la famille des {D,f;} est libre. En
effet, considérons une suite (a;) de réels que pour tout x’ appartenant a A :

> ailfilw) = fi@) = of|z = a'|) (%)

(2

Soit & appartenant & S"!. Prenons 2’ = x + t£ avec t > 0. En se rappellant que x est
un point de différentiabilité des applications f;, on obtient en divisant par ¢ > 0 puis
en faisant tendre ¢ vers 0 dans la relation (*) que pour tout £ € "~ :

7

Ainsi, si la famille des {D, f;} est libre alors la famille des {f;} est indépendante au
premier ordre en x. Réciproquement, considérons une relation du type :

Z a;D, f; = 0.

(]
En utilisant la définition de la différentiabilité au point x pour chacune des applica-
tions f;, on obtient si la famille des {f;} est indépendante au premier ordre en x que
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la famille des {D, f;} est libre.

D’apres [Che], lorsque X est un espace PI, il existe une constante N ne dépendant
que de la constante de doublement de la mesure p et des constantes interventant dans
I'inégalité de Poincaré pour laquelle toute famille de N + 1 fonctions lipschitziennes
définies sur X a valeurs dans R est dépendante au premier ordre en X.

Définition 38. Une famille dénombrable de couples { Ay, o }acn+ est appelée un atlas
si : les ensembles A, sont p-mesurables et s’il existe un entier N tel que pour tout
a € N*, il existe un entier n, < N et une application lipschitzienne u, : Ay — R™.
De plus, cette famille satisfait les propriétés suivantes :

i) Uy A, est de mesure pleine dans X c’est-a-dire pu(X N (UaAn)¢) = 0.

ii) pour chaque fonction lipschitzienne f : X — R, on a pour tout o € N*, f

dépend au premier ordre de la famille des {ul,... u} (ou les u', désignent la i-éme
composante de u,) en A,.
iii) pour tout a € N*, la famille des composantes {ul,... u"} est indépendante au

premier ordre en A,.

En fait, les u, sont a voir comme un systeme de cartes locales ou les changements
de cartes sont compatibles seulement presque partout. D’apres [Che], un espace PI
admet un atlas (la selection des éléments constituant cet atlas fait penser a la maniere
dont on construit une base d'un espace vectoriel).

On peut alors définir une notion de différentiabilité relative a un atlas (ou ensemble
de cartes) {Aq, Uy} pour un espace métrique X.

Définition 39. Soit f une application définie sur X -un espace PI muni d'un at-
las {Aq, U }- @ valeurs dans un espace de Banach E. On dit que f est Cheeger-
différentiable en x € A, s’il existe une application linéaire continue ®,(x) : R" —
E telle que pour tout x' € Ay, on ait :

f(@') = f(@) + a(2)(ua(2’) — ualz)) + o(d(z, 2")).

Remarque : Le point ii) de la définition 38 met en évidence le fait que toute
application lipschitzienne f : X — R™ est Cheeger-différentiable. De plus, considérons
f : R™ — R™ une application lipschitzienne. Grace au théoreme de différentiation de
[Che], on a I’équivalence suivante : f est différentiable Lebesgue-pp si et seulement si
f est Cheeger-différentiable Lebesgue-pp et ceci relativement a n’importe quel atlas.

2.3. Quelques notions de géométrie des Banach

Dans cette partie, on construit une limite projective d’espaces de Banach dans la-
quelle vivra la différentielle faible (notion développée dans le chapitre éponyme). Plus
précisément, on essaie de se ramener au cas de la dimension finie et de construire a
partir d’une approximation par des espaces de Banach -croissants pour l'inclusion- de
dimension finie de I'espace de Banach initial une différentielle généralisée qui est définie
en restriction a chacun des espaces constituant 1’exhaustion croissante. Cette différen-
tielle est bien définie modulo quelques propriétés de régularité sur 'application initiale
(nous considérons le cas de la régularité Sobolev surcritrique, le cas des applications
lipschitziennes étant traité dans [CK1| et [CK4]|). Les conditions géométriques impo-
sées sur ’espace de Banach ambient permettront de montrer que cette différentielle est
en fait la différentielle de Cheeger.
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2.3.1. Propriété de bonne approximation. Toutes les notions introduites dans
cette partie fixent un cadre naturelle pour étendre les théoremes de différentiation pour
certaines classes d’applications a valeurs banachiques. Cette partie recense les preuves
ainsi que certaines remarques de I'article [CK1]. La récapitulation de ces preuves est
nécessaire pour voir d'une part que la classe d’espaces de Banach que 1’on considere est
assez large et pour d’autre part fixer les idées et notions essentielles pour différentier
en dimension infinie. Soit £ un espace de Banach. Notons ||.|| sa norme.

Définition 40. On appelle un systeme inverse d’espaces de Banach la donnée d’une
famille {V;,0;}ien+ ot les V; sont des sous-espaces de dimension finie de E et les
0; : Viyn — Vi sont des applications 1-lipschitziennes. De plus, une suite (v;) est dite
compatible si tout i, v; appartient a V; et vérifie : 0;(v;) = v;_1. On dira que les appli-
cations 6; sont compatibles si elles satisfont la relation précédente pour toute suite
compatible.

On note la limite inverse de ce systeme inverse d’espaces de Banach : lim V;. Elle
<_

consiste en I’ensemble des suites (v;) compatibles pour lesquelles sup ||v;]| est fini et est

1
munie d’une structure naturelle d’espace vectoriel normé. On munit lim V; de la norme
.(—

[[{v:}]| = lim |[]vs|| on les éléments de lim V; sont notés {v; }.
1—+00 —

Définition 41. Une approzimation de dimension finie (ou FDA en abrégé) de E est la
donnée d’'une suite de triplets {(Vi, 0;,m;)} avec {V;,0;}iens désignant un systéme in-
verse d’espaces de Banach et ou les applications compatibles 0; induisent naturellement
une projection m; : £ — V; donnée par m;({v;}) = v;

Exemple : Considérons F = ['(N*,R). Notons (e;);en+ la base canonique de F.
Autrement dit, on choisit ¢; = (0,...0,1,0,... ou le 1 apparait une seule fois a la ieme
coordonnée. Dans ce cas la, on peut construire une FDA de prédilection pour £. On
choisit tout bonnement E; = Vect;<;{e;}. Les projections m; sont alors définies par :
mi(u) = (uq,...,u;). De plus, les applications 6; sont les applications de restriction
91‘ R} — RV,

Sous ces conditions, on peut définir 'application
m: FE —limV;
“—

par restriction et compatibilité : y, = ;. De plus, 7 est une isométrie linéaire d’espaces
de Banach. On peut remarquer qu’en fait les 7; ainsi obtenues sont de norme 1. En
fait, ce qui compte est que les applications 7 soient uniformément bornées en norme
d’opérateur. On peut aussi voir ce fait grace a une utilisation du théoreme de Banach-
Steinhauss et ainsi obtenir qu'il existe une constante C' > 0 tel que ||m;|| < C pour
tout i. On écrira en abrégé qu'une FDA de E est juste la donnée d'un couple {V;, m;}
satisfaisant les conditions de la définition 41 en omettant volontairement de parler des
applications compatibles 6;. Ceci se justifie de la maniere suivante. Une FDA de E
est équivalente au choix d’un systeme inverse d’espaces fermés de codimension finie
(de tels espaces admettent un supplémentaire topologique - c’est a dire qu’il existe
une projection continue sur cet espace). Pour des précisions sur les supplémentaires
topologiques et la complémentation, on peut se référer aux livres de [Brl] et [CQ)].
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Proposition 42. Un espace de Banach séparable E admet une FDA.

Démonstration :

Prenons (v;) une famille dénombrable et dense dans la sphere unité de E. Pour
chaque 7, on peut appliquer le théoreme de Hahn-Banach pour obtenir une forme li-
néaire ¢; de norme 1 et pour laquelle ¢;(v;) = 1. Notons V; = Nj;<; ker ¢,. La codimen-
sion de V; est au plus ¢ (donc V; est de codimension finie). Soit x € E tel que 2 € V; pour
tout 7. Montrons alors que = = 0. En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons que
x # 0. Quitte a diviser z par ||z||, on peut supposer que ||z|| = 1. Ainsi, par la construc-
tion des v;, il existe i tel que ||z —v;|| < 3. Or, 1 = |¢;(z) — ¢;(v;)| < ||z —v3]| < 1. On
obtient une contradiction et = 0. On a donc construit une FDA de E en considérant
{W,;,m} avec W; = V/V; (muni de la norme quotient) et en prenant pour projection
m; » V. — V/V; (une projection continue existe sur V; car cet espace est de codimension
finie). Les applications compatibles 6; sont obtenues en considérant les applications
suivantes obtenues par factorisation : 6; : V/V;.1 — V/V,.

2.3.2. Propriété GFDA. Soit {V;, 7;} une FDA d’un espace de Banach E.

Définition 43. On appelle une suite décroissante et positive py,...,pn €-déterminée
(avec € > 0)
st pour tout i appartenant a 1,..., N, les conditions :
[l| = [l ()] < pil lol], [J0']] = [lmi()]] < pillv']] et [lmn(v) — mn(v')]] < N7 max(||vl], [[o']])

impliquent que [[v —v'[| < emax({[v]], [[v']]).

On peut remarquer que dans cette définition, on peut se limiter aux couples v, v’
vérifiant max(||v||, ||v'||) = 1 quitte a diviser chaque vecteur cette derniére quantité.

Définition 44. Une FDA {V;, m;} de E est dite une bonne approzimation de dimension
finie pour l’espace E si :

pour tout € > 0 et pour toute suite {p; }ien+ décroissante et tendant vers 0, il existe
un entier N pour lequel py,...,pn est e-déterminée.

On dit que F satisfait la propriété GFDA s’il possede une bonne approximation de
dimension finie.

Un corrollaire du théoréme de différentiation de I'article [CK1] est que L'(R*, R)
n’a pas la propriété GFDA. En effet, il suffit pour cela de considérer ’application
® : Rt — L'(R",R) définie par ¢(z)(t) = Xjo.(t). L’application ® est alors une
isométrie et n’est différentiable en aucun point et donc n’est Cheeger-différentiable en
aucun point. La propriété GFDA est une propriété difficile a vérifier dans la pratique
mais heureusement, beaucoup d’espaces de Banach classiques ont cette propriété. C’est
ce que nous allons montrer par la suite.

On va tout d’abord établir quelques propriétés des espaces de Banach GFDA.

Lemme 45. Si {V;,m;} est une bonne approximation de dimension finie de E alors
Uapplication 7 : E — lim V; induite par les m; est une isométrie surjective d’espaces de
(—

Banach.

Démonstration :
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On sait déja par construction que 7 est une isométrie. Montrons que 7 est surjective.
Soit {v;} un élément de lim V; et choisissons une suite {p; };en+ décroissante et tendant
%

vers (. Considérons 'ensemble :
C; ={v € E tel que m;(v) = v; et tel que pour tout 1 < j <i: ||v|| —||v;]| < p;}

Comme les applications m; sont des projections induites par des applications compa-
tibles alors C; est non vide. La partie C; est un fermé dont le diametre tend vers 0
car {V;,m;} est une bonne approximation de dimension finie de E. Les parties ()
forment une suite d’ensembles emboités donc comme FE est complet, N;C; est non vide
et consiste en un unique vecteur v tel que mw(v) = {v;}.

On peut aussi remarquer que la classe des espaces de Banach possédant la propriété
GFDA est plutot large. Elle contient la classe des espaces de Banach réflexifs et la classe
des espaces de Banach qui sont des duaux d’espaces de Banach séparables. En fait, un
résultat prouvé dans [CK3] montre que les espaces de Banach GFDA séparables sont
précisément les duaux d’espaces de Banach séparables.

Proposition 46. Si V = E* est un espace dual séparable alors V' est isomorphe a un
espace de Banach GFDA.

Pour les besoins de la preuve, on admettra le lemme suivant cité dans [LT] (et
appelé le lemme de renormalisation de Kadec-Klee).

Lemme 47. Soient E un espace de Banach séparable et F' un sous-espace séparable
de E*. Alors E peut étre renormé (c’est a dire qu’il existe une norme équivalente a la
norme de départ sur E) de sorte que si ef € E* converge faiblement vers e, € F avec
ez ]| = llezo ]l alors |lef — ef || = 0.

Démonstration :

On construit un systéme inverse {V;,0;} d’espaces de Banach en prenant une suite
(E;) croissante de sous-espaces de E de dimension finie tels que leur union soit dense
dans E (une telle suite existe car E est séparable). On prend alors pour 7; 'application
de restriction £* — E' =V, ou V; est muni de la norme du dual de E;. Par le théoréme
de Hahn-Banach, il vient que {V;, 7;} est une FDA de V = E*.

Raisonnons par 1'absurde et supposons que {V;, 7;} ne soit pas une bonne approxi-
mation finie-dimensionnelle pour V. Alors, il existe une suite décroissante {p;} tendant
vers 0, un réel € > 0 et une suite vy, v;, d’éléments de V' tels que pour tout k :

[vell, ol < 1,

max([[vg]| — || ()], [[ow|] = [lmi(vp)]]) < pi pour 1 <4 <k,
I3 (0) — 3 (01| < 1 pour tout j

et ||ug — up]| > €.

Par le théoréme de Banach-Alaoglu (les fermés bornés pour la topologie faible-
étoile sont faible-étoile compacts), quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer
que v, —* U et v, =" vl . De plus, le théoreme de Banach-Steinhauss implique :

. . / : : /
[[veo |l < lim inf [Jog[| < 1, [Joel] < lm inf [Jo[| < 1.

Onaaifixé: lim m;(vx) existe car m; est un opérateur de rang fini (donc un opérateur
k—+o00

compact) et transforme donc I'image d’une suite faible-étoile convergente en une suite
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fortement convergente. En effet, comme la suite vy est bornée, {m;(vx)} est un ensemble

relativement compact. Soient e; et ¢, deux valeurs d’adhérence de m;(vx). Soit ¢ un

élément de E*. Par définition de la convergence faible-étoile, on a : klim o(mi)(vg) =
——+o00

(i) (Vo). Ainsi, ¢(e;) = ¢(€;) par continuité de ¢ et le théoreme de Hahn-Banach
implique que e; = e,. On a ainsi prouvé le résultat. Enfin, une autre application du
théoreme de Hahn-Banach donne : klim mi(vg) = T (Vo).

—+00

On a : ||m;(vg)|| > ||ve|| — pi par hypothese.
Ainsi, en prenant la limite supérieure lorsque k tend vers l'infini puis en faisant

tendre ¢ vers I'infini, on obtient (comme 7; vérifie ||vs|| > limsup ||vg]|) que: lim ||m;(v)|| =
k——+oo 1—+00
||v]|. On vient précisément de montrer que ||v|| converge vers ||vso||. Il en est de méme

pour |[vg|].

Le lemme de renormalisation de Kadec-Klee implique que (vg)ren et (v},)ren convergent
fortement vers leur limite faible-étoile respective. Cependant, la relation ||m;(vy) —
()] < % implique en faisant tendre k vers I'infini puis j vers U'infini que vy, = v/.
Les deux suites convergent donc fortement vers la méme limite contredisant la relation
valable pour tout k : ||vy — vp]| > €.

2.3.3. Propriété RNP. Considérons dans cette courte sous-partie ' comme étant
un espace de Banach muni d’une norme ||.|].

Définition 48. On dit que E posséde la propriété de Radon-Nikodym (en abrégé RNP)
st pour tout espace mesuré (T,3, ) et toute mesure m sur X a valeurs dans E abso-
lument continue par rapport a v et de variation finie, il existe f : T — FE tel que

feLln) et
m(A) = / fdu pour tout A € X..
A

On dira que E est un espace de Banach RNP s’il possede la propriété de Radon-
Nikodym.

Exemples : On sait que tout espace de Banach réflexif (comme les espaces LP
pour 1 < p < +00) est un espace de Banach RNP. En revanche, L'(]0, 1]) n’est pas un
espace de Banach RNP comme le montre 'exemple de I'introduction.

2.4. Espaces de Hajlasj-Sobolev a valeurs dans un espace de Banach

2.4.1. Rappels sur les espaces de Sobolev et les espaces de Hajlasz. Pour
pouvoir définir convenablement la notion de différentielle faible dans notre contexte, il
faut au préalable définir certaines notions et certains espaces fonctionnels qui sont le
pendant des espaces des Sobolev euclidiens mais fondés sur des espaces métriques.

2.4.2. Définition des espaces de Hajlasz. Ici, (X, d, ) désigne un espace mé-
trique mesuré muni d’'une distance d et d'une mesure de Radon positive pu. Considérons
(E,|].||) un espace de Banach muni d’une norme |[|.||.

Définition 49. On définit 'espace M 'P(X, E) comme l'ensemble des applications [ :
X — FE appartenant o LP(X, E) pour lesquelles il existe une application g : X — R’
appartenant a LP(X,I_{+) telle que pour p-pp x,y de X :

1f(z) = fI < d(x,y)(g(z) +g(y))-
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De plus, si f appartient a M*P(X, E), définissons :
f1l1p = If]lp 4 inf |[g]],

ot linfimum est pris sur toutes les application g dans LP(X, E+) qui satisfont l'inégalité
précédente. On peut alors remarquer que, muni de cette norme, l'espace M'P(X, E)
devient un espace de Banach.

On peut aussi définir une version locale de M?(X, E) noté M,."(X, E) ot I'on

demande seulement sur les fonctions f et g précédentes une p-intégrabilité locale.

Remarque 1 : Lorsque X = R", on peut montrer lorsque p > 1 que
MY (X, E)=W" (X, E).

Une preuve de ce fait est dans [HK]. L’inclusion W'?(X, E) € M'*(X, F) provient des
inégalités de Poincaré et d’'un chainage de boules ainsi que de la bornitude dans L” de
la fonction maximale de Hardy-Littlewood . En revanche, ’autre inclusion provient du
fait que les applications de M'?(X, FE) sont ACL. Une simple utilisation du théoréme
de représentation de Riesz permet alors de conclure.

Remarque 2 : On peut montrer lorsque X supporte des inégalités de Poincaré que
'ensemble des applications lipschitziennes bornées Lip., (X, E) est égal a M'><(X, E).
On a en particulier par la premiere remarque que W1°(R", R) = Lip,.(R™, R).

Remarque 3 : Les applications lipschitziennes définies sur R" et a valeurs dans R
sont bien différentes des applications de W™ (R™ R). En effet, des exemples dus a Stein
montrent qu’ils existent des applications de W™ (R™ R) qui ne sont différentiables en
aucun point. Enfin, pour plus de précisions, on peut se référer a Uarticle [AC] ou des
conditions optimales d’intégrabilité de la dérivée faible d’une application sont données
pour garantir qu’'une telle application est différentiable en Lebesgue presque tout point.

2.4.3. Lemmes d’approximation. Le lemme d’approximation suivant figure dans
[Hei|. Nous en donnons une preuve complete par soucis de lisibilité. De plus, un ana-
logue de ce type de résultat d’approximation existe pour des fonctions a valeurs ba-
nachiques mais s’appuie sur un résultat de densité tres difficile prouvé dans [LN].
Nous voulions insister sur le fait que tous les résultats de cette partie pouvaient étre
démontrés de maniere plus ou moins élémentaire.

Lemme 50. Etant donné une fonction f de M*P(X,R) (avec 1 < p < +00) alors pour
tout € > 0, il existe une fonction ® : X — R lipschitzienne telle que u({f # ®}) < e
et [|f =1, <e.

Démonstration :
Soit A > 0. Considérons 1’ensemble

Ex={ze X [f(x)] <A lg(x)] < A}.

Premierement, on a : NP u(EY) tend vers 0 lorsque A tend vers +o0.
En effet, on a :

p(EY) < p({w e X [f(2)] > A}) + p({z € X - lg(z)| > A}).
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De plus, par I'inégalité de Tchebytchev :

1
re X |f(z A < — x)[Pdp(x
e Xef@ >N < g [ @)

1 P
et u({r € X : g(a)| > M) < /{ ey g

Comme p({z € X : |f(x)] > A\}) et p({z € X : |g(x)] > A}) tendent vers 0 lorsque
A tend vers 400 alors le théoreme de convergence dominée nous permet d’obtenir le
résultat recherché.

Comme f appartient & MP alors f est 2\-lipschitzienne sur Ey. De plus, par le
théoreme d’extension de Mc Shane (pour plus de précisions, on peut se référer au livre
de [Hei]), f se prolonge en une application fy qui est 2A-lipschitzienne sur X tout
entier. Considérons

ux = sg(fx) min(A, [ )
ou sg désigne le signe de I'application prise en argument. Alors, u) coincide avec f sur
E)\. De plus, uy est 2A-lipschitzienne sur X tout entier.
Pour ce dernier point, distinguons trois cas :
Premier cas : Soient = et y appartenant a E). Alors

[ux(@) —ua(y)| = |/x(x) = [r(y)] < 2Xd(z, y)

car f) est 2\-lipschitzienne.
Deuxiéme cas : Soient x et y appartenant a E. Alors si fi(x) et fy(y) sont de
signes différents :

ux(z)—ua(y)] = Alsg(fr()=sg(fr()] = 2X < [|A@)] =AW < [fa(@)=A(y)] < 2Md(z,y).

Dans les autres cas, I'expression |uy(z) — uy(y)| vaut zéro.
Troisieme cas : Soient z appartenant a I et y appartenant a ES. Alors

ux(z) — ux(y)| = [Asg(fa(y)) — fa(z)]-

Si fa(x) et fr(y) sont de méme signe alors

[Asg(fa(y) = [a(@)] < A= [fH@)] < [A@)] = IA@)] < [Ay) — A@)] < 20d(z, y).
Si fa(x) et fr(y) sont de signes différents alors

Asg(fa(y) — fia(x)] < [ faly) — falz)] < 20d(2,y).
De plus,

s =l = [ Phsgun) — ul? <2 ( /
E E

Ainsi, lorsque A tend vers 400 alors uy tend vers u dans L”.
Finalement, considérons :

jul” + Apu@i)) :

c c
A A

Ir = gXE, + 2AXEs.
Alors gy appartient a L” et pour p-pp z,¥ :
ux(z) — ux(y)| < d(@,y)(g9r(2) + 9r(y))-

En effet, si x et y appartiennent a E) alors

ux(z) — ur(y)| = lu(z) —u(y)| < d(z,y)(g9(x) + g(y)) < d(z,y)(gr(z) + ga(y))-
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Si x appartient a Ef alors

[ux(z) —ux(y)| < 2Xd(z,y) < d(z,y)(gr(7) + gr())-

ng—ngZ/ |2A — g|P < 2P (/
ES E

Ainsi, lorsque A tend vers +oco alors gy tend vers g dans LP. Ainsi, en prenant pour A
assez grand, ¢ = uy et g, son p-gradient associé, on obtient la conclusion voulue.

Enfin, les application g, sont uniformément ponctuellement dominées. En effet, un
examen de la preuve montre qu'il existe une constante C' > 0 telle que g\ < C(f + ¢g)
pour tout A.

De plus,

91" + (QA)pu(E§)> :

c
A

Soit f appartenant & M'?(X,R"). En regardant les composantes de f et en fixant
sur R™ une norme ||.|| (par exemple, celle du sup des composantes), on obtient la forme
suivante du lemme précédent.

Lemme 51. Soit une fonction f de M'?(X,R") (avec 1 < p < +00). Alors, pour tout
e > 0, il existe une fonction ® : X — R™ lipschitzienne telle que u({f # ®}) < ¢ et
1f = @[, <e

2.4.4. Théoreme d’uniformisation dans les espaces métriques. Le théo-
reme suivant qui s’appelle le théoreme d’Egoroff montre qu’en mesure finie la conver-
gence simple (ou la convergence pp) est équivalente a la convergence uniforme en res-
triction a des ensembles de mesure arbitrairement grand.

Théoreme 52. Soit (E, A, 1) un espace mesuré de mesure finie i.e. pu(E) < +o0.
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables de E a wvaleurs dans R™ (ou a valeurs
banachiques) convergeant pi-pp vers une fonction f. Alors, pour tout € > 0, il ezxiste un
ensemble mesurable A C E tel que ji(A) < ¢ et tel que (fn)|acne converge uniformément
vers f.

Démonstration :
On considere pour n, k > 1 les ensembles

Bun = ({z € B4 10 - 10 < 1}

>n
Pour tout k£ > 1, la suite (Ek,)nen est croissante pour I'inclusion donc
#(U Eipn) = lim p(Ey,).

De plus, comme la suite de fonctions (f,,) converge p-pp vers f, on a que pour tout
k>1:
U Bin) = n(E).
n>1
Soit € > 0. Grace a la condition p(F) < 400, on peut trouver pour chaque k£ > 1 un
entier n; tel que

W(Ein,) = p(E) — 27",
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Lo B . :
Ainsi, I'ensemble A = J,, £}, convient.

On peut grace a la régularité de la mesure p déduire une version du théoreme 52
valable dans le cadre o-finie et choisir les ensembles ou la convergence est uniforme
comme étant des ensembles compacts.

Théoreme 53. Soit (X,d, ) un espace métrique mesuré, séparable et localement
compact tel que la mesure p est o-finie. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables
de X dans un espace de Banach E convergeant p-p.p. vers une fonction f. Alors,
pour tout € > 0 et pour tout compact K C X, il existe un compact K. C K tel que
p(KNKE) <e et tel que (fn) k. converge uniformément vers f.

Nous allons montrons une conséquence du théoreme 53 qui stipule qu’en mesure
finie la mesurabilité est équivalente a la continuité en restriction a des ensembles de
mesure arbitrairement grand. Il s’agit du théoreme de Lusin.

Théoreme 54. Soit (X,d,u) un espace métrique mesuré, séparable et localement
compact tel que la mesure p est o-finie et de Radon. Soit E un espace de Banach. Soit
f X — FE une application mesurable. Alors, pour tout € > 0 et pour tout compact
K c X, il existe un compact K. C K tel que p(KENK) < ¢ et fix. est continue.

Démonstration :

Comme g est une mesure de Radon, les fonctions continues de K dans E sont
denses dans L' (K, F). Ainsi, il existe une suite de fonctions continues (g, )nen telle que
gnX 1 converge vers fyx dans L'(X, E). Par la réciproque du théoréme de convergence
dominée, on peut extraire de la précédente suite une sous-suite (g, )ren telle que gy,
converge pu-pp vers f. Soit € > 0. Par le théoreme 53, il existe un compact K. C K
tel que p(KSNK) < € et (gn, ) k. converge uniformément vers f. Or, I'ensemble des
fonctions continues est fermé pour la convergence uniforme. Ceci termine la preuve du
théoreme.

2.4.5. Lemmes d’uniformisation dans les espaces métriques doublants.
Le lemme suivant permet de montrer qu’'un espace métrique doublant est localement
Ahlfors régulier inférieurement.

Lemme 55. Soit (X,d,;) un espace métrique mesuré, de constante de doublement [3.
Soient xy un point de X et ro > 0. Alors pour tout x de B,,(xo) et pour toul r < ro,

on a :
log B

p(B(z) _ 1 (T ) .

1 (Bo(20)) ~ B \ 1o

Démonstration :
On a clairement que B, (z¢) est inclus dans Bs,, () lorsque x appratient a B, (xo).
De plus, il existe un entier naturel [ tel que

2~y < p < 270,

On a donc que

- [l huts)
log 2
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On obtient donc comme la mesure i est doublante les inégalités suivantes :

p (Br(r)) 1 (B, (x)) p (B (x)) —(+2) i T 12
1 (Bro(20)) - 1t (Bary (7)) - ft (Bariz,(2)) =0 = ok (ro) '

On appelle le plus petit des exposants intervenant dans la minoration du lemme
55 la dimension homogene de X. Un espace métrique doublant est donc un espace
homogene par le lemme 55. De plus, cette minoration est essentiellement optimale en

I’exposant 113?23 . En effet, en prenant p la mesure de Lebesgue portée par X = R", on

Définition 56. La constante ponctuelle supérieure de Lipschitz d’une application f :
X — E au point x est :

. . : ||.f(z) — f()ll
Lip(f)(z) = limsup = limsup sup )
( >( ) y—z d([L’, y) r—0  yeB.(x) r

De maniere analogue, on a :

Définition 57. La constante ponctuelle supérieure de Lipschitz d’une application f :
X — E au point x en restriction a A C X est :

Lipo(f)(z) = limsup [1/(2) = J W)l = limsup sup 1/ () — f(y)H

y—x, yeA d(x,y) r—0  yeB,(z)NA r

On rappelle ce qu’est un point de densité d’'une partie mesurable.

Définition 58. On appelle un point xo d’une partie A p-mesurable un point de densité
de A si :
B, NnA
(B, (x0) 0 4)
=0 p(By(zo)

Lorsque l'espace X est muni d’une mesure doublante p, on sait par le théoreme
de différentiation de Lebesgue que p-presque tout point d’'un ensemble A de p-mesure
strictement positive est point de densité de A.

= 1.

Le lemme suivant figure dans [BRZ]. Il est d'importance capitale car il permet
d’obtenir un controle de la constante de Lipschitz sur des sous-ensembles de X pour
lesquels les inégalités de Poincaré ne sont plus satisfaites. Pour un espace PI, les
inégalités de Poincaré sont vraies sur des boules mais pas sur n’importe quel ensemble
p-mesurable. Ici, X désigne un espace métrique p-mesuré doublant de constante de
doublement [.

Lemme 59. Soit f une application lipschitzienne de constante de lipschitz L définie
de X a valeurs dans E. Si xy est un point de densité de A C X alors :

Lipya(f) (o) = Lip(f)(o)-

Démonstration :
Tout d’abord montrons que pour tout € > 0, il existe » > 0 tel que pour tout z de
B,.(xy), il existe y appartenant a A tel que d(z,y) < ed(z, z(). Raisonnons par I’absurde
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en supposons qu'il existe une suite x,, qui tend vers xo et telle que B.g(z, z0)(%n) N A
soit vide pour tout n. Comme z( est un point de densité de A alors, on a :

o BBro) N AY) e (Blteyaten ao) (2n) N A°)
im = lim
r—0 M(BT($0)) n—r+00 N(B(1+s)d(wn,$o)(xn))
On obtient alors la chaine d’inégalités suivantes :
,M(B(l—i—a)d(rmxo)(xn) N AC) > ,U(Bad(xn,xo)(xn) N AC) > M(Bad(l‘mxo)(xn»
1(Bteyd@n,ao) (Tn)) T (Baie)dwaeo)(®n)) T 1(Bate)dn,zo) (Tn))

Comme X est doublant de constante de doublement 3 alors par le lemme 55, on obtient
que :

=0.

log B

H’(Bad(xn,xo)(xn)) > i ( g > log 2
I Bye)d(zn o) (Tn)) — B2 \1+e¢
On obtient une contradiction en faisant tendre n vers +oo.
On a par définition :

Lip 4 (f)(x0) < Lip(f)(2o).
Pour I'inégalité inverse, fixons € > 0. Par définition du sup, il existe x, appartenant a
B,.(xo) tel que :

[f(zr) = f(xo)l| = —er+ sup |[|f(y) — flzo)]l.
yeB'r(xO)
Par la remarque précédente, pour r suffisamment petit, il existe y, appartenant a A tel
que :
d(yra :L‘r) S Ed(xraxO) S ET.

Ainsi, on obtient :

1 [ Cyr) = f(@o)ll 1S (@) = flao)l| = 11f () — f ()]
1+ o)r yeBuil)lExomHf(y)—f(xo)H 2 " 0rer 2 Q1o .

Il vient alors par définition de x, :

! 1)~ a0 > — + 1£ () — F(wo)l| - erL
—_— sup y)—f(xo)|| > ——— | —er sup xo)|| — er
(1+ &) yeB iy (@o)na (L+e)r yEB, (o)

En prenant la limite sup quand r tend vers 0 de 'expression précédente puis en faisant
tendre ¢ vers 0, on obtient 1'inégalité inverse.

2.4.6. Le cas des fonctions a valeurs banachiques. Le lemme suivant nous
permet de choisir un gradient supérieur spécifique pour la classe des applications lip-
schitziennes. Ce lemme figure dans [Che| et montre la grande généralité et fléxibilité
du concept de gradient supérieur.

Lemme 60. Soit f une application lipschitzienne de X a valeurs dans E un espace de

Banach muni d’une norme ||.||. Alors Lip(f) est un gradient supérieur pour f.
Démonstration :
Soient x,y deux points de X. Soit v une courbe de longueur finie reliant = a y.
On peut alors paramétrer «y : [0, L] — X par sa longueur d’arc. Soit 7 un élément de

E*. Alors, Papplication 7( f ( )) : [0, L] — R est lipschitzienne et donc par le théoreme



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

2.4. ESPACES DE HAJLASJ-SOBOLEV A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH 53

de Rademacher, (7(f(7))) (¢) existe en Lebesgue-pp ¢ de [0, L]. On a plus précisément
que :

m(f(x)) = m(f(y)) = w(f((0))) = w(f(+(L))) = /0 (r(f(7)) (B)dt.

De plus, en un point ¢ ou 7(f)(7y) est différentiable, on a que :

’

[(m(f () (B)] < Lip(w(f))(#) < [[|=|[[Lip(f)(2).

Ainsi, on obtient que :

|7 (f () = 7 (DI < =]l /Lip(f)-

Une application du théoreme de Hahn-Banach permet alors d’obtenir que

1#(e) = 1w < [ Lin(r).

gl
Remarque : Le résultat précédent est valable pour tout espace de Banach E sans

aucune condition géométrique sur F. Ceci est rendu possible grace a l'utilisation du

théoreme de Hahn-Banach. Cette astuce a notamment été utilisée dans [HKST.

Dans le lemme suivant, on démontre des propriétés de régularité des applications
appartenant a un espace de Hajlasz-Sobolev surcritique. Ces résultats sont contenus
dans [HK]. Il s’agit d'une routine d’adapter les preuves de [HK] au formalisme de
I'intégrale de Bochner. Nous les présentons ici par soucis de complétude.

Lemme 61. Soient X un (1, p)-espace PI, muni d’une mesure . doublante, de constante
de doublement [ et E un espace de Banach muni d’une norme ||.||. Soient f €
L. (X,E) et g un gradient supérieur pour f tel que g € LI(X, f_{+) avec q > p > llgig

Alors, on a :

i) f appartient & M(X, E).
De plus, on a :
ii) Lip(f) appartient a LI(X, I_{+)
et enfin,

log 5

iii) f peut-étre prolongée en une application a-holderienne avec o = (1 — )
qlog

).

Démonstration :
Pour le point i), comme X est un (1, p)-espace PI alors on a pour tout r > 0 et
pour tout x de X :

B ooV 0 0= G L)

Posons By = Bs,.(x). Prenons ensuite y un point de Bg(x) et considérons la suite
décroissante de boules pour j > 1, B; = Bﬁ(y). Ainsi, on obtient par une inégalité
triangulaire et du fait que p soit doublante :

1 1 r 1 v g (1 >
—_ dp———— d C— | —— P Cr— | ——— Pd )
V) /f =y, PO (u(ABj) /g> <oy (uam K )

J
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Ainsi, on obtient :

J

1 1 z , .
e / fip ==z [ gaull < Cr g (@)

.7+1) J+1

ou M désigne la fonction maximale centrée d’Hardy-Littlewood.

Si y est un point de Lebesgue de f alors, on obtient en sommant les relations

pyécédentes sur j (la condition p > % permet de voir que la série de terme général
1
g—f est convergente) :

1 » %
1)~ 5 /B pd]| < Cr(M (9"

En particulier, on obtient donc pour p-pp v,y de X :

1)~ / el Cd) 01 )
ainsi que la relation
/ ! du|| < Cd(y,y') (M(g?)(y))?
{If(y)—m/%w)(y/)f ull < Cdly ) (M () )7

Or la boule By, (y') contient la boule By, . (y), on a donc par I'inégalité triangu-
laire et comme g est doublante que :

1 1
s [ fdue s [ g
|/~L(Bd(y,y’)(y)) Bagy.yh @) 1(Bagyy)(Y')) Bty oy (W) {
1 1
<c / o [ i
Bt ) Jons o B @) Sy

Par I'inégalité triangulaire, on a :

1 / 1
foop [ fdalldn
#(Baaty.y) (') Bagyyhy ¥ ’ 1 Bayy)(y')) By(y.yh ) |

1 / 1
< = [ i
1(Baatyy)(Y') J By, ) | 1(Baayy)(Y') J By, ) |

1 1
| / fdp — ——s / fdull.
#(Baaty.y) (') Baayyhy @) #(Bawa) (') By (@) ’

L’inégalité de Poincaré (1, p) portée par X et I'inégalité triangulaire permettent de
conclure que :

1) = F0)]I < Cdly,y') (M(g)@)* + (M(g")¥))? )

Les constantes intervenant dans le calcul précédent sont absolues (elles ne dépendent
que de la constante de doublement et des constantes intervenant dans l'inégalité de
Poincaré).

+|
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De plus, 'inégalité maximale de Hardy-Littlewood permet de voir que (M (gp))%
est dans L9 car ]% > 1 et g est dans LY. Ainsi, f appartient & M.

Pour le point iii), on sait maintenant qu’il existe h dans L9 telle que :

1f(2) = FW)Il < d(z, y)(h(z) + h(y)).

En intégrant sur B,.(x) 'expression précédente et en utilisant successivement 1'inégalité
triangulaire puis I'inégalité de Jensen, il vient :

1 1
(B, (@) /BM I = B /BM |l

1 1 9 hiu ) u v
(M(BT@)) /Br(x) W(B.(2) /Br@) d(u,v)?(h(u) + h(v))9du(u)du( ))

Ainsi, on obtient :

B LoV ey e <o (g )

Posons By = Ba,.(z). Prenons ensuite y un point de B,.(x) et considérons la suite dé-
croissante de boules pour j > 1, B; = BQL](y) Comme p est doublante, on a alors

I'inégalité suivante :

1 1 1 1
||/~L(Bj) /Bj fép = Iu(BJ"H) /Bj+1 fd’u“ = :u(Bj+1> /Bj+1 Hf N M(Bj) /Bj fd,u“dlu

1 1
C - dulldu.
< u(B»/Bj“f u<Bj>/B].f“““

Ainsi, on obtient :

1 1 P 1 z gi [ 1 @
_— dp———— d C— h? Cr— | ——— hid )
ol AL rrwe /Bf =3 (mBj) / ) <oy (i /., ‘)

Ainsi, si y est un point de Lebesgue de f, on obtient en sommant les inégalités pré-
i

. s sz q
permet de voir que la série de terme général g—J est

log 8

cédentes (la condition ¢ > 27

convergente) :

|1/ (y) = ﬁ/B fdp|| < Cr (M(}BO) /B hqd,u> '

Ainsi, pour p-pp y,y’ de B.(z), on obtient :

Hf(y)—f(y’)HSCr( ! /Bohqdp)
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En particulier, on a pour u-pp v,y de X :

1f(y) = fFW) 1 %
C hid .
d(y,y') = (u(B4d<y,y'> (¥)) /194d<y,y/><y) M)

Prenons x fixé, ro > 0 fixé, y,y’ deux éléments de B,,(z) et r = d(y,y’). Alors comme
By, est incluse dans By, (), par le lemme 55, on a :

log 8

#Biwy) - (d(y,y’)) e
1(Bary) To

Ainsi, comme p est doublante, on obtient pour p-pp v,y de B, (x) :

oty no-dessy (1 !
1f(y) = F)II < Clro)d(y, y') (M(Bm) /Bm hqdu) :

Ainsi, f admet un prolongement localement a-holdérien car la relation précédente est
vraie p-pp. Finalement, pour le point ii), si y est un point de Lebesgue de h, on obtient

que :
. 1f(y) = fW)ll
hg}j?p d(y,y') < Chly)

On obtient ainsi que Lip(f) existe u-pp et appartient en fait a L.

Le lemme 61 reste encore valable si on suppose seulement une L?-intégrabilité lo-
cale pour g. Sous cette condition, f appartient alors a Mllo’g et reste localement a-
holderienne.

2.5. Construction de la différentielle faible

Cette partie est cruciale pour pouvoir étendre la définition de Cheeger-différentiabilité
aux applications qui sont a valeurs dans les espaces de Banach de dimension infinie.
La stratégie est simple, on veut pouvoir se ramener au cas de la dimension finie. C’est
grace a une condition géométrique sur l'espace de Banach (le fait de posséder la pro-
priété de Radon-Nikodym) que 'on peut utiliser les résultats connus de la dimension
finie.

On rappelle dans cette courte sous-partie une notion classique de théorie de la
mesure : la continuité approximative. On appellera d’ailleurs indifféremment un point
de continuité approximative un point de Lebesgue ou un point de densité.

2.5.1. Continuité approximative. Soient (X,d, ;) un espace métrique mesuré
et (Y, d’) un espace métrique.

Définition 62. Une application f : X — Y est approrimativement continue en x si
pour tout € > 0 , [’ensemble

Se(x,r) = {2’ € By(2)|d (f(x), f(2')) < e}
vérifie
o (S, 7)

M uB @)
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Remarque : Il est clair qu'une application continue est approximativement conti-
nue.

Lemme 63. Soit (X,d, ) un espace métrique muni d’une mesure p doublante. Soit
(Y,d') un espace métrique séparable et soit u : X — Y wune application p-mesurable.
Alors p-presque tout point de X est un point de continuité approxrimative pour u.

Démonstration : .

Soit j € Z. Considérons un recouvrement dénombrable (U );en de Y par des ouverts
de diametre plus petit que 27. Notons Q) = u~1(U7). Alors ces éléments réalisent un
recouvrement de X par des ensembles mesurables. Or, par le théoreme de différentiation
de Lebesgue appliqué a la fonction indicatrice de €27, on sait qu'’il existe un ensemble

@ de p-mesure pleine dans Q7 vérifiant pour tout z € €

g 1B (@) 0120
" (B, ()

Posons A = Njcz Uien Q{ Cet ensemble est de p-mesure totale (comme é une inter-
section dénombrable d’ensembles de mesure pleine) et est un ensemble de points de
continuité approchée pour u. En effet, soient € > 0 et r > 0. Considérons x € A. Alors
pour tout j, il existe un certain indice i; pour lequel = € QJIJ Définissons I’ensemble
Se(z,7) ={2' € B.(z)|d' (u(x),u(x’)) < e}. Les ensembles S, (z, ) sont emboités. Ainsi,
pour j dans Z tel que 27 < ¢ et par construction des différents recouvrements, on a :

p(S-(@,1) N By(@)) _ p(Sas(2,m) 0 Bo() A4, 0 By(@))
(B, (r)) - (B, (x)) ~ u(B(2))

La dernicre inégalité se justifie de la maniere suivante. Par construction, on a que pour
tout j, u(x) appartient a Uijj . Si 2/ appartient a Q{j alors u(x') appartient a Ufj . Comme

=1.

pour tout j, le diametre de Ufj est plus petit que 27, on obtient que d'(u(z), u(z')) < 27,
Ainsi, en faisant tendre r vers 0, on obtient que x est un point de continuité approchée
pour u.

2.5.2. Rappels sur les plans tangents généralisés. Considérons (X, d, ) un
espace métrique PI. Par une remarque présente dans l'article [CK1], on peut définir
en p-presque tout point de I'intersection de deux systemes de coordonnées des fonctions
de transition mesurables et bornées (en fait, des jacobiens mesurables et bornées) qui
permettent de définir un fibré contangent 7 X. Il s’agit d'un fibré vectoriel mesurable
et qui porte une norme naturelle. Cette norme est caractérisée par le fait que tout
application lipschitzienne f : X — R définit une section mesurable D f dont la norme
en restriction a chaque fibre est donnée par la constante de Lipschitz ponctuelle supé-
rieure de f. Le fibré tangent T'X est défini comme le dual du fibré T*X et est muni
de la norme duale. De plus par une remarque présente dans 'article [CK4], il provient

directement de la définition d'un atlas que si {U,, uq} et {V3,v5} sont deux systemes
i
7 )i est

d
de cartes de deux atlas différents, alors la matrice des dérivées partielles (

définie presque partout et est inversible sur 'intersection U, NVp. Cette quantité est un
invariant bi-Lipschitz du fibré tangent mesurable T X. On appelle plan tangent généra-
lisé en x et on note T,,.X 1'une des fibres mesurablement définies en un point x de X de
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TX préalablement défini. On note |.|, la norme en restriction au fibre 7, X provenant
de la construction duale précédente. Elle provient en fait d’'un produit scalaire mesu-
rable défini sur le fibré tangent de X et est créee par la structure forte de différentiation
portée par X (pour plus de détails, on peut consulter larticle [Che] ainsi que I'article

K).

2.5.3. Exposé de la construction. On va introduire la notion de dérivée faible
généralisée (on dira simplement dérivée faible) d’une application f : X — FE pour
laquelle Lip(f)(z) est finie en p-pp = de X. On décide ici que X est un espace PI et
que E est un espace de Banach GFDA.

Soit f une application pour laquelle Lip(f)(z) est finie en u-pp x de X et {V;, m;} une
FDA de E. Comme Lip(f)(z) est finie en p-pp x de X alors, par le théoreme de diffé-
rentiation de [BRZ], on sait que f; = m;(f) est différentiable p-pp (car Lip(m;(f))(x) <
Lip(f)(z) en u-pp = de X). On obtient donc une famille compatible mais pas nécéssai-
rement bornée ponctuellement d’applications linéaires D, f; : T, E — V; définies pour
p-presque tout x et uniquement déterminées en dehors d’ensembles de p-mesure nulle
ou T, E désigne un plan tangent généralisé en x (notion développée dans la théorie de
la différentiation de Cheeger dans I’article [Che]). De plus, les éléments de cette famille
sont p-mesurables.

Si (Dyfi)ien+ est une famille bornée ponctuellement en p-pp z de X alors, on
peut définir la dérivée faible de f en x relativement a la FDA {V; m;}. Il s’agit de
I’application linéaire induite par les applications linéaires précédentes et que ’'on note
{D.f;} : T.E — liin V;. La dérivée faible est définie pour p- presque tout x et est

p-mesurable au sens ot  — [[{ D, f;}|| est p-mesurable.

Soit { Ay, us } un atlas de X. Considérons F' un espace vectoriel normé de dimension
finie. Soit f : X — F une application Cheeger-différentiable en z relativement a ’atlas
précédent (alors o appartient a A, pour un certain ).

Définition 64. On dit que x est un point de continuité approzimative de D, f si : x
est un point de densité de Ay, st Dy fia, est approvimativement continue en x vis-a-vis
de la trivialisation T X4, — Ao X R™ induite par u,.

Dans la définition qui suit, on se sert de la définition précédente mais avec F' = V.

Définition 65. Un point x est un point de continuité approzimative faible si x est un
point ou la différentielle faible est définie et si pour tout i, x est un point de continuité
approximative de D, f;.

Il est important de remarquer que le fibré tangent T'X est muni de la pseudo-
distance ||.||oo = lim;— 100 ||-|]i @vec ||.||i = (D fi)*(||-||v;) qui vérifie ||.||; < C||.||rx ou
C' est une constante.

Pour les applications lipschitziennes f : X — FE/| la différentielle faible est automa-
tiquement (modulo le théoreme de différentiation prouvée dans [Che]) bien définie en
1-pp point de X. On veut ici montrer que pour une fonction f appartenant a M, 110’5 (X, FE)
(avec p > llgi g) sa différentielle faible existe en p-pp point de X. Pour démontrer cela,
il faut montrer que si f : X — F est une application lipschitzienne ou F' est un espace

vectoriel normé de dimension finie alors en un point x ou f est Cheeger-différentiable,
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Lip(f)(x) est uniformément comparable a ||D, f|| (les constantes qui interviennent ne
dépendant que de X mais pas de F'). Dés que 'on aura obtenu cette derniere propriété,
la différentielle faible sera pu-mesurable. En effet, par le théoreme de différentiation de
[BRZ], on a que pour tout i, ’ensemble des points de continuité approximative de D, f;
est de p-mesure totale. Ainsi, I'ensemble des points x de continuité approximative faible
de {D.f;} sera de p-mesure totale.

Ensuite, on étendra ce dernier résultat a une classe de Banach plus large, les espaces
de Banach RNP. En effet, lorsque la différentielle faible d’une application est bien
définie, il est montré dans [CK3] qu’elle vit en fait dans E et non dans lim V;. Une

.
propriété topologique des espaces de Banach RNP, mise en évidence dans [CK4], ’ANP
(dont la définition figure dans le paragraphe définition 70) permet de se ramener au cas
d’un espace de Banach GFDA. Il faut de plus supposer que la mesure u portée par X
est compléte et que application f : X — E est continue (ou possede un représentant
continue) ce qui est le cas si f appartient & M1?(X, E) (pour p assez grand) pour
pouvoir utiliser une notion de théorie descriptive des ensembles utilisée dans [CK4].
On peut se référer aux articles [CK3| et [CK4] pour plus de détails.

Lemme 66. Soit f : X — F' une application lipschitzienne ou X est un espace Pl
et I un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors pour u-pp x appartenant a
X,ona:

ID.f|| < CLip(f)(x)
ou C' est une constante positive ne dépendant que de X.

Démonstration :

Soit m un élément de F*. Alors, 7(f) : X — R est lipschitzienne. D’apres le théo-
reme de différentiation de [Che] et d’apres la comparaison de la norme de la Cheeger-
différentielle et de la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure d’une application
lipschitzienne établie dans [K]|, on a pour p-pp = de X et pour tout £ de T, X :

1D (7 (/)] < CLip(w(f))(z) < Clf[||[Lip(f)(x)

avec une constante C' > 0 ne dépendant que de X. Or, on a la relation de commutation
suivante :

D2 (m (I = [7 (Do fE)I]

Et, par le théoreme de Hahn-Banach, on a :

I[Daflll = sup |7 (Dxf(E))]

€] <Ll |l[<1

ou |.|, désigne la norme provenant d'un produit scalaire mesurable sur le fibré tangent
de X. On peut alors choisir une famille dénombrable de formes linéaires de norme plus
petite que 1 et dense dans la boule unité de F* pour éviter des problemes de mesura-
bilité. Le théoreme de Hahn-Banach reste encore valable pour cette nouvelle famille et
on obtient le résultat voulu.

Avant de démontrer le lemme qui suit, nous avons besoin de donner une définition
concernant un autre type d’espace de Sobolev fondé sur les espaces métriques (qui
s’avere coincider avec un espace de Haljasz dans le cas ou X est un (1,p)-PI espace
avec p > 1 par la caractérisation des espaces de Sobolev donnée dans [Sh]).
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Définition 67. L’espace N'P(X, E) est I'ensemble des applications f appartenant d
LP(X, E) pour lesquelles il existe une application p qui est un p-gradient faible supérieur
pour f. Un p-gradient faible supérieur p pour f est une application p-mesurable positive
et p-intégrable, définie pour un ensemble de courbes localement rectifiable v : [0, T] —
X de p-module négligeable et satisfait :

F(T)) = F(4(0)] < / pdH!

Y

ot, H' désigne la mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle déterminée par la métrique
d. On rappelle que le p-module d’une famille I' de courbes localement rectifiables, noté
mod,(I'), est :

mod,(I") = inf{/p”du | Vyel: /de1 > 1}.
2l

L’espace N1 muni de la norme :
| fl|nre = || f]], + nf{]|p||, | p est un p gradient faible supérieur pour f}

. . . 1 N .
est un espace de Banach. Il existe aussi une version locale : N,;? ot on impose seulement
sur f et p une p-intégrabilité locale.

Lemme 68. Soit [ une application de M*P(X, E) avec p > ﬁig ou X est un (1,p)-
Pl-espace et E est un espace de Banach GFDA alors la différentielle faible de f existe

p-pp et x — |[{D.fi}|| est p-mesurable.

Démonstration :

Notons f; = m;(f). Alors f; est une application de M'?(X,V;). Par le lemme 51,
pour tout € > 0, il existe . : X —— V; lipschitzienne telle que u({f; # ®.}) < ¢ et
| fi — Dc|[1, < e. Or, par le théoreme de différentiation de [BRZ]|, D, f; existe en p-pp
x. Ainsi, d’apres le lemme 66, on a : |||D,®.||| < CLip(®.)(z) (avec C' une constante
indépendante de i) pour pu-pp = de X. En notant A. = {z € X|f;(x) = ¢(z)} (on peut
imposer que les ensembles A, soient croissants en € tendant vers 0), on a - en utilisant
le lemme 59- pour p-pp x de A, :

[ D@ ||| < CLip(®)(x) = CLip(Pe)ja. (x) = CLip(f;) 4. (x) < CLip(f;)(x) < CLip(f)(x)

(pour la derniere inégalité, on a utilisé que la norme d’opérateur de 7; est uniformément
bornée en 7). De plus, en utilisant le théoreme de [KZ], c’est-a-dire que 1'exposant
admissible dans les inégalités de Poincaré est ouvert dans [1, +00[ puis la caractérisation
des différents espaces de Sobolev donnée dans [Sh], on obtient que pour p > 1 (ce qui
est le cas ici car X étant connexe sa dimension homogene est plus grande que 1) :
N'Y?(X,V;) = MY (X,V;). De plus, par un résultat de convergence dans les espaces
de Sobolev établi dans [BRZ], on a que si u; converge vers u dans N'? alors u; tend
vers u dans LP et |||D,u,||| tend vers |||D,u||| dans LP. Ainsi, on peut extraire une
sous-suite de la suite |||D,P.||| convergeant en pu-pp x vers |||D, fi||| (car la suite (P.)
est convergente dans LP). De plus, la croissance des ensembles A., nous permet de
conclure que pour pu-pp x de X :

[1D:fill] < CLip(f)(2).

Comme Lip(f) est dans L, le théoreme de Lusin appliqué a Lip(f) permet alors de
conclure.
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Lemme 69. Soit f une application de M*P(X, E) avec p > llzig ot X est un Pl-espace

et E un espace de Banach GFDA. Alors Uapplication x — {D, f;} est u-mesurable.

Démonstration :

Par le théoreme de différentiation de [BRZ], on a que les applications  — D, f;
sont p-mesurables pour tout . Ainsi, par le théoreme de Lusin, ces applications sont,
en dehors d’'un méme ensemble de mesure arbitrairement petite, uniformément conti-
nues et par le lemme 68, bornées ponctuellement par une meme constante. Comme
E-IEI ||7;(Dafi)ll = |lm;({Dafi})||, on a par le théoreme d’Egorov, une convergence
7 o0

uniforme en dehors d’un ensemble de mesure arbitrairement petite. Comme les 7; sont
une GFDA, on en déduit que lapplication z — {D, f;} est continue en restriction
a un ensemble de mesure arbitrairement grand. Ainsi, 'application z — {D,f;} est
p-mesurable.

Pour généraliser le lemme précédent aux espaces de Banach RNP. Nous devons
introduire la définition suivante.

Définition 70. Le couple (Y*,V) a la propriété asymptotique de renormement (ANP
en abrégé) si une suite (vg)ren d’éléments de V' converge fortement étant donné qu’elle
est faible* convergente et que la suite des normes converge vers la norme de la limite
faible*.

Définition 71. Un espace de Banach U posséde la propriété asymptotique de renor-
mement s’il existe un couple (Y*, V') possédant '’ANP avec U isomorphe a V.

Dans larticle [CK3], il est montré qu'un espace de Banach qui est le dual d’un
Banach séparable est isomorphe a un Banach GFDA si et seulement si il possede la
propriété de Radon-Nikodym. De plus, il est rappelé quun Banach séparable RNP
possede ’ANP. De plus, une suite v, bornée converge faible* vers v,, si pour tout j :
mj(vg) converge vers 7;(vs ). Cette condition est automatiquement satisfaite si v, =
D, (fr) des que I'on sait que les différentielles faibles sont bornées ponctuellement p-pp
x de X. La grosse difficulté pour appliquer ’ANP de E est alors de montrer que la
différentielle faible est a valeurs dans F. La géométrie de X lorsque X est un Pl-espace
permet de montrer cette derniére propriété, il s’agit la du travail de [CK4].

En fait, si F est un Banach GFDA, on a, par [CK3], que F s’identifie par le biais de
7 au dual d'un espace de Banach séparable. Par [CK3|, F posséde donc ’ANP et par
la définition 70, on en déduit que I'application z — {D,.f;} est continue en restriction
a un ensemble de mesure arbitrairement grand. Ainsi, 'application z — {D,f;} est

p-mesurable. On peut alors remarquer que le lemme 69 reste encore valable si E est
un Banach ANP (et donc reste valable si E est un Banach RNP).

Nous pouvons donc terminer cette section avec une définition essentielle au bon
déroulement de la preuve des deux théoremes principaux. En fait, nous allons montrer
que lorsque f a une régularité Sobolev surcritique (c’est-a-dire que I'exposant d’intégra-
bilité est strictement supérieur a la dimension homogene de I’espace métrique ambient)
alors f est finie-dimensionnelle p presque partout au premier ordre vis-a-vis de 'image
sa différentielle faible.

Définition 72. On dit qu’une application f : X — FE est finie-dimensionnelle au
premier ordre en x € X s’il existe un sous-espace de dimension finie V de E pour
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lequel :

lim > sup d(f(&') — f(x),V) =0

r—0 1 2'€By(z)

ou d(.,V) désigne la distance au sous-espace V' d’un vecteur de E.
On a le résultat suivant :

Proposition 73. Soit {V;, m;} une approxrimation de dimension finie de E. Si f : X —
E est finie-dimensionnelle au premier ordre en un point x € E et que x est un point ot
f est faiblement différentiable relativement au systéme {V;, m;} alors f est différentiable
en x.

Démonstration :
Soit V' un sous-espace de F pour lequel :

1

lim ~ N — =0.

o d(f(z') = f(z),V) =0
Comme V est de dimension finie, il existe une projection ¥ : £/ — V continue (de norme
plus petite que la dimension de V). Posons f(.) = f(z) + ¥(f(.) — f(x)). Comme ¥
est continue et que f est finie-dimensionnelle au premier ordre en x alors f et f sont
dépendantes au premier ordre en . Comme f est faiblement différentiable relativement
au systeme {V;, m;} au point x alors il en est de méme pour f. Comme f est a valeurs
dans un espace de dimension finie alors f est différentiable en x car f est faiblement
différentiable. De plus, comme f et f sont dépendantes au premier ordre en x alors f
est Cheeger-différentiable.

2.6. Preuve du théoréme principal

Soit {A4,us} un atlas de X. On peut supposer que la différentielle des wu, (qui
existe p-presque partout par le théoreme de Cheeger [Chel) est inversible sur son
image. En effet, les composantes de u, sont indépendantes au premier ordre en u-
presque tout point = de A, et comme T, E est de dimension finie (par le théoreme de
Cheeger [Che]) alors cela implique 'injectivité la différentielle de u, en z. Quitte a
corestreindre I'application u,, on peut supposer que D,u, réalise un isomorphisme de
T, F vers R™ (avec éventuellement un autre n,) de norme plus petite que la constante
de lipschitz de u, : Lq.

On peut alors définir :

v(z,i) = sup  ([[¢]le — [I&]]2)-

{€eT: ExI¢]|<1}

On peut remarquer que v(.,7) est uniformément bornée, mesurable et converge p-pp
vers 0.

Théoréeme 74. Soient X un (1,p)-espace PI, muni d’une mesure p doublante, de
constante de doublement B et E un espace de Banach GFDA séparable. Soient f €
L. (X,E) et g un gradient supérieur pour f tel que g € LY(X,R") avec ¢ > p > i‘;ﬁg
Alors [ est Cheeger-différentiable p-pp (ou est différentiable vis-a-vis d’une structure

forte de différentiabilité issue de X, notion développée dans [K]).
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Démonstration :

Le lemme 61 permet de montrer que f est localement holdérienne (en particulier
f est continue). Ainsi, f appartient a ]\/[llo’f.. De plus, Lipf(z) < +00 p-pp = et méme
Lipf appartient a L9.

De plus, comme pour tout € E : ||m(z)|| < C||z|| (on peut choisir C' = 1, par
construction des projections).

On a la relation :

Lip(fi)(z) < CLip(f)(z) p —pp x.
Ainsi, par [BRZ], m;(f) = f; est Cheeger-différentiable p-pp. Ainsi, f est faiblement
différentiable p-pp.
Soit A C X tel que 0 < u(A) < +oo. Comme z — |[{D,f;}|| est mesurable par le
lemme 68, le théoreme de Lusin nous permet de dire qu’il existe K. C A et L. > 0 (on
peut supposer que L. tend vers +oo lorsque ¢ tend vers 0) tel que :

(AN KE) et |[{Defit ]|, < Le.

Soit x un point de K. ou la différentielle faible de f existe. Par le théoreme de
Cheeger [Che], on sait que Im({D, f;}) est de dimension finie. On voudrait montrer
que f est finie-dimensionnelle au premier ordre en x vis-a-vis de Im({D,. f;}).

Rappelons que comme {V;, 7;} est une bonne approximation de dimension finie de
E alors 7 est un isométrie surjective de E vers liin V;. On peut donc identifier la limite

inverse limV; a E.
H

Notons D(Du,) 'ensemble des points de A, ou u, est différentiable. De méme,
notons D({Df;}) I'ensemble des points de X ou f est faiblement différentiable. On sait
que ces deux ensembles sont de mesure pleine (pour le deuxieme point, cela provient
du lemme 69).

Quitte a faire des changements d’échelle (on le fait par commodité juste pour sim-
plifier les constantes qui interviennent le long du calcul), on peut supposer que pour
tout «, pour tout x € D(Du,) et pour tout & € R™ avec [[¢]| <1, on a :

-1 . 1
1(Dyua) H(©)I] < min(1, —).

)

Sous ces conditions, pour tout x € D({Df;}) N D(Du,) N K., on a :

|({Dfi})(Daua) ()] < 1.

Notons X; = D({Df;}) N D(Du,).

Soit €1 > 0. Par le théoreme d’Egorov, il existe un ensemble Z., inclus dans K.
tel que v(.,7) converge uniformément sur Z., avec pu(K. N Z¢ ) < e1. Autrement dit, il
existe une suite p; décroissante et tendant vers 0 telle que v(z, i) < p;.

Notons X inclus dans D({Df;}) I'ensemble des points de continuité approchée de
{Df;}. Cet ensemble est de p-mesure pleine. Considérons alors X3 = X7 N Xo.

Soient €q,e3 > 0. Soit x € X3.

Comme « est un point de continuité approchée de D, f; pour tout j alors pour un
certain o, on a x appartient a A,. Sous ces conditions, il existe un certain réel ry et un
sous-ensemble 0, de By.(z) N A, tels que pour tout r < r :

N(er)

W(B,(x) =
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De plus, pour tout 2’ € 6,., pour tout £ € R" avec ||| < 1 et pour tout N, on a :

1

[|(Dar f5)(Dartia) ™€) = (Daf3) (Datta) (O] < -

En utilisant le fait que F possede la propriété de bonne approximation finie-dimensionnelle
vis-a-vis du systeme {V;, m;}, il existe un rang N tel que la suite p; soit e3-déterminée.
On obtient alors pour tout 2’ € 6, N Z_,, pour tout £ € R™ avec |[£|| < 1 et pour tout
1
(Do fi)(Dartia) (&) = (D fi) (Dauia) T (E)]] < e3.
On obtient donc pour tout z’ € 6, N Z,, pour tout £ € R™ avec [|£]] < 1:

I{ D fi}(Darta) = (€) = { D fiH(Dauia) " (€)]] < 5.

On a, en particulier, que

d({D fi}(Dwua) (), Im({ D fi})) < es.

Soit £ un entier et considérons une forme linéaire [ € V' de norme plus petite que 1
s’annulant sur Im(D, fx) inclus dans Vj. Pour tout 2’ € 6, N Z., et pour tout £ € R"
avec ||£]] < 1, il vient par la relation précédente composée par [ :

(1 (Do i) (Dartta) (€)= L((Def) (Daia) )] = | ((Der fi) (Daria) ()|
(Do (1(fi)) (Daria) ~ (€))]
£3.

Notons M, (I(fx)) = sup. )l(fk)(z) et m,(I(fr)) = infocp, @) U(fr)(2)-

On a a k fixé que f; appartient a M . Ainsi, en appliquant le lemme 50, pour tout
g4 > 0 (qui dépend de k), il existe ¢k j hpsch1tz1enne telle que :

IA I

€4
p(bny # fr) < 2j+1 et ||or; — fellara < BYISE

Soit y un point de B (). Considérons une suite de boules Bj incluses dans By, ()
qui se contracte en y avec By = By, () et B; = B+ (y) pour j > 1. Alors comme I( fy)
est continue (car [ et f le sont), il vient :

1 o=, 1 1
‘l(fk)(y) - m/Bol(fk)dM < ]ZO |m/9j [(fr)dp — MB—mAj+ll(fk)dN‘-

Ensuite, on a pour tout j :

1 1
B, /B e =g /B

J J

2
. I(fe)du| < M(B—jH)/Bj |1(fi) = Pnj|dps

1 / 1
o [l [ ol
|M(Bj) 5 w(Bjs1) Js,., |

Par I'inégalité d’Holder, on a :

64M(Bj)1_% Bi e
l dp << (0= .
/ 1) = draldn = 557 5y = O )

]+1
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Du fait que X soit un (1, p)-PI espace, on obtient :

1 / 1 r 1 v
[ odn= o [ edi] <0 |t
|N(Bj) B; w7 w(Bjt1) Jp, ., I | 27\ (AB;) Jag, I

ou g; désigne un gradient supérieur pour ¢y, ;.

Comme [(¢y, ;) est lipschitzienne, par le lemme 60, on choisit g ; = Lip({(¢y;)) <
Lip(¢y ). Du fait que f € M}? alors on peut méme choisir une fontion hy € LY qui
domine Lip(¢y ;) p-pp. En effet, en appelant hy, ; la fonction associé de ¢y, ; dans M, 14

loc.?
on obtient par le lemme 61 :

Lip(¢k,;) (%) < by j(x) p-ppa.
De plus, les preuves des lemmes 50 et 51 nous permettent de voir que 1'on a en fait
hij(x) < Cp(l[f (@)]| + g(x)) p-pp.
Ensuite, en notant
Apj ={z € X+ gpj(x) = 1(fr)(2)},
on procede au découpage intégral suivant :

p _ p p p p
/ i jdp = / Ik jAp+ / I jdp+ / Gk ;dp+ / G, 0H-
AB; /\BjﬁZgl ﬁ@TﬁAk,j )\BjﬁZqﬂGgﬂAk,j )\BjﬂZEl ﬂAz J ABjﬁZgl

J

En appliquant le lemme 59 & une partie du type Ay ;N B ot B désigne un ensemble
p-mesurable; on obtient la relation fondamentale suivante :

| Litennde< [ Lip()an
Ay ;NB

De plus, par définition de la différentiabilité en x, on a :

[(fi) (@) = 1(fr)(z") = (D2 (l(f)) (ua(x) — ua(2) + o(d(z, y)).

Ainsi, pour tout k, on obtient la relation suivante :

Lip(l(fk))(f) < L6||D:c<l(fk))||

(apres changement d’échelle sur les u,, la constante majorant la norme de la différen-
tielle des u, est en fait L.).
Par les remarques précédentes et la définition de Z., N 6,., on obtient :

/ oy < IIbu(\B)).
ABjﬁZ,SlﬁerﬂAw
Ensuite, par définition de Z.,, on obtient :
/ i < L2p(65 1 Bo).
ABjNZeyMOSNAy 5

Et par définition de 6 N Z,,, on obtient :

1 / p 2 4
g, dp < CLZP G es.
1(AB;) AB;NZe, NOSN Ay, " :
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Ensuite, par I'inégalité d’Holder, on a :

p

q
_Pp
/ g sdp < Cu(By)' e (/ h%ﬂu) :
ABjNZey NAS n

De plus, par le théoreme de convergence dominée, a k fixé, on a :
| duzat)
7,k

avec a(e4) qui tend vers 0 lorsque g4 tend vers 0.
Ainsi, en utilisant le fait que p est doublante de constante de doublement [, on
obtient :
1 / B
—— i < C——=a(eq)s.
1(AB;) ABjNZey NAS, = 1(Bo)

Ensuite, on affine le découpage de [ AB;

Qs

nz. gkjd,u En fait, on a :

D _ D D
/ gi jdp = / i jdp + / i jdp.
AB;NZ¢, AB;NZE NAy ; AB;NZg NAS

La derniere intégrale se majore de maniere analogue a I'intégrale sur Aj ; N B que
I'on a traitée précedemment. On obtient ainsi,
1 / o Pt [Ba 7 ale >B
— G dp < ‘.
1(B;) ABjNZE, NAS | 7 1(Bo)

L’ensemble des points de densité de Z, que I'on note X, est un ensemble de mesure
pleine dans Z, .

Ensuite, on utilise que I'application x — Lip(f)(z) est mesurable et donc que les
points de continuité approximative de f sont de mesure pleine dans X. Notons alors
X5 l'ensemble des points de continuité approchée de Lip(f).

De plus, on considere X4 I'ensemble des points de Lebesgue de Lip(f). Comme
Lip(f) est une application de LY(X,R) et que X est doublant alors Xg est de mesure
pleine dans X.

Notons X7 = X3N X, N X5N Xg. Alors on prend un z dans X7 (X7 est un ensemble
de mesure pleine dans Z.,) et on montre que pour un tel x, f est finie-dimensionnelle
au premier ordre vis-a-vis de I'image de sa différentielle faible en .

Soit x un point de densité de Z., alors pour tout €5 > 0, il existe 7., tel que pour
tout r < g :

(1t (Ze, N By (1)) >1— e
pu(Bar(x))
Soit z un point de continuité approximative pour Lip(f). Alors pour tout N > 0, il

existe un réel g5 v > 0 tel que pour tout g5 < g¢ w, il exite un réel r., > 0 tel que pour
0 <r <rg, il existe un ensemble p-mesurable «, tel que :

Y C Ba,(x) avec % >1—¢get Vy €, : |Lip(f)(z) — Lip(f)(y)] < %
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Ainsi, pour tout y de 7., on a (en notant Lip(f)(z) = C,) :

Lip(f)(y) < Co+ 3

En prenant r suffisamment petit, les calculs précédents restent valables.

N 7 p I
On affine & nouveau le découpage de |. ABjNZE, Ay 9 jdp pour avoir :

P _ D P
/ gi jdp = / i, jdp + / G jdp.
AB;NZE NAy : AB:NZE NAy i Nyr ABNZE NAy N
J €1 sJ J €1 »J J €1 ] T

Comme x est un point de densité de Z.,, on a :

1
/ gi,jdu <C(C, + N)pu ()\Bj N ZECI) <Cu (Bo N ZECI) < Cesu(By).
ABijglﬁAk,jﬁw

Ainsi, comme p est doublante de constante de doublement 3, on obtient :

1 / » -
gy jdp < CFes.
p(AB;) AB;NZE NAk ;1 "

Ensuite, par I'inégalité de Holder, on a :

P

(/W Lip(f)qdu>g < Cp(Bong)' s (/BO Lip(f)qdu) ~

Comme x est un point de continuité approximative de Lip(f), on obtient donc que :

QI3

/ gL s < Cp(AB; )
)\BjﬁZgl ﬁAkJﬂ’y,ﬁ

P

. 1-2 1 . q
gz,jdﬂ’ < 05]56 ! (,U(BO)/B Llp(f)qd:u) :

57 ),
1AB;) Japynze nay ;e

STt

En sommant sur j toutes ces inégalités a k fixé (les séries de terme général %,

J
log B

8% sont convergentes car ¢ > p > Tog 2

27

57 ), puis en faisant tendre &4 vers 0, on obtient

I'inégalité suivante :

1

\l(fk)(y)—m /BO (fo)dp| < C(x,e,e1)r <62 +e3+ €5+ €6 (ﬁ /(BO) Lip(f)‘%iu)q)

valable pour tout &, pour tout ! de V' s’annulant sur Im(D, f;), pour tout r suffi-
samment petit (r dépend de x) et pour tout y de B,.(z). De plus, les exposants appliqués
aux ¢; sont devenus 1 quitte a renommer les ¢;.

Ainsi, comme X est propre et f continue (ou en procédant a I’approximation de
M, (I(fx)) et m.(I(fx))), on obtient que :

1(Bo)

Ainsi, en utilisant le théoreme de Hahn-Banach et la définition de limite inverse, il
vient pour tout 2’ € B,(x) :

| M, (1(fr)) — me(L(fr)| < Cr <52 +e3+¢e5+ €6 <L/B Lip(f)qd,u)q> .
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d(f(z) = f(), Im({D.fi})) = sup  (I(fu(x)) = U(fs()))

Esljtm(Dy 1) =0

<Cr <€2 + &3+ €5+ €6 <@ /BO Lip(f)qd,u>q> .

Ainsi, comme x est un point de Lebesgue de Lip(f), on obtient :

lims.up1 sup d(f(z") = f(x),Im({D,f;})) < C(eg+e3+¢e5+¢cq) -

r—0 T 2/eB,(z)

En faisant tendre ¢; pour ¢« = 2,3,5,6 vers 0, on a donc prouvé que f est finie-
dimensionnelle au premier ordre en p-pp x de Z.,. Comme ¢; est arbitraire, alors f est
finie-dimensionnelle au premier ordre en pu-pp x de K.. Comme ¢ est arbitraire alors
f est finie-dimensionnelle au premier ordre en pu-pp x de A. Comme A est une partie
arbitraire de p-mesure finie de X et que p est de Radon, alors f est finie-dimensionnelle
au premier ordre en pu-pp x de X. Comme f est faiblement différentiable en pu-pp x de
X. Alors, f est Cheeger-différentiable u-pp.

Il ne reste plus qu’a vérifier que la différentielle de f est mesurable et unique.
Soit x € A, pour lequel f est différentiable en z. Pour 2’ € A,, on a en composant
par m; dans la définition de la différentiabilité en z :

fi(@") = fi(x) + 7i(Pa) (a(') — ua(z)).

Or, par le théoreme de [BRZ], on sait que pour tout i : m;(P,) est déterminée
de maniere unique modulo des ensembles de p-mesure nulle. Ainsi, pour tout a, @,
est déterminée de maniere unique modulo des ensembles de p-mesure nulle. Donc la
différentielle de f est déterminée de maniere unique modulo des ensembles de p-mesure
nulle.

Par unicité, on a montré que D, f et 7' ({D,f;}) : T,X — E coincide u-presque
partout. Or, en remarquant que D, f; est y-mesurable pour tout i (cela provient du
théoreme de [BRZ]) et en utilisant la propriété GFDA de E, on obtient que la diffé-
rentielle de f est p-mesurable.

Corollaire 75. Soient X un (1,q)-PI espace de constante de doublement [ avec

q > 11?25 et B un espace de Banach possédant la propriété GFDA. Si f appartient

o MY(X,E) alors f est Cheeger-différentiable pi-pp.

loc.

Démonstration :

En effet, par le théoreme principal de [KZ|, X supporte alors des inégalités de
Poincaré faible de type (1, p) pour les applications lipschitziennes (en fait, ce n’est pas
une application directe du théoreme de [KZ] mais en utilisant le théoreme de Hahn-
Banach et un chainage de boules, on peut étendre le théoreme de [KZ] dans le cadre
des espaces de Banach) ot on peut choisir p tel que 1122 g < p < q. Par le lemme 61,
on a que Lip(f) est dans LY(X,R™). Ainsi, le couple (f, Lip(f)) satisfait une inégalité
de Poincaré faible de type (1,p). L’analyse menée lors du la preuve du théoreme 74
permet de conclure que f est Cheeger-différentiable p-pp.
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Corollaire 76. Soient X un (1,q)-PI espace muni d’une mesure pu de constante de

doublement B avec q > llfég et B un espace de Banach GFDA. Si f appartient a

NY (X, E) alors f est Cheeger-différentiable ji-pp.

Démonstration :

Par le théoreme principal de [KZ|, X est un (1, ¢)-PI espace ou l'on peut choisir
q>p > %. Ensuite, par la caractérisation des espaces de Sobolev généralisés sur
les espaces métriques PI de [Sh], on sait qu'il existe une application p € L7 telle
que le couple (m(f),p) satisfasse une inégalité de Poincaré de type (1,p) (avec des
constantes qui ne dépendent que de la constante de doublement de X et des constantes
intervenant dans les inégalités de Poincaré faible de type (1,p) pour les applications
lipschitziennes). Ainsi, comme 7 est une approximation de dimension finie de F, on
a par le lemme de Fatou que le couple (f,p) satisfait une inégalité de Poincaré faible
de type (1,p). Le lemme 61 permet de conclure que f appartient a MY (X, E). Le
corollaire 75 permet de conclure.

Corollaire 77. Soient X un (1,q)-PI espace muni d’une mesure |1 compléte, de

constante de doublement B avec q > llzi'g et E un espace de Banach RNP. Si f appar-

tient a M2 (X, E) alors f est Cheeger-différentiable p-pp.

Démonstration :
Par le lemme 68, la différentielle faible de f est bien définie. De plus, en appliquant
I’ANP du couple (limV;, ), on en déduit une conclusion analogue au lemme 69. De
—

plus, par [CK4], la différentielle faible est a valeurs dans E (la regle de chaine est

valable car f est faiblement différentiable en p-pp = de X). Ainsi, en utilisant ' ANP

du couple (lim V;, F) (au lieu de la propriété GFDA), un raisonnement analogue a celui
—

effectué pour démontrer le théoreme 74 permet de conclure.
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CHAPITRE 3

How to recognize constant functions on metric measure spaces

3.1. Introduction

We are interested in how to recognize constant functions. Consider (X, d, ;1) a com-
plete, doubling metric measure space satisfying (1, p)-Poincare inequality ((1,p)-PI
space in short) with homogeneous dimension N and (£, ||.||) a Banach space. We take
f X — E a p-measurable function and we are able to show that if the quantity

1)~ )l
[ | G E dnwyanty)

is finite then f is constant u-a.e. This shows that Hajlasz spaces of higher order based
on such metric spaces are trivial. For the limiting case (e.g. when ¢ = 0), we must
proceed in a different way to show that when

(@) — f@)P
/X /X T () ()

is finite then f is constant. This leads to a characterization of the Hajlasz spaces when
we suppose moreover that the measure p carried by X is N-Ahlfors regular and this
property of p is a key ingredient of the proof (mainly to show the boundedness of a
Riesz potential). First of all, we raise an open question of the article [Br2]. It allows us
to give an integral characterization of M*P(X, F) when X is an Ahlfors regular space
which supports Poincaré inequalities. All these results are based on approximation by
lipschitz maps of functions which belong to MP(X, E). We also used standard technics
of harmonic analysis such as chaining balls and maximal inequality. The interest of this
proof is that it is purely metric in the sense that in R"™ -for example- other technics
such as convolution or differentiation are used. The other interest of this result is that it
is very general and is also available for metric spaces. Indeed, by using the Kuratowski
embedding Theorem, we can replace £ by any separable or not metric spaces (in this
case, we take E to be [* or L™).

In this introductory part, we recall some important works in R". In the article [Br2],
these integral quantities are considered in order to give a global characterization of the
space WP, These integral quantities give birth to some criteria to detect if a measurable
function is contant or not. Later, several integral characterization of the space W1?
(viewed as a limit of fractionnal Sobolev spaces) were given in [BoBrMi]. The main
interest of these results was to extend the index theory (or cohomological theory) for
the Sobolev functions. In the article [Ig], several other sharp conditions are considered
in order to detect if a mesurable function is constant or not. We give a general setting
in which results of the article are extended in some way. The first section is devoted
to definitions and technical lemmas. We present what is a Pl-space and we show
how the Poincaré inequality can be used in such spaces for lipschitz functions. Many

71
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of the classical metric measure spaces such as R" or compact riemaniann manifolds
with Ricci curvature bounded from below are PI-spaces. And to a certain extent,
PI-spaces are not too exotic. A natural generalization of the Sobolev spaces are the
Hajlasz spaces MP(X, E) where X is a metric measure space and E a Banach space
(a definition will be given later). In this part, we also give an approximation lemma of
function of M'(X, E) by lipschitz functions when E is a finite dimensionnal vector
space quoted from [Hei| and which is the analogous of the following density result :
C*> compact supported functions are dense in W!?(R™ R). In the second section, we
show that Hajlasz spaces of "higher order” (in a sense that we will precise later) based
on Pl-spaces are trivial e.g. they are reduced to constants functions. This fact even
if it is simple was unknown and it is based on how lipschitz functions approximate
very well functions of Hajlasz spaces. This analysis allows us to derive a criterium
to detect if a measurable function is constant even if this last criterium was already
proved in a different manner and in less general way in [BP2]. This kind of analysis
appears naturally on [P cohomological theory. In fact, it leads to precise estimate of the
conformal dimension of the boundary of some hyperbolic groups under the condition
that they support Poincaré inequalities. More precisely, we get the following Theorem.

Theorem 78. Fiz a > 0. If (X,d, ) is a (1,p)-PI space and if E is a Banach space
then for all ¢ > p the spaces Mllojf_a’q(X, E) consists on the set of continuous constant
functions.

In the last section, when X is a PI-space, a kind of calculus of first order is al-
lowed for lipschitz functions. We use this strong result to deduce how at small scale
lipschitz functions are well approximated by their upper lipschitz constant. We do this
to get some uniform control at small scale and to avoid some problems of measurability
that arise naturally. Next, we suppose that X is Ahlfors-regular to give some integral
characterizations of constant functions that are Banach-valued. In fact, to give such
criteria, no geometric conditions are needed on the Banach space. We can only make
analysis on finite dimensionnal vector spaces and this is a key point to extend these
criteria to any metric spaces via the Kuratowski embedding. More precisely, we get the
following Theorem.

Theorem 79. Take (X,d,pn) a (1,p) Pl-space equipped with a N-Ahlfors regular
measure p and (Y,l) a metric space. If f : X — Y is a measurable function that

satisfies
1(f(z), f(y)”
/X /x Tz, )V H@)duly) < +oo

then f is constant p-a.e.

The main difficult part is to get an integral characterization of the Hajlasz spaces
when functions are RNP Banach-valued. Indeed, this geometric condition on the Ba-
nach space allows us to differentiate -to a certain extent- lipschitz functions. This is a
strong result of [CK1] and we make great use of this result to achieve our goal. To cla-
rify the situation, we can make a parallel between the proof of such results on R™ and
on Pl-spaces. More precisely, the Lebesgue measure is replaced by an Ahlfors-regular
measure. The translation invariant measure is replaced by a measure which enjoys a
kind of homogeneity and uniformity at small scale. And, the convolution and the weak
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derivative on R™ are replaced by the existence of a calculus of first order on PI-spaces.
We finally get the following characterization of the Hajlasz spaces.

Theorem 80. Take X to be a (1,p) Pl-space for some p > 1 equipped with a N -
Ahlfors regular and complete measure i and E a RNP Banach space endowed with
the norm ||.||. Then, there are two absolute constants A; and Ay (depending only of
the geometry of X ) such that for every f belonging to M*P(X, E) :

gy i=timint( o) [ [ SO ity = 4, [ ¢ @ante)

s—1 X

and

J(f) == limsup(l — s) // /(@ IyNersHp w(z)du(y <A/

s—1

where g is the minimal function in LP(X,RT) associated to f in M'P(X, E).

Even if our integral characterization is not as sharp as the characterization obtai-
ned in R” (in the sense that the sequence of integrals is not convergent), the lack of
sharpness is compensated by the great generality of the result. Indeed, the previous
Theorem partially covers the results obtained in [Br2|. To conclude, we show how to
generalize theses Theorems in the setting of doubling spaces only. This comes only from
a slight modification of the Riesz potential that appears in the previous integrals.

2. Definition and preparatory lemmas

3.2.1. PI spaces. Let (X,d, 1) a metric measure space. We write B,.(x) = B(z, )
for the ball centered in x of radius r.

Definition 81. A measure pu is doubling if there is B > 0 such that for all r > 0 and
forallx in X :

((Bar(2)) < Bu(By(x)).
S is called the doubling constant of .
Definition 82. A function g : X — R’ is called an upper gradient for f : X — E

(with E a Banach space) if for every rectifiable curve ¢ : [0, L] — X parametrized by
its arc-length, we have :

1F(e(L) — Fe(0))]] < / g(c(s))ds.

We write f,, for

1
T.r — — d .
Jor = B @) /Mf 2

Definition 83. We say that X supports weak (1, p)-Poincaré inequality if for all x in
X, for allr > 0 and for all g in L} (X,R") an upper gradient of f in L},. (X, E), we
hcwe ;

B /BM 15 = Ferl < O (gt /BW) in)

with C' > 0 and X\ > 0 two absolute constants (independant of f).
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If i is doubling then weak (1, p)-Poincaré inequality becomes :

m /BT(QC) ey <m /ch) gpd”) %

where we can choose for instance C(8) = Cpif A < 24

Definition 84. A Pl-space (X,d, ) is a complete metric measure space with a dou-
bling Radon measure and supports weak (1,p)-Poincaré inequality for some p > 1.
We say in short that (X,d,p) is a (1,p) PI-space if it supports weak (1, p)-Poincaré
inequality.

If 12 is non degenerated (i.e. the u-measure of each ball is positive) then a PI-space is
proper and quasi-convex. Since a PI-space is doubling, such space enjoys the property
of the Vitali covering. That is to say : from a covering of a measurable set A by a family
of closed balls (B;);c; which contains arbitrary small ball (we say that such a family
is a Vitali class), we can extract a countable quasi-covering of disjoint balls. That is to
say : we get a countable family J C I such that ,u( User B; N (UjeJBj)c) = 0 and we
have for all j,5" € J with j # j': B;N By = 0.

3.2.2. Some properties of Banach spaces. Let (E,||.||) be a Banach space.
The integral considered on Banach spaces is the Bochner integral and we say that a
Banach valued function is integrable if it is Bochner integrable.

Definition 85. We called an inverse system of Banach spaces a family {Vi,0;}ien
where V; are subspace of E of finite dimension and where the bonding maps 0; : V; —
Vi—1 are 1- lipschitz. Moreover, we called a sequence (v;);en+ compatible if for all
i>1:v €V and 0;(v;) = v;_1.

We write lim V; for the inverse limit of these Banach spaces. It consists on the set of

all sequences (UZ) which are compatible and which satisfy sup ||v;]| is finite. So, hmV

inherites of a structure of normed vector space endowed with H{vl} | = hJIZl [|vil| Where

{v;} are the elements of lim V;.
H

Definition 86. A finite dimensionnal approximation (FDA is short) for E is a se-

quence of triplets {(V;,0;,m;)} such that {V;,0;}ien+ is an inverse system of Ba-

nach spaces where the bonding maps 0; induce projection map m; : limV; — V; with
(—

WZ({UZ}) = V;.

By this definition, we have that for all z in X : lim;, o ||m(2)|| = ||z||. We also
have that |||m;||| = 1. And we recall that a separable Banach space has always a FDA
that we write for the sake of simplicity {m;, V;}.

Definition 87. A Banach space E has the Radon Nykodim property if all lipschitz
function f : R — E are Lebesque differentiable almost everywhere (a.e. in short).
Moreover, we have for all x and x’ in R that :

fo) = 1) = [ s
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We call in short this last property RNP. This definition is given because in the
limiting case, we used a corollary of the article [Che| extended in the setting of RNP
Banach spaces in the article [CK1]. This corollary allows us to get some uniformity at
small scale on the upper lipschitz constant of a lipschitz function. We can notice that
the class of RNP Banach spaces is very large and for instance, reflexive Banach spaces
or separable dual Banach spaces are RNP Banach spaces (it is just an extension of the
so-called Rademacher Theorem).

3.2.3. Technical lemmas. We repeat some of the lemmas of the second chapter.
Hopefully, we give some precisions on some of them. We denote by (X, d, 1) a complete
metric measure space which supports a Radon measure p. Let (E,||.||) be a Banach
space endowed with the norm ||.||.

Definition 88. We define the space MY (X, E) as the set of all functions f : X — FE
which belong to LY X, E) such that there is a function g : X — RT which belongs to
LY(X,R") and satisfies for p-a.e. x and y in X :

1f(@) = fFWII < d(z, y)(g(z) + g(y)) (*).
For any function f in MY(X, E), we define

11 1q = If1lq +nf{lgll,

where the infimum is taken over all the functions g in LU(X,R") which satisfy the
inequality (). Thus, the space M(X, E) becomes a Banach space endowed with this
norm.

We can also define a local version of M“(X, E) that we called M (X, E) and

where we require only a local g-integrablity on functions f and g which appeared in
the last definition.

Let f be a measurable function defined on X whose target is F.

Definition 89. We define the pointwise upper-lipschitz constant of f at x as :
Lip(F) () = limsup WO =IO gy W@ = F@Il

y—x d(l', y) r—0  yeB,(x) r

We define the pointwise upper-lipschitz constant restricted to A (a subset of X ) of f
at x as :

Lipo(f)(z) = limsup /() = J W)l = limsup sup 1/ () — f(y)H

y—x, yeA d :z:,y) r—=0  yeB,(z)NA r
We denote by (X,d, ) a complete metric measure space which carry a Radon
measure u. Let (E,||.||) be a Banach space endowed with the norm ||.||. We define the

space M14(X, E) as the set of all functions f : X — E which belong to LY(X, F) such
that there is a function g : X — R™ which satisfies for p-a.e. z and y in X :

1f(x) = f)ll < d(z,y)(9(x) + g(y)).

Let f be in MY(X, F). We define ||f|li, = ||f|l, + inf||g||, where the infimum is
taken on all the functions g in L(X, R™) which satisfy the previous inequality. Thus,
the space M14(X, F) becomes a Banach space endowed with the previous norm. We
can also define a local version of M“4(X, F) that we called MY (X, E) and where we

loc.
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require only a local g-integrablity on functions f and g which appeared in the last
definition.

This approximation lemma is quoted from [Hei].

Lemma 90. Let f be in M"P(X,R) (with 1 < p < oo) then for all € > 0, there is a
lipschitz function ® : X — R such that p({f # ®}) <e and ||f — P||1, < €.

Proof : Let A > 0. Consider the set
Ex={re X :|f(z)] <A g(x)] < A}

First of all, we have that \’u(E5) tends to 0 when A goes to +oo.
Indeed, we have :

u(EY) < p({z € X o [f(2)] > A}) + p{z € X - g(x)] > A}).
Moreover, we have by the Tchebytchev inequality :

1
re X |f(z A < — x)[Pdu(x
e Xelf@l > S g [ )

1
and re X gz A < — x)|Pdu(x).
e X eyl =< [ @b

since pu({x € X : |f(z)] > A\}) and p({x € X : |g(x)] > A}) tend to 0 when A goes
to +00 then by the dominated convergence we get the desired result.

since f belongs to M? then f is 2\-lipschit on the set E\. Moreover, by Mc Shane
extension Theorem, f can be extended on X in a lipschitz function -say f\- which is
also 2\-lipschitz. Consider

uy = sg(fx) min(A, [ fr]).

Then, uy coincide with f on E\. Moreover, u, is 2A-lipschitz on X.
For the last point, we distinguish three cases.
First case : Either x and y are in E). Then,

lux(x) —ur(y)| = [fa(x) = fr(y)] < 2Ad(z,y)

because f, is 2A-lipschitz.
Second case : Or, z and y belong to EY. Either, f\(z) and f\(y) are of opposite
sign and then :

ur(2)—ux(y)| = Alsg(fa(2)) —sg(Fr())] = 2X < [[A @)= AW < [f(@)=fy)] < 22d(z,y).

In the other case, |uy(x) — uy(y)| is equal to zero.
Third case : By symetry, we can always assume that x belongs to F, and y belongs
to ES. Then,

[ux(z) = ux(y)| = [Asg(fr(y)) — fa(@)]-
If fA(x) and f\(y) are of the same sign then

(Asg(fa(y) = (@) < A= (@) < AW = [H@)] < [y) = fil@)] < 20d(z,y).
If f\(x) and f\(y) are of opposite sign then

[Asg(fa() = M) < 1fa(y) = fale)] < 27d(z, y).
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Moreover,

||UA—U||p=/ [Asg(uy) —ulP < 2° (/
ES E

A

Jul” + /\”M(Ei)) :
A
So, when A goes to +o0o then uy tends to v in L” norm.
Finally, consider :
9r = gXE, + 2AXEs.
Then, g, is in L” and for p-a.e. z,y :
ur(z) — ua(y)] < d(z,y)(gr(x) + 9A(y))-

Indeed, if x and y belong to E) then

[ux(x) —ux(y)| = [u(z) —u(y)| < d(z,y)(g9(x) + g(y)) < d(@,y)(gr(z) + gr(y)).
If z is in EY then

ur(z) = ur(y)] < 22d(z,y) < d(z,y)(9r(x) + 91(y))-

||9>\_9||p:/ |2\ — gf < 2P (/
ES E

So, when A goes to +o0o then g, tends to ¢ in L” norm.
Finally, we can notice that g, is in L™ and for p-a.e x in X, we have : g)(z) <

Cf ()] + g(2)).
Thus, we can get for p-a.e x in X that :

Lip(ux)(z) < gx < C(|f ()] + g(x)).)

Moreover,

lgl” + (2A)p/~b(E§)> :

c
A

Remark : When X is a doubling space, we can show that the upper-lischitz
constant of u) is well controlled. Fix now a ball B C X. By applying the Lusin Theorem
to g, we get for every € > 0 a measurable set A. C B such that pu(B N A%) < ¢ and
such that the restriction of gy to A. is continuous. Hence, we get for every = in A, that

Lipja. (ux)(2) < ga(x).
Then, we get by using the lemma 92 that :

/Lip(uk) §2)\5+/9A.
B B

By taking the limit when ¢ goes to 0, we get that :

1 / 1
—— [ Lip(uy) < —/ (%
W(B) Ju P =B S

Since the set of Lebesgue points of Lip(uy) and g is a set of full measure in X, we get
for p-a.e x in X that :

Lip(ux)(z) < ga(z) < C([f(2)] + g(x)).
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This lemma is quoted from [BRZ]. It shows that doubling space are homogeneous
space of dimension less or equal than llzig where [ is the doubling constant of the
measure /.

Lemma 91. Let (X,d,;) be a metric measure space with doubling constant [3. Let x
be a point of X and ro > 0. Then for all x in B,,(xo) and for all r <r¢ :
p(Buz) _ 1 ( r > e
p(Bro(20)) — 52 \ o '
Proof : Clearly, B,,(x) is a subset of By, (x). Moreover, there is a natural integer
[ such that

2~ < p < 270y

In fact,

I log(%2) - log(%o).
log 2 log 2
since p is a doubling measure, we get now :

H (BT(‘%)) /JJ(BT(ZU» 1% (Br(l')) —(1+2) i L log2
pt (Brq (20)) - t (Bary (7)) & 1t (Bai+2,. () 25 = JoR: (ro) '

log B

Let f be a function defined on X whose target is . We define the pointwise upper-
lipschitz constant of f at x as :

Lip(f)(z) = limsup 1/ () = FW)ll — limsup sup || f(z) — f(y)H

y—z d<x7 y) r—0  yeB(x) r

We define the pointwise upper-lipschitz constant restricted to A (a subset of X) of f
at x as:

. . . 1f(z) = fW)]
Li z) = limsu = lim su su )
p‘A(f)( ) y—, yGI?‘l d(z,y) r—0 pyEBr(:'IJ))ﬂA r

This lemma is quoted in [BRZ]|. It is very useful because it allows us to get some
control on the lipschitz constant of f on subsets of X where Poincare inequalities are
no longer true.

Lemma 92. Let X be a metric measure space with doubling constant 3. Let E be a
Banach space. Let f : X — E be a L-lipschitz function . If xy is a density point of
A C X then :

Lip o (f) (o) = Lip(f)(zo)-

Proof : First of all, we have to show that for all € > 0, there is » > 0 such
that for all = in B, (x¢), there is y in A such that d(z,y) < ed(z,z(). We argue by
contradiction and we suppose that we have a sequence x, which tends to xy and such
that Beg(z,z0)(2n) N A is empty for every n. since z is a density point of A then, we
have :

B’/‘ m Ac B T L mn ﬂ AC
i ABr(@0) 0 A) B tedan o) (20) O AY)

= 0.
r—0 M(Br(xo)) n—+00 /J(B(l—i-a)d(xn,xo)(xn))
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We get now the following inequalites :

#Bateydten,eo) (Tn) VAY) _ pBedgnwo) (Tn) N A°)  1(Bed(en,eo) (2n))
I Byo)d(en,zo)(Tn))  — (Baie)d(en,ao)(Tn)) — #(Bate)d(an,zo) (Tn))
since X is doubling with doubling constant S then by lemma 91, we get :
log B8

ﬂ'(Bsd(mn,zo)(xn)) > i ( g ) log 2
M(B(l-l—a)d(xn,aco)(xn)) B 52 1+¢

We get a contradiction by letting n goes to 4oc0.
By definition, we get :

Lip 4(f)(zo) < Lip(f) (o).

For the reversed inequality, fix € > 0. By the definition of the supremum, there is z,. in
B,.(xo) such that :

1f(2r) = f(xo)ll = —er+ sup [[f(y) — f(o)l]

y€B7-(Io)
By the previous remark, for all r sufficiently small, there is g, in A such that :
d(y,, x,) < ed(x,,v0) < er.

Then, we get :

1 1 (yr) = Fll o [1f () = Flzo)ll = [1£(yr) =

ranll

(14+e)r yeBmfﬁxom 1 (y)—f(xo)|| > 1 +e)r > A5e)r

From now on and by the definition of x,, we get :

1

(1 + €)T yeB(l-ks)r(mO)mA yEBr(ﬂ?o)

By taking the limsup when r goes to 0 and then by letting € goes to 0, we get the
reversed inequality.

We can remark that the previous lemma is also true on the setting of homogeneous
space. Indeed, the lemma 91 is always satisfied for such spaces.

The next lemma allows us to choose an upper gradient of simple use and of big
interest for lipschitz functions.

Lemma 93. Let X be a metric measure space. Let E be a Banach space. Let f : X — E
be a lipschitz function. Then Lip(f) is an upper gradient for f.

Proof : Take 7 : E — R a linear form of £E* such that |||7||| < 1. Let x and y be in
X. Let 7y be a rectifiable curve connecting x from y. We parametrize v : [0, L] — X by
its arc-length parametrization. Then the function 7(f(v)) : [0, L] — R is lipschitz and
by the Rademacher Theorem, we have that (7((f(7))) (t) exists for Lebesgue-a.e. ¢ in
[0, L]. Moreover, for Lebesgue-a.e. t in [0, L], we have : [|(z7(f(7)) (¢)|| < Lip(f)(y(t)).
We have by using again the Rademacher Theorem :

m(f)(@) =7 (f)(y) = 7(f(7(0))) = =(f(v(L))) = /0 (m(f(7))

1
sup —|[f(y)=F(zo)l| = axor (—67"+ sup [[f(y) - (%)H—sﬂ?)
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By the triangular inequality and by using the Hahn-Banach Theorem, we get the result.

The next lemma is an application of a well-known method in harmonic analysis
called chaining balls. We use Lebesgue differentiation Theorem in order to prove some

results on functions which have an upper gradient of high regularity. This lemma is
quoted from [HK].

Lemma 94. Let X be a (1,p)-PI space. Let E be a Banach space. Let f be in
L (X,E) and g be in Lq(X,f_{+) be an upper gradient for f with ¢ > p. Then, f
belongs to MY“(X, E). More precisely, for all balls B C X and for p-a.e. x and y in
B, we have the following inequality :

1£(x) = F()]] < Cd(z, y) (M (6P x5) ()7 + (M(¢"x5)(1))7)

where C' and 7 are positive constants which depend only of X and M denotes the
mazimal centered function of Hardy-Littlewood.

Proof : Since X supports (1, p)-Poincare inequality then for all » > 0 and for all =
in X :

meEe) /BT@ I - wm /BT@ fll < Cr (m /W g”)p |

Choose = and y two points of X. Define the family of balls (B;) ez by if j < 0 then
B; = Bawy (z) and if j > 1 then B; = Buaw.y (y). All these balls are contained

A277 27
in Bog(z,)(x). More precisely, we can remark that the balls (5;);<; are contained in
Bsg(z,y)(x) and the balls (B;);>1 are contained in By, ) (y). We get by the triangular

inequality and the previous remark for j > 1 :

B =

1)

1 1 1 )
By /B =B / Jdull < Cd(, y) = (M (g") (4))7

By the same argument, we get for 7 <0 :

hSA

1 1 1 )
oy J, 1= sy el = Gt g5 0

If z and y are Lebesgue points of f then we get by summing on j the previous inequa-
lities :

1/ (x) = f@)I| < Cd(z,y) (M(g”) ()7 + (M(g”)())7)

with C' an absolute which only depends on the doubling constant of X. Hence, by the

maximal inequality of Hardy-Littlewood, we get that (M (gp))% belongs to LY (because
1> 1 and g belongs to L). So, f belongs to M™. Fix now a ball Ay = B,, (7). We
can remark that if z and y are in Ay then all the balls AB; previously constructed are
contained in yAy with v depending only on A (in fact, we can choose v = 5\).

We can further generalize this lemma. Before this, we have to define the notion of
an upper gradient on average.
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Definition 95. Let (X,d, u) be a B-doubling metric space. Let (E,||.||) be a Banach
space. We say that g in Lj,  (X,RT) in an upper gradient on average for f : X — E a
Li... function if for all B of X, we have the following inequality :

am = [ 1= G L)

with C' and \ two positive constants independant of the choice of B and with r the
radius of the ball B.

Lemma 96. Let (X,d, p) be a (1,p)-PI space. Let E,||.|| be a Banach space. Let g be
in L9 (with ¢ > p) an upper gradient on average for f in L} . . Then, we have for all
balls B C X and for p-a.e. x and y in B :

1 1
1f (@) = fW)l| < Cd(2,y) (M (g"x5)(2))7 + (M(9"xy5)(y))?)

where C' and v are positive constants which depend only of X and M denotes the

maximal centered function of Hardy-Littlewood.

hSAl

Proof : The proof of the lemma 96 is the same as the lemma 94.

3.3. Hajlasz spaces when X supports Poincaré inequalities

Proposition 97. Let (X,d, ) be a separable metric measure space and let (E,||.||) be
a Banach space. If f belongs to Ml’p(X, E) then there is a function f : X — E such

loc.

that £ = f p a.e. and £(X) is contained in a separable subspace of E.

Proof : Take g a function associated to f in Mllo’g . We can suppose that g is defined
everywhere on X (for instance, by extending g by zero on the null-set on which it is
not defined). Define A,, = {z € X such that g(z) < n}. Let A, be the subset of full
measure of A, where f|s, is 2n-lipschitz. Hence, f|a, can be extended in f, : A, — F
a 2n-lipschitz function too. So, we further modify f in f. We define f by if x is in A,
then f(z) = f,(z). This function is well defined because A, C A, and U A, =X.

neN*
Moreover, by construction, we have that f = f p a.e. and so f is in M "P We claim

loc.®

that f(X) C U,en+ fn(A4n) and we notice that the last set is separable as a coun-

table union of separable sets. Indeed, fix ¢ > 0 and take y € f(X). There is a x in

X such that ||y — f(x)|] < e. Since U A, = X, we have that z is in A, for some

neN*
n in N*. So by the construction of f, we have ||y — f,,(x)|| < e. The claim is now proved.

Consider X a PI space (X is separable because X is proper) and F a Banach
space. If we take f in M'P(X, F) then we can always suppose by lemma 97 that f(X)
is separable (we already know that f is essentially separable by the construction of the
Bochner integral). Thus, we can suppose that E is separable and we take {m;,V;} a
FDA for E. This remark is just purely technical in order to avoid other assumption on
E such as E* is separable for instance.

Theorem 98. Fix o > 0. If (X,d, u) is a (1,p)-PI space and if E is a Banach space
then for all ¢ > p the spaces Mlito"q(X, E) consists on the set of continuous constant
functions.
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Proof : Fix a ball By C X. First of all, for every ¢ > 0, we have by the Lusin
Theorem that Lipz (f) = 0 with u(B¢ N 5ABy) < e. Take {m;,V;} a FDA for E.

Consider f; = m;(f) : X — V;. Since f is in M"(X, E) then f; is in M" (X, V;). So,

loc. loc.
by a straightforward adaptation of lemma 90, for all ¢ > 0 and for each 7, we have a

family of lipschitz functions g.; : X — V; such that ||xease) (fi — 92,0)|1p < Cie and
p(AS; VBABy) < Cie with A.; = {x € 5AB, such that f; = g.;}. Consider now a ball
B C By of radius r. We have :

5 | Im0—— [ w0l < [ im0l [ oz [ gl

By Jensen inequality, we have :

1 CZ‘E
5 / i) =gl < o

Then, since X supports (1, p)- inequality and by lemma 93, we have :

1 1 1 R
M/BH%J—@/BQMH CT( ()\B)/ Llp(gs,i))

We have the decomposition :

/ Lip(g.,:)* = / Lip(ge;)" + / Lip(ge )" + / Lip(ge;)P.
AB ABNB:NA. ; ABNBENA. ; ABNAS

By lemma 92, we have :

D =

/ Lip(g-;)* = 0.
ABNB.NA. ;

For y a.e x in X, we have the bound :

Lip(geq)(x) < Ci(|[f (@)|| + g())

with g a function associated to f in M 110’5 . S0, by the Lebesgue dominated convergence,

we have :
/ Lip(g...)? + / Lin(g1)” < an(e)
ABNBENA. ; ABNAE

with for fixed i, ;(¢) tends to 0 as € goes to 0. Hence, by taking the limit when & goes
to 0, we get that for p a.e z in B : f;(z) is constant. We can rephrase it by saying that
we have for p a.e. x and y in B : m;(f(z) — f(y)) = 0. Since {m;,V;} is a FDA for FE,
we have by taking the limit when i goes to +oco that f(x) is constant for p a.e. z in B.
Since X supports Poincaré inequalities then X is connected (even arc-wise connected)
so by connectedness, f is constant u-a.e. and the Theorem is proved.

Corollary 99. Let (X,d,p) be a (1,p)-PI space and let (E,||.||) be a Banach space.
Fix e > 0. Let N = 11022 Let f : X — FE be a measurable function such that the
quantity

/ / I d(z,y) N+p+s”p dp(x)du(y)

1s finite then f can be extended in a continuous constant function.
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Proof : Choose a ball By = B(zg, ). Define

A= {xeXsuchthat/foZ Gl dp(z) < 4+o0}.

YN+p+e

By hypothesis, the set A is of full measure in X. Let us define g, : X — R* by

gr(z) = (/Tm ||{lg,)5ff+(:+)ilpd/~‘(z));~

By hypothesis, for fixed r, g, is in LP?(X,R"). Take x and y in By N A then we have :

wlop oty = [ WL e [ L ),

Because, By in contained in By,.(z) and Bs,(y), we have :
S () = F2)IP / f(y) = FIIP

du(z) + du(z

/ngr(x) d(I, Z>N+p+6 ( ) BQT(y) d(x’ Z)N-f—p-f—a ( )

e / 1£(@) = FENP +[1£() = £ Pdz).
By lemma 91 and by a triangular inequality, we get :
9or (@) + gor () = Cr 0| f(2) — F)IP"
Since ga, (7)P + g2 (y)P < 2(g2r(7) + gar(y))?, we get :
1766) = 01 £ Ot (2) .04

By taking r = d(x,y), we have that f is in Mloc
Theorem 98.

(X, FE) so f is constant p a.e. by the

3.4. Limiting case

3.4.1. Regularity lemmas in the doubling case. First of all, we prove a re-
finement on how a lipschitz function is well approximated at small scale by its upper
lipschitz constant.

Lemma 100. Take (X,d,p) a (1,p)-PI space with doubling constant 8 and E a Ba-
nach space. Take now f : X — E a L-lipschitz function. Then, for p-a.e y € X (the
set of full measure only depends of the choice of the function f) and for every e > 0,
there is r,. > 0 such that for every ¢ > max{ i‘;ig,p}, there is a constant Cq > 0 such
that for all x, 2" in B,, (y) :

1£(@) = f@)|| < Cod(x, 2)(Lip(f)(y) + & + =7 L).

Proof :

Since the function y — Lipf(y) is measurable then p-a.e y in X is a point of
approximate continuity of Lip(f). Call now A the set (of full measure in X) of points
of approximate continuity of Lip(f). Take now z in A. Fix now ¢ > 0 and define



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

84 3. HOW TO RECOGNIZE CONSTANT FUNCTIONS ON METRIC MEASURE SPACES

A (y) ={x € X | |Lip(f)(z) — Lip(f)(y)| < €}. Since y belongs to A, we have that for
every 1 < rey -

1(A:(y) N Bi(y)) >1—c.

(B, (y)) B

If we take r := ;=% then we have for all z,2" in B := B.(y) that :

Boxd(zey(7) C B, (y) and B2)\d(x,z’)($,) C B, ,(y)

where A is the constant involved in the dilation of the balls in the Poincaré inequality.
Choose now x,z" in B and define a family of balls By by

if k> 0 then By = Baaw..n () and if k < 0 then By = B . (7).
ok

o—(k+1)

Since X is (1, p)-PI space then, we have by applying the lemma 93 :
1 1

r 1 . »
V55 Sy ! = 8 o, V= O i Ly, 0900

with C > 0 a constant independant of k. First, by Jensen inequality, we have for

q > max{ llgi’g,p} that :
1 1

Gty Lo TP = Gy [, @m0

Next, we have the following decomposition :

[, = [ e [ e
We have that :

/AB o PO < (Lip(Hw) + uABe N1 Acy) < (Lip(£)(0) +2)'u(\B).

T =

Qe

We get because pu is f-doubling and f is L-lipschitz :
1 / , K 7o MABE N Ac(y)°)

Lip(f))? < BI K
p(ABy) ABLNA( )c( () (B)

By using the fact that y is a point of approximate continuity of Lip(f), we have the
following bound :

pABr N A:(y)?) (BN A(y)) _
u(B) - ouB) T
Since the infinite series (3 & is summable in k, we finally get that :

1f(z) = f(@)|| < Cyd(z, 2 )(Lip(f)(y) + & + e L).
This is what we wanted to prove.

We consider now a lipschitz function f : X — E with X a PI-space equipped with
a [-doubling measure  and E a Banach space. First, we give some effective results on
regularity of measurable function.

Fix now € > 0. Take now a ball B C X. Since y — Lip(f)(y) is measurable then
by Lusin Theorem, there is a compact set K. C B such that :

p(BNKY) < e and Lip . is continuous.
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Then, by Heine Theorem, there is 7. such that for all z,y in K. with d(z,y) < n., we
have :

|Lip(f)(z) — Lip(f)(y)| <e.

We keep the notation of the lemma 100. Since p-a.e. y in K. is a point of density of
K., we have for every r <, :

w(A(y) N B (y) VK.) (B, (y) N K)

WBy) - aBw)

Then, by using Egorov Theorem, we get a measurable set K. C K, with u(K.NK.¢) < ¢
and such that for all y in K. :

p(Ba-r(y) N K.)
W(Byrly)) e b

Fix now y in K.. If we take r << 1 then there is an index kg such that 2= *ot1) < <
270 and we have :

w(Br(y) NKZ) _ p(By-no (y) N KZ) o p(Ba-ko (y) N KT)
w(Be(y) T p(Byoen(y) T pu(Bywe(y)
With this remark, we can make a straightforward adaptation of the lemma 100.

Lemma 101. Take (X,d,p) a (1,p)-PI space with doubling constant 8 and E a Ba-
nach space. Take now f : X — E a L-lipschitz function. Choose now a ball B C X.
Then, for every e > 0, there are a measurable set K. C B with u(BN K¢) < e and a
real number r. > 0 such that for every q > max{llzi'g,p}, there is a constant Cq > 0
such that for all x,z" in B,_(y) withy € K. :

(@) = F@)]] < Codla, ') (Lip(f)(y) + & + (52) 1 L).

For the sake of completeness, we recall the definition of the pointwise lower lipschitz
constant.

< Be.

Definition 102. Let f : X — E be a measurable function. The measurable quantity :

lip(f)(x) = liminf sup /(@) = fW)ll

r—0 yEBy(x) r

18 called the pointwise lower lipschitz constant.

Consider now a lipschitz function f : X — F with X a Pl-space equipped with a
complete and [-doubling measure p and E a RNP Banach space. To prove the next
lemma, we have to use a corollary of the article [CK4| which asserts that for p-a.e =
in X : Lipf(z) = lipf(x). Call now the set A (of full measure in X') where the previous
relation is available. Fix ¢ > 0 and choose 0 < a < 1 close to 1. Set the quantity
L (f)(x) = Lsupyep o [ f(x) — f(y)|]. Fix a ball B C X. Then, by using the Egorov
Theorem, we get a measurable set A. C AN B with u(AN BN AS) < e such that :

Lew (f)1a. = Lip(f)

uniformly in k. In fact, the set A, depends on the choice of . We have not precise this
dependance in order to have simpler notation. Take now r << 1 then there is an index
ko such that a0t < < oo Hence, we get that :

Lo (f)() = aLgorn (f)(2)-
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So, there is a real number r. > 0 such that for every r < r. and for every x € A., we
have (remember us that « is close to 1) :

L(F)(x) > SLip(f)(x).

Hence, we get by the definition of the supremum that for every x in A, and for every
r <rg, there is y,, . € B,(z) fulfilling :

1£(@) = F@ra)ll = SLip(F)(@).

We can notice that the previous lower bound gives us a non trivial information only if
Lip(f)(z) is positive and that the choice of ¥, , . is not necessarily measurable in r and
x. By combining the previous inequality and the lemma 101, we can always suppose
(by renaming the two radii given above by r. and the two measurable sets with big
measure in B by A.) that there are a measurable set A. and a real number r. > 0 such
that for all x € A, and for all » < r., we have y,, . € B,(x) fulfilling :

Lip(f)(x)

d(z, ra,e > Cr 1
) 2 O ) + e + (B

with a constant C.

We have a little loss in the following inequality but for what we want to do, it is
irrelevant. What is worth mentionning, it is that our method does not give the best
constant (we mean that the liminf is not a true limit) in the following inequality even
if we optimize in all the parameters. Our method is too general to detect such sharp
estimates.

Lemma 103. Take (X,d, ) a PI space equipped with a complete and [-doubling
measure jr and E a RNP Banach space endowed with the norm ||.||. Take f: X — E
a L-lipschitz function. Then for every ball B = B, (xo) and for all p > 1, there is a
constant C' > 0 (depending on 5 and p) such that for every 0 < A <1 :

liminf (1 —s // /(@ 1000 Nﬂiupd (z)dp(y) = C/\B(Lip(f)(z))pdu(z)

s—1 0<s<1

where N = 10g2 and C' is a positive constant depending of B (and of course depen-
ding of the doublmg constant B and the constants involved in the Poincaré inequalities

supported by X ).

Proof :

Fix € > 0. Say that X supports weak Poincaré inequalities of type (1,[) for some
[ > 1. We keep the notation adopted in the paragraph above the lemma 103. First,
we choose r. < . We take A, going to 0 when ¢ goes to 0 to determine later and a
parameter o > 1 which will be constrained to be very large. We have now the following
chain of inequalities :
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|f (=) = F@)IP
/B/B A gy ) dn(y)

EENOT,
- /{Lip(f)>/\s}ﬂ(12s)BﬂA5/B d(x,y)N+ps pl@)dp(y)

re(y)

+o00o
[|f (=) = F@)I
: d )N+ps d
Lip(2adn-2804. 155 /8o 0B_e e Ay

IV

p(z)dp(y).

@

Take now y € {Lip(f) > A} N (1 —2¢)B N A, fixed. We write for simplicity
By, = Bﬁ(y) and y, = yry.. We want to find two sequences (yx) and 7 such that
B, (yx) C By N B}, ;. We take

Yk = Y4l

and
re 1 Lip(f)(y)

_k(l =) 1
o 0 Lip(f)(y) + = + (Be) 1L
with an absolute constant A (independant of € and k) that will be chosen very small.
We argue by contradiction by supposing that B,, (yx) N Byi+1 # 0. Then, there is z € X
such that d(y,z) < %% and d(yy, z) < ri. Although, by the remark that lying above
the lemma 103, we know that there is a constant C' such that :
. 1 Li

ZCT—k(1+— ip(f)(w) .

o 0 Lip(f)(y) + 2 + (Be)iL
Hence, by the triangular inequality and after some simplifications, we get :

Ty =

d(y, yx)

1
1 1... e+ (ef)L
C—-A)(1+-)——-)L < 7
(€~ 20+ 5 - D < 8
Hence, if we choose A := Ay < 1 and « := ap > 1 such that (for instance)
1 1 C

e

then a possible choice for A. (to get a contradiction) is
NPCEaCOL
= CO[O .

Thus, we get that B,, (yx) C Bi-

We argue again by contradiction by supposing that B, (yx) N Bf # 0. Then, we
have z € X such that d(yx,z) < r, < AZ%(1+ 1) and d(y,2z) > Z. We recall that
d(y,yx) < 55(1+ 2). So, by a triangular inequality and after some simplifications, we
get :

1< (% +A)(1+$).

By choosing A := A; < 1 and «a := a; > 1, we derive a contradiction. Thus, we have
that B, (yx) C Bx.
Moreover, we have by a triangular inequality that :

f (@) = S = 11 () = fyll = 1 () = F ()l
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By the definition of yy, by choosing A := Ay small enough and by using the lemma
101, we have that for every = € B,, (yx) :

1£@) = F@)ll = CamzLin(H) )

with a constant C, > 0 depending only on «. Choose now a := min{ag,a;} and
A := min{Ay, A1, Ao} (these two numbers are independant of ¢). Thus, we have for
every k :

|1f () = f)IP PP oFN
dpu(r) = ¢ Lip(f)(y))" —5~ 1By, (y1))-
/B&k(y)ﬂB%(y)c d(z,y)N+ps (=) o/fp(l—S)( () rN (Br, (yx))
By using the lemma 91, we have that :
,
(B, (yx)) > C“(B)(Fl;)N'

So, we get for every k :

f(x) = [P pe , Lipf
Lo i e = € S (el

;7%
By summing on k& and then by integrating on {Lip(f) > .} N (1 —2¢)B N A., we get
that :

1/(x) = F@IIP
/B/B d(x,y)N+ps dpu)dp(y)

7ag(lfs)

Lipf(y) )N

> i
Lip(f)(y) + = + (82)7L

> (Lip(f)(v))"
l—s /{Lip(f)>AE}ﬂ(125)BmAa (

with a constant C' independant of . Hence, we get that :

lim inf (1—3)/3/3Hfd((??;)i(iy’pdu(a:)d,u(y)

s—1,0<s<1

Lipf(y) N

> 1
Lip(f)(y) + < + (5e)7L

(Lip(f) ()" (

/{Lip<f>zAs}m(12e>BmAa

By using the dominated convergence when ¢ goes to 0, we get the desired result.

Remark : We can notice that the assumption of completeness on the measure u
can be dropped when the normed vector space FE is of finite dimension.

3.4.2. Ahlfors-regular case.

Definition 104. We say that a measure p supported by X is N Ahlfors-regular if there
are two constants C; > 0 and Cy > 0 such that for all v < rqg and for all x € X :

oV < wu(B(x)) < Cyr'V.

Lip(f)(y) + &+ (Be) 1L

N



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

3.4. LIMITING CASE 89

We will say that X is a N Ahlfors-regular space if it supports a N Ahlfors-regular
measure p. We can also notice that if p is f-doubling and if ¢ has a polynomial growth
with exponent N = log B then p is N-Ahlfors regular.

Remark : If 4 is N Ahlfors-regular then, the constant C' in the lemma 103 can
be chosen independently of B. In this setting, the constant C' only depends of C,Cs,p
and of the constants involved in the Poincaré inequalities supported by X.

This simple lemma shows that on Ahlfors-regular metric spaces for instance, it
makes sense to be interested in the limiting case of the Theorem 98.

Lemma 105. Take (X, d, ;1) a metric measure space with a Radon measure p which
satisfies that there is a constant A > 0 such that for all v > 0 and for all x € X :
w(Br(x)) < ArN (the measure p grows polynomially). Take f € MY (X, E) (with
p>1) and g a funtion in LP(X,R™) associated to f. Then, there is a constant C' > 0
(depending on A and p) such that for every ball B = B, (o) :

1 f(x) = fF(y)]P /
i 1 - d d <C P(2)d .
sffloiggl s // e y s p(z)du(y) < 9 (2)du(z)
Proof :

By assumption, we have for p-a.e z and y of X that :

1f (@) = FI < d(z, y)(g(x) + 9(y))-

Thus, we get :

| [ it < [ [ SI awyuto)

By using the Fubini-Tonelli Theorem, we have that :

|Lf(z) = F(y)l” ) dp(z)dp(y)
/B /B d(z, g)N e du(x)du(y) < Cp /B 9" (y) /B ERmEETE=

We can notice that for all y € B, we have that B C By,,(y). Thus, we get for p-a.e

ye X:
/ dp(x) / dp()
g d(x,y)V P = g, d(@,y)N e

Take now the sequence of balls (By)gen defined by By = Bero(y) We have :
2

+oo
/.Bd<x y N= p(l s) Zx/;kﬁB

By the hypothesis made on u, we have on a neighbourhood of s =1 that :

Tou )

1 p(1—s) kp(1—s)
< 9 —kp(1=s <
/B d(il?, y>N7p(175) I ( ) C Z ¢ - S

k=0

90 o (k1) (N—p(1—s))
g; y N —p(1—s) d'u(x> < (27‘0)(]\7—1)(1—8)) M(Bk)
k=0

k+1

Thus, we get :

a 8)/3/3 ||f£§(xx) ;)Jj\cfgzszd/‘(x)dU(y) < Crg(lfs) /ng(z)du(z).
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Thus, we get the desired result when s goes to 1.

Remark : In fact, to get the lemma 105, we just really need that for every 0 < s < 1
and for every 0 < r < 1, we have for p-a.e y :

1 C
du(z) < )
/T(y) d(z,y)N-rl=) ple) < l—s

Indeed, the previous inequality implies that g grows polynomially with all exponent
less or equal than N. More precisely, we get for every ¢ > 0 and for every 0 < r < 1
that for p-a.e y in X :

(B ) < S

So, in order to have more convenient assumptions, we decide to take the measure u
to be Ahlfors-regular. We can now give a criterium to detect if a measurable function
on a PI-space is constant.

Theorem 106. Let X be a (1,p) PI-space equipped with a N Ahlfors-reqular measure
1 and E a Banach space. If f : X — E is a measurable function such that the quantity

(@) — f@)P
/X /X T ()i ()

is finite then f can be extended in a continuous constant function.

Proof : With the same argument used on corollary 99, we can conclude that f
is in Mllof (X, E). So by the proposition 97, we can suppose that F is a separable
Banach space and we take {m;, V;} a FDA for E. Define f; = m(f) : X — V; and
since f is in M2P (X, E) then f; is in M, >P(X,V;). More precisely, if g in L? (X, R*)

is associated to f in MJP(X, E) then g is also associated to f; in M.”(X,V;). For

loc loc
the remaining of the proof, we take g in LP (X, R*) associated to f in M ?(X, E).
Fix now a ball By := B, (z9) C X then we have two constants C' and A associated
to 5By by the Poincaré inequality. So, by a straightforward adaptation of lemma 90,
for all ¢ > 0 and for each ¢, we have a family of lipschitz functions g.;, : X — V;
such that ||X(5/\Bo)(fi - gE,i)HLP S Ciéf and /L(Agﬂ N 5)\30) S Cz'éf with Agﬂ‘ = {l’ €
5ABy such that f; = g.,}.

For a measurable function h, define now the quantity :

r=0-9 [ [, i)

We have by a triangular inequality that :
I(gei) < ClL(gei — fi) + CL(s)(f3).
By applying the lemma 105, we get that
lim sup Is(ga,i - f) < Cig'

s—1

By hypothesis, we get that :

L < et =) [ [ DLW ) o
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with a constant C' only depending of ¢ and A. Moreover, by applying the lemma 103,
we have that :
liminf I4(h.) > C Lip(g.)?.
s—1 ABo
Finally, we get that :

/ Lip(g:)? < CeP.
ABo

Then, we repeat the same argument used in the Theorem 98. We have :

5 [ Wi [ < s [ Mgl [ i [ el
#(Bo) Jg, " w(Bo) Jp, " T m(Bo) Jg, T T w(Bo) Js, T u(Bo) Jp, T

By Jensen inequality, we have :

L
i T el S T-
1(Bo) J g, 1(Bo) 7

Since X supports (1, p)-Poincaré inequality and by lemma 93, we have :

1 1 / 1 . 1 Cﬂ’oé‘
Geii — 7~ | Gedll SO —/ Lip(g:4)")" < ———=
1(Bo) J, | 1(Bo) J g, H O<u(ABo) AB (9:)") 1(ABy)»

by the previous analysis. Hence, by taking the limit when e goes to 0, we get that for
p-a.e x in B : f;(x) is constant. We can rephrase it by saying that we have for p-a.e.
zand y in B : m(f(xz) — f(y)) = 0. Since {m;, V;} is a FDA for E, we have by taking
the limit when ¢ goes to +00 that f(x) is constant for p-a.e. z in B. Since X supports
Poincaré inequalities then X is connected (even arc-wise connected) so by connected-
ness, f is constant p-a.e. and the Theorem is proved.

By using the Kurastowski embedding Theorem (that we will prove in a while), we
can deduce the following.

Theorem 107. Take (X,d, ) a (1,p) PI-space equipped with a N-Ahlfors reqular
measure j1 and (Y,l) a metric space. If f : X — Y is a measurable function that

satisfies
I(f(x), f(y))"
/X /X Wdﬂ(m)dﬂ(y) < 400

then f is constant p-a.e.

Proof : If Y is separable, take (y,),en to be a countable dense -for the metric
[- family of Y. Hence, we get that : Y embeds isometrically into [**(N) by the mean
of the following application. Consider @ : Y — [*°(IN) defined by ®(y) := (I(y, yn) —
[(x0, Yn))nen Where g is a basepoint of Y. The application ® is well defined. Indeed,
by the triangular inequality, we get that :

12 (y)]le < d(y, zo).
Moreover, for every y,vy’ in Y, we have by the triangular inequality that :
12(y) — @)oo < 1y, y).

Since (Y, )nen is a dense -for the metric [- family in Y, we get by taking a subsequence
of this family which converges to y (for instance) that

@(y) = @)oo = Uy, )
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If Y is not separable, we get that Y embeds isometrically into L>°(Y, R) by the mean
of

CD(y)(Z) = l(y> Z) - l(x07 Z)
where y, z are points of Y and z( is a basepoint of Y. So, we get again that & is well
defined and satisfies for every y,y in Y :

12(y) = 2(W)lloe = Uy, ).
Hence, if f satisfies the condition of the Theorem 107 then we have in either case that

®( f) satisfies the condition of the Theorem 106 (P is an isometry). So, ®(f) is constant
p-a.e and we get the desired result.

3.5. A characterization of M'? for p > 1 on Ahlfors-regular spaces

3.5.1. Lemmas of uniformization. We can now give a kind of integral charac-
terization -in the framework of the article [Br2]- of the space M'?(X, F) when X is
a Pl-space that suppots an Ahlfors-regular measure and F is a RNP Banach space.
But for such a characterization of the Hajlasz spaces based on Ahlfors-regular metric
spaces X, we can no longer use some elementary tools and especially when the functions
which belong to the former space take values in a Banach space of infinite dimension.
We have to use a difficult Theorem of extension of lipschitz function due to Lee and
Naor ( Th. 1.6 of the article [LIN] ) in order to prove that lipschitz functions are dense
for the norm ||.||;, in the space M.? (X, E) when X is a doubling measure space (this
condition is crucial to use the Theorem of the article [LN]) and when E is an arbitrary
Banach space. But for the sake of simplicity, we only want to use some basic facts and
this is why we defer this last characterization until the end. We begin with a lemma
which has the flavour of the lemma 90 with the exception that instead of using the
Mec-Shane extension Theorem, we use the Theorem 1.6 of [LNN].

Lemma 108. Take (X, d, i) to be a metric measure space equipped with a doubling mea-
sure ju and E a Banach space endowed with the norm ||.||. Then, if f is in MJ? (X, E)
with p > 1 then for every e > 0 and for every ball By(xo) = B C X there is a lipschitz

function g such that p{x € B | f(z) # g(x)} <e and ||(f — g9)xBll1, < €.

Proof :
First of all, there is h in LP (X, R*) such that for p-a.e 2,y in X, we have :

loc.

1f () = FW)ll < d(z, y)(h(x) + h(y))-

Set A to be the set of full measure in X such that the last inequality is true. For ¢t > 0,
define the set A; to be :

A ={x € AnB | h(x) < t}.
So, we have that fj,, is 2¢-lipschitz. Hence, by using the Theorem 1.6 of [LN], there is
a lipschitz function f; which is Ct-lipschitz (with C' a constant depending only of the

doubling constant of y) and such that (f;)a, = f. Now, we have 3 cases.
First case : z,y € A;. We have that :

1 fe(z) = )l = [1f (@) = fFWI] < d(z, y)(h(z) + h(y)).
Second case : z,y € BN A{. We have that :

Ifi(z) = fily)|| < Ctd(x,y) < 2Ctd(z,y).
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Third case : We can always suppose by symmetry that z € A; and y € Af. We
have that :

1fe(2) = fey)]] < Ctd(z, y).
Hence, we have a function h; associated to f; which is
ht = XAJL + XAgct.
We have by Tchebytchev inequality that :
1
po € B | file) # f@) <u(Bra) < o [ w

B

Since h is in L, we get that u(z € B | fi(x) # f(x)} tends to 0 when ¢ goes to +oc.
Hence, by choosing ¢, big enough, we can get yo in A, such that ||f(x)|| < L for some
finite constant L. So, for every t > t; and because the sets A; are increasing, we have
for every y € BN A; that :

1fe(w) = felwo)l| < Ctd(y, yo)-
By a triangular inequality, we get for every y € BN A; that :

1f:(y)]| < 2CXt + L.

So, we get the following bound :
1(fe = P)xslly < 2CMu(BNVAF)» + Lu(B N A7)» + (/ ) [LFIIP)>.
BNAS
Moreover, we have :
1 1
(e = Bxally < Ctu(BO A + ([ o)
BNAS
Look more carefully that we have :
euBnA)< [
BNA,

Remember that we have limy_, o t(BNAY) = 0. Thanks to the dominated convergence,
we get that

(fi = Dxally =0 and I ||(h = B)xsll, = 0.

So, we have proved the lemma.

lim ||
t——+o00

Proposition 109. Take p > 1 and f : X — E a LP function where X is a N Ahlfors-
reqular space and E is a Banach space. If f satisfies the following condition

lim sup(1 — s) /X/X ||fc§g€x), ;)]{[gzupdu(x)du(y) < 400

s—1

then for every 0 < s < 1 (or for every s close to 1), there is g5 in LP(X,R™) such that
|gs||, < C' that satisfies and p-a.e x,y in X :

1f(2) = Fw)ll < ﬁd(%y)‘s(gs(ﬂf) +9s(y))

with an absolute constant C'.
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Proof : The proof comes only from a straightforward adaptation of the proof of
the corollary 99. We just take g; to be

0t0) = (-9 [ L0 ),

We recall a lemma of renormalization called the Mazur’s lemma that we apply for
LP(p) spaces for p > 1 and p a Radon measure. Since LP(u) is a reflexive space when p
is Radon then every bounded sequence in LP(x) have a weak convergent subsequence.
Moreover, by using the Hahn-Banach Theorem, we can show that bounded and weakly
closed convex sets coincide with bounded and closed convex sets in LP(u). A stan-
dard limiting argument -more precisely the Banach-Saks Theorem- then leads to the
following.

Lemma 110. Take (X,d, 1) a metric measure space equipped with a Radon measure
w and E a Banach space. If (gx)ken 1S a sequence of LP(X, E) with p > 1 such that for
every k : ||gk|| < C for some constant C > 0. Then, there is a convex combination of
gk that converges to some function g in LP(X, E). More precisely, we have for every n
in N that there are a finite subset I, of N and a sequence (A ,)ien that satisfies :

0< N <1, A =0ifLis not in I, and »_ N, = 1.
lel,
Moreover, we can choose

ly = AILT;EO{Z €l,}

in such a way that it goes to +o00 when n goes +oo and we have :

1
||Z/\l,ngl _ng <

lel, n+l

We apply the lemma 110 in order to prove that when p > 1, the infimum in the
definition of M'?(Y, E) where Y a measurable subset of X a metric measure space is
in fact a minimum.

Lemma 111. Take (X, d,p) a metric measure space and E is a Banach space. If f
is in MYP(X, E) with p > 1 then, for every measurable Y C X, there is a function
gy which satisfies (x) in the definition 88 for p-a.e x,y in'Y and which is of minimal
norm in LP(Y,R™). More precisely, we have that for every g which satisfies () in the

definition 88 for p-a.e x,y in'Y :
/ 9y < / 9.
% Y

Proof : Take a measurable set Y C X. Call now

my ‘== inf gxv |-
g satisfies (x) for p-a.e z,y in Y !
Consider now a sequence (g,) in LP(Y,R") such that ||g,xv|| < my + n+r1 and such

that for every n, g, satisfies () for p-a.e z,y in Y. Then, by applying the lemma 110,
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we get a finite convex combination of the functions g, :
= Z AinGi
l€ln
and a function ¢ in LP(Y,R™) such that :

h, — <=
I g)Xwap_nJr1

with [, := minAl’n#O{l € I,} goes to +0o when n goes +o0o. Hence, we can take a sub-
sequence that we will rename (h,,) of the sequence (h,),en that converges ponctually
on a subset of full measure in Y to g. We have for p-a.e x,y in Y the following chain
of inequalities :

1) = fIl < D Mallf(@) = FW)l

lely,

< d@,y) ) Angu(@) + Y Mingi(v))

lel, lely,

By taking the limit when n goes to +00, we get that g satisfies (x) for u-a.e. z,y
in Y. Moreover, we have that :

1
14+ ln)'
Hence, by taking the limit when n goes to 400, we get that g is minimal in Z?(Y,R™).

1
loxylly < 11(g = ha)xyllp + hnxyllp < - +my (1

3.5.2. The main characterization. Next, we show that M'?(X, E) is a closed
-for the norm ||.||; ,- linear subspace of

(f € LY(X,E) | JH(f) = limsup(1 // 1/ (x ik N( DI 4 ) duy) < +o0}

s—1 s

Moreover, the norm || f|]1, is equivalent to the following one : || f|[, + J, ( f)% in res-
triction to M (X, E).

Since X is a PI-space then X is proper and o-compact. So, we can choose a family

of open balls B,, such that
— U B,

neN*

where B,, C By,41 and u(X NZ°¢) = 0.

Theorem 112. Take X to be a (1,p) Pl-space for some p > 1 equipped with a N -
Ahlfors regular and complete measure i and E a RNP Banach space endowed with
the norm ||.||. Then, there are two absolute constants A; and Ay (depending only of
the geometry of X ) such that for every f belonging to M*P(X, E) :

sy =it =) [ [ IO 0y, >, [ oy

s—1

and
)= timsupt =) [ BT gue)dut) < e [ opinta)



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

96 3. HOW TO RECOGNIZE CONSTANT FUNCTIONS ON METRIC MEASURE SPACES
where g is the minimal function in LP(X,RT) associated to f in M'"?(X, E).

Proof : Since f is in M (X, F) with p > 1 then by the lemma 111, we can
associate to f a minimal (in norm) function ¢ in L?(X, R™) that satisfies (x) on a set
of full measure in X. Hence, we get for any fixed r > 0 that :

[1f(x) = Q)" () — f(y)|]P
/X/X d(z, y)N+es du(z)du(y) < //T i yN+pS dp(z)du(y)

1£(x) — F@)IP
/ / Boyye A, y)N P Iulz)aily)

p + g o, .
= / /T () d :L’ y N p((1>s d'u( )d#(y) by definition of ¢
dp(z)

fly p/ —duy by Fubini
N =)

< / /T i) N p(1 5 du(y) by Fubini

+ —|| fllp by estimating the inner integral on coronas.

Moreover, we have by estimating the inner integral on coronas that :

dp(z 11(By 1, (1))
/T(y)d(ﬁy]v —p(1=s) _022 k(N p(1=8))pN—p(1—s)"

Thanks to the upper bound on the measure pu, we get for s close to 1 that :

p(1—s)
/ e <O
B, (y) d(ﬂ?, y) A l—s

Hence, we get for s close to 1 that :

—o [ [ DI duarautn < crt-ligl, + S 1,

Finally, we get that :

)=t —s) [ [ [ME xyws” pl@)da(y) < Aslgll

s—1

Since X is a (1,p) PI-space then by using the Theorem of [KZ]|, we get that X is a
(1,q) PI-space for some 1 < ¢ < p. For every n in N and for any measurable function
h: X — E, consider now the following quantity :

L(h) = (1 — ) / N / - ”f;éf ;>§(ii"pdn<x>du<y>

where A is the constant involved in the dilatation of the balls in the weak (1, ¢)-Poincaré
inequalities supported by X and where we omit the dependance in n for the sake of
clarity. Then, by the lemma 108, there are a family (f;);en of lipschitz functions and a
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family (g;)ien of functions in LP(10AB,,, R") such that for every [ : g, is associated in
MY (10AB,, E) to f;. Moreover, we have that :

1

and [|(g: — 9>X(10>\Bn)||p < o1

1
_ <
1(fi = F)xaoasnllp < s

By the triangular inequality, we get that :
I(f) < CL(fi = f) + CL(f)

We clearly have that :

1f () = F)II”

X d(.ﬁl?, y)Ners

liminf I,(f) < J, (f) := liminf(1 — s)/X dp(x)du(y).

s—1 s—1

By applying the lemma 105, we have that :

C
li I(fi— f) <——.
mowp =) < 5

By applying the lemma 103, we get that :

liminf£,() = € [ (Lin(f)"

5ABy,

Then , we have that :

.

| Wiy < g+ .

+1

Since p > 1 and Lip(f;) is bounded in LP(5AB,, R") we get by applying the lemma
110 a finite convex combination of the functions Lip(f;) :

hy == Z )\z,kLip(fz)

lely
and a function h in LP(5AB,,, R™) such that :

1
h — h < —
[ (P )X(sABn)Hp_ kot 1

with [ := miny, , 20{l € I} goes to +-00 when k goes +o0. For every ball B C 5B, of
radius r, we have the following chain of inequalities :
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5 [ W= [ < o [ s - [ S

I€T,, €T,
< /HZ)\lkf Z)\lkleSlnce Z)\lkzl
I€I), I€T, I€I,,
7 ),
+ ——= ||Z/\l,kfl /Z/\lkle
H(B) Js Il €T,
< Z ALk / ||f — fil| by a triangular inequality
u( ) i
1
+Cr( / (Lip Z)\lkfl )*(X isa (1,q) PI-space)
1(AB) Jag Iel,
C . :
< ———— by Jensen inequality
lepap(B)?

Q=

since Lip(a + b) < Lip(a) + Lip(b).

+Cr( (;B)/ hi)

By taking the limit when k goes +o00, we get for every B C 5B, of radius r that :

im0 S,V 1= G

Since h is in LP(5AB,,R") and § > 1, by applying the lemma 96, we get that

M(hqx(5,\3n))% is in LP(B,,R") and satisfies () for p-a.e. z,y in B,. By convexity
of x — 2P, we have that :

C
hp )\ p
/MBn <E lk/ (Lip(f1)) S—l +1+CJ (f)-

lely, 5ABn

So, we get by taking the limit when £k goes to o0 that :
/ W< CJ, (f)
5AB,

By applying the maximal inequality of Hardy-Littlewood (we recall that X is doubling),
we have the following chain of inequalities :

M (h'X(5xB.,)) )i < / M (h%x 5ABn))g Cp/ < CJ,(f)
By 5ABi,

Moreover, for every n in N, by applying again the lemma 111, we can associate to f
in M'?(B,, F) a minimal function w, in LP(B,, R") that satisfies (*) on a set of full
measure in B,,. By minimality of w,,, we have that :

/ wl < [ M(hixsam,) " < CJ5 (f).
n Bn

Define now a LP(X,R™") function wy, : X — E by wy(2) := x(B,)(x)w,(x) which is
bounded by C'J(f) in ||.|[} norm by the previous inequality. By applying the lemma
110, we get a sequence of finite convex combination of w, which converges to w for the
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|||, norm. Thus, there is a subsequence of the previous sequence that converges y-a.e.
to w. Since the minimal index of the non zero coefficient of the convex combination
tends to +o00 and since B,, C B,+1, we get that w satisfies (%) on a set of full measure
in X. Moreover, by the convexity of x — 2¥, we also get that w is bounded by C'J;(f)
in [|.|[f norm. We finally have by minimality of g that :

[ o< [wecnm.

Hence, there is an absolute constant A; such that :

gy ()= timint( - s) [ [ ML i) = 4, [ ¢ @aute)

s—1 X

Remark 1 : We restrict ourself to only take real valued functions (we mean that
we take E to be R). We take X = G to be a (locally compact) topological group
equipped with a doubling measure p which is left translation invariant (typically the
left invariant Haar measure supported on G). We suppose that G is metrizable (we
take d the distance associated) and we suppose moreover that G supports (1, p) weak
Poincaré inequalities for some p > 1 (this former assumption implies that G is locally
compact). We take f : G — R a LP(G,R) function such that J;(f) is finite. Since
G is a (1,p) PI-space then by using the Theorem of [KZ], we get that G is a (1,¢q)
Pl-space for some 1 < g < p. Then for every n in N and for any measurable function
h : G — R, consider now the following quantity :

[f (@) = f(y)lP
L =a-s [ du(wiuty)

where A is the constant involved in the dilatation of the balls in the weak (1, ¢)-Poincaré
inequalities supported by X. Since the quantities I4(f) are inchanged when the inte-
grand is translated to the left by some element h € G and since a convex combination
of such integrated translated integrand stay bounded by C'Jf(f) with a constant C
depending on f, we get by using Fatou’s lemma that I,(p. * f) is bounded by C'J7(f)
where p. is a positive approximation of unity supported on 20\B,, for instance. Since p.
is lipschitz then we get that p.x f is lipschitz too. Since p.* f tends to f in LP(10AB,,, R),
we get by repeating the proof of the Theorem 112 that f is in M'?(B,, R) for every n.
Call now the minimal function g, associated to f in L?(B,,, R"). Then, we have that g,
satisfies (¥) in a set of full measure in B,, and we have that ||g,X(z,)||, is bounded by
CJ; with C' a constant depending only of f. Hence, an application of the lemma 110
then shows that f is in M"P(G,R). Thus, we get immediately that, if we choose G to
be R", the characterization of the Sobolev spaces WH?(R", R) (for p > 1) obtained in
[Br2] and, if we choose G to be H' (the first Heisenberg group), the characterization
of the Sobolev spaces W'?(H' R) (for p > 1) obtained in [Mo]. We cannot establish
with this method a characterization of the Sobolev space W'!(G, R) which may be
replaced in fact by BV (the space of functions of bounded variation).

Remark 2 : Take now X = G to be a (locally compact) topological group equipped
with a doubling measure p which is left translation invariant (typically the left invariant
Haar measure supported on GG). We suppose that G is metrizable (we take d the distance
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associated) and we suppose moreover that G supports (1, p) weak Poincaré inequalities
for some p > 1 (this former assumption implies that G is locally compact). Consider now

E a Banach space endowed with the norm [|.||. We consider a measurable function f :
G — E such that J(f) = J,(f) = 0. The proposition 109 shows that f is Ly, (G, E).

Moreover, if we compose f by 7 an element of E*, we have by the construction of the
Bochner integral that the set of Lebesgue points of 7(f) contains the set of Lebesgue
points of f. More precisely, we have for all ball B C G :

i Lm0 - [l [ 1= [ 1

Hence, if we prove that for every m € E*, 7(f) is constant p-a.e then f will be constant
p-a.e. Fix now a ball B C G. Then an argument of convolution as above and the use
of the (1, p) Poincaré inequality allows us to conclude that 7(f) is constant in a set of
full measure in B. By connectedness, we get that m(f) is constant u-a.e. We can also
notice that we also get an integral characterization of constant functions if we restrict
the integration on any open connected set {2 C G and not on the whole group. By
taking G = R", we recover the integral condition obtained in [Br2].

3.6. An optimal inequality

We finish this section with a proposition of its own interest that shows that the lower
bound obtained in the lemma 103 is essentially optimal up to a multiplicative constant.

The main difficulty of the following proposition is to cover the case p = 1. In fact,
the proof of the following proposition for p > 1 comes only from by applying the lemma
94 to the upper gradient g = Lip(f). But, we have to use a strong result quoted from
[KZ] that the Poincaré inequalities are open in [1,+o0o[ (we can notice that the result
of [KZ] can be extended for the Banach-valued functions by using the Hahn-Banach
Theorem) and to use the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal function on
LP(p) (with p > 1 and p doubling). We give some basic ideas before proving the
technical proposition lying below. Roughly speaking, the doubling condition on the
measure allows us to use the Vitali covering Theorem and to get some uniformity.
The upper bound allows us to show the boundedness of a Riesz potential-like. Finally,
the Poincaré inequalities allows us to have a kind of Taylor expansion at order 1 for
lipschitz function. This is contained in the lemma 105. We can notice that if the measure
w satisfies (B, (x)) < Cr" then, we get u(B,(z)) < Cr". Indeed, we have for every
e > 0 that u(B,(2)) < u(Baeyr(z)) < C(1+e)NrN. By letting ¢ goes to 0, the previous
remark is now proved.

Proposition 113. Take (X, d,p) a PI-space equipped with a measure j which grows
N —polynomially (there is a constant A > 0 such that for every 0 < r < r and for
every x in X : u(B.(x)) < ArYN ) and E a Banach space endowed with the norm ||.|].
Take f : X — E a L-lipschitz function. Then, for all p > 1, there is a constant C' > 0
(depending on A and p) such that for every ball B = B,,(x¢) and for every A > 1 :

imsup (1) [ [ WSO duayany < [ wintnraute)

s—1,0<s<1 \B

Proof :
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First, we say that X supports weak Poincaré inequalities of type (1,[) for some
[ > 1. We keep the same notation adopted in the lemma 100. Fix now ¢ > 0. We can
suppose that the radius r., associated to p-a.e y in X satisfies r., < min(erp,r) and
the ball B,_, (y) considered before are now closed (we still keep the previous inequality
available at small scale). We have the following inclusions :

Ac |J B.,wc+9)B.

yeANB

We have now two cases.
First case : either there is a(e) > 0 such that for every y € AN B : 1., > a(e).
Thus, we get :

1 @) = F)IP [ [ @-swlr,
/B/B d(z, y)Ntes dp(z)dp(y) = /A/B d(z, g) Ve du(z)dp(y)

|Lf () = f)II” :
/A/Ba<s>(y) d(z, y)N+rs Bulw)du(y) 1)

IN

/(=) = f(y)l]” .
N /A/mBDB;(E)(y) d(x,y)Ners du(x)du(y) 11)-

To deal with the summand i), we apply the lemma 100. Call now for simplicity

We have for every y in AN B and by doing the same analysis as in the lemma 105 that :

|1f () = fFW)IP +Oo/ dp(z)
du(z) <
\/BQ(E)(y) d([L’, y)N+ps ( ) Z By (y)NBy,  (v) d($7 y)pr(l—s)

k=0

a(g)p(l_s)

¢ 1—s

IN

(Lip(f)(y) + ¢+ géL)p.

Thus, we get :

afe)P(1=9) !
i) < C%/B(Lip(f)(y) +e+edl)’

To deal with ii), we choose a > 1 and define a family of balls Bi(y) := Bura)(y) for

log (270
E=0,... k= [Oi;‘zfle)’)] (we can suppose that a(e) < 2ry and choose a close to 1).

Then, we have for every y in AN B and by definition of ky that :
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ko
[1f(z) = F)IIP / dp(x)
du(z) < LP
/QBmBg(e)(y) d(w, y)™eee Z By1(y)NBg (y) d(z, y)N-p=s)

k=0

SCLP 1szakpls

I
< Cl——s (ap(l—S)(QTO)p(l—S) _ a(g)p(l—S))
Thus, we get :

LP

i) < Cu(B)

< . (a? =) (2rg)P 079 — au(e)PU 7).
— S

Second case : or the family of balls considered is a Vitali class. Thus, we can apply
the Vitali covering Theorem to get a countable family J(g) such that :

c

U B, ,(y)N U B, (y;) =0 withy; € Aand r; =7,

yeA JEJ(e)

and
Vj,j" € J(e) such that j # j': B, (y;) N Brj,(yj/) = 0.
We write for simplicity B; := B, (y;). Hence, we have :

|f (=) — F@)IP N 1f(z) — f()|?
/B/B d(z, y)Ntes du(z)dp(y) = /A/B d(z,g) Vs du(z)dp(y)

> [, ) e it

JjEJ(e)

/L/foyNﬂﬂp<) D
2 o eyt

To majorize i), we use the lemma 100 and do the same thing as in the first case.
So, we get, :

IN

IN

]EJ(a

209
(Lip(f)(y;) + e+ EEL)p.

jeJ (e B

So by letting s goes to 1, we get by using the monotonic convergence that :

limsup (1 — s)i <CZ/ (Lip(f)(y;) +5+5qL).

s—1,0<s<1 jea(e)

p(y) ii).
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We have the following decomposition :

[anwr = [ an@ers [ dipnm)

J Bijs(yj)c

< / (Lip(£)(y) + £)Pdu(y) + LPu(B; 0 Ac(y;)°)

J

<q /B (Lip(f) (1) Pduy) + Cyle? + LP)u(B;) (by the property of A.(y;))

J
Since the balls B; are pairwise disjoint, we get by summing on j that :
. . . P
limsup (1-s)i) <C (Lip(f)(y)) du(y) + O(e).
s—1,0<s<1 (1+¢)B
Finally, by using the calculation made in the first case, we get :

3 Lr —s —s s
i) <C > p(By) T (a7 2ro )P,
jed(e)

So, by using the monotonic convergence, we have that :

limsup (1 — s)ii) = 0.

s—1,0<s<1

So, we have in all the cases the following bound :

imsup (1-5) [ [ WSO gy <o [ winprau o6,

s—1,0<s<1 (14e)B

Thus, by applying the dominated convergence when ¢ goes to 0, we get the desired
result.

3.7. Concluding remarks

The first interest of the previous Theorems was to cover partially the results obtai-
ned in [Br2] in a different way. This is why we were interested at first on Ahlfors regular
metric spaces. But, if we consider Riesz potentials adapted to doubling spaces, no more
difficulties arise. In fact, the most impotant lemma which is the lemma 103 remains
true in the setting of doubling spaces with a suitable modification of the Riesz poten-
tial that we will present in a while. Moreover, we get a lower bound with a constant
independant of the choice of the ball B C X. With this remark, it appears more logi-
cal to deal with the doubling case at first and then to deduce some corollaries in the
Ahlfors-regular setting. But, due to the original motivation, we only present now a list
of results transposed in the setting of doubling spaces.

Consider now (X, d, i) a metric measure space and E a Banach space endowed with
the norm ||.||. We define for a measurable function f : X — E, for any measurable
subset Z C X and for any p > 1 the following quantity

o [ @ =@l dp x
B = =) [y ().
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We can derive now two quantities J,(f)% and J,(h), defined by
Ty 5= T sup Jy(F)2(5) andd Jy (1) = ininf Jy(1)2(5).
5— $

Thus, by a straightforward adaption of the lemma 103 and the proposition 113, we get
the following list of propositions.

Proposition 114. Let (X,d, u) a PI-space equipped with a complete measure p and
E a RNP Banach space endowed with the norm ||.||. Take f : X — E a lipschitz
function. Then, for any ball B C X, we have for every lambda 0 < A\ < 1 that :

%UEEC/(MMMP

AB
where C' depends only on the geometry of X . Moreover, the assumption of completeness
on the measure p can be dropped if E is of finite dimension.

Proposition 115. Let (X,d, ) a PI-space and E a Banach space endowed with the
norm ||.||. Take f : X — E a lipschitz function. Then, for any ball B C X, we have
for every lambda A > 1 that :

%U%SC/(MNMP

AB
where C' only depends on the geometry of X.

Proposition 116. Let (X, d, 1) a metric doubling space and E a Banach space endowed
with the norm ||.||. Take f : X — E a function which belongs to M'?(X, E) then for
any ball B C X, we have that :

%U%SCLf

where g : X — RT is any function associated to f in M"P(X, E) and C' depends only
of the geometry of X.

We can deduce from the propositions 114 and 116 and by adapting the proof of
the Theorem 106 in this new setting the following Theorem. We just need -in order to
prove the following Theorem- uniform Poincaré inequalities for small balls. We want
X to be a local PI-space.

Theorem 117. Let (X,d,p) a (1,p) Pl-space and (Y,l) a metric space. Take a
measurable function f : X — 'Y such that the quantity

// (l(f(fﬂ),f(y)))p dp(z)du(y)
xJx d(x,y) ,U(Bd(w,y)(x))+M(Bd(x,y)<y))

s finite then f is constant p-a.e.

1

Remark : It is clear that we can replace the symetric kernel

by a non symetric one for instance. Indeed, by using the lemma 91, these

I
1(Baz,y) (2))

two kernels are comparable up to multiplicative constants which only depend on the
doubling constant of X.

Finally, we can give a equivalent definition of the norm ||.||;, for p > 1.

1(Baay) (7)) + 1(Baz.y)(y))
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Theorem 118. Let (X,d, ) a (1,p) PI-space for some p > 1 and E a RNP Banach
space endowed with the norm ||.||. Then, there are two absolute constants Ay and As
(depending only of the geometry of X ) such that for every f belonging to MY (X, E) :

T 2 A [ @ @) and (15 < A [ P @)inte)

X
where g is the minimal function in LP(X,RT) associated to f in M'P(X, E).
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WPI spaces

4.1. Introduction

We are mainly interested in weaker properties than the one to be a PI-space. We
are only interested in a kind of local Poincaré inequalities. We want to discuss the
dependance on the radius or the center of the ball of the constants involved in the
Poincaré inequalities. It makes sense to consider such a type of analysis. We can take,
for instance, the case of some Riemaniann manifolds where the curvature explodes
at some point. Our goal is to give some new integral characterization of measurable
constant functions on metric measure spaces. On one hand, we gain something by
considering only very weak Poincaré inequalities. But, on the other hand, we have to
make a lot of topological hypothesis on the metric measure space to conclude.

4.2. Some definitions

We are mainly interested in the paths lying on metric spaces. More precisely, we
are interested in paths that satisfy the two following properties. We want that i) the
paths considered must connect two points of a fixed ball with a length comparable to
the distance between them and that ii) these paths must lie in some compact set that
contained the previous ball. Roughly speaking, if we have these two conditions and a
good family of paths then we can, in the classical case, establish Poincaré inequality
for this ball. We try to generalize this idea in the setting of metric doubling measure
space and give a definition of being, to a certain extent, a local upper gradient.

Take now (X, d, ;1) a metric measure space equipped with a doubling and Radon
measure p. We also consider F to be a Banach space endowed with the norm |[|.||. The
integral considered is the Bochner integral for the function which are E-valued.

Definition 119. We called I'(B, C, \) the set of all rectifiable curves {v} which satisfy
v :[0,1] — X is parametrized by its arc-length, the endpoints of v satisfy v(0) = x
and ¥(1) =y with x and y in B and -y enjoys the properties that L(y) < Cd(z,y) and
7([0,1]) € AB where B C X is a ball.

We can notice for all ball B C X that
if C < C" or A <\ then we have I'(B,C,\) C T'(B,C", \).

Definition 120. Take a B a ball of X. A function g : X — R’ belongs to the class
Upp*(f, B,C,\) (and is called a weakened upper gradient for f : X — E with E a
Banach space) if for every curve «y in I'(B,C, \), we have :

1F((1) = FO0)]] < / g(1(s))ds.

107
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We can notice that if C < C” or A < X and if g belongs to Upp*(f, B,C’, ') then
g belongs to Upp*(f, B, C, \). Moreover, for two balls B and B’ such that B C B’, if ¢
belongs Upp*(f, B', C, \) then we have that g belongs to Upp*(f, B,C,\). With these

remarks, we get that an upper gradient for f is a weakened upper gradient for f.

1
loc.

(X, F) function f the following quantity :

1
Jor = B, @) /Br<x> Tap.

Definition 121. We say that X supports weakened (1,p)-Poincare inequality if for
every ball By C X there are C" > 0 and X > 0 such that for all g belonging to
Upp*(f, Bo, C,\)NLY (X, RT) with f in L, (X, E), we have for every ball B = B,(x)
such that B C By :

1 1 >
m/BHf_fm,r”dM <ar (m /TngdM)

with « > 0 and T > 1 depending only on the constants C' and \ (i.e. depending on the
geometry of X and independant of f).

Set for any L

We say that X is a WPI-space if (X,d,p) is a complete metric and doubling
measure space and if it supports weakened (1, p)-Poincare inequality for some p > 1.
We say in short that X is a (1,p) W PI-space. We have that W PI-spaces are local
Pl-spaces. Since PI-space or local PI-space are quasi-convex, we can conclude that X
is also quasi-convex and so is connected (even arc-wise connected). Since X is doubling,
if X is a (1,p) W PI-space then we can get in the definition 121 a kind of uniformity.
More precisely, we get that : for every ball By C X there are C' > 0 and A > 0 such
that for all g belonging to Upp*(f, By, C,\) N LY (X, R") with f in L} (X, E), we

loc. loc.

have for every balls B = B,(x) such that B C By :

1 1 »
— = felldp < C(—= [ gd
u(B)/B“f Jorlldps < <u<AB>A39 “)

with constants C' and A depending on the geometry of X and independant of f.

4.3. Some new properties

4.3.1. Some properties of doubling spaces. We continue with a regularity
property of doubling metric space. This simple remark shows that one cannot construct
a doubling measure on a Banach space of infinite dimension.

Proposition 122. If (X, d,u) is a complete metric measured space that supports a
doubling and non degenerated measure pi then X is proper (the closed balls of X are
compact).

Proof :
Choose B,,(xg) = By with ry > 0 and zy a point in X. Since X is complete, it is
sufficient to prove that By is precompact. Fix now € > 0. Then , we have :

Boc | B:(»).

x€ By
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By the 5-covering lemma of Vitali, there is a countable family / such that :

i) Vi,i' € I : x;,xy € By et Bo(w;) N Be(xy) =0

ii) By C U B.(z) C UB55(1’i)

r€Bo el

Then, we have the following chain of inequalities :

w(By) < Z,u(Bg,E(xi)) by the point i)

el

< C’Z p(Be(z;)) since p is doubling
iel
< Cu(Byryre(0)) < +00 by the point 7)
We argue by contradiction by supposing that I is infinite. Then, the previous com-

putation shows that there is a sequence (i, ),en such that

lim :U/(Bs(xzn)) = 0.

n—-+00

Since p is doubling, there is a positive constant C' (which depends only of ¢) such that :

p(Be(z4,)) = Cep(Bo).

The non degeneracy of u gives us that u(By) > 0. By letting n tends to 400, we get a
contradiction. Hence, [ is finite and then X is proper.

Next, we show when NN is the homogeneous dimension of a metric measure space
X and when y is a point of density of A C X then x — d(x,y)™" is never integrable
on AN B,(y). This shows that we were interested in the limiting case of integrability
for some Riesz potentials on metric spaces. More precisely, we have the following.

Proposition 123. Let (X, d, ) be a doubling metric measure space which supports
a B-doubling and non degenerated measure p. Define N = 112?23 Assume that X is
connected. Consider a set A that satisfies the property that there is a constant C > 0
such that for all r < ry : p(ANB.(y)) > Cu(B,.(y)) for some constant ro and for some

y a point in X. Then, for allr >0 :

dp(x)
— 2 — too.
/ADBT(y) d(l’, y)N
Proof : We can always assume that r < ry because we have for all » > rq :
/ dp(r) / du(z)
ANBy(y) d(ﬂ?, y>N N ANBry (y) d(.fl}, y)N

Take now 0 < r < 19 and define for all & in N a sequence of radii r, = 27%r. Then, we
have :

dpu(x) o
>N N (AN B, (y) N B, (y)°).
/AmBr(y) d(m,y)N kZ:O ( k k+ ) )
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Choose 0 < a0 < }l and consider the corona
3 3
Cy = {z such that (1 — a)§rk+1 <d(z,y) < (1+ oz)grkﬂ}.

Since X is connected then C} is non empty. Consider a point xj in C}. We have :
B%WH (xk) C (BTk (Z/) N Brk+1 (y)c)

Indeed, if 2 is in Ba,, (7)) then

o 3 3
d(z,y) < d(z,zp) + d(zg, y) < STkt T (1+ 04)57%+1 = (5 + 20) 741 < 2041 = T

We also have that

3 «Q
d(z,y) > d(xy,y) —d(z,2) > (1 — ) =1 — =7k = (5

5 5 (2 — 200741 > Thot

We can notice that
BTkJrl (y) - B%ATkJrl (xk>
with A = 2 4 3. Indeed, we have for z in B, ,, (y) :

3 5+ 3« 5) o
d(z,z) < d(z,y) +d(y, o) < rpgr + (1 +a)§7"kz+1 =5 Tk = (a + 3)§Tk+1-

Since A is a set of big density in B,(y) and thanks to the fact that p is doubling, we
have for every r < rq :

(AN By (y) < p(Ba(y))
< Bu(B,(y))
< B(u(ANB,(y)) + u(A°N B,(y)))

w(A°N B(y))  p(B.(y))
w(B(y))  u(ANB.(y))

< ﬁ(ﬂ(A N B,(y)) +

1(AN B.(y)))

< B+ S(AN By).

By applying the previous remark and thanks to the fact that u is f-doubling, we get :

(AN By (y) O By (9)) = p(Bay,., (ax) O A)

log A

> Bi(logQJrl)ﬂ(B)\%THl(xk) nA4)

> Cu(B,,.,(y)NA)
> CB~ " (B, (y) N A)

> C27" (B, (y)).
Since u(B,(y)) > 0 for all r > 0 then we get the desired conclusion.
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4.3.2. A new kind of Poincaré Inequalities. We want to discuss the depen-
dance in the center and the radius of the ball of the constants involved in the Poincaré
inequalities. We give now a list of properties. They have to be understood as a defini-
tion for new kind of Poincaré inequalities. More precisely, in the property 1, we allow
a kind of uniformity on the choice of the center of the balls in the Poincaré inequalities
at small scale. In the property 2, we simply allow an uniformity at small scale but
this time the center of the ball is fixed. In the property 3, we consider one of the
worst possible case because the uniformity at small scale is not supposed. In fact, we
will only work with the property 1 and the property 2. Moreover, it is clear that the
property 3 is the weakest of all properties considered. We can notice that this last
property is not very handable because when r goes to 0, the set of all weakened upper
gradient degenerates in the set of all measurable functions. This is why there is a kind
of uniformity at small scale for the property 1 and the property 2.

Property 1 : For every x in X, there are ¢, > 0, C, > 0 and A\, > 0 such that
for all

g e Upp*(f, B, (37), Cs, )‘:c) N L?oc.(X7 R+)

with f in L}, (X, E), we have for every ball B = B,(y) satisfying B C B._(z) :

1

1 / 1 P
—— ||f—f,rlldu§(1zr( / gpdu)
w(B) Jg Y (A B) Ao B
Otherwise, for every r > ¢, there are C,, > 0 and A, , > 0 such that for all
g € Upp” (fa Br(x>: Cx,ra )‘x,?") N L;luoc. (X’ R'Jr)
(X, F), we have :

with f in L}

loc.

1 P
— W= fedlldn < Cor [ / sl
(B, (x)) /Br(x) (B, (7)) B ()

Property 2 : For every z in X, there are ¢, > 0, C;, > 0 and A\, > 0 such that
for all
9 € Upp"(f, B.,(2), Ca, X)) N L,

loc.

(X,R")
with f in L}

loc.

(X, E), we have for every r < ¢, :

1 / 1 v

ESIIRYY ||f - fz,r“d:u S CxT —/ gpd:u .

(Br()) Jp, () W(Bx.»(2)) JB,, @)

Otherwise, for every r > ¢,, there are C,, > 0 and A,, > 0 such that for all
g € Upp*(f, B(x),Crry N\or) N LY (X, RT)

loc.
with f in L}, . (X, F), we have :

loc.

1 P
a—ya— f - fx,r d,u < Cx,rr —/ gpd'u :
IU/(BT(QI)) /;'r(z) H H 'U/(BAZ’TT(:U)) BAm,rT(a;)
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Property 3 : For every = in X, for every r > 0, there are C,, > 0 and \,, > 0
such that for all

g € Upp*(f, By(2),Cop, Aprr) N L,

locA(X7 R+)
(X, F), we have :

with f in L}

loc.

1 P
D (o) - fx,r dp < C:(:,rr —/ gpdu .
e LA B ) o

4.3.3. Topological consequences. Thanks to the fact that p is doubling, we
can notice that if X satisfies the property 1 or the property 2 then we have for
every rp in X and rg > 0 that there are Cy > 0 and Ay > 0 such that for all
Upp*(f, Bry(20),Co, No) N LY (X, RT) with f in L}, (X, E) and for every r < ry :

loc. loc.

1 / 1 / v
_ — forlldy < Cor | ———— Pd .
BB, (@) iy Il = Co (mBAM(mo)) oo “)

At first sight, the property 1 seems weaker than to be a W PI-space. In fact, if X
satisfies the property 1, we have that X is a kind of W PI-space except that the local
Poincaré inequalities are only available for a smallest class of weakened upper gradient.
More precisely, we have the following.

Proposition 124. Take (X, d, ) a complete 5-doubling metric measure space. If X
satisfies the property 1 then we have for every ball By = B, (o) that there are C' > 0
and X > 0 such that for every g in Upp*(f, 2By, C, \)NLY (X, R*) with f in L, (X, E)
and for every ball B = B,(x) C By :

1 1 v
— — forlldpy < Cr | —— Pd
u<B>/B”f falldpn < T(MAB)/ABQ “)

Proof : Since X is proper by the proposition 122 then B, is compact. We can
suppose without any restriction that for all x : €, < ry. Since we have

FO C U B%z (x)
:EEBio
then we get a finite family -say I- such that
By clJ Bes, (1;).
iel
Define

€

£ = min .

el 2
Fix now f in L},. (X, F) and take a ball B = B,(z) C By. We have two cases now.

Case 1 : For ¢ <r < ry, we have thanks to the fact that p is doubling that :
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1 1 2 1
AR Ry A s .l

3rg
log(—+)

23 ez ) 1
< T/ |f = 9B il
M( 0) 2B M( 0) 2B,
(3o 1 7
log P
< 208" <—/ 9p>
1(2AByo) Jars,
< rn g, (L / g’
o 9 [L(Q)\B) MB

1
< 2070 gars L N 1 / Fal
s Hn(*3eB) Jop

for every g which belongs to Upp*(f, 2By, C, \) for some constants C' > 0 and A > 0.

3=

Case 2 : Either r < . Since x is in By, there is an index i such that d(z, z;) < =
Moreover, we have for r < e : B,(z) C B, (7;). So we get

1
1 / 1 P
1f = fyrlldp < Cir ( / gpd,u)
B) Js ! (A B) ;B
for every g which belongs to Upp*(f, B-, (), Ci, \i) N L, (X, RT). By using again the

loc.

fact that u is doubling and because for all i : Bszl,( x) C 2By, we get the desired conclu-
sion.

We have if X is a complete metric doubling measure space and if X satisfies the
property 1 that X is a local Pl-space. Since PI-spaces or local PI-spaces are quasi-
convex, we get that X is connected (even arc-wise connected).

Next, we have to deal with the property 2.

Proposition 125. Take (X, d, ) a complete metric B-doubling measure space. If X
satisifies property 2 ofr some p > 1 and if p(0B) = 0 for all ball B C X then for
every ball By = B,,(xo) C X there are a ball B C By and two constants C > 0 and
A > 0 such that for every g which belongs to Upp*(f,2By, C,\) N LY (X, R") with f

loc.
in Ly, (X, E), we have for every balls B' = B,(y) with y in B and r < % :

1 »
dp < C Pdu )
o= (g [, )

Proof : We suppose that 1 is a non degenerated Radon measure. Since X is com-
plete and doubling then X is proper (and hence separable) by the proposition 122.
Take a ball By = B = B,,(7¢) then By is compact. Take f in L. (X, E). For m and n
in N*, let us define :
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A = {x € By such that Vr < % and Vg € L (X, R") N Upp*(f,2By, m,n), we have :
1

#(B, () / I = Farlldys < (m /B » gpdﬂ) B

We recall that we have Upp*(f,2By,m,n) C Upp*(f, B,m,n) when B C 2B,.
Hence, we get since X satisfies the property 2 and thanks to the fact that p is doubling

that :
U Am,n = FO

m>0,n>0

1

Moreover, since pu(0B) = 0 for all ball B, we have by using the dominated convergence,
the Fatou lemma, and the non degeneracy of y that A,,, is closed in By for every m
and n. So, by the Baire Theorem, there are two indexes mg and ng such that A,,, ,, is
of non empty interior. Then, there is a ball B contained in A,,,,, and satisfying the
conclusion since y is doubling.

Remark 1 : By arepeated use of the Baire Theorem, we can construct a countable
dense set {z; }ien ~of By with the property that there is a constant ¢; > 0 such that for
all z in By, (z;) N By, we have :

1 1 P
NN - Jx,r d = 7 pd
B Jpy I~ Pl < (M(B_W(x_)) fo “)

for all r < %2 and for all g in Upp*(f, Bar,(x0), mi, n;) and for some positive constants
m; and n;.

Remark 2 : The hypothesis that © does not charge the boundary of a ball is
necessary for instance on PI-space such that R™. Indeed, it is proved in [GKS] that a
doubling measure on R" can charge a rectifiable curve.

We can derive an integral criterium to detect whether a measurable function is
constant on W PI-spaces of some special type. More precisely, we have the following.

Theorem 126. Take (X,d,p) a complete metric B-doubling measure space and E a
Banach space. We suppose that X satisifies property 2 for some p > 1. We suppose
that p(0OB) = 0 for all ball B C X. Moreover, we suppose that each ball of X is a
connected set. If f : X — E is a continuous function such that the quantity

/ / (Hf(@ - f(y)H)p dp(z)du(y)
X JX d($a y) M(Bd(x,y)(x)) + M(Bd(m,y)(y))

is finite then f is a constant function.

Proof : Fix a ball By C X. By using the proposition 125, we have a countable
dense set {z; }ien ~of By with the property that there is a constant ¢; > 0 such that for
all z in By, (z;) N By, we have :

1 1 z
_ — forlldy <myr | ——— Pd
B Jp I~ Pl < (M(er(x)) fo “)
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for all » < 2 and for all g in Upp*(f, Bar,(20), mi,n;) and for some positive constants

m; and n;. By using the Theorem 117 to the new metric space X; = B, (z;) N By, we
can conclude that f = ¢; on X; for some constant vector ¢; in £. By continuity of f,
we have that f = ¢; on X;. We can notice now that :

By = J{z:} ¢ |UXi € By = By
ieEN iEN
Hence, we have that :
By = U FH{ed)-
ieN
Since f is continuous and By is a connected set, we get that f is constant on By. In
particular, f is constant on Bj. Since X is connected, we get that f is constant.
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CHAPITRE 5

A note on Cheeger’s differentiability

5.1. Introduction

Take X a (1, p)-PI space (which supports a measure p) with p > 1 and E a Banach
space enjoying the Radon-Nikodym property. Consider now a function f : X — FE
such that f € LP(X, F) and Lip(f) € LP(X,R"). We extend the result of the article
[CK4] and we show that if f satisfies the previous hypothesis then f is Cheeger-
differentiable p-a.e. This result is based on a extension of the Theorem of [KZ] in
the setting of Banach spaces. In order to adopt the strategy of the article [CK1], we
must prove at first that the weak differential is well-defined p-a.e. when the pointwise
upper-lipschitz constant is in LP for some p > 1. Althought, the case p = 1 requires
a more careful analysis and we cannot give a unified approach. This result is the first
step to a Rademacher-Stepanov Theorem in the setting of metric measure spaces for
Banach-valued functions. We prove mainly the following.

Theorem 127. Let (X,d,pn) a (1,p) Pl-space for p > 1 and E a GFDA Banach
space endowed with the norm ||.||. Then, if f : X — E is measurable function such
that Lip(f) belongs to LP(X,RT) then f is Cheeger-differentiable p-almost everywhere.

Since it is given in the part written in french, we suppose the definition of the
Cheeger-differentiability known. We also suppose known the notion of FDA. We do not
recall the geometric properties of Banach spaces such as RNP or GFDA. Moreover,
a slight modification of the lemmas in the section -written in french- construction
de la différentielle faible allows us to define again -in this new setting- the weak
differential.

5.2. Extension of Keith-Zhong Theorem

5.2.1. Chaining balls. The next lemma is an application of a well-known method
in harmonic analysis called chaining balls. We use Lebesgue differentiation Theorem
in order to prove some results on functions which have an upper gradient of high
regularity. This lemma is in [HK].

Lemma 128. Let X be a (1,p)-PI space. Let E be a Banach space. Let f be in
L. (X,E) and g be in Lq(X,I_{+) be an upper gradient for f with ¢ > p. Then, f

belongs to MY(X, E). More precisely, for all balls B C X and for p-a.e. x and y in
B, we have the following inequality :

1£(x) = f()]] < Cd(z, y) (M (g x5) ()7 + (M(g"x5)(1))7)

where C' and ~ are positive constants which depend only of X and M denotes the
mazimal centered function of Hardy-Littlewood.

117
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Proof : since X supports (1, p)-Poincare inequality then for all » > 0 and for all =
in X :

1 1 1 Y
(B (D) /Brm = B@) Jy o FHI= O (mB;(x)) /Bm g d“)

Choose z and y two points of X. Define the family of balls (B;);ez by if 7 < 0 then
B; = Buawy (z) and if j > 1 then B; = Bd(z y)( ). All these balls are contained

A277
in Bag(qy)(x). More precisely, we can remark that the balls (B;)j<1 are contained in

Bsg(z,y)(x) and the balls (B;);>1 are contained in By, ) (y). We get by the triangular
inequality and the previous remark for j > 1 :

im0

T =

By the same argument, we get for j <0:
1 / 1 1
— fdu — / fdul] < Cd(x,y M(g?)(x))».
s s I < Cd(r, )5 (M(g") ()

If z and y are Lebesgue points of f then we get by summing on j the previous inequa-
lities :

1f(@) = FW)II < Cd(a,y) (M (g") ()7 + (M (g")(y))7)
with C' an absolute which only depends on the doubling constant of X. Hence, by the

maximal inequality of Hardy-Littlewood, we get that (M (gp))% belongs to LY (because
1> 1 and g belongs to L). So, f belongs to MU, Fix now a ball Ay = B,,(xq). We
can remark that if z and y are in Ay then all the balls AB; previously constructed are
contained in yAy with v depending only on A (in fact, we can choose v = 5\).

We can further generalize this lemma. Before this, we have to define the notion of
being an upper gradient on average.

Definition 129. Let (X, d,n) be a B-doubling metric space. Let (E,||.|[) be a Banach
space. We say that g in L} (X,R*) in an p-upper gradient on average for f : X — E
a L}, function if for all B of X, we have the following inequality :

am o~ w1 1= (G L)

with C' and \ two positive constants independant of the choice of B and with r the
radius of the ball B.

Lemma 130. Let (X,d,p) be a (1,p)-PI space. Let E,||.|| be a Banach space. Let g
be in LY (with ¢ > p) an upper gradient on average for f in L}, .. Then, we have for
all balls B C X and for p-a.e. x andy in B :

1f (@) = F@)I| < Cd(x,y) (M (g"x5) ()7 + (M(g"x5)(y))7)

where C' and ~ are positive constants which depend only of X and M denotes the
maximal centered function of Hardy-Littlewood.

hSA

Proof : The proof of the lemma 130 is the same as the lemma 128.
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5.2.2. Proof of the generalization. We extend the result proved by [KZ] that
Poincaré inequality is an open property. Our result is pretty easy (assuming we have
the result of [KZ] of course) and consists only on a simple use of the Hahn-banach
Theorem. But this simple remark have many interesting corollaries.

Proposition 131. Let (X,d,pn) be a (1,p)-PI space with p > 1. Let (E,||.||) be a
Banach space. Then, X supports (1,q)-Poincare inequalities for lipschitz functions f :
X — E for some 1 < g < p and with constants which only depend on X.

Proof : Consider f : X — FE a lipschitz function. Let 7 an element of E* with
||7||] < 1. Hence, 7(f) : X — R is a lipschitz function and by the result of [KZ],
we have that {7 (f), g} satifies a (1, q)-Poincare inequality with constants which only
depend on X for some ¢ < p and for all upper gradient g of f in L?. Consider now
g an upper gradient of f in L? with ¢ < ¢’. We can notice that ¢ is also an upper
gradient for 7(f). Hence, by the lemma 128, we have that 7(f) is in M9 (X, E). More
precisely, we have for all z and y in B (a fixed ball of our choice of radius r) that :

m(f(x)) = 7(f(y))] < Cd(z, y) (M (g"x25)(x))7 + (M(g%x5)(y))7)

with C' and ~ that only depend on X. This inequality is available for all  and y in
B because all these points are Lebesgue points of 7(f) (7w(f) is continuous). By the
Hahn-banach Theorem, we get for all x and y in B :

1£(x) — ()] < Cd(z, y) (M (6P x25) ()7 + (M(gx5) (1))

So, by using successively Jensen inequality, triangular inequality and Hardy-Littlewood
maximal inequality, we get because p is doubling that :

1 1 1 .
m/B"f‘m/Bf” ey /Mﬂ )

which is the desired inequality.

5.2.3. Some applications. The following corollary mainly shows that if we sup-
pose true the Theorem 127 then we recover the generalization of the Calderéon Theorem
of the second chapter.

Corollary 132. Let (X, d, ) be a (1,p)-PI space withp > 1. Let (E,|.||) be a Banach
space. If [ belongs to MP(X, E) with p > max{ 112§§> 1} (B is the doubling constant of
w) then Lip(f) in an p-upper gradient on average for f. More precisely, we have the

following inequality :

1 1 1 .
@/B”f_m/gf”gcr(mm /WB)LW))

for all balls B of radius r, centered on a point x in X and with constants C and A
which depend only on X.

3=

Proof : Take 7 an element of £* with norm |||x||| < 1. Then, 7(f) : X — Risin
M'?(X, R). Indeed, if g is a function in L?, linked to f by the inequality that defines
M'?(X, E) then g is also linked to 7(f). Take g to be such a function. Then by the
lemma 90, for all € > 0, there is a lipschitz function g. : X — R such that u(AS) < e
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where A. = {z € X such that g.(z) = 7(f)(z)} and ||g. = 7(f)||1, < €. Fix now a ball
B of radius r. Thus, we have :

1 1 2 1 1
E/B\W(f)—m/jgﬂ(fﬂﬁm/B\W(f)—ge\Jr@/B|gs—m/Bgs|-

We have by Jensen inequality that :

1 €
@/Bh(f)—ga! < B

We have because X carries (1, p) Poincare inequalities and by the lemma 93 that :

/!gs /95\ SCT(,LL()l\B) /ABLip(gE)p) '

We have the followmg decomposmon :

/ Lip(g.)? = / Lip(g.)? + / Lip(g.)?.
AB ABNA: ABNAE

Fix e; > 0. By the construction of g. and by using Lusin Theorem, we have that for
p-a.e. x € 2)\B :

Lipjx., (92)(x) < 2(|7(f ()] + 9(x)) < 2([[f(@)]] + g(x))

with (K¢S N2AB) < e;. Hence, by applying the lemma 92 and by the construction
of the functions g. (we recall that the two functions g. and 7(f) coincide on A.), we

have :
/A . Lip(g.)" = /A . Lip 4 (g:)" < /A . Lip(m(f))? < /A ) Lip(f)".

We also have :

/ Lip(g:)" = / Lip(g:)" + / Lip(g.)?.
ABNAC ABNASNK:, ABNASNKE,

By applying again the lemma 92, we have :

[ eg,@r<c [ Qfil+or <a@
ABNASNK,, Ag

S =

with a(g) tends to 0 when & goes to 0 thanks to the dominated convergence. since g. is
lipschitz, we can suppose that Lip(ge) is bounded by M, a finite constant. So, we get :

/ Lip(g:)P < e M?.
ABNAZNKE,

By taking the limit when ¢; goes to 0 and then by taking the limit when ¢ goes to 0,

we get :
1 1 1 o
w3 ], g [ <O [, B0

To conclude, we can use the following lemma.

3=
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Lemma 133. Let (X, d, u) be (1,p)-PI space with doubling constant 3. Let (E,||.||) be
a Banach space. If p > max{}52 1} and if f is in M(X, E) then Lip(f) belongs to

log2?’

LP and f admits a continuous extension (in fact, f is at least c-holderian with exponent
0= (1= 255)

Proof : Take By = Bs.(zg) a ball of X. Choose for j > 1 a decreasing family of
balls B; = Bé(x) with = in B,(z¢). Take g a positive L? function. We have for all

7 > 1 that : . X
Gt J, ) = Gy ),
ﬁj

Take g a positive LP function associated to f in M'?. Because the series Q—f is convergent,,
we get if x and y are two Lebesgue points of f in By that :

11@) = fwll < Crl | ).

Take now r to be comparable to d(x,y). By using the lemma 91, we get that f admits
a continuous extension. More precisely, f can be extended in a a-holderian function
with a = (1 — pl‘l)fg%). Choose now z to be equal to z. By the Lebesgue differentiation
Theorem, we get that Lip(f) belongs to L”.

S =
S

As a direct consequence of the lemma 133, we have the following.

Corollary 134. : If (X,d,u) is a (1,p) Plspace for any 1 < p < 400 then the two
spaces MV (X, E) and Lips(X, E) (the space of bounded lipschitz functions on X
which are E-valued) are equal and their natural norm are equivalent.

So we go back to the initial proof. By the proposition 131, we know that X supports
in fact (1, ¢)-Poincare inequalities for some g < p. Hence, we get :

1 1 1 o
ATl A vy B GUR

By applying the lemma 128 and by using the Hahn-Banach Theorem (recall that f is
continuous by the lemma 133), we get :

. 1 . 1
(@) = fW)l| < Cd(,y) (M (Lip(f))"xy5)(2)) e + (M (Lip(f))"x25)(4))7).-
Then by integrating this last inequality and by the Hardy-Littlewood maximal inequa-
lity (recall that by the lemma 133, Lip(f)) is in L?), we get the desired result.

Q=

In fact, the proof of the corollary 132 allows us deduce the more general following
proposition.

Proposition 135. Let (X,d,u) be a (1,p)-PI space with p > 1. Let (E,||.||) be a
Banach space. If f : X — FE is a measurable function such that Lip(f) belongs to
LP(X,RY) then Lip(f) is p-upper gradient on average for f.

Proof : Instead of using the fact that f is continuous as above, we use instead
the Lebesgue points of f. Take now 7w an element of E*. Then, by the construction
of the Bochner integral, we have that the set of Lebesgue points of 7(f) is contained
in the set of Lebesgue points of f. With this remark, we can apply the Hahn-Banach



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

122 5. A NOTE ON CHEEGER’S DIFFERENTIABILITY

Theorem to conclude (we avoid the problem of measurability that may occur if E* is
not separable).

5.3. Proof of the main Theorem
In this section, we prove the following.

Theorem 136. Let (X,d, ) a (1,p) PI-space where p > 1 and E a GFDA Banach
space endowed with the norm ||.||. Then, if f : X — E is measurable function such that
Lip(f) belongs to LP(X,R7T) then f is Cheeger-differentiable p-almost everywhere.

First of all, we give a refinement on the set of admissible upper gradient on average
for the functions we consider in the Theorem 127.

Lemma 137. Let (X,d, 1) be a metric measure space and E a Banach space endowed
with the norm ||.||. If f : X — E is a measurable function such that Lip(f) is in
LP(X,RT) then f is in NYP(X, E). Moreover, if (X,d,p) is a (1,p) PI-space then
Lip(f) is a p-upper gradient on average for f.

Proof : By the Fuglede’s lemma ([Fu] [Theorem 2]), there is a set A of curves
of zero p-modulus such that for every rectifiable curve v ¢ A parametrized by its
arc-length

/ (Lip(f))? < +oo.

y
Take = and y two points of X. Choose a rectifiable curve v ¢ A parametrized by its
arc-length and connecting x to y. Take now 7 € E*. Define now the following map

Dy (s) = n(f(7(s))) : [0,1] = R.
We can notice that for every rectifiable curve v ¢ A, t — Lip(f(v(t)) is in LP([0, 1], R™)
and so is finite for a.e. t € [0, 1]. Since for a.e. t € [0, 1], we have that Lip(®,)(t) <
|||7]||Lip(f(7(t)) < o0 then by applying the Stepanov Theorem, we get that (@) (t)
exists for a.e. ¢t € [0,1] and we get that |(®,)(¢)| < [||=|||Lip(f(7))(t). By absolute
continuity of ®., we get

m(f(z)) == (f(y)) (@) ()] < [lI=l] /Lip(f)-

v
By using the Hahn-Banach Theorem, we get that Lip(f) is a weak p-upper gradient
for f. We get by using the characterization of the Sobolev spaces on metric measure
space established in [Sh] that f is in N'P(X, F).

=]
0.1

For the second point of the lemma 137, we have to recall some important facts.

Take now (X, d, 1) a metric measure space supporting a doubling measure . Consi-
der F a Banach space endowed with the norm ||.||. Take any p > 1. By using the Theo-
rem 1.6 in [LN], we have that lipschitz maps from X to E are dense in N'*(X, E) in
the following sense. If f belongs to N'?(X, E) then for every € > 0, there is a lipschitz
function f. : X — FE such that

M(f # fa) < ¢ and ||f_f5||1,p <e.

We suppose moreover that (X, d, u) is a (1,p) PI-space for some p > 1. Hence, if
f :+ X — FE is a measurable function such that Lip(f) is in L?(X,R") by using the
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lemma 137, we have that f is in N'(X, F). Since X supports (1,p) weak Poincaré
inequalities, we have by using the remark lying above and by adapting the proof of the
corollary 132 that Lip(f) is a p-upper gradient on average for f (we just recall that by

using the Theorem 1.6 in[LN], we get that lipschitz functions from X to E are dense
in N'P(X, E). A proof of this density result is given in [HKST]).

We recall some notions which are essential to deal with the Theorem 127.

We suppose now that E is a GFDA Banach space. Take now a GFDA for E that
we call {V;,m;}. Take f : X — E such that Lip(f) is in LP(X,R"). Then, the weak-
Cheeger differential of f is well-defined p-almost everywhere. Indeed, by using the
main Theorem of the article [BRZ], we have that f; = m;(f) : X — V; is Cheeger-
differentiable p-almost everywhere. Moreover, by adapting the proof of the lemma 66
and then by using the GFDA property of E, we get that the weak-Cheeger differen-
tial is well-defined p-almost everywhere. We can notice that the same conclusion holds
when E' is only supposed to be a RNP Banach space. Indeed, we just have to show
that the weak differential lives in fact in £ and not in lim V;. For this last point, we

-
just have to apply a Theorem of descriptive sets theory of [CK4|. Althought, in this
case, we have to suppose that p is complete.

We recall a definition which is central in our proof.

Definition 138. We say that a map f : X — E is finite dimensionnal at first order
in x € X if there is a subspace of finite dimension V of E such that :

lim > sup d(f(&') — f(x),V) =0

r—=0 1 2'€B,(z)
where d(.,V') denotes the distance from a vector of E to the subspace V.

Take a map f : X — E such that Lip(f) is in L?(X, R™). If we show that f is finite
dimensionnal at first order p-almost everywhere then by applying the proposition 73,
we will prove that f is Cheeger-differentiable p-almost everywere. We only consider the
case of a Banach space E enjoying the GFDA property. Indeed, the ANP property of
E allows us to reduce to the case of a Banach space enjoying the GFDA property but
we have to suppose in this case that the meausre p supported by X is complete.

Proof of the main Theorem :
The proof is divided into three steps. We deal with the case p > 1 at first even if
the case p =1 is very similar.

The part in common : Let {A,, u,} be an atlas of X. We can suppose that the
map u, (which exists p-a.e. by the Cheeger Theorem [Che]) is invertible on its image.
Since the components of u, are independant at first order for p-a.e x in A, and since
T, E is of finite dimension (by using again the Cheeger Theorem [Che]), we have that
the Cheeger-differential of u, is injective at some point x. By restricting the target
of the map u,, we can suppose that D,u, is an isomorphism from 7, E into R™ (for
some n,, ). Moreover, the norm of the linear operator D,u,, is smaller than the Lipschitz
constant of u, say L.
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We can define now :

viz,i) = sup  ([[¢]le — [[€]])-
{eeTmExllg]|<1}
We can notice too that the map v(.,7) is uniformly bounded, measurable and converge
p-a.e. to 0.

Moreover, by the construction of the GFDA {V;,m;}, we have for x € E that :
||m;(x)]| < ||x||.- Hence, we have for p-a.e. x that :

Lip(f;)(z) < Lip(f)(x).

Hence, by [BRZ]|, the map m;(f) = f; is Cheeger-differentiable p-a.e.. By the previous
remarks and by the hypothesis made on f, we get that f is weakly differentiable p-a.e..

Take now a p-measurable subset A C X such that 0 < p(A) < +oo. By using an
adaptation the lemma 68, we get that @ — ||{D,f;}|| is measurable. Hence, by using
Lusin Theorem, we get a compact set K. C A and a constant L. > 0 (we can suppose
that L. goes to +00 when e goes to 0) such that :

(AN KS) and [{Duf} . < Le.

Take a point = of K. where the weak differential of f exists. By applying the Cheeger
Theorem [Che], we get that Im({D, f;}) is a subspace of E of finite dimension. We
want to show that f is finite dimensionnal at first order in x where the subspace of
finite dimension V' is here Im({D, f;}).

Since {V;, m;} is a GFDA of F then by using the lemma 45, 7 is a surjective isometry

from FE into lim V;. We can now identify the inverse limit lim V; to E.
— —

We call D(Du,) the set of points of A, where u, is Cheeger-différentiable. We call
D({Df;}) the set of points of X where f is weakly differentiable at . We already
know that these two sets are of full measure in X (for the second set, it comes from an
adaptation of the lemma 69).

By rescalling, for every «, for all z € D(Du,) and for all £ € R" such that ||¢|| < 1,
we can suppose that :

1 : 1
(D) ©)) < min(1, ).

£

Under these assumptions, we have for every x € D({Df;}) N D(Du,) N K. that :

1({ Dz fi})(Daua) O] < 1.

Set X1 = D({Dfl}) M D(Dua)

Fix €; > 0. By Egorov Theorem, there is a compact set Z., C K. satisfying pu(K.N
Z¢) < &1 and such that v(.,i)z, uniformly converges to 0. In other words, there
is a non increasing sequence p; which tends to 0 and such that for every z € Z_, :
v(z,i) < p;.

Call now Xy, C D({Df;}) the set of points of approximate continuity of {Df;}. We
know that X5 is a set of full g-measure. Consider now the set X3 = X7 N Xs.

Take 9,65 > 0. Let x to be in X35.

Since for every j, x is a point of approximate continuity of D, f; then there is any
a such that x € A,. Under these conditions, for every N, there are ry > 0 and a
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p-measurable set 6, C B, (x) N A, such that for every r < ry :

1(6r)
—— > 1—es.
(B (x)) ’
Moreover, for every z’ € 6, and for every £ € R™ such that ||¢]| < 1, we have that :
— _ 1
[|(Dar f5)(Dartia) ™€) = (Daf5) (Datta) (O] < -

Since {V;,m} is a GFDA, there is a rank N such that the sequence (p;) is e3-
determined. So, for 2’ € 6, N Z,, and for every £ € R" such that |[{|| < 1, we get for
every 1 :

1(Dar f) (Dartta) ™ (€) = (Defi) (Datta) " (€] < €5
So, for every ' € 0, N Z., and for every £ € R™ such that ||£]| < 1, we get :
I{Dar fi}(Dortia) ™€) — { Do fi(Doua) ()] < .

Hence, we get in particular that :

d({ Do fi}(Darua) ™ (€), Im({ D, fi})) < es.

Take an integer £ and choose a linear form [ € V;* of operator norm smaller than 1
and vanishing on Im(D, f;) C Vj. For every 2’ € 6, N Z., and for every £ € R" such
that ||£]| < 1, we get by the previous relation composed by [ that :

[1((Dyr f2) (D) ™H(€)) = L((Dufi)(Doua) (€)= [1((Dar f:)(Dria) ()]
= (Do (I(fe))(Darua) " ()]

S £3.
Define now two sets
J1 ={y € X;|Lip(f)(y) < 400} and

Jo = {y € Xsly is a point of approximate continuity of Lip(f)}.
Call now X; = X3NJiNJs. By hypotesis, we have that J;NJ; is a set of full y-measure
in X3. Fix now v > 0. Since the map Lip(f) : Z., — R is y-measurable then by using
the Lusin Theorem, we get a compact set K., C Z., such that u(Z;, N KS) < v and
Lip|x is continuous on K, . Fix now £4 > 0. Hence, by Heine Theorem, there is 7, > 0
such that if z,y € K, and d(x,y) < 1, then |Lip(f)(x) — Lip(f)(y)| < 4. Fix now
g5 > 0. Set for any y € K, :
ry = sup {r[vz € B.(y) : [|f(y) = f(2)|| < d(y, 2)(Lip(f)(y) + &5)}.

0<r<n,

Since y is in particular in J; then r, is well defined. Set for any k& > 0 :
Ay ={y € K,|r, >27"n}.

We show now that Ay is a closed set. Indeed, take a sequence (y,,) of points of Ay such
that for some y € X, lim,, o d(y,,y) = 0 . We have to show that y belongs to A.
First of all, since K, is compact, we have that y € K. Moreover, by the definition of
K., we have that :

Lip(f)(yn) —*ns+o0 Lip(f) ().
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Let 0 > 0. By a triangular inequality, we have for all z € B(ﬂm_(;)(y) that :

1F () = S < 11 (y) = )l + (1 (yn) = F(2)]]-

For n > 1, we have that d(y,y,) < 27*n, and since y,, € Ay, we get :
1f(y) = fy)ll < d(y, ya) (Lip(f)(yn) + €5)

< d(y,yn)(Lip(f)(y) + 2e5) since d(y, yn) < 15

Moreover, we have that :

A(Yn,2) < d(yn,y) +d(y, 2)
< d(yn,y) +27 () = 6

< 27Fp ifn>> 1.
Since y,, € Ag, we get :

1f(yn) = F(2)| < d(yn, 2)(Lip(f)(yn) + €5).
By taking the limit when n goes to +oco, we get for all z € By-», _s5(y) that :

1f(y) — f(2)]| < d(y,2)(Lip(f)(y) + e5).

So, we have that r, > (27%n, — ). So, by taking the limit when § goes to 0, we get
Ty > 2_’“777. Hence, y belongs to Ay and Ay is closed (hence, Ay is p-measurable).

Moreover, we have that A, C Ay, and by definition of .J;, we have J,~, Ar = K.
By the o-additivity of the measure pu, we get : B
lim p(Ag) = p(K,).

n—-+00

The case p > 1 :

Since X supports (1,p) Poincaré inequalities, we know by the extension of the
Theorem of [KZ] that X is in fact a (1, q)-PI space for some 1 < g < p. Choose now ¢
such that ¢ <t < p. Set now

M = {y € Xa|(M(Lip(H)) () ¢ > C}.

We have by the lemma 15 (we recall that  is doubling and £ > 1) and by Tchebychev
inequality, we get :
LI

CO
For ( > 1, e < 1,61 < 1 and v < 1, we have that X5 = Mg N K, is of positive
p-measure. For k> 1, we also have that X¢ = M N Ay is of positive y-measure. Take
now x a point of density of X3. We want to show that is f is Cheeger-differentiable at
x. By definition of a point of density, for every ¢4 > 0, there is r; > 0 such that for
every r < 1y

p(MENKy) = p(K)

p(Xe N By (x)) = (1 — e6)u(By(x)).
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Set v = min(rg,71,7,). By a triangular inequality, there are two constants 0 < x < v
and 0 < L < 1 such that for every r < Lk, for every y € By, (x), we have
By-(y) C Bi(z) =B

where A > 1 is the constant involved in the dilatation of the balls for the new Poincaré
inequalities supported by X. Fix now r < Lk. Take now y € X¢ N Br,.. We write for
simplicity B; := Bﬁ (y). By a straightforward adaptation of the lemma 132, we have :

1 1 ro,o1
HM(BJ) /le(fi)  u(Bj) /Bj+1 WAll < OE(N(AB]')

We have the following decomposition :

|y = [ wine [ wan [ wi)

AB;N6S

Q=

| wiy)*.

We have to give a bound for each summand of the previous equality. By the defini-
tion of the Cheeger-differentiablity in x, we get that :

1(fi) (@) = 1(fi) (@) = (D (U(fi) (ta(r) = ua(a')) + od(z,y)).
Since after the rescalling, the lipschitz constant of u, is smaller than L., we get for
every ¢ that :

Lip(1(fi))(x) < Le|| Do (L)1
Hence, by the definition of 6, N Z.,, we have :

i— / Lip((f)" < / (Lip(I(£:)))"”
AB;M0,-N X6 AB;N6,NZ,

< Liclu(AB))

By the definition of 6, and the choice of K., for every £ € R™ such that ||z;|| <1
and for every 2/ € 0,., we have :

1D fi(©)] < (D fi)(Dria) ™€) = (Dafi) (Daia) (] + 1| D fi( &)

1
< L. —
< Lliell+ 5

So, we get for every 2’ € 6, that :
[ Da fill] < Ce.
Hence, we have for every z’ € 6, that :
Lip(f,)(2') < C. < +00.
Take 0 < 6 < 1.

- / (Lip(l(f)))? < Con(AB; N XE)
AB;N0,NXE

< Cp(BAXG u(AB)?

< Ceegu(B) p(AB;)' .
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Since p is doubling, we get that

il .
< 0555535.
1(AB;) ’

U i
Since 3 = 2%, if we choose § < %, the series Zu()l\—lB]) is summable in j.

By Holder inequality, we get for the real ¢ chosen above such that ¢ <t < p:

i | c(%_%)w()\Bj)(é—%)(l_&) : t :
gy < A PR (7))
< o PR L)) o)

1 (3-7)0 pjs(L—1)
( b< el gtiohe
MO‘BJ)) ’
1 e
By choosing § < 1, the series 27(%)(1 is summable in j (we recall that 3 = 2V).
K J

If y is a point of X such that Lip(f)(y) is finite then f is continuous at y (just use
the definition of the upper lipschitz constant). Thanks to this remark, a chaining ball
argument gives the following relation for every r < Lk and for every y,y’ € B,.(x)NXg :

(£ (y) = W)W < Cerley + e + €3)

for some 0 < 9 < 1. By using the Hahn-Banach Theorem and by using the definition
of inverse limit, we get for every r < Lk and for every y € B,.(z) N X :

d(f(x) = f(y), Im({D,f;})) = s (I(fi(2)) = U(fiy)))
litm(Dy ;)=
< C’Eﬂ’(ag + €3+ 56) by renaming €5 and &g.
So, we get for every r < Lk that :

sup  d(f(z) — f(y), Im({D, fi})) < Ceyr(e2 + &3 + &6).

yEB,(z)NXe

Under these conditions, we can show now -in a quantitative way- that all the points
lying on the ball B,(z) (for small ) are very close from elements of X¢ N B,(x).

Lemma 139. There is a constant C' > 0 (depending only of the doubling constant of
i) such that for every 2r < Lk and for ally € B.(z), there is z € B,.(x) N Xg such that

d(y, z) < C’s?r.
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Proof :
We argue by contradiction by supposing that there are a point y of B,.(z) and a
1

real number 7 > Hel' r (with H > 1) such that for every z € Xg : d(y, z) > n. In fact,
we have that B, (y) C Bs,(x) N X§. So, we have the following bound :

1(By(y)) < p(Bar () N XG) < €6u(Bar(2)).
By using the lemma 91, there is a constant C' > 0 such that
#(By(y)) L
———= > C(—)N.
n(Bar()) = )

1
So, we get that n < Cel'r. This is a contradiction and the lemma is proved.

Take y € B,(z) with r < 1. Then, by using the lemma 139, there is z(y) €
B,.(xz) N Xg such that
1
d(y, z(y)) < Celr < 27%n if r < 1.

So, by the analysis made above, we have that

1£() — @) < dly. () Lip()(=(y)) +5) < Coci

For every z € B,(z) N X, there is a sequence (I,(z))nen of elements of Im({D, f;})
such that

1f(@) = f(2) = ()]l Znosiee d(f(2) = £(2), Im({D f:})).

We have the following chain of inequalities :
d(f(x) = f(y). Im({Dafi})) < [If(x) = f(y) = la(z(w))]]
< [[f (@) = f(2(y)) = Lz + 11 (2() = fW)I]-

By passing to the limit when n goes to +00 and by renaming again €4, we get :

d(f(x) = f(y),Im({D,f;})) <  sup d(f(z) = f(2),Im({D.f;})) + C.eqr.

2€By()NXg

By taking the sup on B,.(z), by dividing each member of the inequality by r and
by taking the lim sup in the inequality then we get by letting €9, e3 and €4 go to 0 :

lilrnsup1 sup d(f(a:) — f(y),Im({Dxfi})) =0.
r—0 T yeB,.(z)

So, p-a.e v € Xg is a point of Cheeger-differentiability for f. Since the set U<>0 M¢
is a set of full measure in X, we get by letting k£ goes to +o0o that p-ae. z € K,
is a point of Cheeger-differentiability for f. By letting v goes to 0, we get that f is
Cheeger-differentiable p-a.e. in Z.,. By letting 1 goes to 0, we get that f is Cheeger-
differentiable p-a.e. in K.. By letting € goes to 0, we get that f is Cheeger-differentiable
p-a.e. in A. Finally, since p is a Radon measure, we get that f is Cheeger-differentiable
p-almost eveywhere.

The case p=1:
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Since the proof is very similar to the previous one, we only stress the arguments
which change from one proof to another. Set now

M¢ = {y € X4|M(Lip)(f)(y) > C}-

By using the maximal inequality of Hardy-Littlewood (which is the lemma 11), we get
that u(MENK,) > 0 when v < Tand ¢ > 1. So, for k > 1, we have that X := M¢N A,
is of positive u-measure. Moreover, by using the Lebesgue differentiation Theorem (we
recall that p is doubling), we have for p-a.e. y € Xg that :

i)
—_ Lip(f)(x)du(x) =0 0.

1(Br(y)) J, ynxe -
So, by using Egorov Theorem, we get for every €; > 0 a compact set K., C Xg such
that (K¢ N Xg) < e7. Morover, since 1 is doubling, for every g > 0, there is 75 > 0
such that for every y € K., and for every r < rg:

)
— Lip(f)(z)du(z) < es.

(B (y)) Br(y)NX¢
Call now X7 := K., which is of positive p-measure for e; < 1. Take now x a point of
density of X7. So, for every €9 > 0, there is a real number r9 > 0 such that for every
r<rg:

(B (2) N XE) < eopi(B, ().

Take now r > 0 sufficiently small. Take y € B,,.(z) N X7 for some k < 1. Call now
for simplicity B; := Bx(y) C By (x). Moreover, we impose for every j > 0 that
ABj C By, (x). Since X is & (1,1) PI-space, by using an adaptation of the lemma 132,
we get that Lip(I(f;)) is 1-upper gradient on average for I(f;). So, if we give a small

bound on
1

i) L, B

then a chaining ball argument will lead to the Cheeger differentiability of f at the point
x. More precisely, we have the following decomposition :

sz L, R0 = g [ )
1 i = ii
i p(AB;) /ABijmer Lip(I(f;)) :=

5
+ Lip(I(f;)) := iii.
1(AB;) AB;NX6N0S
By the uniformization procedure we have made above, we get
5
i< —— Lip(f) < es.
1(AB;) AB;NXE

Since X¢ N6, C Z., N6, we get

ii < L.es.
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By using the Lebesgue differentiation Theorem, we get for pu-a.e y € M¢ that
Lip(f) <¢.

Since x is also a point of density of 6,, by mimicking the estimate in the part above,
we get for some § < 1 :

iii < / Lip(f) < C¢ebp7.
1(AB;) AB;NXENGE ?
Finally, by using the Hahn-Banach Theorem and the definition of an inverse limit, we
get for any r < 1 and by renaming ¢ :
sup  d(f(x) = f(y), Im({D,f;})) < Crcer(ea + e5 + e5).

yEBy (2)NX7

Since z is a point of density of X; then by using a straightforward adaptation of the
lemma 139 (we recall that X; C K), we get for r < 1 and by renaming eq the following
estimate :
su;z )d(f(:c) — f(y), Im({Dxfi})) < Cypeer(e2 + €3+ 3+ €9).
yEB; (
By letting r goes to 0, we get that f is Cheeger-differentiable at the point x. So, f is
Cheeger-differentiable p-almost everywhere.

Remark : In fact, the Theorem 127 is purely local. Indeed, we can replace the
previous hypotesis by a new one. We can suppose that -in fact- Lip(f) € L (X, R").

loc.

Corollary 140. Let (X,d,pn) a (1,p) Pl-space with p > 1 and E a RNP Banach
space endowed with the norm ||.||. We suppose moreover that u is a complete. If
f: X — E is a measurable function such that Lip(f) belongs to LP(X,RT) then f is
Cheeger-differentiable p-almost everywhere.

Proof : Since, by using the Theorem of descriptive sets theory in [CK4], the weak
differential of f lives in fact in F, we can adapt the proof of the Theorem 127. Indeed,
instead of using the fact that E is a GFDA Banach space, we use the ANP of the RNP
Banach space. With this remark, the proof is the same.
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A counterexample on A summability

6.1. Introduction

Take a sequence {ay }ren of complex numbers. We consider a family of non constant
analytic functions {f;};c; indexed by some subset J of N*. We suppose that each
of these functions satisfy a difference equation. Moreover, we impose that all theses
function vanish on 0 and that there is for every j € J an index k; € N such that
f®)(0) # 0. We suppose that

+o0
> filaz) =0
k=0

for every j € J and for every z in a neighbourhood of the origin. We show under the
following summability condition

“+o00

Z lag — ap+1| < +00
k=0

on the sequence {ay }ren that

+o0

k-
E a,” =0
=0

for every j € J. We also show that the summability condition on the sequence {a }ren
is sharp. We exhibit a counterexample when the sequence does not satisfy this summa-
bility condition.

In fact, the previous problem is related to the following functionnal equation. Take
f € LYT,C). Define by reccurence on k > 1 the following function f*' = f and
[+l = & f. Call now for k € Z, cx(f) the k-th Fourier coefficients of f. Can we
conclude that f = 0 a.e. under the assumption that for every [ > 1 :

NETOO ];N(Ck(f))l = 0.

This simple question is still open and we recall what is known. Indeed, consider f €
L'*#(T,R) for some ¢ > 0 such that for all [ > 1 :

FH0) = (el = 0.

The previous equality is well defined since by Young’s inequality and by regularity of
the Lebesgue measure on T, we get for [ big enough that f* € C°(T,R). Then by

133
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applying Parseval Theorem, we get that for [ > 1 :

> ler(H)IP < +oo.

keZ

So, we are led to consider the following well-known fact.

Theorem 141. : Take an absolutely convergent sequence of complex numbers (ag)ken

such that
—+o00

S -0
k=0
for every 5 € N*. Then, we have a = 0 for every k.

We want to prove the following generalization of the Theorem 141.

Theorem 142. Consider (ay)ren a Sequence of complex numbers satisfying

+o00

I _
E a, =0
k=0

for every I € N* and satisfying the summability condition
+oo

Z lag — ap+1| < +00
k=0

then ar, = 0 for every k.

Our Theorem is more general and implies the conclusion of the Theorem 141 because
the summability condition imposed on (ay)ren is much weaker. We prove an other
generalization of the Theorem 142 by considering some kind of difference equations.

Proposition 143. Consider a family of non constant analytic functions {f;};es in-
dexed by some subset J of N* and such that :

i) for every j € J : there is kj € N* such that f;kj)(()) #0 and f;(0) =0

+0c0
it) for every j € J : fij(x —y) = ZAk,jf1(x)a’“’l’jfl(y)ﬁk‘l’j co Ji(@) R fi(y) o
k=0

+oo J

with Ay ; € C and oy j, Br,i; are elements of N and Z Z | Ak j| (i j + Brij) < +o0.

k=0 i=1
Take a sequence {ay}ren of complex numbers satisfying
+oo

Z lax — api1| < 00
k=0

and

+oo
> filaz) =0
k=0



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

6.2. LEMMAS 135

for every j € J and for every z in a neighbourhood of the origin (which may depend
on j). Then, we have

+o0o

Z afj =0

1=0

for every 7.

We get by combining the proposition 143 and the Theorem 142 the following conse-
quence.

Corollary 144. Take a family (f;)jes of non constant analytic functions and a se-
quence (ay)gen satisfying the hypothesis of the proposition 143. Define B; = {k €

N* | f](k)(()) # 0}. We suppose that | J,c; B; = N*. Then, we have ay = 0 for every k.

In fact, the Theorem 142 is contained in the corollary 144. Indeed, we take f;(z) = 27

for 7 in N*. It is clear that f;(x—y) is polynomialy dependant in f;(z), fi(y), ..., f;(x), f;(y).

The inequalities f](j )(0) # 0 show that Ujes Bj = N*. Under the summability condi-

tion >0 |ag — ap1| < 400, we have 3/ al = 0 for every j € N*. We get now that
ar = 0 for every k which is exactely the statement of the Theorem 142.

Moreover, the statement of the corollary 144 goes beyond the scope of polynomial
functions. Indeed, take fi(z) = f3(2) = sin(z) and f5(z) = 1 —cos(z). By trigonometric
formulas, we have that

fsz —y) = fil@)(1 = faly)) = [ily)(1 = fa(2))
and
(1= falz —y)) = filx) fily) + (1 = fo(2))(1 = f2(y)).
The inequalities fl(Qj +1)(0) # 0 and f2(2j )(O) # 0 show that hypothesis of the corollary

144 are fulfilled under the summablity condition on the sequence (ay)ren+ we have
previously considered.

In the first part, we will prove several lemmas to deal with the corollary 144. The
proof of the corollary 144 relies on the use of simple measure theoric tools such as
the Egorov Theorem (stating that almost everywhere pointwise convergence on a finite
Lebesgue measure set A is equivalent to uniform convergence in restriction on arbi-
trary big subset of A) and on convolution argument. We also use simple analytic tools
such as Abel summation. We have mainly weakened the summability condition on the
sequence (ay)ren- In the second part, we exhibit a counterexample when this condition
is not fulfilled. We finally show thanks to the remark made on Fourier series in the
introduction that the sequence (ay) cannot be the Fourier coefficients of any function
belonging to L'**(T, C) for some & > 0.

6.2. Lemmas

Take a Lebesgue measurable set A C C. We denote by L?*(A) its (two dimensional)
Lebesgue measure. We recall that if f and g are L] (C,C) then the convolution

of f and g : f x g is defined almost everywhere (say a.e. in short) by f x g(z) =
Jo f()g(z —y)dL?*(y) where dL? is the Lebesgue measure on C.
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Lemma 145. : If A C C is a Lebesque measurable set such that |A| > 0 then A — A
contains a neighbourhood of 0.

Proof : By the regularity of the Lebesgue measure, there is a compact set K C A
such that L?(K) > 0. Define now f = yx * Y_x. By standard approximation result, f
is continuous and by definition of the convolution, f(0) = [, x% = L*(K) > 0. Thus,
by continuity of f, K — K contains a neighbourhood of 0 and so A — A.

Lemma 146. Consider a family of non constant analytic functions { f;};es indexed by
some subset J of N* and such that :

i) for every j € J : there is kj € N* such that f;kj)(O) #0 and f;(0) =0

“+oo
ii) for every j € J : filw—y) =Y A, fi(w) ™ fi(y)r . fi(w) o fi(y) s
k=0

+oo J

with Ay ; € C and oy j, Bri; are elements of N and Z Z | Ak (g + Brij) < +oo.

k=0 i=1
Take a sequence {ay}ren of complex numbers satisfying
+00
Z lag — ap+1| < +00
k=0
and

+oo
Z filaxz) =0
k=0

for every j € J and for every z in a neighbourhood of the origin (which may depend
on j). Then, we have

+oo

S =0

1=0

for every 7.

Proof : Take j fixed. Then, we can always suppose that for every k, there is an
index 45, such that ay;, ; or By, ; are greater or equal than 1. Indeed, because of the
condition f;(0) = 0 satisfied when i < j, we have that

> A =0.

k| Vi<j o 1=B k=0

By assumption, there exists a neighbourhood A; of 0 such that ZZ:O?) i(agz) = 0 for
every z in A;. We can always suppose that A; contains a common disc D; = D(0, ;) for
every ¢ < j. By reducing again the radius of D; and by renaming this new disc D;, we
can also suppose that [f;(z)] < 1 and [f{(2)] < 1 (because of the condition f;(0) = 0)
for every i < j. By reducing again the radius of D; and by renaming again this new
disc D;, we can also suppose that a2z belongs to D; for every z in D; and for every k.
Indeed, the sequence a;, is bounded. More precisely, the sequence a; tends to 0 when k
goes to +o0o. Indeed, we have |ay  —an| < Z;;OE |a; — a;11|. So ay, converges to [ € C.
Suppose that [ # 0 then, by continuity of f; for instance, we have for every z in a
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neighbourhood of 0 that fi({z) = 0. By the zeros principle, we get that f; = 0. This is
a contradiction and [ = 0. Define now for z € D, the function gy ,(z) := Zszo filagz).
By assumption, we have limy_, o gni(2) = 0 for every i < j and for every z € D;.
Thus, by applying the Egorov Theorem, we get a set K; C D; for every ¢ < j such
that [(,c; K| > 0 and gn; uniformly converges in restriction to K; to 0. Let us define
K; = ﬂ_z.<j K;. Then, by applying the lemma 145, we get that K; — K contains a
neighbourhood of 0 and contains a small disc D = D(0,2r). We can suppose moreover
that D C D;. It remains to show that gy ; uniformly converges in every compact of D
to 0. Fix now ¢ > 0. Take z and y in Kj and take two integers N, N' with N > N
such that

B; Ny = sup sup |gni(2)| < e.
i<j 2€K;

Just notice that if NV is large enough, we also have that B; y» < ¢ (by definition of Kj).
By assumption, we have

gvg(e—y) —gvir—y) = > fila(z —y))

k N+1
- ZAZJ Z frlarx)®ots fi(agy)™s . fi(age) 99 fiagy) o9,
k=N-+1
Take now [ fixed and define
S Z firlaga)®vs fiawy) ™ fiaga) o fi(agy) ™.

k=N+1

We have two possibilities. First case, only one exponent oy, ; or 8, ; is equal to 1, the
other are equal to 0. Thus by the definition of B; n, we have that

!
|SN,N’,j($7y)| < 2.
For the second case, there is an exponent «y; ; or 3, ; greater or equal to 2. By rena-

ming the exponent, we can say that «;; ; > 2. Next, we proceed to an Abel summation.
Thus, we have

Sy (@ y) = —gnai(@) filanpz) 7 filangay)™e
N’'—1
+ 3 gral@)(fAlare)™ ot fiay)™9 = filaga) T fi(agay)?o9)
k=N-+1

Fgne (@) filana)™ =t filany) o
By using the mean value Theorem and thanks to the fact that z and y belong -in
particular- to D;, we have the following

J
[filaxa) = fi(any) o0 — fi(agga @)™ fi(aray) ™0 | < Jag—ag] Y (@uig+Biig)-
=1
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Thus, we have the bound

N'—1 7
1Sy @)l <24 D Jak — ara| Y (i + Brij))e
k=N-+1 =1

So, because 2,7 S| Ayl (apj+ Briy) < oo and S0 lag — ags1| < +00, we have
for all z,y in K; that

lgnr (2 —y) — g (@ —y)| < Ce
with C' a fixed constant. Thus, gy ; uniformly converges in every compact of D to 0
(recall that D C D;). Consider now the following integral

1 [ | .
Ing = g/o g ;(re®) exp(—ik;0)do.

By dominated convergence, we have that limy_,~ Iy ; = 0. Moreover, by expanding
f; in Taylor series at the point 0 and by inverting the order of summation (the inversion
is legal because f; is analytic), we get that

(kj) 0 N
]N,j :’T’kj—f] '( ) Zafj.
J: 1=0

Recall that f](kj )(O) 2 0. So, by letting N goes to +00, we get the desired conclusion.

6.3. Proof of the main Theorem

We want to get an analogous of the Theorem 141 on a weaker condition on the
sequence (a)ren. More precisely, we have the following.

Theorem 147. Consider (ax)ren a sequence of complex such that ZZ:OB al. =0 for
every | € N*. We impose the summability condition

+o0o

Z lax — api1| < 00
k=0

. Then a, = 0 for every k.
Proof : We argue by contradiction and we suppose that there is an index kg such

that ag, # 0. Up to rescaling the sequence (ay) by supen |ax|, we can suppose that
lag| <1 for every k. Define

+oo
SZ,N = sup ’ E a§€|
n>N
= k=n

By an Abel summation, we have that
+00 +oo

| Z a7 < Sin(law| + Z lar, — agy1]).

k=N+1 k=N+1
Since ay, tends to 0 and |ax — agy1] is summable, there is a rank Ny such that
—+o00

1
| Z at'| < 551,1\/

k=N+1
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for every N > Ny. So, we have in particular that
1
Sit1.n, < 551,1\70-
By a straightforward recurrence, we get

1
SiNe < C(§)l

with C' a fixed constant. Consider now the set A = {k < Ny | |ax| = 1}. We can notice
that A is non empty and there exists ¢ in R such that a;, = exp(if) for every j in
1,...,m with k; in A (we can also notice that m > 1). Take a polynomial P with
complex coefficients such that P(ay,) = 1if jisin 1,...,m and P(a;) = 0 if k is in
10, No|] N {k1, ..., kn}c By assumption, we have that for every [ € N*
Ny “+o0
1D aPlal =1 Y @ Pl < O

k=0 k=No+1

1l
5)

with C a constant depending only on the coefficients of P. Moreover, we have :

No
| Z at P(ay)| = m.
k=0
So, by letting [ goes to 400, we derive a contradiction.

A more careful examination of the proof shows that we just really need that

yoeal = 0 for all I > Iy > 1. Of course, we must keep the summability condi-

tion satisfied by the sequence (ay).
We can now prove the result announced in the abstract.

Corollary 148. Take a family (f;)jes of analytic functions and a sequence (ay)ken
satisfying the hypothesis of the lemma 146. Define B; = {k € N* | f](k)(O) # 0}. We
suppose that Ujej B; = N*. Then, we have that a;, = 0 for every k.

Proof : By applying the lemma 146 and since (J,. ; B; = N*, we get that Sial =

0 for every [ in N*. By applying the Theorem 147, we recover the desired conclusion.

There is an another interesting corollary of the Theorem 147.

Corollary 149. Take a countable family of analytic function (f;)ien+ such that
i) Span(fi)ien+ = H(C)

(the equality has to be taken in the sense of the uniform convergence on every compact set)

+oo
and 1) Zakfi(ak) =0VieN*
k=0
“+o0o
with a sequence of complex numbers (ag)ren such that a) Z lag — agy1| < +00
k=0

N
and b) there is M > 0 |Zak| < M for every N.

k=0
Then, we have that a, = 0 for all k.
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We can make two remarks.

The first one deals with the point b) which seems at first glance a bit artiﬁcial
But, in order to apply the Theorem 147, it is necessary to show that Z ak is well
deﬁned for all [ > 2. The condition b) and the summmability condition satlsﬁed by the
sequence (ay) ensure the previous property by a simple Abel summation.

The second remark is about the following fact. If we have a family of analytic
functions (f;);en+ satisfying f;(0) = 0 for all 7 and such that Span(f;);en+ is dense -for
the topology of the uniform convergence on every compact set- in the set of analytic
functions that vanish on 0 then the family ¢; : z — f i) of analytic function is such
that Span(¢;)ien+ = H(C). Indeed, take [ € N* and r > 0 fixed. By assumption, for
every € > 0, there is a finite set I. and coefficients \; such that

sup \Z)\ fi(z) = 2" <e.

z€D(0,r) iel.

Thanks to the maximum principle, we have that

sup Z)‘fz — M =r sup ’ZN@(Z)_ZZ‘-

zeD(0,r) il 2€D(0,r) icl.

By applying the Stone-Weierstrass Theorem, the remark is now proved.

Proof :

First of all, by the condition i), (ax) tends to 0 when k goes to 4+o00. Indeed, by
the summability condition satified by the sequence (ay), we have that (ay) is a Cauchy
sequence and converges to [ € C. By the condition i), we have that [ f;({) = 0 for all
i € N*. We argue by contradiction by supposing that [ # 0. Hence, we get f;(I) = 0 for
every i. Thus, by the condition i), we have -for instance- that |l — > .., Nifi(l)| < e.
Thus, |I| < e for every €. This is a contradiction. Since (ay) is bounded, we can suppose
(just for simplicity) that for all k& : |ax| < 1. Moreover, by the condition b), we have
supposed that there is M > 0 such that

N

S N — Z Q.

k=0
is bounded by M for every N. Take now € > 0 and [ > 1. By the condition i), we get
a finite linear combination of f; such that

sup |Z)‘f’ ) =2 <e.
z€D(0,2) iel.

By the first remark we have made and by the condition i), we define a new finite
quantity S. by

“+o0o
Se = Zzakfi<ak —aitt = Zak Zfz ar)

k=0 i€l i€l

In one hand, thanks to the condition i), we have that |S.| = | > ;2 at™|. By using
the Cauchy formula, we get that

sup Z)\ fl(z) = 1271 < Ce.

2€D(0,1) iel.



tel-00630615, version 1 - 10 Oct 2011

6.4. CONTRUCTION OF A COUNTEREXAMPLE 141

On the other hand, by an Abel summation and by using the mean value Theorem, we
get that

+oo
|SE| < CM€Z ‘(lk — ak+1|.
k=0

By letting € goes to 0, we get that ZZ;OE al, = 0 for all [ > 2. Thus, by applying the
Theorem 147, we recover that a; = 0 for all k.

Remark : Consider two sequences a; and b of complex numbers such that a; # 0
and by, # 0 for all k. Moreover, we suppose that > |ay —ags1| < +oo and > ;% b —
bk+1| < +o0. If

+oo +o0

I _ 4
>_ai = b
k=0 k=0

for every [ in IN* then, by a straightforward adaptation of the previous argument, we
have that the sequence ay is a permutation of the sequence by.

6.4. Contruction of a counterexample

This section is devoted to the construction of a sequence (ay) (built recursively)
which satisfies ;OB a;, = 0 for every [ > 2 and which is not the null sequence. We can
notice that if we want a sequence (by) such that 3,0 bl = 0 for every [ > 1, we can
take by, to be by, = a?. The only relevant fact is to get a relatlon of the type Z;’B bl =0
for every [ belonging to a neighbourhood of the infinity. To build such a sequence, we
consider roots of unity that are highly repeated and modify their moduli by multiplying
them by a sequence which must tend to 0. More precisely, for every k > 1, we consider

2mn

Uy 5okt = Ck exp(zT)
for n = 0...L; where ¢; is a suitable positive sequence which tends to 0 and the
multiplicities Ly are multiple of k£ have to be chosen later by recurrence (the choice of
¢y > 0 and L; > 0 are free). Suppose at first that Z ok is well defined for every

[ in N*. If we want that Zk o a, = 0 for every [ > 2 then7 it gives us the following

conditions
> kL =0
kll
for every [ > 2. Take now (¢) satisfying the following relation

We can construct by recurrence the multiplicity Ly and the sequence (¢ )ren. Moreover,
we can show a posteriori that the quantities ZZ:S al are well defined and are equal-
in fact- to 0. Indeed, when the multiplicities and the first terms of the sequence are
chosen, the previous relation gives us by choosing L; very large that the sequence ¢
tends quite enough faster to 0. This last condition ensures that _0 a,, is well defined
for every | > 2. Moreover, it is clear that a; # 0 for every k (because we have chosen
the first terms of the sequence to be different from 0). Hence, the construction of our
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counterexample is now established.

Remark : With a further more involved analysis, we can show that the sequence
(ax) satisifies a good estimate in the following sense. There exist two constants C' and

A such that N
> ap < cAr
k=0

for every N and n. This last estimate allows us to show that for every analytic functions
f which vanishes at the point 0 that

> flar) =0.
k=0

6.5. Further generalization

We can notice that if the neighbourhood of 0 where the series are simply convergent
is uniform in j then we may allow a more general relation between f;(z —y) and all
the functions f;(z) and f;(y). For example, the function f;(x — y) may be a infinite
sum of finite product of the functions f;(x) and f;(y) (we are allowed in this setting to
consider all the index i, we do not restrict ourselves to take only index ¢ such that i < j).

If we denote by A the difference operator which acts naturally on the vector space
of all the sequences a = (ay) by (A(a))r = agy1 — ax. It is natural to wonder if the
conclusion of the Theorem 147 is still true if we suppose that we have a sequence
a = (a},) such that "% al = 0 for every [ in N* and which enjoy the property that
there is an exponent ny such that > [(A™(a))s| < +oo. The case ng = 0 and
no = 1 is already solved but the other cases seem to be much harder to prove. Indeed,
our method does not work anymore in this setting because we must have a control
on the remainder of the series ZZEON al. for every I. This question is of great interest
because if it is true, it allows us to give -by our previous counterexample- a sequence
a = (ay) which is not the null sequence but that satisfies Z:OE al. = 0 for every [ in

N* and that does not satisfy >, °0 [(Al(a))i| < +oo for any I.
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Résumé

Nous prouvons essentiellement, a partir du formalisme adopté dans
[Che] et [CK1], un théoreme de différentiation de type Calderén
pour les applications des espaces de Hajlasz fondés sur des espaces
métriques PI et a valeurs dans des espaces de Banach RNP. Grace a
toutes les techniques developpées pour le théoreme précédent, nous
pouvons -par la suite- affaiblir la condition d’appartenance a un es-
pace de Hajlasz surcritique (par rapport a la dimension homogene
de 'espace métrique ambiant) en une condition d’intégrabilité sur
la constante de Lipschitz ponctuelle supérieure. Nous montrons que
ces théoremes de différentiation entrent en jeu naturellement pour
caractériser les espaces de Hajlasz fondés sur des espaces métriques
P1I. Ceci débouche sur des criteres intégraux, dans la veine de [Br2],
pour reconnaitre si des applications mesurables sont constantes ou
non dans les espaces métriques PI. Enfin, nous discutons certains
types d’inégalités de Poincaré locales et dépendant du centre et du
rayon des boules. Dans ce cadre affaibli, I’analyse menée précedem-
ment est tout a fait possible mais sous des conditions topologiques
et géométriques supplémentaires sur I'espace métrique ambiant.
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