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Introduction

L’étude des singularités des variétés constitue un des problèmes importants de la géométrie
algébrique. Soit V une variété algébrique sur un corps k algébriquement clos. Dans le but
d’obtenir des informations sur la géométrie du lieu singulier Sing V de V , plusieurs mathémati-
ciens ont introduit différents types d’objets (algébriques, topologiques, géométriques, etc...)
qui sont liés à Sing V . Un de ces objets est l’espace d’arcs V∞ qui donne des informations sur
la géométrie locale du lieu singulier de V . Les espaces d’arcs ont été à la base d’importantes
avancées en la géométrie algébrique. Par exemple, le développement de la théorie d’intégra-
tion motivique.

L’espace d’arcs V∞ a été introduit, dans le cadre algébrique et analytique complexe, par
John Nash dans la prépublication “Arc structure of singularities” de 1968, qui n’a été publié
qu’en 1995 (voir [Nas95]). Dans cet article Nash a posé une question qui, avec la dénomina-
tion actuelle, est connue sous le nom du problème de Nash.

Maintenant, on expose de façon informelle le problème de Nash. Dans la suite de cette
introduction, on donnera un résumé plus détaillé.

L’espace d’arcs V∞ peut être interprété comme l’ensemble de tous les arcs Spec k[[t]]→ V
sur V , muni d’une structure “naturelle” de schéma sur k. Une composante de Nash C associée
à V est une famille d’arcs sur V passant par le lieu singulier de V . Un diviseur essentiel E
sur V est grosso modo un diviseur exceptionnel dans une désingularisation de V qui apparâıt
comme composante irréductible de la fibre exceptionnelle de toute désingularisation possible
de V .

La question posée par Nash dans l’article [Nas95] est la suivante :

Est-ce qu’il existe une correspondance bijective entre les composantes de Nash associées
à V et les diviseurs essentiels sur V ?

Nash a défini une application de l’ensemble des composantes de Nash associés à V dans
l’ensemble des diviseurs essentiels sur V et il a démontré qu’elle est injective ; cette applica-
tion est connue sous le nom d’application de Nash, notée NV .

Le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité de l’application de Nash NV .

La surjectivité de cette application a été prouvée dans plusieurs cas. Par exemple, pour les
singularités de type An ([Nas95]), les singularités de type Dn ([Plé08]), les surfaces sandwichs
([LJRL99]), les variétés toriques ([IK03]), les hypersurfaces quasi-ordinaires ([GP07]), les
variétés toriques stables [Pet09]), et d’autres cas qu’on peut trouver dans les articles suiv-
ants [Ish05], [Ish06], [GP07], [GSLJ97],[LA11b], [LJ80],[Mor08], [PPP06], [PPP08],
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2 INTRODUCTION

[Reg95].

Dans l’article [IK03], les auteurs montrent que l’application de Nash associée à l’hyper-
surface de A5

k donnée par l’équation x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 + x6
5 = 0 n’est pas surjective.

Dans cette thèse, on étudie le problème de Nash et on prouve la bijectivité de l’application
de Nash pour certaines familles de singularités isolées d’hypersurfaces normales des espaces
affines A3

k et A4
k, où k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante.

Dans le chapitre 1, on donne les préliminaires et définitions de base sur l’espace d’arcs et
le problème de Nash. D’abord, on introduit les espaces de m-jets, m ≥ 1, et l’espace d’arcs et
on montre quelques unes de leurs propriétés. Ensuite, on expose le problème de Nash et on
énonce le théorème des arcs de Nash. Finalement, on introduit les wedges et le problème de
relèvement des wedges et on explique le lien entre ce problème et le problème de Nash.

Dans le chapitre 2, on fait quelques rappels sur la théorie des variétés toriques et sur
les résolutions de singularités d’hypersurfaces. On commence par introduire plusieurs notions
importantes de la théorie des variétés toriques. On peut citer par exemple, le polyèdre et
l’éclatement de Newton, les G-désingularisations et les constellations toriques de points infin-
iment voisins. Dans la dernière section, on expose quelques résultats sur les désingularisations
de singularités isolées d’hypersurfaces normales.

Dans le chapitre 3, étant donné un wedge ω sur une hypersurface V , on lui associe un
ensemble de séries formelles et on établit certains critères (par exemple, l’inversibilité des
séries formelles associées à ω) qui nous permettent de prouver que le wedge ω se relève à une
désingularisation de V . Ensuite, on définit les vecteurs principaux d’un wedge. On utilise cette
notion pour pouvoir majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des
séries formelles associés au wedge ω.

Les résultats principaux de cette thèse se trouvent dans les chapitres 4 et 5. Nous démon-
trons la bijectivité de l’application de Nash pour plusieurs cas d’hypersurfaces. Le chapitre
4 est une adaptation d’un article qui est accepté pour publication et qui va parâıtre dans les
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, voir [LA11a].

Les résultats principaux du chapitre 4 sont les suivants.

Théorème. Soient p ≥ 2, q ≥ 2 deux entiers premiers entre eux et S(p, hq) l’hypersurface
quasi-rationnelles de A3

k donnée par l’équation zp + hq(x, y) = 0, où hq est un polynôme
homogène de degré q sans facteur multiple. Alors, l’application de Nash NS(p,hq) associée à
S(p,hq) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat a été publiée dans [LA11b]. On remarque que si
hq(x, y) = xq+yq, S(p,hq) est une surface de Pham-Brieskorn. Dans [FZ03] on montre que les
surfaces S(p, hq) sont toutes quasi-rationnelles (c’est-à-dire les composantes irréductibles de
la fibre exceptionnelle de la résolution minimale sont des courbes rationnelles) et rationnelles
si et seulement si q = 2 ou (p, q) = (2, 3). On remarque que S(p,h2) est une singularité de
type Ap−1.
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INTRODUCTION 3

Théorème. Si S est une singularité de type E6 ou E7, alors l’application de Nash NS associée
à S est bijective.

On donne une preuve détallée de la bijectivité de l’application de Nash pour la singularité
de type E6 et un résumé pour la singularité de type E7. Finalement, dans la dernière section
du Chapitre 4, on donne une nouvelle preuve de la bijectivité de l’application de Nash pour
les singularités de type Dn, n ≥ 4.

Théorème ([Plé08]). Si S est une singularité de type Dn, n ≥ 4, alors l’application de Nash
NS associée à S est bijective.

Les résultats principaux du Chapitre 5 sont les suivants :

Théorème. Soit V une hypersurface de A4
k donnée par une équation du type f(x1, x2, x3, x4) :=

hq(x1, x2) + kpq(x3, x4) = 0, où p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux entiers et hq, kpq sont deux polynômes
homogènes sans facteurs multiples tel que le degré de hq (resp. kpq) est égal à q (resp pq).
Alors, l’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le nombre de
diviseurs essentiels sur V est égal à (p− 1)q + 1.

Par exemple pour le polynôme f = xq1 + xq2 + xpq3 + xpq4 , p ≥ 2, q ≥ 2, qui satisfait les
hypothèses du théorème ci-dessus, la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Théorème. Soient un entier q ≥ 3 et V une hypersurface de A4
k donnée par une équation

du type f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4) = 0, où hq et kq sont deux polynômes

homogènes de degré q sans facteur multiple. De plus, on suppose que x3 et x4 ne divisent
pas kq(x3, x

2
4). Alors, l’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le

nombre de diviseurs essentiels sur V est égal à 2.

Par exemple, le polynôme f = xq1 + xq2 + xq3 + x2q
4 , q ≥ 3, satisfait les hypothèses du

théorème ci-dessus. Dans ce cas, la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Il est à noter qu’une récente prépublication sur la bijectivité de l’application de Nash
pour la singularité de type E6 (resp. pour les surfaces quotients, pour les surfaces normales)
a été publié sur Arxiv, voir [PS10] (resp. [PP10], [FdBPP11])

Ici, une méthode différente que celles utilisées dans les prépublications citées a été ap-
pliquée. Les preuves des théorèmes principaux de cette thèse reposent sur une méthode cen-
trale, qui est adaptée à chaque cas particulier.

On donne ensuite un résumé détaillé du contenu de chaque chapitre.

Chapitre 1

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V une variété algébrique
normale sur k et π : X → V une désingularisation divisorielle de V , c’est-à-dire π est
une désingularisation de V telle que les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle
π−1(Sing V ) sont de codimension 1 dans X, où Sing V désigne le lieu singulier de V . De plus,
on suppose que les composantes irréductibles de π−1(Sing V ) sont lisses. On sait, d’après le
théorème de résolution des singularités d’Hironaka, qu’une telle désingularisation existe.

Si π′ : X ′ → V est une autre désingularisation de V , alors (π′)−1 ◦ π : X 99K X ′ est une
application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π.
Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une variété lisse),
il existe un ouvert E0 de E sur lequel l’application birationnelle (π′)−1 ◦ π est bien définie.
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4 INTRODUCTION

Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingularisation π′ : X ′ →
V de V l’adhérence de (π′)−1 ◦ π(E0) dans X ′ est une composante irréductible de la fibre
exceptionnelle du morphisme π′. On note Ess(V ) l’ensemble des diviseurs essentiels sur V .

On remarque que si V est une surface algébrique normale sur k, alors les diviseurs es-
sentiels sur V sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution
minimale de V .

SoitK une extension du corps k. Un morphisme SpecK[t]/(tm+1)→ V (resp. SpecK[[t]]→
V ) est appelé (K,m)-jet (resp. K-arc). Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la
catégorie des ensembles. On considère le foncteur contravariant suivant :

Fm : Sch/k −→ Ens, Y 7→ Hom(Y ×k Spec k[t]/(tm+1), V ).

Ce foncteur est représentable de façon canonique par un schéma Vm de type fini sur k,
c’est-à-dire :

Hom(Y ×k Spec k[t]/(tm+1), V ) ∼= Hom(Y, Vm),

où Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma Vm est appelé l’espace de m-jet sur V .
L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(tm+1) → k[t]/(tm) induit un morphisme

affine pm : Vm → Vm−1 (voir [Ish07] ou [EM09]). Les morphismes pm n : Vm → Vn, où
n < m et pm n := pn+1 ◦ · · · ◦ pm, forment un système projectif. Comme les morphismes
pm : Vm → Vm−1 sont affines, la limite projective existe. On note V∞ cette limite projective,
c’est-à-dire V∞ := lim

←m
Vm. La limite projective V∞ est un schéma qui n’est pas en général de

type fini sur k. Le schéma V∞ est appelé l’espace d’arcs sur V .

L’espace d’arcs V∞ a la propriété fonctorielle suivante (voir [IK03]) : le foncteur Y →
Hom(Y ×̂k Spec k[[t]], V ), où Y est un schéma quelconque sur k et Y ×̂k Spec k[[t]] est le com-
plété formel du schéma Y ×k Spec k[[t]] le long du sous-schéma Y ×k Spec k, est représentable
par le schéma V∞.

D’après la propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞, les K-points de V∞ sont en cor-
respondance bijective avec les K-arcs sur V . Par abus de notation, pour α ∈ V∞, on note α
son kα-arc correspondant, où kα est le corps résiduel du point α.

Soit p∞ : V∞ → V la projection canonique α 7→ α(0), où 0 est le point fermé de
Spec kα[[t]]. On note V s

∞ := p−1
∞ (Sing V ) et CN (V ) l’ensemble des composantes irréductibles

de V s
∞. Nash a démontré que l’application suivante est bien définie et injective (voir [Nas95]) :

NV : CN (V )→ Ess(V ), C 7→ {α̂(0)},
où le kα-arc α est le point générique de C ∈ CN (V ), le kα-arc α̂ est le relèvement à X du

kα-arc α (c’est-à-dire α̂ est l’unique morphisme tel que π ◦ α̂ = α) et {α̂(0)} est l’adhérence
du point α̂(0). Cette application est appelée l’application de Nash associée à V .

On rappelle que le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité de l’application de
Nash NV .

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme π : X →
V . On note NE l’adhérence dans V∞ de l’ensemble {α ∈ V∞\(Sing V )∞ | α̂(0) ∈ E}, où
(Sing V )∞ est le sous-ensemble fermé de V∞ des arcs qui sont concentrés en Sing V . L’ensemble
NE est irréductible et on a :

V s
∞ =

⋃
E∈Ess(V )

NE,
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INTRODUCTION 5

voir [Reg06]. On note αE le point générique de NE.

Un morphisme ω : SpecK[[s, t]] → V est appelé K-wedge sur V . D’après la propriété
fonctorielle de l’espace d’arcs V∞, les K-wedges sont en correspondance bijective avec les
K[[s]]-points de V∞. L’image du point fermé (resp. du point générique) de SpecK[[s]] dans
V∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω.

Un K-wedge ω est appelé K-wedge admissible centré en NE si le centre (resp. l’arc
générique) de ω est le point générique de NE (resp. appartient à V s

∞). On remarque que
le corps K est forcément une extension du corps résiduel kαE du point αE .

Dans [Reg06] (pour le cas de surfaces, voir [LJ80]) l’auteur montre qu’un diviseur es-
sentiel E appartient à l’image de l’application de Nash NV si et seulement si tout K-wedge
admissible ω centré en NE se relève à X, où K est une extension quelconque du corps KαE .

On peut également montrer que si E est une composante irréductible de la fibre excep-
tionnelle de π qui n’est pas un diviseur essentiel sur V , alors il existe une extension K du
corps base k et un K-wedge ω : SpecK[[s, t]]→ V tel que le centre (resp. l’arc générique) de

ω est le point générique de NE (resp. est un point de Ṽ s
∞) qui ne se relève pas à X.

Chapitre 2

Soient r ≥ 1 un entier, N un Z-module libre de rang r et M = HomZ(N,Z) le dual de N.
Les R-espaces vectoriels M⊗ZR et N⊗ZR sont notés respectivement MR et NR. On pose 〈 , 〉 :
MR×NR → R la forme bilinéaire canonique. On remarque que T := HomZ(M,k?) = N⊗Zk?
est un tore algébrique sur k de dimension r, c’est-à-dire un groupe algébrique isomorphe à
(k?)r. Un éventail Σ dans NR est un ensemble fini de cônes polyédraux fortement convexes
dans NR tel que toute face d’un cône de Σ est dans Σ et tel que l’intersection de deux cônes
de Σ est une face de chacun de ces deux cônes.

Étant donné un éventail Σ, la variété torique X(Σ) associée à Σ est la variété de dimension
r obtenue en recollant les variétés affines Uσ := Spec k[σ∨∩M], où σ∨ = {m ∈MR | m|σ ≥ 0},
lorsque σ parcourt Σ le long des ouverts définis par les faces communes, c’est-à-dire si σ1 et σ2

appartiennent à Σ, on a Uσ1 ∩Uσ2 = Uσ1∩σ2 . Un résultat intéressant de la théorie de variétés
toriques est le suivant : pour toute variété normale X qui contient le tore T comme étant un
ouvert dense et qui est munie d’une action de T qui prolonge l’action de T sur lui même, il
existe un éventail Σ dans NR tel que X est isomorphe à X(Σ).

Soient Σ, Σ′ deux éventails dans NR. Alors, il existe un morphisme f : X(Σ′) → X(Σ)
qui laisse fixe T si et seulement si, pour chaque σ′ ∈ Σ′, il existe σ ∈ Σ tel que σ′ ⊂ σ. Un
tel morphisme est unique, birationnel et équivariant. De plus, le morphisme f est propre si
et seulement si Σ′ est une subdivision de Σ.

On appelle cône régulier tout cône polyédral fortement convexe dont les vecteurs extré-
maux forment une partie d’une base du réseau. On dit qu’un éventail Σ est régulier si tous
les cônes de Σ sont réguliers.

On peut vérifier que la variété torique X(Σ) est lisse si et seulement l’éventail Σ est

régulière. Étant donné un éventail Σ, on peut montrer qu’il existe une subdivision Σ′ régulier
de Σ. De plus, le morphisme f : X(Σ′)→ X(Σ) est une désingularisation équivariante.
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6 INTRODUCTION

Ce chapitre se divise en deux parties.

i) Constellations toriques de points infiniment voisins et théorie de Zariski-Lipman.

Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble fini de points
C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, où chaque Qi, 1 ≤ i ≤ n, est une orbite de dimension 0 de la variété
torique Xi obtenue par l’éclatement ςi : Xi → Xi−1 de centre Qi−1. On note X(C) = Xn+1 et
Bi le diviseur exceptionnel de l’éclatement de Qi et Ei (resp. E?i ) le transformé strict (resp.
total) de Bi sur X(C).

On dit que Qj se projette sur Qi, noté Qj ≥ Qi, si le point Qj ∈ Xj est obtenu à partir
de Qi ∈ Xi par une suite d’éclatements de points. La relation ≥ est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si ≥ est un ordre total, on dit que C est une constellation en
châıne. Par exemple, pour une constellation C et un point Q ∈ C quelconque, l’ensemble
CQ := {P ∈ C | Q ≥ P} est une constellation en châıne. L’entier l(Q) := Card(CQ)−1 est
appelé le niveau de Q.

Soient I, J , P trois idéaux. Le ?-produit de I et J , noté I ? J , est la clôture intégrale
du produit IJ . On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est ?-simple si
P n’a pas de ?-factorisation non-triviale, c’est-à-dire si P = I?J , alors I = OX0 ou J = OX0 .

Un idéal I est à support fini s’il existe une constellation C telle que IOX(C) est un faisceau
d’idéaux inversible. La constellation minimale (par rapport au nombre de points) avec cette
propriété est notée CI . Les points de CI sont appelés les points base de l’idéal I.

Soient C = {Q0 = O,Q1...Qn} une constellation torique et J un idéal non nul de l’anneau
local OXi,Qi . L’ordre de J au point Qi, noté OrdQi J , est l’ordre d’élément général g de J
au point Qi.

Soit C = {Q0 = O,Q1...Qn} une constellation torique. On note ISF(C) l’ensemble des
idéaux à support fini qui sont monomiaux, complets, M-primaires et tels que leur points
base sont les points de C. Pour I ∈ ISF(C), on définit par récurrence le transformé faible
Ii et la multiplicité stricte mi de I au point base Qi comme suit : I0 = I, m0 = OrdQ0 I,

Ij = x−miIiOXj ,Qj et mj = OrdQj Ij , où 0 ≤ i < j ≤ n, Qj ∈ Q+
i := {R ∈ C | R > Qi}

et x = 0 est l’équation locale de Bi en Qj . On associe à chaque idéal I ∈ ISF(C) le vecteur

m(I) = (m0, ...,mn) ∈ Zn+1
≥0 .

Les résultats principaux de la théorie de Zariski-Lipman ([SZ75], [Lip88]) sur l’unique
?-factorisation peuvent être formulés, dans notre cas, comme suit.

Soit C une constellation torique. Alors, pour chaque point Q ∈ C, il existe un unique
idéal PQ monomial, complet, M-primaire, ?-simple et à support fini sur C tel que les points

base de PQ sont les points de la châıne CQ et le vecteur m(PQ) est minimal pour l’ordre
lexicographique inverse. Les idéaux ?-simples PQ, Q ∈ C, sont appelés les idéaux ?-simples
spéciaux associés à C.

Soit I un idéal appartenant à ISF(C). Alors, on peut écrire, d’une façon unique, l’idéal I
comme ?-produit formel (on admet de puissances négatives) d’idéaux ?-simples spéciaux.

Soit C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, une constellation torique. On définit la relation de
proximité linéaire dans C comme suit : Qj est linéairement proche de Qi, noté j � i, si Qj
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INTRODUCTION 7

appartient au transformé strict de l’adhérence dans Xi+1 d’une T -orbite de dimension 1 de
Bi.

Étant fixée une base du réseau N := Zd, à chaque point Q ∈ C, l(Q) ≥ 1, on peut associer
de façon canonique une suite d’entiers ai ∈ {1, .., d + 1}, 1 ≤ i ≤ l(Q), qui le caractérisent.
Cette association est appelée codification de C, notée Q = Q0(a1, ..., al(Q)).

La proximité linéaire peut être décrite au moyen de la codification. Plus précisément,
j � i, 0 ≤ i < j ≤ n, si et seulement s’il existe des entiers a, b et m, tels que a 6= b et
Qj = Qi(a, b

[m]), où b[m] est m-fois l’entier b.
En utilisant la codification de C, on caractérise les idéaux ?-simples spéciaux associés à C

([CGSLJ96], [CGSM09]). Plus précisément, soient N := Zd et C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn},
n ≥ 1, une constellation torique en châıne donnée par la codification Qj = Q0(a1, ..., aj), où
1 ≤ ai ≤ d, 1 ≤ i, j ≤ n. Alors, le diviseur Dn =

∑n
i=0 min E?i associé à l’idéal ?-simple spécial

PQn (c’est-à-dire PQnOX(C) = OX(C)(−Dn)) est donné par la récurrence suivante : mnn = 1
et min =

∑
j�i mjn pour tout 0 ≤ i < n.

ii) Éclatement de Newton et résolution de singularités d’hypersurfaces.

Soient N := Zd+1 muni de sa base standard {e1, e2, ... ed+1} et ∆ := 〈e1, e2, ..., ed+1〉.
Le dual de N, noté M, est identifié avec Zd+1 au moyen de la forme bilinéaire standard
〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ d+ 1.

Soit f ∈ k[∆∨ ∩M], f :=
∑
ceχ

e. Posons E(f) := {e ∈ ∆∨ ∩M | ce 6= 0} et définissons
successivement les ensembles suivants : le polyèdre de Newton de f, noté Γ+(f), est l’en-

veloppe convexe de l’ensemble
⋃
e∈E(f)(e + Rd+1

≥0 ) dans Rd+1 ; la frontière de Newton de f,

notée Γ(f), est la réunion des faces compactes de Γ+(f). On définit également la fonction
d’appui hΓ+(f) : ∆→ R de Γ+(f), par : hΓ+(f)(n) = inf{〈m,n〉 | m ∈ Γ+(R)}, où n ∈ ∆.

On note I(f) ⊂ k[∆∨ ∩M] l’idéal engendré par l’ensemble {χe | e ∈ E(f)}. L’éventail de
Newton Γ?(f) associé à f est la subdivision de ∆ correspondant à l’éclatement normalisé de
Ad+1 := Spec k[∆∨ ∩M] de centre l’idéal I(f).

On peut montrer que l’éventail de Newton Γ?(f) satisfait la propriété suivante : soient
J ⊂ {1, 2, ..., d + 1} et σJ = {(n1, n2, ..., nd+1) ∈ ∆ | ni = 0 ssi i 6∈ J} ; s’il existe n ∈ σJ tel
que hΓ+(f)(n) = 0, alors l’adhérence σJ de σJ dans ∆ est un cône de Γ?(f). Une subdivision
régulière Σ de l’éventail de Newton Γ?(f) est appelée subdivision régulière admissible si Σ
contient tous les cônes σJ tels qu’il existe n ∈ σJ où hΓ+(f)(n) = 0.

On considère un éventail Σ′ dans NR et un cône σ de Σ′. Nous appellerons G-subdivision
régulière de σ une subdivision régulière de σ dont les vecteurs extrémaux sont exactement les
éléments irréductibles du semi-groupe σ ∩N. On dit qu’un éventail Σ′G est une G-subdivision
régulière de Σ′ si chaque cône de Σ′G est obtenu par une G-subdivision régulière d’un cône
de Σ′. Le morphisme équivariant associé à une G-subdivision régulière de Σ′ est appelé G-
désingularisation de X(Σ′). Toute variété torique de dimension inférieure ou égale à 3 admet
une G-désingularisation. Ce résultat ne se maintient pas nécessairement pour les variétés
toriques de dimension supérieure ou égale à 4, voir [BGS92].

On remarque que si l’éventail de Newton Γ?(f) admet une G-subdivision régulière Γ?(f)G ,
alors Γ?(f)G est une subdivision régulière admissible de Γ?(f).
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8 INTRODUCTION

On pose xj := χej ∈ k[∆∨ ∩M], 1 ≤ j ≤ d+ 1. Pour r := (r1, r2, ..., rd+1) ∈ Zd+1
≥0 , on note

xr = xr11 x
r2
2 · · ·x

rd+1

d+1 . Soit f =
∑

r∈Zd+1
≥0

crx
r, cr ∈ k, un polynôme tel que 〈r, r〉 > 1, pour

tout r ∈ Zd+1
≥0 tel que cr 6= 0. Le polynôme f est non-dégénéré par rapport à la frontière de

Newton si pour toute face compacte γ de Γ(f), le polynôme fγ :=
∑

r∈γ crx
r est non singulier

sur le tore T = N⊗Zk, c’est-à-dire les polynômes fγ , ∂xi fγ , 1 ≤ i ≤ d+ 1, n’ont pas de zéro

commun en dehors de l’ensemble Ad+1\T .

Soit V l’hypersurface normale de Ad+1
k := Spec k[x1, x2, ..., xd+1] donnée par l’équation

f = 0, f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1]. On suppose que f est un polynôme irréductible, non-dégénéré
par rapport à la frontière de Newton. On fixe une subdivision régulière admissible Σ de
l’éventail de Newton Γ?(f) et on considère le morphisme torique π : X(Σ) → Ad+1

k induit
par la subdivision Σ de ∆. Alors, on peut montrer (voir [Var76]) que pour chaque point

p ∈ π−1(O), où O est l’orbite de dimension zéro de la variété torique Ad+1
k , le diviseur π−1(V )

est à croisements normaux au point p, que le transformé strict Ṽ de V dans X(Σ) est non

singulier sur π−1(O) et que si π(Oσ) = O et dimOσ > 0, alors l’intersection de Oσ et Ṽ est

transversale, où Oσ est la T -orbite associée à σ ∈ Σ. De plus, le morphisme π : X(Σ)→ Ad+1
k

est un isomorphisme en dehors de l’image réciproque par π de V . En particulier, si on suppose
que O ∈ Ad+1

k est l’unique point singulier de V et que V ne contient aucune T -orbite de Ad+1
k

de dimension strictement plus grande que zéro, alors le morphisme π : X(Σ)→ Ad+1
k est une

résolution plongée de V .

Chapitre 3

Soient Ad+1
k := Spec k[x1, ..., xd+1], d ≥ 2, muni de sa structure torique naturelle, T le

tore algébrique (k?)d+1 et V une hypersurface normale de Ad+1
k . On suppose que la T -orbite

O de dimension zéro est l’unique point singulier de V .

Soit K une extension du corps k et on considère un K-wedge, ω : SpecK[[s, t]]→ V , tel
que le centre α0 et l’arc générique αg du K-wedge ω appartiennent à V s

∞. De plus, on suppose
que ω(g) ∈ T , où g est le point générique de SpecK[[s, t]].

Étant donnée une désingularisation π : X → V de V , on se pose la question suivante :

est-ce que le K-wedge ω se relève à X ?

On rappelle que le problème de Nash équivaut à montrer que tous les K-wedges admis-
sibles se relèvent à X.

Dans la première section de ce chapitre, on donne quelques solutions partielles de ce prob-
lème.

Dans toute la suite, on suppose que l’hypersurface V de Ad+1
k est donnée par l’équation

f = 0, où f ∈ k[x1, ..., xd+1] est un polynôme non dégénéré par rapport à la frontière de
Newton Γ(f).

Soit 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) du schéma SpecK[[s, t]]. On note Arc(ω)
l’ensemble des arcs α : SpecK[[ξ]] → SpecK[[s, t]] tels que α(0) = 0 et ω ◦ α(g) ∈ T . Par
abus de notation, on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. le point générique) de SpecK[[ξ]].

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



INTRODUCTION 9

Pour un arc α ∈ Arc(ω), le vecteur Ordα ω := (Ordξ α
? ◦ ω?(x1), ...,Ordξ α

? ◦ ω?(xd+1))
est appelé le α-vecteur principal de ω, où ω? (resp. α?) est le comorphisme de ω (resp. α). On
rappelle que ω et α sont deux morphismes entre variétés affines, donc les comorphimes ω? et
α? sont bien définis.

On pose AVP(ω) := {Ordα ω | α ∈ Arc(ω)} l’ensemble des α-vecteurs principaux de ω.

On pose ∆ := 〈x1, x2, ..., xd+1〉 le cône standard et soit Σ une subdivision de ∆. On

rappelle qu’il existe un morphisme équivariant π : X(Σ)→ Ad+1
k induit par la subdivision Σ

de ∆.

Théorème. Soit Σ une subdivision du cône standard ∆ et on suppose que le morphisme
équivariant π : X(Σ) → Ad+1

k est projectif. Soient K une extension algébriquement close du

corps k et ω : SpecK[[s, t]]→ Ad+1
k un K-wedge sur Ad+1

k tel que ω(g) ∈ T . Alors, le K-wedge
ω se relève à X(Σ) si et seulement s’il existe un cône σ ∈ Σ tel que AVP(ω) ⊂ σ.

Dans le corollaire suivant, on considère un K-wedge, ω : SpecK[[s, t]] → V , tel que
{α0, αg} ⊂ V s

∞ et ω(g) ∈ T .

Corollaire. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close du corps k
et que π : X(Σ) → Ad+1

k est un morphisme projectif, où Σ est une subdivision régulière

admissible de Γ?(f), et on note Ṽ le transformé strict de V dans X(Σ). Alors, le K-wedge ω

se relève à Ṽ si et seulement s’il existe un cône σ ∈ Σ tel que AVP(ω) ⊂ σ.

On rappelle que si Σ est une subdivision régulière admissible de l’éventail de Newton
Γ?(f) et si l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement positive,

alors le morphisme équivariant π : X(Σ)→ Ad+1
k est une résolution plongée de V .

Dans les résultats suivants, on ne demande ni que le corps K soit algébriquement clos
ni que le morphisme équivariant π : X(Σ) → Ad+1

k soit projectif, où Σ est une subdivision
quelconque de ∆.

Soit ω : SpecK[[s, t]] → Ad+1
k un K-wedge tel que ω(g) ∈ T . On considère le vecteur

suivant :

(η1, η2, ..., ηd+1) := (Ordt ω
?(x1),Ordt ω

?(x2), ...,Ordt ω
?(xd+1)),

On peut écrire le comorphisme ω? de la façon suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Théorème. Soient K une extension du corps k et ω : SpecK[[s, t]]→ Ad+1
k un K-wedge sur

Ad+1
k tel que ω(g) ∈ T . Si les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, sont inversibles, alors le

K-wedge ω se relève à X(Σ).

Dans le corollaire suivant, on considère un K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → V tel que
{α0, αg} ⊂ V s

∞ et ω(g) ∈ T . Soit Σ est une subdivision régulière admissible de Γ?(f) et

on note Ṽ le transformé strict de V dans X(Σ).

Corollaire. Si les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1, sont inversibles, alors le K-wedge ω se

relève à Ṽ .

Ce corollaire nous motive à étudier les différentes décompositions admissibles en facteurs
irréductibles des séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1. Dans le reste de ce chapitre, on définit
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10 INTRODUCTION

certains vecteurs qui nous permettent de majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité de ces séries formelles.

Pour une série non nulle φ :=
∑
c(e1,e2)s

e1te2 , où c(e1,e2) ∈ K, on définit les applications
suivantes :

ν : R2
>0 → R≥0, v 7→ νvφ := min{v · e | e ∈ E(φ)}, où E(φ) = {(e1, e2) | c(e1,e2) 6= 0} ;

PPr : R2
>0 → K[s, t], v 7→ φv :=

∑
e · v = νvφ

c(e1,e2)s
e1te2 ;

FI : K[[s, t]]\{0} → Z≥0, où FI(φ) est le nombre de facteurs irréductibles de φ comptés
avec multiplicité.

Soit α : Spec k[[[t]] → V un K-arc tel que α(0) = O et α(g) ∈ T . Par abus de nota-
tion, on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. le point générique) de SpecK[[t]]. Le vecteur
µ := (µ1, µ2, ..., µd+1) = (Ordt α

?(x1),Ordt α
?(x2), ...,Ordt α

?(xd+1)) est appelé le vecteur
principal du K-arc α.

Proposition. Soit ω : SpecK[[s, t]] −→ V un K-wedge sur V tel que α0(0) = O et α0(g) ∈ T ,
où α0 est le centre du K-wedge ω. On note (µ1, µ2, ..., µd+1) le vecteur principal de α0. Alors,
il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ R2

>0 tel que le v-ordre de ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, satisfait la
propriété suivante :

FI(ϕi) ≤ νvϕi = degt(ϕi)v = µi − ηi, 1 ≤ i ≤ d+ 1.

De plus, ϕi est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.

Ce chapitre se termine sur des résultats faisant un lien entre les vecteurs η = (η1, η2, ..., ηd+1),
µ = (µ1, µ2, ..., µd+1) et l’éventail de Newton Γ?(f).

Soient ω : SpecK[[s, t]]→ Ad+1
k un K-wedge tel que ω(0) = O, ω(g) ∈ T et v ∈ R2

>0. Le
vecteur suivant : νvω := (Ordv ω

?(x1),Ordv ω
?(x2), ...,Ordv ω

?(xd+1)) est appelé le v-vecteur
principal du K-wedge ω. On pose V P (ω) := {Ordv ω | v ∈ R2

>0} l’ensemble de v-vecteurs
principaux.

On note Sd Γ?(f) le d-squelette de l’éventail de Newton Γ?(f) et ∆0 l’intérieur du cône
standard ∆.

Proposition. Soit α un K-arc (resp. ω un K-wedge ) sur V tel que α(0) = O, α(g) ∈ T
(resp. ω(0) = O, ω(g) ∈ T ). Alors, le vecteur principal µ du K-arc α (resp. l’ensemble de
vecteurs principaux V P (ω) du K-wedge ω) appartient à (resp. est contenu dans) l’intersection
du d-squelette de l’éventail de Newton Γ?(f) avec l’intérieur du cône standard ∆, c’est-à-dire
µ ∈ (resp. V P (ω) ⊂)Sd Γ?(f)∩∆◦.

En utilisant la proposition précédente, on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition. Soit ω : SpecK[[s, t]] −→ V un K-wedge sur V tel que α0(0) = O, α0(g) ∈ T
et αg ∈ V s

∞, où α0 (resp. αg) est le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω. Alors, le
vecteur η := (Ordt ω

?(x1), ...,Ordt ω
?(xd+1)) appartient à l’intersection Sd Γ?(f)∩∆0.

Maintenant, on suppose de plus que l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de Ad+1
k

de dimension strictement plus grande que 0 et qu’il existe une G-subdivision régulière Γ?(f)G
de l’éventail de Newton Γ?(f).

Étant donné un K-arc α : SpecK[[t]] → V sur V tel que α(0) = O et α(g) ∈ V \{O}, il

existe un unique K-arc α̂ : SpecK[[t]]→ Ṽ sur Ṽ tel que π ◦ α̂ = α.
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INTRODUCTION 11

Proposition. Soient E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme

π : Ṽ → V et α un K-arc sur V tel que le K-arc α̂ est transverse à E et α̂(0) est le point
générique de E. Alors, le vecteur principal µ du K-arc α appartient au système générateur
minimal d’un semi-groupe τ ∩ Zd+1, où τ est un cône de Γ?(f).

Chapitres 4 et 5

Les théorèmes principaux démontrés dans ce manuscrit concernent la bijectivité de l’ap-
plication de Nash pour certains hypersurfaces de A3

k et A4
k. Dans le chapitre 4 (resp. chapitre

5), on traite les cas des hypersurfaces de A3
k (resp. A4

k).

Comme il a été dit précédemment, les preuves des théorèmes principaux de cette thèse
reposent sur une méthode centrale, qui est adaptée à chaque cas particulier.

Dans la suite, on esquisse la méthode de démonstration.

Pour chaque hypersurface considérée, on démontre que tous les K-wedges admissibles, où
K est une extension du corps k, se relèvent à une résolution de la singularité. Ce qui équivaut
à montrer que l’application de Nash associée à l’hypersurface en question est bijective.

Soit f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1], d ∈ {2, 3}, un des polynômes considérés dans les théorèmes
principaux des chapitres 4 et 5. Dans le cas d = 2, on pose x := x1, y := x2 et z := x3. On
classifie f de la façon suivante :

- on dit que f est un polynôme de type (i), si f(x, y, z) := zp + hq(x, y) = 0, où p ≥ 2,
q ≥ 2 sont deux entiers premiers entre eux et hq est un polynôme homogène de degré
q sans facteur multiple ;

- on dit que f est un polynôme de type (ii), si f(x, y, z) := x2 + y3 + z4 ou f(x, y, z) :=
x2 + y(y2 + z3) ou f(x, y, z) := x2 + z(y2 + zn−2) = 0, n ≥ 4 ;

- on dit que f est un polynôme de type (iii), si f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2)+kpq(x3, x4),
où p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux entiers et hq, (resp. kpq) est un polynôme homogène de degré
q (resp. pq) sans facteur multiple ;

- on dit que f est un polynôme de type (iv), f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4), où

q ≥ 3 est un entier et hq, kq sont deux polynômes homogènes de degré q sans facteur
multiple, de plus on suppose que x3 et x4 ne divisent pas kq(x3, x

2
4).

Soit V l’hypersurface de Ad+1
k , d ∈ {2, 3}, donnée par l’équation f = 0. On considère

l’éventail de Newton Γ?(f) associé à f. Dans tous les cas considérés, on démontre qu’il existe
une G-subdivision régulière Γ?(f)G de Γ?(f). On rappelle que tout éventail de dimension 3
admet une G-subdivision régulière. Pour les polynômes de type (iii) et (iv), on construit
explicitement une G-subdivision régulière de l’éventail Γ?(f).

On note π : X(Γ?(f)G)→ Ad+1
k le morphisme équivariant induit par la subdivision Γ?(f)G

du cône standard ∆ et Ṽ le transformé strict de V dans X(Γ?(f)). Par abus de notation, on

note π : Ṽ → V la restriction de π à Ṽ . Le morphisme π : Ṽ → V est une désingularisation
de V et la fibre exceptionnelle de π est un diviseur à croisements normaux ([Var76]). Dans
les Chapitres 4 et 5, on montre les résultats suivants :

- si f est un polynôme de type (i), alors π : Ṽ → V est la bonne résolution minimale et
π est la résolution minimale si et seulement si p 6≡ 1 mod q ;

- si f est un polynôme de type (ii), alors π : Ṽ → V est la résolution minimale de V ;
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12 INTRODUCTION

- si f est un polynôme de type (iii) (resp. (iv)), alors la fibre exceptionnelle est la réunion
de (p− 1)q + 1 (resp. 2) composantes irréductibles.

Si le polynôme f est de type (i) ou (ii), il n’est pas un difficile de reconnâıtre les diviseurs

essentiels dans la fibre exceptionnelle du morphisme π : Ṽ → V , car les diviseurs essentiels
sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale.

Si le polynôme f est de type (iii) ou (iv), il est nettement plus difficile de savoir quels

sont les diviseurs essentiels de la fibre exceptionnelle du morphisme π : Ṽ → V . Cependant,
on rappelle que si une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme

π : Ṽ → V n’est pas un diviseur essentiel, alors il existe un K-wedge ω tel que K est une
extension du corps k et tel que le centre (resp. arc générique) de ω est le point générique de

NE (resp. est un point qui appartient à V s
∞) qui ne se relève pas à Ṽ . Par conséquent, si on

démontre que tous les K-wedges qui satisfont cette propriété se relèvent à Ṽ , alors on aura
démontré que E est un diviseur essentiel qui appartient à l’image de l’application de Nash.

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme π : Ṽ → V
(si f est de type (i) ou (ii), on suppose que E est un diviseur essentiel sur V ). On considère
un K-wedge ω : SpecK[[s, t]]→ V tel que son centre est le point générique αE de NE et son
arc générique appartient à V s

∞ (si f est de type (i) ou (ii), alors ω est un K-wedge admissible
centré en NE) et les vecteurs suivants :

(µ1, η2, ..., µd+1) := (Ordt α
?
E(x1),Ordt α

?
E(x2), ...,Ordt α

?
E(xd+1)) ∈ Zd+1

>0 ;

(η1, η2, ..., ηd+1) := (Ordt ω
?(x1),Ordt ω

?(x2), ...,Ordt ω
?(xd+1)) ∈ Zd+1

>0 .

On peut donc écrire le comorphisme ω? de la façon suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t. Si f est de
type (i) ou (ii), on pose χ := ϕ1, ϕ := ϕ2, ψ := ϕ3, ηx := η1, µx := µ1, ηy := η2, µy := µ2,
ηz := η3 et µz := µ3.

Dans le Chapitre 3, on démontre que si les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, sont in-

versibles, alors le K-wedge ω se relève à Ṽ . Notre but est de montrer que dans tous les cas
qu’on considère les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, sont inversibles. Ce qui achève les
preuves des théorèmes principaux des chapitres 4 et 5.

On fixe un entier i tel que 1 ≤ i ≤ d+ 1. On rappelle que dans le chapitre 3, à l’aide des
entiers ηi et µi, on majore le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de la
série formelle ϕi, c’est-à-dire :

FI(ϕi) ≤ µi − ηi.
On rappelle (chapitre 3) que le vecteur (η1, η2, ..., ηd+1) (resp. (µ1, η2, ..., µd+1)) appartient
au d-squelette Sd Γ?(f) (resp. appartient à l’intersection du système générateur minimal d’un
semi-groupe τ ∩ Zd+1, où τ est un cône de Γ?(f), avec le d-squelette Sd Γ?(f)). En utilisant
ces résultats, on trouve de bonnes estimations des différences µi−ηi. Ainsi, pour chaque type
de polynôme f, on établit une liste de décompositions possibles en facteurs irréductibles des
séries ϕi.

Comme le K-wedge ω doit satisfaire l’équation f(x1, x2, ..., xd+1) = 0, on obtient la rela-
tion suivante :

f(tη1ϕ1, t
η2ϕ2, ..., t

ηd+1ϕd+1) = 0.
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INTRODUCTION 13

En raisonnant par l’absurde, on suppose que les séries ϕi ne sont pas simultanément
inversibles. En utilisant la relation ci-dessus et la liste de de décompositions possibles en
facteurs irréductibles des séries ϕi, on obtient une contradiction ; ce qui prouve que les séries
formelles ϕi sont simultanément inversibles.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats et notions de base sur l’espace de m-jet,
l’espace d’arcs, le problème des arcs de Nash et le problème de relèvement des wedges.

Notre but ici n’est pas de donner un exposé exhaustif de la théorie, mais plutôt de donner
un aperçu de celle-ci dans le cadre qui nous intéresse.

1.1. L’espace d’arcs et l’espace de m-jets

Dans cette section, nous emploierons les notations et la terminologie de [IK03] et de
[Ish07].

Soient k un corps algébriquement clos et V un schéma de type fini sur k.

Définition 1.1.1. Soient K une extension du corps k et m un entier positif. Un morphisme
SpecK[[t]]/(tm+1)→ V , (resp. SpecK[[t]]→ V ) est appelé (K,m)-jet (resp. K-arc) sur V .

Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la catégorie des ensembles. On considère
le foncteur contravariant suivant :

Fm : Sch/k −→ Ens, Y 7→ Hom(Y ×k Spec k[t]/(tm+1), V ).

Ce foncteur est représentable de façon canonique par un schéma Vm de type fini sur k,
c’est-à-dire :

Hom(Y ×k Spec k[t]/(tm+1), V ) ∼= Hom(Y, Vm),

où Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma Vm est appelé l’espace de m-jets sur V .
L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(tm+1) → k[t]/(tm) induit un morphisme

affine pm : Vm → Vm−1. Les morphismes pm n : Vm → Vn, où n < m et pm n := pn+1 ◦ · · ·◦pm,
forment un système projectif. Comme les morphismes pm : Vm → Vm−1 sont affines (voir
[Ish07] ou [EM09]), la limite projective existe. On note V∞ cette limite projective, c’est-à-
dire V∞ := lim

←m
Vm. La limite projective V∞ est un schéma qui n’est pas en général de type

fini sur k. Le schéma V∞ est appelé l’espace d’arcs sur V .
Soit p∞ n : V∞ → Vn, n ≥ 0, le morphisme induit par le système projectif pm n : Vm → Vn,

n < m. Si n = 0, on pose p∞ := p∞ 0 ou pV∞ := p∞ 0 si on a besoin de faire référence au
schéma V .

L’espace d’arcs V∞ a la propriété fonctorielle suivante :

Théorème 1.1.2 ([IK03]). Soit V un schéma de type fini sur k. Alors, le foncteur Y →
Hom(Y ×̂k Spec k[[t]], V ), où Y est un schéma quelconque sur k et Y ×̂k Spec k[[t]] est le com-
plété formel du schéma Y ×k Spec k[[t]] le long du sous-schéma Y ×k Spec k, est représentable
par le schéma V∞.

D’après la propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞ (resp. de l’espace de m-jet Vm,
m ≥ 1), les K-points de V∞ (resp. de Vm) sont en correspondance bijective avec les K-arcs
(resp. (K,m)-jets) sur V . Par abus de notation, pour α ∈ V∞ (resp. α ∈ Vm) on note α son
kα-arc (resp. (kα,m)-jet ) correspondant, où kα est le corps résiduel du point α dans V∞

15
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16 1. PRÉLIMINAIRES

(resp. Vm). En particulier, le morphisme p∞ : V∞ → V est la projection α 7→ α(0), où 0 est
le point fermé de Spec kα[[t]].

La géométrie des espaces de m-jets Vm, m ≥ 1, et de l’espace d’arcs V∞ sur V a une
relation étroite avec celle du schéma V . Dans la suite on énonce quelques résultats sur cette
relation.

On rappelle que V est un schéma de type fini sur k. Si de plus, V est un schéma séparé,
irréductible et réduit, nous disons que V est une variété algébrique sur k.

La preuve du théorème suivant se trouve dans [[Kol73], Chap I.V, Prop. 10]. Une autre
démonstration de ce théorème se trouve dans [IK03].

Théorème 1.1.3. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et V une
variété algébrique sur k. Alors, l’espace d’arcs V∞ est irréductible.

Étant donnée une variété algébrique V sur k, on note Sing V le lieu singulier de V .

Remarque 1.1.4. Soient k est un corps de caractéristique p > 0 et V une variété algébrique
sur k. L’espace d’arcs V∞ n’est pas nécessairement irréductible. Par exemple, l’hypersurface
V donnée par l’équation xp + ypz = 0 a une composante irréductible de (Sing V )∞ qui n’est
pas dans l’adhérence de V∞\(Sing V )∞ dans V∞.

Dans le cas de variétés toriques, le Théorème 1.1.3 est valable pour un corps base de
caractéristique quelconque. Dans la suite, on donne la définition de variétés toriques, pour
avoir plus de détails, voir le chapitre 2. Étant donné un entier n ≥ 1 et un tore algébrique T ∼=
(k?)n, une variété torique V de dimension n est une variété algébrique contenant T comme
ouvert de Zariski dense et munie d’une action de T , T × V → V , prolongeant T × T → T .

Proposition 1.1.5 ([Ish04]). Si V est une variété torique sur un corps k algébriquement
clos de caractéristique quelconque, alors V∞ est irréductible.

En général, étant donnée une variété algébrique V , les espaces de m-jets Vm, m ≥ 1,
ne sont ni irréductibles ni réduits. Mais la proposition suivante montre qu’ils sont presque
réduits.

Proposition 1.1.6 ([Mus01]). Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle et V est une variété sur k qui est localement intersection complète. On fixe un entier
m ≥ 1. Alors, si l’espace de m-jet Vm est irréductible, alors Vm est réduit.

Le résultat suivant était une conjecture de D. Einsenbud et E. Frenkel qui a été démontré
par M. Mustaţă dans [Mus01].

D’abord, définissons la notion de désingularisation de variétés algébriques et la de singu-
larité rationnelle.

Définition 1.1.7. Soit V une variété algébrique normale sur k. Un morphisme π : X → V
est appelé désingularisation de V , si X est une variété lisse et π est un morphisme propre
et birationnel tel que la restriction π |X\π−1(Sing V ): X\π−1(Sing V ) → V \ Sing V est un
isomorphisme, où Sing V est le lieu singulier de V .

Soient V une variété algébrique normale sur k, où k est un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle, et π : X → V une désingularisation de V tel que la fibre exceptionnelle
π−1(Sing V ) est un diviseur à croisements normaux. En vertu du théorème de résolution des
singularités d’Hironaka, la désingularisation π existe.
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1.2. LE PROBLÈME DES ARCS DE NASH 17

Soit i est un entier positif. On définit le i-ième faisceau image directe Ri π?OX de la façon
suivante : étant donné un ouvert U ⊂ V , on pose

Γ(U,Ri π?OX) := Hi(π−1(U),OX |π−1(U)).

Définition 1.1.8. On dit que la variété V a des singularités rationnelles si V est une variété
singulière normale tel que Ri π?OX = 0, pour tout i > 0.

Théorème 1.1.9 ([Mus01]). Soient k un corps algébriquement clos caractéristique nulle
et V est une variété singulière sur k qui est localement intersection complète. Alors Vm est
irréductible pour tout m ≥ 1 si et seulement si V n’a que des singularités rationnelles.

1.2. Le problème des arcs de Nash

D’abord, on définit les diviseurs essentiels et les composantes de Nash. Ensuite, on énonce
le théorème des arcs de Nash.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et V une variété
normale sur k.

Dans toute la section, on suppose qu’il existe une désingularisation divisorielle de V .
Autrement dit, on suppose qu’il existe une désingularisation de V , notée π : X → V , telle
que toutes les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle π−1(Sing V ) sont de codi-
mension 1 dans X. Dans plusieurs cas l’existence du morphisme π a été prouvé, par exemple :

- si la caractéristique de k est nulle (théorème de résolution des singularités d’Hironaka) ;
- si V est un variété torique (voir le Théorème 2.1.11) ;
- si la dimension de V est inférieure ou égale à 2 ou si la dimension de V est égale à 3 et

caractéristique de k est supérieure ou égale à 7.

Si π′ : X ′ → V est une autre désingularisation de V , alors (π′)−1 ◦ π : X 99K X ′ est une
application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π.
Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (en fait, X est une variété
lisse), il existe un ouvert E0 de E sur lequel l’application birationnelle (π′)−1◦π est bien définie.

En utilisant la notation du paragraphe ci-dessus, on a la définition suivante :

Définition 1.2.1. Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingulari-
sation π′ : X ′ → V de V l’adhérence de (π′)−1◦π(E0) dans X ′ est une composante irréductible
de la fibre exceptionnelle du morphisme π′. On note Ess(V ) l’ensemble de diviseurs essentiels
sur V .

Remarque 1.2.2. Si V est une surface algébrique normale sur k, les diviseurs essentiels sur
V sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale de V .

Maintenant, on définit les composantes de Nash. Mais, d’abord on introduit les notations
suivantes :

On rappelle que le morphisme p∞ : V∞ → V est la projection canonique α 7→ α(0), où 0
est le point fermé de Spec kα[[t]].

On pose V s
∞ := p−1

∞ (Sing V ). Le fermé V s
∞, muni de la structure réduite, est un sous-

schéma fermé de V∞. On peut décomposer le schéma V s
∞ en ses composantes irréductibles :
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18 1. PRÉLIMINAIRES

V s
∞ = (∪i∈ICi) ∪ (∪j∈JC ′j),

où le point générique αi (resp. α′j) de Ci (resp. C ′j) n’appartient pas (resp. appartient) à

(Sing V )∞ pour tout i ∈ I (resp. j ∈ J).

Définition 1.2.3. Une composante irréductible Ci, i ∈ I, de V s
∞ (les Ci sont les composantes

irréductibles de V s
∞ telles que leurs points génériques n’appartient pas à (Sing V )∞) est ap-

pelée composante de Nash de V . On note CN (V ) l’ensemble des composantes Nash de V .

La preuve de la proposition suivante se trouve dans [Nas95], une autre preuve se trouve
dans [IK03].

Proposition 1.2.4. Si k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, alors
toutes les composantes irréductibles de V s

∞ sont des composantes de Nash de V .

La preuve de la Proposition 1.2.4 qui se trouve dans [IK03] repose sur la construction,
pour chaque point (kα-arc) α ∈ V s

∞, d’un point (kβα-arc) βα ∈ V s
∞\(Sing V )∞ tel que α appar-

tient à l’adhérence {βα} d’ensemble {βα} dans V∞. En particulier, cette construction montre
que l’espace d’arcs V∞ est irréductible (voir le Théorème 1.1.3). En effet, étant donnée une
désingularisation π : X → V , il existe un morphisme (voir la Définition 1.2.7) π∞ : X∞ → V∞
induit par la désingularisation. Comme tous les arcs qui appartiennent à V∞\(Sing V )∞ se
relèvent à X, on a V∞\(Sing V )∞ ⊂ π∞(X∞). Ceci implique que V∞ est irréductible, car X∞
l’est et V∞\(Sing V )∞ est dense dans V∞.

Si la caractéristique du corps k est strictement positive, la Proposition 1.2.4 n’est pas
nécessairement valable, par exemple voir la remarque 1.1.4.

Étant donnée une composante C ∈ CN (V ), on note αC le point générique de C. Comme
le morphisme π est propre et birationnel et αC 6∈ (Sing V )∞, αC se relève à X, c’est-à-dire
il existe un kαC -arc α̂C sur X tel que π ◦ α̂C = αC . En particulier, comme π est propre et
birationnel, ce kαC -arc sur X est unique.

Le théorème suivant est connu sous le nom de théorème des arcs de Nash et il est du à
John Nash [Nas95].

Théorème 1.2.5. Soit V une variété algébrique normale sur le corps k, on suppose qu’il
existe une désingularisation divisorielle, π : X → V , de V . Alors, l’application suivante est
bien définie et injective :

NV : CN (V )→ Ess(V ), C 7→ {α̂C(0)},
où le kαC -arc αC est le point générique de C ∈ CN (V ), le kαC -arc α̂C est le relèvement à X

du kαC -arc αC et {α̂C(0)} l’adhérence dans X du point α̂C(0).

Remarque 1.2.6. L’application NV est appelée l’application de Nash associée à V .

Le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité de l’application de Nash NV .

Comme nous avons dit dans l’introduction, dans plusieurs cas la surjectivité de cette appli-
cation a été prouvée. Par exemple pour les singularités de type An ([Nas95]), les singularités
de type Dn ([Plé08]), les surfaces sandwichs ([LJRL99]), les variétés toriques ([IK03]), les
hypersurfaces quasi-ordinaires ([GP07]), les variétés toriques stables ([Pet09]), et d’autres
cas qu’on peut trouver dans les articles suivants ([Ish05], [Ish06], [GP07], [GSLJ97],
[LA11b], [LJ80], [Mor08], [PPP06], [PPP08], [Reg95]).

Or, S. Ishii et J. Kollar dans l’article [IK03] montrent que l’hypersurface de A5
k, donnée

par l’équation suivante :
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1.2. LE PROBLÈME DES ARCS DE NASH 19

x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 + x6
5 = 0,

où k est un corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2 et 3, a deux diviseurs
essentiels et une composante de Nash. En particulier, l’application de Nash associée à cette
hypersurface n’est pas surjective.

Étant donnée une variété algébrique V trouver l’image de l’application de Nash est un
problème difficile qui n’est pas résolu en général.

Dans la suite, on associe à chaque diviseur essentiel E sur une variété V un ensemble
fermé NE de l’espace de arcs V∞ tel que, si l’application de Nash est bijective, alors le fermé
NE est une composante de Nash et NV (NE) = E. Autrement dit, on définit une applica-
tion qui satisfait des conditions nécessaires pour être l’inverse de l’application de Nash. Pour
définir l’ensemble NE, il faut faire quelques remarques sur la démonstration du théorème 1.2.5.

D’abord, on fixe les notations. Soit Z un schéma de type fini sur k et on pose

FZ(Y ) : Hom(Y ×̂k Spec k[[t]], Z)→ Hom(Y,Z∞),

où Y est un schéma quelconque sur k, Y ×̂k Spec k[[t]] est le complété formel du schéma
Y ×k Spec k[[t]] le long du sous-schéma Y ×k Spec k et FZ est l’isomorphisme de foncteurs
établit dans le Théorème 1.1.2.

Définition 1.2.7. Soient Z, Z ′ deux schémas de type fini sur k et ψ : Z ′ → Z un morphisme
de schémas. Le morphisme d’espaces d’arcs associé à ψ, noté ψ∞, est le morphisme suivant :

ψ∞ := FZ(Z ′∞) ◦ ψ ◦ FZ′(Z
′
∞)−1(i∞),

où i∞ : Z ′∞ → Z ′∞ est le morphisme identité.

Étant donné un schéma sur Z de type fini sur k, on rappelle que pZ∞ : Z∞ → Z est
la projection canonique α → α(0), où 0 est le point fermé de Spec kα[[t]]. En utilisant la
propriété fonctorielle des espaces d’arcs, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.2.8. Soient Z, Z ′ deux schémas de type fini sur k et ψ : Z ′ → Z un mor-
phisme de schémas. Alors, on a le diagramme commutatif suivant :

Z ′∞

pZ
′
∞

��

ψ∞ // Z∞

pZ∞

��
Z

ψ // Z

,

c’est-à-dire pZ∞ ◦ψ∞ = ψ ◦ pZ
′
∞ .

Maintenant, On fait quelques remarques sur la démonstration du Théorème 1.2.5. On
reprends les notations de ce théorème.

Soit V une variété algébrique normale sur le corps k, on suppose qu’il existe une désin-
gularisation divisorielle, π : X → V , de V .

On pose Xπ
∞ := (pX∞)−1(π−1(Sing V )), on remarque que Xπ

∞ est un fermé de X∞. Par
restriction du morphisme π∞ : X∞ → V∞ à Xπ

∞, on obtient le morphisme de schémas (avec
la structure réduite) suivant :

π∞ : Xπ
∞ → V s

∞,

On note Exc(π) l’ensemble des composantes irréductibles de π−1(Sing V ). Pour E ∈
Exc(π), on pose ME := (pX∞)−1(E) et NE := π∞(ME), c’est-à-dire NE est l’adhérence de
π∞(ME) dans V∞.
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20 1. PRÉLIMINAIRES

Comme X est une variété lisse, le fermé ME est une composante irréductible de Xπ
∞ (voir

[Nob91]). Par conséquent, on a la décomposition en composantes irréductibles suivante :

Xπ
∞ =

⋃
E∈Exc(π)

ME.

.
Soient C une composante de Nash de V (C ∈ CN (V )) et αC le point générique de C.

Comme αC 6∈ (Sing V )∞ et le morphisme π est un morphisme propre et birationnel, il existe
un unique kαC -arc α̂C sur X tel que π ◦ α̂C = αC .

Un point clé de la démonstration du Théorème 1.2.5 est le suivant :

?) le kαC -arc α̂C est le point générique d’une composante irréductible de Xπ
∞, de plus

π∞(α̂C) = αC .

Par conséquent, le point α̂C(0) est le point générique d’une composante irréductible de
la fibre exceptionnelle π−1(Sing V ). Soit E le diviseur appartenant à Exc(π) tel que α̂C est le
point générique de ME . Alors, E est un diviseur essentiel sur V . En effet, si E n’est pas un
diviseur essentiel sur V , il existe une désingularisation divisorielle π′ : X ′ → V , où l’image
du point générique α̂C(0) de E par l’application birationnel (π′)−1 ◦ π : X 99K X n’est pas le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle (π′)−1(Sing V ). Ce
qui rentre en contradiction avec le point ?).

Soit N la réunion de toutes les composantes de Nash de V et on rappelle que NE :=
π∞(ME), E ∈ Exc(π). Par conséquent, on a :

N :=
⋃

E∈Ess(V )

NE.

En particulière, l’ensemble fermé NE est irréductible, pour tout E ∈ Ess(V ), et ne dépend
pas de la désingularisation π.

En général, le morphisme π∞ : X∞ → V∞ n’est pas fermé. Par conséquent, on ne peut
pas affirmer que la réunion ci-dessus est la décomposition en composantes irréductibles de N .

Remarque 1.2.9. Un diviseur essentiel E ∈ Ess(V ) appartient à l’image de l’application de
Nash NV si et seulement si pour tout diviseur essentiel E′ différent de E l’ensemble NE n’est
pas contenu dans l’ensemble NE′ , c’est-à-dire E ∈ NV (CN (V )) si et seulement si pour tout
E′ ∈ Ess(V )\{E} on a NE * NE′ .

Pour conclure cette section, on énonce une proposition qui établit une relation entre les
arcs qui sont transverses à un diviseur essentiel E sur V et le fermé irréductible NE défini
ci-dessus.

Définition 1.2.10. Soit Y une variété lisse sur k et Z une hypersurface de Y . On dit qu’un
K-arc α sur Y est transverse à Z s’il existe une équation local f de Z tel que Ordt f ◦α = 1,
où K est une extension du corps k.

On rappelle que V est une variété algébrique normale sur le corps k et que π : X → V
est une désingularisation divisorielle de V . Étant fixé un diviseur essentiel E sur la variété
normale V , on définit l’ensemble suivant :

N0
E(X) := {α ∈ N\(Sing V )∞ | α̂ est transverse à E et α̂(0) /∈ E′ ∀ E′ ∈ Ess(V )\{E}},
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1.3. LE PROBLÈME DE RELÈVEMENT DES WEDGES 21

c’est-à-dire N0
E(X) est l’ensemble des kα-arcs α qui ne sont pas concentrés en Sing V tels que

le relèvement α̂ de α à X est transverse à E et le point α̂(0) n’appartient à aucun diviseur
E′ ∈ Ess(V )\{E}.

Proposition 1.2.11. [Reg06] Pour tout E ∈ Ess(V ), l’ensemble N0
E(X) est un ouvert de

NE.

1.3. Le problème de relèvement des wedges

Soient V une variété algébrique sur un corps k de caractéristique quelconque et K une
extension du corps k. Comme dans la section précédente, on suppose qu’il existe une désin-
gularisation divisorielle π : X −→ V de la variété V .

Définition 1.3.1. Un morphisme ω : SpecK[[s, t]] −→ V est appelé K-wedge sur V . On
note 0 l’unique point fermé de SpecK[[s, t]].

D’après la propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞ (voir le Théorème 1.1.2), les K-
wedges sont en correspondance bijective avec les K[[s]]-points de V∞.

Définition 1.3.2. Étant donné un K-wedge ω : SpecK[[s, t]] −→ V , on considère son K-
arc SpecK[[s]] → V∞ correspondant. L’image du point fermé (resp. du point générique) de
SpecK[[s]] dans V∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω.

Soit N la réunion des composantes de Nash (voir la Définition 1.2.3). On rappelle que

N =
⋃

E∈Ess(V )

NE.

On rappelle que Ess(V ) est l’ensemble de diviseurs essentiels sur V et que NE est le fermé
irréductible obtenu par l’adhérence dans V∞ de l’ensemble suivant :

{α ∈ N\(Sing V )∞ | π ◦ α̂ = α, α̂(0) ∈ E}.
où (Sing V )∞ est le sous-ensemble fermé de V∞ des arcs qui sont concentrés en Sing V . On
note αE le point générique de NE.

Définition 1.3.3. Soit E un diviseur essentiel sur V . Un K-wedge ω est appelé K-wedge
admissible centré en NE si le centre (resp. l’arc générique) de ω est le point générique de NE

(resp. appartient à V s
∞ := p−1

∞ (Sing V )).

Remarque 1.3.4. Soit ω un K-wedge admissible centré en NE. Alors, le corps K est forcé-
ment une extension du corps résiduel kαE du point αE.

Le K-wedge ω peut être interprété comme une déformation à un paramètre des coefficients
du comorphisme α?E de l’arc αE .

M. Lejeune-Jalabert dans [LJ80] a proposé le problème suivant, pour les surfaces com-
plexes, dans le but d’étudier le problème de Nash. A. Reguera dans [Reg06] l’a généralisé
aux variétés algébriques en toute dimension, et a caractérisé l’image de l’application de Nash
en termes de ce problème.

Soient E ∈ Ess(V ) un diviseur essentiel et ω : SpecK[[s, t]] −→ V un wedge admissible
centré en NE, où K est une extension du corps kαE . On se pose la question suivante :

Est-ce qu’on peut relever ω à X ? Autrement dit, est-ce qu’il existe un K-wedge ω̂ tel que
π ◦ ω̂ = ω ?

Ce problème est appelé le problème de relèvement des wedges.
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22 1. PRÉLIMINAIRES

La propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞ (voir le Théorème 1.1.2) nous permet de
lier la géométrie de l’espace d’arcs V∞ avec celle de la variété V . Comprendre cette relation
ce n’est pas un problème simple. On revient au problème de Nash ; en vertu de la Remarque
1.2.9, un diviseur essentiel E sur V appartient à l’image de l’application de Nash NV si et
seulement si pour tout E′ ∈ Ess(V )\{E} on a NE * NE′ . La caractérisation de l’image de
l’application de Nash en termes du problème de relèvement des wedges est la traduction de
cette équivalence. Pour obtenir cette traduction, le résultat clé est la version du lemme de la
sélection de courbes pour l’espace d’arcs V∞ (voir le Lemme 1.3.6). Dans le cas où un diviseur
essentiel n’appartient pas à l’image de l’application de Nash, ce lemme nous permet de con-
struire un K-wedge admissible qui ne se relève pas à aucune résolution, ce qu’on montrera
par la suite.

Dans la suite, on explique avec plus de détails et de façon plus formelle le paragraphe
ci-dessus.

Définition 1.3.5. Soit H un sous-ensemble irréductible de V∞. L’ensemble H est appelé
génériquement stable s’il existe un ouvert affine W de V∞ tel que H ∩ W est un fermé
irréductible non vide de W et l’idéal de définition de H ∩W est le radical d’un idéal finiment
engendré.

Le résultat suivant est appelé le lemme de la sélection de courbes pour l’espace d’arcs .

Lemme 1.3.6 ([Reg06]). Soit H, H ′ deux sous-ensembles irréductibles de l’espace d’arcs
V∞. On suppose que H ( H ′ et que H est un ensemble génériquement stable. On note z le
point générique de H et kz le corps résiduel du point z. Alors, il existe un morphisme

β : SpecK[[s]]→ H ′,

tel que l’image du point fermé (resp. générique) de SpecK[[s]] est le point z (resp. appartient
à H ′\H), où K est une extension algébrique finie du corps kz.

Proposition 1.3.7 ([Reg06]). Pour tout diviseur essentiel E ∈ Ess(V ), l’ensemble fermé
NE est génériquement stable.

Remarque 1.3.8. Le Théorème 3.9 de [dFEI08] montre que si E est une composante ir-
réductible et lisse de la fibre exceptionnelle de π : X → V , alors il existe un ouvert W de
V∞ tel que NE ∩W est un ouvert d’un cylindre C (c’est-à-dire il existe un entier m > 0 et
un ensemble constructible A de Vm tel que C = p−1

∞ m(A)). En particulier l’ensemble NE est
génériquement stable.

La proposition suivante caractérise l’image de l’application de Nash en termes des wedges
admissibles. Plus précisément :

Théorème 1.3.9 ([Reg06]). Soit V une variété algébrique sur k telle qu’il existe une
désingularisation divisorielle de V . On considère un diviseur essentiel E sur V . Alors, E
appartient à l’image de l’application de Nash NV si et seulement si pour tout K-wedge
ω : SpecK[[s, t]] −→ V admissible centré en NE, il existe une désingularisation π′ : X ′ −→ V
tel que ω se relève à X ′, où K est une extension quelconque du corps résiduel kαE.

On donne une idée de la preuve du Théorème 1.3.9. On considère une désingularisation
divisorielle π : X → V . Étant donné un diviseur essentiel E ∈ Ess(V ), on rappelle que

ME = (pX∞)−1(E) et que NE = π∞(ME), où pX∞ : X∞ → X est la projection canonique
α→ α(0) et π∞ : X∞ → V∞ est le morphisme d’espaces d’arcs associé à π (voir la Définition
1.2.7). Par restriction du morphisme π∞, on peut définir le morphisme suivant :
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1.3. LE PROBLÈME DE RELÈVEMENT DES WEDGES 23

π∞ : M :=
⋃

E∈Ess(V )

ME → N :=
⋃

E∈Ess(V )

ME.

Soit αE le point générique de NE. Comme le morphisme π : X → V est propre et
birationnel il existe un unique kαE-arc α̂E sur X tel que π ◦ α̂E = αE . On remarque que si
z est le point générique de ME, alors on a π∞(z) = αE. En utilisant la propriété fonctorielle
des espaces d’arcs (voir le Théorème 1.1.2) et la propreté de π, on obtient que z = α̂E (voir
le point ?) de la section précédente). En particulier, z est un kαE-arc sur X∞.

Si on a NE 6⊂ NE′ pour tout E′ ∈ Ess(V )\{E}, alors pour tout K-wedge admissible
ω centré en NE l’arc générique αg du K-wedge ω est le centre αE du wedge, c’est-à-dire
αg = αE. En effet, si on considère un K-wedge admissible ω centré en NE son K-arc β sur
V∞ correspondant est l’arc constant β(SpecK[[s]]) = αE , car αE est le point générique de
NE et NE 6⊂ NE′ pour tout E′ ∈ Ess(V )\{E}. En particulier, tout K-wedge admissible ω
centré en NE se relève à X.

S’il existe un diviseur essentiel E′ ∈ Ess(V )\{E} tel que NE ⊂ NE′ , alors d’après le lemme
de sélection de courbes (voir le Lemme 1.3.6) il existe un K-arc sur V∞, β : SpecK[[s]] −→
NE′ , tel que l’image du point fermé de SpecK[[s]] (resp. point générique) est le point générique
de NE (resp. appartient à NE′\NE) et K est une extension algébrique finie du corps résiduel
kαE du point générique αE de NE. En utilisant la propriété fonctorielle d’espace d’arcs, le
K-arc β sur V∞ correspond à un K-wedge ω admissible centré en NE. Si ω se relève à X,

alors le K-arc β se relève à X∞. On suppose que β̂ est le relèvement de β à X∞ (c’est-à-dire

π∞ ◦ β̂ = β). Mais β̂(0) = α̂E et β̂(g) ∈ME′\ME, où g (resp. 0) est le point générique (resp.
le point fermé) de SpecK[[s]]. Ceci est une contradiction, car SpecK[[s]] est irréductible et
ME′ ∪ME ne l’est pas.

La proposition suivante est obtenue en utilisant le même type d’idées que dans preuve du
Théorème 1.3.9. On remarque que si E ∈ Exc(π) n’est pas un diviseur essentiel sur V , alors
il existe un diviseur essentiel E′ tel que NE ( NE′ .

Proposition 1.3.10. Soient π : X → V une désingularisation divisorielle et E une com-
posante irréductible et lisse de la fibre exceptionnelle de π. Si le diviseur E n’est pas un
diviseur essentiel sur V , alors il existe une extension K du corps de base k et un K-wedge
ω : SpecK[[s, t]] → V tel que le centre (resp. l’arc générique) de ω est le point générique de

NE (resp. est un point de Ṽ s
∞) qui ne se relève pas à X.te
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CHAPITRE 2

Rappels et notations

2.1. Variétés toriques

Dans cette section, on fait quelques rappels sur la théorie des variétés toriques. Les dé-
monstrations des résultats énoncés se trouvent dans [KKMS73].

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et k? son groupe
multiplicatif. Un tore algébrique T de dimension d est une variété algébrique affine isomorphe
à (k?)d. La structure de groupe multiplicatif produit de (k?)d induit une structure de groupe
sur T .

Définition 2.1.1. Étant donné un tore algébrique T sur k, une variété torique V est une
variété algébrique contenant T , comme ouvert de Zariski dense, et munie d’une action de T ,
T × V → V , prolongeant T × T → T

Remarque 2.1.2. Toutes les variétés toriques que nous considérons dans la suite sont nor-
males.

Les variétés toriques ont une relation étroite avec la géométrie convexe élémentaire.
L’opération du tore donne lieu à une décomposition finie d’une telle variété en orbites, toutes
isomorphes à des tores, et fournit une correspondance biunivoque entre les orbites et les cônes
d’un éventail rationnel dans un espace vectoriel réel. Réciproquement, à partir de cet éventail,
objet de géométrie convexe combinatoire, il est possible de reconstruire la variété torique, ce
qui en donne une description très explicite. Dans la suite on donne quelques détails de cette
description.

Soient d ≥ 1 un entier, N un Z-module libre de rang d, c’est-à-dire un réseau isomorphe
à Zd, et M = HomZ(N,Z) le dual de N. Les R-espaces vectoriels M⊗ZR et N⊗ZR sont notés
respectivement MR et NR. On pose 〈 , 〉 : MR×NR → R la forme bilinéaire canonique. On
remarque que T := HomZ(M,k?) = N⊗Zk? est un tore algébrique sur k de dimension d.

Le réseau M s’identifie aux caractères de T en faisant correspondre à m ∈ M le caractère
χm : T → k?;ϕ 7→ ϕ(m). L’algèbre des sections globales Γ(T,OT ) du faisceau structural OT
de T est canoniquement isomorphe à k[M] := ⊕m∈Mkχm l’algèbre du groupe M sur le corps
k. Le réseau N s’identifie aux sous-groupes à un paramètre de T en faisant correspondre à
n ∈ N, λn : k? → T défini par : λn(t)(m) = t〈m,n〉, t ∈ k?, m ∈ M.

Un cône convexe polyédral ou plus simplement cône est tout ensemble σ de NR (resp.
MR) tel qu’il existe un entier s et des points vi, 1 ≤ i ≤ s de NR (resp. MR) tels que σ
soit l’ensemble 〈v1, ..., vs〉 des combinaisons linéaires à coefficients réels non négatifs des vi,
1 ≤ i ≤ s. Le cône σ est fortement convexe s’il admet 0 pour sommet. Son intérieur σ0 est,
par définition, l’ensemble des éléments de σ qui n’appartient à aucune de ses faces strictes.
Sa dimension est celle du sous-espace vectoriel de NR (resp. MR) qu’il engendre.

On dit que v est un vecteur primitif du réseau N (resp. M) si v engendre le Z-module
Rv∩N (resp. Rv∩M). Les vecteurs primitifs des faces de dimension 1 d’un cône sont appelés

25
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26 2. RAPPELS ET NOTATIONS

les vecteurs extrémaux du cône. Si σ est un cône fortement convexe tel que σ 6= {0}, alors il
est engendré par ses vecteurs extrémaux.

On appelle cône simplicial (resp. régulier ) tout cône fortement convexe dont les vecteurs
extrémaux sont R-linéairement indépendants (resp. sont une partie d’une base du réseau).

Un cône σ de NR détermine un cône σ∨ (resp. un sous-espace vectoriel σ⊥) de MR en
posant σ∨(resp. σ⊥) = {m ∈MR | m|σ ≥ 0 (resp. = 0)}. La correspondance σ → σ∨ établit
une bijection des cônes de NR dans ceux de MR puisque σ = {n ∈ NR | n|σ∨ ≥ 0}.

Soit k[σ∨ ∩M] la k-algèbre du semigroupe σ∨ ∩M. En vertu du Lemme de Gordan, la
k-algèbre k[σ∨∩M] est de type fini. On pose Uσ = Spec k[σ∨∩M]. Le plongement canonique
k[σ∨ ∩M] ↪→ k[M] montre que Uσ est une variété torique affine normale sur k.

Le résultat suivant donne la description des variétés toriques affines.

Théorème 2.1.3. Soit N un réseau de rang fini et T le tore N⊗Zk?. La correspondance
σ → Uσ est une bijection entre l’ensemble de cônes fortement convexes de NR et celui des
variétés toriques affines et normales qui contiennent le tore T comme un ouvert dense, et
munis d’une action de T qui prolonge l’action de T sur lui même.

Proposition 2.1.4. La variété torique Uσ est non singulière si et seulement si le cône σ est
régulier. De plus, on a Uσ ∼= kk × (k?)d−k, où k est la dimension du cône σ.

Maintenant, on donne la description des variétés toriques générales

Définition 2.1.5. Un éventail Σ est un ensemble fini de cônes fortement convexes dans NR
tel que :

- toute face d’un cône de Σ est dans Σ ;
- l’intersection de deux cônes de Σ est une face de chacun de ces deux cônes.

Étant donné un éventail Σ, on définit une variété torique X(Σ) en recollant les variétés
affines Uσ, quand σ parcourt Σ le long des ouverts définis par les faces communes, c’est-à-dire
si σ1 et σ2 appartiennent à Σ, on a Uσ1 ∩ Uσ2 = Uσ1∩σ2 .

Théorème 2.1.6. Soit N un réseau de rang d et Σ un éventail dans NR. Alors X(Σ) est une
variété torique de dimension d. De plus, toute variété torique est obtenue comme la variété
torique normale associée à un éventail.

Un résultat important de la théorie de variétés toriques est la correspondance entre les
orbites et les cônes. On rappelle que λn(t)(m) = t〈m,n〉, où n ∈ N, t ∈ k? et m ∈ M, est un
sous-groupe à un paramètre de T .

Théorème 2.1.7. Soit Σ un éventail dans NR.
i) Soit n ∈ N, σ ∈ Σ. Alors, le point n appartient à σ si et seulement si λn(0) := lim

t→0
λn(t)

existe dans Uσ.
ii) Si n, n′ ∈ N, alors λn(0) = λn′(0) ∈ Uσ si et seulement si n et n′ appartiennent à

l’intérieur relatif d’une même face τ de σ.
iii) Chaque T -orbite de X(Σ) contient un unique point λn(0).
iv) La correspondance qui à chaque cône σ ∈ Σ associe l’orbite Oσ de λn(0), où n est un

point quelconque de σ0 ∩N, est une bijection de Σ sur l’ensemble des orbites de X(Σ).
De plus, on a dimOσ = codimσ.

v) Pour σ ∈ Σ, l’ouvert Uσ est la réunion disjointe des orbites Oτ , τ face de σ.
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2.1. VARIÉTÉS TORIQUES 27

Les morphismes équivariants entre variétés toriques, c’est-à-dire compatibles avec les ac-
tions des tores, sont décrits par l’énoncé suivant. Le support d’un éventail Σ est l’ensemble

| Σ |:=
⋃
σ∈Σ

σ.

Théorème 2.1.8. Soient Σ, Σ′ deux éventails dans NR et T = N⊗Zk? le tore qui est ouvert
dense de X(Σ) et de X(Σ′).

i) Il existe un morphisme f : X(Σ′) → X(Σ) qui laisse fixe T si et seulement si pour
chaque σ′ ∈ Σ′ il existe σ ∈ Σ tel que σ′ ⊂ σ. Un tel morphisme est unique, birationnel
et équivariant.

ii) On suppose qu’il existe un morphisme f : X(Σ′)→ X(Σ) qui laisse fixe T . Alors, Le
morphisme f est propre si et seulement si on a | Σ′ |=| Σ |, c’est-à-dire si et seulement
si Σ′ est une subdivision de Σ.

iii) Si Σ′ est une subdivision d’éventail Σ, alors la fibre exceptionnelle du morphisme f
de i) (le lieu des points de X(Σ′) où f n’est pas localement un isomorphisme) est la
réunion des orbites Oσ′, σ

′ ∈ Σ′\Σ.

Soit v un élément de N appartenant à l’intérieur d’un cône simplicial σ, on appelle éclate-
ment élémentaire de Uσ de centre v le morphisme équivariant défini par la subdivision mini-
male de σ qui contient l’arête portant v (subdivision élémentaire centrée en v).

Example 2.1.9. Soient N := Z3, {e1, e2, e3} la base standard de N, ∆ := 〈e1, e2, e3〉 et Σ
l’éventail induit par la subdivision élémentaire centrée en e0 := e1 + e2 + e3 du cône ∆. On
remarque que U∆ = k3. Alors, le morphisme équivariant f : X(Σ)→ U∆ est l’éclatement de
k3 de centre l’orbite de dimension 0 de k3.

Le théorème suivant est la version torique du lemme de Chow (voir [Sum74]).

Théorème 2.1.10. Soit X(Σ) la variété torique associée à un éventail Σ dans NR. Alors, il
existe une subdivision Σ′ de l’éventail Σ tel que la variété torique X(Σ′) est quasi-projective.
En particulier le morphisme équivariant f : X(Σ′)→ X(Σ) est projectif.

Un théorème très intéressant de la théorie de variétés toriques est l’existence d’une désin-
gularisation équivariante en caractéristique quelconque (Une désingularisation ou résolution
des singularités d’une variété V est un morphisme propre et birationnel π : X → V tel que
π |X\π−1(Sing V ): X\π−1(Sing V )→ V \ Sing V est un isomorphisme, où X est une variété lisse
et Sing V est le lieu singulier de V ).

Théorème 2.1.11. Soit X(Σ) la variété torique associée à un éventail Σ dans NR. Alors,
il existe une désingularisation équivariante f : X(Σ′) → X(Σ), où Σ′ est une subdivision
régulière de Σ, c’est-à-dire tous les cônes de Σ sont réguliers.

Pour finir cette section, on fait quelques rappels sur les diviseurs toriques. Soient Σ un
éventail de NR, X(Σ) la variété torique associée à un éventail Σ et T = N⊗Zk? le tore qui est
ouvert dense de X(Σ). Notons DivT X(Σ) l’ensemble de diviseurs de Weil de X(Σ) dont le
support est stable par T . L’application qui fait correspondre à une arête α de Σ, l’orbite Oα
est une bijection de l’ensemble Σ(1) des arêtes de Σ sur celui des T -orbites de codimension
un de la variété X(Σ), d’où

DivT X(Σ) =
⊕

α∈Σ(1) ZDα,

où Dα est l’adhérence dans X(Σ) de l’orbite Oα, c’est-à-dire Dα = Oα.

Soient M = HomZ(N,Z) et f =
∑

m∈M cmχ
m ∈ k[M], où cm ∈ k. On remarque que f est

une fonction rationnelle sur X(Σ). Étant fixée une arête α de l’éventail Σ, on note g le point
générique du diviseur Dα. On remarque que l’anneau local OX(Σ),g a une structure naturelle
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28 2. RAPPELS ET NOTATIONS

d’anneau de valuation discrète. On note OrdDα f l’ordre de f par rapport à la valuation de
OX(Σ),g.

Proposition 2.1.12. On a
OrdDα f = inf

cm 6=0
〈m, ρ〉,

où ρ est le générateur du semi-groupe α ∩N.

Corollaire 2.1.13. Avec les notations précédentes, on a pour tout m ∈M

Divχm =
∑

α∈Σ(1)

〈m, ρ〉Dα.

Notons CatT X(Σ) l’ensemble des diviseurs de Cartier de X(Σ) qui appartiennent à
DivT X(Σ). La proposition suivante permet de décrire le groupe CatT X(Σ) en terme de
Σ et N.

Proposition 2.1.14. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) le diviseur D =

∑
α nαDα est un diviseur de Cartier ;

ii) pour tout σ ∈ Σ, la restriction de D à l’ouvert affine Uσ de X(Σ) est un diviseur
principal

iii) pour tout σ ∈ Σ, il existe m(σ) ∈ M tel que, pour toute arête α de σ, on ait :
〈m(σ), a〉 = −nα,

a désignant le générateur du semi-groupe α ∩N.

2.2. Éclatement et polyèdre de Newton

Dans cette section, on fait quelques rappels sur le polyèdre de Newton, la fonction d’ap-
pui et l’éclatement de Newton. Les démonstrations des résultats énoncés se trouvent dans
[KKMS73] et [Var76].

Soient d ≥ 1 un entier positif, N := Zd muni de sa base standard {e1, e2, ... ed} et ∆ :=
〈e1, e2, ..., ed〉. Le dual de N, noté M, est identifié avec Zd au moyen de la forme bilinéaire
standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ d.

Définition 2.2.1. Soit R un sous-ensemble de M. On définit successivement les ensembles
suivants :

- le polyèdre de Newton de R, noté Γ+(R), est l’enveloppe convexe de l’ensemble⋃
r∈R(r + Rd≥0) dans Rd ;

- la frontière de Newton de R, notée Γ(R), est la réunion des faces compactes de Γ+(R).

Dans les sections suivantes, nous nous intéresserons aux polyèdres de Newton associés à
certaines hypersurfaces. C’est pour cette raison qu’on introduit la notation suivante :

Soit f =
∑

r∈Zd≥0
crx

r ∈ k[x1, x2, ..., xd], où cr ∈ k et xr = xr11 x
r2
2 · · ·x

rd
d , pour r =

(r1, r2, ..., rd) ∈ Zd≥0. On pose E(f) := {r ∈ Zd | cr 6= 0}, Γ+(f) := Γ+(E(f)) et Γ(f) := Γ(E(f)).
Si d = 3, on pose x := x1, y := x2 et z := x3.

Dans l’exemple suivant, on explicite le polyèdre de Newton associé à l’hypersurface de
Pham-Brieskorn donnée par l’équation xq + yq + zp = 0, où p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux entiers
premiers entre eux.

Example 2.2.2. Soient p ≥ 2, q ≥ 2 deux entiers premiers entre eux et f = xq + yq + zp. Le
polyèdre de Newton Γ+(f) (resp. La frontière de Newton Γ(f)) est l’intersection de R3

≥0 avec

l’ensemble {(a, b, c) ∈ R3 | 〈(a, b, c), (p, p, q)〉 ≥ (resp. =)pq}. Voir la Figure 1
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2.2. ÉCLATEMENT ET POLYÈDRE DE NEWTON 29

(0, q, 0)(q, 0, 0)

(0, 0, p)

Figure 1. Polyèdre de Newton Γ+(f), f = xq + yq + zp.

Dans la suite on suppose que R est un sous-ensemble de Zd>0 ⊂ M. On remarque que
pour tout n ∈ ∆, le polyèdre de Newton Γ+(R) est contenu dans le demi-espace {m ∈ MR |
〈m,n〉 ≥ 0}. Ceci permet définir l’application suivante.

Définition 2.2.3. Soit R un sous-ensemble de Zd>0 ⊂ M. On définit sa fonction d’appui
hΓ+(R)(n), n ∈ ∆, par

hΓ+(R)(n) = inf{〈m,n〉 | m ∈ Γ+(R)}.

Proposition 2.2.4. Soient R un sous-ensemble de Zd>0 ⊂ M et hΓ+(R) : ∆→ R la fonction
d’appui associée au polyèdre de Newton Γ+(R). On a :

i) la fonction hΓ+(R) est continue, linéaire par morceaux et convexe supérieurement, c’est-
à-dire si x, y ∈ ∆, alors hΓ+(R)(x) + hΓ+(R)(y) ≤ hΓ+(R)(x+ y) ;

ii) le polyèdre de Newton Γ+(R) est défini par la fonction d’appui hΓ+(R), plus précisé-
ment : Γ+(R) = {m ∈ MR | 〈m,n〉 ≥ hΓ+(R)(n), ∀ n ∈ ∆};

iii) pour toute face F du polyèdre de Newton Γ+(R), σF = {n ∈ ∆ | 〈m,n〉 = hΓ+(R)(n),
∀ m ∈ F} est un cône et la famille Γ?(R) := {σF | F face de Γ+(R)} est une subdi-
vision de ∆. De plus, l’éventail Γ?(R) est la subdivision moins fine de ∆ telle que la
restriction de hΓ+(R) à chaque cône de Γ?(R) soit linéaire ;

iv) Soient J ⊂ {1, 2, ..., d} et σJ = {(n1, n2, ..., nd) ∈ ∆ | ni = 0 ssi i 6∈ J}. S’il existe
n ∈ σJ tel que hΓ+(R)(n) > 0, alors hΓ+(R)(n

′) > 0 pour tout n′ ∈ σJ . De plus, s’il
existe n ∈ σJ tel que hΓ+(R)(n) = 0, alors l’adhérence de σJ dans ∆ est un cône de
Γ?(R).

Définition 2.2.5. L’éventail Γ?(R) de la proposition précédente est appelé l’éventail de
Newton associé à R. Si R = E(f), où f ∈ k[∆∨ ∩ M], on note Γ?(f) l’éventail de Newton
associé à E(f). Le morphisme équivariant πN : X(Γ?(R)) → U∆ induit par la subdivision
Γ?(R) de ∆ est appelé l’éclatement de Newton associé à R.

Remarque 2.2.6. L’éclatement de Newton associé à R ne dépend que du polyèdre de Newton
de R. Voir l’exemple suivant.

Example 2.2.7. Soient f = xq + yq + zp et g = xq + yq + xq−1y + zp, où les entiers p ≥ 2,
q ≥ 2 sont premiers entre eux. Les polynômes f, g sont associés au même polyèdre de Newton
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30 2. RAPPELS ET NOTATIONS

(c’est-à-dire Γ+(f) = Γ+(g)) et, par conséquent, f et g sont associés au même éventail de
Newton (c’est-à-dire Γ?(f) = Γ?(g)). Voir la Figure 1.

Soit H un plan de R3 qui ne contient pas l’origine de R3 et tel que l’intersection de
H et R3

≥0 soit un ensemble compact. La Figure 2 représente l’intersection de H avec la

subdivision Γ?(f) de R3
≥0. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal

correspondant. On note τ1 (resp. τ2, τ3) le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp.
(0, 1, 0), (0, 0, 1)) et (p, p, q).

(p, p, q)

(0, 1, 0)

τ2

(1, 0, 0)

τ1

(0, 0, 1)

τ3

Figure 2. Éventail de Newton Γ?(f), f = xq + yq + zp.

Les idéaux monomiaux intégralement clos sont en relation avec les polyèdres de Newton
et les éclatements de Newton. Dans la suite on donne quelques éléments de cette relation.

Définition 2.2.8. Soit I ⊂ k[∆∨ ∩M] un idéal. On dit qu’un élément g ∈ k[∆∨ ∩M] est
entier (ou satisfait une relation de dépendance intégrale) sur I s’il existe une relation :

gk +a1 gk−1 + · · ·+ ak = 0,

où ai ∈ Ii pour i ∈ {1, 2, ..., k}. L’ensemble des éléments g ∈ k[∆∨ ∩M] entiers sur I est un
idéal qu’on appelle la clôture intégrale ou complétion de I dans k[∆∨ ∩M] et qu’on note I.
on dit que I est intégralement clos ou complet si I = I.

Pour un idéal monômial I ⊂ k[∆∨ ∩M], on note Γ+(I) le polyèdre de Newton associé à
l’ensemble {m ∈ M | χm ∈ I}.
Proposition 2.2.9. Soit I ⊂ k[∆∨ ∩M] un idéal monômial. Alors, on a :

I =
⊕

m∈Γ+(I)∩M kχm.

En particulier Γ+(I) = Γ+(I).

En utilisant les propositions précédentes, on peut montrer le théorème suivant.

On rappelle que l’éclatement de Newton associé à l’idéal monômial I est le morphisme
équivariant πN : X(Γ?(I))→ U∆ induit par la subdivision Γ?(I) de ∆.

Théorème 2.2.10. Soient I ⊂ k[∆∨ ∩M] un idéal monômial et f : X → U∆ l’éclatement
normalisé de centre l’idéal I. Alors, le morphisme f est l’éclatement de Newton πN associé
I.

Remarque 2.2.11. Le morphisme f du théorème précédent est l’éclatement de Newton de
U∆ associé à I.
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2.3. LE SYSTÈME GÉNÉRATEUR MINIMAL ET LES G-DÉSINGULARISATIONS 31

2.3. Le système générateur minimal et les G-désingularisations

Dans le cas de surfaces toriques, il existe une unique G-désingularisation. De plus, cette
désingularisation est la résolution minimale. Dans les cas de variétés toriques de dimension
trois la G-désingularisation existe. Mais, en général, elle n’est pas unique. En revanche les
différents G-désingularisations sont reliées par une suite de transformations élémentaires.

En dimension plus grande que quatre, une variété torique n’admet pas nécessairement de
G-désingularisation.

Dans cette section, on fait quelques rappels sur le système générateur minimal d’un cône
fortement convexe et les G-désingularisations. Les démonstrations des résultats énoncés se
trouvent dans [BGS92].

Soient d ≥ 1 un entier, N un Z-module libre de rang d et M son dual.

Définition 2.3.1. Soit σ un cône fortement convexe dans NR. On appelle système générateur
minimal de σ l’ensemble Gσ := {x ∈ σ∩N | ∀ n1, n2 ∈ σ∩N, x = n1+n2 ⇒ n1 = 0 ou n2 = 0}
des éléments irréductibles du semi-groupe σ ∩N.

La proposition suivante justifie le nom de système générateur minimal donné à l’ensemble
Gσ.

Proposition 2.3.2. L’ensemble Gσ engendre le semi-groupe σ∩N et il est contenu dans tout
système générateur de σ ∩N. En particulier, Gσ est fini.

Étant donné un cône σ fortement convexe de NR, on lui associe l’enveloppe convexe C
des points de σ ∩ N \{0} et l’ensemble Λ des points de N appartenant aux faces compactes
de C.

Proposition 2.3.3. Les points de Λ appartiennent au système générateur minimal Gσ.

La proposition suivante établit une relation entre le système générateur minimal d’un
cône σ fortement convexe de dimension deux et une désingularisation de Uσ.

Proposition 2.3.4. Si σ est un cône fortement convexe de dimension 2, alors la subdivision
Σ de σ dont les points extrémaux sont les points de Λ est régulière et on a Gσ = Λ. Le
morphisme associé à la subdivision Σ est donc une désingularisation de Uσ et si dimUσ = 2,
alors c’est la désingularisation minimale.

La proposition précédente motive la définition suivante :

Définition 2.3.5. Soient Σ un éventail dans NR et σ un cône de Σ. Nous appellerons G-
subdivision régulière de σ une subdivision régulière de σ dont les vecteurs extrémaux sont
exactement les éléments de Gσ.

On dit qu’un éventail ΣG est une G-subdivision régulière de Σ si chaque cône de ΣG est
obtenu par une G-subdivision régulière d’un cône de Σ. Le morphisme équivariant associé à
une G-subdivision régulière de Σ est appelé G-désingularisation de X(Σ).

Le théorème suivant montre l’existence de G-désingularisation en dimension 3.

Soient N = Z3 et Σ′ un éventail régulier dans NR. On suppose que l’éventail Σ′ contient
un cône de dimension 2, τ = 〈v1, v2〉 tel que les vecteurs extrémaux v1, v2, v3, v4 des deux
cônes de dimension 3 qui ont τ pour face vérifient v1 + v2 = v3 + v4.

Une transformation élémentaire de l’éventail Σ′ est un éventail Σ′′ obtenu à partir de Σ′ en
remplaçant les cônes 〈v1, v2, v3〉, 〈v1, v2, v4〉, 〈v1, v2〉 de Σ′ par les cônes 〈v1, v3, v4〉, 〈v2, v3, v4〉,
〈v3, v4〉.
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32 2. RAPPELS ET NOTATIONS

Théorème 2.3.6. Soient N = Z3 et Σ un éventail dans NR. Alors, il existe une G-subdivision
régulière de Σ. De plus, si Σ′ et Σ′′ sont deux G-subdivisions régulières de Σ, alors Σ′ et Σ′′

sont reliés par une suite finie de transformations élémentaires.

L’exemple suivant montre un cas où la G-subdivision régulière est unique et un autre cas
où elle ne l’est pas.

Example 2.3.7. De gauche à droite : la Figure 3 (resp. 4) montre l’éventail de Newton Γ?(f)
associé au polynôme f = x2 +z(y2 +z2) (resp. f = x4 +y4 +z3) et une G-subdivision régulière
Γ?(f)G de Γ?(f).

La G-subdivision régulière de l’éventail de Newton Γ?(f), f = x2 + z(y2 + z2), n’est pas
unique. Il suffit de remarquer que (1, 0, 0) + (2, 1, 2) = (1, 0, 1) + (2, 1, 1). On peut donc faire
une transformation élémentaire de l’éventail Γ?(f)G .

La G-subdivision régulière Γ?(f)G de l’éventail de Newton Γ?(f), f = x4 + y4 + z3, est
unique, car on ne peut pas faire de transformations élémentaires.

(1, 0, 2)

(3, 2, 2)

(0, 1, 0)(1, 0, 0)

(0, 0, 1)

(1, 0, 2)

(1, 0, 1)

b

a

c

a = (2, 1, 1)

b = (2, 1, 2)

c = (3, 2, 2)

(1,1,1)

(0, 1, 0)(1, 0, 0)

(0, 0, 1)

Figure 3. Eventail de Newton Γ?(f), f = x2+z(y2+z2), et une G-subdivision
régulière de Γ?(f).

(3, 3, 4)

(0, 1, 0)(1, 0, 0)

(0, 0, 1)

(1, 1, 1)

(0, 1, 0)(1, 0, 0)

(0, 0, 1)

a

b

c
a = (3, 3, 4)

b = (2, 2, 3)

c = (1, 1, 2)

Figure 4. Éventail de Newton Γ?(f), f = x4 + y4 + z3, et la G-subdivision
régulière de Γ?(f).

L’exemple suivant montre un cône de dimension 4 qui n’admet pas de G-subdivision
régulière. La preuve de ce résultat se trouve dans [BGS92].

Example 2.3.8. Soient N = Z4 et σ le cône simplicial de NR engendré par v1 = (1, 0, 0, 0),
v2 = (0, 1, 0, 0), v3 = (0, 0, 1, 0), v4 = (1, 3, 4, 7). Alors, le système générateur minimal est
l’ensemble suivant : Gσ = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 3, 4, 7), (1, 1, 1, 1), (1, 2, 2, 3),
(1, 3, 3, 5), (1, 1, 2, 2), (1, 2, 3, 3), (1, 3, 4, 6)}. Le cône σ n’admet pas de G-subdivision régulière.
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2.4. CONSTELLATIONS TORIQUES DE POINTS INFINIMENT VOISINS 33

2.4. Constellations toriques de points infiniment voisins

Dans cette section, on fait quelques rappels sur les constellations toriques de points in-
finiment voisins, les codifications de constellations toriques et la théorie de Zariski-Lipman
([SZ75], [Lip88]) sur les idéaux complets, dans le cas d’idéaux monomiaux. Les démonstra-
tions des résultats énoncés se trouvent dans [CGSLJ96] et [CGSM09].

Soient d ≥ 1 un entier, N := Zd muni de sa base standard {e1, ..., ed}, M := HomZ(N,Z)
le dual de N et T le tore algébrique N⊗Zk. On note X0 la variété torique U∆, ∆ = 〈e1, ..., ed〉
et O la T -orbite de dimension 0 de X0.

Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble fini de points
C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, où chaque Qi, 1 ≤ i ≤ n, est une orbite de dimension 0 de la variété
torique Xi obtenue par l’éclatement ςi : Xi → Xi−1 de centre Qi−1. On note X(C) = Xn+1.

On dit que Qj se projette sur Qi, noté Qj ≥ Qi, si le point Qj ∈ Xj est obtenu à partir
de Qi ∈ Xi par une suite d’éclatements de points. La relation ≥ est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si ≥ est un ordre total, on dit que C est une constellation en
châıne. Par exemple, pour une constellation C et un point Q ∈ C quelconque, l’ensemble
CQ := {P ∈ C | Q ≥ P} est une constellation en châıne.

Pour chaque point Qi d’une constellation C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, on note Bi le diviseur
exceptionnel de l’éclatement de Qi et Ei (resp. E?i ) le transformé strict (resp. total) de Bi sur
X(C).

Définition 2.4.1. Soit C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn} une constellation.
On définit une relation de proximité dans C comme suit : Qj est proche de Qi si Qj ∈ Ei ;

on la note j → i.
On appelle matrice de proximité la matrice (n + 1) × (n + 1), P = (pij), avec pii = 1,

pij = −1 si i→ j, et pij = 0 dans les autres cas.

Proposition 2.4.2. Soit C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn} une constellation. Alors, pour chaque
Qi ∈ C on a : Ei = E?i −

∑
j→i E?j pour tout 0 ≤ i ≤ n. La matrice de proximité P est donc

la matrice de changement de base des Ei aux E?i .

Soient d ≥ 2 un entier et N = Zd. Étant fixée une base ordonnée B := {e1, ..., ed} de N,
on peut associer à une constellation torique C une codification naturelle. Dans le paragraphe
suivant, on décrit cette codification.

Supposons que C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, soit une constellation torique en châıne
de points infiniment voisins de O. On considère le cône régulier ∆ = 〈B〉, engendré par la
base ordonnée B. Notons Σi l’éventail associé à la variété torique Xi. L’éventail Σ1 est obtenu

par la subdivision élémentaire de ∆ centrée en u =
∑d

i=1 ei. Pour chaque entier j, 1 ≤ j ≤ d,
soit Bj la base ordonnée de N obtenue en remplaçant ej par u en la base B. Soit ∆j := 〈Bj〉
le cône régulier engendré par Bj , pour 1 ≤ j ≤ d. Le choix du point Q1 > Q0 équivaut à
choisir un entier a1, 1 ≤ a1 ≤ d, qui détermine un cône ∆a1 de l’éventail Σ1. La subdivision
Σ2 de Σ1 est obtenue en remplaçant ∆a1 en Σ1 par les cônes ∆a1j := 〈Ba1j〉, où Ba1j est la
base ordonnée de N obtenue en remplaçant le j-ième vecteur de Ba1 par

∑
u∈Ba1

u. Le choix

du point Q2 > Q1 équivaut à choisir un entier a2, 1 ≤ a2 ≤ d, qui détermine un cône ∆a1a2

de l’éventail Σ2. Par récurrence, on obtient une codification de la constellation en châıne C.
Cette codification est notée Qj = Qi(ai+1, · · · , aj) pour 0 ≤ i < j ≤ n.
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34 2. RAPPELS ET NOTATIONS

Étant donnée une constellation torique C quelconque, le sous-ensemble CQ = {P ∈ C |
Q ≥ P} est une constellation en châıne. Par conséquent, chaque point de Q ∈ C, en utilisant
la châıne CQ, est associé à une codification.

La proposition suivante montre que la relation de proximité peut être décrite au moyen
de la codification.

Proposition 2.4.3. Soient C une constellation torique, Q ∈ C et {a1, ..., ak} une suite d’en-
tiers telle que Q(a1, · · · , ak) ∈ C. Alors, Q(a1, · · · , ak) → Q si et seulement si a1 6= aj pour
tout 2 ≤ j ≤ k.

Example 2.4.4. Soient N = Z3 et C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, une constellation torique

en châıne donnée par la codification Qk = Q0(1[k]), 0 ≤ k ≤ n (1[k] est k fois 1).
En vertu de la Proposition 2.4.3, j → i, 0 ≤ i < j ≤ n, si est seulement si j = i + 1.

D’après la proposition 2.4.2 Ei = E?i −E?i+1, pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1. De plus, E?i =
∑n

j=i Ej
pour tout 0 ≤ i ≤ n.

Dans le cas des idéaux monomiaux, les constellations toriques donnent de bons outils
pour étudier la théorie de Zariski-Lipman sur les idéaux complets à support fini.

Dans toute la suite, tous les idéaux non-triviaux qu’on considère sont mononomiaux et
M-primaires par rapport à l’idéal M ⊂ OX0 , où M est l’idéal maximal associé au point
O ∈ X0.

D’abord, on introduit les notions de ?-produit, d’idéal ?-simple et d’idéal ?-simple spécial.
Ensuite, on énonce le résultat d’unique ?-factorisation, dans les sens de [Lip88], des idéaux.
Finalement, on introduit la notion de proximité linéaire d’une constellation torique C et on
l’utilise pour caractériser les les idéaux ?-simples spéciaux associés à C.

Définition 2.4.5. Soient I, J , P trois idéaux. Le ?-produit de I et J , noté I ? J , est la
clôture intégrale ou complétion du produit IJ , c’est-à-dire I ? J := IJ .

On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est ?-simple si P n’a pas
une ?-factorisation non-triviale, c’est-à-dire si P = I ? J , alors I = OX0 ou J = OX0 .

Définition 2.4.6. Un idéal I est à support fini s’il existe une constellation C telle que
IOX(C) est un faisceau d’idéaux inversible, la constellation minimale (par rapport au nombre
de points) avec cette propriété est notée CI . Les points de CI sont appelés les points base de
l’idéal I.

Soient C = {Q0 = O,Q1...Qn} une constellation torique et J un idéal non nul de l’anneau
local OXi,Qi . L’ordre de J au point Qi, noté OrdQi J , est l’ordre d’élément général g de J
au point Qi, c’est-à-dire OrdQi J = OrdQi g.

On note ISF(C) l’ensemble des idéaux à support fini, monomiaux, complets etM-primaires
tels que leur support est la constellation C, c’est à dire :

ISF(C) := {I | I est un idéal à support fini, monomial, complet, M-primaire et CI = C}.

Définition 2.4.7. Soient C = {Q0 = O,Q1...Qn} et I ∈ ISF(C). On définit par récurrence le
transformé faible Ii et la multiplicité stricte mi de I au point base Qi : I0 = I, m0 = OrdQ0 I,

Ij = x−miIiOXj ,Qj et mj = OrdQj Ij , où 0 ≤ i < j ≤ n, Qj ∈ Q+
i := {R ∈ C | R > Qi} et

x = 0 est l’équation locale de Bi en Qj .

On associe à chaque idéal I ∈ ISF(C), le vecteur m(I) = (m0,m1, ...,mn) ∈ Zn+1
≥0 .
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2.4. CONSTELLATIONS TORIQUES DE POINTS INFINIMENT VOISINS 35

Les résultats principaux sur l’unique ?-factorisation peuvent être formulés, dans notre
cas, de la façon suivante :

Proposition 2.4.8. Soit C une constellation torique. Alors, pour chaque point Q ∈ C il existe
un unique idéal PQ monomial, complet, M-primaire, ?-simple et à support fini sur C tel que

les points base de PQ sont les points de la châıne CQ (c’est-à-dire CPQ = CQ) et le vecteur
m(PQ) est minimal pour l’ordre lexicographique inverse ≤l.i (c’est-à-dire m(PQ) ≤l.i m(I)

pour tout I ∈ ISF(CQ)) et OrdQ PQ = 1.

Définition 2.4.9. Les idéaux ?-simples PQ, Q ∈ C, de la proposition précédente sont appelés
les idéaux ?-simples spéciaux associés à C.

Théorème 2.4.10. Soient C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn} une constellation et I un idéal ap-
partenant à ISF(C). Alors, on peut écrire, d’une façon unique, l’idéal I comme le ?-produit
formel d’idéaux ?-simples spéciaux. Plus précisément, on a

I =
?∏

0≤i≤n
Pri
Qi

, r(I) := (r0, r1, ..., rn) ∈ Zn+1,

où tr(I) = (P−1) · tm(I), P est la matrice de proximité de C.

Dans la suite, étant donné une constellation torique C, on définit une relation sur C plus
fine que celle de proximité et on l’utilise pour décrire les idéaux ?-simples spéciaux.

Définition 2.4.11. Soit C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, une constellation torique. On
définit la relation de proximité linéaire dans C comme suit : Qj est linéairement proche de Qi,
noté j � i, si Qj appartient au transformé strict de l’adhérence dans Xi+1 d’une T -orbite de
dimension 1 de Bi.

La proposition suivante montre que la proximité linéaire peut être décrite au moyen de
la codification.

Proposition 2.4.12. Soient C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1 une constellation torique.
j � i, 0 ≤ i < j ≤ n, si et seulement s’il existe des entiers a, b et m, tels que a 6= b et
Qj = Qi(a, b

[m]), où b[m] est m-fois l’entier b.

En vertu des Propositions 2.4.3 et 2.4.12, si j � i alors j → i. Or, l’inverse n’est pas
nécessairement vrai.

La proposition suivante caractérise les idéaux ?-simples spéciaux.

Proposition 2.4.13. Soient N := Zd et C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, une constellation
torique en châıne donnée par la codification Qj = Q0(a1, ..., aj), où 1 ≤ ai ≤ d, 1 ≤ i, j ≤
n. Alors, le diviseur Dn =

∑n
i=0 min E?i associé à l’idéal ?-simple spécial PQn (c’est-à-dire

PQnOX(C) = OX(C)(−Dn)) est donné par la récurrence suivante :

mnn = 1, min =
∑

j�i mjn pour 0 ≤ i < n

Example 2.4.14. Soient N = Z3 et C = {Q0 = O,Q1, ..., Qn}, n ≥ 1, une constellation

torique en châıne donnée par la codification Qk = Q0(1[k]), 0 ≤ k ≤ n.
D’après la proposition 2.4.12, j � i, 0 ≤ i < j ≤ n, si et seulement si j = i+ 1. En vertu

de la proposition 2.4.13, min = 1 pour tout 0 ≤ i < n. Par conséquent, Dn =
∑n

i=0 E?. Ainsi,
on obtient que

Dn =
∑n

i=0 E?i =
∑n

i=0

∑n
j=i Ej =

∑n
i=0(i+ 1) Ei,

voir l’exemple 2.4.4.
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36 2. RAPPELS ET NOTATIONS

2.5. Résolution de singularités d’hypersurfaces

Dans cette section, on fait quelques rappels sur la désingularisation d’hypersurfaces nor-
males. Les désingularisations qu’on considère sont induites par des subdivisions régulières
particulières de l’éventail de Newton associé à l’équation de l’hypersurface.

D’abord, on fixe les notations.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, d ≥ 2 un entier, N :=
Zd+1 muni de sa base standard {e1, e2, ... ed+1}, M := HomZ(N,Z) le dual de N et ∆ :=
〈e1, e2, ..., ed+1〉 le cône engendré par les vecteurs e1, e2, ..., ed+1. Le Z-module M est identifié
avec Zd+1 au moyen de la forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ d + 1. On note
T le tore N⊗Zk et on pose xj := χej ∈ k[∆∨ ∩M], 1 ≤ j ≤ d+ 1.

Pour r := (r1, r2, ..., rd+1) ∈ Zd+1
≥0 , on note xr = xr11 x

r2
2 · · ·x

rd+1

d+1 . Soit V une hypersurface

normale de la variété torique Ad+1
k := Spec k[x1, x2, ..., xd+1], donnée par l’équation f = 0, où

f =
∑

r∈Zd+1
≥0

crx
r ∈ k[x1, x2, ..., xd+1], ce ∈ k, est un polynôme irréductible.

On considère l’éclatement de Newton πN : X(Γ?(f)) → U∆, où Γ?(f) est l’éventail de
Newton associé à f (voir la Définition 2.2.5).

Soient J ⊂ {1, 2, ..., d+ 1} et σJ = {(n1, n2, ..., nd+1) ∈ ∆ | ni = 0 ssi i 6∈ J}. En vertu de
la proposition 2.2.4, s’il existe un vecteur n ∈ σJ où la fonction d’appui hΓ+(f) s’annule (c’est-
à-dire hΓ+(f)(n) = 0), alors l’adhérence σJ de σJ dans ∆ est un cône de Γ?(f), c’est-à-dire
σJ ∈ Γ?(f).

Définition 2.5.1. Une subdivision Σ de Γ?(f) est appelée subdivision régulière admissible si
Σ satisfait les propriétés suivantes :

- Σ est une subdivision régulière de Γ?(f) ;
- s’il existe n ∈ σJ , J ⊂ {1, 2, ..., d+ 1}, tel que hΓ+(f)(n) = 0, alors σJ ∈ Σ.

Remarque 2.5.2. Si la G-subdivision régulière Γ?(f)G de Γ?(f) existe, par exemple si d ∈
{1, 2}, alors Γ?(f)G est une subdivision régulière admissible de Γ?(f).

Maintenant, on définit la propriété de non-dégénérescence par rapport à la frontière de
Newton.

Définition 2.5.3. Soit f =
∑

r∈Zd+1
≥0

crx
r ∈ k[x1, x2, ..., xd+1], cr ∈ k, un polynôme tel que

〈r, r〉 > 1, pour tout r ∈ Zd+1
≥0 tel que cr 6= 0.

Le polynôme f est non-dégénéré par rapport à la frontière de Newton si pour toute face
compacte γ de Γ(f), le polynôme fγ :=

∑
r∈γ crx

r est non singulier sur le tore T = N⊗Zk,
c’est-à-dire les polynômes fγ , ∂xi fγ , 1 ≤ i ≤ d + 1, n’ont pas de zéro commun en dehors de

l’ensemble Ad+1\T .

Remarque 2.5.4. Pour un polyèdre de Newton donné la notion de non-dégénérescence est
générique.

La proposition suivante se trouve dans l’article [Var76], mais pour avoir plus de détails
voir [Mer80]. Une autre preuve de ce résultat peut être obtenue en utilisant les techniques
développées dans [GSLJ91].

Proposition 2.5.5. Soit V l’hypersurface normale de Ad+1
k := Spec k[x1, x2, ..., xd+1] donnée

par l’équation f = 0, f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1]. On suppose que f est un polynôme irréductible,
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2.5. RÉSOLUTION DE SINGULARITÉS D’HYPERSURFACES 37

non-dégénéré par rapport à la frontière de Newton. On fixe une subdivision régulière admis-
sible Σ de l’éventail de Newton Γ?(f) et on considère le morphisme torique π : X(Σ)→ Ad+1

k
induit par la subdivision Σ de ∆. Alors, on a :

i) Pour chaque point p ∈ π−1(O), où O est l’orbite de dimension zéro de la variété torique

Ad+1
k , le diviseur π−1(V ) est à croisements normaux au point p ;

ii) le transformé strict Ṽ de V dans X(Σ) est non singulière sur π−1(O) ;
iii) soit σ ∈ Σ et Oσ l’orbite associée à σ. Si π(Oσ) = O et dimOσ > 0, alors l’intersec-

tion de Oσ et Ṽ est transversal.

Remarque 2.5.6. La condition de non-dégénérescence par rapport à la frontière de Newton
et indispensable dans la preuve du Théorème 2.5.5. En effet, dans [Mer80] on montre que f
n’est pas dégénéré par rapport à la frontière de Newton si et seulement si le diviseur π−1(V )
est à croisements normaux au voisinage de π−1(O).

La proposition suivante se trouve dans l’article [Var76], mais pour avoir plus de détails
voir [Mer80]

Proposition 2.5.7. On conserve les hypothèses de la Proposition 2.5.5. Le morphisme π :
X(Σ)→ Ad+1

k est un isomorphisme en dehors de l’image réciproque de f = 0.

Définition 2.5.8. Soit V une hypersurface normale d’une variété algébrique lisse X. On
suppose que V a un unique point singulier p ∈ V . Un morphisme propre et birationnel
π : Z → X est appelé résolution plongée de V si π satisfait les propriétés suivantes :

i) Z est une variété lisse et π induit un isomorphisme de Z\π−1(p) sur X\{p} ;
ii) le transformé total π−1(V ) de V dans Z est un diviseur à croisements normaux.

Le résultat suivant est un corollaire des Propositions 2.5.5 et 2.5.7.

Corollaire 2.5.9. On conserve les hypothèses de la Proposition 2.5.5. De plus, on suppose
que O ∈ Ad+1

k est l’unique point singulier de V et que V ne contient aucune T -orbite de

dimension strictement plus grande que zéro de Ad+1
k . Alors, le morphisme π : X(Σ)→ Ad+1

k
est une résolution plongée de V .

Démonstration. Comme l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de dimension
strictement plus grande que zéro, le morphisme torique π : X(Σ)→ Ad+1

k est un isomorphisme
en dehors de π−1(O). Le corollaire résulte des Propositions 2.5.5 et 2.5.7. �

Dans la suite, on énonce quelques résultats de [Oka87] sur la désingularisation d’hyper-
surfaces. Ces résultats reposent sur l’existence d’une subdivision régulière admissible Σ de
Γ?(f) qui satisfait une construction qui est décrite dans [Oka87]. Cette construction est longue
à définir. Mais, si le polynôme f est quasi-homogène et il existe une G-subdivision régulière
Γ?(f)G d’éventail de Newton Γ?(f), alors on peut supposer que Σ est l’éventail Γ?(f)G .

Définition 2.5.10. Soit f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1] un polynôme. On dit que f est un polynôme
quasi-homogène de type ρ = (ρ1, ρ2, ..., ρd+1) si on a :

- ρ ∈ Zd+1
>0 est le vecteur extrémal du cône 〈ρ〉 ;

- f est homogène par rapport à la graduation degρ xi = ρi, où 1 ≤ i ≤ d+ 1.

Soit V une hypersurface normale de Ad+1
k donnée par l’équation f = 0, où f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1]

est un polynôme quasi-homogène de type ρ = (ρ1, ρ2, ..., ρd+1), non dégénéré par rapport à la
frontière de Newton Γ(f). De plus, on suppose qu’il existe une G-subdivision régulière Γ?(f)G
de l’éventail de Newton Γ?(f). On note π : X(Γ?(f)G) → Ad+1

k le morphisme induit par la

subdivision Γ?(f)G du cône ∆ et Ṽ le transformé strict de V dans X(Γ?(f)G).
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38 2. RAPPELS ET NOTATIONS

Pour un vecteur p ∈ Zd+1
≥0 non nul, on note γ(p) la face du polyèdre de Newton Γ+(f)

défini de la façon suivante :

γ(p) := {m ∈ Γ+(f) | 〈m, p〉 = hΓ+(f)(p)}.

On rappelle que hΓ+(f) est la fonction d’appui associée au polyèdre de Newton Γ+(f). On

remarque que si p ∈ ∆0, alors la face γ(p) est compacte.

On note Sk Γ?(f) le squelette de dimension k ≤ d+ 1 de l’éventail de Newton Γ?(f), c’est-
à-dire Sk Γ?(f) est la réunion des cônes de Γ?(f) de dimension inférieure ou égale à k.

Pour un vecteur extrémal p de Γ?(f)G , notons D〈p〉 le diviseur de X(Γ?(f)G) associé à p

et E(p) l’intersection D〈p〉 ∩Ṽ .

Proposition 2.5.11. Soit p un vecteur extrémal de Γ?(f)G tel que p ∈ ∆0. Alors, E(p) n’est
pas vide si et seulement si dim γ(p) > 0.

Remarque 2.5.12. On remarque que dim γ(p) > 0 si et seulement si p ∈ Sd Γ?(f).

On dit que les vecteurs extrémaux p1, p2, ..., pn de Γ?(f)G , 1 ≤ n ≤ d + 1, sont adjacents
s’il existe un cône dans Γ?(f)G de dimension d+ 1 qui contient les vecteurs p1, p2, ..., pn dans
ses arêtes.

Proposition 2.5.13. Soient p1, p2, ..., pn, 1 ≤ n ≤ d+1, n vecteurs extrémaux de Γ?(f)G. De
plus, on suppose que p1 ∈ ∆0. Alors l’intersection

⋂n
i=1 E(pi) n’est pas vide si et seulement si

les vecteurs p1, p2, ..., pn sont adjacents et dim∩iγ(pi) ≥ 1. De plus,
⋂n
i=1 E(pi) est la réunion

de variétés algébriques complètes et lisses de dimension d− n.

Étant donnée une face compacte γ de Γ+(f), soit r(γ) le nombre de points entiers contenus
dans l’intérieur relatif de γ, c’est-à-dire r(γ) est la cardinalité de l’ensemble γ ∩M∩∆0.

Proposition 2.5.14. Soit p ∈ ∆0 un vecteur extrémal de Γ?(f)G. Alors, on a :
i) si dim γ(p) = 1, alors E(p) a r(γ(p)) + 1 composantes irréductibles disjointes, de plus,

chaque composante est rationnelle ;
ii) si dim γ(p) > 1, alors E(p) est irréductible.

Dans la suite on considère le cas d = 2. Les faces compactes (resp. non compactes) de
Γ+(f) correspondent aux vecteurs extrémaux de Γ?(f) qui appartiennent à l’intérieur (resp.
à la réunion des faces strictes) du cône ∆, d’où la proposition suivante :

Proposition 2.5.15. Soit S une hypersurface normale de A3
k donnée par l’équation f = 0,

où f ∈ k[∆∨ ∩ M], ∆ = 〈e1, e2, e3〉, est un polynôme irréductible, quasi-homogène de type
ρ = (ρ1, ρ2, ρ3). On suppose que dim γ(ρ) = 2. Alors on a :

i) la face γ(ρ) est l’unique face compacte de dimension 2 du polyèdre de Newton Γ+(f) ;
ii) soit τ un cône de dimension 2 de l’éventail de Newton Γ?(f), qui n’est pas contenu dans

une face stricte de ∆, alors il existe un vecteur extrémal ρ′ de Γ?(f) tel que τ = 〈ρ, ρ′〉.
De plus, le vecteur ρ′ appartient à une face stricte de ∆.

D’abord, on fixe quelques notations, ensuite on énonce un théorème sur la désingularisa-
tion des hypersurfaces quasi-homogène de A3

k. Ce théorème est un cas particulier du théorème
6.1 de [Oka87].

Étant donné un polynôme f ∈ k[x1, x2, x3] et l’éventail de Newton Γ?(f), on note Sing2 Γ?(f)
l’ensemble des cônes singuliers de dimension 2 qui ne sont pas contenus dans une face stricte
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2.5. RÉSOLUTION DE SINGULARITÉS D’HYPERSURFACES 39

de ∆ = 〈e1, e2, e3〉.

On suppose que f est un polynôme homogène de type ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) tel que dim γ(ρ) = 2.
Soit τ ∈ Sing2 Γ?(f). D’après la proposition précédente, il existe un vecteur extrémal ρ′

de Γ?(f) tel que le cône τ est engendré par les vecteurs ρ, ρ′. Comme τ est un cône singulier,
l’aire A du trapèze engendré par les vecteur ρ et ρ′ est un entier strictement plus grand que
1, (c’est-à-dire A > 1, A entier).

On remarque qu’il existe un unique entier A1 ≥ 1 tel que
ρ′ +A1ρ

A
soit un vecteur qui

appartient à Z3
≥0.

On pose [τ ] =
A

A1
et soit r(τ) le nombre de points entiers de l’intérieur de γ(ρ) ∩ γ(ρ′),

c’est à dire r(τ) := r(γ(ρ) ∩ γ(ρ′)).

Maintenant, on rappelle la notation des fractions continues. Soit k un entier, k ≥ 1. Pour
un ensemble d’entiers mi ≥ 2, 1 ≤ i ≤ k, on note [m1;m2; · · · ;mk] la fraction continue définie
de la façon suivante :

[mk] := mk, [mk−1;mk] := mk−1 −
1

mk
et [m1;m2; · · · ;mk] := m1 −

1

[m2; · · · ;mk]
.

Théorème 2.5.16. Soit S l’hypersurface de A3
k donnée par l’équation f = 0, f ∈ k[∆∨ ∩M],

∆ = 〈e1, e2, e3〉. On suppose que f est un polynôme irréductible, quasi-homogène de type
ρ := (ρ1, ρ2, ρ3), non dégénéré par rapport à la frontière de Newton Γ(f) et dim γ(ρ) = 2. On
considère une G-subdivision régulière Γ?(f)G de l’éventail Γ?(f) et on note π : X(Γ?(f)G) →
U∆ le morphisme torique induit par la subdivision Γ?(f)G du cône ∆ et S̃ le transformé strict
de S dans X(Γ?(f)G). Alors, on a

i) Le morphisme π |
S̃

: S̃ → S est une bonne résolution de S.
ii) ρ est un vecteur extrémal de Γ?(f) et E0 := E(ρ) est une courbe irréductible de genre
r(γ(ρ)).

iii) Soit p est un vecteur extrémal de Γ?(f)G, tel que p ∈ S2 Γ?(f) et p 6= ρ. Alors, E(p)
est l’union disjointe de r(γ(p)) + 1 courbes rationnelles.

iv) Le graphe dual pondéré associé à la bonne résolution π : S̃ → S est une étoile à∑
τ∈Sing2 Γ?(f)

(r(τ) + 1) branches. Chaque cône τ ∈ Sing2 Γ?(f) est associé à r(τ) + 1

branches identiques données par le diagramme suivant :

−m2−mk −m1E2
0 ,

où E0 est le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers mi ≥ 2 (resp.
l’entier k) sont définis (resp. est défini) de la façon suivante :

[τ ] = [m1;m2; · · · ;mk].
v) Soient q1, ..., qs des vecteurs primitifs de Γ?(f)G qui appartiennent à ∩S2 Γ?(f) et qui

sont adjacents à ρ. Pour 1 ≤ i ≤ s, on note qi = (q1i, q2i, q3i). Alors, l’auto-intersection
de E0 est donné par la formule suivante :

E2
0 = −

∑s
i=1(r(γ(ρ) ∩ γ(qi)) + 1)qji

ρj
,

pour n’importe quel j ∈ {1, 2, 3}.
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CHAPITRE 3

Les vecteurs principaux d’un wedge

D’abord, on fixe les notations. Soient k un corps algébriquement clos, K une extension du
corps k, V une variété normale et Sing V le lieu singulier de V . On suppose qu’il existe une
désingularisation de V , c’est-à-dire on suppose qu’il existe un morphisme propre et birationnel
π : X → V tel que X est une variété lisse et π |X\π−1(Sing V ): X\π−1(Sing V ) → V \Sing V
est un isomorphisme.

On considère le schéma W = SpecK[[s, t]] et le fermé W0 de W donné par l’adhérence
de l’ensemble {(t)} dans W , où (t) ⊂ K[[s, t]] est l’idéal premier engendré par t, c’est-à-dire
W0 = {p ∈W | t ∈ p}. On note g le point générique de W .

On rappelle qu’un morphisme ω : W → V est appelé K-wedge sur V . On suppose que
ω(W0) ⊂ Sing V , ω(g) ∈ V \ Sing V et on se pose la question suivante :

Est-ce que le K-wedge ω se relève à X ? Autrement dit, Est-ce qu’il existe un K-wedge
ω̂ sur X tel que π ◦ ω̂ = ω ?

Montrer que cette question a une réponse positive ou négative est un problème très difficile
et n’est résolu que pour des cas particuliers. On rappelle que le problème de Nash équivaut
à montrer que tous les K-wedges admissibles se relèvent à X (voir le Théorème 1.3.9).

Dans la première section de ce chapitre, on donne une réponse partielle à cette question
pour les hypersurfaces normales de Ank avec un unique point singulier, où n ≥ 3 et k un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans les sections suivantes, on donne une série
de résultats techniques qui vont nous permettre d’attaquer le problème de Nash dans les cas
étudiés dans les chapitres suivants.

3.1. Relèvement des wedges et géométrie torique

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, K une extension du corps
k, d ≥ 2 un entier, N := Zd+1 muni de sa base standard {e1, e2, ... ed+1}, ∆ := 〈e1, e2, ..., ed+1〉
et Σ une subdivision de ∆. Le dual de N, noté M, est identifié avec Zd+1 au moyen de la
forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ d+ 1. On note T le tore N⊗Zk et on pose
xj := χej ∈ k[∆∨ ∩M], 1 ≤ j ≤ d+ 1.

On considère le morphisme torique π : X(Σ)→ Ad+1
k := Spec k[x1, x2, ..., xd+1] induit par

une subdivision Σ du cône ∆. Dans la suite, on donne une condition nécessaire et suffisante
pour relever un K-wedge à X(Σ).

On pose W := SpecK[[s, t]] et on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) de W .

On considère un K-wedge ω : W → Ad+1
k tel que ω(g) ∈ T . On note Arc(ω) l’ensemble des

arcs α : SpecK[[ξ]]→ SpecK[[s, t]] tels que α(0) = 0 et ω ◦ α(g) ∈ T . Par abus de notation,

41
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42 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) de K[[ξ]].

Étant donnée une série formelle φ ∈ K[[ξ]], on note Ordξ φ l’ordre en ξ de la série φ.

On rappelle que ω et α sont deux morphismes entre variétés affines, donc les comorphimes
ω? et α? sont bien définis.

Définition 3.1.1. Le α-vecteur principal Ordα ω de ω est le vecteur suivant :

Ordα ω := (Ordξ α
? ◦ ω?(x1), ...,Ordξ α

? ◦ ω?(xd+1)),

où α ∈ Arc(ω), ω? (resp. α?) est le comorphisme de ω (resp. α). On remarque que Ordα ω

appartient à Zd+1
≥0 .

On pose AVP(ω) := {Ordα ω | α ∈ Arc(ω)} l’ensemble des α-vecteurs principaux de ω.

La théorème suivant donne un critère pour relever un K-wedge.

Théorème 3.1.2. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close de k.
Soit ω : W → Ad+1

k un K-wedge sur Ad+1
k tel que ω(g) ∈ T et on suppose que le morphisme

équivariant π : X(Σ) → Ad+1
k est projectif. Alors, le K-wedge ω se relève à X(Σ) si et

seulement si il existe un cône σ ∈ Σ tel que AVP(ω) ⊂ σ.

Démonstration. D’abord, on montre que si le K-wedge ω se relève à X(Σ), alors il
existe un cône σ ∈ Σ tel que AVP(ω) ⊂ σ.

On suppose qu’il existe un K-wedge ω̂ sur X(Σ) tel que π ◦ ω̂ = ω. On pose p = ω̂(0).
Alors, il existe un cône σ ∈ Σ tel que p ∈ Uσ. On note Wσ := ω̂−1(Uσ). On remarque que
Wσ est un ouvert qui contiennent le point 0. On considère le fermé suivant : F = W\Wσ.
On remarque que tous les fermés non vides de W contient le point 0. Comme le fermé F ne
contient pas le point 0, F est l’ensemble vide. En particulier, le morphisme ω̂ : W → Uσ est
bien défini.

On considère un arc α ∈ Arc(ω) et soit α′ = ω̂ ◦ α. L’arc α′ : SpecK[[ξ]] → Uσ est un
morphisme bien défini et α′(g) ∈ T , où g est le point générique de SpecK[[ξ]]. Par conséquent,
le α-vecteur principal Ordα ω appartient au cône σ, d’où AVP(ω) ⊂ σ.

Maintenant, on montre que si AVP(ω) ⊂ σ, alors le K-wedge ω se relève à X(Σ).

On suppose qu’il existe un cône σ ∈ Σ tel que AVP(ω) ⊂ σ. Le morphisme π : X(Σ) →
Ad+1
k est une application birationnelle et projective. Alors, il existe un idéal I ⊂ k[x1, ..., xd+1]

tel que la variété X(Σ) est l’éclatement de Ad+1
k de centre l’idéal I. Soit Z l’éclatement de

W de centre l’idéal ω−1I ·K[[s, t]] et Ẑ une désingularisation de Z. En vertu de la propriété
universelle de l’éclatement, on a le diagramme commutatif suivant :

Ẑ ω̂

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

ρ

��//////////////////
''OOOOOOOO

Z //

��

X(Σ)

π

��

W
ω // Ad+1

k
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3.1. RELÈVEMENT DES WEDGES ET GÉOMÉTRIE TORIQUE 43

Raisonnons par l’absurde, on suppose que le K-wedge ω ne se relève pas à X(Σ). Par
conséquent, l’idéal ω−1I ·K[[s, t]] n’est pas inversible.

D’après le théorème de contraction de Castelnovo, ρ se factorise par une séquence d’é-
clatements de points fermés, donc la fibre exceptionnelle E = ρ−1(0) du morphisme ρ est une
réunion de courbes rationnelles.

Comme l’image par ω du point générique de W appartient au tore T (c’est-à-dire ω(g) ∈
T ), il existe un fermé strict F ′ de W (c’est-à-dire F ′  W ) tel que F ′ := ω−1(Ad+1

k \T ).

Pour chaque point p ∈ E, il existe un arc αp : SpecK[[ξ]] → Ẑ tel que αp(0) = p
et ρ ◦ αp(SpecK[[ξ]]) 6⊂ F ′. En particulier, l’image par ω ◦ ρ ◦ αp du point générique de
SpecK[[ξ]] appartient au tore T (c’est-à-dire ω ◦ ρ ◦ αp(g) ∈ T ). Par conséquent, l’arc ρ ◦ αp
appartient à l’ensemble Arc(ω).

Comme π est un morphisme propre et birationnel et ω ◦ ρ ◦ αp(g) ∈ T , il existe un
unique morphisme ̂ω ◦ ρ ◦ αp : SpecK[[ξ]] → X(Σ) tel que π( ̂ω ◦ ρ ◦ αp) = ω ◦ ρ ◦ αp, d’où
̂ω ◦ ρ ◦ αp = ω̂ ◦ αp.

On fixe le point p ∈ E. Comme Ordρ◦αp ω ∈ σ, le morphisme ω̂ ◦ αp : SpecK[[ξ]]→ Uσ ⊂
X(Σ) est bien défini (comparer avec le Théorème 2.1.7). Il s’ensuit que ω̂(p) ∈ Uσ pour tout
p ∈ E, c’est-à-dire ω̂(E) ⊂ Uσ.

L’ensemble F ′′ = Ẑ\ω̂−1(Uσ) est un fermé de Ẑ et le morphisme ρ est propre, donc
l’ensemble ρ(F ′′) est un fermé de W . Comme E ⊂ ω̂−1(Uσ), on obtient que 0 /∈ ρ(F ′′). Par

conséquent, l’ensemble F ′′ est vide, c’est-à-dire Ẑ = ω̂−1(Uσ) Ainsi, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

Γ(Ẑ,O
Ẑ

) Γ(Uσ,OUσ)
ω̂?

oo

Γ(W,OW )

ρ?

OO

Γ(Ad+1
k ,OAd+1

k
)

π?

OO

ω?
oo

On rappelle que, étant donné un schéma Y , on note Γ(Y,OY ) l’algèbre de sections globales
du faisceau structurel OY .

CommeW est une variété normale et ρ est un morphisme propre et birationnel, Γ(Ẑ,O
Z̃

) ∼=
Γ(W,OW ) = K[[s, t]]. On a donc le diagramme suivant :

Spec Γ(Ẑ,O
Ẑ

) //

∼=

��

Uσ⊂ X(Σ)

π



������������

W
ω // Ad+1

k

Le diagramme ci-dessus montre que le K-wedge ω se relève à X(Σ), d’où la contradiction.
�
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44 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

On note O la T -orbite de dimension zéro de Ad+1
k . Soit V une hypersurface normale de

Ad+1
k donnée par l’équation f = 0, où f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1] est un polynôme irréductible non

dégénéré par rapport à la frontière de Newton Γ(f). De plus, on suppose que le point O est
l’unique point singulier de V .

On rappelle la Définition 2.5.1. Soient J ⊂ {1, 2, ..., d+1} et σJ = {(n1, n2, ..., nd+1) ∈ ∆ |
ni = 0 ssi i 6∈ J}. Une subdivision régulière Σ de Γ?(f) est appelée subdivision régulière ad-
missible si Σ satisfait la propriété suivante : étant donné le sous-ensemble J ⊂ {1, 2, ..., d+1} ;
s’il existe n ∈ σJ , tel que hΓ+(f)(n) = 0, alors σJ ∈ Σ.

En vertu du Corollaire 2.5.9, si l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de dimension
strictement plus grande que zéro, alors le morphisme équivariant π : X(Σ) → Ad+1

k est une
résolution plongée de V .

Corollaire 3.1.3. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close de k.
Soient W0 := {p ∈ W | t ∈ p} et ω : W → V un K-wedge sur V tel que ω(W0) = O et

ω(g) ∈ T . De plus, on suppose que π : X(Σ) → Ad+1
k est un morphisme projectif, où Σ est

une subdivision régulière admissible de Γ?(f), et on note Ṽ le transformé strict de V dans

X(Σ). Alors, le K-wedge ω se relève à Ṽ si et seulement s’il existe un cône σ ∈ Σ tel que
AVP(ω) ⊂ σ.

Remarque 3.1.4. Si V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement plus grande
que zéro, alors le morphisme π : X(Σ) → Ad+1

k est une résolution plongée de V (voir le
Corollaire 2.5.9).

Étant donné un K-wedge ω qui satisfait les hypothèses du Théorème 3.1.2, déterminer
l’ensemble des α-vecteurs principaux Arc(ω) est un problème difficile. Dans les sections suiv-
antes on va définir, pour chaque vecteur v ∈ R2

>0, un vecteur qu’on appelle le v-vecteur
principal du K-wedge ω. Ces vecteurs, plus simples à calculer que les α-vecteurs, nous don-
nent de l’information sur le K-wedge ω.

Dans le Théorème suivant, on ne demande ni que le corps K soit algébriquement clos, ni
que le morphisme π : X(Σ)→ Ad+1

k soit projectif, où Σ est une subdivision quelconque de ∆.

Soit ω : W → Uσ un K-wedge et on considère le vecteur suivant :

(η1, η2, ..., ηd+1) := (Ordt ω
?(x1),Ordt ω

?(x2), ...,Ordt ω
?(xd+1)),

où ω? est le comorphisme du K-wedge ω. On peut écrire le comorphisme ω? de la façon
suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

On rappelle qu’on note g le point générique de W .

Théorème 3.1.5. Soient K est une extension du corps k et ω : W → Ad+1
k un K-wedge sur

Ad+1
k tel que ω(g) ∈ T . Si les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, sont inversibles, alors le

K-wedge ω se relève à X(Σ).

Démonstration. En vertu de la version torique du Lemme de Chow, il existe une sub-
division Σ′ d’éventail Σ tel que le morphisme π′ : X(Σ′)→ Ad+1

k est un morphisme projectif.

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



3.2. LE V-ORDRE ET LA V-PARTIE PRINCIPALE D’UNE SÉRIE FORMELLE. 45

De plus, les variétés Ad+1
k et X(Σ′) sont quasi-projectives et π factorise π′. Par conséquent,

il existe un idéal monomial I ⊂ k[x1, x2, ..., xd+1] tel que X(Σ′) est l’éclatement de Ad+1
k de

centre l’idéal I.
Comme les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d + 1, sont inversibles et l’idéal I est monomial,

l’idéal ω−1I · K[[s, t]] est inversible. En vertu de la propriété universelle de l’éclatement, le
morphisme ω se relève à X(Σ′). Ceci implique que le K-wedge ω se relève à X(Σ), car π
factorise π′. �

On rappelle que V est une hypersurface normale de Ad+1
k donnée par l’équation f = 0, où

f ∈ k[x1, x2, ..., xd+1] est un polynôme irréductible non dégénéré par rapport à la frontière de

Newton Γ(f). On rappelle aussi que le point O ∈ Ad+1
k est l’unique point singulier de V .

On suppose que Σ est une subdivision régulière admissible de Γ?(f) et on note π : X(Σ)→
Ad+1
k le morphisme torique associé à la subdivision Σ de ∆. Soit Ṽ le transformé strict de V

dans X(Σ).

Corollaire 3.1.6. Soient K une extension du corps k, W0 := {p ∈W | t ∈ p} et ω : W → V
un K-wedge sur V tel que ω(W0) = O et ω(g) ∈ T . Si les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,

sont inversibles, alors le K-wedge ω se relève à Ṽ .

3.2. Le v-ordre et la v-partie principale d’une série formelle.

Soient V et Ṽ les variétés du Corollaire 3.1.6. Ce corollaire nous montre que si les séries

formelles ϕi, associées au K-wedge ω, sont inversibles, alors ω se relève à Ṽ .
On cherche donc à trouver certains critères nous permettant de majorer le nombre de

facteurs irréductibles comptés avec multiplicités de chaque série formelle ϕi.

D’abord, on définit le v-ordre et la v-partie principale pour une série formelle ϕ qui appar-
tient à K[[t1, ..., tl]], où l est un entier supérieur ou égal à 1 et v ∈ Rl>0. Ensuite, on considère
une série formelle ϕ ∈ K[[s, t]] et on utilise le v-ordre et la v-partie principale de ϕ pour
majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de ϕ (voir la proposi-
tion 3.2.5). On analyse également les v-ordres et les v-parties principales de certains types de
séries formelles de K[[s, t]] (voir la proposition 3.2.6) qui vont jouer un rôle important dans
la démonstration de la bijectivité de l’application de Nash pour les singularités considérées
dans les chapitres suivants.

Avec la notation standard des multi-indices (c’est-à-dire on note te = te11 · · · t
el
l pour

e = (e1, ..., el) ∈ Zl≥0), on considère la série formelle suivante :

ϕ :=
∑

e ∈ Zl≥0

cet
e,

où ce ∈ K pour tout e ∈ Zl≥0 et l est un entier, l ≥ 1.

L’ensemble E(ϕ) := {e ∈ Zl≥0 | ce 6= 0} est l’ensemble des exposants de ϕ. Si la série

formelle ϕ n’est pas nulle, alors l’ensemble E(ϕ) n’est pas vide.

Définition 3.2.1. Soient v ∈ Rl>0 et ϕ une série formelle non nulle, on définit respectivement
le v-ordre νvϕ et la v-partie principale ϕv de ϕ de la façon suivante :
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46 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

νvϕ := min{v · e | e ∈ E(ϕ)} et ϕv :=
∑

v · e = νvϕ
cet

e.

Le v-ordre νvϕ est bien défini et ϕv est un polynôme de K[t1, ..., tl], parce que l’ensemble
{e ∈ Zl≥0 | v · e ≤ k} est fini pour k ∈ R.

Par cohérence avec les définitions ci-dessus, on pose :

νv0 :=∞ et 0v := 0.

Remarque 3.2.2. On considère le polyèdre de Newton Γ+(E(ϕ)) associé à l’ensemble E(ϕ),
c’est-à-dire l’enveloppe convexe dans Rl de l’ensemble E(ϕ). On remarque que :

(3.1) hΓ+(E(ϕ))(v) = νvϕ, pour tout v ∈ Rl>0,

d’où hΓ+(E(ϕ)) est la fonction d’appui associée à E(ϕ) (voir la Définition 2.2.3). Même si on
a l’égalité 3.1, dans la pratique, nous utilisons la fonction d’appui et les v-ordres d’une façon
différente. D’où la distinction qu’on fait entre la fonction d’appui et les v-ordres.

La proposition suivante résulte de la définition précédente.

Proposition 3.2.3. Soit ϕ ∈ K[[t1, ..., tl]] une série formelle non nulle, où l est un entier
supérieur ou égal à 1. Alors, il existe un vecteur v ∈ Rl>0 tel que νvϕ = 0 si et seulement
si la série formelle ϕ est inversible. De plus, si ϕ est inversible, alors νvϕ = 0 et ϕv ∈ K?

(c’est-à-dire ϕv est une constante non nulle) pour tout v ∈ Rl>0.

Les v-ordres et les v-parties principales satisfont les propriétés multiplicatives suivantes :

Proposition 3.2.4. Soient v ∈ Rl>0 et ϕ, ϕ′ deux séries formelles non nulles qui appartien-
nent à K[[t1, ..., tl]], l ≥ 1. Alors, on a :

i) la v-partie principale de ϕϕ′ est égale au produit de la v-partie principale de ϕ avec
celle de ϕ′, c’est-à-dire

(ϕϕ′)v = ϕvϕ
′
v ;

ii) le v-ordre de ϕϕ′ est égale à la somme du v-ordre de ϕ avec celui de ϕ′, c’est-à-dire

νvϕϕ
′ = νvϕ+ νvϕ

′.

Démonstration. Le vecteur v ∈ Rl>0 définit une graduation positive sur l’anneau
K[[x1, ..., xl]], qu’on appelle v-graduation.

Étant donnée une série formelle ϕ ∈ K[[t1, ..., tl]], la v-partie principale (resp. v-ordre) est
la partie principale (resp. l’ordre) de la série formelle ϕ par rapport à la v-graduation, d’où
la proposition. �

Dans les démonstrations de la bijectivité de l’application de Nash pour les singularités
considérées dans les chapitres suivants, on considère certains types de séries formelles à deux
variables et leurs possibles décompositions en facteurs irréductibles. Dans la suite, étant fixée
une série formelle à deux variable, on utilise ses v-ordres et ses v-parties principales pour
majorer le nombre de ses facteurs irréductibles comptés avec multiplicité.

Maintenant, on suppose que l = 2. Pour simplifier la notation de l’anneau K[[t1, t2]], on
change t1 (resp. t2) en s (resp. t). On a donc l’anneau K[[s, t]] à la place de l’anneau K[[t1, t2]].

Soit ϕ ∈ K[[s, t]] une série formelle non inversible et non nulle. Comme l’anneau K[[s, t]]
est un anneau factoriel et le corps K est algébriquement clos, on peut écrire la série formelle
ϕ de la façon suivante :
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3.2. LE V-ORDRE ET LA V-PARTIE PRINCIPALE D’UNE SÉRIE FORMELLE. 47

ϕ = Iϕm1
1 · · ·ϕmnn ,

où I est une séries formelle inversible et les ϕi sont des séries formelles irréductibles deux
à deux non associées. L’entier strictement positif n (resp. mi) dépend de la série formelle ϕ
(resp. des séries formelles ϕ et ϕi pour i ∈ {1, ..., n}). D’après la propriété de factorisation
unique de K[[s, t]], cette décomposition de ϕ est unique à permutation et association près.

On rappelle que deux séries formelles, φ et φ′, non nulles sont associées (resp. non asso-
ciées) s’il existe (resp. s’il n’existe pas) une série formelle I inversible tel que φ = Iφ′.

Avec les notations ci-dessus, on définit l’application FI : K[[s, t]]\{0} → Z≥0 de la façon
suivante :

FI(ϕ) :=

{
m1 + · · ·+mn si ϕ n’est ni inversible ni nulle

0 si ϕ est inversible

La proposition suivante établit des majorations du nombre facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité d’une série formelle en termes de ses v-ordres et de ses v-parties principales.

Proposition 3.2.5. Soit ϕ ∈ K[[s, t]] une série formelle non nulle. Alors, on a :

i) le nombre de facteurs irréductibles de ϕ comptés avec multiplicité est inférieur ou égal
au nombre de facteurs irréductibles de ϕv comptés avec multiplicité pour tout v ∈ R2

>0,
c’est-à-dire

FI(ϕ) ≤ infv∈R2
>0

FI(ϕv) ;

ii) on suppose qu’il existe u ∈ R>0 tel que degt ϕ(u,1) = ν(u,1)ϕ, où degt ϕ(u,1) est le degré
en t du polynôme ϕ(u,1), alors pour tout u′ ≥ u on a :

FI(ϕ) ≤ ν(u′,1)ϕ,

c’est-à-dire le nombre de facteurs irréductibles de ϕ comptés avec multiplicité est in-
férieur ou égal au (u′, 1)-ordre de ϕ pour tout u′ ≥ u.

Démonstration. D’après la proposition 3.2.3, si la série formelle ϕ est inversible, alors,
pour chaque v ∈ R2

>0, la v-partie principale ϕv, est une constante non nulle (c’est-à-dire
ϕv ∈ K?) et le v-ordre νvϕ est nul. Ceci achève la démonstration dans ce cas, car FI(ϕ) =
FI(ϕv) = νvϕ = 0, pour tout v ∈ R2

>0.

Dans la suite, on suppose que la série formelle ϕ n’est ni inversible ni nulle.

Le point i) résulte de la propriété multiplicative des v-parties principales (voir la Propo-
sition 3.2.4). En effet, on suppose que

ϕ = Iϕm1
1 · · ·ϕmnn , n ≥ 1,

où les entiers mi sont strictement positifs, les ϕi sont des séries formelles irréductibles deux
à deux non associées et I une série formelle inversible. Alors, on a :

ϕv = Iv((ϕ1)v)
m1 · · · ((ϕn)v)

mn .

Par conséquent, FI(ϕ) ≤ FI(ϕv) pour tout v ∈ R2
>0. On remarque que les (ϕi)v ne sont

pas nécessairement irréductibles.

Maintenant, on démontre le point ii).

La série formelle ϕ ∈ K[[s, t]] peut s’écrire de la façon suivante :
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48 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

ϕ =
∑

(e1, e2) ∈ Z2
>0

c(e1,e2)s
e1te2 .

On suppose qu’il existe u ∈ R>0 tel que degt ϕ(u,1) = ν(u,1)ϕ et soit d := degt ϕ(u,1).
Comme on a degt ϕ(u,1) = ν(u,1)ϕ, le vecteur (0, d) appartient à l’ensemble E(ϕ) et d =
(0, d) · (u, 1) ≤ (e1, e2) · (u, 1) pour tout (e1, e2) ∈ E(ϕ). Par conséquent, on a :

ϕ(u,1) = c(0,d)t
d + p(s, t),

où p est la somme des termes de ϕ(u,1) d’exposante en la variable t strictement plus petit que d.

Alors, on a :
FI(ϕ(u,1)) ≤ d = ν(u,1)ϕ.

En vertu du point i) de la proposition on a :

FI(ϕ) ≤ ν(u,1)ϕ.

Comme on a d = (0, d) · (u, 1) ≤ (e1, e2) · (u, 1), on a d = (0, d) · (u′, 1) ≤ (e1, e2) · (u′, 1)
pour tout u′ ≥ u. Ainsi, on obtient que degt ϕ(u′,1) = ν(u′,1)ϕ = d pour tout u′ ≥ u, d’où la
proposition. �

Les comorphismes des K-wedges qu’on considère dans les sections suivantes sont définis
par des séries formelles comme celles de la proposition suivante.

Proposition 3.2.6. On considère une série formelle ϕ ∈ K[[s, t]] non nulle qu’on peut écrire
de la façon suivante :

ϕ =
∑

0≤i<µ ais
miti +

∑
µ≤i ait

i,

où les entiers mi, 0 ≤ i ≤ µ − 1, sont strictement positifs et les ai, i ≥ 0, sont des séries
formelles qui appartiennent à K[[s]]. De plus, on suppose que la série formelle ai, pour tout
0 ≤ i ≤ µ, est inversible ou nulle (c’est-à-dire ai ∈ K[[s]]?∪{0} pour tout 0 ≤ i ≤ µ) et aµ 6= 0.

On note ai0 le coefficient du terme constant de la série formelle ai pour i ≥ 0.

Alors, on a :
i) pour tout vecteur v ∈ R2

>0 la v-partie principale ϕv a la forme suivante :

ϕv = a′µt
µ +

∑
0≤i<µ a

′
is
miti,

où les coefficients a′i, pour tout i ≤ µ, sont définis de la façon suivante :

a′i =

{
ai0 si (mi, i) · v = νvϕ
0 si (mi, i) · v > νvϕ

;

ii) il existe u ∈ R>0 tel que pour tout u′ ≥ u on a :

degt ϕ(u′,1) = ν(u′,1)ϕ,
c’est-à-dire le degré en t de ϕ(u′,1) est égal au (u′, 1)-ordre de ϕ ;

iii) s’il existe i < µ tel que al 6= 0, alors il existe un vecteur v = (u′′, 1) ∈ R2
>0 tel que la

partie principale ϕv n’est pas un monôme et a′µ = aµ0. De plus, on a :

degt ϕ(u′′,1) = ν(u′′,1)ϕ.

Remarque 3.2.7. Le point ii) de la Proposition 3.2.6 montre que les séries formelles qu’on
considère satisfont les hypothèses du point ii) de la proposition 3.2.5.
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3.3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN (K,L)-WEDGE 49

Démonstration. Soient E ′(ϕ) = {(m0, 0), (m1, 1), ..., (mµ−1, µ − 1), (0, µ)} et v ∈ R2
>0.

Comme la série formelle aµ est inversible, l’intersection E ′(ϕ) ∩ E(ϕ) n’est pas vide.
Par simple inspection des éléments de l’ensemble E(ϕ), on déduit que pour tout e ∈

E(ϕ)\E ′(ϕ) il existe e′ ∈ E ′(ϕ) ∩ E(ϕ) tel que e′ · v < e · v, d’où le point i) de la proposition.

On remarque que pour u “assez grand”, on a ϕ(u′,1) = aµ0t
µ, pour tout u′ ≥ u. Par

conséquent, on a :

degt ϕ(u′,1) = ν(u′,1)ϕ = µ,

pour tout u′ ≥ u, d’où le point ii) de la proposition.

Si l’ensemble {aj0smj tj | j < µ et aj0 6= 0} n’est pas vide, alors pour u “assez petit”
la partie principale ϕ(u,1) appartient à {aj0smj tj | j < µ et aj0 6= 0}. Comme l’application

R>0 → R3;u 7→ ν(1,u)ϕ est continue (voir la Proposition 2.2.4 et la Remarque 3.2.2), il existe

un vecteur v = (u′′, 1) ∈ R2
>0 tel que la partie principale ϕv n’est pas un monôme et tel que

degt ϕv = µ, d’où le point iii) de la proposition. �

3.3. Les vecteurs principaux d’un (K,l)-wedge

On rappelle quelques notations. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, K une extension du corps k, d ≥ 2 un entier, N := Zd+1 muni de sa base standard
{e1, e2, ... ed+1} et ∆ := 〈e1, e2, ..., ed+1〉 le cône standard. Le dual de N, noté M, est identifié
avec Zd+1 au moyen de la forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ d + 1. On note
T le tore N⊗Zk et on pose xj := χej ∈ k[∆∨ ∩M], 1 ≤ j ≤ d+ 1.

Pour r := (r1, r2, ..., rd+1) ∈ Zd+1
≥0 , on note xr = xr11 x

r2
2 · · ·x

rd+1

d+1 . Soit V une hypersurface

normale de la variété torique Ad+1
k = Spec k[x1, x2, ..., xd+1] donnée par l’équation f = 0, où

f =
∑

r∈Zm≥0
crx

r ∈ k[x1, x2, ..., xd+1], cr ∈ k, est un polynôme irréductible et non dégénéré

par rapport la frontière de Newton Γ(f). On note O la T -orbite de dimension zéro de la variété

Ad+1
k et on suppose que O est l’unique point singulier de V .

D’abord, on définit les (K, l)-wedges sur V , où l est un entier supérieur ou égal à 1, et le
v-vecteur principal d’un (K, l)-wedge sur V , où v ∈ Rl>0. Ensuite, on démontre que l’ensemble
des vecteurs principaux de certains (K, l)-wedge sur V est contenu dans l’intersection du d-
squelette Sd Γ?(f) de l’éventail de Newton Γ?(f) avec l’intérieur du cône standard ∆. Cette
proposition nous donne une information importante sur les vecteurs principaux d’un (K, l)-
wedge, information qu’on utilise dans les sections suivantes.

Définition 3.3.1. Un morphisme ω : SpecK[[t1, t2, ..., tl]] −→ V , où l est un entier supérieur
ou égal à 1, est appelé (K, l)-wedge sur V . On note 0 l’unique point fermé du schéma
SpecK[[t1, t2, ..., tl]].

Remarque 3.3.2. L’ensemble des (K, 1)-wedges (resp. (K, 2)-wedges) sur V est l’ensemble
des K-arcs (resp. K-wedges) sur V .

On rappelle que ω est un morphisme entre variétés affines, donc le comorphime ω? est
bien défini.

Définition 3.3.3. Soient ω un (K, l)-wedge sur V et v un vecteur qui appartient à Rl>0. On
appelle v-vecteur principal de ω le vecteur suivant :

νvω := (νvω
?(x1), ..., νvω

?(xd+1)) ∈ Rd+1,
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50 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

où ω? est le comorphisme de ω. On note V P (ω) := {νvω | v ∈ Rl>0} l’ensemble de v-vecteurs
principaux de ω.

Remarque 3.3.4. Soit α un K-arc sur V . L’ensemble de v-vecteurs principaux V P (α) de α
est un cône de dimension 1 engendré par le vecteur primitif suivant :

µ := (Ordt α
?(x1), ...,Ordt α

?(xd+1)) ∈ Zd+1
≥0 .

Le vecteur µ est appelé le vecteur principal du K-arc.

Définition 3.3.5. Soit ω un (K, l)-wedge sur V , l ≥ 1. On dit que le (K, l)-wedge ω est un

bon (K, l)-wedge si ω n’est pas concentré dans Ad+1
k \T , c’est-à-dire ω(g) /∈ Ad+1

k \T , où g est
le point générique de SpecK[[t1, ..., tl]].

On remarque que si l’hypersurface V admet un bon (K, l)-wedge ω, alors f n’est pas un
monôme.

Proposition 3.3.6. Soit ω un bon (K, l)-wedge sur V tel que ω(0) = O. Alors, l’ensemble de
vecteurs principaux V P (ω) du (K, l)-wedge ω est contenu dans l’intersection du d-squelette
de l’éventail de Newton Γ?(f) avec l’intérieur du cône standard ∆, c’est-à-dire V P (ω) ⊂
Sd Γ?(f)∩∆◦.

Démonstration. On fixe un vecteur v = (v1, v2, · · · , vl) ∈ Rl>0.

Comme ω est un bon (K, l)-wedge sur V et ω(0) = O, le vecteur principal νvω définit une
graduation strictement positive sur l’anneau k[t1, x2, ..., td+1] (on remarque que νvω ∈ ∆◦) et
ω? f = 0. Soit f0 le terme principal de f obtenu au moyen de cette graduation. Comme on a
ω? f = 0, le terme principal f0 n’est pas un monôme, d’où la proposition. �

Maintenant, on suppose que l = 2. Pour simplifier la notation de l’anneau K[[t1, t2]] on
change t1 (resp. t2) en s (resp. t). On a donc l’anneau K[[s, t]] à la place de l’anneau K[[t1, t2]].

Soit Σ est une subdivision régulière admissible de Γ?(f) (voir la Définition 2.5.1). On

considère le morphisme torique π : X(Σ)→ Ad+1
k et on note Ṽ le transformé strict de V dans

X(Σ).

On rappelle que l’espace d’arcs V∞ satisfait la propriété fonctorielle suivante (voir le
Théorème 1.1.2 ou [IK03]) : le foncteur Y → Hom(Y ×̂k Spec k[[t]], V ), où Y est un schéma
quelconque sur k et Y ×̂k Spec k[[t]] est le complété formel du schéma Y ×k Spec k[[t]] le long
du sous-schéma Y ×k Spec k, est représentable par le schéma V∞.

Comme k est un corps de caractéristique nulle, l’espace d’arcs V∞ est irréductible (voir
le Théorème 1.1.3).

D’après cette propriété fonctorielle, les K-points (K[[s]]-points) de V∞ sont en correspon-
dance bijective avec les K-arcs (K-wedges) sur V . Par abus de notation, pour α ∈ V∞ on
note α son kα-arc correspondant, où kα est le corps résiduel du point α.

On rappelle que le morphisme p∞ : V∞ → V est la projection canonique α 7→ α(0), où 0
est le point fermé de Spec kα[[t]]. On pose V s

∞ := p−1
∞ (O).

Considérons un K-wedge ω : SpecK[[s, t]]→ V . On rappelle que l’image du point fermé
(resp. du point générique) de SpecK[[s]] dans V∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique)
du K-wedge ω. On note α0 (resp. αg) le centre (resp. de l’arc générique) du K-wedge ω.
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3.3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN (K,L)-WEDGE 51

Le K-wedge ω peut être interprété comme une déformation à un paramètre des coeffi-
cients du comorphisme α?0 de l’arc α0.

Dans les sections suivantes, considérons les K-wedges admissibles sur V . On rappelle la
définition de K-wedge admissible (voir la Définition 1.3.3). Soit E un diviseur essentiel sur
V et NE l’adhérence dans V∞ de l’ensemble {α ∈ V∞\(Sing V )∞ | α̂(0) ∈ E}, où (Sing V )∞
est le sous-ensemble fermé de V∞ des arcs qui sont concentrés en O et α̂ est l’unique kα-arc

sur Ṽ tel que π ◦ α̂ = α. Un K-wedge ω est appelé K-wedge admissible centré en NE si le
centre α0 (resp. l’arc générique αg) de ω est le point générique de NE (resp. appartient à V s

∞).

On remarque que un K-wedge admissible ω sur V satisfait la propriété suivante : α0(0) =
O, α0(g) ∈ T , où 0 est le point fermé et g le point générique de Spec kα0 [[t]], et αg ∈ V s

∞.

La proposition suivante montre que le comorphisme d’un K-wedge , qui satisfait la pro-
priété ci-dessus, est défini par des séries formelles qui satisfont les hypothèses de la Proposition
3.2.6. On peut donc utiliser les résultats obtenus dans la Section 3.2 pour majorer le nombre
de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de ces séries.

Il suffit d’une simple inspection du comorphisme du K-wedge considéré pour en déduire
la proposition suivante.

Proposition 3.3.7. Soit ω : SpecK[[s, t]] −→ V un K-wedge sur V tel α0(0) = O, α0(g) ∈
T . Alors, on peut écrire le comorphisme du K-wedge ω de la façon suivante :

(3.2) ω?(xi) =
∑

ηi≤j<µi

aijs
lij tj +

∑
µi≤j

aijt
j , pour tout 1 ≤ i ≤ d+ 1,

où les exposants lij sont strictement positifs et les aij sont des séries formelles qui appartien-
nent à K[[s]]. De plus, pour chaque 1 ≤ i ≤ d+ 1, 1 < j < µi (resp.1 ≤ i ≤ d+ 1) les séries
formelles aij (resp. aiηi et aiµi) sont inversibles ou nulles (resp. sont inversibles).

La proposition suivante donne une idée de la forme des v-parties principales des K-wedges
considérées dans le résultat précédent. La preuve de cette proposition est analogue à celle de
la proposition 3.2.6.

Proposition 3.3.8. Soient ω : SpecK[[s, t]] −→ V un K-wedge sur V tel α0(0) = O,
α0(g) ∈ T et v un vecteur de R2

>0. On utilise les Formules 3.2 de la Proposition 3.3.7 pour
noter le comorphisme ω? du K-wedge ω. Alors, on a :

i) les v-parties principales ω?(xi)v, 1 ≤ i ≤ d+ 1 ont la forme suivante :

(xi)v := ω?(xi)v = a′iµxt
µi +

∑
ηi≤j<µi

a′ijs
lij tj,

où les coefficients a′ij, pour 1 ≤ i ≤ d+ 1, ηi ≤ j ≤ µi, sont définis par :

a′ij =

{
aij0 si (mi, i) · v = νvω

?(x)
0 si (mi, i) · v > νvω

?(x)
,

où aij0 est le coefficient du terme constant de la série formelle aij ;

ii) il existe un réel u > 0 tel que :
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52 3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN WEDGE

µ = ν(u′,1)ω = (degt(x1)(u′,1),degt(x2)(u′,1), ...,degt(xd+1)(u′,1)), pour tout u′ ≥ u;,
où µ = (µ1, µ2, ..., µd+1) ;

iii) soit u comme dans le point ii) ; si parmi les séries formelles aij ∈ K[[s]] pour 1 ≤
i ≤ d + 1, ηi ≤ j < µi, il existe au moins une série formelle non nulle, alors on peut
supposer que parmi les (u, 1)-parties principales (xi)(u,1), 1 ≤ i ≤ d + 1, il y en a au
moins une qui n’est pas un monôme.

Étant donné un K-wedge ω. On peut écrire son comorphisme ω? de la façon suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, ηi = Ordt ω
?(xi), pour 1 ≤ i ≤ d+ 1,

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Corollaire 3.3.9. On conserve les hypothèses de la proposition 3.3.8. Alors, on a :
i) il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ R2

>0 tel que le v-ordre de ϕi, 1 ≤ i ≤ d+ 1, satisfait la
propriété suivante :

νvϕi = degt(ϕi)v = µi − ηi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,
de plus, si parmi les séries formelles ϕi, il y en a au moins une qui n’est pas inversible,
alors on peut supposer que parmi les v-parties principales (ϕi)v, il y en a au moins une
qui n’est pas un monôme.

ii) le nombre de facteurs irréductibles de ϕi comptés avec multiplicité est inférieur ou
égal à µi − ηi, c’est-à-dire

FI(ϕi) ≤ µi − ηi, 1 ≤ i ≤ d+ 1,
de plus, ϕi est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.

Démonstration. La démonstration résulte des Proposition 3.2.5, 3.3.7 et 3.3.8. �

En vertu des Propositions 3.3.6 et 3.3.8, le vecteur principal µ appartient à l’intersection
du d-squelette Sd Γ?(f) de l’éventail de Newton Γ?(f) avec l’intérieur ∆0 du cône standard ∆.
Dans la proposition suivante on montre que si αg ∈ V s

∞, alors le vecteur η appartient aussi à
l’intersection Sd Γ?(f)∩∆0.

Proposition 3.3.10. Soit ω : SpecK[[s, t]] −→ V un K-wedge sur V tel α0(0) = O,
α0(g) ∈ T et αg ∈ V s

∞. Alors, le vecteur η := (Ordt ω
?(x1), ...,Ordt ω

?(xd+1)), appartient
à l’intersection Sd Γ?(f)∩∆0.

Démonstration. En vertu de la proposition 3.3.6, le vecteur ν(u,1)ω ∈ Sd Γ?(f)∩Rd+1
>0

pour tout u > 0. On remarque que lim
u→0

ν(u,1)ω = η. Soit n >> 0 “assez grand” tel que ηi < n,

pour tout 1 ≤ i ≤ d+ 1. Il existe donc un réel u0 > 0 tel que pour tout u ≥ u0, on a :

ν(u,1)ω ∈ Kn := Sd Γ?(f)∩{(λ1, ..., λd+1) ∈ Rd+1
≥0 | λj ≤ n pour 1 ≤ j ≤ d+ 1}.

Comme Kn est compact, on a η ∈ Sd Γ?(f). On remarque que η ∈ Zd+1
>0 , d’où la proposition.

�

Maintenant, on suppose en plus que l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de Ad+1
k

de dimension strictement plus grande que 0 et qu’il existe une G-subdivision régulière Γ?(f)G
de l’éventail de Newton Γ?(f).

On remarque que le morphisme torique π : X(Γ?(f)G)→ Ad+1
k est une résolution plongée

de V (voir le Corollaire 2.5.9). On note Ṽ le transformé strict de V . Par abus de notation,
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3.3. LES VECTEURS PRINCIPAUX D’UN (K,L)-WEDGE 53

on note π : Ṽ → V la restriction du morphisme π : X(Γ?(f)G)→ Ad+1
k à Ṽ .

Étant donné un K-arc α : SpecK[[t]] → V sur V tel que α(0) = O et α(g) ∈ V \{O},
où 0 (resp. g) est le point fermé (resp. générique) de SpecK[[t]], il existe un unique K-arc

α̂ : SpecK[[t]]→ Ṽ sur Ṽ tel que π ◦ α̂ = α.

En utilisant les notations qui sont définies ci-dessus, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.11. Soient E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du

morphisme π : Ṽ → V et α un K-arc sur V tel que le K-arc α̂ est transverse à E et α̂(0)
est le point générique de E. Alors, le vecteur principal µ du K-arc α appartient au système
générateur minimal d’un semi-groupe τ ∩ Zd+1, où τ est un cône de Γ?(f).

Démonstration. Comme π : X(Γ?(f)G) → Ad+1
k est une résolution plongée de V , il

existe un vecteur extrémal ρ1 de Γ?(f)G tel que E est une composante irréductible de Dρ1 ∩Ṽ ,
où Dρ1 est le diviseur torique associé au vecteur extrémal ρ1. On remarque que les vecteurs
extrémaux de ΣG qui sont contenus dans une face strict de ∆ sont les vecteurs extrémaux du
cône ∆, car l’hypersurface V ne contient aucune T -orbite de Ad+1

k de dimension strictement
positive. En particulier, le vecteur ρ1 appartient à l’intérieur relatif ∆0 du cône ∆.

Pour tout vecteur extrémal ρ de l’éventail ΣG tel que ρ 6= ρ1, le diviseur E n’est pas con-
tenu dans Dρ. En effet, en vertu de la Proposition 2.5.5, pour tout vecteur extrémal ρ ∈ ∆0 de
l’éventail Γ?(f)G , si l’intersection Dρ ∩Dρ1 n’est pas vide, alors toutes les T -orbites contenues

dans Dρ ∩Dρ1 sont transverse à Ṽ .

Soient ρi, 2 ≤ i ≤ d+ 1 des vecteurs extrémaux de ΣG adjacents à ρ1, c’est-à-dire il existe
un cône σ ∈ ΣG de dimension d+ 1 tel que les vecteurs ρi, 1 ≤ i ≤ d+ 1, sont vecteurs extré-
maux de σ. On remarque que le point générique de E n’est pas contenu dans ρi, 2 ≤ i ≤ d+1.

Pour un vecteur m := (a1, a2, ..., ad+1) ∈ Zd+1, on note χm(t1, t2, ..., td+1) = ta1
1 t

a2
2 · · · t

ad+1

d+1

le caractère associé à m. Soient Uσ l’ouvert torique de X(ΣG) associé à σ et χmi le caractère
qui définit une équation de Dρi ∩Uσ, pour i ∈ {1, 2, ..., d + 1}. Alors, on a mi · ρj = δij , où
δij est le symbole de Kronecker. Quitte à remplacer les vecteurs ρi, 2 ≤ i ≤ d + 1, on peut
supposer que Uσ ∩ E 6= ∅.

On considère l’unique relèvement α̂ à X(ΣG) du K-arc α. Le point α̂(0) est le point
générique de E et Ordt α̂

?(g) = 1, où g est une équation locale de E (α̂ est transverse à E).

On rappelle que le diviseur π−1(V ) est à croisements normaux. En particulier, V̂ est
transverse au diviseur Dρ1 . Comme le K-arc α̂ est transverse à E, le K-arc α̂E est transverse
à Dρ1 . Par conséquent, on obtient que miµ = δi1, 1 ≤ i ≤ d + 1, car α̂(0) n’est pas contenu
dans Dρi , 2 ≤ i ≤ d + 1. Ceci implique que µ = ρ1, d’où la proposition, car ΣG est une
G-subdivision régulière de Γ?(f). �

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



CHAPITRE 4

Résolution du problème des arcs de Nash pour une famille
d’hypersurfaces quasi-rationnelles de A3

k

Ce chapitre est une adaptation d’un article qui va parâıtre dans les Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, voir [LA11a].

4.1. Préliminaires et rappels

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, S une surface algébrique
normale sur k et π : X → S la résolution minimale de S. Chaque composante irréductible E
de la fibre exceptionnelle de π est appelée diviseur essentiel sur S. On note Ess(S) l’ensemble
des diviseurs essentiels sur S.

Soit K une extension du corps k. Un morphisme SpecK[[t]] → S est appelé K-arc. On
note S∞ l’espace d’arcs sur S (voir [Ish07] ou la Section 1.1) ). Les K-points de S∞ sont en
correspondance bijective avec les K-arcs sur S. Par abus de notation, pour α ∈ S∞ on note α
son kα-arc correspondant, où kα est le corps résiduel du point α. Soit p : S∞ → S la projec-
tion canonique α 7→ α(0), où 0 est le point fermé de Spec kα[[t]]. On note Ss∞ := p−1(SingS),
où SingS est le lieu singulier de S, et CN (S) l’ensemble des composantes irréductibles de
Ss∞. Nash a démontré que l’application NS : CN (S) → Ess(S) qui associe à C ∈ CN (S)

l’adhérence {α̂(0)} est bien définie et injective, où α̂ est le relèvement à X du point générique
α de C, c’est-à-dire π ◦ α̂ = α. Le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité de NS .

Soit E ∈ Ess(S). On note NE l’adhérence dans S∞ de l’ensemble suivant :

{α ∈ S∞\(SingS)∞ | α̂(0) ∈ E}.
On peut montrer que NE est irréductible et que Ss∞ =

⋃
E NE.

Les morphismes ω : SpecK[[s, t]] → S sont appelés K-wedges sur S. Ils sont en cor-
respondance bijective avec les K[[s]]-points de S∞. L’image du point fermé (resp. du point
générique) de SpecK[[s]] dans S∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω.

Un K-wedge ω est appelé K-wedge admissible centré en NE si le centre (resp. l’arc
générique) de ω est le point générique de NE (resp. appartient à Ss∞). Dans [Reg06] on
montre que E appartient à l’image de l’application de Nash NS si et seulement si tout K-
wedge admissible centré en NE se relève à X c’est-à-dire il existe un K-wedge ω̂ sur X tel
que π ◦ ω̂ = ω.

On considère l’hypersurface S(p,hq) de A3
k donnée par l’équation zp + hq(x, y) = 0, où

hq est un polynôme homogène de degré q sans facteur multiple, p ≥ 2, q ≥ 2 deux entiers
premiers entre eux. Par exemple si hq(x, y) = xq + yq, S(p,hq) est une surface de Pham-
Brieskorn. Dans [FZ03] on montre que les surfaces S(p, hq) sont toutes quasi-rationnelles
(c’est-à-dire les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale
sont des courbes rationnelles) et rationnelles si et seulement si q = 2 ou (p, q) = (2, 3). On
remarque que S(p,h2) est une singularité du type Ap−1. Le résultat principal de ce chapitre
est le théorème suivant.

55
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56 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

Théorème 4.1.1. Pour tous les entiers p ≥ 2, q ≥ 2 premiers entre eux, l’application de
Nash NS(p,hq) associée à S(p, hq) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat a été publiée dans [LA11b].

On remarque que les critères de [Mor08] et [PPP06] ne s’appliquent pas en général aux
familles S(p, hq).

En utilisant la même méthode que dans la preuve du Théorème 4.1.1 on obtient le résultat
suivant :

Théorème 4.1.2. Si S est une singularité de type E6 ou E7, l’application de Nash NS
associée à S est bijective.

On obtient aussi une preuve simple de la bijectivité de l’application de Nash pour plusieurs
cas connus, par exemple Dn, où n est un entier, n ≥ 4 (voir [Plé08]).

Ce chapitre est organisé de la façon suivante : dans la première section on introduit
quelques notations et on démontre le Théorème 4.1.1 ; le Théorème 4.1.2 est le sujet de la
deuxième section, on donne la preuve du cas E6 en détails et un résumé pour le cas E7 ; dans
la dernière section on donne une preuve simple de la bijectivité de l’application de Nash pour
les singularités du type Dn, n ≥ 4 différente de celle de l’article [Plé08].

4.2. Le problème Nash pour les hypersurfaces quasi-rationelles S(p,hq)

On rappelle que S(p,hq) est l’hypersurface de A3
k donnée par l’équation zp+hq(x, y) = 0,

où hq est un polynôme homogène de degré q sans facteur multiple et p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux
entiers premiers entre eux.

Nash a démontré que l’application NAm associée à la surface de type Am, m ≥ 2, est
bijective (voir [Nas95]). On suppose donc que q ≥ 3, car l’hypersurface S(p,h2) est une
singularité du type Ap−1.

4.2.1. Résolution de la singularité. Un système de coordonnées affines {x, y, z} de
A3
k étant fixé, notons O l’origine de A3

k. On décrit la désingularisation de S(p, hq) en utilisant
les constellations toriques de points infiniment voisins de O (voir [CGSLJ96]), les éventails
de Newton (voir [GSLJ91]) et les G-désingularisations (voir [BGS95]).

D’abord, on fait quelques rappels. Soient N = Z3 muni de sa base standard {e1, e2, e3} et
M = HomZ(N,Z) le dual de N. On note {e?1, e?2, e?3} la base duale de {e1, e2, e3}. On identifie
la k-algèbre k[M] avec la k-algèbre k[x, x−1, y, y−1, z, z−1] par l’isomorphisme qui envoie le
caractère χe?1 (resp. χe?2 , χe?3) sur x (resp. y, z).

Soit Σ un éventail en NR := N⊗ZR. On note X(Σ) la variété torique associée à l’éventail
Σ et munie de l’action du tore algébrique (k?)3 = Spec k[x, x−1, y, y−1, z, z−1].

Soit X0 = A3
k. Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble

fini de points C = {Q0 = O,Q1, ..., Qm}, où chaque Qi, 1 ≤ i ≤ m, est une orbite de dimension
0 de la variété torique Xi obtenue par l’éclatement ςi : Xi → Xi−1 de centre Qi−1. On note
X(C) = Xm+1.

On dit que Qj se projette sur Qi, noté Qj ≥ Qi, si le point Qj ∈ Xj est obtenu à par-
tir de Qi ∈ Xi par une suite d’éclatements de points. La relation ≥ est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si ≥ est un ordre total, on dit que C est une constellation en châıne.
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 57

Supposons que C est une constellation torique en châıne de points infiniment voisins de
O. Soient B := {e1, e2, e3} la base ordonnée de N et ∆ := 〈B〉 le cône régulier engendré par B.
Notons Σi l’éventail associé à la variété torique Xi. L’éventail Σ1 est obtenu par la subdivision
élémentaire de ∆ centrée en u = e1 + e2 + e3. Pour chaque entier j, 1 ≤ j ≤ 3, soit Bj la base
ordonnée de N obtenue en remplaçant ej par u en la base B. Soit ∆j := 〈Bj〉 le cône régulier
engendré par Bj , pour 1 ≤ j ≤ 3. Le choix du point Q1 > Q0 équivaut à choisir un entier a1,
1 ≤ a1 ≤ 3, qui détermine un cône ∆a1 de l’éventail Σ1. La subdivision Σ2 de Σ1 est obtenue
en remplaçant ∆a1 en Σ1 par les cônes ∆a1j := 〈Ba1j〉, où Ba1j est la base ordonnée de N
obtenue en remplaçant le j-ième vecteur de Ba1 par

∑
u∈Ba1

u. Le choix du point Q2 > Q1

équivaut à choisir un entier a2, 1 ≤ a2 ≤ 3, qui détermine un cône ∆a1a2 de l’éventail Σ2. Par
récurrence, on obtient une codification de la constellation en châıne C. Cette codification est
notée Qj = Q0(a1a2 · · · aj) pour 1 ≤ j ≤ m.

Soit b1, b2, · · · , bk une suite d’entiers, où 1 ≤ bi ≤ 3, 1 ≤ i ≤ k ≤ m, et telle que le
cône ∆b1b2···bk appartient à l’éventail Σm+1. Notons Ub1b2···bk l’ouvert torique affine qui est en
correspondance avec le cône ∆b1b2···bk .

Soit Cn = {Q0 = O,Q1, ..., Qn−1}, n ≥ 1, une châıne torique de points infiniment voisins
de O donnée par la codification Qj = Q0(3j) (j fois l’entier 3) pour 1 ≤ j ≤ n− 1. On note
σn : X(Cn)→ A3

k le morphisme torique induit par Cn et SC le transformé strict de S(p,hq).

Proposition 4.2.1. Soient p > q et p = nq + r la division entière, 1 ≤ r < q. Si r = 1,
alors SC est la résolution minimale de S(p, hq) et la fibre exceptionnelle σ−1

n (O) ∩ SC est la
réunion de nq courbes rationnelles. Si r > 1, alors SC a un unique point singulier s, et de
plus, (SC , s) est isomorphe au germe (S(r,hq), O).

Démonstration. La proposition se démontre par récurrence sur l’entier n ≥ 1. Mais
d’abord, démontrons le lemme suivant.

On considère l’éclatement de A3
k de centre O, ς1 : X1 → A3

k. On note xi, yi, zi les
coordonnées canoniques de l’ouvert torique affine Ui, pour l’entier 1 ≤ i ≤ 3.

Soit S le transformé strict de S(p, hq) induit par le morphisme ς1 : X1 → A3
k. Par abus

de notation, on note ς1 : S → S(p,hq) la restriction du morphisme ς1 : X1 → A3
k à S.

Lemme 4.2.2. Les ouverts de S, U1 ∩S et U2 ∩S sont lisses et U3 ∩S = {(x3, y3, z3) ∈ U3 |
zp−q3 + hq(x3, y3) = 0}.

La fibre exceptionnelle du morphisme ς1 : S → S(p,hq) est la réunion de q courbes
rationnelles. Les courbes ne s’intersectent qu’au point fermé de U3 fixé par l’action du tore
algébrique (k?)3.

Si p− q = 1, alors S est la résolution minimale de S(p,hq).

Démonstration. Les restrictions du morphisme ς1 : X1 → A3
k aux ouverts Ui sont

données de la façon suivante :
U1 → A3

k, (x1, y1, z1) 7→ (x1, x1y1, x1z1) ;
U2 → A3

k, (x2, y2, z2) 7→ (y2x2, y2, y2z2) ;
U3 → A3

k, (x3, y3, z3) 7→ (z3x3, z3y3, z3).
Ainsi, on obtient que

U1 ∩ S = {(x1, y1, z1) ∈ U1 | zp1x
p−q
1 + hq(1, y1) = 0} ;

U2 ∩ S = {(x2, y2, z2) ∈ U2 | zp2y
p−q
2 + hq(x2, 1) = 0} ;

U3 ∩ S = {(x3, y3, z3) ∈ U3 | zp−q3 + hq(x3, y3) = 0}.
Par un calcul direct, on montre que U1 ∩ S et U2 ∩ S sont lisses. Ceci achève la preuve de la
première partie du lemme.

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



58 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

Soit F la fibre exceptionnelle du morphisme ς1 : S → S(p,hq). Alors on a

U3 ∩ F = {(x3, y3, z3) ∈ U3 | z3 = 0, hq(x3, y3) = 0}.

Comme hq est un polynôme homogène de degré q sans facteur multiple, l’ensemble U3 ∩ F
est la réunion de q courbes rationnelles qui s’intersectent en l’origine de U3.

On remarque que les deux ensembles suivants sont de cardinalité q.
(X1\U3) ∩ F ∩ U1 = {(x1, y1, z1) ∈ U1 | z1 = 0, x1 = 0, hq(1, y1) = 0} ;
(X1\U3) ∩ F ∩ U2 = {(x2, y2, z2) ∈ U2 | z2 = 0, y2 = 0, hq(x2, 1) = 0}.

Par conséquent, la fibre exceptionnelle est la réunion d’exactement q courbes rationnelles qui
s’intersectent en l’origine de U3. Ceci achève la preuve de la deuxième parti du lemme.

Si p−q = 1, S est une surface lisse. On considère la fonction régulière de A3
k, g(x, y, z) = x.

Alors g? = g ◦ ς1 est une fonction régulière de X1.
Soit C le diviseur principal de S(p, hq) associé à la restriction de g à S(p,hq), c’est-à-dire

C := Div g |S(p,hq). On remarque que C est une courbe (l’intersection schématique de Div g

et S(p,hq) est irréductible et réduit). Notons C ′ le transformé strict de C par le morphisme
ς1 : S → S(p, hq). Par un calcul direct, on peut montrer que C ′ intersecte F en l’origine de
U3.

On considère la restriction de g? à l’ouvert U3. Alors, on a

g? = z3x3.

Par conséquent, le diviseur principal de S associé à la restriction de g? à S est le suivant :

Div g? |S = C ′ +
∑q

i=1 Fi,

où les Fi sont les composantes irréductibles de F . Comme Div g? |S · Fi = 0 pour tout
i ∈ {1, 2, ..., q}, on obtient :

Fi · Fi = −C ′ · Fi −
∑

j 6=i Fj · Fi = −q ≤ −3.

Ceci achève la preuve du lemme. �

Raisonnons par récurrence sur l’entier n.

Si n = 1, on a p = q + r et C1 = {Q0 = O}. La preuve de ce cas résulte du Lemme 4.2.2.

Maintenant, on suppose que p = nq + r.

D’après le Lemme 4.2.2, on a U3 ∩ S = S((n-1)q + r, hq) et la fibre exceptionnelle de
ς1 : S → S(p,hq) est la réunion de q courbes rationnelles. En appliquant l’hypothèse de
récurrence sur U3 ∩ S, on montre :

la fibre exceptionnelle de σn : SC → S(p,hq) est la réunion de nq courbes rationnelles ;
si r > 1, alors SC a un unique point singulier de type S(r, hq) ;
si r = 1, alors SC est lisse.

Pour achever la preuve de la proposition, il faut montrer que si r = 1, alors le morphisme
σn : SC → S(p, hq) est la résolution minimale de S(p,hq).

Soient F la fibre exceptionnelle du morphisme ς1 : S → S(p, hq) et Fi une composante
irréductible de F , 1 ≤ i ≤ q. On note F ′i le transformé strict de Fi dans SC (on rappelle que
le morphisme ς1 factorise σn). En utilisant l’hypothèse de récurrence, pour montrer que SC
est la résolution minimale de S(p,hq), il suffit de montrer que F ′i ·F ′i ≤ −2 pour tout 1 ≤ i ≤ q.
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 59

Pour chaque Qi ∈ Cn, on note Bi le diviseur exceptionnel ς−1
i (Qi) en Xi+1 et Di (resp.

D?
i ) le transformé strict (resp. total) de Bi dans X(Cn).

On rappelle que la constellation Cn est donnée par la codification Qj = Q0(3j) pour
1 ≤ j ≤ n− 1. En vertu du lemme 1.3 de [CGSLJ96] (voir la Proposition 2.4.2 et l’Exemple
2.4.4), on a

Di = D?
i −D?

i+1,

d’où D?
i =

∑n−1
j=i Dj .

Avant d’achever la preuve de la Proposition 4.2.1, on rappelle les notions suivantes (voir
la Proposition 2.4.8 et la Définition 2.4.9).

Soient I, J , P trois idéaux. Le ?-produit de I et J , noté I ? J , est la clôture intégrale
du produit IJ . On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est ?-simple si
P n’a pas de ?-factorisation non-triviale.

On suppose que I est un idéal tel que IOX(Cn) soit un faisceau d’idéaux inversible.
On définit par récurrence le vecteur m(I) = (m0, ...,mn−1) : I0 = I, m0 = OrdQ0 I0 et
mi = OrdQi Ii, 1 ≤ i ≤ n − 1, où Ii = x−mi−1Ii−1OXi,Qi et x = 0 est l’équation locale de
Bi−1 en Qi. Dans [Lip88] l’auteur montre qu’il existe un unique idéal ?-simple, noté PQn−1 ,
tel que le vecteur m(PQn−1) est minimal pour l’ordre lexicographique inverse et mn−1 = 1.
L’idéal PQn−1 est appelé l’idéal ?-simple spécial associé à Qn−1.

Reprenons la démonstration de la Proposition 4.2.1.

Soient PQn−1 l’idéal ?-simple spécial associé à Qn−1 et D′ le diviseur de X(Cn) tel que

PQn−1OX(Cn) = OX(Cn)(−D′).

D’après le Lemme 2.16 de [CGSLJ96] (voir la Proposition 2.4.13 et l’Exemple 2.4.14),
on a

D′ =
∑n−1

i=0 D?
i .

Par conséquent, on a

D′ =
∑n−1

i=0 (i+ 1) Di.

Soit g un élément général de l’idéal PQn−1 . Alors g? = g ◦σn est une fonction régulière de
X(Cn). On note C le diviseur associé à g et C ′ le transformé strict de C dans X(Cn). Alors,
on a :

Div g? = C ′ +
∑n−1

i=0 (i+ 1) Di.

Pour un diviseur Z de X(Cn), tel que son support ne contienne pas SC , notons Z · SC
le diviseur de SC obtenu par la somme formelle des composantes irréductibles de Z ∩ SC
pondérées par leurs multiplicités en SC . Comme g est un élément général de PQn−1 on peut
supposer que le support de C ′ ne contient pas SC . Ainsi, on obtient que

Div g? |SC = C ′ · SC +
∑n−1

i=0 (i+ 1) Di ·SC .

On remarque que D0 ·SC =
∑q

i=1 F
′
i . En effet, il suffit de considérer l’ouvert affine U1. On

a donc U1 ∩ SC = {(x1, y1, z1) ∈ U1 | zp1x
p−q
1 + hq(1, y1) = 0} et D0 ∩U1 = {(x1, y1, z1) ∈ U1 |

x1 = 0}. Par conséquent, (D0 · SC) ∩ U1 =
∑q

i=1(F ′i ∩ U1), d’où D0 ·SC =
∑q

i=1 F
′
i .
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60 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

On a donc

Div g? |SC = C ′ · SC +
∑n−1

i=1 (i+ 1) Di ·SC +
∑q

i=1 F
′
i .

On remarque que l’intersection Div g? |SC ·F ′i est nulle pour tout 1 ≤ i ≤ q, car Div g? |SC
est un diviseur principal. On remarque aussi que (

∑n−1
i=1 (i+1) Di ·SC) ·F ′i ≥ 2, car il existe au

moins un 1 ≤ i ≤ n− 1 tel que ((i+ 1) Di ·SC) · F ′i ≥ (i+ 1) ≥ 2. Par conséquent, on obtient
que F ′i · F ′i ≤ −2 pour tout 1 ≤ i ≤ q, d’où la proposition. �

Pour un polynôme g =
∑
cex

e1ye2ze3 dans k[x, y, z], où e = (e1, e2, e3) et ce ∈ k, on
note E(g) l’ensemble des exposants e ∈ Z3

≥0 dont le coefficient ce est non nul, c’est-à-dire

E(g) := {e ∈ Z3
≥0 | ce 6= 0}. Soient Γ+(g) l’enveloppe convexe de l’ensemble {e + R3

≥0 | e ∈
E(g)} et Γ(g) la réunion des faces compactes de Γ+(g). On note I(g) l’idéal monomial de
k[x, y, z] engendré par les monômes xe1ye2ze3 tels que (e1, e2, e3) ∈ Γ(g) ∩ Z3, c’est-à-dire
I(g) := ({xe1ye2ze3 | (e1, e2, e3) ∈ Γ(g) ∩ Z3}). L’éventail de Newton Γ?(g) associé à g est la
subdivision de R3

≥0 correspondant à l’éclatement normalisé de A3
k de centre l’idéal I(g). Pour

plus de détails voir [GSLJ91], [KKMS73] ou la Section 2.2.

Remarque 4.2.3. Dans toute la suite, à automorphisme linéaire de A3
k près, x et y ne

divisent pas hq(x, y).

La Figure 1 représente le polyèdre de Newton Γ+(f) associe à f := zp + hq(x, y).

(0, q, 0)(q, 0, 0)

(0, 0, p)

Figure 1. Polyèdre de Newton Γ+(f)

Soit H un plan de R3 qui ne contient pas l’origine de R3 et tel que l’intersection de H et
R3
≥0 soit un ensemble compact. La Figure 2 représente l’intersection de H avec la subdivision

Γ?(f) de R3
≥0. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal (autrement

dit, vecteur primitif d’un cône de dimension 1 de l’éventail Γ?(f)) correspondant. On note τ1

(resp. τ2, τ3) le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0), (0, 0, 1)) et (p, p, q).
La proposition suivante résulte d’un calcul direct.

Proposition 4.2.4. Le cônes τ1 et τ2 sont réguliers.

Soit Γ?(f)G une G-subdivision régulière de Γ?(f), c’est-à-dire une subdivision régulière de
chaque cône τ ∈ Γ?(f) n’ayant comme arêtes que celles qui portent les vecteurs du système
générateur minimal du semi-groupe τ ∩Z3. D’après [BGS95] (voir le Théorème 2.3.6), cette
subdivision existe.
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 61

(p, p, q)

(0, 1, 0)

τ2

(1, 0, 0)

τ1

(0, 0, 1)

τ3

Figure 2. Éventail de Newton Γ?(f)

On note πN : X(Γ?(f)) → A3
k (resp. πG : X(Γ?(f)G) → X(Γ?(f))) le morphisme torique

induit par la subdivision Γ?(f) de R3
≥0 (resp. Γ?(f)G de Γ?(f)) et SG le transformé strict de

S(p,hq) associé au morphisme π := πG ◦ πN Par abus de notation, on note π : SG → S(p,hq)
la restriction du morphisme π : X(Γ?(f)G)→ A3

k à SG .

Soit k, un entier k ≥ 1. Pour un ensemble d’entiers mi ≥ 2, 1 ≤ i ≤ k, on note
[m1;m2; · · · ;mk] la fraction continue définie de la façon suivante :

[mk] := mk, [mk−1;mk] := mk−1 −
1

mk
et [m1;m2; · · · ;mk] := m1 −

1

[m2; · · · ;mk]
.

La proposition suivante est une application directe du Théorème 6.1 de [Oka87] (voir le
Théorème 2.5.16).

Proposition 4.2.5. SG est une bonne résolution de S(p,hq) et son graphe dual pondéré est
une étoile à q branches identiques. Le diagramme de chaque branche est le suivant :

−m2−mk −m1E2
0 ,

où E0 le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers mi ≥ 2 (resp. l’entier k)
sont définis (resp. est défini) de la façon suivante :

si q > p et q = np+ r la division entière, 1 ≤ r < p, alors on a
p

p− r
= [m1;m2; · · · ;mk] ;

si p > q et p = nq + r, la division entière 1 ≤ r < q (resp. n ≥ 1), alors on a
p

p− q
= [m1;m2; · · · ;mk].

De plus, cette résolution est minimale si et seulement si p 6≡ 1 mod q.

Corollaire 4.2.6. Si p ≡ 1 mod q, seul le diviseur E0 n’est pas un diviseur essentiel sur
S(p,hq).

Démonstration. Soit n ≥ 1 tel que p = nq + 1. En vertu de la Proposition 4.2.5, on a

p

p− q
=

nq + 1

(n− 1)q + 1
= 2− 1

2−
. . .

2− 1

q + 1

.

En particulier l’entier k est égal à n, d’où le graphe dual de la résolution π : SG → S(p, hq)
a nq+1 sommets. D’après la Proposition 4.2.1, il n’y a qu’un diviseur de la fibre exceptionnelle
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62 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

de π qui n’est pas un diviseur essentiel. D’après le critère de contraction de Castelnuovo, ce
diviseur a une auto-intersection égale à −1.

Comme les branches du graphe dual de la résolution π : SG → S(p,hq) sont identiques,
forcement le diviseur E0 a une auto-intersection égal à −1, d’où le corollaire. �

Un polynôme g =
∑
cex

e1ye2ze3 , où e = (e1, e2, e3) et ce ∈ k, est appelé non-dégénéré
par rapport à la frontière de Newton si pour toute face compacte γ de Γ?(g) le polynôme
gγ :=

∑
e∈γ cex

e1ye2ze3 est non singulier sur le tore T := N⊕Zk, c’est-à-dire les polynômes
gγ , ∂x gγ , ∂y gγ , ∂z gγ n’ont pas de zéro commun en dehors de l’ensemble xyz = 0.

Dans la remarque suivante, on suppose que S est une hypersurface normale de A3
k, don-

née par l’équation g = 0, où g est un polynôme irréductible non-dégénéré par rapport à la
frontière de Newton Γ(g). De plus, on suppose que O est l’unique point singulier de S.

On considère une G-subdivision régulière Γ?(g)G de l’éventail de Newton Γ?(g). On note
π′ : X(Γ?(g)G) → A3

k le morphisme torique induit par la subdivision Γ?(g)G du cône R3
≥0 et

X le transformé strict de S dans X(Γ?(g)G). Par abus de notation, on note π′ : X → S la
restriction du morphisme π′ : X(Γ?(g)G)→ A3

k à X.

Remarque 4.2.7. En vertu des résultats 2.5.5, 2.5.7 et 2.5.9, on a :

- le morphisme π′ : X → S est une désingularisation de S ;
- si l’hypersurface S ne contient pas de T -orbite de dimension 1, alors le morphisme
π′ : X(Γ?(g)G)→ A3

k est une résolution plongée de S, c’est-à-dire π′ : X(Γ?(g)G)→ A3
k

est un morphisme propre et birationnel, π′ : X(Γ?(g)G)\(π′)−1(O) → A3
k\{O} est un

isomorphisme et (π′)−1(S) est un diviseur à croisements normaux.

On remarque que le polynôme f := zp+hq(x, y) est non-dégénéré par rapport à la frontière
de Newton et que l’hypersurface S(p,hq) ne contient pas de T -orbite de dimension 1 (voir la
Remarque 4.2.3).

Corollaire 4.2.8. le morphisme π : X(Γ?(f)G)→ A3
k est une résolution plongée de S(p, hq)

La proposition suivante établit une relation entre le morphisme π : SG → S(p,hq) et le
morphisme σn : SC → S(p,hq) (voir les Propositions 4.2.1 et 4.2.5).

Proposition 4.2.9. Si p > q, le morphisme σn : SC → S(p,hq) factorise le morphisme
π : SG → S(p, hq), c’est-à-dire il existe un morphisme π0 : SG → SC tel que π = σn ◦ π0.

Démonstration. Dans la preuve de cette proposition, on peut appliquer le Lemme 4.2.2
car ses hypothèses sont vérifiées.

On remarque que

(1, 1, 1) =
(p, p, q) + (p− q)(0, 0, 1)

p

et que le cône engendré par les vecteurs (0, 0, 1) et (1, 1, 1) est régulier. Par conséquent, le
vecteur (1, 1, 1) appartient au système générateur minimal du semi-groupe τ3 ∩ Z3, où τ3 est
le cône engendré par les vecteurs (0, 0, 1) et (p, p, q) (voir la Figure 2).

On remarque aussi que l’éventail obtenu par l’éclatement de Newton de A3
k associé à

f = zp + hq(x, y) suivi de la subdivision élémentaire centrée en (1, 1, 1), cöıncide avec celui
obtenu par l’éclatement de A3

k de centre le point O suivi de l’éclatement de Newton de U3
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 63

associé à zp−q3 + hq(x3, y3) (voir le Lemme 4.2.2).

Soit p = nq + r la division entière, 1 ≤ r < q. En utilisant la remarque ci-dessus et le
Lemme 4.2.2, la proposition résulte d’une récurrence sur l’entier n ≥ 1. �

Dans la proposition suivante, on suppose que S est une hypersurface quasi-homogène de
A3
k donnée par l’équation g = 0, où g est un polynôme quasi-homogène et irréductible, que

O est l’unique point singulier de l’hypersurface S et que S ne contient pas de T -orbite de
dimension 1.

D’après la Remarque 4.2.7, le morphisme π′ : X(Γ?(g)G)→ A3
k est une résolution plongée

de S. On rappelle que X le transformé strict de S dans X(Γ?(g)G).

Pour ρ un vecteur extrémal de Γ?(g)G (c’est-à-dire ρ est un vecteur primitif d’un cône
de dimension 1 qui appartient à l’éventail Γ?(g)G), on note Dρ l’orbite fermée associée à
ρ. Notons E Γ?(f)G l’ensemble des vecteurs extrémaux de Γ?(g)G , et S2 Γ?(g) le 2-squelette
de Γ?(g) (c’est-à-dire S2 Γ?(g) est la réunion des cônes de dimension 2 qui appartiennent à
l’éventail S2 Γ?(g)).

La proposition suivante donne des équations locales pour les composantes irréductibles
de la fibre exceptionnelle de la désingularisation π′ : X → S.

Dans le cas S = S(p, hq), on rappelle que E0 est le diviseur associé au sommet central du
graphe induit par π.

Proposition 4.2.10. Soit ρ un vecteur extrémal de Γ?(g)G (ρ ∈ E Γ?(g)G). Alors, on a :
i) l’intersection D ρ ∩ X n’est pas vide si et seulement si ρ appartient au 2-squelette de

l’éventail de Newton Γ?(g), c’est-à-dire ρ ∈ S2 Γ?(g)∩E Γ?(g)G ;
ii) les composantes irréductibles de D ρ ∩ X sont diviseurs exceptionnels du morphisme
π′ : X → S si et seulement si de plus ρ ∈ Z3

>0 ;
iii) une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de π′ étant donnée, il existe

un unique ρ ∈ E Γ?(g)G tel que E ⊂ D ρ ;
iv) si S = S(p, hq), alors E0 = D (p, p, q) ∩ SG ;
v) si S = S(p,hq), alors l’ensemble formé par le vecteur (0, 0, 1) et les vecteurs ρ ∈
E Γ?(f)G tels que les composantes irréductibles de D ρ∩ SG sont diviseurs exceptionnels
de π est le système générateur minimal du semi-groupe τ∩Z3, où τ est le cône engendré
par les vecteurs (0, 0, 1) et (p, p, q).

Démonstration. Si ρ est un vecteur extrémal de Γ?(g)G qui appartient à une face stricte
de ∆, alors ρ est un vecteur extrémal de ∆. En particulier, l’intersection de S avec l’adhérence
O〈ρ〉 de l’orbite O〈ρ〉 associée au cône 〈ρ〉 n’est pas vide et ρ ∈ S2 Γ?(g), d’où Dρ ∩SG 6= ∅. Le
point i) résulte de la Proposition 2.5.11.

En vertu du point iii) de 2.5.5 les orbites de dimension strictement positive contenus dans
le lieu exceptionnel du morphisme π : X(Γ?(g)G)→ A3

k sont transverses à SG . En particulier,

si ρ un vecteur extrémal de ∆ le transformé strict de O〈ρ〉 dans X(Γ?(g)G) ne contient pas
de composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle du morphisme π′ : X → S. Les points
ii), iii) et iv) de la proposition résultent des Propositions 2.5.11 et 2.5.14.

Le point v) résulte des points i), ii) et de la Proposition 4.2.4. �

4.2.2. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash. Dans cette section,
on montre la bijectivité de l’application de Nash pour les hypersurfaces quasi-rationnelles
S(p,hq), ce qui équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à la résolution
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64 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

minimale de S(p,hq) (voir [Reg06]). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de
montrer que pour chaque diviseur essentiel E (E ∈ Ess(S(p, hq))) tous les K-wedges admis-
sibles centrés en NE se relèvent à la résolution minimale de S(p, hq). De plus, on profite de
démontrer quelques résultats qu’on utilise dans toutes les sections de ce chapitre.

Avec le théorème suivant on réduit le nombre de cas à étudier. Une preuve de ce résultat,
dans le cas des singularités de surfaces rationnelles, se trouve dans [Plé05].

Théorème 4.2.11. Soient V une surface algébrique normale sur k et π : Y → V la résolution
minimale de V . Supposons qu’il existe un morphisme propre et birationnel π′ : V ′ → V , où
V ′ est une surface algébrique normale sur k, tel que π′ factorise π. Alors, si l’application de
Nash NV associée à V est bijective, l’application de Nash NV ′ associée à V ′ l’est aussi.

Démonstration. On remarque que Y est la résolution minimale de V ′. Si ω est un K-
wedge sur V ′, alors π′ ◦ ω est un K-wedge admissible sur V . Par conséquent, π′ ◦ ω se relève
à Y , d’où le Théorème. �

En vertu des résultats 4.2.1, 4.2.9 et 4.2.11, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.12. Si l’application de Nash NS(p,hq) associée à l’hypersurface S(p, hq) est
bijective pour tous les entiers p > q ≥ 3, premiers entre eux, alors l’application de Nash
NS(p,hq) est bijective pour tous les entiers p ≥ 2 q ≥ 2, premiers entre eux.

Remarque 4.2.13. Dans toute la suite, on suppose que p > q ≥ 3.

Dans la remarque suivante, S désigne l’hypersurface de la Proposition 4.2.10, E désigne
un diviseur essentiel sur S et αE désigne le point générique de NE. On pose

(µx, µy, µz) := (Ordt α
?
E(x),Ordt α

?
E(y),Ordt α

?
E(z)) ∈ Z3

>0.

On rappelle que αE est un morphisme entre variétés affines, donc le comorphime α?E est bien
défini.

Remarque 4.2.14. En vertu de la Proposition 3.3.11, le vecteur (µx, µy, µz) appartient à
l’intersection de l’ensemble E Γ?(g)G des extrémaux de Γ?(g)G avec le 2-squelette S2 Γ?(g) de
l’éventail de Newton Γ?(g), c’est-à-dire (µx, µy, µz) ∈ E Γ?(g)G ∩S2 Γ?(g).

Corollaire 4.2.15. On conserve les hypothèses et notations de la Remarque 4.2.14 et on
suppose que S = S(p,hq). Alors, le vecteur (µx, µy, µz) appartient au système générateur
minimal du semi-groupe τ∩Z3

≥0, où τ est le cône engendré par les vecteurs (0, 0, 1) et (p, p, q).
En particulier, on a µx = µy ≤ p, µz ≤ q et pµz − qµx ≥ 0.

Démonstration. Le corollaire résulte de la Proposition 4.2.10 et de la Remarque 4.2.14.
�

Remarque 4.2.16. On suppose que S est une hypersurface normale de A3
k, donnée par

l’équation g = 0, où g est un polynôme irréductible non-dégénéré par rapport à la frontière
de Newton Γ(g). De plus, on suppose que O est l’unique point singulier de S. On considère
un diviseur essentiel E sur S et un K-wedge admissible, ω : SpecK[[s, t]]→ S, centré en NE.
On pose

(ηx, ηy, ηz) := (Ordt ω
?(x),Ordt ω

?(y),Ordt ω
?(z)).

On peut donc écrire le comorphisme de ω de la façon suivante :

ω?(x) = tηxχ ; ω?(y) = tηyϕ ; ω?(z) = tηzψ,

où χ, ϕ et ψ sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.
Alors, en vertu du Corollaire 3.1.6, si les séries formelles χ,ϕ et ψ sont inversibles, alors

le K-wedge admissible ω centré en NE se relève à la résolution minimale de S.
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 65

Maintenant, on rappelle quelques notions et résultats techniques qui nous permettent de
montrer, dans le cas S = S(p, hq), que les séries formelles χ,ϕ et ψ sont inversibles.

Pour une série non nulle φ :=
∑
c(e1,e2)s

e1te2 , où c(e1,e2) ∈ K, on définit les applications
suivantes :

ν : R2
>0 → R≥0, v 7→ νvφ := min{v · e | e ∈ E(φ)}, où E(φ) = {(e1, e2) | c(e1,e2) 6= 0} ;

PPr : R2
>0 → K[s, t], v 7→ φv :=

∑
e · v = νvφ

c(e1,e2)s
e1te2 ;

FI : K[[s, t]]\{0} → Z≥0, où FI(φ) est le nombre de facteurs irréductibles de φ comptés
avec multiplicité.

Un vecteur v ∈ R2
>0 définit une graduation positive sur l’anneauK[[s, t]]. Cette graduation

est appelée v-graduation. Pour une série formelle φ, le polynôme φv est la partie principale
de φ pour la v-graduation. Le polynôme φv est appelé la v-partie principale de φ.

Soient φ, φ′ ∈ K[[s, t]] deux séries formelles non nulles. Les séries formelles φ et φ′ sont
associées (resp. non associées) s’il existe (resp. s’il n’existe pas) une série formelle I ∈ K[[s, t]]
inversible tel que φ = Iφ′.

Remarque 4.2.17. On conserve les hypothèses et notations de la Remarque 4.2.16. En vertu
du Corollaire 3.3.9, il existe un vecteur v ∈ Q2

>0 tel que :

FI(χ) ≤ Degt χv = νvχ = µx − ηx ;
FI(ϕ) ≤ Degt ϕv = νvϕ = µy − ηy ;
FI(ψ) ≤ Degt ψv = νvψ = µz − ηz.

De plus, χ (resp. ϕ, ψ) est inversible si et seulement si µx − ηx = 0 (resp. µy − ηy = 0,
µz − ηz = 0).

Dans la proposition suivante, on considère l’hypersurface S(p, hq) et on majore, en termes
des entiers p et q, le nombre des facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des séries
formelles χ, ϕ et ψ qui sont associées au K-wedge admissible ω : SpecK[[s, t]] → S(p,hq)
centré en NE.

Proposition 4.2.18. On conserve les hypothèses et notations des Remarques 4.2.16 et 4.2.17.
De plus, on suppose que S = S(p, hq). Alors, on a :

µx − ηx ≤ p− 1, µy − ηy ≤ p− 1 et µz − ηz ≤ q − 1.

En particulier, on a FI(χ) ≤ p− 1, FI(ϕ) ≤ p− 1 et FI(ψ) ≤ q − 1.

Démonstration. D’après la Remarque 4.2.17, si µx − ηx ≤ p − 1, µy − ηy ≤ p − 1 et
µz − ηz ≤ q − 1, alors FI(χ) ≤ p− 1, FI(ϕ) ≤ p− 1 et FI(ψ) ≤ q − 1.

En vertu du Corollaire 4.2.15, le vecteur (µx, µy, µz) appartient au système générateur
minimal du semi-groupe τ ∩Z3

≥0, où τ est le cône engendré par les vecteurs (0, 0, 1) et (p, p, q).
Par conséquent, on a µx ≤ p, µy ≤ p et µz ≤ q.

Comme ω est un K-wedge admissible centré en NE, l’arc générique du K-wedge ω appar-
tient à S(p, hq)s∞. Par conséquent, on obtient que ηx ≥ 1, ηy ≥ 1 et ηz ≥ 1, d’où µx−ηx ≤ p−1,
µy − ηy ≤ p− 1 et µz − ηz ≤ q − 1. �

Remarque 4.2.19. Soit S l’hypersurface de la Remarque 4.2.16, c’est-à-dire S est une hyper-
surface normale de A3

k ayant O comme unique point singulier et qui est donnée par l’équation
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g = 0, où g est un polynôme irréductible non-dégénéré par rapport à la frontière de New-
ton Γ(g). On considère un diviseur essentiel E sur S et un K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → S
admissible centré en NE. On note

(ηx, ηy, ηz) := (Ordt ω
?(x),Ordt ω

?(y),Ordt ω
?(z)).

Alors, en vertu du Proposition 3.3.10, le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’intersection de
Z3
>0 avec le 2-squelette S2 Γ?(g) de l’éventail Γ?(g).

Corollaire 4.2.20. On conserve les hypothèses et notations des Remarques 4.2.17 et 4.2.19.
De plus, on suppose que S = S(p,hq). Alors, le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient au semi-groupe
τ∩Z3

≥0, où τ est le cône engendré par les vecteurs (0, 0, 1) et (p, p, q). En particulier ηx = ηy et
pηz−qηx ≥ 0. De plus, si les séries formelles χ,ϕ et ψ ne sont pas simultanément inversibles,
alors on a pηz − qηx > 0.

Démonstration. Soit S2R3
≥0 le 2-squelette du cône R3

≥0. On rappelle que τ1 ∈ Γ?(f)

(resp. τ2 ∈ Γ?(f), τ3 ∈ Γ?(f)) est le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0),

(0, 0, 1)) et (p, p, q) (voir la Figure 2). Remarquons que S2 Γ?(f) =
⋃3
i=1 τi ∪ S2R3

≥0. En vertu

de la Remarque 4.2.19, on a (ηx, ηy, ηz) ∈ S2 Γ?(f)∩Z3
>0. Ce qui implique que le vecteur

(ηx, ηy, ηz) appartient à l’ensemble
⋃3
i=1 τi.

D’après la Proposition 4.2.4, le cône τ1 (resp. τ3) est régulier. Par conséquent, le semi-
groupe τ1 ∩Z3 (resp. τ2 ∩Z3) est engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0)) et (p, p, q).
En particulier, si (a, b, c) ∈ τ1 ∩ Z3

>0 (resp. (a, b, c) ∈ τ2 ∩ Z3
>0), alors p ≤ a, p ≤ b et q ≤ c.

On rappelle que le vecteur (µx, µy, µz) appartient au système générateur minimal du semi-
groupe τ3 ∩ Z3 (voir le Corollaire 4.2.15). Par conséquent, on a µx ≤ p, µy ≤ p et µz ≤ q.
Comme ηx ≤ µx ≤ p, ηy ≤ µy ≤ p et ηz ≤ µz ≤ p, on obtient que le vecteur (ηx, ηy, ηz)
appartient au cône τ = τ3.

Si les séries formelles χ,ϕ et ψ ne sont pas simultanément inversibles, alors pηz− qηx 6= 0,
car si pηz − qηx = 0, alors (ηx, ηy, ηz) = (µx, µy, µz) = (p, p, q), d’où les séries formelles χ, ϕ
et ψ sont inversibles (voir la Remarque 4.2.17). �

Dans toute la suite de cette section, on se restreint au cas des hypersurfaces S(p,hq), où
les entiers p > q ≥ 3 (voir la Remarque 4.2.13) sont premiers entre eux, c’est-à-dire, dans
toute la suite, on a :

- E est un diviseur essentiel de S(p,hq), p > q ≥ 3 ;
- ω : SpecK[[s, t]]→ S(p,hq) est un K-wedge admissible centré en NE ;
- αE est le point générique de NE et (µx, µy, µz) := (Ordt α

?
E(x),Ordt α

?
E(y),Ordt α

?
E(z)) ;

- ω?(x) = tηxχ ; ω?(y) = tηyϕ ; ω?(z) = tηzψ, où χ, ϕ et ψ sont des séries formelles dans
K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Soit Γ(µx,µz) (resp. Γ(p,q)) l’enveloppe convexe de τ ′ ∩Z2
>0, où τ ′ est le cône engendré par

(0, 1) et (µx, µz) (resp. (0, 1) et (p, q)). La figure suivante donne une idée intuitive de la forme
du polyèdre Γ(µx,µz).

Proposition 4.2.21. Soient (a1, b1) et (a2, b2), a1 ≤ a2, les coordonnés des sommets d’une
face compacte du polyèdre Γ(µx,µz) et L la droite qui joint les points (a1, b1) et (a2, b2). Alors la
pente de la droite L est positive et strictement plus petite que q

p . De plus Γ(µx,µz) = τ ′∩Γ(p,q),

où τ ′ est le cône engendré par les vecteurs (0, 1) et (µx, µz).
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1 2 µx· · · · · · · · · · · · · p

1

·

·
µz

·
q

Γ(µx,µz)

Figure 3. Polyèdre Γ(µx,µz)

Démonstration. D’abord, on suppose que (µx, µz) = (p, q). On note Γ = Γ(p,q). Comme

p > q, le vecteur (1, 1) appartient au système générateur minimal du semi-groupe τ ′′ ∩ Z2
≥0,

où τ ′′ est le cône engendré par (0, 1) et (p, q) (voir la Figure 3). En particulier le vecteur (1, 1)
appartient à une face compacte du polyèdre Γ. Comme la pente de la droite qui joint les
points (0, 1) et (1, 1) est nulle et 1 < q, on obtient que la pente de la droite L est un nombre
réel positif, car Γ est convexe.

En raisonnant par l’absurde, on suppose que

b2 − b1
a2 − a1

≥ q

p
,

d’où p(b2 − b1) − q(a2 − a1) ≥ 0. Ceci implique que le vecteur (a2 − a1, b2 − b1) appartient
au cône τ ′′. Or (a2, b2) = (a2 − a1, b2 − b1) + (a1, b1), d’où une contradiction, car le vecteur
(a2, b2) appartient au système générateur minimal du semi-groupe τ ′′ ∩ Z2

≥0.

On a Γ(µx,µz) = τ ′ ∩ Γ(p,q), car la pente de la droite qui joint les points (0, 0) et (µx, µz)
est plus grande que q

p et les pentes des droites qui définissent les faces compactes de Γ(p,q)

sont strictement plus petites que q
p . �

On définit l’application suivante :

m : Γ(µx,µz) → R, (u, v) 7→ pv − qu.

Proposition 4.2.22. Il existe un vecteur (u0, v0) ∈ Γ(µx,µz) tel que

m(u0, v0) = inf{m(u, v) | (u, v) ∈ Γ(µx,µz)}.
De plus on a :

i) si (µx, µz) = (p, q), alors (u0, v0) appartient au rayon engendré par le vecteur (p, q) ;
ii) si (µx, µz) 6= (p, q), alors (u0, v0) = (µx, µz).

Démonstration. Le vecteur (µx, µz) étant fixé, on note Γ = Γ(µx,µz).

Géométriquement, lorsque c crôıt depuis −∞, les droites Lc := {(u, v) ∈ R2 | (−q, p) ·
(u, v) = c} finissent par toucher le bord du polyèdre Γ en un point (u0, v0). On remarque
que m(u0, v0) = inf{m(u, v) | (u, v) ∈ Γ} et que l’ensemble M := {(u, v) ∈ Γ | m(u, v) =
m(u0, v0)} est une face ou un sommet de Γ.

On rappelle que pour tout vecteur (u, v) ∈ Γ on a pv − qu ≥ 0. Si (µx, µz) = (p, q),
alors L0 ∩ Γ est la face non compacte engendrée par le vecteur (p, q), d’où le point i) de la
proposition. Maintenant, on suppose que (µx, µz) 6= (p, q). La pente de la droite L′ qui joint
les points (0, 0) et (µx, µz) est strictement plus grande que q

p , donc toute droite Lc pour c ∈ R
intersecte en exactement un point la droite L′. Par conséquent, le couple (u0, v0) appartient à
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68 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

une face compacte de Γ. D’après la Proposition 4.2.21, si L est une droite engendrée par une
face de Γ, alors la pente de L est strictement plus petite que q

p . Comme la pente des droites

Lc, c ∈ R, est q
p , on obtient que l’ensemble M est un sommet de Γ.

Soit nΓ le nombre de faces compactes de Γ. On rappelle que Γ est l’enveloppe convexe de
τ ′ ∩ Z2

>0, où τ ′ est le cône engendré par les vecteurs (0, 1) et (µx, µz). Alors, il existe deux
suites d’entiers

0 = a0 < a1 · · · < anΓ = µx et 1 = b0 < b1 · · · < bnΓ = µz,

tels que les couples (ai, bi), 0 ≤ i ≤ nΓ, sont les coordonnées des sommets consécutifs de Γ.
Pour 1 ≤ i ≤ nΓ, on note Li la droite qui joint les points (ai−1, bi−1) et (ai, bi) et posons

ci (resp c0) le réel tel que la droite Lci (resp. Lc0) intersecte la droite Li (resp. L1) au point
(ai, bi) (resp. (0, 1)).

En vertu de la Proposition 4.2.21, on a ci < ci−1, pour tout 1 ≤ i ≤ nΓ (la pente de la
droite Li, 0 ≤ i ≤ nΓ, est positive et strictement plus petite que q

p). Comme m(ai, bi) = ci,

pour tout 0 ≤ i ≤ nΓ, on obtient que m(µx, µz) < m(ai, bi), pour tout 0 ≤ i ≤ nΓ − 1. Ceci
achève la preuve de la proposition. �

Proposition 4.2.23. Le vecteur (ηx, ηz) appartient au polyèdre Γ(µx,µz).

Démonstration. En vertu du Corollaire 4.2.20 le vecteur (ηx, ηz) appartient au cône
τ ′′ engendré par les vecteurs (0, 1) et (p, q). Par conséquent, le vecteur (ηx, ηz) appartient au
polyèdre Γ(p,q).

En raisonnant par l’absurde si le vecteur (ηx, ηz) n’appartient pas au polyèdre Γ(µx,µz),
alors ce vecteur appartient à l’intersection Ω du cône τ ′′ et l’intérieur du triangle définit
par les vecteurs (0, 0), (µx, µz) et (µx, 0) car ηx ≤ µx, ηz ≤ µz et Γ(µx,µz) est l’enveloppe

convexe de τ ′∩Z2
>0, où τ ′ est le cône engendré par les vecteurs (0, 1) et (µx, µz). Mais d’après

la Proposition 4.2.21, l’intersection du polyèdre Γ(p,q) et l’ensemble Ω est vide, d’où une
contradiction. �

On rappelle qu’on veut montrer que les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles (Re-
marque 4.2.16). Le résultat suivant est une réduction du problème.

Proposition 4.2.24. Si χ ou ϕ est une série formelle inversible, alors les séries formelles
χ, ϕ et ψ sont inversibles

Démonstration. D’après les résultats 4.2.15, 4.2.20 et la Remarque 4.2.17, on obtient
que la série χ est inversible si et seulement si ϕ est inversible. Supposons que χ soit inversible,
on a donc µx = ηx (Remarque 4.2.17). Comme on a ηz ≤ µz et ηx = µx, on a pηz − qηx ≤
pµz − qµx. En vertu des Propositions 4.2.22 et 4.2.23, on obtient que µz = ηz. La proposition
résulte de la Remarque 4.2.17. �

Soit hq(x, y) =
∏q
i=1(aix + biy) la décomposition en facteurs irréductibles de hq. Le K-

wedge ω doit satisfaire l’équation zp = −hq(x, y) donc :

tpηz−qηxψp = −hq(χ, ϕ) = −
∏q
i=1 γi, où γi := aiχ+ biϕ.

Les combinaisons linéaires de χ et ϕ données par les γi plus l’hypothèse sur les facteurs
irréductibles de hq permettent de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.2.25. Soit λ := p. g. c. d(γ1, γ2). Alors p. g. c.d(γi, γj) = λIij, où Iij est inversible
pour tous les entiers 1 ≤ i < j ≤ q. De plus, si λ est inversible, alors χ, ϕ et ψ sont
inversibles.

Démonstration. Soit λ0 := p. g. c.d(γi0 , γj0), où i0 et j0 sont deux entiers tels que
1 ≤ i0 < j0 ≤ q. Si λ0 n’est pas inversible, alors λ0 divise χ et ϕ. Par conséquent, λ0 divise
p. g. c. d(γi, γj) pour tous les entiers i, j tels que 1 ≤ i < j ≤ q. Ce qui achève la première
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4.2. LE PROBLÈME NASH POUR LES HYPERSURFACES QUASI-RATIONELLES S(p, hq) 69

partie du lemme.

Pour la deuxième partie de la proposition on suppose que la série formelle λ est inversible.
Raisonnons par l’absurde. En vertu de la Proposition 4.2.24, les séries χ et ϕ ne sont pas

inversibles. Par conséquent, la série γi, 1 ≤ i ≤ q, n’est pas inversible. On rappelle que les
séries formelles χ, ϕ et ψ satisfont la relation suivante :

tpηz−qηxψp = −hq(χ, ϕ) = −
∏q
i=1 γi, où γi := aiχ+ biϕ.

Comme χ et ϕ ne sont pas divisibles par t, t divise γi si et seulement si t ne divise pas γj
pour tout j 6= i. Quitte à re-numéroter les γi, on peut supposer que tpηz−qηx divise γ1. Soit
γ1 = −tpηz−qηxγ′1.

Comme p. g. c.d(γi, γj) est inversible pour tout 2 ≤ i < j ≤ q, la série formelle γ′1
∏q
i=2 γi

a au moins q − 1 facteurs irréductibles deux à deux non associés.
Comme ψp = γ′1

∏q
i=2 γi, la série formelle γ′1

∏q
i=2 γi est le produit de q− 1 puissances de

séries formelles irréductibles deux à deux non-associées, car FI(ψ) ≤ q−1 (Proposition 4.2.18).
Par conséquent, on obtient que γ′1 est inversible, que la série γi, 2 ≤ i ≤ q, est une puissance

d’une série formelle irréductible et que ψ =
∏q−1
i=1 ψi, où les ψi sont des séries formelles

irréductibles deux à deux non associées. Par conséquent, on peut supposer que γi+1 = ψpi Ii
pour 1 ≤ i ≤ q−1, où les séries formelles Ii sont inversibles. Comme γi = aiχ+biϕ, 1 ≤ i ≤ q,
et q ≥ 3, il existe deux constantes a, b ∈ K telles que

tpηz−qηxγ′1 = aI1ψ
p
1 + bI2ψ

p
2 .

On rappelle qu’une série formelle dans K[[s, t]] est inversible si et seulement si elle l’est
dans K[[s, t]], où K est la clôture algébrique de K. Soient J1 et J2 deux séries formelles
inversibles dans K[[s, t]] telles que Jp1 = aI1 et Jp2 = bI2. Ainsi, on obtient que :

tpηz−qηxγ′1 =
∏p
i=1(J1ψ1 + wiJ2ψ2),

où les wi sont les racines p-ièmes de l’unité. Mais γ′1 est inversible et pηz−qηx > 0 (Proposition
4.2.20), donc ψ1 et ψ2 sont inversibles ou divisibles par t, ce qui est absurde. �

La proposition suivante achève la preuve du Théorème 4.1.1 (voir la Remarque 4.2.16).

Proposition 4.2.26. Les séries formelles χ, ϕ, ψ sont inversibles.

Démonstration. En raisonnant par l’absurde, on suppose les séries formelles χ, ϕ et ψ
non toutes inversibles. D’après le corollaire 4.2.20, on a pηz − qηx > 0.

On rappelle que les séries formelles χ, ϕ et ψ satisfont la relation suivante :

tpηz−qηxψp = −hq(χ, ϕ) = −
∏q
i=1 γi, où γi := aiχ+ biϕ.

Comme χ et ϕ ne sont pas divisibles par t, t divise γi si et seulement si t ne divise pas γj
pour tout j 6= i. Quitte à re-numéroter les γi, on peut supposer que tpηz−qηx divise γ1.

D’après le Lemme 4.2.25, il existe des séries formelles γ′i telles que :

γ1 = −tpηz−qηxγ′1λ et γi = γ′iλ pour 2 ≤ i ≤ q,

où λ n’est pas inversible et p. g. c. d(γ’i, γ’j) est inversible pour 1 ≤ i < j ≤ q.

Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition 4.2.26.

Dans toute la suite v, désigne le vecteur de la Remarque 4.2.17.
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Lemme 4.2.27. Le v-ordre de λ est µx − ηx, c’est-à-dire νvλ = µx − ηx.

D’abord, finissons la preuve de la Proposition 4.2.26. On rappelle que ηy = ηx ≤ µx =
µy ≤ p, ηz ≤ µz ≤ q (voir le Corollaire 4.2.15) et que (ηx, ηz) appartient à l’enveloppe
convexe Γ(µx,µz) (voir la Proposition 4.2.23) de l’ensemble τ ′ ∩ Z2

>0, où τ ′ est le cône engen-

dré par (0, 1) et (µx, µz). Soit γ′ =
∏q
i=1 γ

′
i, d’où ψp = γ′λq. D’après le Lemme 4.2.27, on

a νvγ
′ = pµz − qµx − (pηz − qηx). Par définition νvγ

′ ≥ 0. Or νvγ
′ ≥ 0 si et seulement si

(ηx, ηz) = (µx, µz) (Proposition 4.2.22), d’où une contradiction. En effet, si (ηx, ηz) = (µx, µz),
alors les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles (voir la Remarque 4.2.17 et la Proposition
4.2.24).

Démonstration du Lemme 4.2.27 On rappelle que γi = aiχ + biϕ pour 1 ≤ i ≤ q. Alors,
il existe au plus un 1 ≤ i0 ≤ q tel que les v-parties principales χv, ϕv satisfont la relation
ai0χv + bi0ϕv = 0. En particulier on a νvγi = µx − ηx pour tout 1 ≤ i ≤ q tel que i 6= i0. Par
conséquent, νvλ ≤ µx − ηx.

Si νvλ < µx − ηx, alors νvγ
′
i > 0, pour tout 2 ≤ i ≤ q. Ceci implique que les γ′i, pour

2 ≤ i ≤ q, ne sont pas inversibles.
Comme p. g. c.d(γ’i, γ’j) est inversible pour tous les entiers i, j tels que 2 ≤ i < j ≤ q,

la série formelle γ′ =
∏q
i=1 γ

′
i a au moins q − 1 facteurs irréductibles deux à deux non asso-

ciés. Comme on a ψp = γ′λq, la série formelle γ′ est le produit de q − 1 puissances de séries
formelles irréductibles non-associées, car FI(ψ) ≤ q− 1 (Proposition 4.2.18). Par conséquent,
on obtient que γ′1 est inversible, que la série γ′i, 2 ≤ i ≤ q, est une puissance d’une série

formelle irréductible, que ψ =
∏q−1
i=1 ψi, où les ψi sont des séries formelles irréductibles deux

à deux non associées, et que µz − ηz = q − 1. De plus, on a (µx, µy, µz) = (p, p, q). Ceci
implique que p 6≡ 1 mod q, car si p ≡ 1 mod q, alors le diviseur E0 = D(p,p,q) ∩SG n’est pas
un diviseur essentiel (voir la Proposition 4.2.10 et le Corollaire 4.2.6).

On rappelle qu’une série formelle dans K[[s, t]] est inversible si et seulement si elle est
inversible dans K[[s, t]], où K est la clôture algébrique de K. Dans la suite on suppose que
le corps K est algébriquement clos.

On fixe un entier 1 ≤ i ≤ q − 1 quelconque. On peut donc supposer que ψpi = γ′i+1λ
q
i ,

où ξλ =
∏q−1
j=1 λj , ξ

q = γ′1 et p. g. c. d(λj, λj’) est inversible pour tous les entiers j, j′ tels que

1 ≤ j < j′ ≤ q − 1. Comme ψi est irréductible et γ′i+1 n’est pas inversible, il existe deux

entiers li ≥ 1 et mi ≥ 0 tels que γ′i+1 = Iiψ
li et λi = I−1

i ψmii , où Ii est une série formelle
inversible. Comme νvψi = 1, on a νvλi = mi, νvγ

′
i+1 = li et li + qmi = p.

Comme (µx, µy, µz) = (p, p, q), on a tpηz−qηxψv = −hq(χv , ϕv ) (Remarque 4.2.17), d’où
νvγj = µx − ηx pour tout 1 ≤ j ≤ q. Par conséquent, pour tout 1 ≤ j ≤ q − 1, on a
lj = νvγ

′
j+1 = νvγ

′
2 = l1, car γj+1 = γ′j+1λ. En particulier, on a mj = m1, pour tout

1 ≤ j ≤ q− 1, car l1 + qmj = p. Ainsi, on obtient que γj+1 = Ijψ
p−m1q
j λ, pour 1 ≤ j ≤ q− 1,

où les Ij sont inversibles. Comme q ≥ 3 et γj := ajχ+ bjϕ, il existe deux constantes a, b ∈ K
telles que

tpηz−qηxγ′1 = aI1ψ
p−m1q
1 + bI2ψ

p−m1q
2 .

Soient J1 et J2 deux séries formelles inversibles telles que Jp−m1q
1 = aI1 et Jp−m1q

2 = bI2.
Ainsi, on obtient que :

tpηz−qηxγ′1 =
∏p−m1q
i=1 (J1ψ1 + wiJ2ψ2),
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4.3. LES SINGULARITÉS DE TYPE E6 ET E7 71

où les wi sont les racines (p−m1q)-ièmes de l’unité. Mais γ′1 est inversible, pηz − qηx > 0 et
p 6≡ 1 mod q, donc ψ1 et ψ2 sont inversibles ou divisibles par t, ce qui est absurde. �

4.3. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash pour les singularités de
type E6 et E7

4.3.1. La singularité de type E6. Dans cette section, on démontre la bijectivité de
l’application de Nash pour la singularité de type E6, ce qui équivaut à montrer que tous les
wedges admissibles se relèvent à la résolution minimale de E6 (voir [Reg06]).

Soit S l’hypersurface normale de A3
k donnée par l’équation x2 + y3 + z4 = 0. L’hypersur-

face S a un unique point singulier de type E6 à l’origine de A3
k.

Notons f = x2 + y3 + z4 ; on considère l’éventail de Newton Γ?(f) associé à f. Soit H
un plan de R3 qui ne contient pas l’origine de R3 et tel que l’intersection de H et R3

≥0 soit

un ensemble compact. La Figure 4 représente l’intersection de H avec la subdivision Γ?(f)
de R3

≥0. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant.

On note τ1 (resp. τ2, τ3) le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0), (0, 0, 1)) et
(6, 4, 3).

(6, 4, 3)

(0, 1, 0)

τ2

(1, 0, 0)

τ1

(0, 0, 1)

τ3

Figure 4. Éventail de Newton Γ?(f)

Soit Γ?(f)G une G-subdivision régulière de Γ?(f). On note πN : X(Γ?(f)) → A3
k (resp.

πG : X(Γ?(f)G) → X(Γ?(f))) le morphisme torique induit par la subdivision Γ?(f) de R3
≥0

(resp. Γ?(f)G de Γ?(f)) et SG le transformé strict de S associé au morphisme π := πG ◦ πN .

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 4.2.5.

Proposition 4.3.1. SG est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E ∈ Ess(S)) et αE le point générique de NE. On note

(µx, µy, µz) := (Ordt α
?
E(x),Ordt α

?
E(y),Ordt α

?
E(z)),

où α?E est le comorphisme de αE.

Pour un cône τ dans Γ?(f) on note Gτ le système générateur minimal du semi-groupe
τ ∩ Z3.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.15.
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Proposition 4.3.2. Le vecteur (µx, µy, µz) appartient à l’union de Gτ2 et Gτ3, où τ2 (resp.
τ3) est le cône engendré par les vecteurs (0, 1, 0) (resp. (0, 0, 1)) et (6, 4, 3) (voir la figure 4).
Autrement dit, (µx, µy, µz) ∈ {(2, 2, 1), (3, 2, 2), (4, 3, 2), (6, 4, 3)}.

Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel E tous les K-wedges admis-
sibles centrés en NE se relèvent à la résolution minimale de S.

Soit E ∈ Ess(S) et on considère un K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → S admissible centré en
NE. On pose :

(ηx, ηy, ηz) := (Ordt ω
?(x),Ordt ω

?(y),Ordt ω
?(z)).

On peut écrire le comorphisme de ω de la façon suivante :

ω?(x) = tηxχ, ω?(y) = tηyϕ, ω?(z) = tηzψ,

où les séries formelles χ, ϕ, ψ ne sont pas divisibles par t. On rappelle que (ηx, ηy, ηz) ∈ Z3
>0,

car ω est un K-wedge admissible.

Remarque 4.3.3. En vertu de la Proposition 4.3.2, on a µx ≤ 6, µy ≤ 4 et µz ≤ 3. En
particulier, on a ηx ≤ 6, ηy ≤ 4 et ηz ≤ 3, car ηx ≤ µx, ηy ≤ µy et ηz ≤ µz.

Le K-wedge ω doit satisfaire l’équation x2 + y3 + z4 = 0, d’où la relation suivante :

t2ηxχ2 + t3ηyϕ3 + t4ηzψ4 = 0.

Ce qui implique que 2 ≤ ηx ≤ 6, 2 ≤ ηy ≤ 4 et 1 ≤ ηz ≤ 3.

Remarque 4.3.4. D’après la Remarque 4.2.16, si les séries formelles χ, ϕ et ψ sont in-
versibles, alors le K-wedge admissible ω centré en NE se relève à la résolution minimale de
S. En raisonnant par l’absurde, si au moins l’une d’elles n’est pas inversible on obtient deux
cas pour le vecteur (ηx, ηy, ηz) (voir la Proposition 4.3.5), ensuite on considère chaque cas
séparément pour obtenir des contradictions (voir les Propositions 4.3.9 et 4.3.12), d’où le cas
E6 du Théorème 4.1.2.

On rappelle les définitions suivantes :

Pour une série non nulle φ :=
∑
c(e1,e2)s

e1te2 , où c(e1,e2) ∈ K, on définit les applications
suivantes :

ν : R2
>0 → R≥0, v 7→ νvφ := min{v · e | e ∈ E(φ)}, où E(φ) = {(e1, e2) | c(e1,e2) 6= 0} ;

PPr : R2
>0 → K[s, t], v 7→ φv :=

∑
e · v = νvφ

c(e1,e2)s
e1te2 ;

FI : K[[s, t]]\{0} → Z≥0, où FI(φ) est le nombre de facteurs irréductibles de φ comptés
avec multiplicité.

Le réel νvφ (resp. Le polynôme φv) est appelé le v-ordre (resp. la v-partie principale) de φ.

D’après la Proposition 4.3.2 et la Remarque 4.3.3, on a :

µx − ηx ≤ 4, µy − ηy ≤ 2 et µz − ηz ≤ 2.

En vertu de la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles
comptés avec multiplicité des séries formelles χ, ϕ et ψ à l’aide des v-ordres. Plus précisé-
ment, il existe un vecteur v ∈ Q2

>0 tel que :
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4.3. LES SINGULARITÉS DE TYPE E6 ET E7 73

FI(χ) ≤ Degt χv = νvχ = µx − ηx ≤ 4 ;
FI(ϕ) ≤ Degt ϕv = νvϕ = µy − ηy ≤ 2 ;
FI(ψ) ≤ Degt ψv = νvψ = µz − ηz ≤ 2.

Sauf mention du contraire, dans toute la suite le vecteur v ∈ Q2
>0 satisfait la propriété

ci-dessus.

On remarque qu’une série formelle φ ∈ K[[s, t]] est inversible dans K[[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K[[s, t]], où K est la clôture algébrique de K. Dans toute la suite
on suppose que le corps K est algébriquement clos.

Maintenant, on prouve la première des trois propositions qu’on a anticipé dans la Remar-
que 4.3.4.

Proposition 4.3.5. S’il existe au moins une série formelle parmi les séries χ, ϕ, ψ qui n’est
pas inversible, alors le vecteur (ηx, ηy, ηz) ∈ Z3

>0 satisfait une des relations suivantes :
i) 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz ;
ii) ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy.

Démonstration. Soit S2R3
≥0 le 2-squelette du cône R3

≥0. On rappelle que τ1 ∈ Γ?(f)

(resp. τ2 ∈ Γ?(f), τ3 ∈ Γ?(f)) est le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0),

(0, 0, 1)) et (6, 4, 3) (voir la Figure 4). Remarquons que S2 Γ?(f) =
⋃3
i=1 τi ∪ S2R3

≥0.

En vertu de la Remarque 4.2.19, on a (ηx, ηy, ηz) ∈ S2 Γ?(f)∩Z3
>0. Ce qui implique que le

vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’ensemble
⋃3
i=1 τi.

On remarque que (ηx, ηy, ηz) 6= (6, 4, 3). En effet, si (ηx, ηy, ηz) = (6, 4, 3) alors (ηx, ηy, ηz) =
(µx, µy, µz) (voir la Remarque 4.3.3), d’où les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles (Re-
marque 4.2.17). Ceci rentre en contradiction avec les hypothèses de la Proposition 4.3.5. Par

conséquent, le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’ensemble
⋃3
i=1 τ

0
i , où τ0

i est l’intérieur relatif
du cône τi, 1 ≤ i ≤ 3.

Par un calcul direct, on montre que le cône τ1 est régulier. Par conséquent, le semi-groupe
τ1 ∩Z3 est engendré par les vecteurs (1, 0, 0) et (6, 4, 3). En particulier, si (a, b, c) ∈ τ1 ∩Z3

>0,
alors 6 ≤ a, 4 ≤ b et 3 ≤ c. Ce qui implique que le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’ensemble
τ0

2 ∪ τ0
3 .

Si (ηx, ηy, ηz) appartient à l’ensemble τ0
2 (resp. τ0

3 ), alors ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy (resp.
2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz), d’où la proposition. �

Maintenant, on démontre quelques résultats techniques.

On rappelle que le K-wedge ω doit satisfaire l’équation x2 + y3 + z4 = 0, d’où la relation
suivante :

(4.1) t2ηxχ2 + t3ηyϕ3 + t4ηzψ4 = 0.

Cette relation est utilisée dans plusieurs endroits de la démonstration du Théorème 4.1.2.

Lemme 4.3.6. Si le vecteur (µx, µy, µz) est égal au vecteur (6,4,3), alors les v-ordres des
séries formelles tηxχ+ it2ηzψ2 et tηxχ− it2ηzψ2 sont égaux à 6, c’est-à-dire :
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74 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

νv(t
ηxχ+ it2ηzψ2) = νv(t

ηxχ− it2ηzψ2) = 6.

Démonstration. Dans ce cas, on a νv(t
2ηxχ2) = νv(t

3ηyϕ3) = νv(t
4ηzψ4) = 12, donc les

v-parties principales χv, ϕv et ψv satisfont la relation suivante (voir la Relation (4.1)) :

t3ηyϕ3
v + (tηxχv + it2ηzψ2

v)(t
ηxχv − it2ηzψ2

v) = 0.

La relation ci-dessus implique que (tηxχv+it2ηzψ2
v)(t

ηxχv−it2ηzψ2
v) 6= 0 et par conséquent,

on obtient que les v-ordres des séries formelles tηxχ+ it2ηzψ2 et tηxχ− it2ηzψ2 sont égaux à
6, car les v-parties principales tηxχv + it2ηzψ2

v et tηxχv− it2ηzψ2
v sont différentes de zéro et les

v-ordres des séries formelles tηxχ et t2ηzψ2 sont égaux à 6. �

Lemme 4.3.7. S’il existe une série formelle irréductible λ qui divise χ,ϕ, et ψ, alors λ2

divise ϕ.

Démonstration. On suppose que λ divise χ, ϕ, et ψ. Soient χ = λχ1, ϕ = λϕ1 et
ψ = λψ1. Alors au moyen de la Relation (4.1) on obtient la relation suivante :

t2ηxχ2
1 + t3ηyλϕ3

1 + t4ηzλ2ψ4
1 = 0,

ce qui implique que λ divise χ1. En particulier λ divise ϕ1. �

Lemme 4.3.8. Si la série formelle ϕ est inversible, alors les séries formelles χ et ψ sont
inversibles.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. On suppose que ϕ est inversible et que χ
ou ψ n’est pas inversible.

D’après la Proposition 4.3.5, on a deux possibilités pour le vecteur (ηx, ηy, ηz) :
1) ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy ;
2) 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz.

Cas 1). On suppose que : ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy.

D’après la Relation (4.1), on a :

t3ηy−2ηxϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0.

On remarque que t divise χ+ iψ2 si et seulement si t ne divise pas χ− iψ2 car t ne divise
pas χ et ϕ. On peut donc sans perte de généralité supposer que t3ηy−2ηx divise χ+ iψ2.

Si la série formelle ϕ est inversible, alors la relation t3ηy−2ηxϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0
équivaut au système de relations suivant :

t3ηy−2ηxI1 = χ+ iψ2, I2 = −χ+ iψ2,

où I1, et I2 sont deux séries formelles inversibles de K[[s, t]] telles que I1I2 = ϕ3. Alors, les
séries formelles χ et ψ sont inversibles, d’où la contradiction.

Cas 2). On suppose que : 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz.

Comme 2ηx = 3ηy, on obtient que ηx (resp. ηy) est divisible par 3 (resp. 2). Par con-
séquent, on a (ηx, ηy) = (3, 2) et 2 ≤ ηz ≤ 3, car 2 ≤ ηx ≤ 6, 2 ≤ ηy ≤ 4, 1 ≤ ηz ≤ 3 (voir la
Remarque 4.3.3) et ηx < 2ηz.
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4.3. LES SINGULARITÉS DE TYPE E6 ET E7 75

On rappelle que (µx, µy, µz) ∈ {(2, 2, 1), (3, 2, 2), (4, 3, 2), (6, 4, 3)}. Comme la série formelle
χ ou la série formelle ψ n’est pas inversible, le v-ordre νvχ ou le v-ordre νvψ n’est pas nul
(voir Remarque 4.2.17). Alors, on a (µx, µy, µz) ∈ {(4, 3, 2), (6, 4, 3)}, d’où 1 ≤ µy − ηy ≤ 2.
Par conséquent, la série formelle ϕ n’est pas inversible, ce qui est une contradiction. �

Maintenant, on considère le cas i) de la Proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.9. On suppose que 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz. Alors, les séries formelles χ, ϕ
et ψ sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
ϕ n’est pas inversible. D’après la Remarque 4.2.17, on a µy − ηy ≥ 1.

Comme 2ηx = 3ηy, on obtient que ηx (resp. ηy) est divisible par 3 (resp. 2). Par con-
séquent, on a (ηx, ηy) = (3, 2) et 2 ≤ ηz ≤ 3, car 2 ≤ ηx ≤ 6, 2 ≤ ηy ≤ 4, 1 ≤ ηz ≤ 3 (voir la
Remarque 4.3.3) et ηx < 2ηz.

On rappelle que (µx, µy, µz) ∈ {(2, 2, 1), (3, 2, 2), (4, 3, 2), (6, 4, 3)}. Comme ηy = 2 et
µy − ηy ≥ 1, on obtient que (µx, µy, µz) ∈ {(4, 3, 2), (6, 4, 3)}. En particulier, 1 ≤ µy − ηy ≤ 2.

D’après la Remarque 4.2.17, le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité
de ϕ est inférieur ou égal à 2.

Au moyen de la Relation (4.1) on obtient la relation suivante :

ϕ3 + (χ+ it2ηz−ηxψ2)(χ− it2ηz−ηxψ2) = 0.

On remarque que la série formelle χ+ it2ηz−ηxψ2 est inversible si et seulement si la série
formelle χ− it2ηz−ηxψ2 l’est. Par conséquent, si χ+ it2ηz−ηxψ2 est inversible, alors ϕ l’est. On
obtient donc que les séries formelles χ+ it2ηz−ηxψ2 et χ− it2ηz−ηxψ2 ne sont pas inversibles.

La série formelle ϕ n’est pas irréductible, car si ϕ est irréductible, alors ϕ divise χ et ψ,
ce qui rentre en contradiction avec le Lemme 4.3.7. On a donc µy− ηy = 2 (voir la Remarque
4.2.17), ce qui implique que (µx, µy, µz) = (6, 4, 3), car ηy = 2. On rappelle que 2 ≤ ηz ≤ 3 et
µz = 3, d’où la série formelle ψ est irréductible ou inversible, parce que µz − ηz ≤ 1 (voir la
Remarque 4.2.17).

Comme ϕ n’est pas irréductible, le nombre de facteurs irréductibles de ϕ est égal à 2. On
a donc deux cas :

Cas 1). La série formelle ϕ est le produit de deux séries formelles irréductibles associées.
Cas 2). La série formelle ϕ est le produit de deux séries formelles irréductibles non asso-

ciées.

Maintenant, on va montrer que dans ces deux cas on arrive à des contradictions, ce qui
démontre que les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles.

Cas 1). On suppose que ϕ = ϕ1ϕ2, où ϕ1 et ϕ2 sont deux séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que ϕ1 = ϕ2.

D’après la Relation (4.1), on a :

ϕ6
1 + (χ+ it2ηz−ηxψ2)(χ− it2ηz−ηxψ2) = 0,
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76 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

ce qui équivaut au système de relations suivant :

ϕ3
1I = −χ− it2ηz−ηxψ2, ϕ3

1I
−1 = χ− it2ηz−ηxψ2,

où I est une série formelle inversible de K[[s, t]]. En effet, le vecteur (µx, µy, µz) est égal
à (6, 4, 3), donc le v-ordre νv(χ + it2ηz−ηxψ2) est égal au v-ordre νv(χ − it2ηz−ηxψ2) (voir
le Lemme 4.3.6), ce qui implique le système de relations ci-dessus. Par conséquent, on a la
relation suivante :

2it2ηz−ηzψ2 = −(I + I−1)ϕ3
1.

On rappelle que la série formelle ψ est irréductible ou inversible, parce que µz − ηz ≤ 1.
Alors, la série formelle irréductible ϕ1 divise t2ηy−ηz , d’où une contradiction.

Cas 2). On suppose que ϕ = ϕ1ϕ2 où ϕ1 et ϕ2 sont séries formelles irréductibles non
associées.

D’après la Relation (4.1), on a :

ϕ3
1ϕ

3
2 + (χ+ it2ηz−ηxψ2)(χ− it2ηz−ηxψ2) = 0.

Au moyen des Lemmes 4.3.6 et 4.3.7 on obtient que cette relation équivaut au système
de relations suivant :

ϕ3
1I1 = −χ− it2ηz−ηxψ2, ϕ3

2I2 = χ− it2ηz−ηxψ2,

où I1, I2 sont deux séries formelles inversibles de K[[s, t]] telles que I1I2 = 1, d’où

−2it2ηz−ηxψ2 = ϕ3
1I1 + ϕ3

2I2 =
∏3
i=1(ϕ1J1 + wiϕ2J2),

où les wi sont les racines i-ièmes de l’unité et J1, J2 sont deux séries formelles inversibles
telles que J3

1 = I1 et J3
2 = I2.

On rappelle que la série formelle ψ est irréductible ou inversible. Si ψ est inversible, alors
les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inversibles ou divisibles par t. On a donc une contradiction
dans les deux cas. Ainsi, on obtient que la série formelle ψ est irréductible.

Comme t ne divise pas ϕ1 et ϕ2, la série formelle ψ divise ϕ1 et ϕ2. Par conséquent, la
série ψ divise t, d’où une contradiction. Ceci achève la démonstration de la proposition. �

Les deux lemmes suivants sont très importants dans la démonstration.

Lemme 4.3.10. On suppose que (µx, µy, µz) = (4, 3, 2). Alors, les séries formelles χ, ϕ et ψ
sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
ϕ n’est pas inversible. Par conséquent, µy − ηy ≥ 1 (voir la Remarque 4.2.17).

En vertu de la Proposition 4.3.5, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait une des relations suivantes :

ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy ; 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz.

D’après la proposition 4.3.9, si on a 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz, alors les séries formelles χ, ϕ et
ψ sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait la relation ηx = 2ηz et 2ηx <
3ηy. En particulier, 2 divise ηx. Ainsi, on obtient que ηx ∈ {2, 4}, car 2 ≤ ηx ≤ µx = 4 (voir
la Remarque 4.3.3). On rappelle que µy − ηy ≥ 1. Comme on a ηy ≥ 2 (Remarque 4.3.3)
et µy = 3, on obtient que ηy = 2. On a donc ηx < 3, car 2ηx < 3ηy. Ainsi, on obtient que
(ηx, ηy, ηz) = (2, 2, 1). Par conséquent, on a les v-ordres suivants :
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4.3. LES SINGULARITÉS DE TYPE E6 ET E7 77

νvχ = 2, νvϕ = 1, et νvψ = 1.

Comme les v-ordres νvχ, νvϕ et νvψ sont strictement positifs, les séries formelles χ, ϕ
et ψ ne sont pas inversibles. De plus, les séries formelles ϕ et ψ sont irréductibles (voir la
Remarque 4.2.17).

D’après la Relation (4.1), on a :

t2ϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0.

On remarque que t divise χ+ iψ2 si et seulement si t ne divise pas χ− iψ2, car t ne divise
pas χ et ϕ. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t2 divise χ+ iψ2.

Si la série formelle ϕ divise χ + iψ2 et χ − iψ2, alors ϕ divise χ et ψ, ce qui rentre en
contradiction avec le Lemme 4.3.7. Comme les séries formelles χ et ψ ne sont pas inversibles
et par hypothèse t2 divise χ + iψ2, la relation t2ϕ3 + (χ + iψ2)(χ − iψ2) = 0 équivaut au
système de relations suivant :

t2I = χ+ iψ2, ϕ3I−1 = −χ+ iψ2,

où I ∈ K[[s, t]] est un série formelle inversible. Ainsi, on obtient la relation suivante :

2iψ2 = t2I + ϕ3I−1.

Le corps K est algébriquement clos, donc il existe I1 ∈ K[[s, t]]? tel que I2
1 = I. On a

donc :

(κψ − tI1t)(κψ + tI1) = ϕ3I−1,

où κ2 = 2i. Comme les séries formelles κψ− tI1 et κψ+ tI1 ne sont pas inversibles et la série
formelle ϕ est irréductible, ϕ divise κψ− tI1 et κψ+ tI1 ce qui implique que ϕ divise la série
formelle tI1, d’où une contradiction car ϕ n’est pas divisible par t. �

Lemme 4.3.11. On suppose que (µx, µy, µz) = (6, 4, 3), alors les séries formelles χ, ϕ et ψ
sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
ϕ n’est pas inversible.

En vertu de la Proposition 4.3.5, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait une des relations suivantes :

ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy ; 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz.

D’après la Proposition 4.3.9, si on a 2ηx = 3ηy et ηx < 2ηz, alors les séries formelles
χ, ϕ et ψ sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait la relation ηx =
2ηz et 2ηx < 3ηy.

On rappelle que 2 ≤ ηx ≤ 6, 2 ≤ ηy ≤ 4 et 1 ≤ ηz ≤ 3 (voir la Remarque 4.3.3). Comme
la série formelle ϕ n’est pas inversible, on a 2 ≤ ηy ≤ 3, car ηy < µy = 4 (voir la Remarque
4.2.17).

Si on a ηy = 3, alors on a µy−ηy = 1. Par conséquent, la série formelle ϕ est irréductible.

D’après la Relation (4.1), on a :
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t9−2ηxϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0.

On remarque que t divise χ+ iψ2 si et seulement si t ne divise pas χ− iψ2, car t ne divise
pas χ et ψ. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t9−2ηx divise χ+ iψ2. On a
donc le système de relations suivant :

t9−2ηxϕjI = χ+ iψ2, ϕ3−jI−1 = χ− iψ2,

où 0 ≤ j ≤ 3 et I est un élément inversible de K[[s, t]].

Si on a j = 3, alors la série formelle χ− iψ2 est inversible, d’où on a νv(χ− iψ2) = 0. Le
Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent que le v-ordre νv(χ+ iψ2) est
égal à zéro, ce qui implique que le v-ordre de t9−2ηxϕ3 est égal à zéro, d’où une contradiction.

Si on a 1 ≤ j ≤ 2, alors ϕ divise les séries formelles χ et ψ ce qui rentre en contradiction
avec le Lemme 4.3.7. On a donc le système de relations suivant :

t9−2ηxI = χ+ iψ2, ϕ3I−1 = χ− iψ2.

Par conséquent, le v-ordre νv(χ + iψ2) (resp. le v-ordre νv(χ − iψ2)) est égal à 9 − 2ηx
(resp. est égal à 3). Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on
a νv(χ+ iψ2) = νv(χ− iψ2), ce qui implique que ηx = 3, d’où la contradiction car ηx = 2ηz.
Forcément, on a donc ηy = 2.

Comme on a ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy et ηy = 2, on obtient que (ηx, ηy, ηz) = (2, 2, 1), d’où

t2ϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0.

Comme on a νvϕ = µy − ηy = 2, la série formelle ϕ est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptés avec multiplicité, voir la Remarque 4.2.17.

Alors, pour la série formelle ϕ on obtient le trois cas suivants :

Cas 1). la série formelle ϕ est irréductible ;
Cas 2). la série formelle ϕ est le produit de deux séries formelles non associées ;
Cas 3). la série formelle ϕ est le produit de deux séries formelles associées.

Maintenant, on va montrer que dans chaque cas ci-dessus on obtient une contradiction,
ce qui implique que ϕ est inversible, d’où le lemme.

On rappelle que dans le trois cas on a la relation suivante :

t2ϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0.

On remarque que t divise χ+ iψ2 si et seulement si t ne divise pas χ− iψ2 car t ne divise
pas χ et ϕ. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t2 divise χ+ iψ2.

Cas 1). On suppose que ϕ est une série formelle irréductible.

Si la série formelle ϕ est irréductible, alors la relation t2ϕ3 + (χ + iψ2)(χ − iψ2) = 0
équivaut au système de relations suivant :

−t2ϕjI = χ+ iψ2, ϕ3−jI−1 = χ− iψ2,
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4.3. LES SINGULARITÉS DE TYPE E6 ET E7 79

où 0 ≤ j ≤ 3 et I est une série formelle inversible de K[[s, t]].

Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a νv(χ+ iψ2) =
νv(χ− iψ2), ce qui implique que 2(1 + j) = 2(3− j) (on rappelle que le v-ordre νvϕ est égal
à 2), d’où j = 1. Alors, la série formelle ϕ divise les séries formelles χ et ψ, ce qui rentre en
contradiction avec le Lemme 4.3.7.

Cas 2). On suppose que ϕ = ϕ1ϕ2 où ϕ1 et ϕ2 sont deux séries formelles irréductibles
non associées.

Dans ce cas, les v-ordres νvϕ1 et νvϕ2 sont égaux à 1, car νvϕ = 2.

De la même façon que dans le cas précédent, on a le système de relations suivant :

t2ϕj1ϕ
k
2I = −(χ+ iψ2), ϕ3−j

1 ϕ3−k
2 I−1 = (χ− iψ2),

où 0 ≤ j ≤ 3, 0 ≤ k ≤ 3 et I est un élément inversible de K[[s, t]].

Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a νv(χ+ iψ2) =
νv(χ− iψ2), ce qui implique que 2 + j + k = 6− j − k, d’où j + k = 2. Pour tous les j et k
tels que j + k = 2, on rentre en contradiction avec le Lemme 4.3.7.

Cas 3). On suppose que ϕ = ϕ1ϕ2, où ϕ1 et ϕ2 sont des séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que ϕ1 = ϕ2. Dans ce cas,
le v-ordre νvϕ1 est égal à 1.

La relation t2ϕ3 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0 équivaut à la relation :

t2ϕ6
1 + (χ+ iψ2)(χ− iψ2) = 0,

et par conséquent, on obtient le système de relations suivant :

−t2ϕj1I = χ+ iψ2, ϕ6−j
1 I−1 = χ− iψ2,

où 0 ≤ j ≤ 6 et I est un élément inversible de K[[s, t]]. Le Lemme 4.3.6 et la propriété
multiplicative du v-ordre montrent qu’on a νv(χ + iψ2) = νv(χ − iψ2), ce qui implique que
2 + j = 6− j, d’où j = 2. On a donc :

2iψ2 = −(t2I + ϕ2
1I
−1)ϕ2

1.

Comme K est algébriquement clos, il existe une série formelle inversible I1 appartenant
à K[[s, t]] telle que I2

1 = I. Alors, on a :

2iψ2 = −(tI1 + iϕ1I
−1
1 )(tI1 − iϕ1I

−1
1 )ϕ2

1.

Soient r := (tI1 + iϕ1I
−1
1 ) et q := (tI1 − iϕ1I

−1
1 ). Les séries formelles r et q ne sont pas

inversibles car les séries formelles tI1 et ϕ1 ne le sont pas.

Comme on a (ηx, ηy, ηz) = (2, 2, 1) et (µx, µy, µz) = (6, 4, 3), le v-ordre νvψ est égal à 2
(on remarque que µz − ηz = 2), ce qui implique que ψ est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptées avec multiplicité (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent,
la série formelle ψ2 est au plus le produit de quatre séries formelles irréductibles comptées
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avec multiplicité, ce qui implique que les séries formelles r et q sont irréductibles.

Les séries formelles r et q ne sont pas associées à la série formelle ϕ1 parce que t ne divise
pas ϕ1.

On obtient donc :

(tI1 + iϕ1I
−1
1 ) = J(tI1 − iϕ1I

−1
1 ),

où J est une série formelle inversible. En effet, la série formelle r divise ψ2, alors r divise ψ,
d’où r2 divise ψ2. Comme r ne divise pas ϕ1, r divise q. Par conséquent, r et q sont deux
séries irréductibles associées.

Ainsi, on obtient la relation suivante :

t(J − 1)I1 = iϕ1(J + 1)I−1
1 .

On remarque que J − 1 ou J + 1 est inversible. Si J − 1 est inversible, alors la série ϕ1

est inversible ou t divise ϕ1 ; ce qui est absurde. Si J + 1 est inversible, alors t divise ϕ1, ce
qui est aussi une contradiction. Ceci achève la démonstration du lemme. �

Maintenant, on considère le cas ii) de la proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.12. On suppose que ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy. Alors, les séries formelles χ,
ϕ et ψ sont inversibles.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8, on suppose que
ϕ n’est pas inversible.

On rappelle que 2 ≤ ηx ≤ 6, 2 ≤ ηy ≤ 4 et 1 ≤ ηz ≤ 3 (voir la Remarque 4.3.3). Comme
on a ηx = 2ηz et 2ηx < 3ηy, on obtient que (ηx, ηz) ∈ {(2, 1), (4, 2)} et que 2 ≤ ηy ≤ 4.

On rappelle que (µx, µy, µz) ∈ {(2, 2, 1), (3, 2, 2), (4, 3, 2), (6, 4, 3)}. Comme ϕ n’est pas
inversible et 2 ≤ ηy ≤ 4, le vecteur (µx, µy, µz) ∈ {(4, 3, 2), (6, 4, 3)}. En vertu des Lemmes
4.3.10 et 4.3.11, si le vecteur (µx, µy, µz) appartient à l’ensemble {(4, 3, 2), (6, 4, 3)}, alors les
séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles, d’où une contradiction. �

La démonstration de la bijectivité de l’application de Nash pour la singularité de type E6

résulte des propositions 4.3.5, 4.3.9, 4.3.12 et la Remarque 4.2.16,.

4.3.2. La singularité de type E7. La preuve de la bijectivité de l’application de Nash
pour le cas de la singularité de type E7 (Théorème 4.1.2) repose sur la construction d’une
G-désingularisation de l’éventail de Newton et sur des propriétés, pour E7, des séries formelles
χ, ϕ et ψ analogues aux séries définies pour S(p, hq) ou E6. Dans la suite, on donne un résumé
de la preuve.

Soit S l’hypersurface normale de A3
k donnée par l’équation x2 + y(y2 + z3) = 0. L’hyper-

surface S a un unique point singulier de type E7 à l’origine de A3.
On considère l’éventail de Newton Γ?(f) associé à f := x2 + y(y2 + z3) et on note τ1 (resp.

τ2, τ3) le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (1, 2, 0), (0, 0, 1)) et (9, 6, 4) (voir la
Figure 5).

Soit Γ?(f)G une G-subdivision régulière de Γ?(f). On note πN : X(Γ?(f)) → A3
k (resp.

πG : X(Γ?(f)G) → X(Γ?(f))) le morphisme torique induit par la subdivision Γ?(f) de R3
≥0

(resp. Γ?(f)G de Γ?(f)) et SG le transformé strict de S associé au morphisme π := πG ◦ πN .
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(1, 2, 0)

(9,6,4)

(0, 1, 0)

τ2

(1, 0, 0)

τ1

(0, 0, 1)

τ3

Figure 5. Éventail de Newton Γ?(f)

De manière analogue à la Proposition 4.4.2, le morphisme π : SG → S est la résolution
minimale de S.

Montrer la bijectivité de l’application de Nash NS équivaut à montrer que, pour chaque
diviseur essentiel E, tous les K-wedges admissibles centrés en NE se relèvent à la résolution
minimale de S. Dans la suite, on donne une idée de pourquoi un K-wedge admissible centré
en NE se relève à SG .

Soient E ∈ Ess(S) et ω : SpecK[[s, t]] → S un K-wedge admissible centré en NE. On
rappelle que αE est le point générique de NE. On considère les vecteurs suivants :

(µx, µy, µz) := (Ordt α
?
E(x),Ordt α

?
E(y),Ordt α

?
E(z)) ;

(ηx, ηy, ηz) := (Ordt ω
?(x),Ordt ω

?(y),Ordt ω
?(z)),

où α?E (resp. ω?) est le comorphisme de αE (resp. de ω). On peut donc écrire le comorphisme
de ω de la façon suivante :

ω?(x) = tηxχ, ω?(y) = tηyϕ, ω?(z) = tηzψ,

où les séries formelles χ, ϕ, ψ ne sont pas divisibles par t. Le K-wedge ω doit satisfaire
l’équation x2 + y(y2 + z3) = 0, d’où la relation suivante :

(4.2) t2ηxχ2 + t3ηyϕ3 + tηy+3ηzϕψ3 = 0.

Si les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles, alors le K-wedge admissible ω centré en
NE se relève à SG (voir la Remarque 4.2.16).

D’après la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité des séries formelles χ, ϕ et ψ à l’aide des v-ordres de la façon suivant :

FI(χ) ≤ Degt χv = νvχ = µx − ηx ≤ 6 ;
FI(ϕ) ≤ Degt ϕv = νvϕ = µy − ηy ≤ 4 ;
FI(ψ) ≤ Degt ψv = νvψ = µz − ηz ≤ 3.

La proposition suivante est une propriété importante du vecteur (µx, µy, µz). Pour un
cône τ dans Γ?(f), on note Gτ le système générateur minimal du semi-groupe τ ∩ Z3.

Proposition 4.3.13. Le vecteur (µx, µy, µz) appartient à l’union Gτ1∪Gτ2∪Gτ3, où τ1 (resp.
τ2 τ3) est le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (1, 2, 0), (0, 0, 1)) et (9, 6, 4) (voir la
figure 5). Autrement dit, (µx, µy, µz) ∈ {(3, 2, 2), (6, 4, 3), (9, 6, 4), (7, 5, 3), (5, 4, 2), (3, 3, 1), (5, 3, 2)}.
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Si on suppose les séries χ, ϕ et ψ non simultanément inversibles, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 4.3.14. S’il existe au moins une série formelle parmi les séries χ, ϕ, ψ qui
n’est pas inversible, alors le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait une des relations suivantes :

i) 2ηx = ηy + 3ηz et 2ηx < 3ηy ;
ii) 2ηx = 3ηy et 2ηy < 3ηz ;
iii) 2ηy = 3ηz et 3ηy < 2ηx.

La Proposition 4.3.14 donne trois possibilités pour le vecteur (ηx, ηy, ηz). Dans la suite,
on considère chaque cas séparément pour obtenir des contradictions.

Dans chaque cas du vecteur (ηx, ηy, ηz), on peut simplifier la Relation (4.2) et on peut la
récrire comme la somme de deux termes. Ceci permet d’établir des relations entre les facteurs
irréductibles des décompositions possibles des séries χ, ϕ et ψ. L’idée est de trouver des con-
tradictions dans les différents cas de décomposition obtenus.

D’abord, énonçons le lemme suivant qui est obtenu en utilisant la Relation (4.2).

Lemme 4.3.15. Si on suppose que ϕ = ϕ1ϕ2, où ϕ1 est une série formelle irréductible, alors
la série formelle ϕ1 divise la série formelle ϕ2. En particulier, la série formelle ϕ n’est pas
irréductible.

Maintenant, on considère le premier cas de la Proposition 4.3.14.

Proposition 4.3.16. On suppose que 2ηx = ηy + 3ηz et 2ηx < 3ηy. Alors, les séries χ, ϕ, ψ
sont inversibles.

Idée de la démonstration. On remarque que d’après la relation (4.2), on obtient la
relation suivante :

(4.3) χ2 + t3ηy−2ηxϕ3 + ϕψ3 = 0.

D’abord, on montre que la série ϕ est inversible, ce qui équivaut à montrer que µy−ηy = 0.
En utilisant les relations 2ηx = ηy + 3ηz et 2ηx < 3ηy, on obtient que ηy ≥ 3. En vertu du
Lemme 4.3.15 et la Proposition 4.3.13, on obtient que µy − ηy ∈ {0, 2, 3}.

Si on suppose que µy−ηy = 2, on obtient que 3ηy−2ηx ∈ {2, 3}. D’après le lemme 4.3.15,
on a ϕ = ϕ2

1, où ϕ1 est irréductible.

Dans le cas 3ηy − 2ηx = 2, on peut écrire la Relation (4.3) comme la somme de deux
termes qui nous permet d’établir des relations entre les facteurs irréductibles des séries χ, ϕ
et ψ et de trouver une contradiction.

Dans le cas 3ηy−2ηx = 3, on ne peut pas écrire de façon évidente la Relation (4.3) comme
la somme de deux termes. Cependant, on peut considérer le changement de variable t = u2

et étudier la Relation (4.3) dans l’anneau K[[s, u]]. Dans cet anneau, on peut écrire cette
relation comme la somme de deux termes et on traite ce cas comme le précédent.

Si on suppose que µy − ηy = 3, on obtient 3ηy − 2ηx = 3. D’après le lemme 4.3.15, on a
ϕ = ϕ3

1, où ϕ1 est irréductible. Dans ce cas, on peut écrire la Relation (4.3) comme la somme
de deux termes et on le traite comme les cas précédents.

D’après la Proposition 4.3.13, le vecteur (µx, µy, µz) satisfait une des relations suivantes :
i) 2µx = 3µy et 2µy < 3µz ;
ii) 2µx = 3µz et 3µy < 2µx ;
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4.4. LES SINGULARITÉS DE TYPE Dn 83

iii) 2µx = µy + 3µz et 2µx ≤ 3µy.
En utilisant que µy − ηy = 0, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3.17. Le vecteur (µx, µy, µz) ne satisfait pas les relations suivantes :
i) 2µx = 3µy et 2µy < 3µz ;
ii) 2µx = 3µz et 3µy < 2µx.

En vertu du Lemme 4.3.17, on peut supposer que le vecteur (µx, µy, µz) satisfait la relation
suivante : 2µx = µy + 3µz et 2µx ≤ 3µy.

Maintenant, en raisonnant par l’absurde, on suppose que la série χ ou la série ψ n’est
pas inversible. On peut donc établir une liste de cas possibles pour les vecteurs (µx, µy, µz) et
(ηx, ηy, ηz). En utilisant la Relation (4.3), la Proposition 4.3.13 et les majorants du nombre
de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des séries formelles χ et ψ, on obtient une
contradiction dans chaque cas de la liste, d’où la proposition. �

La preuve des propositions suivantes est analogue à celle de la proposition 4.3.16.

Proposition 4.3.18. On suppose que 2ηx = 3ηy et 2ηy < 3ηz. Alors, les séries χ, ϕ, ψ sont
inversibles.

Proposition 4.3.19. On suppose que 2ηy = 3ηz et 3ηy < 2ηx. Alors, les séries χ, ϕ, ψ sont
inversibles.

La démonstration du cas E7 du Théorème 4.1.2 résulte des propositions 4.3.14, 4.3.16,
4.3.18 et 4.3.19.

4.4. Une nouvelle preuve de la bijectivité de l’application de Nash pour les
singularités de type Dn

Dans l’article [Plé08] l’auteur démontre la bijectivité de l’application de Nash NDn asso-
ciée à une singularité de type Dn, n ≥ 4. Dans cette section, en utilisant les mêmes méthodes
que dans les preuves des Théorèmes 4.1.1 et 4.1.2, on donne une démonstration de la bijec-
tivité de l’application NDn différente de celle de [Plé08].

L’entier n ≥ 4 étant fixé, soit S l’hypersurface normale de A3
k donnée par l’équation

x2 + z(y2 + zn−2) = 0. L’hypersurface S a un unique point singulier de type Dn.

Comme dans la preuve des Théorèmes 4.1.1 ou 4.1.2 pour prouver la bijectivité de l’appli-
cation de Nash associée à S, on a besoin de quelques résultats sur la résolution minimale de S.

On considère l’éventail de Newton Γ?(f) associé à f := x2 + z(y2 + zn−2). Soit H un plan
de R3 qui ne contient pas l’origine de R3 et tel que l’intersection de H et R3

≥0 soit un ensemble

compact. La Figure 6 représente l’intersection de H avec la subdivision Γ?(f) de R3
≥0. Chaque

sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant. On note τ1 (resp.
τ2, τ3) le cône engendré par les vecteurs (1, 0, 0) (resp. (0, 1, 0), (0, 0, 1)) et (n− 1, n− 2, 2).

Pour un cône τ dans Γ?(f), on note Gτ le système générateur minimal du semi-groupe
τ ∩ Z3. Par un calcul direct, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.4.1. Le système générateur minimal du semi-groupe τ3 ∩ Z3 est l’ensemble
Gτ3 = {(j, j − 1, 2) | j ∈ {1, 2, ..., n− 1}}. De plus, soit k ≥ 2 un entier, on a :

i) Si n = 2k, alors le système générateur minimal du semi-groupe τ1 ∩ Z3 est l’ensemble
Gτ1 = {(1, 0, 0), (k, k − 1, 1), (n− 1, n− 2, 2)} et τ2 est un cône régulier.

ii) Si n = 2k−1, alors le système générateur minimal du semi-groupe τ2∩Z3 est l’ensemble
Gτ2 = {(0, 1, 0), (k − 1, k − 1, 1), (n− 1, n− 2, 2)} et τ1 est un cône régulier.
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(1, 0, 2)

(n-1,n-2,2)

(0, 1, 0)

τ2

(1, 0, 0)

τ1

(0, 0, 1)

τ3

Figure 6. Éventail de Newton Γ?(f)

Soit Γ?(f)G une G-subdivision régulière de Γ?(f). On note πN : X(Γ?(f)) → A3
k (resp.

πG : X(Γ?(f)G) → X(Γ?(f))) le morphisme torique induit par la subdivision Γ?(f) de R3
≥0

(resp. Γ?(f)G de Γ?(f)) et SG le transformé strict de S associé au morphisme π := πG ◦ πN .

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 4.2.5.

Proposition 4.4.2. SG est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E ∈ Ess(S)) et αE le point générique de NE. On note

(µx, µy, µz) := (Ordt α
?
E(x),Ordt α

?
E(y),Ordt α

?
E(z)),

où α?E est le comorphisme de αE.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.15.

Proposition 4.4.3. Soit k un entier, k ≥ 2.
Si n = 2k, alors le vecteur (µx, µy, µz) appartient à l’union de Gτ1 et Gτ3.
Si n = 2k − 1, alors le vecteur (µx, µy, µz) appartient à l’union de Gτ2 et Gτ3.

Démontrer que l’application de Nash bijective pour les singularités de type Dn, n ≥ 4,
équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à la résolution minimale de
Dn (voir [Reg06]). Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel E tous les
K-wedges admissibles centrés en NE se relèvent à la résolution minimale de S.

Soit E ∈ Ess(S) et on considère un K-wedge ω : SpecK[[s, t]] → S admissible centré en
NE. On pose :

(ηx, ηy, ηz) := (Ordt ω
?(x),Ordt ω

?(y),Ordt ω
?(z)).

On peut écrire le comorphisme de ω de la façon suivante :

ω?(x) = tηxχ, ω?(y) = tηyϕ, ω?(z) = tηzψ,

où les séries formelles χ, ϕ, ψ ne sont pas divisibles par t.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.20. On note τ0 l’intérieur du
cône τ ∈ Γ?(f).

Proposition 4.4.4. Soit k un entier, k ≥ 2. S’il existe au moins une série formelle parmi
les séries χ, ϕ, ψ qui n’est pas inversible, alors on a :

i) si n = 2k, alors le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’union de τ0
1 et τ0

3 ;
ii) si n = 2k − 1, alors le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’union de τ0

2 et τ0
3 .

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



4.4. LES SINGULARITÉS DE TYPE Dn 85

En vertu de la Proposition 4.4.3, on a µx ≤ n− 1, µy ≤ n− 2 et µz ≤ 2. Comme ηx ≥ 1,
ηy ≥ 1 et ηz ≥ 1, on a µx − ηx ≤ n− 2, µy − ηy ≤ n− 3 et µz − ηz ≤ 1.

D’après la Remarque 4.2.16, si les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles, alors le
K-wedge admissible ω centré en NE se relève à la résolution minimale de S.

En vertu de la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles
comptés avec multiplicité des séries formelles χ, ϕ et ψ à l’aide des v-ordres. Plus précisé-
ment, il existe un vecteur v ∈ Q2

>0 tel que :

FI(χ) ≤ Degt χv = νvχ = µx − ηx ≤ n− 2 ;
FI(ϕ) ≤ Degt ϕv = νvϕ = µy − ηy ≤ n− 3 ;
FI(ψ) ≤ Degt ψv = νvψ = µz − ηz ≤ 1.

Sauf mention du contraire, dans toute la suite le vecteur v ∈ Q2
>0 satisfait la propriété

ci-dessus. Le résultat suivant est un corollaire de la Remarque 4.2.17

Corollaire 4.4.5. La série formelle ψ est irréductible ou inversible.

Maintenant, on donne notre preuve de la bijectivité de l’application de Nash pour les
singularités de type Dn.

Théorème 4.4.6. L’application de Nash NS associée à S est bijective.

Démonstration. En vertu de la Remarque 4.2.16, pour montrer que le K-wedge ad-
missible ω se relève à la résolution minimale de S, il suffit de montrer que les séries formelles
χ, ϕ et ψ sont inversibles. En raisonnant par l’absurde, on suppose qu’il y a au moins l’une
d’elles n’est pas inversible.

On remarque qu’une série formelle φ ∈ K[[s, t]] est inversible dans K[[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K[[s, t]], où K est la clôture algébrique de K. Dans toute la suite,
on suppose que le corps K est algébriquement clos.

Le K-wedge ω doit satisfaire l’équation x2 + z(y2 + zn−2) = 0, d’où la relation suivante :

(4.4) t2ηxχ2 + t2ηy+ηzϕ2ψ + t(n−1)ηzψn−1 = 0

En vertu de la Proposition 4.4.4, on a les cas suivants :

Cas 1). le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’intérieur τ0
3 du cône τ3 ;

Cas 2). l’entier n est égal à 2k, où k est un entier supérieur ou égal à 2, et le vecteur
(ηx, ηy, ηz) appartient à l’intérieur τ0

1 du cône τ1 ;
Cas 3). l’entier n est égal à 2k− 1, où k est un entier supérieur ou égal à 2, et le vecteur

(ηx, ηy, ηz) appartient à l’intérieur τ0
2 du cône τ2.

Dans chaque cas ci-dessus, on va obtenir une contradiction, ce qui achève la preuve du
Théorème.

Cas 1). On suppose que (ηx, ηy, ηz) ∈ τ0
3 . Dans ce cas, on a ηz = 2 et ηx = ηy + 1. Au

moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :

χ2 + ϕ2ψ = −t2(n−2−ηy)ψn−1.

On remarque que n − 2 − ηy > 0, car le vecteur (ηx, ηy, ηz) appartient à l’intérieur du cône
τ3.
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86 4. UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

D’après les Propositions 4.4.1 et 4.4.3, on a µz ≤ 2. Par conséquent, µz − ηz = 0, ce qui
implique que la série formelle ψ est inversible (voir la Remarque 4.2.17).

Comme ψ est inversible et K algébriquement clos, il existe une série formelle inversible
ψ0 tel que ψ = −ψ2

0, d’où

(χ+ ψ0ϕ)(χ− ψ0ϕ) = (-1)nt2(n−2−ηy)ψ
2(n−1)
0 .

Par conséquent, t divise χ et ϕ ou χ et ϕ sont inversibles. Ce sont des contradictions.

Cas 2). On suppose que n = 2k, où k est un entier supérieur ou égal à 2 et (ηx, ηy, ηz) ∈ τ0
1 .

Comme (ηx, ηy, ηz) appartient à τ0
1 et n = 2k, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait les relations

suivantes :

(k − 1)ηz = ηy et 2ηx > (2k − 1)ηz.

Comme 1 ≤ ηx ≤ µx ≤ 2k − 1 (voir les Propositions 4.4.1 et 4.4.3), on obtient que ηz = 1,
ηy = 2k− 1 et ηx ≥ k. On a donc µz = 2. En effet, si µz = 1, alors (µx, µy, µz) = (k, k− 1, 1).
D’après la Remarque 4.2.17, les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles, ce qui est une
contradiction, car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins une qui n’est
pas inversible.

Au moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :

t2ηx+1−nχ2 + ϕ2ψ = −ψn−1.

On remarque que ψ est irréductible car νvψ = µz − ηz = 1 (voir la Remarque 4.2.17 et le
Corollaire 4.4.5) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que χ = χ0ψ

k et ϕ = ϕ0ψ
k−1,

où χ0 et ϕ0 sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

t2ηx+1−nχ2
0ψ + ϕ2

0 = −1.

Comme νvψ = 1, on obtient que νvχ = νvχ0ψ
k = νvχ0+k . Comme µx ≤ 2k−1 et ηx ≥ k,

on a νvχ = µx − ηx ≤ k − 1 (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent, on a νvχ0 ≤ −1, ce
qui est une contradiction.

La preuve du Cas 3) est analogue à celle du Cas 2).

Cas 3). On suppose que n = 2k − 1, où k est un entier supérieur ou égal à 2 et
(ηx, ηy, ηz) ∈ τ0

2 .

Comme (ηx, ηy, ηz) appartient à τ0
2 et n = 2k − 1, le vecteur (ηx, ηy, ηz) satisfait les

relations suivantes :

(k − 1)ηz = ηx et 2ηy > (2k − 3)ηz.

Comme 1 ≤ ηy ≤ µy ≤ 2k − 3 (voir les Propositions 4.4.1 et 4.4.3), on obtient que ηz = 1,
ηx = k − 1 et ηy ≥ k − 1. On a donc µz = 2. En effet, si µz = 1, alors (µx, µy, µz) =
(k− 1, k− 1, 1). D’après la Remarque 4.2.17, les séries formelles χ, ϕ et ψ sont inversibles, ce
qui est une contradiction car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins
une qui n’est pas inversible.

Au moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :

χ2 + t2ηy+2−nϕ2ψ = −ψn−1.
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On remarque que ψ est irréductible car νvψ = µz − ηz = 1 (voir la Remarque 4.2.17 et le
Corollaire 4.4.5) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que χ = χ0ψ

k−1 et ϕ = ϕ0ψ
k−1,

où χ0 et ϕ0 sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

χ2
0 + t2ηy+2−nϕ2

0ψ = −1.

Comme νvψ = 1, on obtient que νvϕ = νvϕ0ψ
k−1 = νvϕ0 + k − 1 . Comme µy ≤ 2k − 3

et ηy ≥ k − 1, on a νvϕ = µy − ηy ≤ k − 2 (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent, on a
νvϕ0 ≤ −1, ce qui est une contradiction.

Dans le trois cas précédent, on a obtenu une contradiction, d’où le théorème. �

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



CHAPITRE 5

Résolution du problème des arcs de Nash pour deux familles
d’hypersurfaces de A4

k

5.1. Préliminaires et rappels

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V une variété algébrique
normale sur k et π : X → V une désingularisation divisorielle de V .

Si π′ : X ′ → V est une autre désingularisation de V , alors (π′)−1 ◦ π : X 99K X ′ est
une application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle
de π. Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une var-
iété lisse), il existe un ouvert E0 de E sur lequel l’application birationnelle (π′)−1 ◦ π est
bien définie. Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingularisation
π′ : X ′ → V de V l’adhérence de (π′)−1 ◦π(E0) dans X ′ est une composante irréductible de la
fibre exceptionnelle du morphisme π′. On note Ess(V ) l’ensemble de diviseurs essentiels sur V .

On note V∞ l’espace d’arcs sur V (voir [Ish07] ou la Section 1.1) ). Les K-points de
V∞ sont en correspondance bijective avec les K-arcs sur V . Par abus de notation, pour
α ∈ V∞, on note α son kα-arc correspondant, où kα est le corps résiduel du point α. Soit
p : V∞ → V la projection canonique α 7→ α(0), où 0 est le point fermé de Spec kα[[t]]. On pose
V s
∞ := p−1(Sing V ), où Sing V est le lieu singulier de V , et on note CN (V ) l’ensemble des

composantes irréductibles de V s
∞. Nash a démontré que l’application NV : CN (V )→ Ess(V )

qui associe à C ∈ CN (S) l’adhérence {α̂(0)} est bien définie et injective, où α̂ est le relève-
ment à X du point générique α de C, c’est-à-dire π ◦ α̂ = α. Le problème de Nash consiste à
étudier la surjectivité de NV .

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme π : X → V .
On note NE l’adhérence dans V∞ de l’ensemble suivant :

{α ∈ V∞\(Sing V )∞ | α̂(0) ∈ E}.

On peut montrer que NE est irréductible et que V s
∞ =

⋃
E∈Ess(V )NE. Les morphismes

ω : SpecK[[s, t]]→ V sont appelés K-wedges sur S. Ils sont en correspondance bijective avec
les K[[s]]-points de V∞. L’image du point fermé (resp. du point générique) de SpecK[[s]]
dans V∞ est appelé le centre (resp. l’arc générique) du K-wedge ω.

Soit E un diviseur essentiel sur V . Un K-wedge ω est appelé K-wedge admissible centré
en NE si le centre (resp. l’arc générique) de ω est le point générique de NE (resp. appartient
à V s
∞). Dans [Reg06] on montre que E appartient à l’image de l’application de Nash NV si

et seulement si tout K-wedge admissible centré en NE se relève à X c’est-à-dire il existe un
K-wedge ω̂ sur X tel que π ◦ ω̂ = ω.

Dans ce chapitre on considère deux familles d’hypersurfaces normales de A4
k et on montre

que pour chaque hypersurface considérée, l’application de Nash qui l’est associée est bijective.
Chaque famille d’hypersurface considérée est le sujet d’une des deux sections suivantes.

89
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90 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

5.2. Notre première famille d’exemples d’hypersufaces de A4
k avec l’application

de Nash bijective

D’abord, on fixe les notations. Soient N := Z4 muni de sa base standard {e1, e2, e3, e4} et
∆ := 〈e1, e2, e3, e4〉 le cône standard. Le dual de N, noté M, est identifié avec Z4 au moyen de
la forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ 4.

On note T le tore N⊗Zk, xj := χej ∈ k[∆∨∩M], 1 ≤ j ≤ 4, et O la T -orbite de dimension
zéro de A4

k := Spec k[x1, x2, x3, x4].

Soit V l’hypersurface de A4
k donnée par une équation du type :

f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kpq(x3, x4)

où p ≥ 2, q ≥ 2 sont deux entiers et hq, kpq sont deux polynômes homogènes sans facteur
multiple. De plus, hq (resp. kpq) est de degré q (resp pq) et le polynôme f n’est pas dégénéré
par rapport à la frontière de Newton Γ(f) (voir les Définitions 2.2.1 et 2.5.3).

Example 5.2.1. Le polynôme f = xq1 + xq2 + xpq3 + xpq4 , p ≥ 2, q ≥ 2, satisfait les hypothèses
ci-dessus. Dans ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Remarque 5.2.2. À un automorphisme linéaire de A4
k près, x1 et x2 (resp. x3, x4) ne divisent

pas hq (resp. kpq).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.

Proposition 5.2.3. L’hypersurface V est normale et le point O est son unique point singulier.
De plus, V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement positive.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :

Théorème 5.2.4. L’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal à (p− 1)q + 1.

D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V . Ensuite, on
démontre le Théorème 5.2.4

5.2.1. Résolution de la singularité. D’abord, on fait quelques rappels. Soit g =∑
cex

e ∈ k[x1, x2, x3, x4] un polynôme, où e = (e1, e2, e3, e4) ∈ Z4
≥0, xe := xe11 x

e2
2 x

e3
3 x

e4
4

et ce ∈ k. On note E(g) l’ensemble des exposants e ∈ Z4
≥0, dont le coefficient ce est non nul,

c’est-à-dire E(g) := {e ∈ Z4
≥0 | ce 6= 0}.

Le polyèdre de Newton Γ+(g) associé à g est l’enveloppe convexe de l’ensemble {e+R4
≥0 |

e ∈ E(g)} et la frontière de Newton Γ(g) est la réunion des faces compactes de Γ+(g).
On note I(g) l’idéal de k[x1, x2, x3, x4] engendré par les monômes xe, e ∈ Γ(g) ∩ Z4,

c’est-à-dire I(g) := ({xe | e ∈ Γ(g) ∩ Z4}).
L’éventail de Newton Γ?(g) associé à g est la subdivision du cône standard ∆ corre-

spondant à l’éclatement normalisé de A4
k de centre l’idéal I(g) (voir la Définition 2.2.5 et le

Théorème 2.2.10). Pour plus de détails, voir la Section 2.2.
En vertu des résultats 2.2.4 et 2.2.10, on obtient que l’éventail de Newton Γ?(g) satisfait

la propriété suivante :
?) Soient J ⊂ {1, 2, ..., d} et σJ = {(n1, n2, n3, n4) ∈ ∆ | ni = 0 ssi i 6∈ J}. S’il existe
n ∈ σJ tel que hΓ+(g)(n) = 0 (hΓ+(g) est la fonction d’appui associée au polyèdre de
Newton Γ+(g)), alors l’adhérence de σJ dans ∆ est un cône de Γ?(g).

On rappelle qu’un subdivision régulière Σ de Γ?(g) est appelée subdivision régulière admis-
sible, si l’éventail Σ satisfait la propriété ?), c’est-à-dire s’il existe n ∈ σJ tel que hΓ+(g)(n) = 0,
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5.2. LA PREMIÈRE FAMILLE D’EXEMPLES 91

alors σJ ∈ Σ.

Soit V l’hypersurface définie dans la Section 5.2. D’après les résultats 2.5.9 et 5.2.3, si Σ
est une subdivision régulière admissible de Γ?(f), alors le morphisme torique π : X(Σ)→ A4

k
associé à la subdivision régulière admissible Σ de Γ?(f) est une résolution plongée de l’hyper-
surface V .

Maintenant, on montre explicitement une subdivision régulière admissible de Γ?(f).

La Figure 1 représente la face compacte du polyèdre de Newton Γ+(f), c’est-à-dire la
frontière de Newton Γ(f). On rappelle que f = hq(x1, x2) + kpq(x3, x4) et que x1 et x2 (resp.
x3, x4) ne divisent pas hq (resp. kpq), voir la Remarque 5.2.2.

(0, 0, pq, 0)(q, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, pq)

(0, q, 0, 0)

Figure 1. La frontière de Newton Γ(f), où f = hq(x1, x2) + h2q(x3, x4)

Soit H un plan de R4 qui ne contient pas l’origine de R4 et tel que l’intersection de H et
R4
≥0 soit un ensemble compact. La Figure 2 représente l’intersection de H avec la subdivision

Γ?(f) de R4
≥0. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal (autrement

dit, le vecteur primitif d’un cône de dimension 1 de l’éventail Γ?(f)) correspondant.

e3 := (0, 0, 1, 0)e1 := (1, 0, 0, 0)

e4 := (0, 0, 0, 1)

e2 := (0, 1, 0, 0)

ρ0
ρ0 := (p, p, 1, 1)

Figure 2. Section de l’éventail de Newton Γ?(f), où f = hq(x1, x2) + kpq(x3, x4)
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92 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

On note σj , 1 ≤ j ≤ 4, le cône de dimension 4 de Γ?(f) engendré par le vecteur (p, p, 1, 1)
et l’ensemble {ei | 1 ≤ i ≤ 4, i 6= j}.

La proposition suivante résulte d’un simple calcul.

Proposition 5.2.5. Les cônes σ3 et σ4 sont réguliers.

De gauche à droite : la Figure 3 représente l’intersection du plan H avec une subdivision
du cône σ2 et du cône σ1. On rappelle que chaque sommet des diagrammes est identifié avec
le vecteur extrémal correspondant.

u1

(1, 0, 0, 0)

u2

ρ0

ρp−1

ρp−2

ρ1

σ2

(0, 1, 0, 0)

u1

u2

ρ0

ρp−1

ρp−2

ρ1

σ1 u1 := (0, 0, 1, 0)

u2 := (0, 0, 0, 1)

0 ≤ j ≤ p− 1
ρj := (p− j, p− j, 1, 1)

Figure 3. Subdivision des cônes σ1 et σ2

Pour chaque paire d’entiers 1 ≤ j < p−1 et 1 ≤ k ≤ 2, on note σ1jk (resp. σ2jk) le cône de
dimension 4 engendré par le vecteur (0, 1, 0, 0) (resp. (1, 0, 0, 0)) et l’ensemble {ρj−1, ρj , uk},
où u1 := (0, 0, 1, 0), u2 := (0, 0, 0, 1) et ρj = (p− j, p− j, 1, 1).

On note σ1 p−1 (resp. σ2 p−1) le cône engendré par le vecteur (0, 1, 0, 0) (resp. (1, 0, 0, 0))
et l’ensemble {u1, u2, ρp−1}. On remarque que l’ensemble {σ1jk, σ2jk | 1 ≤ j < p− 1, 1 ≤ k ≤
2} ∪ {σ1 p−1, σ2 p−1, σ3, σ4} engendre un éventail, noté Σ.

On rappelle la définition de G-subdivision régulière d’un éventail. Soient Σ′ un éventail
dans NR et σ un cône de Σ′. Nous appellerons G-subdivision régulière de σ, une subdivision
régulière de σ, dont les vecteurs extrémaux sont exactement les éléments irréductibles du
semi-groupe σ ∩N.

On dit qu’un éventail Σ′G est une G-subdivision régulière de Σ′ si chaque cône de Σ′G est
obtenu par une G-subdivision régulière d’un cône de Σ′. Le morphisme équivariant associé à
une G-subdivision régulière de Σ′ est appelé G-désingularisation de X(Σ′).

Par une simple inspection des cônes de l’éventail Σ, on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.2.6. L’éventail Σ engendré par l’ensemble {σ1jk, σ2jk | 1 ≤ j < p − 1, 1 ≤
k ≤ 2} ∪ {σ1 p−1, σ2 p−1, σ3, σ4} est une G-subdivision régulière de l’éventail Γ?(f).

Soient π : X(Σ) → A4
k le morphisme torique induit par l’éventail Σ de la Proposition

5.2.6 et Ṽ le transformé strict de V dans X(Σ). Par abus de notation, on note π : Ṽ → V la

restriction de π à Ṽ .
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5.2. LA PREMIÈRE FAMILLE D’EXEMPLES 93

Proposition 5.2.7. La fibre exceptionnelle de la désingularisation π : Ṽ → V est un di-
viseur à croisement normaux qui est la réunion de (p− 1)q+ 1 composantes irréductibles. Le
diagramme suivant représente la fibre exceptionnelle de π :

... . . . . . . . . .

Eq,1

Eq−1,1

E2,1

E1,1

Eq,2

Eq−1,2

E2,2

E1,2

Eq,3

Eq−1,3

E2,3

E1,3

Eq,p−1

Eq−1,p−1

E2,p−1

E1,p−1

E0

· · ·
· · ·

· · ·
· · ·

Les intersections E0 ∩Ei,1 et Ei,j ∩Ei,j+1, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p − 2, sont des courbes
lisses et irréductibles. De plus, les diviseurs Ei,j, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p − 1 sont des variétés
rationnelles.

Remarque 5.2.8. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V

sont exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation π : Ṽ → V

Démonstration de la Proposition 5.2.7. Cette proposition peut être obtenue en utilisant
les Propositions 2.5.13 et 2.5.14. Or on va donner une preuve adaptée à notre cas.

On rappelle que le morphisme π : X(Σ) → A4
k est une résolution plongée de V , d’où la

fibre exceptionnelle de la désingularisation π : Ṽ → V est un diviseur à croisement normaux.
Par conséquent, les intersections E0 ∩Ei,1 et Ei,j ∩Ei,j+1, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ p− 2 sont une
réunion de courbes lisses.

On fixe un entier 1 ≤ j < p − 1 et on considère le cône σ2j2 ∈ Σ. On rappelle que σ2j2

est le cône régulier engendré par les vecteurs (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) , ρj = (p − j, p − j, 1, 1),
ρj−1 = (p−j+1, p−j+1, 1, 1). On note U (∼= A4

k) l’ouvert torique qui est en correspondance
avec le cône σ2j2.

La restriction à U du morphisme torique π : X(Σ)→ A4
k est définie de la façon suivante :

π |U : U → A4
k, (y1, y2, y3, y4) 7→ (x1, x2, x3, x4) := (y1y

p−j+1
2 yp−j3 , yp−j+1

2 yp−j3 , y2y3, y2y3y4).

On remarque que U ∩ π−1(O) = {y2 = 0} ∪ {y3 = 0}. La variété Ṽ ∩ U est donnée par
l’équation suivante :

hq(y1, 1) + y
q(j−1)
2 yqj3 kpq(1, y4) = 0.

Si j = 1, l’intersection Ṽ ∩ U ∩ {y2 = 0} est une variété irréductible et Ṽ ∩ U ∩ {y3 = 0}
est donnée par les équations hq(y1, 1) = 0, y3 = 0. Par conséquent, Ṽ ∩ U ∩ {y3 = 0} est
la réunion disjointe de q composantes irréductibles (chaque composante irréductible est as-
sociée à une racine du polynôme hq(y, 1)) et chaque composante irréductible est une variété
rationnelle. Soient w ∈ k une racine du polynôme hq(y, 1) et Fw la composante irréductible

de Ṽ ∩U ∩{y3 = 0} associée à w. On remarque que Fw∩{y2 = 0} est une courbe irréductible.

Si j ≥ 2, les intersections Ṽ ∩U ∩{y2 = 0}, Ṽ ∩U ∩{y3 = 0} sont la réunion disjointe de q
composantes irréductibles et chaque composante est une variété rationnelle. Soit F2,w (resp.

F3,w la composante irréductible de Ṽ ∩ U ∩ {y2 = 0} (resp. Ṽ ∩ U ∩ {y3 = 0}) associée à w,
où w ∈ k une racine du polynôme hq(y, 1). Alors l’intersection F2,w ∩ F3,w′ n’est pas vide si
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94 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

et seulement si w = w′. On remarque que F2,w ∩ F3,w est une courbe irréductible.

En procédant de la même manière sur tous les cônes qui contient les vecteurs extrémaux
ρj−1 et ρj , on obtient la proposition. �

5.2.2. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash. Dans cette section, on
démontre le Théorème 5.2.4 sur la bijectivité de l’application de Nash pour l’hypersurface
V de A4

k donnée par une équation du type f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kpq(x3, x4), ce qui
équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à une désingularisation de V
(voir le Théorème 1.3.9). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que
pour chaque diviseur essentiel E (E ∈ Ess(V )) tous les K-wedges admissibles centrés en NE

se relèvent à la désingularisation Ṽ de la Proposition 5.2.7, où K est une extension du corps k.

D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théorème 5.2.4.

On note 0 (resp g) le point fermé (resp. générique) de SpecK[[t]]. Étant donné un K-arc
α : SpecK[[t]]→ V , α(0) = O, qui n’est pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, on
note µ = (µ1, µ2, µ3, µ4) ∈ Z4

>0 le vecteur principal du K-arc α, c’est-à-dire

µ := (Ordt α
?(x1),Ordt α

?(x2),Ordt α
?(x3),Ordt α

?(x4)).

où α? est le comorphisme du K-arc α. On peut donc écrire le comorphisme α? de la façon
suivante :

α?(xi) = tµiαi, 1 ≤ i ≤ 4,

où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].

Dans la proposition suivante on utilise la notation ci-dessus et de la Proposition 5.2.7.

On remarque que si un K-arc α : SpecK[[t]] → V n’est pas concentré en O, alors α se

relève à Ṽ , car le morphisme π est une désingularisation de V . De plus, si le point α̃(0) est le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π, alors le K-arc
α n’est pas concentré en une hypersurface de V .

Proposition 5.2.9. Soient π : Ṽ → V la désingularisation de la Proposition 5.2.7, E une
composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π et α un K-arc qui n’est pas concentré

en O tel que le relèvement α̂ de α à Ṽ est transverse à E. De plus, on suppose que α̂(0) est
le point générique de E. Alors, on a :

i) si le diviseur E est le diviseur E0, alors le vecteur principal µ du K-arc α est le vecteur
ρ0 = (p, p, 1, 1) ;

ii) si le diviseur E est le diviseur Ei,j, 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ p− 1, alors le vecteur principal
µ du K-arc α est le vecteur ρj = (p− j, p− j, 1, 1) ;

Démonstration. La proposition résulte de la Proposition 3.3.11. �

Étant fixé une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme π :

Ṽ → V (π est la désingularisation de la Proposition 5.2.7), on considère un K-wedge ω :
SpecK[[s, t]]→ V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique de NE,
noté αE, (resp. est un point qui appartient à V s

∞), et on pose

(η1, η2, η3, η4) := (Ordt ω
?(x1),Ordt ω

?(x2),Ordt ω
?(x3),Ordt ω

?(x4)) ∈ Z4
>0,

où ω? est le comorphisme du K-wedge ω. On peut écrire le comorphisme ω? de la façon
suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, 1 ≤ i ≤ 4,
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5.2. LA PREMIÈRE FAMILLE D’EXEMPLES 95

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

On pose

(µ1, µ2, µ3, µ4) := (Ordt α
?
E(x1),Ordt α

?
E(x2),Ordt α

?
E(x3),Ordt α

?
E(x4)),

le vecteur principal du kαE-arc αE, où kαE est le corps résiduel du point générique de NE.

D’après la Proposition 5.2.9, il existe un entier 0 ≤ j ≤ p− 1, tel que le vecteur principal
du kαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p− j, p− j, 1, 1). La proposition suivante est
le résultat clé de la preuve du Théorème 5.2.4

Proposition 5.2.10. Les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4, sont inversibles.

D’abord, finissons la preuve du Théorème 5.2.4. En vertu du corollaire 3.1.6 le K-wedge

ω se relève à Ṽ . On remarque que la Proposition 5.2.10 est valable pour toute composante

irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation π : Ṽ → V et pour tout K-
wedge ω : SpecK[[s, t]]→ V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de NE (resp. est un point qui appartient à V s

∞). Par conséquent et d’après la Proposition

1.3.10, on obtient que tout diviseur exceptionnel E de la désingularisation π : Ṽ → V est un
diviseur essentiel sur V . Le théorème 5.2.4 résulte du Théorème 1.3.9.

Démonstration de la proposition 5.2.10. En vertu de la Proposition 3.3.8 et le Corollaire
3.3.9, on a

FI(ϕi) ≤ µi − ηi, 1 ≤ i ≤ 4,

où FI(ϕi) est le nombre de facteurs irréductibles de ϕi comptés avec multiplicité. De plus, ϕi
1 ≤ i ≤ 4 est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.

On rappelle qu’il existe un entier 0 ≤ j ≤ p−1, tel que le vecteur principal du kαE-arc αE

est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p− j, p− j, 1, 1). Par conséquent, on a η3 = η4 = µ3 = µ4 = 1
et les séries formelles ϕ3, ϕ4 sont inversibles.

Si j = p − 1, alors µ1 = µ2 = η1 = η2 = 1. Par conséquent, les séries ϕ1 et ϕ2 sont
inversibles. Ce qui achève la démonstration dans ce cas.

Dans la suite, on suppose que j < p− 1.

Le K-wedge ω satisfait l’équation hq(x1, x2) + kpq(x3, x4) = 0, ainsi on obtient :

hq(t
η1ϕ1, t

η2ϕ2) + tpq kpq(ϕ3, ϕ4) = 0.

Comme ηi ≤ µi ≤ p, i ∈ {1, 2}, on obtient que η1 = η2. Par conséquent, on a :

hq(ϕ1, ϕ2) + t(p−η1)q kpq(ϕ3, ϕ4) = 0.

Si η1 = p, alors les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inversibles. On peut donc supposer que
η1 < p.

On rappelle que hq(x1, x2) est un polynôme sans facteur multiple et que x1 et x2 ne le
divise pas. On peut donc écrire le polynôme hq(x1, x2) de la façon suivante :

hq(x1, x2) =
∏q
i=1(aix1 + bix2),

où ai 6= 0, bi 6= 0, pour tout 1 ≤ i ≤ q. Ainsi on obtient la relation suivante :∏q
i=1(aiϕ1 + biϕ2) = −t(p−η1)q kpq(ϕ3, ϕ4)
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96 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

On remarque que t divise aiϕ1 + biϕi si est seulement si t ne divise pas ai′ϕ1 + bi′ϕ2, pour
tout i′ 6= i. En effet, hq est un polynôme sans facteur multiple. Donc, s’il existe 1 ≤ i, i′ ≤ q
tel que t divise aiϕ1 + biϕi et ai′ϕ1 + bi′ϕi, alors t divise ϕ1 et ϕ2. Ce qui est absurde.

Sans perte de généralité, on peut supposer que a1ϕ1 + b1ϕ2 = λt(p−η)q, où λ est une série
formelle qui appartient à K[[s, t]]. Ainsi on obtient la relation suivante :

λ
∏q
i=2(aiϕ1 + biϕ2) = kpq(ϕ3, ϕ4).

Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition 5.2.10

Lemme 5.2.11. La série formelle kpq(ϕ3, ϕ4) est inversible.

D’abord, finissons la preuve de la Proposition 5.2.10. Comme µ1 − η1 = µ2 − η2, la série
formelle ϕ1 est inversible si et seulement si ϕ2 l’est.

D’après le lemme précédent, la série formelle hpq(ϕ3, ϕ4) est inversible. Ce qui implique
que la série formelle λ

∏q
i=2(aiϕ1 + biϕ2) est inversible. En particulier a2ϕ1 + b2ϕ2 est in-

versible, d’où les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont inversibles.

Démonstration. Démonstration du Lemme 5.2.11.Soit λ : SpecK[[t]] → SpecK[[s, t]]
le morphisme induit par l’homomorphisme canonique λ? : K[[s, t]] → K[[s, t]]/(s) = K[[t]].
Alors, le morphisme α = ω ◦ λ est un K-arc sur V .

Soit π : Ṽ → V la désingularisation de la Proposition 5.2.7. En utilisant la propriété
fonctorielle d’espace d’arcs V∞ (voir le Théorème 1.1.2), on obtient que le relèvement α̂ de

α à Ṽ est transverse au diviseur E et que α̂(0) est le point générique de E, car le centre du
K-wedge ω est le point générique de NE. En particulier, le K-arc α : SpecK[[t]] → V n’est
pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4.

On peut écrire le comorphisme α? du K-arc α de la façon suivante :

α?(xi) = tµiαi, 1 ≤ i ≤ 4,

où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On note ai le terme constant de la
série inversible αi, 1 ≤ i ≤ 4.

On remarque que pour i ∈ {3, 4}, on a ϕi = ai + ϕ′i, où ϕ′i ∈ K[[s, t]], i ∈ {3, 4}, est une
série formelle non inversible, car les séries formelles ϕ3 et ϕ4 sont inversibles. Ainsi, on a :

hpq(ϕ3, ϕ4) = kpq(a3, a4) + ψ,

où ψ ∈ K[[s, t]] est une série formelle non inversible. Par conséquent, la série hpq(ϕ3, ϕ4) est
inversible si seulement si kpq(a3, a4) 6= 0.

On rappelle que d’après la Proposition 5.2.9, il existe un entier 0 ≤ j < p− 1, tel que le
vecteur principal du K-arc α est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (p− j, p− j, 1, 1).

Soit j′ = j + 1 et on considère le cône σ2j′2 ∈ Σ (voir la Proposition 5.2.6). On rap-
pelle que σ2j′2 est le cône régulier engendré par les vecteurs (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1) , ρj+1 =
(p− j− 1, p− j− 1, 1, 1) et ρj = (p− j, p− j, 1, 1). On note U (∼= A4

k) l’ouvert torique qui est
en correspondance avec le cône σ2j′2.

La restriction à U du morphisme torique π : X(Σ)→ A4
k est définie de la façon suivante :

π |U : U → A4
k, (y1, y2, y3, y4) 7→ (x1, x2, x3, x4) := (y1y

p−j
2 yp−j−1

3 , yp−j2 yp−j−1
3 , y2y3, y2y3y4).

On remarque que U ∩ π−1(O) = {y2 = 0} ∪ {y3 = 0}. La variété Ṽ ∩ U est donné par
l’équation suivante :
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5.3. LA DEUXIÈME FAMILLE D’EXEMPLES 97

hq(y1, 1) + yqj2 y
q(j+1)
3 kpq(1, y4) = 0.

Si j = 0, le diviseur E∩U est donnée par les équations suivantes :

hq(y1, 1) + yq3 kpq(1, y4) = 0, y2 = 0.

Si 1 ≤ j ≤ p− 2, le diviseur E∩U , 1 ≤ i ≤ q, est une composante irréductible de

hq(y1, 1) = 0, y2 = 0.

Soit wi ∈ k? la racine de hq(y, 1), tel que le diviseur E∩U est donné par les équations

y1 = wi, y2 = 0.

Comme le K-arc α n’est pas concentré en un hyperplan xi, 1 ≤ i ≤ 4, et α̂(0) ∈ U ∩ Ṽ ,

le K-arc α̂ : SpecK[[t]] → U ∩ Ṽ est un morphisme bien défini. On peut donc écrire le
comorphisme α̂? de la façon suivante :

α̂?(yi) = triα̂i, 1 ≤ i ≤ 4,

où les α̂i sont des séries formelles inversibles dans K[[t]] et les ri sont positifs, pour tout
1 ≤ i ≤ 4.

Soit âi ∈ K? le terme constant de α̂i, 1 ≤ i ≤ 4. Si j = 1 (resp. j ≥ 2), alors le K-arc α̂
est transverse au diviseur E0 (resp. Ei,j)) et le point α̂(0) est le point générique de E0 (resp.
Ei,j). Par conséquent, on a (r1, r2, r3, r4) = (0, 1, 0, 0) et kpq(1, â4) 6= 0.

En utilisant le morphisme π, on obtient que :

α3 = α̂2α̂3 et α4 = α̂2α̂3α̂4.

Par conséquent, on a kpq(a3, a4) = (â2â3)pq kpq(1, â4) 6= 0, d’où le lemme. �

Avec la démonstration du Lemme 5.2.11, on achève la preuve de la Proposition 5.2.10. �

5.3. Notre deuxième famille d’exemples d’hypersufaces de A4
k avec l’application

de Nash bijective

On utilise les notations de la section 5.2. Soient N := Z4 muni de sa base standard
{e1, e2, e3, e4} et ∆ := 〈e1, e2, e3, e4〉 le cône standard. Le dual de N, noté M, est identifié avec
Z4 au moyen de la forme bilinéaire standard 〈ei, ej〉 = δij , 1 ≤ i, j ≤ 4.

On note T le tore N⊗Zk, xj := χej ∈ k[∆∨∩M], 1 ≤ j ≤ 4 et O la T -orbite de dimension
zéro de A4

k := Spec k[x1, x2, x3, x4].

Soient un entier q ≥ 3 et V une hypersurface de A4
k donnée par une équation du type :

f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4),

où hq et kq sont deux polynômes homogènes de degré q sans facteur multiple. De plus, on
suppose que le polynôme f n’est pas dégénéré par rapport à la frontière de Newton Γ(f) (voir
les Définitions 2.2.1 et 2.5.3) et que x3 et x4 ne divisent pas kq(x3, x

2
4).

Example 5.3.1. Le polynôme f = xq1 +xq2 +xq3 +x2q
4 , q ≥ 3, satisfait les hypothèses ci-dessus.

Dans ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Remarque 5.3.2. À un automorphisme linéaire de A2
k prés, x1 et x2 ne divisent pas hq(x1, x2).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.
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98 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

Proposition 5.3.3. L’hypersurface V est normale et le point O est son unique point singulier.
De plus, V ne contient aucune T -orbite de dimension strictement positive.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :

Théorème 5.3.4. L’application de Nash NV associée à l’hypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal à 2.

D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V . Ensuite, on
démontre le Théorème 5.3.4

5.3.1. Résolution de la singularité. Soit V l’hypersurface définie dans la Section 5.3.
D’après les résultats 2.5.9 et 5.2.3, si Σ est une subdivision régulière admissible de Γ?(f), alors
le morphisme torique π : X(Σ)→ A4

k associé à la subdivision régulière admissible Σ de Γ?(f)
est une résolution plongée de l’hypersurface V .

Maintenant, on montre explicitement une subdivision régulière admissible de Γ?(f).

La Figure 4 représente la face compacte du polyèdre de Newton Γ+(f), c’est-à-dire la
frontière de Newton Γ(f). On rappelle que f = hq(x1, x2) + kq(x3, x

2
4) et que x1 et x2 (resp.

x3, x4) ne divisent pas hq(x1, x2) (resp. kq(x3, x
2
4)), voir la Remarque 5.3.2.

(0, 0, q, 0)(q, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, 2q)

(0, q, 0, 0)

Figure 4. La frontière de Newton Γ(f), où f = hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4).

Soit H un plan de R4 qui ne contient pas l’origine de R4 et tel que l’intersection de
H et R4

≥0 soit un ensemble compact. La Figure 5 représente l’intersection de H avec la

subdivision Γ?(f) de R4
≥0. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal

correspondant.
On note σj , 1 ≤ j ≤ 4, le cône de dimension 4 de Γ?(f) engendré par le vecteur (2, 2, 2, 1)

et l’ensemble {ei | 1 ≤ i ≤ 4, i 6= j}.

La proposition suivante résulte d’un simple calcul.

Proposition 5.3.5. Le cône σ4 est régulier.

La Figure 6 représente l’intersection du plan H avec une subdivision des cônes σ1, σ2 et
σ3. Pour chaque entier 1 ≤ j ≤ 3, on note σj1 (resp. σj2) le cône de dimension 4 engendré
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5.3. LA DEUXIÈME FAMILLE D’EXEMPLES 99

e3 := (0, 0, 1, 0)e1 := (1, 0, 0, 0)

e4 := (0, 0, 0, 1)

e2 := (0, 1, 0, 0)

ρ0
ρ0 := (2, 2, 2, 1)

Figure 5. Section de l’éventail de Newton Γ?(f), où f = hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4)

e3e1

e4

ρ0

ρ1

σ2

e2e3

e4

ρ0

ρ1

σ2σ1

e1 := (1, 0, 0, 0)
e2 := (0, 1, 0, 0)
e3 := (0, 0, 1, 0)
e4 := (0, 0, 0, 1)
ρ0 := (2, 2, 2, 1)
ρ1 := (1, 1, 1, 1)

ρ0e1

e4

e2

ρ1σ3

Figure 6. Subdivision des cônes σ1, σ2 et σ3

par le vecteur ρ1 et l’ensemble {ρ0} ∪ {ei | 1 ≤ i ≤ 3, i 6= j} (resp. {ei | i 6= j}).

On remarque que l’ensemble {σjk | 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 2} ∪ {σ4} engendre un éventail,
noté Σ.

Maintenant, on considère la subdivision du cône ∆ suivante :

Soient B := {e1, e3, e3, e4} la base ordonnée canonique de N et Σ1 la subdivision élémen-

taire de ∆ centrée en u =
∑4

i=1 ei. Pour chaque entier j, 1 ≤ j ≤ 4, on note Bj la base
ordonnée de N obtenue en remplaçant ej par u dans la base B. Soient ∆j := 〈Bj〉 le cône
régulier engendré par Bj , pour 1 ≤ j ≤ 4, et Σ2 la subdivision de Σ1 obtenue en remplaçant
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100 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

∆4 en Σ1 par les cônes ∆4j := 〈B4j〉, où B4j est la base ordonnée de N obtenue en remplaçant
le j-ième vecteur de B4 par

∑
u∈B4

u

On remarque que la suite de morphismes X(Σ2)→ X(Σ1)→ A4
k est obtenue en éclatant

deux points fermés.

Par une simple inspection des cônes des éventails Σ et Σ2, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 5.3.6. L’éventail Σ engendré par l’ensemble {σjk | 1 ≤ j ≤ 3, 1 ≤ k ≤ 2}∪{σ4}
est une G-subdivision régulière de l’éventail Γ?(f). De plus, Σ et Σ2 sont les mêmes éventails.

Soit π : X(Σ)→ A4
k le morphisme torique induit par l’éventail Σ de la Proposition 5.3.6.

D’après les résultats 2.5.9 et 5.3.3, le morphisme π est une résolution plongée de V . Soit Ṽ

le transformé strict de V dans X(Σ). Par abus de notation, on note π : Ṽ → V la restriction

de π à Ṽ .
On note Σ0 l’éventail engendré par le cône ∆ et Bi le diviseur exceptionnel de l’éclatement

X(Σi) → X(Σi−1), 1 ≤ i ≤ 2. Par abus de notation, on note B1 le transformé strict de B1

dans X(Σ2). On pose Ei := Bi ∩Ṽ , 1 ≤ i ≤ 2.

Proposition 5.3.7. Les Ei sont des variétés lisses et irréductibles et l’intersection E1 ∩E2 est
une variété lisse et irréductible. De plus, la fibre exceptionnelle π−1(O) de la désingularisation

π : Ṽ → V est la réunion de E1 et E2. En particulier π−1(O) est un diviseur à croisement
normaux.

Remarque 5.3.8. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V

sont exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation π : Ṽ → V

Démonstration de la Proposition 5.3.7. Cette proposition est une conséquence directe
des résultats 2.5.9, 2.5.13, 2.5.14 et 5.3.6. �

5.3.2. Preuve de la bijectivité de l’application de Nash. Dans cette section, on
démontre le Théorème 5.3.4 sur la bijectivité de l’application de Nash pour l’hypersurface
V de A4

k donnée par une équation du type f(x1, x2, x3, x4) := hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4), ce qui

équivaut à montrer que tous les wedges admissibles se relèvent à une désingularisation de V
(voir le Théorème 1.3.9). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que
pour chaque diviseur essentiel E (E ∈ Ess(V )) tous les K-wedges admissibles centrés en NE

se relèvent à la désingularisation Ṽ de la Proposition 5.3.7, où K est une extension du corps k.

D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théorème 5.3.4.

On note 0 (resp g) le point fermé (resp. générique) de SpecK[[t]]. Étant donné un K-arc
α : SpecK[[t]]→ V , α(0) = O, qui n’est pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, on
note µ = (µ1, µ2, µ3, µ4) ∈ Z4

>0 le vecteur principal du K-arc α, c’est-à-dire

µ := (Ordt α
?(x1),Ordt α

?(x2),Ordt α
?(x3),Ordt α

?(x4)).

où α? est le comorphisme du K-arc α. On peut donc écrire le comorphisme α? de la façon
suivante :

α?(xi) = tµiαi, 1 ≤ i ≤ 4,

où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].

Dans les résultats suivants, on utilise la notation ci-dessus et celle de la Proposition 5.3.7.
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5.3. LA DEUXIÈME FAMILLE D’EXEMPLES 101

On remarque que si un K-arc α : SpecK[[t]] → V n’est pas concentré en O, alors α se

relève à Ṽ , car le morphisme π est une désingularisation de V . De plus, si le point α̃(0) est le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π, alors le K-arc
α n’est pas concentré en une hypersurface de V .

Proposition 5.3.9. Soient π : Ṽ → V la désingularisation de la Proposition 5.3.7, E une
composante irréductible de la fibre exceptionnelle de π et α un K-arc qui n’est pas concentré

en O tel que le relèvement α̂ de α à Ṽ est transverse à E. De plus, on suppose que α̂(0) est
le point générique de E. Alors, si E est le diviseur E1 (resp. E2), alors le vecteur principal µ
du K-arc α est le vecteur ρ1 = (1, 1, 1, 1) (resp. ρ0 = (2, 2, 2, 1)).

Démonstration. La proposition résulte de la Proposition 3.3.11. �

Étant fixé un composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme π :

Ṽ → V (π est la désingularisation de la Proposition 5.3.7), on considère un K-wedge
ω : SpecK[[s, t]] → V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de NE, noté αE, (resp. est un point qui appartient à V s

∞), et on pose

(η1, η2, η3, η4) := (Ordt ω
?(x1),Ordt ω

?(x2),Ordt ω
?(x3),Ordt ω

?(x4)) ∈ Z4
>0,

où ω? est le comorphisme du K-wedge ω. On peut donc écrire le comorphisme ω? de la façon
suivante :

ω?(xi) = tηiϕi, 1 ≤ i ≤ 4,

où les ϕi sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

On pose

(µ1, µ2, µ3, µ4) := (Ordt α
?
E(x1),Ordt α

?
E(x2),Ordt α

?
E(x3),Ordt α

?
E(x4)),

le vecteur principal du kαE-arc αE, où kαE est le corps résiduel du point générique de NE.

D’après la Proposition 5.3.9, si E est le diviseur E1 (resp. E2), alors le vecteur principal
du kαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) = (1, 1, 1, 1) (resp. (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1).
On remarque que 1 ≤ ηi ≤ µi ≤ 2, pour tout 1 ≤ i ≤ 4, en particulier η4 = µ4 = 1.

Soient φ ∈ K[[s, t]] une série formelle non nulle et v ∈ R2
>0. On rappelle que le vecteur v

induit une graduation positive sur l’anneau K[[s, t]], on note νvφ ( resp. φv) le v-ordre (resp.
la v-partie principale) de φ (voir la Définition 3.2.1).

Le lemme suivant est un résultat technique qu’on utilise dans la preuve du Théorème
5.3.4.

Lemme 5.3.10. Si le K-wedge ω est centré en NE2, alors il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2
>0

tel que

νv hq(t
η1ϕ1, t

η2ϕ2) = Degt hq(t
η1(ϕ1)v, t

η2(ϕ2)v) = 2q,

νv kq(t
η3ϕ3, t

2ϕ2
4) = Degt kq(t

η3(ϕ3)v, t
2(ϕ2

4)v) = 2q.

Démonstration. Soit λ : SpecK[[t]] → SpecK[[s, t]] le morphisme induit par l’homo-
morphisme canonique λ? : K[[s, t]] → K[[s, t]]/(s) = K[[t]]. Alors, le morphisme α = ω ◦ λ
est un K-arc sur V .

En utilisant la propriété fonctorielle de l’espace d’arcs V∞ (voir le Théorème 1.1.2), on

obtient que le relèvement α̂ de α à Ṽ est transverse au diviseur E2 et que α̂(0) est le point

te
l-0

06
30

10
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
O

ct
 2

01
1



102 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

générique de E2, car le centre du K-wedge ω est le point générique de NE2 .

D’après la Proposition 5.3.9, on peut écrire le comorphisme α? de α de la façon suivante :

α?(xi) = tµiαi, 1 ≤ i ≤ 4, (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1),

où les αi sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On remarque qu’on a :

tµi−ηiαi = λ? ◦ ϕi, 1 ≤ i ≤ 3, et α4 = λ? ◦ ϕ4.

Soit ai ∈ K? le terme constant de la série formelle αi. Alors, il existe un vecteur v =
(u, 1) ∈ Q2

>0 tel que

(ϕi)v = ait
µi−ηi , 1 ≤ i ≤ 3 et (ϕ4)v = a4

En effet, il suffit de choisir v ∈ Q2
>0 tel que le nombre u soit “assez grand”.

On rappelle que σ11 ∈ Σ est le cône engendré par les vecteurs ρ0 = (2, 2, 2, 1), ρ1 =
(1, 1, 1, 1), e2 = (0, 1, 0, 0) et e3 = (0, 0, 1, 0) et que la restriction du morphisme π : X(Σ)→ A4

k
à l’ouvert U := Uσ11 est donnée de la façon suivante :

π : U → A4
k, (y1, y2, y3, y4) 7→ (y2

1y4, y
2
1y2y4, y

2
1y3y4, y1y4)

L’intersection de Ṽ (resp. E2) et U est donnée par l’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :

hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 (resp. hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 et y1 = 0)

Comme le K-arc α n’est pas concentré en un hyperplan xi = 0, 1 ≤ i ≤ 4, et α̂(0) ∈ U∩Ṽ ,

α̂ : SpecK[[t]] → U ∩ Ṽ est un morphisme bien défini. On peut donc écrire le comorphisme
α̂? de la façon suivante :

α̂?(yi) = triα̂i, 1 ≤ i ≤ 4,

où les α̂i sont des séries formelles inversibles dans K[[t]] et les ri sont positifs, pour tout
1 ≤ i ≤ 4.

Soit âi ∈ K? le terme constant de α̂i, 1 ≤ i ≤ 4. On rappelle que le K-arc α̂ est trans-
verse au diviseur E2 et que α̂(0) est le point générique de E2. Par conséquent, on obtient que
(r1, r2, r3, r4) = (1, 0, 0, 0), car le K-arc α̂ est transverse au diviseur E2, et que hq(1, â2) 6= 0
et kq(â3, â

2
4) 6= 0, car le point (0, â2, â3, â4) est le point générique de E2.

En utilisant le morphisme π, on obtient que :

α1 = α̂2
1α̂4, α2 = α̂2

1α̂2α̂4,
α3 = α̂2

1α̂3α̂4, α4 = α̂1α̂4.

Par conséquent, on a :

hq(a1, a2) = (â2
1â4)q hq(1, â2) 6= 0,

kq(a3, a
2
4) = (â2

1â4)q kq(â3, â
2
4) 6= 0.

Comme il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2
>0 tel que (ϕi)v = ait

µi−ηi , 1 ≤ i ≤ 3 et
(ϕ4)v = a4, on obtient que

(hq(t
η1ϕ1, t

η2ϕ2))v = hq(t
η1(ϕ1)v, t

η2(ϕ2)v) = t2q hq(a1, a2),

(kq(t
η3ϕ3, t

2ϕ2
4))v = kq(t

η3(ϕ3)v, t
2(ϕ2

4)v) = t2q kq(a3, a
2
4).
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5.3. LA DEUXIÈME FAMILLE D’EXEMPLES 103

Par conséquent, on a.

νv hq(t
η1ϕ1, t

η2ϕ2) = Degt hq(t
η1(ϕ1)v, t

η2(ϕ2)v) = 2q,

νv kq(t
η3ϕ3, t

2ϕ2
4) = Degt kq(t

η3(ϕ3)v, t
2(ϕ2

4)v) = 2q.

Ce qui achève la preuve du lemme. �

La proposition suivante est le résultat clé de la preuve du Théorème 5.3.4

Proposition 5.3.11. Les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4, sont inversibles.

D’abord, finissons la preuve du Théorème 5.3.4. En vertu du corollaire 3.1.6 le K-wedge

ω se relève à Ṽ . On remarque que la Proposition 5.3.11 est valable pour toute composante

irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation π : Ṽ → V et pour tout K-
wedge ω : SpecK[[s, t]]→ V , tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de NE (resp. est un point qui appartient à V s

∞). Par conséquent et d’après la Proposition

1.3.10, on obtient que tout diviseur exceptionnel E de la désingularisation π : Ṽ → V est un
diviseur essentiel sur V . Le théorème 5.2.4 résulte du Théorème 1.3.9.

Démonstration de la Proposition 5.3.11. En vertu de la Proposition 3.3.8 et du Corollaire
3.3.9, on a

FI(ϕi) ≤ µi − ηi, 1 ≤ i ≤ 4,

où FI(ϕi) est le nombre de facteurs irréductibles de ϕi comptés avec multiplicité. De plus, ϕi
1 ≤ i ≤ 4 est inversible si et seulement si µi − ηi = 0.

Si E est le diviseur E1, alors le vecteur principal du kαE-arc αE est le vecteur (µ1, µ2, µ3, µ4) =
(1, 1, 1, 1). Par conséquent, FI(ϕi) = 0 (c’est-à-dire ϕi est inversible) pour tout 1 ≤ i ≤ 4.

Alors on peut supposer que E est le diviseur E2. Ainsi on obtient que (µ1, µ2, µ3, µ4) =
(2, 2, 2, 1).

Comme η4 = µ4 = 1, la série formelle ϕ4 est inversible.

Raisonnons par l’absurde. On suppose que les séries formelles ϕ1, ϕ2 et ϕ3 ne sont pas
simultanément inversibles. Par conséquent, il existe un entier i0 ∈ {1, 2, 3} tel que µi0−ηi0 6= 0
(voir le Corollaire 3.3.9).

D’après la Proposition 3.3.10, le vecteur (η1, η2, η3, 1) appartient au 3-squelette S3 Γ?(f).
Comme (µ1, µ2, µ3, µ4) = (2, 2, 2, 1) et 1 ≤ ηi ≤ µi, 1 ≤ i ≤ 4, les entiers η1, η2, η3 satisfont
une des relations suivantes :

1) η1 = η2 = 1 et η3 = 2 ;
2) η1 = η3 = 1 et 1 ≤ η2 ≤ 2 ;
3) η2 = η3 = 1 et 1 ≤ η1 ≤ 2.

Le K-wedge ω doit satisfaire l’équation hq(x1, x2) + kq(x3, x
2
4) = 0, d’où la relation suiv-

ante :

(5.1) hq(t
η1ϕ1, t

η2ϕ2) + kq(t
η3ϕ3, t

2ϕ2
4) = 0.

On remarque que le cas 2) équivaut au cas 3), quitte à permuter les variables x1 et x2.
Il suffit donc de trouver une contradiction dans les Cas 1) et 2) pour achever la preuve de la
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104 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

Proposition 5.3.7.

Cas 1). on suppose que η1 = η2 = 1 et η3 = 2.

Comme µ3 = η3 = 2, on obtient que la série formelle ϕ3 est inversible (voir le Corol-
laire 3.3.9) et que kq(t

η3ϕ3, t
2ϕ2

4) = t2q kq(ϕ3, ϕ
2
4). En vertu du lemme 5.3.10, on obtient que

νv kq(ϕ3, ϕ
2
4) = 0. Par conséquent, la série formelle kq(ϕ3, ϕ

2
4) est inversible (voir la proposi-

tion 3.2.3).

D’après la Relation 5.1, on obtient la relation suivante :

hq(ϕ1, ϕ2) + tq kq(ϕ3, ϕ
2
4) = 0.

On rappelle que hq est un polynôme homogène de degré q ≥ 3 sans facteur multiple et que
x1 et x2 ne divisent pas hq(x1, x2). On peut donc supposer que hq(x1, x2) =

∏q
i=1(bix1 +cix2),

où bi, ci ∈ k?. Par conséquent, on a :∏q
i=1(biϕ1 + ciϕ2) = −tq kq(ϕ3, ϕ

2
4).

Comme le polynôme hq n’a pas de facteur multiple, les séries formelles ϕ1 et ϕ2 sont
inversibles ou divisibles par t, ce qui est absurde.

Cas 2). On suppose que η1 = η3 = 1 et 1 ≤ η2 ≤ 2.

D’après la Relation 5.1, on obtient la relation suivante :

hq(ϕ1, t
η2−1ϕ2) + kq(ϕ3, tϕ

2
4) = 0.

On rappelle que x1 et x2 (resp. x3 et x4) ne divisent pas hq(x1, x2) (resp. kq(x3, x
2
4)). On

peut donc supposer que

hq(x1, x2) =
∏q
i=1(bix1 + cix2), où bi, ci ∈ k?.

kq(x3, x
2
4) =

∏q
i=1(dix3 + fix

2
4), où di, fi ∈ k?.

On pose γi := biϕ1 +ciϕ2t
η2−1 et γ′i := diϕ2 +fiϕ

2
4t, 1 ≤ i ≤ q. Ainsi on obtient la relation

suivante :

(5.2)

q∏
i=1

γi = −
q∏
i=1

γ′i

Le lemme suivant nous permettra de construire un système de relations entre les séries
formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4

Lemme 5.3.12. Les séries formelles γi et γ′i, 1 ≤ i ≤ q, sont irréductibles.

Démonstration. D’après le Lemme 5.3.10, il existe un vecteur v = (u, 1) ∈ Q2
>0 tel que

νv(
∏q
i=1 γi) = Degt(

∏q
i=1(γi)v) = q et νv(

∏q
i=1 γ

′
i) = Degt(

∏q
i=1(γ′i)v) = q.

Pour tout i ∈ 1, 2, ..., q, les séries formelles γi et γ′i ne sont pas inversibles, car les séries
ϕ1, tη2−1ϕ2, ϕ3 et tϕ4 ne le sont pas. Par conséquent, on a :

νvγi = Degt((γi)v) = Degt(b1(ϕ1)v + tη2−1ci(ϕ2)v) = 1 et
νvγ
′
i = Degt((γ

′
i)v) = Degt(di(ϕ3)v + tfi(ϕ

2
4)v) = 1,
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5.3. LA DEUXIÈME FAMILLE D’EXEMPLES 105

pour tout 1 ≤ i ≤ q. En vertu des Propositions 3.2.3 et 3.2.5, on obtient que les séries γi et
γ′i sont irréductibles, pour tout 1 ≤ i ≤ q. �

D’après le Lemme 5.3.12 et la Relation 5.2, on peut supposer, sans perte de généralité,
que les γi et les γ′i satisfont les relations suivantes :

γi = Iiγ
′
i, pour tout 1 ≤ i ≤ q,

où les Ii ∈ K[[s, t]] sont des séries formelles inversibles telles que
∏q
i=1 Ii = −1. Autrement

dit, on a le système suivant :

biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ

2
4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q, et

∏q
i=1 Ii = −1.

Soit M la matrice du système ci-dessus, c’est-à-dire

M :=


b1 c1 −d1I1

b2 c2 −d2I2
...

...
...

bq cq −dqIq


On pose

Mi :=

b1 c1 −d1I1

b2 c2 −d2I2

bi ci −diIi

,

pour 3 ≤ i ≤ q. Le lemme suivant achève la démonstration.

Lemme 5.3.13. Il existe 3 ≤ i′ ≤ q, tel que le déterminant detMi′ est une série inversible.

D’abord, en utilisant le Lemme 5.3.13, on montre qu’on arrive aussi à une contradiction
dans le Cas 2). Ce qui achève la preuve de la Proposition 5.3.11.

En vertu du Lemme 5.3.13, on peut supposer, quitte à permuter les lignes de la matrice
M , que la matrice M3 est inversible. Comme on a le système

biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ

2
4t, 1 ≤ i ≤ 3,

et que la matrice M3 est inversible, on obtient que les séries formelles ϕ1, ϕ3 sont divisibles
par t. Ce qui est absurde.

Démonstration du Lemme 5.3.13. Comme le polynôme hq(x1, x2) =
∏q
i=1(bix1 + cix2),

bi, ci ∈ k?, n’a pas de facteur multiple, on obtient que A :=

(
b1 c1

b2 c2

)
est de rang 2.

Raisonnons par l’absurde, on suppose que pour tout 3 ≤ i ≤ q le déterminant detMi n’est
pas une série inversible. Comme la matrice A est de rang 2, il existe λi, λ

′
i ∈ k? , 1 ≤ i ≤ q,

tels que (bi, ci) = λi(b1, c1) + λ′i(b2, c2). Ainsi on obtient :

detMi = (b1c2 − b2c1)(diIi − λid1I1 + λ′id2I2),

pour tout 3 ≤ i ≤ q. En utilisant le système

biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − diIiϕ3 = fiIiϕ

2
4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q,

on obtient les relations suivantes

(diIi − λid1I1 + λ′id2I2)ϕ3 = (fiIi − λif1I1 + λ′if2I2)ϕ4t, pour tout 1 ≤ i ≤ q.

Comme les séries detMi ne sont pas inversibles, on obtient les relations suivantes :
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106 5. DEUX FAMILLES D’HYPERSURFACES AVEC APPLICATION DE NASH BIJECTIVE

λid1j1 + λ′id2j2 = diji,

λif1j1 + λ′if2j2 = fiji,

où ji est le terme constante de la série inversible Ii, 1 ≤ i ≤ q. Comme le polynôme kq(x, y) =∏q
i=1(dix+ fiy), bi, fi ∈ k?, n’a pas de facteur multiple, on obtient que la matrice

(
d1 f1

d2 f2

)
est inversible. Par conséquent, pour tout i ∈ {1, 2, .., q}, il existe li ∈ k? tel que

ji = lij1.

Comme
∏q
i=1 Ii = −1, on obtient que (

∏q
i=1 li)j

q
1 = −1. Par conséquent, on a j1 ∈ k?.

Soient αi, α̂i, ai, âi, i ≤ i ≤ 4, et λ? comme dans la démonstration du Lemme 5.3.10.
On rappelle que σ11 ∈ Σ est le cône engendré par les vecteurs ρ0 = (2, 2, 2, 1), ρ1 =

(1, 1, 1, 1), e2 = (0, 1, 0, 0) et e3 = (0, 0, 1, 0) et que la restriction du morphisme π : X(Σ)→ A4
k

à l’ouvert U := Uσ11 est donnée de la façon suivante :

π : U → A4
k, (y1, y2, y3, y4) 7→ (y2

1y4, y
2
1y2y4, y

2
1y3y4, y1y4)

L’intersection de Ṽ (resp. E2) et U est donnée par l’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :

hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 (resp. hq(1, y2) + kq(y3, y4) = 0 et y1 = 0)

En utilisant le morphisme π, on obtient que :

α1 = α̂2
1α̂4, α2 = α̂2

1α̂2α̂4,
α3 = α̂2

1α̂3α̂4, α4 = α̂1α̂4.

Maintenant on considère la relation

biϕ1 + ciϕ2t
η2−1 − d1I1ϕ3 = f1I1ϕ

2
4t

En utilisant le homomorphisme λ? on obtient la relation suivante

(5.3) b1 + c1â2 − d1j1â3 − f1j1â
2
4 = 0.

Ce qui est absurde. En effet, on considère le polynôme

g(x1, x2, x3, x4) = b1 + c1y2 − d1j1y3 − f1j1y4.

Comme j1 ∈ k?, on a g ∈ k[y1, y2, y3, y4].

Soit S l’adhérence dans Ṽ de l’hypersurface de U donnée l’équation g = 0. En vertu de
la relation 5.3, on obtient que α̂(0) appartient à l’hypersurface S, où α̂ est le relèvement de

α à Ṽ et 0 est le point fermé de K[[t]].
On remarque que les diviseurs S et E2 sont transverses. Alors α̂(0) appartient à l’inter-

section de S et E2 ce qui est une contradiction car α̂(0) est le point générique de E2.
�

On a montré que dans les Cas 1) et 2) on trouve une contradiction. C’est donc que
l’hypothèse faite est fausse, d’où les séries formelles ϕi, 1 ≤ i ≤ 4 sont inversibles. �
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sur les Singularités des Surfaces, Palaiseau, France, 1976-1977, volume 777 of Lecture Notes in
Mathematics, pages 289–294. Springer Berlin / Heidelberg, Amsterdam, 1980.

[Mor08] M. Morales. Some numerical criteria for the Nash problem on arcs for surfaces. Nagoya Math. J.,
191 :1–19, 2008.
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Résumé

Soient k un corps algébriquement clos et V une variété algébrique sur
k. Dans le but d’étudier la géométrie du lieu singulier de V , John Nash
a introduit l’espace d’arcs et les espaces de m-jets, m ≥ 1, dans une
prépublication de 1968 qui a été publiée en 1995. Il a aussi défini une
application NV actuellement connue sous le nom d’application de Nash,
qui associe à chaque famille d’arcs passant par le lieu singulier de V
(composante de Nash) un diviseur essentiel sur V . Nash a démontré que
cette application est injective.
Le problème de Nash consiste à étudier la surjectivité de l’application de
Nash. Dans plusieurs cas de variétés V , la bijectivité de NV a été prou-
vée. Or, un exemple d’une singularité isolée d’hypersurface de A5

k avec
deux diviseurs essentiels et une composante de Nash a été donné dans
un article de 2003. À l’heure actuelle, déterminer l’image de l’application
de Nash reste un problème difficile, mêmes dans le cas de singularités
bien connues.
Dans cette thèse, on démontre la bijectivité de cette application pour
certaines familles de singularités isolées d’hypersurfaces de l’espace affine
A3
k et A4

k.
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