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Introduction

L’étude des singularités des variétés constitue un des problemes importants de la géométrie
algébrique. Soit V' une variété algébrique sur un corps k algébriquement clos. Dans le but
d’obtenir des informations sur la géométrie du lieu singulier Sing V' de V', plusieurs mathémati-
ciens ont introduit différents types d’objets (algébriques, topologiques, géométriques, etc...)
qui sont liés a Sing V. Un de ces objets est I’espace d’arcs Vo, qui donne des informations sur
la géométrie locale du lieu singulier de V. Les espaces d’arcs ont été a la base d’importantes
avancées en la géométrie algébrique. Par exemple, le développement de la théorie d’intégra-
tion motivique.

L’espace d’arcs V, a été introduit, dans le cadre algébrique et analytique complexe, par
John Nash dans la prépublication “Arc structure of singularities” de 1968, qui n’a été publié
qu’en 1995 (voir [Nas95]). Dans cet article Nash a posé une question qui, avec la dénomina-
tion actuelle, est connue sous le nom du probléme de Nash.

Maintenant, on expose de facon informelle le probleme de Nash. Dans la suite de cette
introduction, on donnera un résumé plus détaillé.

L’espace d’arcs V, peut étre interprété comme ’ensemble de tous les arcs Speck|[t]] — V
sur V', muni d’une structure “naturelle” de schéma sur k. Une composante de Nash C associée
a V est une famille d’arcs sur V' passant par le lieu singulier de V. Un diviseur essentiel E
sur V est grosso modo un diviseur exceptionnel dans une désingularisation de V' qui apparait
comme composante irréductible de la fibre exceptionnelle de toute désingularisation possible
de V.

La question posée par Nash dans Particle [Nas95] est la suivante :

Est-ce qu’il existe une correspondance bijective entre les composantes de Nash associées
a V et les diviseurs essentiels sur V' 7

Nash a défini une application de I’ensemble des composantes de Nash associés a V' dans
I’ensemble des diviseurs essentiels sur V' et il a démontré qu’elle est injective ; cette applica-
tion est connue sous le nom d’application de Nash, notée Ny .

Le probleme de Nash consiste & étudier la surjectivité de application de Nash Ny, .

La surjectivité de cette application a été prouvée dans plusieurs cas. Par exemple, pour les
singularités de type A, ([Nas95]), les singularités de type D,, ([P1608)), les surfaces sandwichs
([LJRL99)), les variétés toriques ([IKO03]), les hypersurfaces quasi-ordinaires ([GP07]), les
variétés toriques stables [Pet09]), et d’autres cas qu’on peut trouver dans les articles suiv-
ants [Ish05], [Ish06], [GPO07|, [GSLJ97],(LA11b], [LJ80],[Mor08|, [PPP06|, [PPPO0S§|,
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[Reg95].

Dans larticle [IK03], les auteurs montrent que l’application de Nash associée a 'hyper-
surface de Ai donnée par I'équation x3 + x3 + azg + 3+ :L‘g = 0 n’est pas surjective.

Dans cette these, on étudie le probleme de Nash et on prouve la bijectivité de 'application
de Nash pour certaines familles de singularités isolées d’hypersurfaces normales des espaces
affines Ai et Al, ot k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Ce manuscrit est organisé de la fagon suivante.

Dans le chapitre 1, on donne les préliminaires et définitions de base sur [’espace d’arcs et
le probleme de Nash. D’abord, on introduit les espaces de m-jets, m > 1, et l’espace d’arcs et
on montre quelques unes de leurs propriétés. Ensuite, on expose le probléme de Nash et on
énonce le théoreme des arcs de Nash. Finalement, on introduit les wedges et le probléme de
relevement des wedges et on explique le lien entre ce probleme et le probleme de Nash.

Dans le chapitre 2, on fait quelques rappels sur la théorie des variétés toriques et sur
les résolutions de singularités d’hypersurfaces. On commence par introduire plusieurs notions
importantes de la théorie des variétés toriques. On peut citer par exemple, le polyedre et
l’éclatement de Newton, les G-désingularisations et les constellations toriques de points infin-
iment voisins. Dans la derniere section, on expose quelques résultats sur les désingularisations
de singularités isolées d’hypersurfaces normales.

Dans le chapitre 3, étant donné un wedge w sur une hypersurface V', on lui associe un
ensemble de séries formelles et on établit certains criteres (par exemple, U'inversibilité des
séries formelles associées & w) qui nous permettent de prouver que le wedge w se reléve a une
désingularisation de V. Ensuite, on définit les vecteurs principaux d’un wedge. On utilise cette
notion pour pouvoir majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des
séries formelles associés au wedge w.

Les résultats principaux de cette these se trouvent dans les chapitres 4 et 5. Nous démon-
trons la bijectivité de ’application de Nash pour plusieurs cas d’hypersurfaces. Le chapitre
4 est une adaptation d’un article qui est accepté pour publication et qui va paraitre dans les
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, voir [LA11al.

Les résultats principaux du chapitre 4 sont les suivants.

Théoréme. Soient p > 2, ¢ > 2 deux entiers premiers entre euz et S(p,hq) Uhypersurface
quasi-rationnelles de Ai donnée par léquation 2P + hy(z,y) = 0, ou hq est un polynome
homogéne de degré q sans facteur multiple. Alors, Uapplication de Nash NS(p,hq) associée a
S(p,hy) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat a été publiée dans [LA11b]. On remarque que si
hy(z,y) = 2%74y?, S(p, hq) est une surface de Pham-Brieskorn. Dans [FZ03] on montre que les
surfaces S(p,hq) sont toutes quasi-rationnelles (c’est-a-dire les composantes irréductibles de
la fibre exceptionnelle de la résolution minimale sont des courbes rationnelles) et rationnelles
si et seulement si ¢ = 2 ou (p,q) = (2,3). On remarque que S(p, hy) est une singularité de

type Ap_1.
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Théoréme. Si S est une singularité de type Eg ou Kz, alors lapplication de Nash Ns associée
a S est bijective.

On donne une preuve détallée de la bijectivité de 'application de Nash pour la singularité
de type Eg et un résumé pour la singularité de type E7. Finalement, dans la derniere section
du Chapitre 4, on donne une nouvelle preuve de la bijectivité de I'application de Nash pour
les singularités de type D,,, n > 4.

Théoreme ([P1€08]). Si S est une singularité de type D, n > 4, alors Uapplication de Nash
Ng associée a S est bijective.

Les résultats principaux du Chapitre 5 sont les suivants :

Théoreme. Soit V une hypersurface de Aﬁ donnée par une équation du type f(x1,x2, x3,4) :=
hy(z1,22) +kpg(z3,24) =0, 0up > 2, ¢ > 2 sont deuz entiers et hy, k,q sont deuz polynémes

homogénes sans facteurs multiples tel que le degré de hy (resp. kp,) est égal a q (resp pq).

Alors, Uapplication de Nash Ny associée a Uhypersurface V est bijective et le nombre de

diviseurs essentiels sur V' est égal a (p — 1)q + 1.

Par exemple pour le polynome f = z{ + 24 + 247 + 217, p > 2, ¢ > 2, qui satisfait les
hypotheéses du théoreme ci-dessus, la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Théoreme. Soient un entier ¢ > 3 et V une hypersurface de Aﬁ donnée par une équation
du type f(x1,72,73,74) = hy(x1,72) + kg(w3,23) = 0, ot hy, et k, sont deuz polynémes
homogénes de degré q sans facteur multiple. De plus, on suppose que x3 et x4 ne divisent
pas kq(z3, x3). Alors, Uapplication de Nash Ny associée a Uhypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal a 2.

Par exemple, le polynome f = z{ + z + 2 + :L'Zq, q > 3, satisfait les hypotheses du
théoreme ci-dessus. Dans ce cas, la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Il est & noter qu'une récente prépublication sur la bijectivité de ’application de Nash
pour la singularité de type Eg (resp. pour les surfaces quotients, pour les surfaces normales)
a été publié sur Arxiv, voir [PS10] (resp. [PP10], [FdBPP11])

Ici, une méthode différente que celles utilisées dans les prépublications citées a été ap-
pliquée. Les preuves des théoremes principaux de cette these reposent sur une méthode cen-
trale, qui est adaptée a chaque cas particulier.

On donne ensuite un résumé détaillé du contenu de chaque chapitre.

Chapitre 1

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V' une variété algébrique
normale sur k et 7 : X — V une désingularisation divisorielle de V', c’est-a-dire 7 est
une désingularisation de V telle que les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle
71(Sing V) sont de codimension 1 dans X, o1 Sing V' désigne le lieu singulier de V. De plus,
on suppose que les composantes irréductibles de 7—!(Sing V) sont lisses. On sait, d’apres le
théoreme de résolution des singularités d’Hironaka, qu’une telle désingularisation existe.

Si ' : X’ — V est une autre désingularisation de V, alors (7/)"!o7m : X --» X’ est une
application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7.
Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une variété lisse),
il existe un ouvert E° de E sur lequel 'application birationnelle (7/)~" o 7 est bien définie.
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Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingularisation 7’ : X’ —
V de V T'adhérence de (7')~! o m(E®) dans X' est une composante irréductible de la fibre
exceptionnelle du morphisme 7’. On note Ess(V') I'ensemble des diviseurs essentiels sur V.

On remarque que si V est une surface algébrique normale sur k, alors les diviseurs es-
sentiels sur V' sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution
minimale de V.

Soit K une extension du corps k. Un morphisme Spec K [t]/(t™+1) — V (vesp. Spec K[[t]] —
V') est appelé (K, m)-jet (resp. K-arc). Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la
catégorie des ensembles. On considere le foncteur contravariant suivant :

Fy, : Sch/k — Ens, Y — Hom(Y xy Specklt]/(t"H1), V).

Ce foncteur est représentable de fagon canonique par un schéma V,,, de type fini sur k,
c’est-a-dire :

Hom(Y xy Speck[t]/(#™1), V) = Hom(Y, V,,,),

ol Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma V,,, est appelé [’espace de m-jet sur V.
L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(#™*1) — k[t]/(t™) induit un morphisme
affine p,, : Vi, = Vip—1 (voir [Ish07] ou [EMO09]). Les morphismes p,,,, : Vin — Vp, ou
n < m et Py, = Pyy1° O Py, forment un systéme projectif. Comme les morphismes
P ¢ Vin = Vin—1 sont affines, la limite projective existe. On note V, cette limite projective,
c’est-a-dire Vo, 1= LlI}ln V. La limite projective Vo, est un schéma qui n’est pas en général de

type fini sur k. Le schéma V,, est appelé [’espace d’arcs sur V.

L’espace d’arcs Vo a la propriété fonctorielle suivante (voir [IKO03]) : le foncteur ¥ —
Hom(Y Xy Speck[[t], V), o1 Y est un schéma quelconque sur k et Y Xy Speck][[t]] est le com-
plété formel du schéma Y xy Spec k[[t]] le long du sous-schéma Y xy Speck, est représentable
par le schéma V..

D’apres la propriété fonctorielle de 'espace d’arcs Vo, les K-points de V. sont en cor-
respondance bijective avec les K-arcs sur V. Par abus de notation, pour a € V,, on note «
son k,-arc correspondant, ou k., est le corps résiduel du point a.

Soit py, : Voo — V la projection canonique o +— «(0), ou 0 est le point fermé de
Speck,[[t]]. On note V2 := p!(Sing V) et CA/(V) 'ensemble des composantes irréductibles
de V2 . Nash a démontré que l’application suivante est bien définie et injective (voir [Nas95]) :

Ny : CN(V) = Ess(V),C — {a(0)},
ou le k,-arc « est le point générique de C' € CN(V), le k,-arc @ est le relevement & X du
k,-arc a (c’est-a-dire @ est I'unique morphisme tel que 7 o @ = «) et {@(0)} est 'adhérence
du point @(0). Cette application est appelée l'application de Nash associée V.

On rappelle que le probleme de Nash consiste a étudier la surjectivité de I'application de
Nash Ny .

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : X —
V. On note Ng l'adhérence dans Vi, de l'ensemble {av € Vo \(Sing V) | @(0) € E}, ou
(Sing V') est le sous-ensemble fermé de Vi, des arcs qui sont concentrés en Sing V. L’ensemble
Ng est irréductible et on a :

ve= |J Mg
EcEss(V)
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voir [Reg06]. On note ag le point générique de Ng.

Un morphisme w : Spec K[[s,t]] — V est appelé K-wedge sur V. D’apres la propriété
fonctorielle de 'espace d’arcs Vo, les K-wedges sont en correspondance bijective avec les
K|[[s]]-points de V4. L’image du point fermé (resp. du point générique) de Spec K[[s]] dans
Voo est appelé le centre (resp. 'arc générique) du K-wedge w.

Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Ng si le centre (resp. 'arc
générique) de w est le point générique de Ng (resp. appartient a VZ). On remarque que
le corps K est forcément une extension du corps résiduel k,, du point af.

Dans [Reg06] (pour le cas de surfaces, voir [LJ80]) 'auteur montre qu’un diviseur es-
sentiel E appartient & I'image de 'application de Nash Ay si et seulement si tout K-wedge
admissible w centré en Ny se releve a X, ou K est une extension quelconque du corps K.

On peut également montrer que si E est une composante irréductible de la fibre excep-
tionnelle de m qui n’est pas un diviseur essentiel sur V, alors il existe une extension K du
corps base k et un K-wedge w : Spec K{[s,t]] — V tel que le centre (resp. I'arc générique) de
w est le point générique de Ny (resp. est un point de XN/OSO) qui ne se releve pas a X.

Chapitre 2

Soient r > 1 un entier, N un Z-module libre de rang 7 et M = Homgz(N,Z) le dual de N.
Les R-espaces vectoriels M ®zR et N ®zR sont notés respectivement Mg et Ng. On pose (, ) :
Mg x Ng — R la forme bilinéaire canonique. On remarque que 7' := Homgz(M, k*) = N ®zk*
est un tore algébrique sur k de dimension r, c’est-a-dire un groupe algébrique isomorphe a
(k*)". Un éventail 3 dans Ng est un ensemble fini de cones polyédraux fortement convexes
dans Ny tel que toute face d’un cone de 3 est dans X et tel que l'intersection de deux cones
de ¥ est une face de chacun de ces deux cones.

Etant donné un éventail 32, la variété torique X (X) associée a ¥ est la variété de dimension
7 obtenue en recollant les variétés affines Uy := Speck[oVNM], ot 6" = {m € Mg | m|, > 0},
lorsque o parcourt X le long des ouverts définis par les faces communes, c’est-a-dire si o1 et o9
appartiennent a 3, on a Uy, N Uy, = Uy ng,. Un résultat intéressant de la théorie de variétés
toriques est le suivant : pour toute variété normale X qui contient le tore T' comme étant un
ouvert dense et qui est munie d’une action de T' qui prolonge 'action de T sur lui méme, il
existe un éventail 3 dans Ny tel que X est isomorphe & X (X).

Soient ¥, ¥ deux éventails dans Ng. Alors, il existe un morphisme f : X(¥') — X(3)
qui laisse fixe T si et seulement si, pour chaque o’ € ¥/, il existe o € X tel que o/ C ¢. Un
tel morphisme est unique, birationnel et équivariant. De plus, le morphisme f est propre si
et seulement si X’ est une subdivision de X.

On appelle cone régulier tout cone polyédral fortement convexe dont les vecteurs extré-
maux forment une partie d’'une base du réseau. On dit qu'un éventail X est régulier si tous
les cones de ¥ sont réguliers.

On peut vérifier que la variété torique X (X) est lisse si et seulement 1’éventail ¥ est
réguliere. Etant donné un éventail ¥, on peut montrer qu’il existe une subdivision ¥’ régulier
de X. De plus, le morphisme f : X (X') — X (X) est une désingularisation équivariante.
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Ce chapitre se divise en deux parties.
i) Constellations toriques de points infiniment voisins et théorie de Zariski-Lipman.

Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble fini de points
C={Qo=0,Q1,...,Qn}, ouchaque Q;, 1 <i < n,est une orbite de dimension 0 de la variété
torique X; obtenue par ’éclatement ¢; : X; — X;_; de centre @;—1. On note X (C) = X,,41 et
B; le diviseur exceptionnel de I’éclatement de Q; et E; (resp. EY) le transformé strict (resp.
total) de B; sur X (C).

On dit que @); se projette sur @;, noté Q; > @, si le point Q); € X; est obtenu a partir
de Q; € X; par une suite d’éclatements de points. La relation > est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si > est un ordre total, on dit que C est une constellation en
chaine. Par exemple, pour une constellation C et un point Q € C quelconque, ’ensemble
C? :={P € C| Q > P} est une constellation en chaine. L’entier 1(Q) := Card(C®) —1 est
appelé le niveau de Q).

Soient Z, J, P trois idéaux. Le x-produit de Z et J, noté Z x J, est la cloture intégrale
du produit Z.7. On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est x-simple si
P n’a pas de x-factorisation non-triviale, c’est-a-dire si P = ZxJ, alors Z = Ox, ou J = Oyx,.

Un idéal 7 est a support fini s’il existe une constellation C telle que ZOx ¢y est un faisceau
d’idéaux inversible. La constellation minimale (par rapport au nombre de points) avec cette
propriété est notée Cz. Les points de Cz sont appelés les points base de 'idéal 7.

Soient C = {Qo = O, Q1...Qy,} une constellation torique et J un idéal non nul de I’anneau
local Oy, g,. L’ordre de J au point @;, noté Ordg, J, est 'ordre d’élément général g de J
au point Q;.

Soit C = {Qo = O,Q1...Q,} une constellation torique. On note ISF(C) l'ensemble des
idéaux a support fini qui sont monomiaux, complets, M-primaires et tels que leur points
base sont les points de C. Pour Z € ISF(C), on définit par récurrence le transformé faible
Z; et la multiplicité stricte m; de Z au point base ); comme suit : Zg = Z, mg = Ordg, Z,
T, = v~ ™ZL,0x, g, et mj = Ordg,; Z;, o0 0 <i < j <n, Q€ QFf ={ReC|R>Q}
et z = 0 est I’équation locale de B; en @;. On associe a chaque idéal Z € ISF(C) le vecteur
m(Z) = (mg,...,my) € Zggl.

Les résultats principaux de la théorie de Zariski-Lipman ([SZ75], [Lip88]) sur 'unique
*-factorisation peuvent étre formulés, dans notre cas, comme suit.

Soit C une constellation torique. Alors, pour chaque point () € C, il existe un unique
idéal Pg monomial, complet, M-primaire, x-simple et a support fini sur C tel que les points
base de Pg sont les points de la chaine C¥ et le vecteur m(Pg) est minimal pour l'ordre
lexicographique inverse. Les idéaux x-simples Pg, ) € C, sont appelés les idéaux *-simples
spéciauz associés a C.

Soit Z un idéal appartenant a ISF(C). Alors, on peut écrire, d'une fagon unique, 'idéal 7
comme *-produit formel (on admet de puissances négatives) d’idéaux x-simples spéciaux.

Soit C = {Qo = 0,Q1,...,Qn}, n > 1, une constellation torique. On définit la relation de
proximité linéaire dans C comme suit : @, est linéairement proche de Q;, noté j — 1, si Q;
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appartient au transformé strict de I’adhérence dans X;,; d’'une T-orbite de dimension 1 de
B;.

Etant fixée une base du réseau N := 7%, & chaque point Q € C, 1(Q) > 1, on peut associer
de fagon canonique une suite d’entiers a; € {1,..,d + 1}, 1 < i < (Q), qui le caractérisent.
Cette association est appelée codification de C, notée Q = Qo(az, ..., ay(Q))-

La proximité linéaire peut étre décrite au moyen de la codification. Plus précisément,
j — 4,0 <i < j <n,siet seulement s’il existe des entiers a, b et m, tels que a # b et
Qj = Qi(a, b)), ot bl est m-fois entier b.

En utilisant la codification de C, on caractérise les idéaux x-simples spéciaux associés a C
([CGSLJ96], [CGSMO09]). Plus précisément, soient N := Z¢ et C = {Qo = O, Q1, ..., Qn},
n > 1, une constellation torique en chaine donnée par la codification Q; = Qo(a1, ...,a;), o
1<a; <d,1<4,j<n.Alors, le diviseur D,, = > ;m;, E] associé & I'idéal x-simple spécial
Pq, (c'est-a-dire Pg, Ox )y = Ox(c)(—Dy)) est donné par la récurrence suivante : my,, = 1
et m;, = Zj_»i m;, pour tout 0 <7 < n.

i) Eclatement de Newton et résolution de singularités d’hypersurfaces.

Soient N := Z¥! muni de sa base standard {e1,es,...eqi1} et A = (e1,e9,...,e441).
Le dual de N, noté M, est identifié avec Z%*! au moyen de la forme bilinéaire standard
<ei,ej> :51']'7 1<, <d+1.

Soit f € k[AY N M], f := > cex® Posons E(f) :== {e € AVNM | ¢, # 0} et définissons
successivement les ensembles suivants : le polyedre de Newton de f, noté I'y(f), est I'en-
veloppe convexe de ’ensemble Ueeg( f)(e + R‘é‘gl) dans R¥*!: la frontiere de Newton de f,
notée I'(f), est la réunion des faces compactes de I'y(f). On définit également la fonction
d’appui hr, (s) : A = R de I'(f), par : hp_(5)(n) = inf{(m,n) | m € T (R)}, ot n € A.

On note Z(f) C k[AY N M] Iidéal engendré par I’ensemble {x¢ | e € £(f)}. L’éventail de
Newton I'*(f) associé a f est la subdivision de A correspondant a ’éclatement normalisé de
A4 .= Spec k[AY N M] de centre I'idéal Z(f).

On peut montrer que I’éventail de Newton I'*(f) satisfait la propriété suivante : soient
Jc{1,2,...,d+ 1} et o5 = {(n1,n2,....,nq+1) € A | n; =0ssii & J}; s'il existe n € o tel
que hr, ) (n) = 0, alors I'adhérence 7; de 0y dans A est un cone de I'*(f). Une subdivision
réguliere ¥ de I'éventail de Newton I'*(f) est appelée subdivision réguliére admissible si 3
contient tous les cones 7 tels qu’il existe n € o ou hr ) (n) =0.

On considere un éventail ¥’ dans Ng et un cone o de ¥'. Nous appellerons G-subdivision
réguliére de o une subdivision réguliere de o dont les vecteurs extrémaux sont exactement les
éléments irréductibles du semi-groupe ¢ N N. On dit qu'un éventail Z’g est une G-subdivision
réguliere de X' si chaque cone de Xj; est obtenu par une G-subdivision réguliere d’un cone
de Y. Le morphisme équivariant associé & une G-subdivision réguliere de ¥’ est appelé G-
désingularisation de X (X'). Toute variété torique de dimension inférieure ou égale a 3 admet
une G-désingularisation. Ce résultat ne se maintient pas nécessairement pour les variétés
toriques de dimension supérieure ou égale a 4, voir [BGS92].

On remarque que si I’éventail de Newton I'*(f) admet une G-subdivision réguliére I*(f)g,
alors I'*(f)g est une subdivision réguliere admissible de I'*(f).
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On pose z; := x% € K[AYNM], 1 < j <d+1. Pour r := (r1,72, ..., 7a+1) € Zé‘gl, on note

r 1,72 Td+1

o = xytay’ -zl Soit f = Zrergl ¢’y ¢ € k, un polynéme tel que (r,r) > 1, pour

tout r € Z‘ggl tel que ¢, # 0. Le polynome f est non-dégénéré par rapport a la frontiére de
Newton si pour toute face compacte v de I'(f), le polynome f,, := Zrew cx” est non singulier
sur le tore ' = N ®zk, c’est-a-dire les polynomes f., 0, f,, 1 <i < d+ 1, n’ont pas de zéro

commun en dehors de I’ensemble ATH\T.

Soit V' I’hypersurface normale de Aﬁ“ := Specklz1, x9, ..., £4+1] donnée par I’équation
f=0,f € k[r,x2,....,24+1]. On suppose que f est un polynéme irréductible, non-dégénéré
par rapport a la frontiere de Newton. On fixe une subdivision réguliere admissible 3 de
I’éventail de Newton I'*(f) et on considere le morphisme torique 7 : X (¥) — Aﬁ“ induit
par la subdivision ¥ de A. Alors, on peut montrer (voir [Var76]) que pour chaque point
p € 771(0), ot O est I'orbite de dimension zéro de la variété torique Aiﬂ, le diviseur 7=1(V)
est a croisements normaux au point p, que le transformé strict V de V dans X (3) est non
singulier sur 7~ 1(0) et que si 7(0,) = O et dim O, > 0, alors lintersection de O, et V est
transversale, ou O, est la T-orbite associée a o € X. De plus, le morphisme 7 : X () — Aﬁ“
est un isomorphisme en dehors de I'image réciproque par 7w de V. En particulier, si on suppose
que O € Aﬁ“ est I'unique point singulier de V' et que V ne contient aucune T-orbite de Aﬁ“
de dimension strictement plus grande que zéro, alors le morphisme 7 : X () — Aﬁ“ est une
résolution plongée de V.

Chapitre 3

Soient Aﬁ“ := Speck|z1,...,x44+1], d > 2, muni de sa structure torique naturelle, T" le
tore algébrique (k*)?*! et V une hypersurface normale de Aﬁ“. On suppose que la T-orbite

O de dimension zéro est I'unique point singulier de V.

Soit K une extension du corps k et on considére un K-wedge, w : Spec K[[s,t]] — V, tel
que le centre ag et I'arc générique oy du K-wedge w appartiennent a V3 . De plus, on suppose
que w(g) € T, ou g est le point générique de Spec K|[[s, t]].

Etant donnée une désingularisation 7 : X — V de V, on se pose la question suivante :
est-ce que le K-wedge w se releve a X ?

On rappelle que le probleme de Nash équivaut a montrer que tous les K-wedges admis-
sibles se relevent a X.

Dans la premiere section de ce chapitre, on donne quelques solutions partielles de ce prob-
leme.

Dans toute la suite, on suppose que 'hypersurface V' de Aﬁ“ est donnée par ’équation
f =0, ouf € klry,..,z441] est un polynéme non dégénéré par rapport a la frontiere de
Newton I'(f).

Soit 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) du schéma Spec K[[s, t]]. On note Arc(w)
Pensemble des arcs a : Spec K[[¢]] — Spec K[[s,t]] tels que a(0) = 0 et wo a(g) € T. Par
abus de notation, on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. le point générique) de Spec K [[¢]].
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Pour un arc o € Arc(w), le vecteur Ord, w := (Ordg o* ow*(x1), ..., Ordg o* o w*(xg41))
est appelé le a-vecteur principal de w, o w* (resp. o*) est le comorphisme de w (resp. «). On
rappelle que w et « sont deux morphismes entre variétés affines, donc les comorphimes w* et
o sont bien définis.

On pose AVP(w) := {Ordyw | @ € Arc(w)} Pensemble des a-vecteurs principauz de w.

On pose A := (z1,22,...,24+1) le cone standard et soit ¥ une subdivision de A. On

rappelle qu'il existe un morphisme équivariant = : X (X) — Aﬁ“ induit par la subdivision X
de A.

Théoréme. Soit > une subdivision du cone standard A et on suppose que le morphisme
équivariant m: X(3) — Aﬁ“ est projectif. Soient K une extension algébriqguement close du

corps k et w : Spec K|[[s, t]] — Aﬁ“ un K-wedge sur Aﬁ“ tel que w(g) € T. Alors, le K-wedge
w se releve a X (X) si et seulement s’il existe un cone o € ¥ tel que AVP(w) C 0.

Dans le corollaire suivant, on considere un K-wedge, w : Spec K[[s,t]] — V, tel que
{ag, 09} CVZ et w(g) €T.
Corollaire. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close du corps k
et que ™ : X(¥) — Ai”'l est un morphisme projectif, ou % est une subdivision réguliére
admissible de T*(f), et on note V le transformé strict de V dans X (X). Alors, le K-wedge w
se reléve oV si et seulement il existe un cone o € X tel que AVP(w) C 0.

On rappelle que si ¥ est une subdivision réguliere admissible de 1’éventail de Newton
I'*(f) et si 'hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de dimension strictement positive,
alors le morphisme équivariant 7 : X (X) — Aﬁ“ est une résolution plongée de V.

Dans les résultats suivants, on ne demande ni que le corps K soit algébriquement clos
ni que le morphisme équivariant = : X(3) — Aﬁ“ soit projectif, ou X est une subdivision
quelconque de A.

Soit w : Spec K[[s,#]] — A{T! un K-wedge tel que w(g) € T. On considere le vecteur
suivant :
(M1, M2 ooy Nat1) = (Ord¢ w*(z1), Ordy w*(z2), ..., Ordy w*(z441)),
On peut écrire le comorphisme w* de la fagon suivante :
wr(z;) =thip;, 1 <i<d+1,
ou les ¢; sont des séries formelles dans K|[[s,t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Théoréme. Soient K une extension du corps k et w : Spec K|[[s, t]] — Aﬁ"'l un K-wedge sur
Aﬁ“ tel que w(g) € T. Si les séries formelles p;, 1 < i < d+ 1, sont inversibles, alors le
K-wedge w se releve a X (X).

Dans le corollaire suivant, on considere un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — V tel que
{ag, 04} C VZ et w(g) € T. Soit ¥ est une subdivision réguliere admissible de I'*(f) et
on note V le transformé strict de V dans X (2).

Corollaire. Si les séries formelles p;, 1 <i < d+1, sont inversibles, alors le K-wedge w se
reléve a V.

Ce corollaire nous motive a étudier les différentes décompositions admissibles en facteurs
irréductibles des séries formelles ¢;, 1 < ¢ < d + 1. Dans le reste de ce chapitre, on définit
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certains vecteurs qui nous permettent de majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité de ces séries formelles.

ur une série non nu =D Cley,e0)S y OU C(e ep) , on défini ication
Po e série no lle €1tz o € K, on définit les applications
suivantes :

v:RZ) = Rxo,v = vp¢:=minf{v-e|e € E(P)}, ot £(¢) = {(e1,€2) | Cley ) # 0}

PPr:R2; = K[s,t],v = ¢y := D Cley,e0) 871

e-v="Vyp
FI: K[[s,t]]\{0} = Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.

Soit « : Speck[[[t]] = V un K-arc tel que a(0) = O et a(g) € T. Par abus de nota-
tion, on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. le point générique) de Spec K[[t]]. Le vecteur
o= (u1, 42, ...,,u,dH) (Ord; a*(z1), Ord; a*(x2), ..., Ord; a*(x441)) est appelé le vecteur
principal du K-arc a.

Proposition. Soitw : Spec K[[s,t]] — V un K-wedge surV tel que ap(0) = O et ap(g) € T,
ot o est le centre du K-wedge w. On note (f1, pi2, ..., tg+1) le vecteur principal de . Alors,
il existe un vecteur v = (u,1) € ]R2>0 tel que le v-ordre de p;, 1 < i < d+ 1, satisfait la
propriété suivante :

Fl(pi) < vopi = deg(pi)o = pi —mi, 1 <i <d+ 1.
De plus, @; est inversible si et seulement si p; —n; = 0.

Ce chapitre se termine sur des résultats faisant un lien entre les vecteurs n = (11,192, ..., Nd+1),
= (p1, pa, ..., tg+1) et Péventail de Newton I'*(f).

Soient w : Spec K[[ #]] — AL un K-wedge tel que w(0) = O, w(g) € T et v € R, Le
vecteur suivant : v,w := (Ord, w ( 1), Ord, w*(x2), ..., Ord, w ($d+1)) est appelé le v-vecteur
principal du K-wedge w. On pose VP(w) := {Orde | v € R2,} 'ensemble de v-vecteurs
principaux.

On note SyT*(f) le d-squelette de 1’éventail de Newton I'*(f) et A Pintérieur du cone
standard A.

Proposition. Soit o un K-arc (resp. w un K-wedge ) sur V tel que a(0) = O, a(g) € T
(resp. w(0) = O, w(g) € T). Alors, le vecteur principal p du K-arc o (resp. l'ensemble de
vecteurs principauz V P(w) du K-wedge w) appartient o (resp. est contenu dans) lintersection
du d-squelette de l’éventail de Newton I'*(f) avec lintérieur du cone standard A, c’est-a-dire
W€ (resp. VP(w) C)SaT*(f) NA°.

En utilisant la proposition précédente, on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition. Soit w : Spec K{[s,t]] — V un K-wedge sur V tel que ap(0) = O, ag(g) € T
et ag € VI, ot o (resp. ay) est le centre (resp. Uarc générique) du K-wedge w. Alors, le
vecteur 1 := (Ord; w*(x1), ..., Ord; w*(z441)) appartient & lintersection SqT*(f) NAL.
Maintenant, on suppose de plus que ’hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de Aﬁ“
de dimension strictement plus grande que 0 et qu’il existe une G-subdivision réguliere I'*(f)g
de I'éventail de Newton I'*(f).
Etant donné un K-arc o : Spec K[[t]] = V sur V tel que a(0) = O et a(g) € V\{O}, il

existe un unique K-arc @ : Spec K[[t]] — V sur V tel que moa = a.
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Proposition. Soient E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme
m:V =V et aun K-arc sur'V tel que le K-arc a est transverse o E et a(0) est le point
générique de E. Alors, le vecteur principal p du K-arc o appartient au systeme générateur
minimal d’un semi-groupe T N Z4TY, ot 7 est un cone de T*(f).

Chapitres 4 et 5

Les théoremes principaux démontrés dans ce manuscrit concernent la bijectivité de I'ap-
plication de Nash pour certains hypersurfaces de Ai et Aﬁ. Dans le chapitre 4 (resp. chapitre
5), on traite les cas des hypersurfaces de A] (resp. Ap).

Comme il a été dit précédemment, les preuves des théoremes principaux de cette these
reposent sur une méthode centrale, qui est adaptée a chaque cas particulier.
Dans la suite, on esquisse la méthode de démonstration.

Pour chaque hypersurface considérée, on démontre que tous les K-wedges admissibles, ou
K est une extension du corps k, se relevent a une résolution de la singularité. Ce qui équivaut
a montrer que ’application de Nash associée a 'hypersurface en question est bijective.

Soit f € k[xy,2,...,x4+1], d € {2,3}, un des polynomes considérés dans les théoremes
principaux des chapitres 4 et 5. Dans le cas d = 2, on pose x := x1, ¥y := T3 et z := x3. On
classifie f de la facon suivante :

- on dit que f est un polynéme de type (3), si f(z,y, z) := 2P + hq(z,y) = 0, ou p > 2,

g > 2 sont deux entiers premiers entre eux et hy est un polynome homogene de degré
q sans facteur multiple;

- on dit que f est un polynéme de type (ii), si f(z,y,2) =22 + 9>+ 2* ou f(z,y,2) =
2?2+ y(y?+23) ou f(z,y,2) =22+ 2(y* +2"2) =0, n > 4;

- on dit que f est un polynome de type (i), si f(z1, x2, 23, 24) := hg(x1, 2) +kpg (23, 24),
ol p > 2, ¢ > 2 sont deux entiers et hy, (resp. k) est un polynéme homogene de degré
q (resp. pq) sans facteur multiple;

- on dit que f est un polynome de type (i), f(z1, x2, T3, 24) := hy(x1, T2) + ky(73,27), Ot
g > 3 est un entier et hy, k,; sont deux polynomes homogenes de degré ¢ sans facteur
multiple, de plus on suppose que x3 et x4 ne divisent pas k,(x3, r3).

Soit V' I’hypersurface de Aﬁ“, d € {2,3}, donnée par I'équation f = 0. On considere
Péventail de Newton I'(f) associé a f. Dans tous les cas considérés, on démontre qu’il existe
une G-subdivision réguliere I'*(f)g de I'*(f). On rappelle que tout éventail de dimension 3
admet une G-subdivision réguliere. Pour les polynomes de type (iii) et (iv), on construit
explicitement une G-subdivision réguliere de 1’éventail I'*(f).

On note 7 : X (T*(f)g) — A{™ le morphisme équivariant induit par la subdivision I'*(f)g
du cone standard A et V' le transformé strict de V' dans X (I'*(f)). Par abus de notation, on

note 7 : V — V la restriction de 7 & V. Le morphisme 7 : V — V est une désingularisation
de V et la fibre exceptionnelle de 7 est un diviseur & croisements normaux ([Var76]). Dans

les Chapitres 4 et 5, on montre les résultats suivants :

- si f est un polynome de type (i), alors 7 : V — V est la bonne résolution minimale et
7 est la résolution minimale si et seulement si p £ 1 mod ¢;
- si f est un polynome de type (ii), alors 7 : V' — V est la résolution minimale de V';
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- si f est un polynéme de type (iii) (resp. (iv)), alors la fibre exceptionnelle est la réunion
de (p —1)g + 1 (resp. 2) composantes irréductibles.

Si le polynome f est de type (i) ou (i), il n’est pas un difficile de reconnaitre les diviseurs
essentiels dans la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : V= V', car les diviseurs essentiels
sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale.

Si le polynome f est de type (ii7) ou (iv), il est nettement plus difficile de savoir quels
sont les diviseurs essentiels de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : V V. Cependant,
on rappelle que si une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme
m:V = V nest pas un diviseur essentiel, alors il existe un K-wedge w tel que K est une
extension du corps k et tel que le centre (resp. arc générique) de w est le point générique de
Ng (resp. est un point qui appartient & V) qui ne se releve pas a V. Par conséquent, si on
démontre que tous les K-wedges qui satisfont cette propriété se relevent a ‘7, alors on aura
démontré que E est un diviseur essentiel qui appartient a 'image de 'application de Nash.

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : V5V
(sif est de type (i) ou (ii), on suppose que E est un diviseur essentiel sur V). On considére
un K-wedge w : Spec K[[s, t]] = V tel que son centre est le point générique ag de Ng et son
arc générique appartient a V2 (sif est de type () ou (4i), alors w est un K-wedge admissible
centré en Ng) et les vecteurs suivants :

(11,m2, ooy ptag1) == (Ordg of; (1), Ordy of; (22), ..., Ords afy (x441)) € ngl :

(1,12, -y Nas1) = (Ordg w*(21), Ordy w* (), ..., Ordy w*(zas1)) € Z4H*
On peut donc écrire le comorphisme w* de la fagon suivante :
wi(z;) =g, 1 <i<d+1,
ou les p; sont des séries formelles dans K|[s,t]] qui ne sont pas divisibles par ¢. Si f est de

type (i) ou (7i), on pose X = @1, ¢ 1= @2, VY = Q3, Ny = N1, P = A1, Ny =02, Hy = P2,
Nz :=n3 et fy = u3.

Dans le Chapitre 3, on démontre que si les séries formelles @;, 1 < i < d+ 1, sont in-
versibles, alors le K-wedge w se releve a V. Notre but est de montrer que dans tous les cas
qu’on considere les séries formelles p;, 1 < ¢ < d + 1, sont inversibles. Ce qui acheve les
preuves des théoremes principaux des chapitres 4 et 5.

On fixe un entier i tel que 1 < i < d+ 1. On rappelle que dans le chapitre 3, a ’aide des
entiers 7; et u;, on majore le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de la
série formelle ¢;, c’est-a-dire :

FI(p;) < pi — ;.

On rappelle (chapitre 3) que le vecteur (n1,m2,...,7M4+1) (resp. (i1,72, ..., td+1)) appartient
au d-squelette Sq '™ (f) (resp. appartient a I'intersection du systeme générateur minimal d’un
semi-groupe 7 N Z¥1 ot 7 est un cone de I'*(f), avec le d-squelette SyT™*(f)). En utilisant
ces résultats, on trouve de bonnes estimations des différences p; — n;. Ainsi, pour chaque type
de polynome f, on établit une liste de décompositions possibles en facteurs irréductibles des
séries ;.

Comme le K-wedge w doit satisfaire I’équation f(xy,xa, ...,x441) = 0, on obtient la rela-
tion suivante :

f(tmgpl, tmgOQ, ceny t"7d+1(pd+1) =0.
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En raisonnant par ’absurde, on suppose que les séries ¢; ne sont pas simultanément
inversibles. En utilisant la relation ci-dessus et la liste de de décompositions possibles en
facteurs irréductibles des séries ;, on obtient une contradiction ; ce qui prouve que les séries
formelles ; sont simultanément inversibles.
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CHAPITRE 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats et notions de base sur ’espace de m-jet,
I’espace d’arcs, le probleme des arcs de Nash et le probleme de relevement des wedges.

Notre but ici n’est pas de donner un exposé exhaustif de la théorie, mais plutét de donner
un apercu de celle-ci dans le cadre qui nous intéresse.

1.1. L’espace d’arcs et ’espace de m-jets

Dans cette section, nous emploierons les notations et la terminologie de [IK03] et de
[Ish07].

Soient k un corps algébriquement clos et V' un schéma de type fini sur k.

Définition 1.1.1. Soient K une extension du corps k et m un entier positif. Un morphisme
Spec K [[t]]/(#™T1) — V, (vesp. Spec K[[t]] — V) est appelé (K, m)-jet (resp. K-arc) sur V.

Soit Sch/k la catégorie des schémas sur k et Ens la catégorie des ensembles. On considere
le foncteur contravariant suivant :

Fy, : Sch/k — Ens, Y — Hom(Y xy Specklt]/(t™H1), V).

Ce foncteur est représentable de facon canonique par un schéma V,, de type fini sur k,

c’est-a-dire :
Hom (Y xy Speck[t]/(#™1), V) = Hom(Y, V,,,),

ou Y est un schéma quelconque sur k. Le schéma V,,, est appelé l’espace de m-jets sur V.

L’homomorphisme surjectif canonique k[t]/(#™"1) — k[t]/(*™) induit un morphisme
affine p,, : Vj, = Vj,—1. Les morphismes p,,, ,, : Vi, = Vi, oim <met p,, , :==P,uy1°° 0Dy,
forment un systeme projectif. Comme les morphismes p,, : Vi, — Vj,—1 sont affines (voir
[Ish07] ou [EMO09]), la limite projective existe. On note V, cette limite projective, c’est-a-
dire V4 := lim V,,,. La limite projective V4 est un schéma qui n’est pas en général de type

+—m

fini sur k. Le schéma V. est appelé l'espace d’arcs sur V.

Soit pog 1, * Voo = Vi, n > 0, le morphisme induit par le systeme projectif p,,, ,, : Vin = Vi,
n < m.Sin =0, 0n pose Poy ‘= Puy o OU Py ‘= Pag o Si ON a besoin de faire référence au
schéma V.

L’espace d’arcs V,, a la propriété fonctorielle suivante :

Théoréme 1.1.2 ([IKO03]). Soit V un schéma de type fini sur k. Alors, le foncteur Y —
Hom(Y Xy Speck[[t]], V), ot Y est un schéma quelconque surk et Y Xy Speck|[[t]] est le com-
plété formel du schéma'Y xy Speck|[t]] le long du sous-schéma Y Xy Speck, est représentable
par le schéma V.

D’apres la propriété fonctorielle de I'espace d’arcs Vi, (resp. de 'espace de m-jet V,,,
m > 1), les K-points de V,, (resp. de V;;,) sont en correspondance bijective avec les K-arcs
(resp. (K, m)-jets) sur V. Par abus de notation, pour o € Vi (resp. a € V;;,) on note a son
k,-arc (resp. (kq,m)-jet ) correspondant, ou k, est le corps résiduel du point o dans Vo

15
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(resp. V). En particulier, le morphisme p, : Voo — V est la projection o — «(0), ou 0 est
le point fermé de Speckq|[[t]].

La géométrie des espaces de m-jets V,, m > 1, et de l'espace d’arcs Vi sur V a une
relation étroite avec celle du schéma V. Dans la suite on énonce quelques résultats sur cette
relation.

On rappelle que V est un schéma de type fini sur k. Si de plus, V' est un schéma séparé,
irréductible et réduit, nous disons que V' est une variété algébrique sur k.

La preuve du théoréme suivant se trouve dans [[Kol73], Chap 1.V, Prop. 10]. Une autre
démonstration de ce théoreme se trouve dans [IK03].

Théoreme 1.1.3. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et V une
variété algébrique sur k. Alors, l’espace d’arcs Vi est irréductible.

Etant donnée une variété algébrique V sur k, on note Sing V' le lieu singulier de V.

Remarque 1.1.4. Soient k est un corps de caractéristique p > 0 et V une variété algébrique
sur k. L’espace d’arcs V4, n’est pas nécessairement irréductible. Par exemple, 'hypersurface
V' donnée par 1’équation 2P 4+ yz = 0 a une composante irréductible de (Sing V') qui n’est
pas dans I'adhérence de Voo \(Sing V), dans V..

Dans le cas de variétés toriques, le Théoreme 1.1.3 est valable pour un corps base de
caractéristique quelconque. Dans la suite, on donne la définition de variétés toriques, pour
avoir plus de détails, voir le chapitre 2. Etant donné un entier n > 1 et un tore algébrique T' =
(k*)™, une variété torique V de dimension n est une variété algébrique contenant 7' comme
ouvert de Zariski dense et munie d’une action de T, T' x V' — V', prolongeant T' x T — T

Proposition 1.1.5 ([Ish04]). Si V' est une variété torique sur un corps k algébriquement
clos de caractéristique quelconque, alors Voo est irréductible.

En général, étant donnée une variété algébrique V', les espaces de m-jets Vp,, m > 1,
ne sont ni irréductibles ni réduits. Mais la proposition suivante montre qu’ils sont presque
réduits.

Proposition 1.1.6 ([MusO01]). Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle et V' est une variété sur k qui est localement intersection complete. On fize un entier
m > 1. Alors, si l’espace de m-jet V,, est irréductible, alors Vy,, est réduit.

Le résultat suivant était une conjecture de D. Einsenbud et E. Frenkel qui a été démontré
par M. Mustata dans [Mus01].

D’abord, définissons la notion de désingularisation de variétés algébriques et la de singu-
larité rationnelle.

Définition 1.1.7. Soit V' une variété algébrique normale sur k. Un morphisme 7 : X — V
est appelé désingularisation de V, si X est une variété lisse et m est un morphisme propre
et birationnel tel que la restriction 7 |x\x-1(sing v): X\7~!(SingV) — V\SingV est un
isomorphisme, ou Sing V' est le lieu singulier de V.

Soient V une variété algébrique normale sur k, ot k est un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle, et m: X — V une désingularisation de V tel que la fibre exceptionnelle
771(Sing V) est un diviseur & croisements normaux. En vertu du théoréme de résolution des
singularités d’Hironaka, la désingularisation 7 existe.
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Soit 7 est un entier positif. On définit le i-iéme faisceau image directe R 7,Ox de la facon
suivante : étant donné un ouvert U C V, on pose

(U, R'mOx) :=H(77'(U),0x |z-117))-

Définition 1.1.8. On dit que la variété V a des singularités rationnelles si V' est une variété
singuliere normale tel que R’ 7, Ox = 0, pour tout i > 0.

Théoréme 1.1.9 ([Mus01]). Soient k un corps algébriquement clos caractéristique nulle
et V est une variété singuliére sur k qui est localement intersection compléte. Alors Vi, est
irréductible pour tout m > 1 si et seulement st V n’a que des singularités rationnelles.

1.2. Le probléme des arcs de Nash

D’abord, on définit les diviseurs essentiels et les composantes de Nash. Ensuite, on énonce
le théoreme des arcs de Nash.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et V une variété
normale sur k.

Dans toute la section, on suppose qu’il existe une désingularisation divisorielle de V.
Autrement dit, on suppose qu’il existe une désingularisation de V', notée w : X — V, telle
que toutes les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle 771(Sing V) sont de codi-
mension 1 dans X. Dans plusieurs cas l’existence du morphisme 7 a été prouvé, par exemple :

- si la caractéristique de k est nulle (théoréme de résolution des singularités d’Hironaka) ;

- si V est un variété torique (voir le Théoreme 2.1.11);

- si la dimension de V est inférieure ou égale a 2 ou si la dimension de V est égale a 3 et
caractéristique de k est supérieure ou égale a 7.

Si 7' : X' — V est une autre désingularisation de V, alors (7') L om: X --» X’ est une
application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7.
Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (en fait, X est une variété
lisse), il existe un ouvert E° de E sur lequel 'application birationnelle (1) ~Lor est bien définie.

En utilisant la notation du paragraphe ci-dessus, on a la définition suivante :

Définition 1.2.1. Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingulari-
sation 7’ : X’ — V de V I'adhérence de (7') ~lom(E®) dans X’ est une composante irréductible
de la fibre exceptionnelle du morphisme 7’. On note Ess(V') ’ensemble de diviseurs essentiels
sur V.

Remarque 1.2.2. Si V est une surface algébrique normale sur k, les diviseurs essentiels sur
V sont les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale de V.

Maintenant, on définit les composantes de Nash. Mais, d’abord on introduit les notations
suivantes :

On rappelle que le morphisme p., : Voo — V est la projection canonique a +— «(0), ou 0
est le point fermé de Spec ko, |[[t]].

On pose VE = p}(Sing V). Le fermé V=, muni de la structure réduite, est un sous-
schéma fermé de V. On peut décomposer le schéma VI en ses composantes irréductibles :
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Vs = (UierCi) U (Ujes CF),
ou le point générique «; (resp. ag) de C; (resp. CJ’) n’appartient pas (resp. appartient) a
(Sing V') oo pour tout i € I (resp. j € J).

Définition 1.2.3. Une composante irréductible C;, i € I, de V£ (les C; sont les composantes
irréductibles de V£ telles que leurs points génériques n’appartient pas a (SingV).) est ap-
pelée composante de Nash de V. On note CN (V') ensemble des composantes Nash de V.

La preuve de la proposition suivante se trouve dans [Nas95], une autre preuve se trouve
dans [IK03].

Proposition 1.2.4. Si k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, alors
toutes les composantes irréductibles de V2, sont des composantes de Nash de V.

La preuve de la Proposition 1.2.4 qui se trouve dans [IK03| repose sur la construction,
pour chaque point (ky-arc) o € VZ, d'un point (kg,-arc) B, € V3 \(Sing V)« tel que o appar-
tient & 'adhérence {B,} d’ensemble {B,} dans V.. En particulier, cette construction montre
que l'espace d’arcs Vi est irréductible (voir le Théoreme 1.1.3). En effet, étant donnée une
désingularisation m : X — V, il existe un morphisme (voir la Définition 1.2.7) moo : Xoo — Voo
induit par la désingularisation. Comme tous les arcs qui appartiennent a Voo \(Sing V) se
relevent & X, on a Voo \(Sing V) oo C Too (X o). Ceci implique que Vi, est irréductible, car X
Pest et Voo \(Sing V) est dense dans V.

Si la caractéristique du corps k est strictement positive, la Proposition 1.2.4 n’est pas
nécessairement valable, par exemple voir la remarque 1.1.4.

Etant donnée une composante C' € CA/ (V'), on note a¢ le point générique de C'. Comme
le morphisme 7 est propre et birationnel et o & (Sing V)0, ac se releve a X, c’est-a-dire
il existe un ky-arc ac sur X tel que m o @c = a¢. En particulier, comme 7 est propre et
birationnel, ce kq-arc sur X est unique.

Le théoréme suivant est connu sous le nom de théoréeme des arcs de Nash et il est du a
John Nash [Nas95].

Théoréeme 1.2.5. Soit V une variété algébrique normale sur le corps k, on suppose qu’il
existe une désingularisation divisorielle, m : X — V, de V. Alors, Uapplication suivante est
bien définie et injective :

Ny :CN (V) = Ess(V), C — {ac(0)},
ot le ko -arc ac est le point générique de C € CN(V), le ko, -arc Q¢ est le relévement a X
du ko -arc ac et {ac(0)} Uadhérence dans X du point ac(0).

Remarque 1.2.6. L’application Ny est appelée l'application de Nash associée a V.

Le probleéme de Nash consiste & étudier la surjectivité de I’application de Nash Ny .

Comme nous avons dit dans I'introduction, dans plusieurs cas la surjectivité de cette appli-
cation a été prouvée. Par exemple pour les singularités de type A,, ([Nas95]), les singularités
de type D, ([P1é08]), les surfaces sandwichs ([LJRL99]), les variétés toriques ([IKO03]), les
hypersurfaces quasi-ordinaires ([GPO07]), les variétés toriques stables ([Pet09]), et d’autres
cas qu'on peut trouver dans les articles suivants ([Ish05], [Ish06], [GP07]|, [GSLJ97],
[LA11b], [LJ80], [Mor08|, [PPP06|, [PPPO08|, [Reg95]).

Or, S. Ishii et J. Kollar dans larticle [IK03] montrent que I'hypersurface de A, donnée
par ’équation suivante :
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x%+x§+x§+x§+x§ =0,
ou k est un corps algébriquement clos de caractéristique différente de 2 et 3, a deux diviseurs
essentiels et une composante de Nash. En particulier, I’application de Nash associée a cette
hypersurface n’est pas surjective.

Etant donnée une variété algébrique V trouver 'image de I'application de Nash est un
probleme difficile qui n’est pas résolu en général.

Dans la suite, on associe a chaque diviseur essentiel E sur une variété V un ensemble
fermé Ng de lespace de arcs Vi tel que, si 'application de Nash est bijective, alors le fermé
Ng est une composante de Nash et Ny (Ng) = E. Autrement dit, on définit une applica-
tion qui satisfait des conditions nécessaires pour étre 'inverse de ’application de Nash. Pour
définir ’ensemble Ng, il faut faire quelques remarques sur la démonstration du théoreme 1.2.5.

D’abord, on fixe les notations. Soit Z un schéma de type fini sur k et on pose
Fz(Y) : Hom(Y Xy Speck][[t]], Z) — Hom(Y, Z),
ot Y est un schéma quelconque sur k, Y Xy Speck][t]] est le complété formel du schéma

Y Xy Speck][t]] le long du sous-schéma Y xy Speck et Fz est 'isomorphisme de foncteurs
établit dans le Théoréme 1.1.2.

Définition 1.2.7. Soient Z, Z’' deux schémas de type fini sur k et ¢ : Z/ — Z un morphisme
de schémas. Le morphisme d’espaces d’arcs associé a 1, noté 1., est le morphisme suivant :

Yoo = Fz(ZL) 0 o Fz(ZL) H(ino),
Ol ino : ZL, — ZL_ est le morphisme identité.
Etant donné un schéma sur Z de type fini sur k, on rappelle que poZO P oo — 2 est

la projection canonique a — «(0), out 0 est le point fermé de Speck,|[[t]]. En utilisant la
propriété fonctorielle des espaces d’arcs, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.2.8. Soient Z, Z' deux schémas de type fini sur k et ¢ : Z' — Z un mor-
phisme de schémas. Alors, on a le diagramme commutatif suivant :

7z, —= -7

Z/
Poo

VA

¢’est-a-dire pZ, othe = 1 0 PoZo/-

Maintenant, On fait quelques remarques sur la démonstration du Théoreme 1.2.5. On
reprends les notations de ce théoreme.

Soit V' une variété algébrique normale sur le corps k, on suppose qu’il existe une désin-
gularisation divisorielle, 7 : X — V, de V.

On pose X7 := (pX) Y (r~!(SingV)), on remarque que X7 est un fermé de X,. Par
restriction du morphisme 7 @ Xoo — Voo & X7, on obtient le morphisme de schémas (avec
la structure réduite) suivant :

Too : Xog =+ V5,

On note Exc(r) l'ensemble des composantes irréductibles de 7~ !(Sing V). Pour E €
Exc(n), on pose Mg = (pX) " HE) et Ng := 7oo(Mg), c’est-a-dire Ng est I’adhérence de
Too(Mg) dans V.
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Comme X est une variété lisse, le fermé Mg est une composante irréductible de X7 (voir
[Nob91]). Par conséquent, on a la décomposition en composantes irréductibles suivante :

XL= J Mz
E€Exc(m)

Soient C' une composante de Nash de V' (C' € CN(V)) et a¢ le point générique de C.
Comme a¢ ¢ (Sing V) et le morphisme 7 est un morphisme propre et birationnel, il existe
un unique k,-arc a¢ sur X tel que 7o a¢ = ac.

Un point clé de la démonstration du Théoreme 1.2.5 est le suivant :

*) le ko -arc a¢ est le point générique d’'une composante irréductible de X7, de plus
Too(Qc) = Qg

Par conséquent, le point ac(0) est le point générique d’une composante irréductible de
la fibre exceptionnelle 77! (Sing V). Soit E le diviseur appartenant & Exc(7) tel que a¢ est le
point générique de Mp. Alors, E est un diviseur essentiel sur V. En effet, si E n’est pas un
diviseur essentiel sur V, il existe une désingularisation divisorielle 7’ : X’ — V| ou I'image
du point générique ac(0) de E par I'application birationnel (7/)"! o7 : X --» X n’est pas le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle (7/)~!(Sing V). Ce
qui rentre en contradiction avec le point *).

Soit N la réunion de toutes les composantes de Nash de V et on rappelle que Ny :=

Too(Mg), E € Exc(m). Par conséquent, on a :

N:= |J Nz
EcEss(V)

En particuliere, ’ensemble fermé N est irréductible, pour tout E € Ess(V), et ne dépend
pas de la désingularisation 7.

En général, le morphisme 7, : Xoo — Vo n'est pas fermé. Par conséquent, on ne peut
pas affirmer que la réunion ci-dessus est la décomposition en composantes irréductibles de N.

Remarque 1.2.9. Un diviseur essentiel E € Ess(V') appartient &4 I'image de application de
Nash Ny si et seulement si pour tout diviseur essentiel E' différent de E I’ensemble Ng n’est
pas contenu dans I'ensemble Ng, c’est-a-dire E € Ny (CN (V) si et seulement si pour tout
E' € Ess(V)\{E} on a Ng € Ng.

Pour conclure cette section, on énonce une proposition qui établit une relation entre les
arcs qui sont transverses a un diviseur essentiel E sur V et le fermé irréductible Ng défini
ci-dessus.

Définition 1.2.10. Soit Y une variété lisse sur k et Z une hypersurface de Y. On dit qu’un
K-arc a sur Y est transverse a Z s’il existe une équation local f de Z tel que Ordsfoa =1,
ou K est une extension du corps k.

On rappelle que V est une variété algébrique normale sur le corps k et que 7 : X — V
est une désingularisation divisorielle de V. Etant fixé un diviseur essentiel E sur la variété
normale V', on définit ’ensemble suivant :

NY(X) := {a € N\(Sing V) | @ est transverse & E et a(0) ¢ E' V E' € Ess(V)\{E}},
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c’est-a-dire NE(X ) est 'ensemble des k,-arcs av qui ne sont pas concentrés en Sing V' tels que
le relevement @ de o & X est transverse a E et le point @(0) n’appartient a aucun diviseur

E € Ess(V)\{E}.

Proposition 1.2.11. [Reg06] Pour tout E € Ess(V), l'ensemble N%(X) est un ouvert de
NEg.

1.3. Le probleme de reléevement des wedges

Soient V une variété algébrique sur un corps k de caractéristique quelconque et K une
extension du corps k. Comme dans la section précédente, on suppose qu’il existe une désin-
gularisation divisorielle 7 : X — V de la variété V.

Définition 1.3.1. Un morphisme w : Spec K[[s,t]] — V est appelé K-wedge sur V. On
note 0 I'unique point fermé de Spec K|[[s, t]].

D’apres la propriété fonctorielle de I'espace d’arcs Vi, (voir le Théoreme 1.1.2), les K-
wedges sont en correspondance bijective avec les K|[[s]]-points de V.

Définition 1.3.2. Etant donné un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — V, on considere son K-
arc Spec K[[s]] — Voo correspondant. L’'image du point fermé (resp. du point générique) de
Spec K[[s]] dans V est appelé le centre (resp. 'arc générique) du K-wedge w.

Soit N la réunion des composantes de Nash (voir la Définition 1.2.3). On rappelle que

N= |J Ng
EcEss(V)
On rappelle que Ess(V') est 'ensemble de diviseurs essentiels sur V' et que Ny est le fermé
irréductible obtenu par 'adhérence dans V, de I’ensemble suivant :

{a € N\(SingV)s | Toa@ = a, a(0) € E}.
ol (Sing V') est le sous-ensemble fermé de V, des arcs qui sont concentrés en Sing V. On
note ag le point générique de Ng.

Définition 1.3.3. Soit E un diviseur essentiel sur V. Un K-wedge w est appelé K-wedge
admissible centré en N si le centre (resp. 'arc générique) de w est le point générique de Ny
(resp. appartient & V2 := p2!(Sing V)).

Remarque 1.3.4. Soit w un K-wedge admissible centré en Ng. Alors, le corps K est forcé-
ment une extension du corps résiduel k., du point ag.

Le K-wedge w peut étre interprété comme une déformation a un parametre des coefficients
du comorphisme af; de I'arc af.

M. Lejeune-Jalabert dans [LJ80] a proposé le probleme suivant, pour les surfaces com-
plexes, dans le but d’étudier le probleme de Nash. A. Reguera dans [Reg06] 1'a généralisé
aux variétés algébriques en toute dimension, et a caractérisé I'image de I’application de Nash
en termes de ce probleme.

Soient E € Ess(V') un diviseur essentiel et w : Spec K[[s,t]] — V un wedge admissible
centré en Ng, ou K est une extension du corps k. On se pose la question suivante :

Est-ce qu’on peut relever w & X ? Autrement dit, est-ce qu’il existe un K-wedge & tel que
Tow=w?

Ce probleme est appelé le probleme de relévement des wedges.
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La propriété fonctorielle de I'espace d’arcs Vi, (voir le Théoréme 1.1.2) nous permet de
lier la géométrie de 'espace d’arcs V, avec celle de la variété V. Comprendre cette relation
ce n’est pas un probleme simple. On revient au probleme de Nash ; en vertu de la Remarque
1.2.9, un diviseur essentiel E sur V appartient & I'image de I’application de Nash Ny si et
seulement si pour tout E' € Ess(V)\{E} on a Ny € Ng. La caractérisation de I'image de
I’application de Nash en termes du probleme de relevement des wedges est la traduction de
cette équivalence. Pour obtenir cette traduction, le résultat clé est la version du lemme de la
sélection de courbes pour I'espace d’arcs Vi (voir le Lemme 1.3.6). Dans le cas ot un diviseur
essentiel n’appartient pas a 'image de ’application de Nash, ce lemme nous permet de con-
struire un K-wedge admissible qui ne se releve pas & aucune résolution, ce qu’on montrera
par la suite.

Dans la suite, on explique avec plus de détails et de fagon plus formelle le paragraphe
ci-dessus.

Définition 1.3.5. Soit H un sous-ensemble irréductible de V... L’ensemble H est appelé
génériquement stable s’il existe un ouvert affine W de V. tel que H N W est un fermé
irréductible non vide de W et I'idéal de définition de H N W est le radical d’un idéal finiment
engendré.

Le résultat suivant est appelé le lemme de la sélection de courbes pour ’espace d’arcs .

Lemme 1.3.6 ([Reg06)). Soit H, H' deux sous-ensembles irréductibles de l’espace d’arcs
Voo. On suppose que H C H' et que H est un ensemble génériquement stable. On note z le
point générique de H et k, le corps résiduel du point z. Alors, il existe un morphisme

B : Spec K[[s]] — H’,

tel que l'image du point fermé (resp. générique) de Spec K|[s]] est le point z (resp. appartient
a H\H ), ou K est une extension algébrique finie du corps k.

Proposition 1.3.7 ([Reg06]). Pour tout diviseur essentiel E € Ess(V), l’ensemble fermé
Ng est génériquement stable.

Remarque 1.3.8. Le Théoreme 3.9 de [dFEIO8] montre que si E est une composante ir-
réductible et lisse de la fibre exceptionnelle de 7 : X — V, alors il existe un ouvert W de
Vo tel que Ny N W est un ouvert d'un cylindre C' (c’est-a-dire il existe un entier m > 0 et
un ensemble constructible A de V,, tel que C = p2t,,(A)). En particulier 'ensemble Ng est
génériquement stable.

La proposition suivante caractérise I'image de ’application de Nash en termes des wedges
admissibles. Plus précisément :

Théoréme 1.3.9 ([Reg06]). Soit V une variété algébrique sur k telle qu’il existe une
désingularisation divisorielle de V. On considere un diviseur essentiel E sur V. Alors, E
appartient a limage de l'application de Nash Ny si et seulement si pour tout K-wedge
w : Spec K[[s,t]] — V admissible centré en Ng, il existe une désingularisation ' : X' — V'
tel que w se reléve & X', ou K est une extension quelconque du corps résiduel Ky, -

On donne une idée de la preuve du Théoreme 1.3.9. On considére une désingularisation
divisorielle 7 : X — V. Etant donné un diviseur essentiel E € Ess(V), on rappelle que
Mg = (pX) Y (E) et que Ng = Too(Mg), ot pX @ Xoo — X est la projection canonique
a — a(0) et Too : Xoo — Vo est le morphisme d’espaces d’arcs associé a 7 (voir la Définition
1.2.7). Par restriction du morphisme 7, on peut définir le morphisme suivant :
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Moo : M = U Mg — N = U M.
E€Ess(V) E€Ess(V)

Soit ag le point générique de Ng. Comme le morphisme 7 : X — V est propre et
birationnel il existe un unique kq,-arc ap sur X tel que m o ag = ag. On remarque que si
z est le point générique de My, alors on a 7 (z) = ag. En utilisant la propriété fonctorielle
des espaces d’arcs (voir le Théoréeme 1.1.2) et la propreté de 7, on obtient que z = ag (voir
le point %) de la section précédente). En particulier, z est un kqy-arc sur X.

Si on a Ng ¢ Ny pour tout E' € Ess(V)\{F}, alors pour tout K-wedge admissible
w centré en Ng l'arc générique oy du K-wedge w est le centre ag du wedge, c’est-a-dire
ag = ag. En effet, si on considere un K-wedge admissible w centré en Ng son K-arc g sur
Vs correspondant est l’arc constant S(Spec K[[s]]) = ag, car ag est le point générique de
Ng et Ng ¢ N pour tout E' € Ess(V)\{F}. En particulier, tout K-wedge admissible w
centré en Ng se releve a X.

S’il existe un diviseur essentiel E' € Ess(V)\{FE} tel que Ng C Ny, alors d’apres le lemme
de sélection de courbes (voir le Lemme 1.3.6) il existe un K-arc sur Vo, /5 : Spec K[[s]] —
Ny, tel que 'image du point fermé de Spec K|[[s]] (resp. point générique) est le point générique
de Ng (resp. appartient a Ng/\Ng) et K est une extension algébrique finie du corps résiduel
k., du point générique ar de Ng. En utilisant la propriété fonctorielle d’espace d’arcs, le
K-arc 8 sur V,, correspond a un K-wedge w admissible centré en Ng. Si w se releve a X,
alors le K-arc ( se releve a Xo. On suppose que B est le relevement de  a X, (c’est-a-dire
Moo O B = ). Mais E(O) = Qg et B(g) € Mp/\ Mg, ou g (resp. 0) est le point générique (resp.
le point fermé) de Spec K[[s]]. Ceci est une contradiction, car Spec K[[s]] est irréductible et
Mg U Mg ne lest pas.

La proposition suivante est obtenue en utilisant le méme type d’idées que dans preuve du
Théoréme 1.3.9. On remarque que si E € Exc(m) n’est pas un diviseur essentiel sur V', alors
il existe un diviseur essentiel E’ tel que Ng C Ng.

Proposition 1.3.10. Soient m : X — V wune désingularisation divisorielle et E une com-
posante irréductible et lisse de la fibre exceptionnelle de w. Si le diviseur E n’est pas un
diviseur essentiel sur V, alors il existe une extension K du corps de base k et un K-wedge
w : Spec K[[s,t]] = V tel que le centre (resp. l'arc générique) de w est le point générique de
Ng (resp. est un point de ‘7050) qui ne se reléve pas a X.
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CHAPITRE 2

Rappels et notations

2.1. Variétés toriques

Dans cette section, on fait quelques rappels sur la théorie des variétés toriques. Les dé-
monstrations des résultats énoncés se trouvent dans [KKMS73].

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque et k* son groupe
multiplicatif. Un tore algébrique T' de dimension d est une variété algébrique affine isomorphe
a (k*)?. La structure de groupe multiplicatif produit de (k*)? induit une structure de groupe
sur 1.

Définition 2.1.1. Etant donné un tore algébrique T sur k, une variété torique V est une
variété algébrique contenant 7', comme ouvert de Zariski dense, et munie d’une action de 7',
T xV — V, prolongeant T'x T — T

Remarque 2.1.2. Toutes les variétés toriques que nous considérons dans la suite sont nor-
males.

Les variétés toriques ont une relation étroite avec la géométrie convexe élémentaire.
L’opération du tore donne lieu & une décomposition finie d’une telle variété en orbites, toutes
isomorphes a des tores, et fournit une correspondance biunivoque entre les orbites et les cones
d’un éventail rationnel dans un espace vectoriel réel. Réciproquement, a partir de cet éventail,
objet de géométrie convexe combinatoire, il est possible de reconstruire la variété torique, ce
qui en donne une description tres explicite. Dans la suite on donne quelques détails de cette
description.

Soient d > 1 un entier, N un Z-module libre de rang d, c’est-a-dire un réseau isomorphe
AZ et M= Homyz(N,Z) le dual de N. Les R-espaces vectoriels M ®@zR et N ®zR sont notés
respectivement Mg et Ng. On pose ( , ) : Mg x Ng — R la forme bilinéaire canonique. On
remarque que 1" := Homyz (M, k*) = N ®zk* est un tore algébrique sur k de dimension d.

Le réseau M s’identifie aux caracteres de 1" en faisant correspondre a m € M le caractere
X" T — k*; ¢ — p(m). L’algebre des sections globales I'(T, Or) du faisceau structural Or
de T est canoniquement isomorphe a k[M] := @,,cprkx™ algebre du groupe M sur le corps
k. Le réseau N s’identifie aux sous-groupes a un parametre de T en faisant correspondre &
n €N, \, : k* — T défini par : \,(t)(m) = t"™™ t € k*, m € M.

Un cone convere polyédral ou plus simplement cdne est tout ensemble o de Ng (resp.
Mrg) tel qu’il existe un entier s et des points v;, 1 < i < s de Nr (resp. MR) tels que o
soit ’ensemble (v, ...,vs) des combinaisons linéaires a coefficients réels non négatifs des v;,
1 < i< s. Le cone o est fortement convexe s’il admet 0 pour sommet. Son intérieur ¥ est,
par définition, 'ensemble des éléments de o qui n’appartient & aucune de ses faces strictes.
Sa dimension est celle du sous-espace vectoriel de Ny (resp. Mg) qu’il engendre.

On dit que v est un wvecteur primitif du réseau N (resp. M) si v engendre le Z-module
RvNN (resp. RunM). Les vecteurs primitifs des faces de dimension 1 d’un cone sont appelés

25
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les vecteurs extrémaux du cone. Si o est un cone fortement convexe tel que o # {0}, alors il
est engendré par ses vecteurs extrémaux.

On appelle cone simplicial (resp. régulier ) tout cone fortement convexe dont les vecteurs
extrémaux sont R-linéairement indépendants (resp. sont une partie d’une base du réseau).

Un cone o de Ng détermine un cone o (resp. un sous-espace vectoriel o) de Mg en
posant 0¥ (resp. 0&) = {m € Mg | m|, >0 (resp. = 0)}. La correspondance o — ¢" établit
une bijection des cones de Ng dans ceux de Mg puisque 0 = {n € Ngr | nj,v > 0}.

Soit k[o¥ N M] la k-algebre du semigroupe o N M. En vertu du Lemme de Gordan, la
k-algebre k[o¥ NM] est de type fini. On pose U, = Speck[oc" N M]. Le plongement canonique
k[oV N M] — k[M] montre que U, est une variété torique affine normale sur k.

Le résultat suivant donne la description des variétés toriques affines.

Théoréme 2.1.3. Soit N un réseau de rang fini et T le tore N ®zk*. La correspondance
o — U, est une bijection entre l’ensemble de cones fortement convexes de Nr et celui des
variétés toriques affines et normales qui contiennent le tore T comme un ouvert dense, et
munis d’une action de T qui prolonge l'action de T sur lui méme.

Proposition 2.1.4. La variété torique U, est non singuliere si et seulement si le cone o est
régulier. De plus, on a Uy = kF x (k*)d*k, ou k est la dimension du cone o.

Maintenant, on donne la description des variétés toriques générales

Définition 2.1.5. Un éventail ¥ est un ensemble fini de cones fortement convexes dans Ng
tel que :

- toute face d’un cone de ¥ est dans X ;

- Pintersection de deux cones de ¥ est une face de chacun de ces deux cones.

Etant donné un éventail ¥, on définit une variété torique X () en recollant les variétés
affines U,, quand o parcourt ¥ le long des ouverts définis par les faces communes, c’est-a-dire
si o1 et o9 appartiennent a X, on a Uy, N Uy, = Usinos-

Théoréme 2.1.6. Soit N un réseau de rang d et ¥ un éventail dans Ng. Alors X (X) est une
variété torique de dimension d. De plus, toute variété torique est obtenue comme la variété
torique normale associée a un éventail.

Un résultat important de la théorie de variétés toriques est la correspondance entre les
orbites et les cones. On rappelle que A, (t)(m) = t{™™ ot n € N, t € k* et m € M, est un
sous-groupe a un parametre de 7.

Théoréme 2.1.7. Soit X un éventail dans Ng.

i) Soitn € N, o0 € X. Alors, le point n appartient ¢ o si et seulement si Ay (0) := %in(l) An()
—>

existe dans U,.

ii) Si n,n' € N, alors A\,(0) = A\ (0) € U, si et seulement si n et n' appartiennent a
Uintérieur relatif d’une méme face T de o.

iii) Chaque T-orbite de X (X) contient un unique point Ay (0).

iv) La correspondance qui a chaque cone o € 3 associe lorbite O, de Ay, (0), ot n est un
point quelconque de c® NN, est une bijection de ¥ sur l’ensemble des orbites de X(X).
De plus, on a dim O, = codimo.

v) Pour o € ¥, l'ouvert U, est la réunion disjointe des orbites O, T face de o.
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Les morphismes équivariants entre variétés toriques, c’est-a-dire compatibles avec les ac-
tions des tores, sont décrits par I’énoncé suivant. Le support d’un éventail ¥ est ’ensemble

\E|::Ua.

oeY

Théoréme 2.1.8. Soient 33, X' deux éventails dans Ngr et T = N ®@zk* le tore qui est ouvert
dense de X (X) et de X (X').

i) Il existe un morphisme f : X(¥') — X (X) qui laisse fize T si et seulement si pour
chaque o’ € X' il existe o0 € X tel que o’ C o. Un tel morphisme est unique, birationnel
et équivariant.

ii) On suppose qu’il existe un morphisme f : X(X') — X (X) qui laisse fize T. Alors, Le
morphisme f est propre si et seulement si on a | X' |=| X |, ¢’est-a-dire si et seulement
st X/ est une subdivision de 3.

iii) Si ¥ est une subdivision d’éventail ¥, alors la fibre exceptionnelle du morphisme f
de i) (le lieu des points de X(X') ou f n’est pas localement un isomorphisme) est la
réunion des orbites Oy, o’ € X\ X.

Soit v un élément de N appartenant a I'intérieur d’un cone simplicial o, on appelle éclate-
ment élémentaire de U, de centre v le morphisme équivariant défini par la subdivision mini-
male de o qui contient 'aréte portant v (subdivision élémentaire centrée en v).

Example 2.1.9. Soient N := Z3, {e1,es,e3} la base standard de N, A := (e1,ez,e3) et ¥
I’éventail induit par la subdivision élémentaire centrée en eg := e1 +e9 + ez du cone A. On
remarque que Ux = k3. Alors, le morphisme équivariant f : X(X) — Ua est 'éclatement de
k3 de centre l'orbite de dimension 0 de k3.

Le théoreme suivant est la version torique du lemme de Chow (voir [Sum?74]).

Théoréme 2.1.10. Soit X (X) la variété torique associée a un éventail ¥ dans Ng. Alors, il
existe une subdivision X' de [’éventail X tel que la variété torique X (X') est quasi-projective.
En particulier le morphisme équivariant f : X (X') — X (X) est projectif.

Un théoréme tres intéressant de la théorie de variétés toriques est ’existence d’une désin-
gularisation équivariante en caractéristique quelconque (Une désingularisation ou résolution
des singularités d’une variété V est un morphisme propre et birationnel 7 : X — V tel que
T |x\r=1(Sing v): X \7~ 1 (Sing V) — V'\ Sing V' est un isomorphisme, ot X est une variété lisse
et Sing V' est le lieu singulier de V).

Théoréme 2.1.11. Soit X(X) la variété torique associée a un éventail ¥ dans Nr. Alors,
il existe une désingularisation équivariante f : X(X') — X(X), ou X' est une subdivision
réguliére de 3, c’est-a-dire tous les cones de % sont réguliers.

Pour finir cette section, on fait quelques rappels sur les diviseurs toriques. Soient Y un
éventail de Ng, X (X) la variété torique associée a un éventail ¥ et T' = N ®zk* le tore qui est
ouvert dense de X (X). Notons Divy X (X) I'ensemble de diviseurs de Weil de X (X) dont le
support est stable par T'. L’application qui fait correspondre a une aréte o de X, 'orbite O,
est une bijection de I’ensemble ¥(1) des arétes de X sur celui des T-orbites de codimension
un de la variété X (X), d’ou

Divy X (X) = @aez(l) ZDg,

ot D, est 'adhérence dans X (X) de l'orbite O,, c’est-a-dire Dy = O,.

Soient M = Homgz(N,Z) et f =3 _yicmX™ € k[M], olt ¢, € k. On remarque que f est
une fonction rationnelle sur X (). Etant fixée une aréte o de 'éventail ¥, on note g le point
générique du diviseur D,. On remarque que I'anneau local Ox(x;) , @ une structure naturelle
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d’anneau de valuation discrete. On note Ordp, f 'ordre de f par rapport a la valuation de
Ox ()9

Proposition 2.1.12. On a
Ordp, f = inf (m,p),
cm#0

ot p est le générateur du semi-groupe o M N.

Corollaire 2.1.13. Avec les notations précédentes, on a pour tout m € M

Divx™ = Z (m, p)Dg.
aeX(1)

Notons Catr X (X) 'ensemble des diviseurs de Cartier de X(X) qui appartiennent a
Divy X (). La proposition suivante permet de décrire le groupe Caty X (X) en terme de
Y et N.

Proposition 2.1.14. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) le diviseur D =" ngDq est un diviseur de Cartier;
i) pour tout o € X, la restriction de D a Uouvert affine U, de X(X) est un diviseur
principal
iii) pour tout o € X, il existe m(c) € M tel que, pour toute aréte o de o, on ait :
(m(o),a) = —ng,
a désignant le générateur du semi-groupe o M N.

2.2. Eclatement et polyédre de Newton

Dans cette section, on fait quelques rappels sur le polyedre de Newton, la fonction d’ap-
pui et 'éclatement de Newton. Les démonstrations des résultats énoncés se trouvent dans
[KKMST73| et [Var76].

Soient d > 1 un entier positif, N := Z? muni de sa base standard {e,es,...eg} et A :=
(e1,e3, ...,eq). Le dual de N, noté M, est identifié avec Z% au moyen de la forme bilinéaire
standard (e;,e;) = 055, 1 < 4,5 < d.

Définition 2.2.1. Soit R un sous-ensemble de M. On définit successivement les ensembles
suivants :
- le polyedre de Newton de R, noté I'y (R), est 'enveloppe convexe de ’ensemble
U,er(r +R%,) dans R?;
- la frontiere de Newton de R, notée I'(R), est la réunion des faces compactes de T'; (R).

Dans les sections suivantes, nous nous intéresserons aux polyedres de Newton associés a
certaines hypersurfaces. C’est pour cette raison qu’on introduit la notation suivante :

Soit f = ZTGZ% cra” € K[z, 22, .., xq], ot ¢ € k et &7 = a'xi? .-zl pour r =

(ri,72,...,7q) € Z‘éo. On pose E(f) := {r € Z¢ | ¢, # 0}, Ty (f) := T (E(f)) et T'(f) := T'(E(f)).
Sid=3,on pose r:=x1,y:=1xy et z:= x3.

Dans 'exemple suivant, on explicite le polyedre de Newton associé a I’hypersurface de
Pham-Brieskorn donnée par I’équation z¢ 4+ y4 4 2P = 0, ol p > 2, ¢ > 2 sont deux entiers
premiers entre eux.

Example 2.2.2. Soient p > 2, ¢ > 2 deux entiers premiers entre eux et f = 2?4+ y? 4 2P. Le
polyedre de Newton I'( (f) (resp. La frontiere de Newton I'(f)) est 'intersection de Rgzo avec
I'ensemble {(a,b,c) € R? | ((a,b,c), (p,p,q)) > (resp. =)pq}. Voir la Figure 1
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FIGURE 1. Polyedre de Newton I'y (f), f = 27 + y? + 2P.

Dans la suite on suppose que R est un sous-ensemble de Zio C M. On remarque que
pour tout n € A, le polyedre de Newton I'y (R) est contenu dans le demi-espace {m € My |
(m,n) > 0}. Ceci permet définir ’application suivante.

Définition 2.2.3. Soit R un sous-ensemble de Zio C M. On définit sa fonction d’appui
hr, (g)(n), n € A, par

hr, gy (n) = inf{(m, n) | m € T4 (R)}.

Proposition 2.2.4. Soient R un sous-ensemble de Z‘io C M et hr (g) : A = R la fonction
d’appui associée au polyédre de Newton I't(R). On a :

i) la fonction hy +(R) €st continue, linéaire par morceauz et convere supérieurement, c’est-
a-dire si v,y € A, alors hr (g) () +hr(r)(y) < hr, (g)(* +y);

i) le polyédre de Newton I'y(R) est défini par la fonction d’appui hr, (ry, plus précisé-
ment : T (R) = {m € Mg | (m,n) > hr_(g)(n),Vn € A};

iii) pour toute face I' du polyedre de Newton I'y(R), op = {n € A| (m,n) = hr_ (p)(n),
V' m € F} est un cone et la famille I'*(R) := {op | F face de T {(R)} est une subdi-
vision de A. De plus, l’éventail T*(R) est la subdivision moins fine de A telle que la
restriction de hr, (g) @ chaque cone de I'*(R) soit linéaire

i) Soient J C {1,2,...,d} et o5 = {(n1,n2,...,n4) € A | n; =0 ssii & J}. S’il existe
n € oy tel que hp, (gy(n) > 0, alors hp (g)(n') > 0 pour tout n’ € o;. De plus, s’il
existe n € oy tel que hr (r)(n) = 0, alors l'adhérence de o; dans A est un cone de
'*(R).

Définition 2.2.5. L’éventail I'*(R) de la proposition précédente est appelé [’éventail de
Newton associé & R. Si R = £(f), ou f € k[AY N M], on note I'*(f) ’éventail de Newton
associé¢ a £(f). Le morphisme équivariant my : X (I'*(R)) — Ua induit par la subdivision
I'*(R) de A est appelé l’éclatement de Newton associé a R.

Remarque 2.2.6. L’éclatement de Newton associé a R ne dépend que du polyedre de Newton
de R. Voir 'exemple suivant.

Example 2.2.7. Soient f = 29 + 49 + 2P et g = 29 + y9 + 2971y + 2P, ot1 les entiers p > 2,
q > 2 sont premiers entre eux. Les polynomes f, g sont associés au méme polyedre de Newton



tel-00630100, version 1 - 7 Oct 2011

30 2. RAPPELS ET NOTATIONS

(c’est-a-dire I'y (f) = 'y (g)) et, par conséquent, f et g sont associés au méme éventail de
Newton (c’est-a-dire I'*(f) = I'*(g)). Voir la Figure 1.

Soit H un plan de R3 qui ne contient pas l'origine de R3 et tel que l'intersection de
H et R?;O soit un ensemble compact. La Figure 2 représente l'intersection de H avec la
subdivision I'*(f) de R2,,. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal
correspondant. On note 71 (resp. 7o, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp.

(0,1,0), (0,0,1)) et (p, p, q)-

(0,0,1)

(1,0,0)® ®(0,1,0)

FIGURE 2. Eventail de Newton I*(f), f = 29 + y? + 2.

Les idéaux monomiaux intégralement clos sont en relation avec les polyedres de Newton
et les éclatements de Newton. Dans la suite on donne quelques éléments de cette relation.

Définition 2.2.8. Soit Z C k[AY N M] un idéal. On dit qu'un élément g € k[AY N M] est
entier (ou satisfait une relation de dépendance intégrale) sur Z s’il existe une relation :

g"+arg" o+ ap =0,
ot a; € T8 pour i € {1,2,...,k}. L’ensemble des éléments g € k[AY N M] entiers sur Z est un
idéal qu'on appelle la cloture intégrale ou complétion de Z dans k[AY N M] et qu’on note Z.
on dit que Z est intégralement clos ou complet si Z = Z.

Pour un idéal monomial Z C k[AY N M], on note I';(Z) le polyedre de Newton associé &
Pensemble {m € M | x" € Z}.

Proposition 2.2.9. Soit Z C k[AY N M] un idéal monémial. Alors, on a :

I= ®mer+(z)mM kx™.
En particulier T (Z) = T (7).

En utilisant les propositions précédentes, on peut montrer le théoréme suivant.

On rappelle que [’éclatement de Newton associé a l'idéal monomial Z est le morphisme
équivariant my : X(I'*(Z)) — Ua induit par la subdivision I'*(Z) de A.

Théoréme 2.2.10. Soient T C k[AY N M] un idéal mondmial et f : X — Up U'éclatement
normalisé de centre lidéal Z. Alors, le morphisme [ est l’éclatement de Newton mwnr associé

7.

Remarque 2.2.11. Le morphisme f du théoreme précédent est [’éclatement de Newton de
Un associé a T.
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2.3. Le systéme générateur minimal et les G-désingularisations

Dans le cas de surfaces toriques, il existe une unique G-désingularisation. De plus, cette
désingularisation est la résolution minimale. Dans les cas de variétés toriques de dimension
trois la GG-désingularisation existe. Mais, en général, elle n’est pas unique. En revanche les
différents G-désingularisations sont reliées par une suite de transformations élémentaires.

En dimension plus grande que quatre, une variété torique n’admet pas nécessairement de
(G-désingularisation.

Dans cette section, on fait quelques rappels sur le systeme générateur minimal d’un cone
fortement convexe et les G-désingularisations. Les démonstrations des résultats énoncés se
trouvent dans [BGS92].

Soient d > 1 un entier, N un Z-module libre de rang d et M son dual.

Définition 2.3.1. Soit ¢ un cone fortement convexe dans Ng. On appelle systéme générateur
minimal de o I'ensemble G, := {x € 6NN | V¥ n1,n2 € oNN, z = ny+ny = n; = 0 ou ng = 0}
des éléments irréductibles du semi-groupe o N N.

La proposition suivante justifie le nom de systéme générateur minimal donné a ’ensemble

Go.

Proposition 2.3.2. L’ensemble G, engendre le semi-groupe c NN et il est contenu dans tout
systeme générateur de o NN. En particulier, G, est fini.

Etant donné un coéne o fortement convexe de Ng, on lui associe ’enveloppe convexe C'
des points de 0 NN \{0} et 'ensemble A des points de N appartenant aux faces compactes
de C.

Proposition 2.3.3. Les points de A appartiennent au systeme générateur minimal Gy .

La proposition suivante établit une relation entre le systeme générateur minimal d’un
cone o fortement convexe de dimension deux et une désingularisation de Us,.

Proposition 2.3.4. Si o est un cone fortement convexe de dimension 2, alors la subdivision
Y de o dont les points extrémauzx sont les points de A est réguliere et on a G, = A. Le
morphisme associé a la subdivision % est donc une désingularisation de U, et si dimU, = 2,
alors c’est la désingularisation minimale.

La proposition précédente motive la définition suivante :

Définition 2.3.5. Soient ¥ un éventail dans Nr et o un céne de X. Nous appellerons G-
subdivision réguliere de o une subdivision réguliere de o dont les vecteurs extrémaux sont
exactement les éléments de G, .

On dit qu'un éventail ¥g est une G-subdivision réguliére de ¥ si chaque cone de ¥g est
obtenu par une G-subdivision réguliere d’'un cone de .. Le morphisme équivariant associé a
une G-subdivision réguliere de X est appelé G-désingularisation de X (X).

Le théoreme suivant montre ’existence de G-désingularisation en dimension 3.

Soient N = Z? et ¥’ un éventail régulier dans Ng. On suppose que 1’éventail ¥’ contient
un cone de dimension 2, 7 = (v1,v2) tel que les vecteurs extrémaux vy, ve,vs,v4 des deux
cones de dimension 3 qui ont 7 pour face vérifient vy + vo = v3 + v4.

Une transformation élémentaire de I’éventail X’ est un éventail X" obtenu a partir de ¥’ en
remplagant les cones (v, v9, v3), (v1,v2,v4), (v1,v2) de X' par les comes (v1,v3,v4), (va, V3, v4),
(v3,v4).
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Théoréme 2.3.6. Soient N = Z3 et ¥ un éventail dans Ng. Alors, il existe une G-subdivision
réguliere de X. De plus, si X' et X" sont deux G-subdivisions réguliéres de X3, alors ¥ et ¥
sont reliés par une suite finie de transformations élémentaires.

L’exemple suivant montre un cas ou la G-subdivision réguliére est unique et un autre cas
ou elle ne l'est pas.

Example 2.3.7. De gauche a droite : la Figure 3 (resp. 4) montre ’éventail de Newton I'*(f)
associé au polynome f = 22+ z(y% + 22) (resp. f = 2* +y* +23) et une G-subdivision réguliere
I*(f)g de T*(f).

La G-subdivision réguliere de I’éventail de Newton I'*(f), f = 2% + z(y? + 22), n’est pas
unique. Il suffit de remarquer que (1,0,0) + (2,1,2) = (1,0,1) 4+ (2,1,1). On peut donc faire
une transformation élémentaire de 1’éventail I'*(f)g.

La G-subdivision réguliere I'*(f)g de 1’éventail de Newton I'*(f), f = z* + y* + 23, est
unique, car on ne peut pas faire de transformations élémentaires.

(0,0,1) (0,0,1)

(1,0,2) a=(2,1,1)
b=(2,1,2)
c=(3,2,2)

(1,0,0) & ®(0,1,0) (1,0,0) @  (0,1,0)

FIGURE 3. Eventail de Newton I'*(f), f = 224 2(y%+2?), et une G-subdivision
réguliere de I'™*(f).

(0,0,1) (0,0, 1)

a=(3,3,4)
b=1(2,2,3)
c=(1,1,2)
(3,3,4)
(1,0,0) @ ®(0,1,0) (1,0,0) ¢ % (0,1,0)

FIGURE 4. Eventail de Newton I'*(f), f = 2% + y* + 23, et la G-subdivision
réguliere de I'™(f).

L’exemple suivant montre un cone de dimension 4 qui n’admet pas de G-subdivision
réguliere. La preuve de ce résultat se trouve dans [BGS92].

Example 2.3.8. Soient N = Z* et o le cone simplicial de Ng engendré par v; = (1,0,0,0),
vy = (0,1,0,0), v3 = (0,0,1,0), vg = (1,3,4,7). Alors, le systéeme générateur minimal est
I'ensemble suivant : G, = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,3,4,7),(1,1,1,1),(1,2,2,3),
(1,3,3,5),(1,1,2,2),(1,2,3,3),(1,3,4,6) }. Le cone o n’admet pas de G-subdivision réguliére.
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2.4. Constellations toriques de points infiniment voisins

Dans cette section, on fait quelques rappels sur les constellations toriques de points in-
finiment voisins, les codifications de constellations toriques et la théorie de Zariski-Lipman
([SZ75], [Lip88]) sur les idéaux complets, dans le cas d’idéaux monomiaux. Les démonstra-
tions des résultats énoncés se trouvent dans [CGSLJ96] et [CGSMO09].

Soient d > 1 un entier, N := Z% muni de sa base standard {e1,...,eq}, M := Homy(N, Z)
le dual de N et 7' le tore algébrique N ®zk. On note X la variété torique Ua, A = (eq, ..., eq)
et O la T-orbite de dimension 0 de Xj.

Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble fini de points
C={Qo=0,Q1,...,Qn}, ou chaque Q;, 1 < i < n, est une orbite de dimension 0 de la variété
torique X; obtenue par Iéclatement ¢; : X; — X;_1 de centre @;—1. On note X(C) = X,,41.

On dit que @); se projette sur @);, noté Q); > @, si le point @); € X; est obtenu a partir
de Q; € X; par une suite d’éclatements de points. La relation > est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si > est un ordre total, on dit que C est une constellation en
chaine. Par exemple, pour une constellation C et un point Q € C quelconque, I’ensemble
CY?:={P cC| Q> P} est une constellation en chaine.

Pour chaque point @); d’une constellation C = {Qo = O, Q1, ..., @, }, on note B; le diviseur
exceptionnel de I'éclatement de Q; et E; (resp. EY) le transformé strict (resp. total) de B, sur
X(C).

Définition 2.4.1. Soit C = {Qo = O, Q1, ..., @, } une constellation.

On définit une relation de proximité dans C comme suit : (); est proche de Q; si Q; € E; ;
on la note j — 1.

On appelle matrice de proximité la matrice (n + 1) x (n+ 1), P = (psj), avec p; = 1,
pij = —1sii— j, et p;j = 0 dans les autres cas.

Proposition 2.4.2. Soit C = {Qo = 0,Q1,...,Qn} une constellation. Alors, pour chaque
Q;eCona:E; =E— Z]Ai E; pour tout 0 < ¢ < n. La matrice de proximité P est donc
la matrice de changement de base des E; auz E}.

Soient d > 2 un entier et N = Z?. Etant fixée une base ordonnée B := {e1,...,eq} de N,
on peut associer & une constellation torique C une codification naturelle. Dans le paragraphe
suivant, on décrit cette codification.

Supposons que C = {Qo = 0,Q1, ..., Qn}, n > 1, soit une constellation torique en chaine
de points infiniment voisins de O. On considere le cone régulier A = (B), engendré par la
base ordonnée B. Notons Y; I’éventail associé a la variété torique X;. L’éventail X1 est obtenu
par la subdivision élémentaire de A centrée en u = Zle e;. Pour chaque entier 5, 1 < j5 <d,
soit B; la base ordonnée de N obtenue en remplacant e; par u en la base B. Soit A; := (B;)
le cone régulier engendré par Bj, pour 1 < j < d. Le choix du point @1 > Qo équivaut a
choisir un entier a1, 1 < a; < d, qui détermine un cone A,, de I’éventail ;. La subdivision
¥ de ¥; est obtenue en remplacant A, en ¥y par les cones A j = (Bg,j), out Bg,; est la
base ordonnée de N obtenue en remplagant le j-ieme vecteur de B,, par ZueBal u. Le choix
du point Q2 > @1 équivaut a choisir un entier as, 1 < az < d, qui détermine un cone A, 4,
de I’éventail Y. Par récurrence, on obtient une codification de la constellation en chaine C.
Cette codification est notée Q; = Qi(ait1,--- ,a;) pour 0 <i < j <mn.
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Etant donnée une constellation torique C quelconque, le sous-ensemble C9 = {PeC|
@ > P} est une constellation en chaine. Par conséquent, chaque point de @ € C, en utilisant
la chaine C@, est associé & une codification.

La proposition suivante montre que la relation de proximité peut étre décrite au moyen
de la codification.

Proposition 2.4.3. Soient C une constellation torique, Q € C et {ay, ..., ar} une suite d’en-
tiers telle que Q(a1,--- ,ax) € C. Alors, Q(a1,--- ,ar) = Q si et seulement si a1 # a; pour
tout 2 < j <k.

Example 2.4.4. Soient N = Z3 et C = {Qo = O, Q1, ..., Qn}, n > 1, une constellation torique
en chaine donnée par la codification Qr = Qo(1¥]), 0 <k <n (1% est k fois 1).

En vertu de la Proposition 2.4.3, j — i, 0 < i < 5 < n, si est seulement si j = ¢ + 1.
D’apres la proposition 2.4.2 E; = Ef — E7, |, pour tout 0 <7 <n — 1. De plus, Ef = Z;l:z E;
pour tout 0 <7 < n.

Dans le cas des idéaux monomiaux, les constellations toriques donnent de bons outils
pour étudier la théorie de Zariski-Lipman sur les idéaux complets a support fini.

Dans toute la suite, tous les idéaux non-triviaux qu’on considere sont mononomiaux et
M-primaires par rapport a l'idéal M C Ox,, ou M est I'idéal maximal associé au point
0O € Xy.

D’abord, on introduit les notions de x-produit, d’idéal x-simple et d’idéal x-simple spécial.
Ensuite, on énonce le résultat d’unique *-factorisation, dans les sens de [Lip88], des idéaux.
Finalement, on introduit la notion de proximité linéaire d’une constellation torique C et on
I'utilise pour caractériser les les idéaux x-simples spéciaux associés a C.

Définition 2.4.5. Soient Z, J, P trois idéaux. Le x-produit de Z et J , noté Z x J, est la
cloture intégrale ou complétion du produit Z.7, c’est-a-dire Z x J := 7.

On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est x-simple si P n’a pas
une x-factorisation non-triviale, c’est-a-dire si P =Z %« J, alors Z = Ox, ou J = Oyx,.

Définition 2.4.6. Un idéal 7 est a support fini s’il existe une constellation C telle que
ZOx(c) est un faisceau d’idéaux inversible, la constellation minimale (par rapport au nombre
de points) avec cette propriété est notée Cz. Les points de Cz sont appelés les points base de
lidéal 7.

Soient C = {Qo = O, Q1...Q,} une constellation torique et J un idéal non nul de I’anneau
local Oy, g,. L'ordre de J au point Q;, noté Ordg, J, est I'ordre d’élément général g de J
au point @;, c’est-a-dire Ordg, J = Ordg, g.

On note ISF(C) 'ensemble des idéaux a support fini, monomiaux, complets et M-primaires
tels que leur support est la constellation C, c’est a dire :

ISF(C) := {Z | Z est un idéal & support fini, monomial, complet, M-primaire et C; = C}.
Définition 2.4.7. Soient C = {Qp = O, Q1...Qy} et Z € ISF(C). On définit par récurrence le
transformé faible Z; et la multiplicité stricte m; de Z au point base Q; : Zop = Z, mg = Ordg, Z,
Ij = ZEimiIiOXﬁQj et m; = OI‘de Ij, oul0<i<j<n, Qj S Qj_ = {R eC | R > QZ} et
x = 0 est I'équation locale de B; en Q.

On associe a chaque idéal Z € ISF(C), le vecteur m(Z) = (mg, my, ...,m,) € Zggl.
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Les résultats principaux sur I'unique x-factorisation peuvent étre formulés, dans notre
cas, de la facon suivante :

Proposition 2.4.8. Soit C une constellation torique. Alors, pour chaque point Q € C il existe
un unique idéal Pg monomial, complet, M-primaire, x-simple et a support fini sur C tel que
les points base de Pg sont les points de la chaine c@ (c’est-a-dire Cp, = CQ) et le vecteur
m(Pq) est minimal pour lordre lexicographique inverse <;; (c’est-a-dire m(Pg) <;; m(Z)
pour tout T € ISF(CY)) et Ordg Pg = 1.

Définition 2.4.9. Les idéaux x-simples Pg, Q € C, de la proposition précédente sont appelés
les idéaux x-simples spéciauz associés a C.

Théoréme 2.4.10. Soient C = {Qo = O,Q1,...,Qn} une constellation et T un idéal ap-
partenant o ISF(C). Alors, on peut écrire, d’une fagon unique, l'idéal T comme le *-produit
formel d’idéaux x-simples spéciaux. Plus précisément, on a
*
I= 11 Py, 1(Z):= (vo,r1,..,1n) € i,
0<i<n
ot '1(Z) = (P~Y) - 'm(Z), P est la matrice de proximité de C.

Dans la suite, étant donné une constellation torique C, on définit une relation sur C plus
fine que celle de proximité et on 1'utilise pour décrire les idéaux *-simples spéciaux.

Définition 2.4.11. Soit C = {Qo = O,Q1,...,Qn}, n > 1, une constellation torique. On
définit la relation de proximité linéaire dans C comme suit : Q; est linéairement proche de @);,
noté j — i, si (); appartient au transformé strict de 'adhérence dans X; 1 d'une T-orbite de
dimension 1 de B;.

La proposition suivante montre que la proximité linéaire peut étre décrite au moyen de
la codification.

Proposition 2.4.12. Soient C = {Qy = O,Q1,...,Qn}, n > 1 une constellation torique.
j—>i,0<i<j<n, sietseulement s’il existe des entiers a, b et m, tels que a # b et
Qj = Qi(a, b)), ou b est m-fois Uentier b.

En vertu des Propositions 2.4.3 et 2.4.12, si j — ¢ alors 7 — i. Or, l'inverse n’est pas
nécessairement vrai.

La proposition suivante caractérise les idéaux x-simples spéciaux.

Proposition 2.4.13. Soient N :=Z% et C = {Qo = O,Q1, ...,Qn}, n > 1, une constellation
torique en chaine donnée par la codification Q; = Qo(ai,...,a;), ou 1 < a; <d, 1 <14,j <
n. Alors, le diviseur D,, = Y 1" mgn, Ef associé a lidéal x-simple spécial Pg, (c’est-a-dire
Pq.Ox(c) = Ox(c)(—=Dn)) est donné par la récurrence suivante :

my, =1, m;, = ij- m;, pour 0 <i<n

Example 2.4.14. Soient N = Z? et C = {Qo = O0,Q1,...,Qn}, n > 1, une constellation
torique en chaine donnée par la codification Qy = Qo(l[k]), 0<k<n.

D’apres la proposition 2.4.12, 5 — 4, 0 < ¢ < j < n, si et seulement si j =i+ 1. En vertu
de la proposition 2.4.13, m;, = 1 pour tout 0 < ¢ < n. Par conséquent, D,, = >""" ; E*. Ainsi,
on obtient que

Dy, = Z?:o E} = Z?:o Z?:z E; = Z?:o(i + 1) E;,
voir ’exemple 2.4.4.
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2.5. Résolution de singularités d’hypersurfaces

Dans cette section, on fait quelques rappels sur la désingularisation d’hypersurfaces nor-
males. Les désingularisations qu’on considere sont induites par des subdivisions régulieres
particulieres de I’éventail de Newton associé a 1’équation de I’hypersurface.

D’abord, on fixe les notations.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, d > 2 un entier, N :=
731 muni de sa base standard {er,es,...eg.1}, M := Homz(N,Z) le dual de N et A :=
(e1,€9,...,e4+1) le cone engendré par les vecteurs eq, e, ...,e441. Le Z-module M est identifié
avec Z41 au moyen de la forme bilinéaire standard (ei,ej) = 05, 1 <i,j < d+ 1. On note
T le tore N®zk et on pose xj := x% € kKIAVNM], 1 <j<d+1.

Pour r := (11,79, ...,7q4+1) € Zi‘gl, on note " = z'xy? - - -wgﬁ’f. Soit V' une hypersurface

normale de la variété torique Aﬁ“ := Speck[x1, z2, ..., x4+1], donnée par 'équation f = 0, ou
f=> cparcra” € K[x1, 29, ..., 2411], e €K, est un polynome irréductible.
>0

On considere I'éclatement de Newton 7wpr : X(I'*(f)) — Ua, ou I'*(f) est I’éventail de
Newton associé a f (voir la Définition 2.2.5).

Soient J C {1,2,....,d+ 1} et o5 = {(n1,n2,...,n44+1) € A |n; =0ssii ¢ J}. En vertu de
la proposition 2.2.4, s’il existe un vecteur n € o7 ou la fonction d’appui hr, (r) s’annule (c’est-
a-dire hy ¢)(n) = 0), alors I'adhérence 7; de 0y dans A est un cone de I'*(f), c’est-a-dire
oj € P*(f).

Définition 2.5.1. Une subdivision ¥ de I'*(f) est appelée subdivision réguliére admissible si
> satisfait les propriétés suivantes :

- ¥ est une subdivision réguliere de I'*(f) ;

- slil existe n € 07, J C {1,2,...,d + 1}, tel que hr_ (s)(n) = 0, alors 5, € X.

Remarque 2.5.2. Si la G-subdivision réguliere I'*(f)g de I'*(f) existe, par exemple si d €
{1,2}, alors I'*(f)¢ est une subdivision réguliere admissible de I'*(f).

Maintenant, on définit la propriété de non-dégénérescence par rapport a la frontiere de
Newton.

Définition 2.5.3. Soit f = > 411 c.2" € k21,29, ..., 411], ¢ € k, un polynéme tel que
>0

(r,ry > 1, pour tout r € Zi‘gl tel que ¢, # 0.

Le polynome f est non-dégénéré par rapport a la frontiere de Newton si pour toute face
compacte v de I'(f), le polynéme f, := ZT@ ¢-2" est non singulier sur le tore T = N ®zKk,
c’est-a-dire les polynomes f., 0;,f,, 1 <i < d+ 1, n’ont pas de zéro commun en dehors de
'ensemble A“HI\T.

Remarque 2.5.4. Pour un polyedre de Newton donné la notion de non-dégénérescence est
générique.

La proposition suivante se trouve dans I'article [Var76], mais pour avoir plus de détails
voir [Mer80]. Une autre preuve de ce résultat peut étre obtenue en utilisant les techniques
développées dans [GSLJ91].

Proposition 2.5.5. Soit V' Uhypersurface normale de Aﬁ“ := Speck[z1, xa, ...,xq11] donnée
par Uéquation f = 0, f € K[z, xo,...,xq11]. On suppose que f est un polynéme irréductible,
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non-dégénéré par rapport a la frontiére de Newton. On fixe une subdivision régquliére admis-
sible 3 de I’éventail de Newton T*(f) et on considére le morphisme torique 7 : X (X) — Af+!
induit par la subdivision ¥ de A. Alors, on a :
i) Pour chaque point p € 7=1(0), ot O est 'orbite de dimension zéro de la variété torique
Aiﬂ, le diviseur 71 (V) est a croisements normaux au point p ;

ii) le transformé strict V de V dans X () est non singuliére sur m—1(0) ;
iii) soit o € 3 et O, Uorbite associée a 0. Si m(Oy) = O et dim O, > 0, alors lintersec-
tion de Oy et V' est transversal.

Remarque 2.5.6. La condition de non-dégénérescence par rapport a la frontiere de Newton
et indispensable dans la preuve du Théoréme 2.5.5. En effet, dans [Mer80] on montre que f
n’est pas dégénéré par rapport a la frontiere de Newton si et seulement si le diviseur 7= (V)
est & croisements normaux au voisinage de 71(0).

La proposition suivante se trouve dans 'article [Var76], mais pour avoir plus de détails
voir [Mer80]

Proposition 2.5.7. On conserve les hypothéses de la Proposition 2.5.5. Le morphisme 7 :
X(X) — Aﬁ“ est un isomorphisme en dehors de ’image réciproque de f = 0.

Définition 2.5.8. Soit V une hypersurface normale d’'une variété algébrique lisse X. On
suppose que V a un unique point singulier p € V. Un morphisme propre et birationnel
w: Z — X est appelé résolution plongée de V si  satisfait les propriétés suivantes :

i) Z est une variété lisse et 7 induit un isomorphisme de Z\7~(p) sur X\{p};

ii) le transformé total 7=1(V) de V dans Z est un diviseur & croisements normaux.

Le résultat suivant est un corollaire des Propositions 2.5.5 et 2.5.7.

Corollaire 2.5.9. On conserve les hypothéses de la Proposition 2.5.5. De plus, on suppose
que O € Aﬁ“ est l'unique point singulier de V' et que V ne contient aucune T-orbite de
dimension strictement plus grande que zéro de Aﬁ“. Alors, le morphisme 7 : X (¥) — Aﬁ“
est une résolution plongée de V.

DEMONSTRATION. Comme I’hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de dimension
strictement plus grande que zéro, le morphisme torique 7 : X (X) — Aﬁ“ est un isomorphisme
en dehors de 771(0). Le corollaire résulte des Propositions 2.5.5 et 2.5.7. U

Dans la suite, on énonce quelques résultats de [Oka87] sur la désingularisation d’hyper-
surfaces. Ces résultats reposent sur l’existence d’une subdivision réguliere admissible > de
I'*(f) qui satisfait une construction qui est décrite dans [Oka87]. Cette construction est longue
a définir. Mais, si le polynome f est quasi-homogene et il existe une G-subdivision réguliere
I'*(f)g d’éventail de Newton I'*(f), alors on peut supposer que ¥ est 1’éventail I™*(f)g.

Définition 2.5.10. Soit f € k[z1,x9,...,4+1] un polynoéme. On dit que f est un polynoéme
quasi-homogéne de type p = (p1, p2, ..., Pd+1) Sl on a :

-pcE Z‘i‘gl est le vecteur extrémal du cone (p);

- f est homogene par rapport a la graduation deg,z; = p;, ou 1 <i < d+1.

Soit V une hypersurface normale de Aﬁ“ donnée par 'équation f = 0, ouf € k[xy, z2, ..., xg41]
est un polynoéme quasi-homogene de type p = (p1, p2, .-, pd+1), non dégénéré par rapport a la
frontiere de Newton I'(f). De plus, on suppose qu’il existe une G-subdivision réguliere I'*(f)g
de Déventail de Newton T*(f). On note 7 : X(I'*(f)g) — A{*! le morphisme induit par la

subdivision I'*(f)g du cone A et V le transformé strict de V dans X (I'*(f)g).
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Pour un vecteur p € Zi‘gl non nul, on note y(p) la face du polyedre de Newton I'y(f)
défini de la fagon suivante :

v(p) :=A{m € L't (f) | (m,p) = hr, ) (p)}-
On rappelle que hp_ ) est la fonction d’appui associée au polyedre de Newton I'y (f). On
remarque que si p € A alors la face v(p) est compacte.

On note S I'*(f) le squelette de dimension k& < d+ 1 de ’éventail de Newton I'*(f), c’est-
a-dire Sy I'*(f) est la réunion des cones de I'*(f) de dimension inférieure ou égale a k.

Pour un vecteur extrémal p de I'*(f)g, notons Dy, le diviseur de X(I'*(f)g) associé & p

et E(p) l'intersection D, nv.

p)

Proposition 2.5.11. Soit p un vecteur extrémal de T*(f)g tel que p € AY. Alors, E(p) n'est
pas vide si et seulement si dim~y(p) > 0.

Remarque 2.5.12. On remarque que dim~y(p) > 0 si et seulement si p € Sy (f).

On dit que les vecteurs extrémaux p1,pa, ...,pn, de I'*(f)g, 1 < n < d+ 1, sont adjacents
s’il existe un cone dans I'*(f)g de dimension d + 1 qui contient les vecteurs p1,pa, ..., p, dans
ses arétes.

Proposition 2.5.13. Soient p1,p2,....,pn, 1 <n < d+1, n vecteurs extrémaux de I'*(f)g. De
plus, on suppose que py € AY. Alors lintersection Ni—; E(pi) n'est pas vide si et seulement si
les vecteurs p1,pa, ..., pn sont adjacents et dim Ny (p;) > 1. De plus, (i, E(pi) est la réunion
de variétés algébriques complétes et lisses de dimension d — n.

Etant donnée une face compacte  de 4 (f), soit r(7) le nombre de points entiers contenus
dans l'intérieur relatif de v, c’est-a-dire 7(7) est la cardinalité de 'ensemble v N M NAP.

Proposition 2.5.14. Soit p € A un vecteur extrémal de T*(f)g. Alors, on a :
i) si dim~y(p) = 1, alors E(p) a r(v(p)) + 1 composantes irréductibles disjointes, de plus,
chaque composante est rationnelle ;
it) st dim~y(p) > 1, alors E(p) est irréductible.

Dans la suite on considere le cas d = 2. Les faces compactes (resp. non compactes) de
I (f) correspondent aux vecteurs extrémaux de I'*(f) qui appartiennent a I'intérieur (resp.
a la réunion des faces strictes) du céone A, d’ou la proposition suivante :

Proposition 2.5.15. Soit S une hypersurface normale de Ai donnée par Uéquation f = 0,
ou f € k[AVNM], A = (e,eq,e3), est un polynome irréductible, quasi-homogéne de type
p = (p1, p2,p3). On suppose que dim~y(p) = 2. Alors on a :
i) la face y(p) est l'unique face compacte de dimension 2 du polyédre de Newton I'y(f) ;
i) soit T un cone de dimension 2 de ’éventail de Newton I'*(f), qui n’est pas contenu dans
une face stricte de A, alors il existe un vecteur extrémal p’ de T*(f) tel que T = (p, p').
De plus, le vecteur p' appartient a une face stricte de A.

D’abord, on fixe quelques notations, ensuite on énonce un théoreme sur la désingularisa-
tion des hypersurfaces quasi-homogene de Ai. Ce théoreme est un cas particulier du théoreme
6.1 de [Oka87].

Etant donné un polynéme f € k[z1, x2, 23] et I'éventail de Newton I'*(f), on note Sing, I'*(f)
I’ensemble des cones singuliers de dimension 2 qui ne sont pas contenus dans une face stricte
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de A = (e1,ez,e3).

On suppose que f est un polynéme homogene de type p = (p1, p2, p3) tel que dimvy(p) = 2.
Soit 7 € Sing, I'*(f). D’apres la proposition précédente, il existe un vecteur extrémal p’
de I'*(f) tel que le cone 7 est engendré par les vecteurs p, p’. Comme 7 est un cone singulier,
laire A du trapeze engendré par les vecteur p et p’ est un entier strictement plus grand que
1, (c’est-a-dire A > 1, A entier).
P+ Aip
A

On remarque qu’il existe un unique entier A; > 1 tel que soit un vecteur qui

appartient a Z?éo-

A
On pose [1] = N et soit (1) le nombre de points entiers de I'intérieur de v(p) N v(p'),
1

c’est a dire r(7) := r(vy(p) Ny (p)).

Maintenant, on rappelle la notation des fractions continues. Soit k£ un entier, £ > 1. Pour
un ensemble d’entiers m; > 2, 1 < ¢ < k, on note [mq;myg; - --; my| la fraction continue définie
de la fagon suivante :

1

1
[my] := my, [me—1;mg] == mp_1 — — et [my;ma;---smy] :=mg — ———.
my, [ma; -+ sy

Théoréme 2.5.16. Soit S I'hypersurface de A} donnée par l’équation f = 0, f € k|AY N M],
A = (e1,eq,e3). On suppose que f est un polynome irréductible, quasi-homogéne de type
p = (p1, p2, p3), non dégénéré par rapport a la frontiére de Newton I'(f) et dim~y(p) = 2. On
considere une G-subdivision réguliere I'*(f)g de éventail I'*(f) et on note m : X(I'*(f)g) —
Ua le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f)g du cone A et S le transformé strict
de S dans X (I'*(f)g). Alors, on a
i) Le morphisme 7 |g: S — S est une bonne résolution de S.
ii) p est un vecteur extrémal de T*(f) et Eg := E(p) est une courbe irréductible de genre
r(v(p))-
iii) Soit p est un vecteur extrémal de T*(f)g, tel que p € SoT*(f) et p # p. Alors, E(p)
est U'union disjointe de r(y(p)) + 1 courbes rationnelles.
iv) Le graphe dual pondéré associé a la bonne résolution 7 : S — S est une étoile a
> (r(r) + 1) branches. Chaque cone T € Singy I'*(f) est associé a r(t) + 1
T€Sing, I* (f)
branches identiques données par le diagramme suivant :
E% —my a .—mQ —m17
ot Eq est le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers m; > 2 (resp.
Uentier k) sont définis (resp. est défini) de la fagcon suivante :
(7] = [masma; - - syl
v) Soient qi,...,qs des vecteurs primitifs de I'*(f)g qui appartiennent a NSoT™*(f) et qui
sont adjacents a p. Pour 1 < i < s, on note ¢; = (qui, q2i, q3i). Alors, Uauto-intersection
de Eq est donné par la formule suivante :

2 _ ~ 2imi(r(v(p) N (@) + Dgji
0= o ,

pour n'importe quel j € {1,2,3}.
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CHAPITRE 3

Les vecteurs principaux d’un wedge

D’abord, on fixe les notations. Soient k un corps algébriquement clos, K une extension du
corps k, V une variété normale et Sing V' le lieu singulier de V. On suppose qu’il existe une
désingularisation de V, c’est-a-dire on suppose qu’il existe un morphisme propre et birationnel
m: X — V tel que X est une variété lisse et m |x\—1(sing 1) X\7~1(Sing V') — V\ SingV/
est un isomorphisme.

On considere le schéma W = Spec K{[s, t]] et le fermé Wy de W donné par I’adhérence
de l'ensemble {(¢)} dans W, ou (¢) C K|[s,t]] est I'idéal premier engendré par ¢, c’est-a-dire
Wo={pe W |tep}. Onnote g le point générique de W.

On rappelle qu'un morphisme w : W — V est appelé K-wedge sur V. On suppose que
w(Wy) C Sing V', w(g) € V\ Sing V' et on se pose la question suivante :

Est-ce que le K-wedge w se releve a X 7 Autrement dit, Est-ce qu’il existe un K-wedge
wWsur X tel que rol =w?

Montrer que cette question a une réponse positive ou négative est un probleme treés difficile
et n’est résolu que pour des cas particuliers. On rappelle que le probleme de Nash équivaut
a montrer que tous les K-wedges admissibles se relevent a X (voir le Théoreme 1.3.9).

Dans la premiere section de ce chapitre, on donne une réponse partielle a cette question
pour les hypersurfaces normales de A} avec un unique point singulier, o n > 3 et k un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle. Dans les sections suivantes, on donne une série
de résultats techniques qui vont nous permettre d’attaquer le probleme de Nash dans les cas
étudiés dans les chapitres suivants.

3.1. Relévement des wedges et géométrie torique

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, K une extension du corps
k, d > 2 un entier, N := Z%! muni de sa base standard {ey,es,...ez41}, A := (e1, e, ...,eq41)
et ¥ une subdivision de A. Le dual de N, noté M, est identifié avec Z%*! au moyen de la
forme bilinéaire standard (e;,e;) = d;;, 1 < 4,5 < d+ 1. On note T le tore N®zk et on pose
zj=x% ek[AVNM],1<j<d+1

On considere le morphisme torique 7 : X (X) — Aﬁ“ := Speck[x1, z2, ..., x44+1] induit par
une subdivision ¥ du céne A. Dans la suite, on donne une condition nécessaire et suffisante
pour relever un K-wedge a X (2).

On pose W := Spec K][[s, t]] et on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) de W.
On considére un K-wedge w : W — AL™ tel que w(g) € T. On note Arc(w) I'ensemble des
arcs « : Spec K[[¢]] — Spec K[[s, t]] tels que a(0) = 0 et w o a(g) € T. Par abus de notation,

41
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on note 0 (resp. g) le point fermé (resp. générique) de K[[£]].
Etant donnée une série formelle ¢ € K [[€]], on note Ord¢ ¢ l'ordre en £ de la série ¢.

On rappelle que w et a sont deux morphismes entre variétés affines, donc les comorphimes
w* et o sont bien définis.

Définition 3.1.1. Le a-vecteur principal Ord, w de w est le vecteur suivant :
Ordyw := (Ordg o* ow*(z1),...,0rde o* o w*(2g1)),

* (resp. a*) est le comorphisme de w (resp. «). On remarque que Ord, w

ou a € Arc(w), w
gy dil
appartient a Z<j".

On pose AVP(w) := {Ordyw | @ € Arc(w)} Pensemble des a-vecteurs principauz de w.

La théoreme suivant donne un critére pour relever un K-wedge.

Théoréme 3.1.2. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close de k.
Soit w: W — Aﬁ“ un K-wedge sur Aﬁ“ tel que w(g) € T et on suppose que le morphisme
équivariant ™ @ X(X) — Aﬁ“ est projectif. Alors, le K-wedge w se reléve a X (X) si et
seulement si il existe un cone o € ¥ tel que AVP(w) C o.

DEMONSTRATION. D’abord, on montre que si le K-wedge w se releve a X (X), alors il
existe un cone o € ¥ tel que AVP(w) C o.

On suppose qu'il existe un K-wedge @ sur X (X) tel que m o @ = w. On pose p = ©(0).
Alors, il existe un céne ¢ € ¥ tel que p € U,. On note W, := @~ 1(U,). On remarque que
W, est un ouvert qui contiennent le point 0. On considere le fermé suivant : F' = W\W,.
On remarque que tous les fermés non vides de W contient le point 0. Comme le fermé F' ne
contient pas le point 0, F' est ’ensemble vide. En particulier, le morphisme @ : W — U, est
bien défini.

On considére un arc a € Arc(w) et soit o' = @ o a. L’arc o : Spec K[[¢]] — U, est un
morphisme bien défini et @/(g) € T, ol g est le point générique de Spec K [[¢]]. Par conséquent,
le a-vecteur principal Ord, w appartient au cone o, d’on AVP(w) C o.

Maintenant, on montre que si AVP(w) C o, alors le K-wedge w se releve a X (X).

On suppose qu’il existe un cone o € ¥ tel que AVP(w) C 0. Le morphisme 7 : X (X) —
Aﬁ“ est une application birationnelle et projective. Alors, il existe un idéal Z C k[z1, ..., Tg41]
tel que la variété X (X) est 1’éclatement de Aﬁ“ de centre 'idéal Z. Soit Z 1’éclatement de

W de centre I'idéal w™'Z - K[[s,t]] et Z une désingularisation de Z. En vertu de la propriété
universelle de ’éclatement, on a le diagramme commutatif suivant :

\

Z

X(%)

w

w

d+1
Ak
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Raisonnons par l’absurde, on suppose que le K-wedge w ne se releve pas a X (X). Par
conséquent, I'idéal w='Z - K[[s,t]] n’est pas inversible.

D’apres le théoréme de contraction de Castelnovo, p se factorise par une séquence d’é-
clatements de points fermés, donc la fibre exceptionnelle E = p~!(0) du morphisme p est une
réunion de courbes rationnelles.

Comme 'image par w du point générique de W appartient au tore T (c’est-a-dire w(g) €
T), il existe un fermé strict F’ de W (c’est-a-dire F' & W) tel que F' := w™ L (AFT\T).

Pour chaque point p € E, il existe un arc oy, : Spec K[[{]] — Z tel que a,(0) = p
et p o ay(Spec K[[£]]) ¢ F'. En particulier, 'image par w o p o o, du point générique de
Spec K[[{]] appartient au tore T (c’est-a-dire w o p o ay(g) € T'). Par conséquent, l'arc p o ay,
appartient a Pensemble Arc(w).

Comme 7 est un morphisme propre et birationnel et w o p o a,(g) € T, il existe un
unique morphisme w5 p o, : Spec K[[¢]] — X () tel que m(wopoay,) = wo poay, dol
wopoa, =uoa,.

On fixe le point p € E. Comme Ordoq, w € 0, le morphisme & o, : Spec K[[¢]] — U, C
X (X) est bien défini (comparer avec le Théoreme 2.1.7). 11 s’ensuit que &(p) € U, pour tout
p € E, c’est-a-dire ©(E) C U,.

L’ensemble F” = Z\&~1(U,) est un fermé de Z et le morphisme p est propre, donc
I'ensemble p(F") est un fermé de W. Comme E C @~ (U, ), on obtient que 0 ¢ p(F"). Par

conséquent, I’ensemble F” est vide, c’est-a-dire 7= &~ Y(U,) Ainsi, on obtient le diagramme
commutatif suivant :

[(Z,05)

F(UU7 OUCF)

Nk

(W, Ow) ﬁF(Aﬁ“, Oya1)

On rappelle que, étant donné un schéma Y, on note I'(Y, Oy) l'algebre de sections globales
du faisceau structurel Oy .

>~

Comme W est une variété normale et p est un morphisme propre et birationnel, F(2 ,O Z)
['(W,Ow) = K[[s,t]]. On a donc le diagramme suivant :

SpecI(Z, Oz) —=U,C X (%)

14

w

w

d+1
Ak

Le diagramme ci-dessus montre que le K-wedge w se releve a X (X), d’ou la contradiction.

g
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On note O la T-orbite de dimension zéro de Aﬁ“. Soit V une hypersurface normale de
Aﬁ“ donnée par ’équation f = 0, ou f € k[z1,x9, ..., z411] est un polynoéme irréductible non
dégénéré par rapport a la frontiere de Newton I'(f). De plus, on suppose que le point O est
I'unique point singulier de V.

On rappelle la Définition 2.5.1. Soient J C {1,2,...,d+1} et 05 = {(n1,n2,...,n4+1) € A |
n; = 0ssii ¢ J}. Une subdivision réguliere ¥ de I'*(f) est appelée subdivision réguliére ad-
missible si 3 satisfait la propriété suivante : étant donné le sous-ensemble J C {1,2,...,d+1};
s'il existe n € a7, tel que hp (5 (n) =0, alors 7, € ¥.

En vertu du Corollaire 2.5.9, si I’hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de dimension
strictement plus grande que zéro, alors le morphisme équivariant 7 : X (X) — Aﬁ“ est une
résolution plongée de V.

Corollaire 3.1.3. On suppose que le corps K est une extension algébriquement close de k.
Soient Wo :={pe W |t ep}etw: W — V un K-wedge sur V tel que w(Wp) = O et
w(g) € T. De plus, on suppose que m : X(X) — Aﬁ“ est un morphisme projectif, ou X est
une subdivision réguliére admissible de T*(f), et on note V le transformé strict de V dans
X (X). Alors, le K-wedge w se reléve a V si et seulement s’il existe un cone o € X tel que

AVP(w) C o.

Remarque 3.1.4. Si V ne contient aucune T-orbite de dimension strictement plus grande
que zéro, alors le morphisme 7 : X(X) — Aﬁ“ est une résolution plongée de V' (voir le
Corollaire 2.5.9).

Etant donné un K -wedge w qui satisfait les hypotheses du Théoreme 3.1.2, déterminer
Pensemble des a-vecteurs principaux Arc(w) est un probleme difficile. Dans les sections suiv-
antes on va définir, pour chaque vecteur v € R2>0, un vecteur qu’on appelle le v-vecteur
principal du K-wedge w. Ces vecteurs, plus simples a calculer que les a-vecteurs, nous don-
nent de I'information sur le K-wedge w.

Dans le Théoreme suivant, on ne demande ni que le corps K soit algébriquement clos, ni
que le morphisme 7 : X (X) — Aﬁ“ soit projectif, o X est une subdivision quelconque de A.

Soit w : W — U, un K-wedge et on considere le vecteur suivant :

(M,12, «ory Na+1) := (Ordg w*(x1), Ordy w*(x2), ..., Ord; w*(z441)),
ol w* est le comorphisme du K-wedge w. On peut écrire le comorphisme w* de la fagon
suivante :

wr(z;) =thip;, 1 <i<d+1,

ou les ¢; sont des séries formelles dans K|[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

On rappelle qu’on note g le point générique de W.

Théoréme 3.1.5. Soient K est une extension du corpsk et w: W — Aﬁ“ un K-wedge sur

Aﬁ“ tel que w(g) € T. Si les séries formelles p;, 1 < i < d+ 1, sont inversibles, alors le
K-wedge w se releve a X (X).

DEMONSTRATION. En vertu de la version torique du Lemme de Chow, il existe une sub-
division ¥/ d’éventail ¥ tel que le morphisme 7’ : X (X') — Aﬁ“ est un morphisme projectif.
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De plus, les variétés Aiﬂ et X (X') sont quasi-projectives et 7 factorise . Par conséquent,
il existe un idéal monomial Z C k[z1,x2, ..., x411] tel que X (X') est ’éclatement de Aﬁ“ de
centre 'idéal Z.

Comme les séries formelles ;, 1 < i < d+ 1, sont inversibles et I'idéal Z est monomial,
l'idéal w17 - K[[s,t]] est inversible. En vertu de la propriété universelle de ’éclatement, le
morphisme w se releve & X (X'). Ceci implique que le K-wedge w se releve a X (X), car 7
factorise ’. O

On rappelle que V est une hypersurface normale de Aﬁ“ donnée par ’équation f = 0, ou
f € k[z1,z2, ..., 24+1] est un polynome irréductible non dégénéré par rapport a la frontiere de
Newton I'(f). On rappelle aussi que le point O € Aﬁ“ est 'unique point singulier de V.

On suppose que X est une subdivision réguliere admissible de I'*(f) et on note 7 : X (¥) —

Aﬁ“ le morphisme torique associé a la subdivision X de A. Soit V le transformé strict de V
dans X ().

Corollaire 3.1.6. Soient K une extension du corpsk, Wo:={peW |tep} etw: W =V
un K-wedge sur V' tel que w(Wy) = O et w(g) € T. Si les séries formelles @;, 1 <i < d+1,
sont inversibles, alors le K-wedge w se reléve a V.

3.2. Le v-ordre et la »-partie principale d’une série formelle.

Soient V et V les variétés du Corollaire 3.1.6. Ce corollaire nous montre que si les séries
formelles ¢;, associées au K-wedge w, sont inversibles, alors w se releve a V.

On cherche donc a trouver certains criteres nous permettant de majorer le nombre de
facteurs irréductibles comptés avec multiplicités de chaque série formelle ;.

D’abord, on définit le v-ordre et la v-partie principale pour une série formelle ¢ qui appar-
tient & K [[t1, ...,t;]], ot [ est un entier supérieur ou égal a 1 et v € RL ;. Ensuite, on considere
une série formelle ¢ € K|[s,t]] et on utilise le v-ordre et la v-partie principale de ¢ pour
majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de ¢ (voir la proposi-
tion 3.2.5). On analyse également les v-ordres et les v-parties principales de certains types de
séries formelles de K|[s, t]] (voir la proposition 3.2.6) qui vont jouer un role important dans
la démonstration de la bijectivité de 'application de Nash pour les singularités considérées
dans les chapitres suivants.

Avec la notation standard des multi-indices (c’est-a-dire on note t¢ = ¢{*---¢;' pour

e=(e1,...,e) € Zl>0), on considere la série formelle suivante :
Y= Z cet®,
!
e €Ly

ol ¢, € K pour tout e € leo et [ est un entier, [ > 1.

L’ensemble E(p) := {e € leo | ce # 0} est ensemble des exposants de . Si la série
formelle ¢ n’est pas nulle, alors ’ensemble £(¢) n’est pas vide.

Définition 3.2.1. Soient v € ]Rl>0 et  une série formelle non nulle, on définit respectivement
le v-ordre v, et la v-partie principale ¢, de ¢ de la fagon suivante :
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v =min{v-elec&(p)let v, := > cetC
Ve=vp

Le v-ordre v, est bien défini et ¢, est un polynéme de K|ti, ..., ¢;], parce que I'ensemble
{eGZlZOM-egk‘} est fini pour k € R.

Par cohérence avec les définitions ci-dessus, on pose :
V,0:=00 et 0,:=0.

Remarque 3.2.2. On considere le polyedre de Newton I'; (£(p)) associé a I'ensemble E(yp),
c’est-a-dire 'enveloppe convexe dans R' de I’ensemble £(¢). On remarque que :

(3.1) hr, (£(0)) (V) = vy, pour tout v € RL,,

d’olt hr, (g(,)) est la fonction d’appui associée & £(¢) (voir la Définition 2.2.3). Méme si on
a I’égalité 3.1, dans la pratique, nous utilisons la fonction d’appui et les v-ordres d’une fagon
différente. D’ou la distinction qu’on fait entre la fonction d’appui et les v-ordres.

La proposition suivante résulte de la définition précédente.

Proposition 3.2.3. Soit ¢ € K][[t1,...,t;]] une série formelle non nulle, ot | est un entier
supérieur ou égal a 1. Alors, il existe un vecteur v € Rl>o tel que vy = 0 si et seulement
si la série formelle ¢ est inversible. De plus, si @ est inversible, alors vy = 0 et p, € K*
(c’est-a-dire o, est une constante non nulle) pour tout v € ]Rl>0.

Les v-ordres et les v-parties principales satisfont les propriétés multiplicatives suivantes :

Proposition 3.2.4. Soient v € ]Rl>0 et o, ¢’ deux séries formelles non nulles qui appartien-
nent & K[[t1,...,t;]], { > 1. Alors, on a :

i) la v-partie principale de ¢’ est égale au produit de la v-partie principale de ¢ avec
celle de @', c’est-a-dire
(") = o)y ;
ii) le v-ordre de ¢’ est égale a la somme du v-ordre de ¢ avec celui de @', c’est-a-dire

vy’ = vy + vy

DEMONSTRATION. Le vecteur v € Rl>0 définit une graduation positive sur 'anneau
K|[[z1, ..., 21]], qu’on appelle v-graduation.

Etant donnée une série formelle p € K [[t1, ..., t]], la v-partie principale (resp. v-ordre) est
la partie principale (resp. 'ordre) de la série formelle ¢ par rapport & la v-graduation, d’ou
la proposition. O

Dans les démonstrations de la bijectivité de I'application de Nash pour les singularités
considérées dans les chapitres suivants, on considere certains types de séries formelles a deux
variables et leurs possibles décompositions en facteurs irréductibles. Dans la suite, étant fixée
une série formelle a deux variable, on utilise ses v-ordres et ses w-parties principales pour
majorer le nombre de ses facteurs irréductibles comptés avec multiplicité.

Maintenant, on suppose que [ = 2. Pour simplifier la notation de anneau K{[t1, t2]], on
change t; (resp. t2) en s (resp. t). On a donc 'anneau K|[s, t]] a la place de 'anneau K [[t1, t2]].

Soit ¢ € K][[s,t]] une série formelle non inversible et non nulle. Comme I'anneau K |[s, t]]
est un anneau factoriel et le corps K est algébriquement clos, on peut écrire la série formelle
© de la fagon suivante :
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o =1Ip" - o,
ou I est une séries formelle inversible et les y; sont des séries formelles irréductibles deux
& deux non associées. L’entier strictement positif n (resp. m;) dépend de la série formelle ¢
(resp. des séries formelles ¢ et ¢; pour i € {1,...,n}). D’apres la propriété de factorisation
unique de K][[s,t]], cette décomposition de ¢ est unique & permutation et association pres.
On rappelle que deux séries formelles, ¢ et ¢, non nulles sont associées (resp. non asso-
ciées) s’il existe (resp. s’il n’existe pas) une série formelle I inversible tel que ¢ = I¢'.

Avec les notations ci-dessus, on définit application FI : K[[s,t]]\{0} — Z>¢ de la fagon
suivante :

Fl(p) = mi+---+m, si ¢ n'est niinversible ni nulle
p) = 0 si ¢ est inversible

La proposition suivante établit des majorations du nombre facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité d’une série formelle en termes de ses v-ordres et de ses v-parties principales.

Proposition 3.2.5. Soit ¢ € K][[s,t]] une série formelle non nulle. Alors, on a :

i) le nombre de facteurs irréductibles de @ comptés avec multiplicité est inférieur ou égal
au nombre de facteurs irréductibles de p, comptés avec multiplicité pour tout v € R2>07
c’est-a-dire

FI(SO) < infvERiO FI(SOU) 5

i) on suppose qu’il existe u € Rxq tel que degy p(y,1) = Viu, 1), 0U deg, 9y, 1) est le degré

en t du polynome ¢y 1), alors pour tout u>uona:

FI(QO) < V(u/,1)¢7
c’est-a-dire le nombre de facteurs irréductibles de @ comptés avec multiplicité est in-
férieur ou égal au (u',1)-ordre de ¢ pour tout u' > w.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 3.2.3, si la série formelle ¢ est inversible, alors,
pour chaque v € ]R2>0, la v-partie principale ¢, est une constante non nulle (c’est-a-dire
vy € K*) et le v-ordre v, est nul. Ceci acheve la démonstration dans ce cas, car FI(¢) =
FI(p,) = vy = 0, pour tout v € RZ.

Dans la suite, on suppose que la série formelle ¢ n’est ni inversible ni nulle.

Le point i) résulte de la propriété multiplicative des v-parties principales (voir la Propo-
sition 3.2.4). En effet, on suppose que
p=1Ip/" - optm, m > 1,

ou les entiers m; sont strictement positifs, les ¢; sont des séries formelles irréductibles deux
a deux non associées et I une série formelle inversible. Alors, on a :

Pv = Iv((wl)v)ml te ((@n)v)mn

Par conséquent, FI(p) < FI(¢,) pour tout v € R%,. On remarque que les (¢;), ne sont
pas nécessairement irréductibles.

Maintenant, on démontre le point 7).

La série formelle ¢ € K][[s, t]] peut s’écrire de la fagon suivante :
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= Z Cley,en)8 17
(e1,e2) € Z2,
On suppose qu’il existe u € R tel que deg; ¢(,,1) = V19 et soit d = deg; p(y,1)-
Comme on a deg; ¢, 1) = V1), le vecteur (0,d) appartient a I'ensemble £(¢) et d =
(0,d) - (u,1) < (e1,e2) - (u,1) pour tout (e, eaz) € E(p). Par conséquent, on a :

Plu1) = .0t + (s, t),

ou p est la somme des termes de ¢, 1) d’exposante en la variable ¢ strictement plus petit que d.

Alors, on a :
FI(‘)O(U,I)) <d= V(u,1)¥P-
En vertu du point ¢) de la proposition on a :

FI(¢) < viu1)¢.
Comme on a d = (0,d) - (u,1) < (e1,e2) - (u,1), on ad = (0,d) - (v/,1) < (e1,e2) - (u/,1)

pour tout u’ > u. Ainsi, on obtient que deg, 1) = Vw1 = d pour tout u' > u, d’oli la
proposition. [l

Les comorphismes des K-wedges qu’on considere dans les sections suivantes sont définis
par des séries formelles comme celles de la proposition suivante.

Proposition 3.2.6. On considére une série formelle ¢ € K]|[s,t]] non nulle qu’on peut écrire
de la fagon suivante :

P =D 0<ic, @S+ 30 < ait,
ou les entiers m;, 0 < i < p — 1, sont strictement positifs et les a;, i > 0, sont des séries
formelles qui appartiennent a K[[s]]. De plus, on suppose que la série formelle a;, pour tout
0 < i < p, est inversible ou nulle (c’est-a-dire a; € K[[s]|*U{0} pour tout0 < i < p) eta, # 0.

On note a;y le coefficient du terme constant de la série formelle a; pour i > 0.

Alors, on a :
i) pour tout vecteur v € R2>0 la v-partie principale ¢, a la forme suivante :

! ! i 3
oy = ay,th + ZO§i<u a;s™it’,
ou les coefficients al;, pour tout i < u, sont définis de la fagon suivante :

)

R U si (M, i) - v = vy
g 0 si(mi,i) -v>uwp
ii) il existe u € Rsq tel que pour tout v’ > u on a :

deg; v(ur 1) = Vw,1) P>
c’est-a-dire le degré en t de @, 1) est égal au (u',1)-ordre de ¢ ;

ii1) s’il existe i < p tel que a; # 0, alors il existe un vecteur v = (u”,1) € R2>0 tel que la
partie principale @, n’est pas un monome et aL = auo- De plus, on a :
deg; ©(wr,1) = V(wr 1)

Remarque 3.2.7. Le point ii) de la Proposition 3.2.6 montre que les séries formelles qu’on
considere satisfont les hypotheses du point i) de la proposition 3.2.5.
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DEMONSTRATION. Soient &'(p) = {(mo,0), (m1,1), ..., (mu—1, . — 1), (0, 1)} et v € RZ,.
Comme la série formelle a,, est inversible, I'intersection &'(p) N E(y) n’est pas vide.

Par simple inspection des éléments de I'ensemble E(p), on déduit que pour tout e €
E(P)\E (p) il existe €' € E'(p) NE(p) tel que €' - v < e- v, d’ou le point i) de la proposition.

On remarque que pour u “assez grand”, on a (1) = auot!, pour tout v’ > u. Par
conséquent, on a :

deg; Y1) = Vi, 1) = I

pour tout « > u, d’ou le point i) de la proposition.

Si l'ensemble {ajos™t/ | j < p et ajo # 0} n'est pas vide, alors pour u “assez petit”
la partie principale ¢, 1) appartient a {ajos™t? | j < p et ajo # 0}. Comme I’application
Ry — R u — V(1,4)% est continue (voir la Proposition 2.2.4 et la Remarque 3.2.2), il existe
un vecteur v = (u”,1) € R%, tel que la partie principale ¢, n’est pas un mondme et tel que
deg, ¢, = p, d’ott le point iii) de la proposition. O

3.3. Les vecteurs principaux d’un (K,l)-wedge

On rappelle quelques notations. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle, K une extension du corps k, d > 2 un entier, N := Z%! muni de sa base standard
{e1,e2,...€q11} et A := (e1,e2,...,eq411) le cone standard. Le dual de N, noté M, est identifié
avec Z4t! au moyen de la forme bilinéaire standard (e;, ej) = 0;5, 1 <i,j < d+ 1. On note
T le tore N®zk et on pose zj := x% € kK[ AYNM], 1 <j<d+1

Pour r := (11,79, ...,7q11) € Zcfgl, on note 2" = z'xy? - - ~:U2f11. Soit V' une hypersurface

normale de la variété torique Aﬁ“ = Speck[z1, 3, ..., x441] donnée par I’équation f = 0, ou
f= Zrez% crx” € K[z, 29, ..., 2441], & € k, est un polynome irréductible et non dégénéré
par rapport la frontiere de Newton I'(f). On note O la T-orbite de dimension zéro de la variété
Aﬁ“ et on suppose que O est I'unique point singulier de V.

D’abord, on définit les (K, 1)-wedges sur V', ou [l est un entier supérieur ou égal a 1, et le
v-vecteur principal d'un (K, [)-wedge sur V, on v € Rl>0- Ensuite, on démontre que I’ensemble
des vecteurs principaux de certains (K, 1)-wedge sur V est contenu dans l'intersection du d-
squelette Sy (f) de I'éventail de Newton I'*(f) avec l'intérieur du cone standard A. Cette
proposition nous donne une information importante sur les vecteurs principaux d'un (K, 1)-
wedge, information qu’on utilise dans les sections suivantes.

Définition 3.3.1. Un morphisme w : Spec K|[[t1, ta, ..., t;]] — V, ot [ est un entier supérieur
ou égal a 1, est appelé (K,l)-wedge sur V. On note 0 l'unique point fermé du schéma
Spec KHtl, tg, ceey tl]]-

Remarque 3.3.2. L’ensemble des (K, 1)-wedges (resp. (K, 2)-wedges) sur V est 'ensemble
des K-arcs (resp. K-wedges) sur V.

On rappelle que w est un morphisme entre variétés affines, donc le comorphime w* est
bien défini.

Définition 3.3.3. Soient w un (K, 1)-wedge sur V et v un vecteur qui appartient a Rl>0. On
appelle v-vecteur principal de w le vecteur suivant :

yw = (VUW*(:L‘l)v ...,va*($d+1)) € Rd+1a
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oll w* est le comorphisme de w. On note VP(w) := {v,w | v € R, ;} 'ensemble de v-vecteurs
principaux de w.

Remarque 3.3.4. Soit o« un K-arc sur V. L’ensemble de v-vecteurs principaux V P(«a) de «
est un cone de dimension 1 engendré par le vecteur primitif suivant :

= (Ordt Oé*(.%j), ceey Ordt Oé*(l‘d+1)) € Zggl

Le vecteur p est appelé le vecteur principal du K-arc.

Définition 3.3.5. Soit w un (K, [)-wedge sur V, [ > 1. On dit que le (K,[)-wedge w est un
bon (K, 1)-wedge si w n’est pas concentré dans ALT\T, cest-a-dire w(g) ¢ ALT\T, ot g est
le point générique de Spec K [[t1, ..., 1]].

On remarque que si hypersurface V' admet un bon (K, 1)-wedge w, alors f n’est pas un
monome.

Proposition 3.3.6. Soit w un bon (K,l)-wedge surV tel que w(0) = O. Alors, l’ensemble de
vecteurs principaur V P(w) du (K,l)-wedge w est contenu dans lintersection du d-squelette
de l’éventail de Newton I'*(f) avec Uintérieur du cone standard A, c’est-a-dire VP(w) C

SqT*(f) NA°.
DEMONSTRATION. On fixe un vecteur v = (vy,vg, -+ ,v;) € ]Rl>0.

Comme w est un bon (K, [)-wedge sur V' et w(0) = O, le vecteur principal v,w définit une
graduation strictement positive sur I'anneau k[t1, za, ..., t44+1] (on remarque que v,w € A°) et
w*f = 0. Soit fy le terme principal de f obtenu au moyen de cette graduation. Comme on a
w*f = 0, le terme principal fy n’est pas un monéme, d’ou la proposition. O

Maintenant, on suppose que [ = 2. Pour simplifier la notation de 'anneau K{[[t1,t2]] on
change t1 (resp. t2) en s (resp. t). On a donc 'anneau K{[s, t]] a la place de anneau K [[t1, t2]].

Soit ¥ est une subdivision réguliere admissible de I'*(f) (voir la Définition 2.5.1). On

considere le morphisme torique 7 : X (3) — Aﬁ“ et on note V' le transformé strict de V' dans
X(%).

On rappelle que l'espace d’arcs Vo, satisfait la propriété fonctorielle suivante (voir le
Théoreme 1.1.2 ou [IK03]) : le foncteur Y — Hom(Y Xy Speck][[t]], V), ot Y est un schéma
quelconque sur k et Y Xy Speck[[t]] est le complété formel du schéma Y xy Spec k[[t]] le long
du sous-schéma Y Xy Speck, est représentable par le schéma, V.

Comme k est un corps de caractéristique nulle, I’espace d’arcs V, est irréductible (voir
le Théoreme 1.1.3).

D’apres cette propriété fonctorielle, les K-points (K [[s]]-points) de V4, sont en correspon-
dance bijective avec les K-arcs (K-wedges) sur V. Par abus de notation, pour o € V, on
note « son k,-arc correspondant, ou k, est le corps résiduel du point .

On rappelle que le morphisme p., : Voo — V est la projection canonique a — «(0), ou 0
est le point fermé de Spec kq[[t]]. On pose V2 = p1(O).

Considérons un K-wedge w : Spec K|[s,t]] — V. On rappelle que I'image du point fermé
(resp. du point générique) de Spec K [[s]] dans V4, est appelé le centre (resp. 'arc générique)
du K-wedge w. On note ag (resp. ay) le centre (resp. de I'arc générique) du K-wedge w.
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Le K-wedge w peut étre interprété comme une déformation a un parametre des coeffi-
cients du comorphisme ag de I'arc ayp.

Dans les sections suivantes, considérons les K-wedges admissibles sur V. On rappelle la
définition de K-wedge admissible (voir la Définition 1.3.3). Soit E un diviseur essentiel sur
V et Ng l'adhérence dans V, de 'ensemble {a € Vo \(Sing V) | @(0) € E}, ou (Sing V)oo
est le sous-ensemble fermé de V., des arcs qui sont concentrés en O et & est 'unique ky-arc
sur V tel que moa = a. Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Ng si le
centre ag (resp. 'arc générique ay) de w est le point générique de Ny, (resp. appartient a V).

On remarque que un K-wedge admissible w sur V' satisfait la propriété suivante : a(0) =
O, ap(g) € T, ot 0 est le point fermé et g le point générique de Spec kg, |[[t]], et oy € V.

La proposition suivante montre que le comorphisme d’'un K-wedge , qui satisfait la pro-
priété ci-dessus, est défini par des séries formelles qui satisfont les hypotheses de la Proposition
3.2.6. On peut donc utiliser les résultats obtenus dans la Section 3.2 pour majorer le nombre
de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité de ces séries.

Il suffit d’une simple inspection du comorphisme du K-wedge considéré pour en déduire
la proposition suivante.

Proposition 3.3.7. Soit w : Spec K[[s,t]] — V un K-wedge sur V tel ap(0) = O, ap(g) €
T. Alors, on peut écrire le comorphisme du K-wedge w de la fagon suivante :

(3.2) w(x;) = Z aijsl“tj + Z aijtj, pour tout 1 <1 <d+1,

e <J<mi Hi<j
ot les exposants l;; sont strictement positifs et les a;; sont des séries formelles qui appartien-
nent a K[[s]]. De plus, pour chaque 1 <i <d+1,1<j < p; (resp.1 <i<d+1) les séries
formelles a;; (resp. iy, et a;,,) sont inversibles ou nulles (resp. sont inversibles).

La proposition suivante donne une idée de la forme des v-parties principales des K-wedges
considérées dans le résultat précédent. La preuve de cette proposition est analogue a celle de
la proposition 3.2.6.

Proposition 3.3.8. Soient w : Spec K[[s,t]] — V un K-wedge sur V tel ap(0) = O,
ap(g) € T et v un vecteur de R2>0. On utilise les Formules 8.2 de la Proposition 3.3.7 pour
noter le comorphisme w* du K-wedge w. Alors, on a :

i) les v-parties principales w*(z;),, 1 <i < d+1 ont la forme suivante :

(74)y 1= w*(x7)y = aguztui + Z a;jslijtj;
i <j<pi
pour 1 <i<d+1,n <j < p, sont définis par :

!/

ot les coefficients aijs

v _ ] ago st (mg,i) v =1w(2)
v 0 st (my,i)-v>vw(z)
ot ajjo est le coefficient du terme constant de la série formelle a;; ;

a ’

ii) il existe un réel u > 0 tel que :
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p= v nw = (deg, (1)@ 1), degy(x2) (1), -+ degy(Tar1) (w 1)), pour tout u’ > u;,
ou n= (M17M27 "'Hud-l-l) ;

i) soit uw comme dans le point ii) ; si parmi les séries formelles a;; € K[[s]] pour 1 <
1 <d+1, n <j <, il existe au moins une série formelle non nulle, alors on peut
supposer que parmi les (u,1)-parties principales (:c,-)(%l), 1<i<d+1,idyenaau
moins une qui n’est pas un monéme.

Etant donné un K -wedge w. On peut écrire son comorphisme w* de la fagon suivante :
w*(z;) = t"ip;, n; = Ordy w*(x;), pour 1 < <d+1,

ou les p; sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par ¢.

Corollaire 3.3.9. On conserve les hypothéses de la proposition 3.8.8. Alors, on a :
i) il existe un vecteur v = (u,1) € R tel que le v-ordre de p;, 1 <i < d+1, satisfait la
propriété suivante :

vppi = degy(@i)y = pi —mi, 1 <i < d+1,
de plus, si parmi les séries formelles ;, il y en a au moins une qui n’est pas inversible,
alors on peut supposer que parmi les v-parties principales (¢;)y, il y en a aw moins une
qui n’est pas un monome.

i1) le nombre de facteurs irréductibles de p; comptés avec multiplicité est inférieur ou
égal a p; —n;, c’est-a-dire

Fl(pi) <pi —mi, 1 <i<d+ 1,
de plus, @; est inversible si et seulement si p; —n; = 0.

DEMONSTRATION. La démonstration résulte des Proposition 3.2.5, 3.3.7 et 3.3.8. O

En vertu des Propositions 3.3.6 et 3.3.8, le vecteur principal p appartient a 'intersection
du d-squelette Sy T*(f) de éventail de Newton I'*(f) avec I'intérieur A® du cone standard A.
Dans la proposition suivante on montre que si ay € V3, alors le vecteur n appartient aussi a
I'intersection Sy I'*(f) NAY.

Proposition 3.3.10. Soit w : Spec K[[s,t]] — V un K-wedge sur V tel ap(0) = O,
ap(g) € T et ag € VL. Alors, le vecteur n := (Ord; w*(z1), ..., Ordy w*(xq41)), appartient
a Uintersection Sy T*(f) NAC.

DEMONSTRATION. En vertu de la proposition 3.3.6, le vecteur Vwyw € SqT™*(f) ﬂ]RiJ{)l
pour tout u > 0. On remarque que linb V(u,Hw = 1. Soit n >> 0 “assez grand” tel que n; < n,
uU—

pour tout 1 < ¢ < d+ 1. Il existe donc un réel ug > 0 tel que pour tout u > ug, on a :
Vi yw € Ky i= SgT*(£) N{(A1, .., Aay1) € R‘g{)l | Aj<npourl<j<d+1}.

d+1 N ...
>0 » d’ou la proposition.

g

Comme K, est compact, on a n € Sy'*(f). On remarque que n € Z

Maintenant, on suppose en plus que 'hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de Aﬁﬂ
de dimension strictement plus grande que 0 et qu’il existe une G-subdivision réguliere I'*(f)g
de I’éventail de Newton I'*(f).

On remarque que le morphisme torique 7 : X (T*(f)g) — AL est une résolution plongée

de V (voir le Corollaire 2.5.9). On note V le transformé strict de V. Par abus de notation,
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on note 7 : V — V la restriction du morphisme 7 : X (I*(f)g) — Aﬁ“ av.

Etant donné un K-arc a : Spec K[[t]] — V sur V tel que a(0) = O et a(g) € V\{0},
ol 0 (resp. g) est le point fermé (resp. générique) de Spec K[[¢]], il existe un unique K-arc
a: Spec K[[t]] = V sur V tel que moa = a.

En utilisant les notations qui sont définies ci-dessus, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.11. Soient E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du
morphisme m : V. — V et a un K-arc sur V tel que le K-arc & est transverse a E et a(0)
est le point générique de E. Alors, le vecteur principal p du K-arc o appartient au systéeme
générateur minimal d’un semi-groupe T N Z, ou T est un cone de T*(f).

DEMONSTRATION. Comme 7 : X (I'*(f)g) — Aﬁ“ est une résolution plongée de V, il

existe un vecteur extrémal p; de I'*(f)g tel que E est une composante irréductible de D, Fﬂ~/,
ou D,, est le diviseur torique associé au vecteur extrémal p;. On remarque que les vecteurs
extrémaux de Xg qui sont contenus dans une face strict de A sont les vecteurs extrémaux du
cone A, car 'hypersurface V' ne contient aucune T-orbite de Aﬁ“ de dimension strictement
positive. En particulier, le vecteur p; appartient & l'intérieur relatif A° du cone A.

Pour tout vecteur extrémal p de I’éventail g tel que p # p1, le diviseur E n’est pas con-
tenu dans D,. En effet, en vertu de la Proposition 2.5.5, pour tout vecteur extrémal p € AV de
I'éventail I'*(f)g, si 'intersection D, ND,, n’est pas vide, alors toutes les T-orbites contenues

dans D, ND,, sont transverse a V.

Soient p;, 2 < i < d+1 des vecteurs extrémaux de Xg adjacents a p1, c’est-a-dire il existe
un cone o € Xg de dimension d+ 1 tel que les vecteurs p;, 1 <i < d+ 1, sont vecteurs extré-
maux de . On remarque que le point générique de E n’est pas contenu dans p;, 2 < < d+1.

Pour un vecteur m := (a1, ag, ..., ag41) € Z, onnote X" (t1, ta, ..., tay1) = t{15% - - to7H
le caractere associé & m. Soient U, l'ouvert torique de X (Xg) associé a o et x™i le caractere
qui définit une équation de D,, N\U,, pour i € {1,2,...,d + 1}. Alors, on a m; - p; = d;5, olt
0i; est le symbole de Kronecker. Quitte a remplacer les vecteurs p;, 2 < i < d + 1, on peut
supposer que U, N E # ().

On considere 'unique relevement a & X(Xg) du K-arc a. Le point a(0) est le point
générique de E et Ord; a*(g) = 1, ol g est une équation locale de E (& est transverse a E).

On rappelle que le diviseur 77!(V) est & croisements normaux. En particulier, V est
transverse au diviseur D,,. Comme le K-arc a est transverse a E, le K-arc ag est transverse
a D,,. Par conséquent, on obtient que m;u = d;1, 1 < i < d+ 1, car &(0) n’est pas contenu
dans D,,, 2 < i < d + 1. Ceci implique que 1 = p1, d’olt la proposition, car ¥g est une
G-subdivision réguliere de I'*(f). O
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CHAPITRE 4

Résolution du probleme des arcs de Nash pour une famille
d’hypersurfaces quasi-rationnelles de Ai

Ce chapitre est une adaptation d’un article qui va paraitre dans les Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, voir [LA11a].

4.1. Préliminaires et rappels

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, S une surface algébrique
normale sur k et 7 : X — S la résolution minimale de S. Chaque composante irréductible E
de la fibre exceptionnelle de 7 est appelée diviseur essentiel sur S. On note Ess(S) I'ensemble
des diviseurs essentiels sur S.

Soit K une extension du corps k. Un morphisme Spec K[[t]] — S est appelé K-arc. On
note Sy espace d’arcs sur S (voir [Ish07] ou la Section 1.1) ). Les K-points de Sy, sont en
correspondance bijective avec les K-arcs sur S. Par abus de notation, pour o € S, on note «
son k-arc correspondant, ou k, est le corps résiduel du point «. Soit p : Seo — S la projec-
tion canonique o — «(0), ot1 0 est le point fermé de Speck,[[t]]. On note S5, := p~1(Sing 9),
ou Sing S est le lieu singulier de S, et CN(S) I'ensemble des composantes irréductibles de
S5.. Nash a démontré que l'application Ng : CN(S) — Ess(S) qui associe & C € CN(S)
Padhérence {a(0)} est bien définie et injective, o @ est le relevement & X du point générique
a de C, c’est-a-dire m o @ = . Le probleme de Nash consiste a étudier la surjectivité de Ng.

Soit E € Ess(S). On note Ng 'adhérence dans Sy, de I’ensemble suivant :
{a € S \(Sing S) | @(0) € E}.
On peut montrer que Ng est irréductible et que S5, = |Jg Ng.

Les morphismes w : Spec K[[s,t]] — S sont appelés K-wedges sur S. Ils sont en cor-
respondance bijective avec les K[[s]]-points de So. L’'image du point fermé (resp. du point
générique) de Spec K[[s]] dans S est appelé le centre (resp. 'arc générique) du K-wedge w.

Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré en Ng si le centre (resp. larc
générique) de w est le point générique de Ng (resp. appartient a S5 ). Dans [Reg06] on
montre que E appartient a I'image de I'application de Nash Ng si et seulement si tout K-
wedge admissible centré en Ng se releve a X c’est-a-dire il existe un K-wedge @ sur X tel
que To W= w.

On considere 'hypersurface S(p,hq) de A3 donnée par 'équation zP + hy(x,y) = 0, ot
hq est un polynéme homogene de degré ¢ sans facteur multiple, p > 2, ¢ > 2 deux entiers
premiers entre eux. Par exemple si hq(x,y) = 29 + y9, S(p,hq) est une surface de Pham-
Brieskorn. Dans [FZ03] on montre que les surfaces S(p,h,) sont toutes quasi-rationnelles
(c’est-a-dire les composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle de la résolution minimale
sont des courbes rationnelles) et rationnelles si et seulement si ¢ = 2 ou (p,q) = (2,3). On
remarque que S(p, hy) est une singularité du type A, ;. Le résultat principal de ce chapitre
est le théoreme suivant.

55
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Théoréeme 4.1.1. Pour tous les entiers p > 2, q > 2 premiers entre eux, l’application de
Nash Ng(pn,) associée a S(p,hy) est bijective.

Une note sur la preuve de ce résultat a été publiée dans [LA11b].

On remarque que les criteres de [Mor08| et [PPPO06] ne s’appliquent pas en général aux
familles S(p, hy).

En utilisant la méme méthode que dans la preuve du Théoreme 4.1.1 on obtient le résultat
suivant :

Théoréme 4.1.2. Si S est une singularité de type Eg ou Er, Uapplication de Nash Ng
associée a S est bijective.

On obtient aussi une preuve simple de la bijectivité de 'application de Nash pour plusieurs
cas connus, par exemple Dy, ott » est un entier, n > 4 (voir [P1€08]).

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante : dans la premiére section on introduit
quelques notations et on démontre le Théoreme 4.1.1; le Théoreme 4.1.2 est le sujet de la
deuxieme section, on donne la preuve du cas Eg en détails et un résumé pour le cas E7 ; dans
la derniere section on donne une preuve simple de la bijectivité de Iapplication de Nash pour
les singularités du type Dy, n > 4 différente de celle de I'article [P1608].

4.2. Le probleme Nash pour les hypersurfaces quasi-rationelles S(p,h)

On rappelle que S(p, hy) est 'hypersurface de A3 donnée par 'équation 2P +hy(z,y) = 0,
ol hy est un polynéme homogene de degré ¢ sans facteur multiple et p > 2, ¢ > 2 sont deux
entiers premiers entre eux.

Nash a démontré que Papplication N, associée & la surface de type A,,, m > 2, est
bijective (voir [Nas95]). On suppose donc que ¢ > 3, car I'hypersurface S(p,hy) est une
singularité du type A,_1.

4.2.1. Résolution de la singularité. Un systéme de coordonnées affines {z,y, 2z} de
A3 étant fixé, notons O Dorigine de AJ. On décrit la désingularisation de S(p, hq) en utilisant
les constellations toriques de points infiniment voisins de O (voir [CGSLJ96)), les éventails
de Newton (voir [GSLJ91]) et les G-désingularisations (voir [ BGS95]).

D’abord, on fait quelques rappels. Soient N = Z? muni de sa base standard {ej, ez, e3} et
M = Homy (N, Z) le dual de N. On note {e],e3,e3} la base duale de {e;, ez, e3}. On identifie
la k-algebre k[M] avec la k-algebre k[z, 27!, y,y~!, 2, 27!] par I'isomorphisme qui envoie le
caractere x°1 (resp. x2, x%) sur z (resp. y, 2).

Soit ¥ un éventail en Ny := N ®zR. On note X (X) la variété torique associée a I’éventail
¥ et munie de I'action du tore algébrique (k*)? = Speck[x, 2z~ 1, y,y~ 1, 2,27 1].

Soit Xy = Af’(. Une constellation torique de points infiniment voisins de O est un ensemble
fini de points C = {Qo = O, Q1, ..., Q. }, ot chaque Q;, 1 < i < m, est une orbite de dimension
0 de la variété torique X; obtenue par ’éclatement ¢; : X; — X;_1 de centre (J;_1. On note
X(C) - Xm+1~

On dit que @; se projette sur Q;, noté ); > @, si le point Q); € X; est obtenu a par-
tir de @; € X; par une suite d’éclatements de points. La relation > est une relation d’ordre
partiel sur les points de C. Si > est un ordre total, on dit que C est une constellation en chaine.
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Supposons que C est une constellation torique en chaine de points infiniment voisins de
O. Soient B := {e1,e2,e3} la base ordonnée de N et A := (B) le cone régulier engendré par 5.
Notons ¥; I’éventail associé a la variété torique X;. L’éventail 31 est obtenu par la subdivision
élémentaire de A centrée en u = e + ez + e3. Pour chaque entier j, 1 < j < 3, soit B; la base
ordonnée de N obtenue en remplacant e; par u en la base B. Soit A; := (B;) le cone régulier
engendré par Bj, pour 1 < j < 3. Le choix du point Q1 > ()¢ équivaut a choisir un entier aq,
1 <a; <3, qui détermine un cone A,, de I'éventail ¥;. La subdivision X5 de ¥; est obtenue
en remplacant A, en ¥ par les cones Ay, := (Bqy,j), ot By, est la base ordonnée de N
obtenue en remplacant le j-ieme vecteur de B,, par ZueBal u. Le choix du point Qo > Q1
équivaut a choisir un entier ag, 1 < ag < 3, qui détermine un céne A, ,, de I’éventail ¥9. Par
récurrence, on obtient une codification de la constellation en chaine C. Cette codification est
notée Q; = Qo(araz - --a;j) pour 1 < j < m.

Soit b1, bo, - , b une suite d’entiers, ou 1 < b; < 3,1 < i < k < m, et telle que le
cone Ay p,..p, appartient a I’éventail ¥,,, 1. Notons Up,p,...,, I'ouvert torique affine qui est en
correspondance avec le cone Ay, ..., -

Soit C,, = {Qo = 0,Q1, ..., Qn_1}, n > 1, une chaine torique de points infiniment voisins
de O donnée par la codification Q; = Qo(37) (j fois 'entier 3) pour 1 < j < n — 1. On note
on : X(Cn) — A} le morphisme torique induit par C, et Sc le transformé strict de S(p, hy).

Proposition 4.2.1. Soient p > q et p = nqg + r la division entiere, 1 < r < q. Sir =1,
alors Sc est la résolution minimale de S(p,hy) et la fibre exceptionnelle o, 1(0) NS¢ est la
réunion de ng courbes rationnelles. Si r > 1, alors S¢c a un unique point singulier s, et de
plus, (Sc,s) est isomorphe au germe (S(r,hy), O).

DEMONSTRATION. La proposition se démontre par récurrence sur lentier n > 1. Mais
d’abord, démontrons le lemme suivant.

On considere ’éclatement de Ai de centre O, ¢ : X1 — Ai. On note z;, y;, z; les
coordonnées canoniques de 1'ouvert torique affine U;, pour I'entier 1 <14 < 3.

Soit S le transformé strict de S(p,hy) induit par le morphisme ¢ : X7 — Ai. Par abus
de notation, on note ¢; : § — S(p, hq) la restriction du morphisme ¢; : X; — Ai as.

Lemme 4.2.2. Les ouverts de S, Uy NS et UyNS sont lisses et UsNS = {(x3,ys, 23) € Us |
25 "+ hy(w3,y3) = 0}.

La fibre exceptionnelle du morphisme ¢ : S — S(p,hy) est la réunion de q courbes
rationnelles. Les courbes ne s’intersectent qu’au point fermé de Us fixé par Uaction du tore
algébrique (k*)3.

Sip—q=1, alors S est la résolution minimale de S(p,hy).

DEMONSTRATION. Les restrictions du morphisme ¢; : X7 — Af’( aux ouverts U; sont

données de la fagon suivante :

Ur = A}, (z1,y1,21) = (21,2191, 2121) 3

Us = A}, (22,2, 22) = (Y22, Y2, Y222) ;

Us = A}, (3,y3,23) — (2323, 233, 23).
Ainsi, on obtient que

Ul ns = {(xljyl,zl) € U1 | Zifxlljiq + hq(l,yl) = 0};

U NS = {(z2,y2,22) € Us | 25y~ 7 + hq(z2,1) = 0} ;

UsN S = {(x3,y3,23) € Us | 2 * + hy(x3,y3) = 0}.
Par un calcul direct, on montre que U; N.S et Us NS sont lisses. Ceci achéve la preuve de la
premiere partie du lemme.
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Soit F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p, hq). Alors on a
UsNF = {(x3,y3,23) € Us | 23 =0, hq(x3,y3) = 0}.

Comme hy est un polynéme homogene de degré g sans facteur multiple, 'ensemble Uz N F
est la réunion de ¢ courbes rationnelles qui s’intersectent en ’origine de Us.
On remarque que les deux ensembles suivants sont de cardinalité q.
(Xl\Ug) NENU = {(ml,yl,zl) el ’ z1=0, 1 =0, hq(l,yl) = 0};
(Xl\Ug) NENUy = {(.TIQ,?JQ,ZQ) e Uy ’ 20 =0, y3 =0, hq(xg, 1) = 0}.
Par conséquent, la fibre exceptionnelle est la réunion d’exactement g courbes rationnelles qui
s’intersectent en 'origine de Us. Ceci acheve la preuve de la deuxiéme parti du lemme.

Sip—gq =1, S est une surface lisse. On considere la fonction réguliere de AY | g(z,y,2) = x.
Alors g* = g o ¢1 est une fonction réguliere de X;.

Soit C' le diviseur principal de S(p, hq) associé a la restriction de g & S(p, hy), c’est-a-dire
C :=Divyg |S(p’hq). On remarque que C' est une courbe (l'intersection schématique de Div g
et S(p,hq) est irréductible et réduit). Notons C’ le transformé strict de C' par le morphisme
61 : S — S(p,hq). Par un calcul direct, on peut montrer que C” intersecte F' en l'origine de
Us.

On considere la restriction de g* a 'ouvert Us. Alors, on a

g~ = z373.
Par conséquent, le diviseur principal de .S associé a la restriction de g* a .S est le suivant :
Divg* | =C'+ > 1, Fj,
ou les F; sont les composantes irréductibles de F. Comme Divg* |g - F; = 0 pour tout
i€{1,2,...,q}, on obtient :
Fl--FZ-:—C’-Fi—z#iFj-Fi:—qS—3.
Ceci acheve la preuve du lemme. 0

Raisonnons par récurrence sur l'entier n.
Sin=1,onap=gq+retC; ={Qp= O}. La preuve de ce cas résulte du Lemme 4.2.2.
Maintenant, on suppose que p = ng +r.

D’apres le Lemme 4.2.2, on a U3 NS = S((n-1)q+r,hy) et la fibre exceptionnelle de
61 : S = S(p,hq) est la réunion de g courbes rationnelles. En appliquant I’hypothese de
récurrence sur Us NS, on montre :
la fibre exceptionnelle de o, : S¢ — S(p, hyq) est la réunion de ng courbes rationnelles;
si 7 > 1, alors S¢ a un unique point singulier de type S(r, hy);
si r =1, alors S¢ est lisse.

Pour achever la preuve de la proposition, il faut montrer que si » = 1, alors le morphisme
on : Sec — S(p, hq) est la résolution minimale de S(p, hy).

Soient F' la fibre exceptionnelle du morphisme ¢; : S — S(p,hq) et F; une composante
irréductible de F', 1 <i < g. On note F le transformé strict de F; dans S¢ (on rappelle que
le morphisme ¢; factorise o,). En utilisant ’hypothese de récurrence, pour montrer que S¢
est la résolution minimale de S(p, hy), il suffit de montrer que F}-F} < —2 pour tout 1 < i < q.
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Pour chaque Q; € C,, on note B; le diviseur exceptionnel g{l(Qi) en X;y1 et D; (resp.
D7) le transformé strict (resp. total) de B; dans X (Cp,).

On rappelle que la constellation C,, est donnée par la codification Q; = Qo(37) pour
1 <j <n-—1. En vertu du lemme 1.3 de [CGSLJ96]| (voir la Proposition 2.4.2 et 'Exemple
2.4.4), on a

Dj = Df = Djy,
d'ot D} = Y0 D;.

Avant d’achever la preuve de la Proposition 4.2.1, on rappelle les notions suivantes (voir
la Proposition 2.4.8 et la Définition 2.4.9).

Soient Z, J, P trois idéaux. Le x-produit de Z et J, noté Z x J, est la cloture intégrale
du produit Z.7. On suppose que P est un idéal complet non-trivial. L’idéal P est x-simple si
P n’a pas de x-factorisation non-triviale.

On suppose que Z est un idéal tel que ZOxc,) soit un faisceau d’idéaux inversible.
On définit par récurrence le vecteur m(Z) = (myo,...,mp—1) : Zyp = Z, mg = Ordg,Zo et
m; = Ordg, Z;, 1 <i<n—1,ouZ; = ™1Z,_10x, 0, et v = 0 est 'équation locale de
Bi—1 en Q;. Dans [Lip88] l'auteur montre qu’il existe un unique idéal -simple, noté Pq, _,,
tel que le vecteur m(Pg,_,) est minimal pour I'ordre lexicographique inverse et m,_; = 1.
L’idéal P, _, est appelé l'idéal x-simple spécial associé a Q1.

Reprenons la démonstration de la Proposition 4.2.1.

Soient Py, , l'idéal x-simple spécial associé & Qn—1 et D’ le diviseur de X (C,) tel que

Pn-10x(c,) = Ox(c)(—D').
D’apres le Lemme 2.16 de [CGSLJ96] (voir la Proposition 2.4.13 et ’Exemple 2.4.14),
on a
D' = Z?:_ol Dy.
Par conséquent, on a
D' =Y (i +1)D;

Soit g un élément général de I'idéal Pg,, . Alors g* = go oy, est une fonction réguliere de
X(Cy). On note C' le diviseur associé & g et C’ le transformé strict de C' dans X (Cy,). Alors,
on a:

Divg* = C' + Y1, (i +1) Ds.

Pour un diviseur Z de X(C,,), tel que son support ne contienne pas S¢, notons Z - S¢
le diviseur de S¢ obtenu par la somme formelle des composantes irréductibles de Z N Se
pondérées par leurs multiplicités en Sc. Comme g est un élément général de Pg,_, on peut
supposer que le support de C’ ne contient pas Sc. Ainsi, on obtient que

Divg* [ = C" - Se + Y74 (i + 1) D; -Se.

On remarque que Dy -S¢ = >°7_| F/. En effet, il suffit de considérer I'ouvert affine U;. On
a donc Uy N Se = {(z1,y1,21) € Ur | 272) "+ hq(1,91) = 0} et Do NUy = {(x1,91,21) € Uy |
z1 = 0}. Par conséquent, (Do - S¢) NUy = Y.L (F/NU;y), dott Dy-Se = Y7, F.
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On a donc
Divg* |se = C'- Se+ 315 (i + 1) Di-Se + >0, F].

On remarque que l'intersection Div g* |g, - F est nulle pour tout 1 < ¢ < ¢, car Div g* |g,
est un diviseur principal. On remarque aussi que (3277 (i+1) D; -S¢) - F} > 2, car il existe au
moins un 1 < ¢ <n—1tel que ((i 4+1)D;-S¢) - F} > (i + 1) > 2. Par conséquent, on obtient
que F! - F! < =2 pour tout 1 <4 < ¢, d’out la proposition. O

Pour un polynéme g = Y ccx®y®2% dans k[z,y, 2], ou e = (e1,ez,€e3) et c. € k, on
note £(g) l'ensemble des exposants e € Z3, dont le coefficient c. est non nul, c’est-a-dire
E(g) :={e € Z3, | cc # 0}. Soient I'y (g) 'enveloppe convexe de l'ensemble {e + RZ, | e €
E(g)} et T'(g) la réunion des faces compactes de ' (g). On note Z(g) I'idéal monomial de
k[x,y, 2] engendré par les mondmes ¢ y®2 2% tels que (e1, e, e3) € I'(g) N Z3, cest-a-dire
I(g) == ({zy22% | (e1, eq,e3) € ['(g) NZ3}). L'éventail de Newton I'*(g) associé & g est la
subdivision de R, correspondant & 1’éclatement normalisé de A] de centre 'idéal Z(g). Pour
plus de détails voir [GSLJ91], [KKMS73] ou la Section 2.2.

Remarque 4.2.3. Dans toute la suite, & automorphisme linéaire de Ai pres, z et y ne
divisent pas hq(z,y).

La Figure 1 représente le polyedre de Newton I'; (f) associe a f := 2P + hq(z, y).

F1cure 1. Polyedre de Newton I' (f)

Soit H un plan de R3 qui ne contient pas 'origine de R3 et tel que I'intersection de H et
Rio soit un ensemble compact. La Figure 2 représente 'intersection de H avec la subdivision
I'*(f) de R3,. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal (autrement
dit, vecteur primitif d'un cone de dimension 1 de I’éventail I'*(f)) correspondant. On note 7y
(resp. T2, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et (p,p,q).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.

Proposition 4.2.4. Le cones 1, et 7o sont réguliers.

Soit I'*(f)g une G-subdivision réguliére de T*(f), c’est-a-dire une subdivision réguliere de
chaque cone 7 € I'*(f) n’ayant comme arétes que celles qui portent les vecteurs du systéeme
générateur minimal du semi-groupe 7 NZ3. D’apres [BGS95] (voir le Théoreme 2.3.6), cette
subdivision existe.
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(0,0,1)

(1,0,0) ¢ ®(0,1,0)

FIGURE 2. Eventail de Newton I'*(f)

On note my : X(I'*(f)) — A} (vesp. mg : X(I'*(f)g) — X (I'*(f))) le morphisme torique
induit par la subdivision T'*(f) de R2, (resp. I*(f)g de I'*(f)) et Sg le transformé strict de
S(p, hq) associé au morphisme 7 := 7g o mpr Par abus de notation, on note 7 : Sg — S(p, hq)
la restriction du morphisme 7 : X (I'*(f)g) — A} a Sg.

Soit k, un entier £k > 1. Pour un ensemble d’entiers m; > 2, 1 < ¢ < k, on note
[mq;ma;---;my| la fraction continue définie de la fagon suivante :
1

1

[my) = my, [Mmg_1;my] == mp—1 — — et [my;me;---;my] i =my — ——.
my, [ma; - -+ sy

La proposition suivante est une application directe du Théoreme 6.1 de [Oka87] (voir le

Théoreme 2.5.16).

Proposition 4.2.5. Sg est une bonne résolution de S(p,hq) et son graphe dual pondéré est

une étoile a q branches identiques. Le diagramme de chaque branche est le suivant :

Eg —mi —MmM2 —ml}
ot Eg le diviseur associé au sommet central du graphe et les entiers m; > 2 (resp. lentier k)
sont définis (resp. est défini) de la fagcon suivante :
siq>petq=np+r la division enticre, 1 < r < p, alors on a

p
= [miymas -yl ;
p—r
sip>q etp=mnqg+r, la division enticre 1 <r < q (resp. n > 1), alors on a
p
——— = [myyma; -y myl.

De plus, cette résolution est minimale si et seulement si p 21 mod gq.

Corollaire 4.2.6. Si p = 1 mod q, seul le diviseur Eg n’est pas un diviseur essentiel sur

S(pa hq)

DEMONSTRATION. Soit n > 1 tel que p = ng + 1. En vertu de la Proposition 4.2.5, on a

1 1
P ng+ .

p—q (n—1)g+1

q+1

1
2

En particulier entier k est égal a n, d’ot le graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p, hy)
ang+1 sommets. D’apres la Proposition 4.2.1, il n’y a qu'un diviseur de la fibre exceptionnelle
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de 7 qui n’est pas un diviseur essentiel. D’apres le critére de contraction de Castelnuovo, ce
diviseur a une auto-intersection égale & —1.

Comme les branches du graphe dual de la résolution 7 : Sg — S(p, hq) sont identiques,
forcement le diviseur Ey a une auto-intersection égal a —1, d’ou le corollaire. O

Un polynéme g = > c.xy®2z%, o e = (e, ea,e3) et ¢. € k, est appelé non-dégénéré
par rapport a la frontiére de Newton si pour toute face compacte v de I'*(g) le polynome
8y = > ccry Cexly®2 2% est non singulier sur le tore T' := N @7k, c’est-a-dire les polyndémes
8y Oz 8y, Oy 8y, 0- 8, n'ont pas de zéro commun en dehors de 'ensemble zyz = 0.

Dans la remarque suivante, on suppose que S est une hypersurface normale de Ai, don-
née par I’équation g = 0, ol g est un polynoéme irréductible non-dégénéré par rapport a la
frontiere de Newton I'(g). De plus, on suppose que O est 'unique point singulier de S.

On considére une G-subdivision réguliere I'*(g)g de 1'éventail de Newton I'*(g). On note
7'+ X(T'*(g)g) — A} le morphisme torique induit par la subdivision I'*(g)g du cone R?éo et

X le transformé strict de S dans X (I'*(g)g). Par abus de notation, on note 7’ : X — S la
restriction du morphisme 7’ : X (I'*(g)g) — A} a X.

Remarque 4.2.7. En vertu des résultats 2.5.5, 2.5.7 et 2.5.9, on a :

- le morphisme 7’ : X — S est une désingularisation de S';

- si 'hypersurface S ne contient pas de T-orbite de dimension 1, alors le morphisme
7 X (IT*(g)g) — A} est une résolution plongée de S, c’est-a-dire 7' : X(I'*(g)g) — A}
est un morphisme propre et birationnel, 7 : X (I'*(g)g)\ (7)1 (O) — AJ\{O} est un
isomorphisme et (7')71(S) est un diviseur & croisements normaux.

On remarque que le polynome f := 2P +hy(z, y) est non-dégénéré par rapport a la frontiere
de Newton et que I'hypersurface S(p, L) ne contient pas de T-orbite de dimension 1 (voir la
Remarque 4.2.3).

Corollaire 4.2.8. le morphisme 7 : X(I'*(f)g) — A} est une résolution plongée de S(p,hy)

La proposition suivante établit une relation entre le morphisme 7 : Sg — S(p,hy) et le
morphisme o, : S¢ — S(p, hq) (voir les Propositions 4.2.1 et 4.2.5).

Proposition 4.2.9. Si p > ¢, le morphisme o, : S¢ — S(p,hq) factorise le morphisme
m:Sg — S(p,hy), c¢’est-a-dire il existe un morphisme my : Sg — S¢ tel que ™ = o, 0 .

DEMONSTRATION. Dans la preuve de cette proposition, on peut appliquer le Lemme 4.2.2
car ses hypotheses sont vérifiées.
On remarque que

(p,p,q) + (p—¢)(0,0,1)
p

et que le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (1,1,1) est régulier. Par conséquent, le
vecteur (1,1,1) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 73 N Z3, ot1 73 est
le cone engendré par les vecteurs (0,0,1) et (p,p,q) (voir la Figure 2).

(1,1,1) =

On remarque aussi que 1’éventail obtenu par I’éclatement de Newton de Ai associé a
f = 2P + hy(x,y) suivi de la subdivision élémentaire centrée en (1,1,1), coincide avec celui
obtenu par ’éclatement de Ai de centre le point O suivi de I’éclatement de Newton de Us
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associé & 2§ 7 + hq(z3,y3) (voir le Lemme 4.2.2).

Soit p = ng + r la division entiere, 1 < r < ¢. En utilisant la remarque ci-dessus et le
Lemme 4.2.2, la proposition résulte d’une récurrence sur ’entier n > 1. O

Dans la proposition suivante, on suppose que S est une hypersurface quasi-homogene de
Af’( donnée par I’équation g = 0, ol g est un polynome quasi-homogene et irréductible, que
O est 'unique point singulier de 'hypersurface S et que S ne contient pas de T-orbite de
dimension 1.

D’apres la Remarque 4.2.7, le morphisme 7’ : X (I'™*(g)g) — A; est une résolution plongée
de S. On rappelle que X le transformé strict de S dans X (I'*(g)g).

Pour p un vecteur extrémal de T*(g)g (c’est-a-dire p est un vecteur primitif d’un cone
de dimension 1 qui appartient a I’éventail I'*(g)g), on note D, l'orbite fermée associée a
p. Notons ET*(f)g 'ensemble des vecteurs extrémaux de I'*(g)g, et SeI'*(g) le 2-squelette
de I'*(g) (c’est-a-dire SoI'*(g) est la réunion des cones de dimension 2 qui appartiennent a
Iéventail Sy T*(g)).

La proposition suivante donne des équations locales pour les composantes irréductibles
de la fibre exceptionnelle de la désingularisation ' : X — S.

Dans le cas S = S(p, hq), on rappelle que Eq est le diviseur associé au sommet central du
graphe induit par .

Proposition 4.2.10. Soit p un vecteur extrémal de T*(g)g (p € ET*(g)g). Alors, on a :

i) Uintersection D p N X n’est pas vide si et seulement si p appartient au 2-squelette de
I’éventail de Newton I'*(g), c’est-a-dire p € S2T*(g) NET*(g)g ;

i) les composantes irréductibles de D p N X sont diviseurs exceptionnels du morphisme
7 X — S si et seulement si de plus p € Z?;O ;

iii) une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle de ' étant donnée, il existe
un unique p € ET*(g)g tel que EC Dp;

i) si S = S(p,hy), alors Eg = D (p,p,q) N Sg ;

v) si S = S(p,hy), alors l'ensemble formé par le vecteur (0,0,1) et les vecteurs p €
ET*(f)g tels que les composantes irréductibles de D pNSg sont diviseurs exceptionnels
de 7 est le systéme générateur minimal du semi-groupe TNZ3, ot T est le cone engendré
par les vecteurs (0,0, 1) et (p,p,q).

DEMONSTRATION. Si p est un vecteur extrémal de I'*(g)g qui appartient & une face stricte
de A, alors p est un vecteur extrémal de A. En particulier, I'intersection de S avec I’adhérence
O,y de l'orbite O, associée au cone (p) n’est pas vide et p € S2T*(g), d’ott D,NSg # 0. Le
point i) résulte de la Proposition 2.5.11.

En vertu du point 4ii) de 2.5.5 les orbites de dimension strictement positive contenus dans
le lieu exceptionnel du morphisme 7 : X (I'*(g)g) — A} sont transverses a Sg. En particulier,
si p un vecteur extrémal de A le transformé strict de O, dans X(I'*(g)g) ne contient pas
de composantes irréductibles de la fibre exceptionnelle du morphisme 7’ : X — S. Les points
ii), 11i) et iv) de la proposition résultent des Propositions 2.5.11 et 2.5.14.

Le point v) résulte des points i), ii) et de la Proposition 4.2.4. O

4.2.2. Preuve de la bijectivité de D’application de Nash. Dans cette section,
on montre la bijectivité de ’application de Nash pour les hypersurfaces quasi-rationnelles
S(p, hy), ce qui équivaut & montrer que tous les wedges admissibles se relevent a la résolution
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minimale de S(p,hy) (voir [Reg06]). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de
montrer que pour chaque diviseur essentiel E (E € Ess(S(p,hy))) tous les K-wedges admis-
sibles centrés en Ng se relevent & la résolution minimale de S(p,hq). De plus, on profite de
démontrer quelques résultats qu’on utilise dans toutes les sections de ce chapitre.

Avec le théoréme suivant on réduit le nombre de cas a étudier. Une preuve de ce résultat,
dans le cas des singularités de surfaces rationnelles, se trouve dans [P1€05].

Théoréme 4.2.11. Soient V une surface algébrique normale surk et m:Y — V la résolution
minimale de V. Supposons qu’il existe un morphisme propre et birationnel ©' : V' — V, od
V' est une surface algébrique normale sur k, tel que @ factorise w. Alors, si 'application de
Nash Ny associée a V est bijective, l’application de Nash Ny associée a V' l'est aussi.

DEMONSTRATION. On remarque que Y est la résolution minimale de V’. Si w est un K-

wedge sur V', alors 7’ o w est un K-wedge admissible sur V. Par conséquent, 7’ o w se releve
a'Y, d’ou le Théoreme. O

En vertu des résultats 4.2.1, 4.2.9 et 4.2.11, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.12. S l'application de Nash NS(p,hq) associée a Uhypersurface S(p,hy) est
bijective pour tous les entiers p > q > 3, premiers entre eux, alors l'application de Nash
Ns(p’hq) est bijective pour tous les entiers p > 2 q > 2, premiers entre euz.

Remarque 4.2.13. Dans toute la suite, on suppose que p > g > 3.

Dans la remarque suivante, S désigne 'hypersurface de la Proposition 4.2.10, E désigne
un diviseur essentiel sur S et ag désigne le point générique de Ng. On pose

(Has fhys piz) == (Ordy oy (), Ordy o (y), Ordy oy (2)) € Z2,.
On rappelle que af est un morphisme entre variétés affines, donc le comorphime af; est bien
défini.
Remarque 4.2.14. En vertu de la Proposition 3.3.11, le vecteur (fig, fty, f1-) appartient &

I'intersection de I’ensemble ET*(g)g des extrémaux de I'*(g)g avec le 2-squelette Sy I'*(g) de
I’éventail de Newton I'*(g), c’est-a-dire (g, iy, ptz) € ET*(g)g NS2 I (g).

Corollaire 4.2.15. On conserve les hypothéses et notations de la Remarque 4.2.14 et on
suppose que S = S(p,hq). Alors, le vecteur (jig, fty, jt=) appartient au systéme générateur
minimal du semi-groupe TNZ3,,, ot T est le cone engendré par les vecteurs (0,0, 1) et (p,p,q).
En particulier, on a piz = py < p, piz < q et pp, — qpz > 0.

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte de la Proposition 4.2.10 et de la Remarque 4.2.14.
O

Remarque 4.2.16. On suppose que S est une hypersurface normale de A}, donnée par
I’équation g = 0, ou g est un polyndéme irréductible non-dégénéré par rapport & la frontiere
de Newton I'(g). De plus, on suppose que O est I'unique point singulier de S. On considere
un diviseur essentiel E sur S et un K-wedge admissible, w : Spec K[[s,t]] — S, centré en Ng.
On pose

(Ne, My, Mz) = (Ord; w*(z), Ordy w*(y), Ords w*(2)).
On peut donc écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :
wr(z) = "X wi(y) =t w(z) =11,
ou x, ¢ et 1 sont des séries formelles dans K[[s,t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Alors, en vertu du Corollaire 3.1.6, si les séries formelles x,p et 1 sont inversibles, alors
le K-wedge admissible w centré en Ng se releve a la résolution minimale de S.
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Maintenant, on rappelle quelques notions et résultats techniques qui nous permettent de
montrer, dans le cas S = S(p, hy), que les séries formelles x,p et 9 sont inversibles.

ur une série non nu =D Cley,e0)S y OU C(e ep) , on défini ication
Po e série no lle €1te2 o € K, on définit les applications
suivantes :

v:RZ) = Rxo,v = vp¢:=min{v-e|e € (@)}, ot £(¢) = {(e1,€2) | Cley,e) # 0}

PPr: ]R2>0 — K[s,tl,v— ¢, = > ¢c(el,€2)3€1te2 :
FI: K[[s,t]]\{0} = Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.
Un vecteur v € R% ;) définit une graduation positive sur 'anneau K (s, t]]. Cette graduation
est appelée v-graduation. Pour une série formelle ¢, le polynéme ¢, est la partie principale
de ¢ pour la v-graduation. Le polynome ¢, est appelé la v-partie principale de ¢.

Soient ¢, ¢' € K|[[s,t]] deux séries formelles non nulles. Les séries formelles ¢ et ¢’ sont
associées (resp. non associées) s’il existe (resp. s’il n’existe pas) une série formelle I € K{[s, t]]
inversible tel que ¢ = I¢’.

Remarque 4.2.17. On conserve les hypotheses et notations de la Remarque 4.2.16. En vertu
du Corollaire 3.3.9, il existe un vecteur v € Q2>0 tel que :

FI(x) < Deg; xo = VX = Ha — 73

FI(p) < Deg; oy = vpip = iy — 1y ;

FI(w) < Degt wv = Vv'(/} = Hz — 72
De plus, x (resp. ¢, ) est inversible si et seulement si p; — 1, = 0 (resp. py —ny = 0,
pz — 1z = 0).

Dans la proposition suivante, on considere I’hypersurface S(p, hq) et on majore, en termes
des entiers p et ¢, le nombre des facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des séries
formelles x, ¢ et 1 qui sont associées au K-wedge admissible w : Spec K{[s,t]] — S(p,hq)
centré en Ng.

Proposition 4.2.18. On conserve les hypothéses et notations des Remarques 4.2.16 et 4.2.17.
De plus, on suppose que S = S(p,hy). Alors, on a :

Po— Mo <P—1, iy —ny <p—1etp—mn<q—1
En particulier, on a FI(x) <p—1, Fl(p) <p—1 et FI(¢)) < ¢ —1.

DEMONSTRATION. D’aprés la Remarque 4.2.17, si iz — 1 < p—1, pty — 1y < p—1 et
e —n, < qg—1,alors FI(x) <p—1,FI(p) <p—1et FI(¢)) < ¢g—1.

En vertu du Corollaire 4.2.15, le vecteur (j, fty, 1) appartient au systéme générateur
minimal du semi-groupe 7NZ3,, ol T est le cone engendré par les vecteurs (0,0, 1) et (p,p, q).
Par conséquent, on a p, < p,ﬁy <petpu, <gq.

Comme w est un K-wedge admissible centré en Ng, 'arc générique du K-wedge w appar-
tient & S(p,hy)’ . Par conséquent, on obtient que , > 1,7, > letn, > 1, d’olt j1—1, < p—1,
Py —ny <p—1letp,—n, <g—1 O

Remarque 4.2.19. Soit S 'hypersurface de la Remarque 4.2.16, c’est-a-dire S est une hyper-
surface normale de Ai ayant O comme unique point singulier et qui est donnée par ’équation
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g = 0, ou g est un polynome irréductible non-dégénéré par rapport a la frontiere de New-
ton I'(g). On considere un diviseur essentiel E sur S et un K-wedge w : Spec K|[s,t]] — S
admissible centré en Ng. On note

(M2, 71y, M2) = (Ord w*(2), Ord¢ w*(y), Ordy w*(2)).
Alors, en vertu du Proposition 3.3.10, le vecteur (7, 7y,7.) appartient a 'intersection de
73, avec le 2-squelette So I'*(g) de I'éventail I'™*(g).

Corollaire 4.2.20. On conserve les hypotheses et notations des Remarques 4.2.17 et 4.2.19.
De plus, on suppose que S = S(p,hq). Alors, le vecteur (1, 1y,n-) appartient au semi-groupe
TﬁZ%O, ou T est le cone engendré par les vecteurs (0,0, 1) et (p,p, q). En particulier n, = n, et
o1, —qn. > 0. De plus, si les séries formelles x,p et ¥ ne sont pas simultanément inversibles,
alors on a pn, — qng > 0.

DEMONSTRATION. Soit SgR%O le 2-squelette du cone Réo. On rappelle que 7 € I'*(f)
(resp. 7o € T*(f), 73 € T*(f)) est le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0),
(0,0,1)) et (p,p,q) (voir la Figure 2). Remarquons que Sy I'*(f) = U?:l T; U SQR%O. En vertu
de la Remarque 4.2.19, on a (1z,1y,n.) € SaI'*(f) ﬂZiO. Ce qui implique que le vecteur
(M2, My, m2-) appartient a I’ensemble U?:l T

D’apres la Proposition 4.2.4, le cone 71 (resp. 73) est régulier. Par conséquent, le semi-
groupe 71 NZ3 (resp. 72 NZ3) est engendré par les vecteurs (1,0, 0) (resp. (0,1,0)) et (p,p, q).
En particulier, si (a,b,c) € 71 NZ3, (resp. (a,b,c) € 2 NZ3,), alors p<a,p<betqg<c.

On rappelle que le vecteur (jiz, jty, (1) appartient au systeme générateur minimal du semi-
groupe 73 N Z3 (voir le Corollaire 4.2.15). Par conséquent, on a p, < p, My < petp, <q.
Comme 7, < piz < p, 1y < piy < petn, < p, < p, on obtient que le vecteur (7, ny,nz)
appartient au cone 7 = 3.

Si les séries formelles x,p et 1 ne sont pas simultanément inversibles, alors pn, —qn, # 0,

car si pn, — qne = 0, alors (1z, Ny, Nz) = (Ha, fy, p=) = (P, P, q), d’out les séries formelles x, ¢
et ¢ sont inversibles (voir la Remarque 4.2.17). O

Dans toute la suite de cette section, on se restreint au cas des hypersurfaces S(p, hq), out
les entiers p > g > 3 (voir la Remarque 4.2.13) sont premiers entre eux, c’est-a-dire, dans
toute la suite, on a :

E est un diviseur essentiel de S(p,hy), p > ¢ > 3;

w : Spec K{[s,t]] = S(p,hy) est un K-wedge admissible centré en Ng ;

ag est le point générique de Ng et (fig, fiy, ft2) := (Ord; ofy (), Ord; o (y), Ord; oy (2)) ;
- wr(z) =ty wi(y) =t ; w(z) = "=, ol x, ¢ et 1 sont des séries formelles dans
K{[s,t]] qui ne sont pas divisibles par t.

Soit Ty, ) (resp. F(p,q)) I’enveloppe convexe de 7/ N Z2>0, ou 7’ est le cone engendré par
(0,1) et (g, 1) (resp. (0,1) et (p,q)). La figure suivante donne une idée intuitive de la forme

du polyedre I’ ,..)-

Proposition 4.2.21. Soient (a1,b1) et (a2,b2), a1 < ag, les coordonnés des sommets d’une
face compacte du polyedre I',,, ..y et L la droite qui joint les points (a1,b1) et (a2, ba). Alors la

pente de la droite L est positive et strictement plus petite que %. De plus I = T'ﬂF(nq),

NI7MZ)
ou 7' est le cone engendré par les vecteurs (0,1) et (pg, i12)-
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’6§r

192 + + -+ - - gy -

FIGURE 3. Polyedre F(#z,uz)

DEMONSTRATION. D’abord, on suppose que (fiz, it-) = (p, ¢). On note T' = T'(, ;. Comme
p > q, le vecteur (1,1) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7”7 N ZQ>O,
ot 7/ est le cone engendré par (0,1) et (p, q) (voir la Figure 3). En particulier le vecteur (1,1)
appartient a une face compacte du polyedre I'. Comme la pente de la droite qui joint les
points (0,1) et (1,1) est nulle et 1 < ¢, on obtient que la pente de la droite L est un nombre
réel positif, car ' est convexe.
En raisonnant par I’absurde, on suppose que
by g
a2 — aj p
d’ott p(by — b1) — q(az — a1) > 0. Ceci implique que le vecteur (ag — a1, by — b1) appartient
au cone 7. Or (ag,bs) = (ag — ay,ba — b1) + (a1,b1), d’olt une contradiction, car le vecteur
(ag,by) appartient au systéme générateur minimal du semi-groupe 7/ N ZQ>0.

On a T, ..y =7 NTg,g), car la pente de la droite qui joint les points (0,0) et (i, ju2)
est plus grande que 1% et les pentes des droites qui définissent les faces compactes de I'(, o)
sont strictement plus petites que ]%. O

On définit I'application suivante :

m: Loy — R (u,v) = pu — qu.

Proposition 4.2.22. Il existe un vecteur (ug,vo) € I',, ..) tel que

m(ug,vo) = inf{m(u,v) | (u,v) € F(szuz)}.
De plus on a :

i) st (pa, tbz) = (p,q), alors (ug,vo) appartient au rayon engendré par le vecteur (p,q) ;
i) si (o, p2) # (P, @), alors (uo,vo) = (K, pz).-

DEMONSTRATION. Le vecteur (g, fi-) étant fixé, on note I' =T, . ).

Géométriquement, lorsque ¢ croit depuis —oo, les droites L. := {(u,v) € R? | (—q,p) -
(u,v) = ¢} finissent par toucher le bord du polyedre I' en un point (ug,vp). On remarque
que m(ug,v9) = inf{m(u,v) | (u,v) € I'} et que l'ensemble M := {(u,v) € T' | m(u,v) =
m(ug, vo)} est une face ou un sommet de I'.

On rappelle que pour tout vecteur (u,v) € I' on a pv — qu > 0. Si (ug, p2) = (p,9q),
alors Lo N T est la face non compacte engendrée par le vecteur (p,q), d’ou le point i) de la
proposition. Maintenant, on suppose que (u,, i.) # (p,q). La pente de la droite L' qui joint
les points (0,0) et (g, p-) est strictement plus grande que %, donc toute droite L. pour ¢ € R

intersecte en exactement un point la droite L’. Par conséquent, le couple (ug, vg) appartient &
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une face compacte de I'. D’apres la Proposition 4.2.21, si L est une droite engendrée par une
face de I, alors la pente de L est strictement plus petite que %. Comme la pente des droites
Le, c € R, est %, on obtient que ’ensemble M est un sommet de T'.

Soit nr le nombre de faces compactes de I'. On rappelle que I est I’enveloppe convexe de
' NZ2%,, ou 7’ est le cone engendré par les vecteurs (0,1) et (ug, p.). Alors, il existe deux
suites d’entiers

O=ap<ar - <ap. =pg et 1 =0by<by - <by. = s,
tels que les couples (a;, b;), 0 < i < np, sont les coordonnées des sommets consécutifs de T'.
Pour 1 < i < np, on note L; la droite qui joint les points (a;—1,b;—1) et (a;, b;) et posons

¢; (resp ¢g) le réel tel que la droite L., (resp. L,) intersecte la droite L; (resp. L1) au point

(@i, b;) (resp. (0,1)).
En vertu de la Proposition 4.2.21, on a ¢; < ¢;—1, pour tout 1 < ¢ < np (la pente de la

droite L;, 0 < i < nr, est positive et strictement plus petite que %). Comme m(a;, b;) = ¢,
pour tout 0 < i < np, on obtient que m(ug, 1) < m(a;, b;), pour tout 0 < i < np — 1. Ceci
acheve la preuve de la proposition. O

Proposition 4.2.23. Le vecteur (1,,7.) appartient au polyedre I',, , ).

DEMONSTRATION. En vertu du Corollaire 4.2.20 le vecteur (n,,7,) appartient au cone
7" engendré par les vecteurs (0,1) et (p, q). Par conséquent, le vecteur (n,,7,) appartient au
polyedre ', ).

En raisonnant par I’absurde si le vecteur (7, 7.) n’appartient pas au polyedre I'(,, ..y,
alors ce vecteur appartient a l'intersection € du cone 7” et l'intérieur du triangle définit
par les vecteurs (0,0), (ptz,tz) et (4, 0) car e < pz, M2 < pe et Ty, .y est Uenveloppe
convexe de 7' NZ2), ot 7’ est le cone engendré par les vecteurs (0, 1) et (i, p.). Mais d’apres
la Proposition 4.2.21, U'intersection du polyedre I'¢, .y et 'ensemble (2 est vide, d’ou une
contradiction. O

On rappelle qu’on veut montrer que les séries formelles x, ¢ et ¥ sont inversibles (Re-
marque 4.2.16). Le résultat suivant est une réduction du probleme.

Proposition 4.2.24. St x ou ¢ est une série formelle inversible, alors les séries formelles
X, ¢ et P sont inversibles

DEMONSTRATION. D’apres les résultats 4.2.15, 4.2.20 et la Remarque 4.2.17, on obtient
que la série x est inversible si et seulement si ¢ est inversible. Supposons que x soit inversible,
on a donc p, = 1, (Remarque 4.2.17). Comme on a 1, < p, et 19y = fiy, o0 a pn, — qNy <

Ptz — qiz. En vertu des Propositions 4.2.22 et 4.2.23, on obtient que u, = 7,. La proposition
résulte de la Remarque 4.2.17. O

Soit hq(z,y) = [T (aiz + biy) la décomposition en facteurs irréductibles de hy. Le K-
wedge w doit satisfaire I’équation 2P = —hq(x,y) donc :

== depP = —hg(x, p) = — [T v, ol 3 = aix + bigp.
Les combinaisons linéaires de x et ¢ données par les ~; plus '’hypothese sur les facteurs
irréductibles de hy permettent de montrer le lemme suivant.

Lemme 4.2.25. Soit A :=p.g.c.d(71,72). Alors p.g.c.d(m, ;) = Aij, ot I;j est inversible
pour tous les entiers 1 < i < j < q. De plus, si A\ est inversible, alors x, ¢ et ¥ sont
inversibles.

DEMONSTRATION. Soit Ag := p.g.c.d(%g, ), Ol o et jo sont deux entiers tels que
1 <ig < jo < q. Si Ag n’est pas inversible, alors g divise x et . Par conséquent, Ay divise
p.g.c.d(,7;) pour tous les entiers i, j tels que 1 < i < j < g. Ce qui acheve la premiere
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partie du lemme.

Pour la deuxieme partie de la proposition on suppose que la série formelle X est inversible.

Raisonnons par ’absurde. En vertu de la Proposition 4.2.24, les séries x et ¢ ne sont pas
inversibles. Par conséquent, la série v;, 1 < i < g, n’est pas inversible. On rappelle que les
séries formelles y, ¢ et 1) satisfont la relation suivante :

=P = —hg(x, ) = = [T{2; %, ot % == aix + bigp.

Comme x et ¢ ne sont pas divisibles par ¢, t divise v; si et seulement si ¢ ne divise pas ;
pour tout j # i. Quitte a re-numéroter les ~;, on peut supposer que tP7=~7"%= divise ;. Soit
Ny = — P WAt

Comme p. g.c.d(vi,7;) est inversible pour tout 2 < i < j < g, la série formelle v} []7_, v
a au moins ¢ — 1 facteurs irréductibles deux a deux non associés.

Comme 9P =~} T[], 7i, la série formelle v{ []%_, 7 est le produit de ¢ — 1 puissances de
séries formelles irréductibles deux & deux non-associées, car FI()) < ¢—1 (Proposition 4.2.18).
Par conséquent, on obtient que 7} est inversible, que la série v;, 2 < i < ¢, est une puissance
d’une série formelle irréductible et que ¥ = H?;ll i, ou les 1); sont des séries formelles
irréductibles deux & deux non associées. Par conséquent, on peut supposer que ;11 = ¢F';
pour 1 < i < g—1, ou les séries formelles I; sont inversibles. Comme v; = a;x+b;p, 1 <1 < g,
et ¢ > 3, il existe deux constantes a,b € K telles que

Pz =zl = I P + bIL.

On rappelle qu'une série formelle dans K[[s,t]] est inversible si et seulement si elle 'est
dans K[[s,t]], o K est la cloture algébrique de K. Soient .J; et Jp deux séries formelles
inversibles dans K|[s,t]] telles que J¥ = aly et JJ = bls. Ainsi, on obtient que :

tpnz—qnz% = le(z]ﬂ/)l + wiJ2¢2)v

ol les w; sont les racines p-iemes de 'unité. Mais 7] est inversible et pn, —qn, > 0 (Proposition
4.2.20), donc 11 et 19 sont inversibles ou divisibles par ¢, ce qui est absurde. O

La proposition suivante acheve la preuve du Théoreme 4.1.1 (voir la Remarque 4.2.16).
Proposition 4.2.26. Les séries formelles x, ¢, ¥ sont inversibles.

DEMONSTRATION. En raisonnant par I’absurde, on suppose les séries formelles y, ¢ et 1)
non toutes inversibles. D’apres le corollaire 4.2.20, on a pn, — gn, > 0.

On rappelle que les séries formelles x, ¢ et i satisfont la relation suivante :

P e P = —hy(x, ) = — [I{; v, ot v = aix + bigp.

Comme x et ¢ ne sont pas divisibles par ¢, ¢ divise v; si et seulement si ¢ ne divise pas ;
pour tout j # 4. Quitte a re-numéroter les ;, on peut supposer que tP7=~ %= divise ;.

D’apres le Lemme 4.2.25, il existe des séries formelles 7, telles que :
y1 = =PIl X et y; = A pour 2 < i < g,

ot A n’est pas inversible et p.g.c.d(v’,7’j) est inversible pour 1 <i < j <gq.
Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition 4.2.26.

Dans toute la suite v, désigne le vecteur de la Remarque 4.2.17.
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Lemme 4.2.27. Le v-ordre de A\ est iy — 1y, ¢’est-a-dire vy = piy — 1)y

D’abord, finissons la preuve de la Proposition 4.2.26. On rappelle que 1, = 1, < p; =
ty < p, e < pp < g (voir le Corollaire 4.2.15) et que (1;,7.) appartient a l'enveloppe
convexe I'(,. ) (voir la Proposition 4.2.23) de 'ensemble 7' N Z2>0, ol 7/ est le cone engen-
dré par (0,1) et (ug,pz). Soit v/ =[]}, dou P = 4/A% D’apres le Lemme 4.2.27, on
a vy = pus — quge — (pn. — qne). Par définition v,y > 0. Or v,y' > 0 si et seulement si
(NzyM2) = (i, 1) (Proposition 4.2.22), d’ou une contradiction. En effet, si (7, 7,) = (pa, 142),
alors les séries formelles y, ¢ et ¥ sont inversibles (voir la Remarque 4.2.17 et la Proposition
4.2.24).

Démonstration du Lemme 4.2.27 On rappelle que v; = a;x + by pour 1 < i < g. Alors,
il existe au plus un 1 < g < g tel que les v-parties principales x,, ¢, satisfont la relation
@iy Xv + bigpy = 0. En particulier on a v,,y; = py — 1z pour tout 1 < i < q tel que i # ip. Par
conséquent, vy < iy — Ny.

Si vyA < gy — 1y, alors vy, > 0, pour tout 2 < ¢ < ¢. Ceci implique que les 7/, pour
2 <1 < g, ne sont pas inversibles.

Comme p. g.c.d(v’,7’j) est inversible pour tous les entiers 4, j tels que 2 < i < j < g,
la série formelle 4/ = [[?_, 7/ a au moins ¢ — 1 facteurs irréductibles deux & deux non asso-
ciés. Comme on a 1P = '\, la série formelle 4" est le produit de ¢ — 1 puissances de séries
formelles irréductibles non-associées, car FI(1)) < ¢ — 1 (Proposition 4.2.18). Par conséquent,
on obtient que 7} est inversible, que la série v/, 2 < i < ¢, est une puissance d’une série
formelle irréductible, que ¢ = Hf;ll ¥, ou les 1; sont des séries formelles irréductibles deux
a deux non associées, et que p, — 1, = ¢ — 1. De plus, on a (jz, fty, pt) = (p,p,q). Ceci
implique que p 1 mod g, car si p =1 mod g, alors le diviseur Eg = Dy, , ) NSg n’est pas
un diviseur essentiel (voir la Proposition 4.2.10 et le Corollaire 4.2.6).

p,p,q

On rappelle qu'une série formelle dans K[[s,?]] est inversible si et seulement si elle est
inversible dans K{[s, t]], o K est la cloture algébrique de K. Dans la suite on suppose que
le corps K est algébriquement clos.

On fixe un entier 1 < i < ¢ — 1 quelconque. On peut donc supposer que ¥ = ~/, A7,
olt €\ = H?;l Aj, €9 =1 et p.g.c.d()\j, Ay) est inversible pour tous les entiers j, j' tels que
1 <j<j <q—1 Comme 1; est irréductible et v, n’est pas inversible, il existe deux
entiers [; > 1 et m; > 0 tels que 71{—1—1 = Il-zpli et \; = Ii_lwf”, ou I; est une série formelle
inversible. Comme v,0; = 1, on a v, \; = my, Y = li et l; + gm; = p.

Comme (fig, by, 1) = (P, p,q), on a tP="=9h, = —hy(xy, pv) (Remarque 4.2.17), d’ott
UyYj = Mz — Mg pour tout 1 < j < g. Par conséquent, pour tout 1 < j < ¢g—1, on a
lj = vy = vy = li, car 541 = 7,1 A. En particulier, on a m; = mj, pour tout
1 <5< q—1,carly+gmj = p. Ainsi, on obtient que v;41 = Ij¢§_m1qA, pour 1 <j3<qg—1,
ou les I; sont inversibles. Comme g > 3 et y; := a;x + b;¢, il existe deux constantes a,b € K
telles que

tpnz*qnz,yi — aIlTﬂf_mlq + bl2wg—mlq

Soient J; et Jo deux séries formelles inversibles telles que JY™ ™'Y = aly et J§™ ™9 = bl,.
Ainsi, on obtient que :

== e = TTP2™ (11 + widatde),
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ou les w; sont les racines (p — mqq)-iemes de l'unité. Mais v{ est inversible, pn, — gnz > 0 et
pZ1 mod g, donc ¥ et Y9 sont inversibles ou divisibles par ¢, ce qui est absurde. O

4.3. Preuve de la bijectivité de 1’application de Nash pour les singularités de
type Eg et E;

4.3.1. La singularité de type Eg. Dans cette section, on démontre la bijectivité de
I’application de Nash pour la singularité de type Eg, ce qui équivaut a montrer que tous les
wedges admissibles se relevent a la résolution minimale de Eg (voir [Reg06]).

Soit .S I’hypersurface normale de Ai donnée par 'équation z2 + y> + 2% = 0. L’hypersur-
face S a un unique point singulier de type Eg & l'origine de Ai.

Notons f = 22 + y3 + z%; on considere 1’éventail de Newton I'*(f) associé a f. Soit H
un plan de R? qui ne contient pas l'origine de R? et tel que l'intersection de H et R?;O soit
un ensemble compact. La Figure 4 représente l'intersection de H avec la subdivision I'™*(f)
de R?;O. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant.
On note 71 (resp. T2, 73) le cone engendré par les vecteurs (1,0, 0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et
(6,4,3).

(0,0,1)

(1,0,0) & ® (0, 1,0)

FIGURE 4. Eventail de Newton I'*(f)

Soit I'*(f)g une G-subdivision réguliére de T*(f). On note mar : X (I'*(f)) — A3 (resp.
mg : X(I'(f)g) — X(I'*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R%o
(resp. I'*(f)g de I'*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := 7g o mys.
La proposition suivante est un analogue de la Proposition 4.2.5.

Proposition 4.3.1. Sg est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E € Ess(S)) et ag le point générique de Ng. On note

(Ha, fy, ptz) := (Ord; of; (), Ord; o (y), Ord o5 (2)),
ou aof, est le comorphisme de ag.

Pour un cone 7 dans I'*(f) on note G le systeme générateur minimal du semi-groupe
TNZ3.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.15.
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Proposition 4.3.2. Le vecteur (jiz, fty, jt=) appartient & l'union de Gty et GT3, ot T (resp.
T3) est le cone engendré par les vecteurs (0,1,0) (resp. (0,0,1)) et (6,4,3) (voir la figure 4).
Autrement dit, (pa, 1y, 12) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}.

Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel E tous les K-wedges admis-
sibles centrés en INg se relevent a la résolution minimale de S.

Soit E € Ess(S) et on considére un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — S admissible centré en
Ng. On pose :

(Ne, My, Mz) = (Ordy w*(z), Ord; w*(y), Ordy w*(z)).
On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :
w*(x) = "X, wH(y) =t7ep, w*(z) =171,
ot les séries formelles x, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par ¢t. On rappelle que (1z,1y,7.) € Zio,
car w est un K-wedge admissible.

Remarque 4.3.3. En vertu de la Proposition 4.3.2, on a p, < 6, p, < 4 et p, < 3. En
particulier, on a n; <6, 17y <4etn, <3, car Ny < g, Ny < iy et 0. < .
Le K-wedge w doit satisfaire équation 22 4+ y3 + z* = 0, d’ou la relation suivante :

t2nxX2 + t3ny C,Og + t4172,¢4 =0.
Ce qui implique que 2 <1, <6,2<n, <4et1<n, <3.
Remarque 4.3.4. D’apres la Remarque 4.2.16, si les séries formelles y, ¢ et 1 sont in-
versibles, alors le K-wedge admissible w centré en Ng se releve a la résolution minimale de
S. En raisonnant par I’absurde, si au moins I'une d’elles n’est pas inversible on obtient deux
cas pour le vecteur (7, 1y,7.) (voir la Proposition 4.3.5), ensuite on considere chaque cas

séparément pour obtenir des contradictions (voir les Propositions 4.3.9 et 4.3.12), d’ou le cas
Eg du Théoreme 4.1.2.

On rappelle les définitions suivantes :

Pour une série non nulle ¢ := > Cleg,e0) S, OU C(¢y ¢y € K, on définit les applications
suivantes :

v:RZ) = Rxo,v = vp¢:=min{v-e|e € (@)}, ot £(¢) = {(e1,€2) | Cley ) # 0}

PPr: ]R2>0 — K[s,tl,v— ¢ = > Cley,e0) S

e-v="UVyp

FI: K[[s,t]]\{0} = Z>0, ou FI(¢) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢ comptés
avec multiplicité.

Le réel v,¢ (resp. Le polynome ¢,,) est appelé le v-ordre (resp. la v-partie principale) de ¢.

D’apres la Proposition 4.3.2 et la Remarque 4.3.3, on a :

o =N <4, py =1y <2 et pz — 1, < 2.
En vertu de la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles
comptés avec multiplicité des séries formelles y, ¢ et ¢ a I’aide des v-ordres. Plus précisé-
ment, il existe un vecteur v € Q2>0 tel que :
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FI(X) < Degt Xv = VoX = g — Nz < 4;
FI(¢) < Deg, vy = vpip = Hy — My < 25
FI(¢) < Degt Yy = Vpth = fz—1n2 < 2.

Sauf mention du contraire, dans toute la suite le vecteur v € Q2>0 satisfait la propriété
ci-dessus.

On remarque qu’une série formelle ¢ € K[[s, t]] est inversible dans K[[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K|[[s,t]], ou K est la cloture algébrique de K. Dans toute la suite
on suppose que le corps K est algébriquement clos.

Maintenant, on prouve la premiere des trois propositions qu’on a anticipé dans la Remar-
que 4.3.4.

Proposition 4.3.5. S’il existe au moins une série formelle parmi les séries x, @, ¥ qui n’est
pas inversible, alors le vecteur (nz,1my,7.) € Z?;O satisfait une des relations suivantes :

i) 20 = 3ny et e < 212 ;

) Ny = 21, et 20y < 31y.

DEMONSTRATION. Soit SQR%O le 2-squelette du cone R%o- On rappelle que 71 € T'*(f)
(resp. 7o € T*(f), 73 € T*(f)) est le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0),
(0,0,1)) et (6,4,3) (voir la Figure 4). Remarquons que Sy I'*(f) = U?Zl 7 U SQR?éO.

En vertu de la Remarque 4.2.19, on a (1, 7y, 71:) € S2 I*(f) NZ2,. Ce qui implique que le
vecteur (1), 1y,1.) appartient a I’ensemble U?:1 i

On remarque que (1, 7y, 7;) # (6,4,3). En effet, si (1, ny,n.) = (6,4, 3) alors (93, 17y, 1:) =
(Ha, fy, ptz) (voir la Remarque 4.3.3), d’ou les séries formelles x, ¢ et ¢ sont inversibles (Re-
marque 4.2.17). Ceci rentre en contradiction avec les hypotheses de la Proposition 4.3.5. Par
conséquent, le vecteur (7, 1,,7,) appartient a ’ensemble U?Zl 70 ot Tio est I'intérieur relatif

7
du cone 7, 1 < i < 3.

Par un calcul direct, on montre que le cone 77 est régulier. Par conséquent, le semi-groupe

71 NZ? est engendré par les vecteurs (1,0,0) et (6,4,3). En particulier, si (a,b,c) € 71 NZ3,

alors 6 < a, 4 <bet 3 <c. Ce qui implique que le vecteur (7, ny,7.) appartient a I’ensemble
Tg U Tg.

Si (nz, 7y, n.) appartient a 'ensemble 739 (resp. 73), alors 1, = 21, et 21, < 3n, (resp.
2n, = 3ny et 1y < 2n,), d’out la proposition. O

Maintenant, on démontre quelques résultats techniques.

On rappelle que le K-wedge w doit satisfaire 'équation 22 + y> 4+ 2% = 0, d’ot1 la relation
suivante :

(41) t277.r X2 + t377y @3 + t4772¢4 —0.
Cette relation est utilisée dans plusieurs endroits de la démonstration du Théoreme 4.1.2.

Lemme 4.3.6. Si le vecteur (g, by, pt2) est égal au vecteur (6,4,3), alors les v-ordres des
séries formelles t"=y 4 it>1=4)? et t"=y — it>1=4)? sont égaux ¢ 6, c’est-a-dire :
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v (£ x + it?p?) = vy (7 x — it*21h?) = 6.

DEMONSTRATION. Dans ce cas, on a v, (1272 x2) = v, (13 ¢?) = v, (t4729)*) = 12, donc les
v-parties principales y., @, et 1, satisfont la relation suivante (voir la Relation (4.1)) :

£33 4 (87 + 2190 (87 X — it*197) = 0.
La relation ci-dessus implique que (¢"= x,, +it2"=1)2) (7= x, —it?721)2) # 0 et par conséquent,
on obtient que les v-ordres des séries formelles 7=y 4 it?7=9)2 et t"=y — it2"=1)? sont égaux A
6, car les v-parties principales t"=x,, + it?"=9)2 et t"=y,, — it?"29)2 sont différentes de zéro et les
v-ordres des séries formelles 7=y et t*721)2 sont égaux & 6. U

Lemme 4.3.7. S’il existe une série formelle irréductible \ qui divise x,p, et 1, alors \?
divise .

DEMONSTRATION. On suppose que A divise x, ¢, et 1. Soient x = Ax1, ¢ = Ap; et
1 = M. Alors au moyen de la Relation (4.1) on obtient la relation suivante :

2103 T + AT + 112N = 0,
ce qui implique que A divise x1. En particulier A\ divise ¢;. O

Lemme 4.3.8. Si la série formelle ¢ est inversible, alors les séries formelles x et ¢ sont
tnversibles.

DEMONSTRATION. Raisonnons par I’absurde. On suppose que ¢ est inversible et que x

ou 1 n’est pas inversible.

D’apres la Proposition 4.3.5, on a deux possibilités pour le vecteur (1, 7y,7:) :
1) my = 2n; et 2n; < 3ny;
2) 21, = 3ny et Ny < 21,

Cas 1). On suppose que : 7, = 21, et 21, < 31,.

D’apres la Relation (4.1), on a :

£330 o3 4 (x + i) (x — ?) = 0.
On remarque que ¢ divise x + 22 si et seulement si ¢ ne divise pas y — i1)? car ¢ ne divise
pas x et . On peut donc sans perte de généralité supposer que t37 2= divise x + i1)?.

Si la série formelle ¢ est inversible, alors la relation #37v =213 + (y + i9p?)(x — irp?) = 0
équivaut au systeme de relations suivant :

2 = x i, I = —x o+
ot I1, et I sont deux séries formelles inversibles de K|[[s,]] telles que I Is = 3. Alors, les
séries formelles x et v sont inversibles, d’ou la contradiction.

Cas 2). On suppose que : 21, = 31, et 1, < 27,.
Comme 27, = 3n,, on obtient que 7, (resp. n,) est divisible par 3 (resp. 2). Par con-

séquent, on a (1z,71y) = (3,2) et 2 <1, <3, car2<1, <6,2<1n,<4,1<n, <3 (voir la
Remarque 4.3.3) et 1, < 27,.
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On rappelle que (g, py, 1t2) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2), (6,4, 3)}. Comme la série formelle
x ou la série formelle ¢ n’est pas inversible, le v-ordre v,x ou le v-ordre v,y n’est pas nul
(voir Remarque 4.2.17). Alors, on a (pg, fy, it2) € {(4,3,2),(6,4,3)}, dou 1 < pyy —my < 2.
Par conséquent, la série formelle ¢ n’est pas inversible, ce qui est une contradiction. O

Maintenant, on considere le cas i) de la Proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.9. On suppose que 21, = 3n, et 1, < 2n,. Alors, les séries formelles x, ¢
et 1 sont inversibles.

DEMONSTRATION. Raisonnons par 1’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
¢ n’est pas inversible. D’apres la Remarque 4.2.17, on a py, — 1, > 1.

Comme 27, = 3n,, on obtient que 7, (resp. 7,) est divisible par 3 (resp. 2). Par con-
séquent, on a (7y,1my) = (3,2) et 2 <1, <3, car2<1n, <6,2<1n,<4,1<n, <3 (voir la
Remarque 4.3.3) et 1, < 27,.

On rappelle que (pa, 1y, ptz) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}. Comme 7, = 2 et
[y — 1My > 1, on obtient que (g, 1y, 112) € {(4,3,2), (6,4, 3)}. En particulier, 1 < p, —n, < 2.

D’apres la Remarque 4.2.17, le nombre de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité
de ¢ est inférieur ou égal a 2.

Au moyen de la Relation (4.1) on obtient la relation suivante :

P+ (x +it? ) (x — it* Ty = 0.

On remarque que la série formelle y + it27=~"=4)? est inversible si et seulement si la série
formelle y — it?7=~"2q)2 T’est. Par conséquent, si y + it27=~"=4)? est inversible, alors ¢ I'est. On
obtient donc que les séries formelles y + it27=""=4)2 et y — it?"=~"=4)? ne sont pas inversibles.

La série formelle ¢ n’est pas irréductible, car si ¢ est irréductible, alors ¢ divise x et ¥,
ce qui rentre en contradiction avec le Lemme 4.3.7. On a donc 1, — 1, = 2 (voir la Remarque
4.2.17), ce qui implique que (py, fty, pt2) = (6,4,3), car n, = 2. On rappelle que 2 <7, < 3 et
wy = 3, d’out la série formelle 1 est irréductible ou inversible, parce que p, —n, < 1 (voir la
Remarque 4.2.17).

Comme ¢ n’est pas irréductible, le nombre de facteurs irréductibles de ¢ est égal a 2. On
a donc deux cas :

Cas 1). La série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles irréductibles associées.
Cas 2). La série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles irréductibles non asso-

ciées.

Maintenant, on va montrer que dans ces deux cas on arrive a des contradictions, ce qui
démontre que les séries formelles y, ¢ et 1 sont inversibles.

Cas 1). On suppose que ¢ = p1p2, oll p1 et w9 sont deux séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que ¢ = @o.
D’apres la Relation (4.1), on a :

Y+ ( +at? ) (x — it?1Ty?) = 0,
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ce qui équivaut au systeme de relations suivant :

Pil = —x —it?= o2 QI = x — ity
ou I est une série formelle inversible de K[[s,t]]. En effet, le vecteur (g, py,pz) est égal
a (6,4,3), donc le v-ordre v, (x + it?"=~"24)2) est égal au v-ordre v, (x — it?7=~"=4h?) (voir
le Lemme 4.3.6), ce qui implique le systéme de relations ci-dessus. Par conséquent, on a la
relation suivante :

2itM="M=0p? = — (1 + I3,

On rappelle que la série formelle 9 est irréductible ou inversible, parce que u, —n, < 1.
Alors, la série formelle irréductible ¢y divise t?»~":, d’oli une contradiction.

Cas 2). On suppose que ¢ = pip2 olU @1 et @y sont séries formelles irréductibles non
associées.

D’apres la Relation (4.1), on a :

Prps + (x + it (x — it?1 e y?) = 0.
Au moyen des Lemmes 4.3.6 et 4.3.7 on obtient que cette relation équivaut au systéeme
de relations suivant :

90:%]-1 ==X Z't2772*7]wrl/}27 ()0312 =X itQWz*Wzr(ZJQ’

ou I, I sont deux séries formelles inversibles de K|[[s,t]] telles que I11Io = 1, d’ou

=227y = i + @l = [T3_ (o111 + wipaJa),

ou les w; sont les racines i-iemes de 'unité et Jy, Jo sont deux séries formelles inversibles
telles que J} = I1 et J3 = .

On rappelle que la série formelle v est irréductible ou inversible. Si v est inversible, alors
les séries formelles 1 et 9 sont inversibles ou divisibles par . On a donc une contradiction
dans les deux cas. Ainsi, on obtient que la série formelle ) est irréductible.

Comme t ne divise pas @1 et @2, la série formelle 9 divise 1 et @a. Par conséquent, la
série ¢ divise t, d’ou une contradiction. Ceci acheve la démonstration de la proposition. [

Les deux lemmes suivants sont trés importants dans la démonstration.

Lemme 4.3.10. On suppose que (fiz, fy, =) = (4,3,2). Alors, les séries formelles x, ¢ et 1)
sont inversibles.

DEMONSTRATION. Raisonnons par 1’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
¢ n’est pas inversible. Par conséquent, p,, — 1, > 1 (voir la Remarque 4.2.17).

En vertu de la Proposition 4.3.5, le vecteur (7, 1y, 7.) satisfait une des relations suivantes :
Ne = 21, et 20, < 3ny; 20, = 3ny et Ny < 21,

D’apres la proposition 4.3.9, si on a 2n, = 31, et 1, < 27, alors les séries formelles x, ¢ et
1 sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (1, 7y, 1) satisfait la relation n, = 2n, et 21, <
3ny. En particulier, 2 divise 7,. Ainsi, on obtient que 7, € {2,4}, car 2 <1, < p, = 4 (voir
la Remarque 4.3.3). On rappelle que p, — 1, > 1. Comme on a 1, > 2 (Remarque 4.3.3)
et puy = 3, on obtient que 7, = 2. On a donc 7, < 3, car 27, < 37n,. Ainsi, on obtient que
(Ma, My, M=) = (2,2,1). Par conséquent, on a les v-ordres suivants :
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X =2, =1, et vy, = 1.

Comme les v-ordres v,x, Vy@ et v, sont strictement positifs, les séries formelles x, ¢
et ¥ ne sont pas inversibles. De plus, les séries formelles ¢ et 1) sont irréductibles (voir la
Remarque 4.2.17).

D’apres la Relation (4.1), on a :

20 + (x + ip?) (x — ip?) = 0.
On remarque que ¢ divise y +141)? si et seulement si ¢ ne divise pas y —i1)?, car ¢ ne divise
pas Y et . On peut donc supposer, sans perte de généralité, que ¢ divise x + i1)?.

Si la série formelle ¢ divise y + i1)? et y — i1?, alors ¢ divise x et 1, ce qui rentre en
contradiction avec le Lemme 4.3.7. Comme les séries formelles y et 1) ne sont pas inversibles
et par hypothese ¢? divise x + 92, la relation 203 + (x + i?)(x — ib?) = 0 équivaut au
systeme de relations suivant :

1= x+ip?, @’ T = —x +iy?
ou I € K[[s,t]] est un série formelle inversible. Ainsi, on obtient la relation suivante :
2ip% = 2T + p*T 1.

Le corps K est algébriquement clos, donc il existe Iy € K][[s,]]* tel que I? = I. On a
donc :

(ki — t0t) (5ep + L) = P17,
ot k2 = 2i. Comme les séries formelles kv — tI; et k) + tI] ne sont pas inversibles et la série
formelle ¢ est irréductible, ¢ divise k) — t1; et ki + t1; ce qui implique que ¢ divise la série
formelle ¢1;, d’ou une contradiction car ¢ n’est pas divisible par t. O

Lemme 4.3.11. On suppose que (fig, fty, =) = (6,4,3), alors les séries formelles x, ¢ et @
sont inversibles.

DEMONSTRATION. Raisonnons par ’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8 on suppose que
© n’est pas inversible.

En vertu de la Proposition 4.3.5, le vecteur (1, 1y, 1) satisfait une des relations suivantes :

Ne = 21, et 2n, < 3ny; 21, = 3ny et ny < 21),.

D’apres la Proposition 4.3.9, si on a 2n, = 3n, et n, < 2n., alors les séries formelles
X, ® et 1 sont inversibles. Par conséquent, le vecteur (n,,ny,7.) satisfait la relation 7, =
2n, et 2n, < 3ny.

On rappelle que 2 <7, <6,2<n, <4et1l<n, <3 (voir la Remarque 4.3.3). Comme
la série formelle ¢ n’est pas inversible, on a 2 < n, < 3, car ny < p, = 4 (voir la Remarque
4.2.17).

Sion an, = 3, alors on a u, — 1, = 1. Par conséquent, la série formelle ¢ est irréductible.

D’apres la Relation (4.1), on a :
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1972 0% + (x + i) (x — iy?) = 0.
On remarque que t divise x + 1?2 si et seulement si ¢ ne divise pas y — i1)2, car ¢ ne divise
pas x et . On peut donc supposer, sans perte de généralité, que t2~27 divise y + i1)%. On a
donc le systeme de relations suivant :

eI = x + i), P = x - iy
ou 0 < j <3et I estun élément inversible de K][s, t]].
Si on a j = 3, alors la série formelle y — 92 est inversible, d’ott on a v, (x — i?) = 0. Le

Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent que le v-ordre v, (x +i1)?) est
égal & zéro, ce qui implique que le v-ordre de 1272723 est égal & zéro, d’oll une contradiction.

Sional<j <2 alors ¢ divise les séries formelles x et ¢ ce qui rentre en contradiction
avec le Lemme 4.3.7. On a donc le systeme de relations suivant :

7L = x i, QI =x — iy’

Par conséquent, le v-ordre v,(x + i1)?) (resp. le v-ordre v,(x — i?)) est égal & 9 — 21,
(resp. est égal & 3). Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on
a vp(x + i?) = vu(x — i?), ce qui implique que 7, = 3, d’olt la contradiction car 1, = 217,.
Forcément, on a donc 7, = 2.

Comme on a 7, = 2n, et 2n, < 3n, et n, = 2, on obtient que (1ny,ny,n:) = (2,2,1), d’out

t%0% + (x + %) (x — iW?) = 0.
Comme on a v, = py, — 1y = 2, la série formelle ¢ est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptés avec multiplicité, voir la Remarque 4.2.17.
Alors, pour la série formelle ¢ on obtient le trois cas suivants :
Cas 1). la série formelle ¢ est irréductible ;
Cas 2). la série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles non associées;

Cas 3). la série formelle ¢ est le produit de deux séries formelles associées.

Maintenant, on va montrer que dans chaque cas ci-dessus on obtient une contradiction,
ce qui implique que ¢ est inversible, d’ou le lemme.

On rappelle que dans le trois cas on a la relation suivante :

20 + (x + i) (x — i?) = 0.
On remarque que ¢ divise x + 22 si et seulement si ¢ ne divise pas y — i1)? car ¢ ne divise
pas x et ¢. On peut donc supposer, sans perte de généralité, que ¢2 divise y + i9)?.

Cas 1). On suppose que ¢ est une série formelle irréductible.

Si la série formelle ¢ est irréductible, alors la relation t2¢% + (x + iv?)(x — i?) = 0
équivaut au systeme de relations suivant :

o = x +i)?, @I = x - i
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ou 0 < j <3 et I est une série formelle inversible de K][[s, t]].

Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v, (x +i%?) =
vo(x — i?), ce qui implique que 2(1 + j) = 2(3 — 5) (on rappelle que le v-ordre v,p est égal
a 2), d’ou j = 1. Alors, la série formelle ¢ divise les séries formelles x et 1, ce qui rentre en
contradiction avec le Lemme 4.3.7.

Cas 2). On suppose que ¢ = @192 ol @1 et o sont deux séries formelles irréductibles
non associées.

Dans ce cas, les v-ordres v, et 1,9 sont égaux a 1, car v, = 2.

De la méme facon que dans le cas précédent, on a le systeme de relations suivant :

1 . 3—9 — — .
R R P s e e ]
ou0<j<3,0<k<3et ] estun élément inversible de K{[s,t]].

Le Lemme 4.3.6 et la propriété multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v, (x +i%?) =
vo(x — i1)?), ce qui implique que 2+ j +k =6 —j — k, d’ott j + k = 2. Pour tous les j et k
tels que j + k£ = 2, on rentre en contradiction avec le Lemme 4.3.7.

Cas 3). On suppose que ¢ = p1p2, ou Y1 et Y2 sont des séries formelles irréductibles
associées.

Comme le corps K est algébriquement clos, on peut supposer que @1 = 2. Dans ce cas,
le v-ordre v, est égal a 1.

La relation t2¢® + (x + i?)(x — i%?) = 0 équivaut a la relation :

t%of + (x + i) (x — i) =0,
et par conséquent, on obtient le systeme de relations suivant :

2T = x +ip?, o) T = x — iy,
ou 0 < j <6 et [ est un élément inversible de K|[[s,t]]. Le Lemme 4.3.6 et la propriété
multiplicative du v-ordre montrent qu’on a v,(x + i?) = vu(x — i1?), ce qui implique que
24+ j=6-—j,douj=2.0nadonc:

2ip% = —(1*1 + 11 )t
Comme K est algébriquement clos, il existe une série formelle inversible I; appartenant
a K|[[s,t]] telle que I? = I. Alors, on a :

2% = —(th +ip1 I ) (th — i1 I7 ).
Soient r := (tI; + ig@llfl) et q:= (tI; — icpllfl). Les séries formelles r et ¢ ne sont pas
inversibles car les séries formelles 17 et ¢ ne le sont pas.

Comme on a (g, 7y,1:) = (2,2,1) et (pe, fiy, pt=) = (6,4,3), le v-ordre v,,1) est égal a 2
(on remarque que u, — 1, = 2), ce qui implique que ¥ est au plus le produit de deux séries
formelles irréductibles comptées avec multiplicité (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent,
la série formelle ¥ est au plus le produit de quatre séries formelles irréductibles comptées
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avec multiplicité, ce qui implique que les séries formelles r et g sont irréductibles.

Les séries formelles r et ¢ ne sont pas associées a la série formelle ¢ parce que t ne divise
pas 1.

On obtient donc :
(th +ip I = J(th — i1 Y),

oll J est une série formelle inversible. En effet, la série formelle 7 divise 12, alors r divise v,
d’ot 72 divise ¥?. Comme r ne divise pas 1, r divise ¢q. Par conséquent, r et ¢ sont deux
séries irréductibles associées.

Ainsi, on obtient la relation suivante :

t(J — )1 =iy (J + DI

On remarque que J — 1 ou J + 1 est inversible. Si J — 1 est inversible, alors la série ¢
est inversible ou t divise (1 ; ce qui est absurde. Si J 4 1 est inversible, alors t divise 1, ce
qui est aussi une contradiction. Ceci acheve la démonstration du lemme. 0

Maintenant, on considere le cas i) de la proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.12. On suppose que 1, = 2n, et 21, < 3n,. Alors, les séries formelles x,
et P sont inversibles.

DEMONSTRATION. Raisonnons par I’absurde. En vertu du Lemme 4.3.8, on suppose que
o n’est pas inversible.

On rappelle que 2 <1, <6,2<n, <4et1l<n, <3 (voir la Remarque 4.3.3). Comme
on a 1, = 2n, et 2n, < 3n,, on obtient que (15,71.) € {(2,1),(4,2)} et que 2 <n, < 4.

On rappelle que (pz, py, 112) € {(2,2,1),(3,2,2),(4,3,2),(6,4,3)}. Comme ¢ n’est pas
inversible et 2 < n, < 4, le vecteur (pug, iy, ptz) € {(4,3,2),(6,4,3)}. En vertu des Lemmes
4.3.10 et 4.3.11, si le vecteur (ps, py, f-) appartient a 'ensemble {(4, 3,2), (6,4, 3)}, alors les
séries formelles x, ¢ et 1 sont inversibles, d’out une contradiction. O

La démonstration de la bijectivité de 'application de Nash pour la singularité de type Eg
résulte des propositions 4.3.5, 4.3.9, 4.3.12 et la Remarque 4.2.16,.

4.3.2. La singularité de type E;. La preuve de la bijectivité de ’application de Nash
pour le cas de la singularité de type E; (Théoréme 4.1.2) repose sur la construction d’une
G-désingularisation de ’éventail de Newton et sur des propriétés, pour [E;, des séries formelles
X, ¢ et 1 analogues aux séries définies pour S(p, hq) ou E¢. Dans la suite, on donne un résumé
de la preuve.

Soit S I'hypersurface normale de A} donnée par I'équation z? + y(y* + 23) = 0. L’hyper-
surface S a un unique point singulier de type E7 & l'origine de A3.

On considere 'éventail de Newton I'*(f) associé a f := 22 +y(y? + 22) et on note 7y (resp.
T2, T3) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (1,2,0), (0,0,1)) et (9,6,4) (voir la
Figure 5).

Soit I'*(f)g une G-subdivision réguliére de I'*(f). On note mar : X(I*(f)) — A (resp.
mg : X(T*(f)g) — X(I'*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R2,
(resp. T*(f)g de T'*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := g o Txr.
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(0,0,1)

T2

(1,0,0) ¢ »(0,1,0)

(1,2,0)

FIGURE 5. Eventail de Newton I'*(f)

De maniere analogue a la Proposition 4.4.2, le morphisme 7 : Sg — S est la résolution
minimale de S.

Montrer la bijectivité de 1’application de Nash Ng équivaut & montrer que, pour chaque
diviseur essentiel E, tous les K-wedges admissibles centrés en Ng se relevent a la résolution
minimale de S. Dans la suite, on donne une idée de pourquoi un K-wedge admissible centré
en Ng se releve a Sg.

Soient E € Ess(S) et w : Spec K[[s,t]] — S un K-wedge admissible centré en Ng. On
rappelle que ag est le point générique de Ng. On considere les vecteurs suivants :
(s oy, p12) := (Ordy oy (), Ordy o (), Orde afy(2)) 5
(Ne, My, Mz) = (Ordy w*(z), Ord; w*(y), Ord; w*(z)),
ol af; (resp. w*) est le comorphisme de ag (resp. de w). On peut donc écrire le comorphisme
de w de la fagon suivante :

wr(z) =t x, wr(y) =the, w*(z) =t"Y,
ou les séries formelles x, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par ¢t. Le K-wedge w doit satisfaire
I'équation 22 + y(y? + 23) = 0, d’ot1 la relation suivante :

(4.2) 21X+ £33 e oy =

Si les séries formelles x, ¢ et 1 sont inversibles, alors le K-wedge admissible w centré en
Ng se releve a Sg (voir la Remarque 4.2.16).

D’apres la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles comptés
avec multiplicité des séries formelles y, ¢ et ¢ a ’aide des v-ordres de la fagon suivant :

FI(X) < Degt Xo = VX = g — Nz < 6
FI(SO) < Degt Oy =V = [y — My < 4;
FI(¢) < Degy )y = vyt = p —m. < 3.
La proposition suivante est une propriété importante du vecteur (fig, fty, pi-). Pour un
cone 7 dans I'*(f), on note G le systéme générateur minimal du semi-groupe 7 N Z3.

Proposition 4.3.13. Le vecteur (s, fty, i) appartient a l'union GTiUGTUGT3, ot Ty (resp.
Ty T3) est le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (1,2,0), (0,0,1)) et (9,6,4) (voir la

figure 5). Autrement dit, (piq, 1y, =) € {(3,2,2),(6,4,3),(9,6,4),(7,5,3), (5,4,2),(3,3,1),(5,3,2) }.
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Si on suppose les séries x, ¢ et ¥ non simultanément inversibles, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 4.3.14. S’l existe au moins une série formelle parmi les séries x, @, ¥ qui
n’est pas inversible, alors le vecteur (ng,ny,n:) satisfait une des relations suivantes :

i) 20z = ny + 3n. et 20, < 31y ;

i) 2ng = 3ny et 21, < 30, ;

iii) 2my = 3n, et 3n, < 21);.

La Proposition 4.3.14 donne trois possibilités pour le vecteur (n,,n,,7.). Dans la suite,
on considere chaque cas séparément pour obtenir des contradictions.

Dans chaque cas du vecteur (7, 7y,7;), on peut simplifier la Relation (4.2) et on peut la
récrire comme la somme de deux termes. Ceci permet d’établir des relations entre les facteurs
irréductibles des décompositions possibles des séries y, ¢ et . L’idée est de trouver des con-
tradictions dans les différents cas de décomposition obtenus.

D’abord, énoncons le lemme suivant qui est obtenu en utilisant la Relation (4.2).

Lemme 4.3.15. Si on suppose que @ = @12, ot w1 est une série formelle irréductible, alors
la série formelle ©1 divise la série formelle po. En particulier, la série formelle ¢ n’est pas
irréductible.

Maintenant, on considere le premier cas de la Proposition 4.3.14.

Proposition 4.3.16. On suppose que 21, = 1y, + 31, et 2n, < 3n,. Alors, les séries x, @, Y
sont inversibles.

IDEE DE LA DEMONSTRATION. On remarque que d’aprés la relation (4.2), on obtient la
relation suivante :

(4.3) X2 4 32 3 4 o® = 0.

D’abord, on montre que la série ¢ est inversible, ce qui équivaut a montrer que p,, —n, = 0.
En utilisant les relations 27, = n, + 37, et 2n, < 37y, on obtient que n, > 3. En vertu du
Lemme 4.3.15 et la Proposition 4.3.13, on obtient que p, — 1, € {0, 2, 3}.

Si on suppose que fi, — 1, = 2, on obtient que 31, —2n, € {2,3}. D’apres le lemme 4.3.15,
on a ¢ = ¢, ol p; est irréductible.

Dans le cas 3n, — 21, = 2, on peut écrire la Relation (4.3) comme la somme de deux
termes qui nous permet d’établir des relations entre les facteurs irréductibles des séries ¥, ¢
et 1 et de trouver une contradiction.

Dans le cas 3n, —2n, = 3, on ne peut pas écrire de fagon évidente la Relation (4.3) comme
la somme de deux termes. Cependant, on peut considérer le changement de variable t = u?
et étudier la Relation (4.3) dans 'anneau K|[[s,u]]. Dans cet anneau, on peut écrire cette
relation comme la somme de deux termes et on traite ce cas comme le précédent.

Si on suppose que p, — 1y = 3, on obtient 31, — 2n, = 3. D’apres le lemme 4.3.15, on a
© = 3, ol 1 est irréductible. Dans ce cas, on peut écrire la Relation (4.3) comme la somme
de deux termes et on le traite comme les cas précédents.

D’apres la Proposition 4.3.13, le vecteur (uz, ty, f1-) satisfait une des relations suivantes :
i) 2z = 3y et 2uy < 3pu.;
i) 24, = 3z et 3y < 24y ;
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i) 245 = poy + 3z et 205 < 3py.
En utilisant que p, — n, = 0, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3.17. Le vecteur (jiz, jty, 1) ne satisfait pas les relations suivantes :
i) 24 = 3y et 2y < 3pz;
) 24y = 3pz et gy < 2y

En vertu du Lemme 4.3.17, on peut supposer que le vecteur (fiz, fty, it-) satisfait la relation
suivante : 2p, = iy + 3p, et 2p, < 3y,

Maintenant, en raisonnant par ’absurde, on suppose que la série x ou la série 1 n’est
pas inversible. On peut donc établir une liste de cas possibles pour les vecteurs (i, fiy, f1-) €t
(M2, My, M=) En utilisant la Relation (4.3), la Proposition 4.3.13 et les majorants du nombre
de facteurs irréductibles comptés avec multiplicité des séries formelles x et 1, on obtient une
contradiction dans chaque cas de la liste, d’ou la proposition. ]

La preuve des propositions suivantes est analogue a celle de la proposition 4.3.16.

Proposition 4.3.18. On suppose que 2n, = 3n, et 2n, < 3n,. Alors, les séries x, ¢, 1 sont
tnversibles.

Proposition 4.3.19. On suppose que 2n, = 31, et 3n, < 2n,. Alors, les séries x, ¢, ¥ sont
inversibles.

La démonstration du cas E; du Théoreme 4.1.2 résulte des propositions 4.3.14, 4.3.16,
4.3.18 et 4.3.19.

4.4. Une nouvelle preuve de la bijectivité de ’application de Nash pour les
singularités de type D,

Dans P'article [P1608] 'auteur démontre la bijectivité de 'application de Nash Ap, asso-
ciée a une singularité de type D, n > 4. Dans cette section, en utilisant les mémes méthodes
que dans les preuves des Théoremes 4.1.1 et 4.1.2, on donne une démonstration de la bijec-
tivité de application Np, différente de celle de [P1€08].

L’entier n > 4 étant fixé, soit S I'hypersurface normale de A} donnée par 1'équation

22 4 2(y? + 2" 2) = 0. L’hypersurface S a un unique point singulier de type D,,.

Comme dans la preuve des Théoremes 4.1.1 ou 4.1.2 pour prouver la bijectivité de I’appli-
cation de Nash associée a .S, on a besoin de quelques résultats sur la résolution minimale de S.

On considere 1’éventail de Newton I'*(f) associé a f := 22 + z(y% + 2" 2). Soit H un plan
de R3 qui ne contient pas I’origine de R? et tel que I'intersection de H et R3>0 soit un ensemble
compact. La Figure 6 représente l'intersection de I avec la subdivision F*(f ) de R2 . Chaque
sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal correspondant. On note 71 (resp.
T2, T3) le cone engendré par les vecteurs (1,0,0) (resp. (0,1,0), (0,0,1)) et (n —1,n —2,2).

Pour un coéne 7 dans I'*(f), on note G7 le systéeme générateur minimal du semi-groupe
7N Z3. Par un calcul direct, on obtient le résultat suivant :

Proposition 4.4.1. Le systéme générateur minimal du semi-groupe 3 N Z3 est l’ensemble
Grs={(j,j —1,2) | j € {1,2,....,n— 1}}. De plus, soit k > 2 un entier, on a :
i) Sin = 2k, alors le systéme générateur minimal du semi-groupe 1 N 7Z> est I’ensemble
Gr ={(1,0,0), (k,k—1,1),(n —1,n —2,2)} et T2 est un cone régulier.
i) Sin = 2k—1, alors le systéeme générateur minimal du semi-groupe TsNZ> est I’ensemble
G ={(0,1,0),(k—1,k—1,1),(n — 1,n — 2,2)} et 71 est un cone régqulier.
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(0,0,1)

(1,0,2)

(1,0,0) ®(0,1,0)
FIGURE 6. Eventail de Newton I'*(f)

Soit I'*(f)g une G-subdivision régulicre de T*(f). On note mar : X (I'*(f)) — A3 (resp.
g+ X(I'*(f)g) — X(I'*(f))) le morphisme torique induit par la subdivision I'*(f) de R%O
(resp. I'*(f)g de T'*(f)) et Sg le transformé strict de S associé au morphisme 7 := 7g o Tys.

La proposition suivante est un analogue de la Proposition 4.2.5.
Proposition 4.4.2. Sg est la résolution minimale de S.

Soient E un diviseur essentiel sur S (E € Ess(59)) et ag le point générique de Ng. On note

(fa, oy, pbz) := (Ords afg(x), Ords o (), Ordy af,(2)),
ou af est le comorphisme de ag.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.15.

Proposition 4.4.3. Soit k un entier, k > 2.
Sin = 2k, alors le vecteur (fz, fby, f1=) appartient a Uunion de G et GT3.
Sin =2k — 1, alors le vecteur (fiz, fiy, pi=) appartient a l'union de Go et GTs.

Démontrer que 'application de Nash bijective pour les singularités de type Dy, n > 4,
équivaut a montrer que tous les wedges admissibles se relevent a la résolution minimale de
Dy, (voir [Reg06]). Dans la suite, on montre que pour chaque diviseur essentiel E tous les
K-wedges admissibles centrés en Ng se relevent a la résolution minimale de S.

Soit E € Ess(S) et on considére un K-wedge w : Spec K[[s,t]] — S admissible centré en
Ng. On pose :

(N5 My> M=) = (Ordy w* (), Ordy w*(y), Ord; w*(2)).

On peut écrire le comorphisme de w de la fagon suivante :

w*(x) =Ty, wr(y) = the, w(z) =7,
ou les séries formelles x, ¢, ¥ ne sont pas divisibles par t.

La proposition suivante est un analogue du Corollaire 4.2.20. On note 7° I'intérieur du
cone T € I'*(f).

Proposition 4.4.4. Soit k un entier, k > 2. S’il existe au moins une série formelle parmi
les séries x, @, ¥ qui n’est pas inversible, alors on a :

i) sin =2k, alors le vecteur (1, my,n:) appartient a lunion de 70 et 73 ;

i) sin =2k — 1, alors le vecteur (nz,ny,m.) appartient a l'union de 79 et 5.
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En vertu de la Proposition 4.4.3,on a pu, <n —1, uy <n—2et p, < 2. Comme 7, > 1,
ny=>letn,>1l,onapu, —n: <n—2,uy—ny<n—-3etp,—n, <1

D’apres la Remarque 4.2.16, si les séries formelles x, ¢ et 1 sont inversibles, alors le
K-wedge admissible w centré en N se releve a la résolution minimale de S.

En vertu de la Remarque 4.2.17, on peut majorer le nombre de facteurs irréductibles
comptés avec multiplicité des séries formelles y, ¢ et ¢ a I’aide des v-ordres. Plus précisé-
ment, il existe un vecteur v € Q2>0 tel que :

FI(X) SDethv:VvX:,U/m_na:Sn_2§
Fl(¢) < Degy oy = yp = py —1ny <n—3;
FI(T/}) < Degt Yy =) = py — 1, < 1.

Sauf mention du contraire, dans toute la suite le vecteur v € Q2>0 satisfait la propriété
ci-dessus. Le résultat suivant est un corollaire de la Remarque 4.2.17

Corollaire 4.4.5. La série formelle ¢ est irréductible ou inversible.

Maintenant, on donne notre preuve de la bijectivité de I'application de Nash pour les
singularités de type D,,.

Théoréme 4.4.6. L’application de Nash N associée a S est bijective.

DEMONSTRATION. En vertu de la Remarque 4.2.16, pour montrer que le K-wedge ad-
missible w se releve a la résolution minimale de S, il suffit de montrer que les séries formelles
X, @ et ¢ sont inversibles. En raisonnant par 1’absurde, on suppose qu’il y a au moins 'une
d’elles n’est pas inversible.

On remarque qu’une série formelle ¢ € K|[[s, t]] est inversible dans K{[s, t]] si et seulement
si elle est inversible dans K[[s,]], ot K est la cloture algébrique de K. Dans toute la suite,
on suppose que le corps K est algébriquement clos.

Le K-wedge w doit satisfaire I'équation x2 + z(y? + 2"~2) = 0, d’ou la relation suivante :

(4.4) t2nzx2 4 t277y+77z<’02¢ + t(nfl)nzwnfl -0

En vertu de la Proposition 4.4.4, on a les cas suivants :

Cas 1). le vecteur (), 1y,7,) appartient a I'intérieur 7'3? du cone 73 ;

Cas 2). l'entier n est égal a 2k, ou k est un entier supérieur ou égal a 2, et le vecteur
(N» My> M=) appartient a lintérieur 7 du cone 71 ;

Cas 3). l'entier n est égal & 2k — 1, ou k est un entier supérieur ou égal a 2, et le vecteur
(Nas My, M=) appartient & Uintérieur 75 du cone 7.

Dans chaque cas ci-dessus, on va obtenir une contradiction, ce qui acheve la preuve du
Théoreme.

Cas 1). On suppose que (1, 7y,7:) € 79. Dans ce cas, on a 1, = 2 et 1, = 1, + 1. Au
moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :
X2 + QOQT,ZJ — _tQ(n—2—ny)¢n—1'

On remarque que n — 2 — 1, > 0, car le vecteur (7, 1y,7.) appartient a I'intérieur du cone
T3.
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D’apres les Propositions 4.4.1 et 4.4.3, on a p, < 2. Par conséquent, u, —n, = 0, ce qui
implique que la série formelle ¢ est inversible (voir la Remarque 4.2.17).

Comme 1) est inversible et K algébriquement clos, il existe une série formelle inversible
Yo tel que ¥ = _1/}%7 dott
(X + o) (x — Yop) = (—1)"152("—2—%)1!,3(”*1).

Par conséquent, t divise x et ¢ ou x et ¢ sont inversibles. Ce sont des contradictions.
Cas 2). On suppose que n = 2k, olt k est un entier supérieur ou égal a 2 et (1, 1y, 7:) € T1.

Comme (7, 7y, 7.) appartient & 7 et n = 2k, le vecteur (n;,n,,7.) satisfait les relations
suivantes :

(k—1)n, =ny et 20, > (2k — 1)n,.

Comme 1 < 7, < p; < 2k —1 (voir les Propositions 4.4.1 et 4.4.3), on obtient que n, = 1,
ny =2k —1et n, > k. On a donc u, = 2. En effet, si u, =1, alors (pta, fty, p2) = (k,k—1,1).
D’apres la Remarque 4.2.17, les séries formelles x, ¢ et ¥ sont inversibles, ce qui est une
contradiction, car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins une qui n’est
pas inversible.

Au moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :
t2nz+lfnx2 + (p2w — _wnfl_

On remarque que v est irréductible car v,9 = p, —n, = 1 (voir la Remarque 4.2.17 et le
Corollaire 4.4.5) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que x = xo¢* et ¢ = pop*~1,
ol Yo et o sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

t2"7x+1—nX(2),¢ + SO% = —1.

Comme v, = 1, on obtient que v,x = vyxo¥* = vyxo+k . Comme p, < 2k—1et n, > k,
on a vy = fy — Nz < k — 1 (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent, on a v,xo < —1, ce
qui est une contradiction.

La preuve du Cas 3) est analogue a celle du Cas 2).

Cas 3). On suppose que n = 2k — 1, ou k est un entier supérieur ou égal a 2 et
(77ma77y7772) € 7—20'

Comme (ny,ny,7:) appartient & 79 et n = 2k — 1, le vecteur (n,my,n.) satisfait les
relations suivantes :

(k - 1)772' =Nz et 2771/ > (2k - 3)"7z~

Comme 1 < 7, < py < 2k — 3 (voir les Propositions 4.4.1 et 4.4.3), on obtient que 7, = 1,
Ny =k—1etn, >k—1 On adonc p, = 2. En effet, si p, = 1, alors (pa, fy, tz) =
(k—1,k—1,1). D’apres la Remarque 4.2.17, les séries formelles x, ¢ et 1 sont inversibles, ce
qui est une contradiction car on a supposé que parmi ces séries formelles il y en a au moins
une qui n’est pas inversible.

Au moyen de la Relation (4.4), on obtient la relation suivante :

X2 + t277y+2—n902¢) — 71/)71—1‘
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On remarque que ¥ est irréductible car v,9 = p, —n, = 1 (voir la Remarque 4.2.17 et le
Corollaire 4.4.5) Au moyen de la relation ci-dessus, on obtient que x = x0t)* ! et o = @o*~1,
ol o et o sont deux séries formelles qui satisfont la relation suivante :

B gy 1,

Comme v,,%) = 1, on obtient que vy, = vyot* ! = vypg + k — 1 . Comme fy <2k —3
et ny > k—1,onav,p=pu, —n <k—2 (voir la Remarque 4.2.17). Par conséquent, on a
Vo < —1, ce qui est une contradiction.

Dans le trois cas précédent, on a obtenu une contradiction, d’ou le théoreme. O
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CHAPITRE 5

Résolution du probleme des arcs de Nash pour deux familles
d’hypersurfaces de A}

5.1. Préliminaires et rappels

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V' une variété algébrique
normale sur k et 7 : X — V une désingularisation divisorielle de V.

Si ' : X’ — V est une autre désingularisation de V, alors (7')"'om : X --» X' est
une application birationnelle. Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle
de m. Comme E est un diviseur et X est une variété algébrique normale (X est une var-
iété lisse), il existe un ouvert E° de E sur lequel 'application birationnelle (')l o7 est
bien définie. Le diviseur E est appelé diviseur essentiel sur V si pour toute désingularisation
7’2 X' — V de V l'adhérence de (7') "' o (E") dans X’ est une composante irréductible de la
fibre exceptionnelle du morphisme 7. On note Ess(V') 'ensemble de diviseurs essentiels sur V.

On note Vi l'espace d’arcs sur V' (voir [Ish07] ou la Section 1.1) ). Les K-points de
Vs sont en correspondance bijective avec les K-arcs sur V. Par abus de notation, pour
a € Vo, on note « son Ky-arc correspondant, ou k., est le corps résiduel du point «. Soit
p: Voo — V la projection canonique a — «(0), ou 0 est le point fermé de Spec k,[[t]]. On pose
VS = p }(Sing V), ou SingV est le lieu singulier de V, et on note CA (V) I'ensemble des
composantes irréductibles de V2. Nash a démontré que 1'application Ny : CN (V) — Ess(V)
qui associe & C' € CN(S) 'adhérence {@(0)} est bien définie et injective, ot @ est le releve-
ment & X du point générique a de C, c’est-a-dire mo a = «. Le probléme de Nash consiste &
étudier la surjectivité de Ny .

Soit E une composante irréductible de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 : X — V.
On note Ng 'adhérence dans V., de I’ensemble suivant :

{a € Voo\(Sing V) | @(0) € E}.

On peut montrer que Ng est irréductible et que V7 = UEGESS(V) Ng. Les morphismes
w : Spec K[[s, t]] — V sont appelés K-wedges sur S. Ils sont en correspondance bijective avec
les K|[[s]]-points de V4. L’image du point fermé (resp. du point générique) de Spec K[[s]]
dans V, est appelé le centre (resp. arc générique) du K-wedge w.

Soit E un diviseur essentiel sur V. Un K-wedge w est appelé K-wedge admissible centré
en Ng si le centre (resp. arc générique) de w est le point générique de Ng (resp. appartient
a VZ). Dans [Reg06] on montre que E appartient & I'image de 'application de Nash Ny si
et seulement si tout K-wedge admissible centré en Ng se releve a X c’est-a-dire il existe un
K-wedge @ sur X tel que 1o @ = w.

Dans ce chapitre on considere deux familles d’hypersurfaces normales de Ai et on montre
que pour chaque hypersurface considérée, I’application de Nash qui I’est associée est bijective.
Chaque famille d’hypersurface considérée est le sujet d’une des deux sections suivantes.

89
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5.2. Notre premiere famille d’exemples d’hypersufaces de Aﬁ avec I’application
de Nash bijective

D’abord, on fixe les notations. Soient N := Z* muni de sa base standard {ey, ez, e3,e4} et
A := (e, e, e3,e4) le cone standard. Le dual de N, noté M, est identifié avec Z* au moyen de
la forme bilinéaire standard (e;, e;) = 6;5, 1 <14,j < 4.

On note T le tore N ®zk, z; := x% € k[AVNM], 1 < j < 4, et O la T-orbite de dimension
zéro de Aﬁ := Speck[x1, xo, 3, 24].

Soit V' I'hypersurface de Ai donnée par une équation du type :
f(z1, 22, 23, 24) 1= hg(x1, 22) + kpg (23, 24)
oup > 2, ¢ > 2 sont deux entiers et hy, kp, sont deux polynémes homogenes sans facteur

multiple. De plus, h, (resp. k,,) est de degré ¢ (resp pgq) et le polynome f n’est pas dégénéré
par rapport a la frontiere de Newton I'(f) (voir les Définitions 2.2.1 et 2.5.3).

Example 5.2.1. Le polynome f = 2§ + 24 + 287 + 219, p > 2, ¢ > 2, satisfait les hypotheses
ci-dessus. Dans ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Remarque 5.2.2. Aun automorphisme linéaire de Aﬁ pres, x1 et xo (resp. x3, r4) ne divisent
pas hy (resp. kpq).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.

Proposition 5.2.3. L’hypersurface V est normale et le point O est son unique point singulier.
De plus, V ne contient aucune T-orbite de dimension strictement positive.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoréme 5.2.4. L’application de Nash Ny associée a l'hypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V' est égal a (p — 1)q + 1.

D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V. Ensuite, on
démontre le Théoreme 5.2.4

5.2.1. Résolution de la singularité. D’abord, on fait quelques rappels. Soit g =
> cex® € k[x1,x9,x3, 4] un polynome, ou e = (e, eq,e3,e4) € ZA;O, z¢ = ai'z?xPal
et c. € k. On note £(g) 'ensemble des exposants e € Z%, dont le coefficient ¢, est non nul,
c’est-a-dire £(g) := {e € Z, | cc # 0}.

Le polyedre de Newton I'; (g) associé a g est I'enveloppe convexe de 'ensemble {e+R%, |
e € £(g)} et la frontiere de Newton I'(g) est la réunion des faces compactes de I'y (g).

On note Z(g) Iidéal de k[zy, 2,73, z4] engendré par les monomes z¢, e € T'(g) N Z4,
c’est-a-dire Z(g) := ({2¢ | e € ['(g) N Z*}).

L’éventail de Newton I'*(g) associé a g est la subdivision du cone standard A corre-
spondant & I'éclatement normalisé de Al de centre I'idéal Z(g) (voir la Définition 2.2.5 et le
Théoreme 2.2.10). Pour plus de détails, voir la Section 2.2.

En vertu des résultats 2.2.4 et 2.2.10, on obtient que I’éventail de Newton I'*(g) satisfait
la propriété suivante :

*) Soient J C {1,2,...,d} et 05 = {(n1,n2,n3,m4) € A | n; = 0ssii & J}. S'il existe

n € oy tel que hr (gy(n) = 0 (hp, (4) est la fonction d’appui associée au polyedre de
Newton I'; (g)), alors adhérence de o; dans A est un cone de I'*(g).

On rappelle qu’un subdivision réguliere ¥ de I'*(g) est appelée subdivision réguliére admis-
sible, si I'éventail 3 satisfait la propriété x), c’est-a-dire s’il existe n € o tel que hr, (4)(n) = 0,
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alors o7 € X.

Soit V' I'hypersurface définie dans la Section 5.2. D’apres les résultats 2.5.9 et 5.2.3, si &
est une subdivision réguliere admissible de I'*(f), alors le morphisme torique 7 : X () — A
associé a la subdivision réguliere admissible ¥ de I'*(f) est une résolution plongée de I'hyper-
surface V.

Maintenant, on montre explicitement une subdivision réguliere admissible de I™*(f).

La Figure 1 représente la face compacte du polyedre de Newton I'i (f), c’est-a-dire la

frontiere de Newton I'(f). On rappelle que f = hy(z1,22) + kpq(x3, 24) et que z1 et o (resp.
x3, x4) ne divisent pas hy (resp. k;q), voir la Remarque 5.2.2.

(O’ 0’ O7pq)

(¢,0,0,0) (0,0,pq,0)

(0,4,0,0)
FIGURE 1. La frontiere de Newton I'(f), ot f = hy(x1, 22) + hog(23, 24)

Soit H un plan de R* qui ne contient pas I'origine de R* et tel que I'intersection de H et
Rio soit un ensemble compact. La Figure 2 représente 'intersection de H avec la subdivision
I*(f) de RY . Chaque sommet du diagramme est identifié¢ avec le vecteur extrémal (autrement
dit, le vecteur primitif d’'un céne de dimension 1 de I’éventail I'*(f)) correspondant.

es :=(0,0,0,1)

Po = (p7pa ]-7 1)

e3 :=(0,0,1,0)

es :=(0,1,0,0)

FIGURE 2. Section de 'éventail de Newton I'*(f), ol f = hy(x1, z2) + kpg(23, 24)
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On note g, 1 < j <4, le cone de dimension 4 de I'*(f) engendré par le vecteur (p,p,1,1)
et Pensemble {e; | 1 <1i <4, i#j}.

La proposition suivante résulte d’un simple calcul.
Proposition 5.2.5. Les cones o3 et o4 sont réquliers.

De gauche a droite : la Figure 3 représente l'intersection du plan H avec une subdivision
du cone o9 et du cone o1. On rappelle que chaque sommet des diagrammes est identifié avec
le vecteur extrémal correspondant.

U2 U2

P = (p_jvp_jv]-v]-)

0<j<p-1
up := (0,0,1,0)
us := (0,0,0,1)

FIGURE 3. Subdivision des cones o1 et o9

Pour chaque paire d’entiers 1 < j < p—1et 1 <k < 2, on note oy, (resp. og;i) le cone de
dimension 4 engendré par le vecteur (0,1,0,0) (resp. (1,0,0,0)) et 'ensemble {p;_1, p;, u},
ot u1 := (0,0,1,0), ug := (0,0,0,1) et p; = (p—4,p—34,1,1).

On note o1 p—1 (resp. o2—1) le cone engendré par le vecteur (0,1,0,0) (resp. (1,0,0,0))
et Pensemble {u1,ug, pp—1}. On remarque que ensemble {0y 5, 0255 | 1 <j<p—1,1<k <
2} U {01 p-1,02 p—1,03,04} engendre un éventail, noté 3.

On rappelle la définition de G-subdivision réguliére d’'un éventail. Soient ¥’ un éventail
dans Ng et o un cone de X'. Nous appellerons G-subdivision réqulicre de o, une subdivision
réguliere de o, dont les vecteurs extrémaux sont exactement les éléments irréductibles du
semi-groupe o N N.

On dit qu’un éventail E’g est une G-subdivision réguliére de ¥’ si chaque cone de E’g est
obtenu par une G-subdivision réguliere d’un cone de ¥'. Le morphisme équivariant associé &
une G-subdivision réguliere de ¥/ est appelé G-désingularisation de X (X').

Par une simple inspection des cones de I’éventail 3, on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.2.6. L’éventail ¥ engendré par Uensemble {o1jk, 00, | 1 < j <p—1,1 <
kE<2}U{o1p-1,02p-1,03,04} est une G-subdivision réguliere de I’éventail T (f).
Soient m : X(X) — Al le morphisme torique induit par I'éventail > de la Proposition

5.2.6 et V le transformé strict de V dans X (X). Par abus de notation, on note 7 : V> Vla
restriction de w a V.
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Proposition 5.2.7. La fibre exceptionnelle de la désingularisation m : V =V est un di-
viseur a croisement normauz qui est la réunion de (p — 1)g+ 1 composantes irréductibles. Le
diagramme suivant représente la fibre exceptionnelle de m :

Eq
El,l \ EE 2 E1 f ... El,p—l
Eo 1 Eq 9 Eo 3 Eop—1

\M t ot _x/

/_ o o

Eq-1.1 Eq-1. Eq-1,3 Eq—1p-1

Eq,l E Eq73 T Eq,p—l

Les intersections EgNE;1 et E; ;NE; j41, 1 <i<¢q, 1 <35 < p—2, sont des courbes
lisses et irréductibles. De plus, les diviseurs E; ;, 1 <i <q, 1 < j <p—1 sont des variétés
rationnelles.

q,2

Remarque 5.2.8. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V'
sont exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation 7 : V — V

Démonstration de la Proposition 5.2.7. Cette proposition peut étre obtenue en utilisant
les Propositions 2.5.13 et 2.5.14. Or on va donner une preuve adaptée a notre cas.

On rappelle que le morphisme 7 : X(X) — Aj est une résolution plongée de V, d’ot la
fibre exceptionnelle de la désingularisation 7 : V — V est un diviseur a croisement normaux.
Par conséquent, les intersections Eg NE;1 et E; j;NE; j41, 1 <i<p, 1 <j <p—2sont une
réunion de courbes lisses.

On fixe un entier 1 < j < p — 1 et on considere le cone ogj2 € 3. On rappelle que 09,2
est le cone régulier engendré par les vecteurs (1,0,0,0),(0,0,0,1) , p; = (p — j,p — 4, 1,1),
pj—1=(p—7+1,p—j+1,1,1). On note U (= A}) I'ouvert torique qui est en correspondance
avec le cone ogj2.

La restriction & U du morphisme torique 7 : X(X) — A} est définie de la fagon suivante :

p—j+1, p—j p—j+1
7y2

™ |U: U— Ai) (y17y27y3ay4) = (I1,$2,$3,$4) = (y1y2 y3 yg_j>3/2937y2y3y4)‘

On remarque que U N7 1(0) = {yz = 0} U {y3 = 0}. La variété V N U est donnée par
I’équation suivante :

he(y1,1) + yg(jil)ygj kpg(1,94) = 0.

Si j = 1, Pintersection V N U N {yo = 0} est une variété irréductible et V N U N {ys = 0}
est donnée par les équations hy(yi,1) = 0, y3 = 0. Par conséquent, Vnun {ys = 0} est
la réunion disjointe de ¢ composantes irréductibles (chaque composante irréductible est as-
sociée a une racine du polynome hy(y,1)) et chaque composante irréductible est une variété
rationnelle. Soient w € k une racine du polynéome hy(y,1) et F,, la composante irréductible

de VNUN{ys = 0} associée & w. On remarque que F,, N {y2 = 0} est une courbe irréductible.

Si j > 2, les intersections VU N{y2 = 0}, VNUN{ys = 0} sont la réunion disjointe de ¢
composantes irréductibles et chaque composante est une variété rationnelle. Soit F,, (resp.
F3,, la composante irréductible de VN U N {y2 = 0} (resp. VN U N {y3 = 0}) associée & w,
ol w € k une racine du polynoéme hy(y, 1). Alors I'intersection F»,, N F3,y n’est pas vide si
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et seulement si w = w’. On remarque que Fh,, N F3,, est une courbe irréductible.

En procédant de la méme maniere sur tous les cones qui contient les vecteurs extrémaux
pj—1 et pj, on obtient la proposition. 0

5.2.2. Preuve de la bijectivité de P’application de Nash. Dans cette section, on
démontre le Théoréme 5.2.4 sur la bijectivité de I'application de Nash pour I’hypersurface
V de A} donnée par une équation du type f(z1, 22,23, 74) 1= hy(z1, 22) + kpg(23, 24), ce qui
équivaut a montrer que tous les wedges admissibles se relevent a une désingularisation de V
(voir le Théoréme 1.3.9). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que
pour chaque diviseur essentiel E (E € Ess(V)) tous les K-wedges admissibles centrés en Ng

se relevent a la désingularisation V' de la Proposition 5.2.7, ou K est une extension du corps k.
D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théoreme 5.2.4.

On note 0 (resp g) le point fermé (resp. générique) de Spec K[[t]]. Etant donné un K-arc

a : Spec K[[t]] = V, a(0) = O, qui n’est pas concentré en un hyperplan x; =0, 1 <i <4, on
note pu = (u1, o, 13, pa) € Z‘;O le vecteur principal du K-arc «, c’est-a-dire
p = (Ord; a*(z1), Ord; a*(x2), Ord; a*(x3), Ordy a*(z4)).

ol a* est le comorphisme du K-arc . On peut donc écrire le comorphisme a* de la fagon
suivante :
ar(x;) = thiag, 1 <i <4,

ou les «; sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].
Dans la proposition suivante on utilise la notation ci-dessus et de la Proposition 5.2.7.

On remarque que si un K-arc « : Spec K[[t]] — V n’est pas concentré en O, alors « se
releve a XN/, car le morphisme 7 est une désingularisation de V. De plus, si le point @(0) est le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7, alors le K-arc
a n’est pas concentré en une hypersurface de V.

Proposition 5.2.9. Soient 7 : VoV désingularisation de la Proposition 5.2.7, E une
composante irréductible de la fibre exceptionnelle de w et o un K-arc qui n’est pas concentré
en O tel que le relévement & de o a V est transverse a E. De plus, on suppose que a(0) est
le point générique de E. Alors, on a :
i) sile diviseur E est le diviseur Eg, alors le vecteur principal p du K-arc « est le vecteur
PO = (p,p, 1, 1) ’
i) si le diviseur E est le diviseur E; j, 1 <i<¢q, 1 <j <p—1, alors le vecteur principal
p du K-arc o est le vecteur p; = (p—j,p—j,1,1);

DEMONSTRATION. La proposition résulte de la Proposition 3.3.11. O

N Etant fixé une composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 :
V — V (7 est la désingularisation de la Proposition 5.2.7), on considére un K-wedge w :
Spec K|[[s,t]] — V, tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique de Ng,
noté ag, (resp. est un point qui appartient a V), et on pose

(m,n2,n3,m4) := (Ord; w*(x1), Ord; w*(x2), Ord; w*(x3), Ord; w*(x4)) € Zio,
ou w* est le comorphisme du K-wedge w. On peut écrire le comorphisme w* de la fagon
suivante :

wr(z;) =thip;, 1 <i <4,
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ou les p; sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par ¢.

On pose
(11, pi2, pi3, pra) 2= (Ordt oy (21), Ordy oy (22), Ordy oy (w3), Ordy afy(z4)),

le vecteur principal du k,,-arc o, ou k,, est le corps résiduel du point générique de Ng.

(£90)

D’apres la Proposition 5.2.9, il existe un entier 0 < j < p — 1, tel que le vecteur principal
du kq-arc ag est le vecteur (p, pi2, ps, pa) = (p — 4,p — 4,1, 1). La proposition suivante est
le résultat clé de la preuve du Théoreme 5.2.4

Proposition 5.2.10. Les séries formelles v;, 1 <1 < 4, sont inversibles.

D’abord, finissons la preuve du Théoreme 5.2.4. En vertu du corollaire 3.1.6 le K-wedge
w se releve & V. On remarque que la Proposition 5.2.10 est valable pour toute composante
irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation m : V> Vet pour tout K-
wedge w : Spec K [[s,t]] — V, tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de Ny (resp. est un point qui appartient & V). Par conséquent et d’apres la Proposition
1.3.10, on obtient que tout diviseur exceptionnel E de la désingularisation 7 : V — V est un
diviseur essentiel sur V. Le théoreme 5.2.4 résulte du Théoréme 1.3.9.

Démonstration de la proposition 5.2.10. En vertu de la Proposition 3.3.8 et le Corollaire
3.3.9, on a

Fl(pi) < py —mi, 1 < < 4,
ou FI(¢p;) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢; comptés avec multiplicité. De plus, ¢;

1 <14 < 4 est inversible si et seulement si pu; —n; = 0.

On rappelle qu’il existe un entier 0 < j < p—1, tel que le vecteur principal du k,-arc ag

est le vecteur (u1, p2, p3, pa) = (p—J,p—j, 1, 1). Par conséquent, on a ng =14 = pg = pg = 1
et les séries formelles 3, @4 sont inversibles.

Sij=p-—1,alors uy = puo = n1 = n2 = 1. Par conséquent, les séries ¢ et o sont
inversibles. Ce qui acheve la démonstration dans ce cas.

Dans la suite, on suppose que j < p — 1.

Le K-wedge w satisfait '’équation hy(x1, z2) + kpe(z3, 24) = 0, ainsi on obtient :

hq(thla t"2pg) + P4 kpq(@& @4) = 0.

Comme 1; < p; < p, i € {1,2}, on obtient que 7; = 12. Par conséquent, on a :

he(p1, @2) + Pk (03, 04) = 0.

Si mp = p, alors les séries formelles 1 et @2 sont inversibles. On peut donc supposer que

m <p.
On rappelle que hy(z1,22) est un polynome sans facteur multiple et que x1 et 2 ne le
divise pas. On peut donc écrire le polynome hy(x1, z2) de la facon suivante :

hy(z1,22) = ngl(aixl + biza),
ou a; # 0, b; # 0, pour tout 1 < i < ¢. Ainsi on obtient la relation suivante :

H§:1(ais01 + bip2) = —(p=m)a kpq (3, 1)
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On remarque que t divise a;1 + b;(p; si est seulement si ¢ ne divise pas ay 1 + by p2, pour
tout ¢ # 7. En effet, h, est un polynéme sans facteur multiple. Donc, s’il existe 1 <4, < ¢
tel que t divise a;1 + biw; et a1 + byrp;, alors t divise 1 et po. Ce qui est absurde.

Sans perte de généralité, on peut supposer que a1p1 + bigs = AP~ ot X est une série
formelle qui appartient & K[[s,t]]. Ainsi on obtient la relation suivante :

Mo (aipr + bip2) = kpg(03, 1)
Le lemme suivant est le résultat clé pour la preuve de la Proposition 5.2.10
Lemme 5.2.11. La série formelle kpy(¢3,04) est inversible.

D’abord, finissons la preuve de la Proposition 5.2.10. Comme py — 171 = po — 12, la série
formelle ¢; est inversible si et seulement si @9 1'est.

D’apres le lemme précédent, la série formelle hp, (3, ¢4) est inversible. Ce qui implique
que la série formelle A[]7_,(a;p1 + bip2) est inversible. En particulier aspr + baps est in-
versible, d’ou les séries formelles ¢ et (o sont inversibles.

DEMONSTRATION. Démonstration du Lemme 5.2.11.Soit A : Spec K|[[t]] — Spec K|[s, t]]
le morphisme induit par '’homomorphisme canonique \* : K|[[s,t]] — K[[s,t]]/(s) = K][[t]].
Alors, le morphisme o = w o A est un K-arc sur V.

Soit 7 : V = V la désingularisation de la Proposition 5.2.7. En utilisant la propriété
fonctorielle d’espace d’arcs Vi (voir le Théoreme 1.1.2), on obtient que le relevement a de
o & V est transverse au diviseur E et que a(0) est le point générique de E, car le centre du
K-wedge w est le point générique de Ng. En particulier, le K-arc « : Spec K[[t]] — V n’est
pas concentré en un hyperplan x; =0, 1 <i < 4.

On peut écrire le comorphisme o* du K-arc « de la facon suivante :
aX(z) = thia,, 1 <i<A4,

ou les a; sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On note a; le terme constant de la
série inversible oy, 1 <1 < 4.

On remarque que pour ¢ € {3,4}, on a ¢; = a; + ¢, ou ¢; € K[[s,t]], i € {3,4}, est une
série formelle non inversible, car les séries formelles 3 et ¢4 sont inversibles. Ainsi, on a :

hpq(@3, 1) = kpg(as, as) + 9,

ou ¢ € K|[[s,t]] est une série formelle non inversible. Par conséquent, la série hyq(p3, @) est
inversible si seulement si kjq(as, as) # 0.

On rappelle que d’apres la Proposition 5.2.9, il existe un entier 0 < j < p — 1, tel que le
vecteur principal du K-arc a est le vecteur (u1, 2, us, pa) = (p — j,p — 3, 1, 1).

Soit j/ = j 4+ 1 et on considere le cone o955 € 3 (voir la Proposition 5.2.6). On rap-
pelle que oy;:9 est le cone régulier engendré par les vecteurs (1,0,0,0),(0,0,0,1) , pjy1 =
(p—j—l,p—j—1,1,1) et pj=(p—j,p—13,1,1). On note U (= A}) Pouvert torique qui est
en correspondance avec le cone ogjio.

La restriction & U du morphisme torique 7 : X (X) — A} est définie de la fagon suivante :

—j p—j—1 p—j p—j—1
T o U — AL (Y1, 92, y3,y4) = (21,22, 23, 24) := (1 2yh 7 b 7yl yoys, yoysya).

On remarque que U N7~ H0) = {y2 = 0} U {y3 = 0}. La variété V N U est donné par
I’équation suivante :
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hy(y1,1) + ygjyg(j+1) kpg(1,y4) = 0.
Si j =0, le diviseur ENU est donnée par les équations suivantes :
hg(y1, 1) + y3 kpg(1,y4) = 0, y2 = 0.
Sil<j<p-—2 lediviseur ENU, 1 <i < g, est une composante irréductible de
hq(?/la 1) =0,y2=0.
Soit w; € k* la racine de hgy(y, 1), tel que le diviseur ENU est donné par les équations
Y1 = wi, y2 = 0.

Comme le K-arc a n’est pas concentré en un hyperplan z;, 1 < i <4, et @(0) € UN v,

le K-arc @ : Spec K[[t]] — U NV est un morphisme bien défini. On peut done éerire le
comorphisme a* de la fagon suivante :

a*(y;) = thiay, 1 <i <4,
ou les @; sont des séries formelles inversibles dans K[[t]] et les r; sont positifs, pour tout

1 <9 <4,

Soit a; € K* le terme constant de a;, 1 <1i < 4. Si j =1 (resp. j > 2), alors le K-arc &
est transverse au diviseur Eqy (resp. E; j)) et le point a(0) est le point générique de Eq (resp.
E; ;). Par conséquent, on a (r1,72,73,74) = (0,1,0,0) et kyq(1,a4) # 0.

En utilisant le morphisme 7, on obtient que :
a3 = Q03 et oy = Qi3Q4.
Par conséquent, on a kpq(as, as) = (a2a3)P? kye(1,a4) # 0, d’ott le lemme. O

Avec la démonstration du Lemme 5.2.11, on acheve la preuve de la Proposition 5.2.10. [

5.3. Notre deuxieéme famille d’exemples d’hypersufaces de Aﬁ avec l’application
de Nash bijective

On utilise les notations de la section 5.2. Soient N := Z* muni de sa base standard
{e1,e2,e3,e4} et A := (e1,e2,e3,e4) le cone standard. Le dual de N, noté M, est identifié avec
Z* au moyen de la forme bilinéaire standard (e;, e;) = &;j, 1 <1i,5 < 4.

On note T le tore N®gzk, zj := x% € k|[AVNM], 1 < j <4 et O la T-orbite de dimension
zéro de A} := Speck[zy, z2, T3, 24].

Soient un entier ¢ > 3 et V une hypersurface de Ai donnée par une équation du type :
f(21, 2, 23, 24) := hy(21, 2) + kg (23, 23),
ou h, et k, sont deux polynoémes homogenes de degré ¢ sans facteur multiple. De plus, on

suppose que le polynéme f n’est pas dégénéré par rapport a la frontiere de Newton I'(f) (voir
les Définitions 2.2.1 et 2.5.3) et que x3 et x4 ne divisent pas k,(r3, 23).

Example 5.3.1. Le polynome f = 2:{ + 24 +x§+xiq, q > 3, satisfait les hypotheses ci-dessus.
Dans ce cas la variété V est une hypersurface de Pham-Brieskorn.

Remarque 5.3.2. A un automorphisme linéaire de AZ prés, 71 et z2 ne divisent pas hy(z1, z2).

La proposition suivante résulte d’un calcul direct.
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Proposition 5.3.3. L’hypersurface V est normale et le point O est son unique point singulier.
De plus, V' ne contient aucune T-orbite de dimension strictement positive.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoréme 5.3.4. L’application de Nash Ny associée a Uhypersurface V est bijective et le
nombre de diviseurs essentiels sur V est égal a 2.

D’abord, on utilise la géométrie torique pour résoudre la singularité de V. Ensuite, on
démontre le Théoreme 5.3.4

5.3.1. Résolution de la singularité. Soit V I’hypersurface définie dans la Section 5.3.
D’apres les résultats 2.5.9 et 5.2.3, si ¥ est une subdivision réguliére admissible de I'*(f), alors
le morphisme torique 7 : X (X) — A} associé a la subdivision réguliere admissible > de I'*(f)
est une résolution plongée de I’hypersurface V.

Maintenant, on montre explicitement une subdivision réguliere admissible de I'*(f).

La Figure 4 représente la face compacte du polyedre de Newton I'; (f), c’est-a-dire la
frontiere de Newton I'(f). On rappelle que f = h, (21, 72) + ky(z3,23) et que z1 et o (resp.
x3, 24) ne divisent pas hy(z1,x2) (resp. ky(xs,27)), voir la Remarque 5.3.2.

(0,0,0,2q)

(q705070) (0707(]u0)

(07 q’ O’ 0)
FIGURE 4. La frontiere de Newton I'(f), ot f = hy(z1,z2) + ky(z3, 23).

Soit H un plan de R* qui ne contient pas l'origine de R* et tel que l'intersection de
H et Rio soit un ensemble compact. La Figure 5 représente l'intersection de H avec la
subdivision I'*(f) de R% ;. Chaque sommet du diagramme est identifié avec le vecteur extrémal
correspondant. B

On note g, 1 < j <4, le cone de dimension 4 de I'*(f) engendré par le vecteur (2,2,2,1)
et I'ensemble {e; | 1 <i <4, i# j}.

La proposition suivante résulte d’un simple calcul.

Proposition 5.3.5. Le cone o4 est régulier.

La Figure 6 représente l'intersection du plan H avec une subdivision des cones o1, o2 et
os. Pour chaque entier 1 < j < 3, on note o;; (resp. oj2) le cone de dimension 4 engendré
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eq :=(0,0,0,1)

PO = (27 2,2, 1)

es := (0,0,1,0)

es :=(0,1,0,0)

FIGURE 5. Section de I'éventail de Newton I'*(f), ol f = h,(x1, 72) + k4 (73, 23)

er == (1,0,0,0
€4 €4 es :=(0,1,0,0

es := (0,0,1,0

=(0,0,0,1

72 — (22,21
= (1,1,1,1

€1 €2

€2

FIGURE 6. Subdivision des cones o1, 03 et o3

par le vecteur p; et ’ensemble {po} U{e; | 1 <i <3, i#j} (resp. {e; | i # j}).

On remarque que I'ensemble {oj, | 1 < j < 3,1 < k < 2} U {04} engendre un éventail,
noté X.

Maintenant, on considere la subdivision du cone A suivante :

Soient B := {e1,e3,e3,e4} la base ordonnée canonique de N et ¥ la subdivision élémen-
taire de A centrée en u = Z?Zl e;. Pour chaque entier j, 1 < j < 4, on note B; la base
ordonnée de N obtenue en remplagant e; par u dans la base B. Soient A; := (B;j) le cone
régulier engendré par B, pour 1 < j < 4, et X5 la subdivision de ¥; obtenue en remplagant
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Ay en Xy par les cones Ay; := (Byj), ot Byj est la base ordonnée de N obtenue en remplacant
le j-ieme vecteur de By par ), i, u

On remarque que la suite de morphismes X (X3) — X (X1) — Al est obtenue en éclatant
deux points fermés.

Par une simple inspection des cones des éventails 3 et X, on obtient la proposition
suivante :

Proposition 5.3.6. L’éventail ¥ engendré par l'ensemble {oj, |1 < j < 3,1 <k <2}U{o4}
est une G-subdivision réguliére de ’éventail T*(f). De plus, ¥ et 3o sont les mémes éventails.

Soit 7 : X(X) — Aj le morphisme torique induit par 'éventail X de la Proposition 5.3.6.
D’apres les résultats 2.5.9 et 5.3.3, le morphisme 7 est une résolution plongée de V. Soit 1%
le transformé strict de V' dans X (X). Par abus de notation, on note r : V — V la restriction
demaV,

On note Y I’éventail engendré par le cone A et B; le diviseur exceptionnel de ’éclatement
X(3;) = X(%i-1), 1 <i < 2. Par abus de notation, on note B; le transformé strict de B
dans X (X2). On pose E; := B; 017, 1<4i<2.

Proposition 5.3.7. Les E; sont des variétés lisses et irréductibles et l'intersection E1 N Eq est
une variété lisse et irréductible. De plus, la fibre exceptionnelle 7=(O) de la désingularisation
7:V =V est la réunion de By et Ey. En particulier 7= 1(O) est un diviseur a croisement
noTrMau.

Remarque 5.3.8. Dans les résultats suivants, on montre que les diviseurs essentiels sur V'
sont exactement les diviseurs exceptionnels de la désingularisation 7 : V — V

Démonstration de la Proposition 5.3.7. Cette proposition est une conséquence directe
des résultats 2.5.9, 2.5.13, 2.5.14 et 5.3.6. O

5.3.2. Preuve de la bijectivité de P’application de Nash. Dans cette section, on
démontre le Théoréme 5.3.4 sur la bijectivité de I'application de Nash pour I’hypersurface
V de A} donnée par une équation du type f(z1, 2,73, 74) := hy(z1,22) + ke(x3,27), ce qui
équivaut a montrer que tous les wedges admissibles se relevent a une désingularisation de V
(voir le Théoréme 1.3.9). Notre but, dans toute la suite de cette section, est de montrer que
pour chaque diviseur essentiel E (E € Ess(V)) tous les K-wedges admissibles centrés en Ng

se relevent a la désingularisation V' de la Proposition 5.3.7, ou K est une extension du corps k.
D’abord, on donne quelques résultats techniques. Ensuite, on démontre le Théoreme 5.3.4.

On note 0 (resp g) le point fermé (resp. générique) de Spec K [[t]]. Etant donné un K-arc
a: Spec K[[t]] = V, a(0) = O, qui n’est pas concentré en un hyperplan x; =0, 1 <1i <4, on
note pu = (u1, o, 3, pa) € Zio le vecteur principal du K-arc «, c’est-a-dire

p = (Ord; a*(z1), Ord; a*(x2), Ord; a*(x3), Ordy a*(z4)).

ol a* est le comorphisme du K-arc . On peut donc écrire le comorphisme a* de la fagon
suivante :

aX(z) = thia,, 1 <i<A4,

ou les «; sont des séries formelles inversibles dans K[[t]].

Dans les résultats suivants, on utilise la notation ci-dessus et celle de la Proposition 5.3.7.
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On remarque que si un K-arc « : Spec K[[t]] — V n’est pas concentré en O, alors « se

releve a V, car le morphisme 7 est une désingularisation de V. De plus, si le point &(0) est le
point générique d’une composante irréductible de la fibre exceptionnelle de 7, alors le K-arc
«a n’est pas concentré en une hypersurface de V.

Proposition 5.3.9. Soient 7 : V >V ia désingularisation de la Proposition 5.3.7, E une
composante irréductible de la fibre exceptionnelle de m et o un K-arc qui n'est pas concentré
en O tel que le relévement a de a a V' est transverse a E. De plus, on suppose que a(0) est

le point générique de E. Alors, si E est le diviseur Eq (resp. Eq), alors le vecteur principal p
du K-arc a est le vecteur py = (1,1,1,1) (resp. po = (2,2,2,1)).

DEMONSTRATION. La proposition résulte de la Proposition 3.3.11. O

N Etant fixé un composante irréductible E de la fibre exceptionnelle du morphisme 7 :
V. — V (7 est la désingularisation de la Proposition 5.3.7), on considere un K-wedge
w : Spec K[[s,t]] — V, tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de Ng, noté ag, (resp. est un point qui appartient a V%), et on pose

(11,12, M3, M) == (Ordg w*(1), Ordy w*(w2), Ordy w*(w3), Ordy w*(w4)) € Z2,
oll w* est le comorphisme du K-wedge w. On peut donc écrire le comorphisme w* de la fagon
suivante :
wr(z;) =thip;, 1 <i <4,

ou les ; sont des séries formelles dans K[[s, t]] qui ne sont pas divisibles par t.

On pose

(1, 2, p3, pta) == (Ordy oy (1), Ordy o (w2), Ords oy (23), Ord; oy (x4)),
le vecteur principal du ko -arc ag, ou ko, est le corps résiduel du point générique de Ng.

D’apres la Proposition 5.3.9, si E est le diviseur E; (resp. Eg), alors le vecteur principal

du kg -arc ag est le vecteur (u1, po, i3, pa) = (1,1,1,1) (resp. (p1, 2, i3, pa) = (2,2,2,1).
On remarque que 1 < 1n; < u; < 2, pour tout 1 <14 < 4, en particulier ng = ug = 1.

Soient ¢ € K|[[s,t]] une série formelle non nulle et v € R%,. On rappelle que le vecteur v
induit une graduation positive sur 'anneau K{[s, t]], on note v,¢ ( resp. ¢,) le v-ordre (resp.
la v-partie principale) de ¢ (voir la Définition 3.2.1).

Le lemme suivant est un résultat technique qu’on utilise dans la preuve du Théoreme
5.3.4.

Lemme 5.3.10. Sile K-wedge w est centré en Ng,, alors il existe un vecteur v = (u,1) € Q2>0
tel que

) hq(tn1¢17tn2@2) = Deg, hq(tm(Sol)v’tm(SO?)v) = 2q,

vy kg (13, t207) = Degy k(1 (03)y, t2(0F)v) = 2q.

DEMONSTRATION. Soit A : Spec K[[t]] — Spec K{[s, t]] le morphisme induit par 'homo-
morphisme canonique \* : K{[s,t]] — K][[s,t]]/(s) = K][[t]]. Alors, le morphisme o = w o X
est un K-arc sur V.

En utilisant la propriété fonctorielle de l'espace d’arcs Voo (voir le Théoreme 1.1.2), on
obtient que le relevement @ de o & V est transverse au diviseur Eg et que a(0) est le point
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générique de Eo, car le centre du K-wedge w est le point générique de Ng,.

D’apres la Proposition 5.3.9, on peut écrire le comorphisme a* de « de la fagon suivante :
of(wi) = Moy, 1 < i <4, (p1, p2, 3, pa) = (2,2,2,1),
ou les a sont des séries formelles inversibles dans K[[t]]. On remarque qu’on a :
thi o = Ao, 1 <i <3, et ag = Ao py.
Soit a; € K* le terme constant de la série formelle «;. Alors, il existe un vecteur v =
(u,1) € Q% tel que
(Pi)o = aithi™m 1 <i < 3et (pa)y =as

En effet, il suffit de choisir v € Q2>0 tel que le nombre w soit “assez grand”.

On rappelle que 017 € ¥ est le cone engendré par les vecteurs py = (2,2,2,1), p1 =
(1,1,1,1), e = (0,1,0,0) et e3 = (0, 0,1, 0) et que la restriction du morphisme 7 : X (%) — Af
a l'ouvert U := U,,, est donnée de la facon suivante :

m:U — AL, (Y1,Y2,Y3,¥4) = (Y3ya, Y3y2y4, Yiysya, y1y4)

Lintersection de V (resp. Eg) et U est donnée par I’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :

hq(17y2) + kq(y37y4) =0 (resp. hq(l)yQ) + kq(?JS,yzL) =0et Yy = 0)

Comme le K-arc « n’est pas concentré en un hyperplan z; =0, 1 < i < 4, et @(0) € unv,

a : Spec K[[t]] — U NV est un morphisme bien défini. On peut donc écrire le comorphisme
a* de la facon suivante :

a*(y;) = tiay, 1 <i < A4,

ou les @; sont des séries formelles inversibles dans K|[[t]] et les r; sont positifs, pour tout
1< <4

Soit @; € K* le terme constant de a;, 1 < ¢ < 4. On rappelle que le K-arc a est trans-
verse au diviseur Eg et que @(0) est le point générique de Ey. Par conséquent, on obtient que
(r1,r2,73,74) = (1,0,0,0), car le K-arc a est transverse au diviseur Eg, et que hy(1,a2) # 0
et k,(ds,a3) # 0, car le point (0,2, d3,dy) est le point générique de Es.

En utilisant le morphisme 7, on obtient que :
o] = 10y, Qg = 004,
_ /\2/\ o~ _ o~ o~
a3 = 0304, ay = a104.
Par conséquent, on a :

hy (a1, az) = (a7ay)? he(1,a2) # 0,

ky(as, a3) = (@3d4)"k, (@5.33) # 0.

Comme il existe un vecteur v = (u,1) € Q% tel que (¢;)y = a;t* ", 1 < i < 3 et
(¢4)y = a4, on obtient que

(hg(t" 1, 8™ 02))u = hy(t™ (1), 172 (2)) = % hy(ar, az),

(kq(t 03, 12¢3) Ju = kq(t (03)0, 1 (01)0) = 29 kq(as, af).
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Par conséquent, on a.

vy hg(t™M 1,1 pa) = Deg, hy(t™ (1), 17 (p2)0) = 24,

vy k(£ 3, t%0]) = Deg; kq(t% (03)v, *(01)v) = 20.
Ce qui acheve la preuve du lemme. O
La proposition suivante est le résultat clé de la preuve du Théoreme 5.3.4
Proposition 5.3.11. Les séries formelles ¢;, 1 < i < 4, sont inversibles.

D’abord, finissons la preuve du Théoreme 5.3.4. En vertu du corollaire 3.1.6 le K-wedge
w se releve & V. On remarque que la Proposition 5.3.11 est valable pour toute composante
irréductible E de la fibre exceptionnelle de la désingularisation m : V> Vet pour tout K-
wedge w : Spec K [[s,t]] — V, tel que son centre (resp. son arc générique) est le point générique
de Ny (resp. est un point qui appartient a V). Par conséquent et d’apres la Proposition
1.3.10, on obtient que tout diviseur exceptionnel E de la désingularisation 7 : V — V est un
diviseur essentiel sur V. Le théoreme 5.2.4 résulte du Théoreme 1.3.9.

Démonstration de la Proposition 5.3.11. En vertu de la Proposition 3.3.8 et du Corollaire
3.3.9, on a

FI(pi) < pi —mi, 1 << 4,

ou FI(y;) est le nombre de facteurs irréductibles de ¢; comptés avec multiplicité. De plus, ¢;
1 <¢ <4 est inversible si et seulement si p; —n; = 0.

Si E est le diviseur Eq, alors le vecteur principal du k,-arc ag est le vecteur (p1, pa, i3, f14)
(1,1,1,1). Par conséquent, FI(¢;) = 0 (c’est-a-dire ¢; est inversible) pour tout 1 < i < 4.

Alors on peut supposer que E est le diviseur Ego. Ainsi on obtient que (u1, pa, i3, ft4) =
(2,2,2,1).

Comme 7y = pgq = 1, la série formelle 4 est inversible.

Raisonnons par ’absurde. On suppose que les séries formelles @1, @9 et w3 ne sont pas
simultanément inversibles. Par conséquent, il existe un entier ig € {1, 2, 3} tel que i, —ni, # 0
(voir le Corollaire 3.3.9).

D’apres la Proposition 3.3.10, le vecteur (1,192,713, 1) appartient au 3-squelette Ss I'*(f).
Comme (g1, po, ps, pa) = (2,2,2,1) et 1 < m; < p;, 1 < i < 4, les entiers 7y, 12, n3 satisfont
une des relations suivantes :

1) m=m=1etn =2;
2) m=m3=1let1<m<2;
3) m=mz=1let1<m <2

Le K-wedge w doit satisfaire '’équation h,(z1, z2) + k. (23, 23) = 0, d’ott la relation suiv-
ante :

(5.1) hy(t7 @1, 172 02) + k(1 3, %07) = 0.

On remarque que le cas 2) équivaut au cas 3), quitte & permuter les variables z1 et xs.
11 suffit donc de trouver une contradiction dans les Cas 1) et 2) pour achever la preuve de la
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Proposition 5.3.7.
Cas 1). on suppose que 71 =12 = 1 et n3 = 2.

Comme p3 = n3 = 2, on obtient que la série formelle @3 est inversible (voir le Corol-
laire 3.3.9) et que k,(t™ 3, t20%) = 2k, (¢3, ©3). En vertu du lemme 5.3.10, on obtient que
vy kg(p3,0%) = 0. Par conséquent, la série formelle k, (3, p3) est inversible (voir la proposi-
tion 3.2.3).

D’apres la Relation 5.1, on obtient la relation suivante :

hy (1, 02) + t9kg (s, 3) = 0.

On rappelle que h, est un polynéme homogene de degré g > 3 sans facteur multiple et que
x1 et g ne divisent pas hy (21, z2). On peut donc supposer que hy(z1,x2) = [ (biz1+e¢iz2),
ou b;, ¢; € k*. Par conséquent, on a :

[T (bip1 + cip2) = —tTky (03, 03).

Comme le polynome h, n’a pas de facteur multiple, les séries formelles 1 et (9 sont
inversibles ou divisibles par ¢, ce qui est absurde.

Cas 2). On suppose que n; =n3 =1l et 1 <mp < 2.

D’apres la Relation 5.1, on obtient la relation suivante :

hy (1,1 L a) + ky(p3, tp3) = 0.

On rappelle que z1 et zo (resp. x3 et x4) ne divisent pas hy(x1,x2) (resp. ky(x3,27)). On
peut donc supposer que

hq(ml,xg) = ngl(biarl + Ciajg), ou b;, ¢; € k*.

kq(23, 23) = [T (dizs + fixg), on d;, f; € kK*.

On pose v; := bjp1 +cijpat™ L et V= di§02+fi90421t, 1 <i < ¢. Ainsi on obtient la relation
suivante :

q q
(5.2) H%’ = —H%{
i=1 i=1
Le lemme suivant nous permettra de construire un systeme de relations entre les séries
formelles ;, 1 <7 <4
Lemme 5.3.12. Les séries formelles ~y; et 7., 1 <1 < q, sont irréductibles.
DEMONSTRATION. D’apreés le Lemme 5.3.10, il existe un vecteur v = (u, 1) € Q% tel que

o ( ;‘1:1 Vi) = Degt(ngl(%')v) = q et vy( ;'1:1 '7;) = Deg,( ?;1(%%) =q.

Pour tout ¢ € 1,2,..., g, les séries formelles ; et 7/ ne sont pas inversibles, car les séries
01, 1Ly, 3 et tpy ne le sont pas. Par conséquent, on a :

voyi = Degy((7i)v) = Degy(bi(p1)v 4+t ei(p2)y) = 1 et
Vv%{ = Degt((%{)v) = Deg;(di(¥3)v + tfi(@?;)v) =1,
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pour tout 1 < ¢ < ¢q. En vertu des Propositions 3.2.3 et 3.2.5, on obtient que les séries v; et
7, sont irréductibles, pour tout 1 <i < q. O

D’apres le Lemme 5.3.12 et la Relation 5.2, on peut supposer, sans perte de généralité,
que les 7; et les 7/ satisfont les relations suivantes :

vi = Iyyj, pour tout 1 < i < g,

ot les I; € K|[s,t]] sont des séries formelles inversibles telles que [[?_; I; = —1. Autrement
dit, on a le systeme suivant :

bipr + cipat™ ! — d;i L3 = fZ-L;cpZt, pour tout 1 <4 < gq, et Hle I; = —1.

Soit M la matrice du systeme ci-dessus, c’est-a-dire

by ¢ —dilh

b2 ()] *dg]g
M:=1 . . )

by ¢q —dglg

On pose

bl C1 —dlfl
M;:= by co —dal2 ],

bi C; —dz‘IZ‘

pour 3 <% < q. Le lemme suivant acheve la démonstration.
Lemme 5.3.13. Il existe 3 < i’ < q, tel que le déterminant det M, est une série inversible.
D’abord, en utilisant le Lemme 5.3.13, on montre qu’on arrive aussi & une contradiction
dans le Cas 2). Ce qui acheve la preuve de la Proposition 5.3.11.
En vertu du Lemme 5.3.13, on peut supposer, quitte & permuter les lignes de la matrice
M, que la matrice M3 est inversible. Comme on a le systeme
big1 + cipat™ ™t — dilip3 = filipit, 1 <0 <3,

et que la matrice M3 est inversible, on obtient que les séries formelles 1, 3 sont divisibles
par t. Ce qui est absurde.

Démonstration du Lemme 5.5.13. Comme le polynome hy(z1,z2) = [[L(biz1 + cixa),
by

by o est de rang 2.

b;,c; € k*, n’a pas de facteur multiple, on obtient que A :=

Raisonnons par ’absurde, on suppose que pour tout 3 < ¢ < ¢ le déterminant det M; n’est
pas une série inversible. Comme la matrice A est de rang 2, il existe \;, \; e k* , 1 <1i < g,
tels que (b;, ¢;) = Ai(b1, 1) + N;(b2, c2). Ainsi on obtient :

det M; = (bica — bacr)(dil; — Nidi 11 + Ndals),
pour tout 3 < ¢ < ¢. En utilisant le systeme
bipr + cipat™ ™t — d;L;p3 = fil;p3t, pour tout 1 < i < g,
on obtient les relations suivantes
(dil; — Nid1 Iy + NidoIo)ps = (fil; — Nifilh + M. falo)p*t, pour tout 1 <i < gq.

Comme les séries det M; ne sont pas inversibles, on obtient les relations suivantes :
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. L .
Nidvj1 + Nidago = d;ji,

Aifijr + N faja = fijis
ol j; est le terme constante de la série inversible I;, 1 < ¢ < g. Comme le polynéme k,(z,y) =

T (dix+ fiy), bi, fi € kK*, n’a pas de facteur multiple, on obtient que la matrice (31 §1>
2 Jo

est inversible. Par conséquent, pour tout i € {1,2,.., ¢}, il existe I; € k* tel que
Ji = lijr.
Comme [[?_, I; = —1, on obtient que ([[%_; l;)j{ = —1. Par conséquent, on a j; € k*.

Soient oy, @y, a;, a;, 1 < 1 < 4, et \* comme dans la démonstration du Lemme 5.3.10.

On rappelle que o117 € ¥ est le cone engendré par les vecteurs py = (2,2,2,1), p1 =
(1,1,1,1), ez = (0,1,0,0) et e3 = (0,0, 1, 0) et que la restriction du morphisme 7 : X (%) — Ag
a l'ouvert U := U,,, est donnée de la facon suivante :

T U — AL, (Y1,Y2,Y3,¥4) — (Y3ya, Y3y2y4, Yiysya, y1y4)

L’intersection de V (resp. E9) et U est donnée par I’équation suivante (resp. les équations
suivantes) :

hy(1,y2) +ke(ys, ya) = 0 (vesp. hy(1,y2) + ke(ys,y4) = 0 et y1 = 0)
En utilisant le morphisme 7, on obtient que :
ap = a§a4, ay = Q509
a3 = Qjasdy, ay =  0104.
Maintenant on considere la relation
bip1 + cipat™ t —dilpg = filipit

En utilisant le homomorphisme A* on obtient la relation suivante

(5.3) b1 + crdy — dijids — fijiag = 0.

Ce qui est absurde. En effet, on considere le polynoéme

g(x1, x2, 23, 24) = b1 + c1y2 — dij1y3 — fi1j1ya-
Comme jl S k*v onag € k[y17y27y37y4]'

Soit S I’adhérence dans V de I’hypersurface de U donnée I'équation g = 0. En vertu de
la relation 5.3, on obtient que a(0) appartient a I’hypersurface S, ou & est le relevement de
a A V et 0 est le point fermé de K[[t]].

On remarque que les diviseurs S et Ey sont transverses. Alors a(0) appartient & l'inter-

section de S et Eg ce qui est une contradiction car @(0) est le point générique de Es.
O

On a montré que dans les Cas 1) et 2) on trouve une contradiction. C’est donc que
I’hypothese faite est fausse, d’ou les séries formelles ;, 1 < ¢ < 4 sont inversibles. O
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Résumé

Soient k un corps algébriquement clos et V' une variété algébrique sur
k. Dans le but d’étudier la géométrie du lieu singulier de V', John Nash
a introduit l’espace d’arcs et les espaces de m-jets, m > 1, dans une
prépublication de 1968 qui a été publiée en 1995. Il a aussi défini une
application Ny actuellement connue sous le nom d’application de Nash,
qui associe a chaque famille d’arcs passant par le lieu singulier de V'
(composante de Nash) un diviseur essentiel sur V. Nash a démontré que
cette application est injective.

Le probleme de Nash consiste a étudier la surjectivité de I’application de
Nash. Dans plusieurs cas de variétés V, la bijectivité de Ny a été prou-
vée. Or, un exemple d’une singularité isolée d’hypersurface de A} avec
deux diviseurs essentiels et une composante de Nash a été donné dans
un article de 2003. A I’heure actuelle, déterminer I'image de ’application
de Nash reste un probleme difficile, mémes dans le cas de singularités
bien connues.

Dans cette these, on démontre la bijectivité de cette application pour
certaines familles de singularités isolées d’hypersurfaces de ’espace affine
Ai et Ai.

Mots-Clés

Arcs, wedges, espace d’arcs, probleme de Nash, singularités d’hypersur-
faces, résolution de singularités, G-désingularisations, variétés toriques,
éventail de Newton, points infiniment voisins.

Classification mathématique
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