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Résuḿe – La synth̀ese d’un filtre spatial (sonar) ou d’un diagramme de rayonnement (radar) est un sujet maintes foisétudíe. On consid̀ere le
cas d’une antenne linéaire dont le nombre d’éléments rayonnants est fixé et on veut synth́etiser un diagramme dont le lobe central est dirigé par
le travers avec un gain unité et le niveau des lobes secondaires le plus bas possible. Seul le nombre d’éléments est fix́e, on optimisèa la fois leurs
positions et les courantsà leur appliquer. A notre connaissance ce problème n’a jamaiśet́e abord́e. Pour une largeur de lobe principal raisonnable,
l’antenne optimale est une antenneà élémentśequiŕepartis et sans trou. Ce n’est que quand le lobe principal souhaité est particulìerement́etroit
que l’antenne optimale est d’ouverture plus grande et doncà trous car leśeléments sont toujours placés sur une grille ŕegulìere.

Abstract – The synthesis of optimal narrow main beam (toward broadside) low sidelobe level linear array is addressed. Only the number of
radiating elements of the linear array is constrained. Their positions and theweightings of the elements are left free. To our knowledge this
problem has never been addressed from a theoretical point of view. If the desired main lobe width is reasonably narrow with respect to the
number of elements, the optimal array has equispaced elements with no holes. It is only when the main lobe width is quite small that a larger
aperture is beneficial and that some holes appear in an otherwise equispaced array.

1 Introduction

On se place dans le cadre d’un problème de synth̀ese de dia-
gramme de rayonnement,à l’émission et dans le domaine radar.
Dans le domaine sonar et en réception, cela correspondraità la
synth̀ese d’un filtre spatial en bandeétroite et champ lointain.

On veut synth́etiser un diagramme de rayonnement optimal,
dans un sens̀a pŕeciser, en optimisant les positions et les cou-
rantsà appliquer̀a N éléments rayonnants omnidirectionnels
(mono fŕequence) sur une barrette linéaire. Si on notewk le
courant appliqúe à la sourcek dispośeeà la positionxk (me-
suŕee en longueur d’onde), le diagramme de rayonnement en
champ lointain pour une antenne linéaireàN sources est donné
par le module de

W (u) =
N

∑

1

wk exp(2iπuxk), avec u = sinϕ,

oùϕ est la direction mesurée par rapport au travers de l’antenne
linéaire.

Comme nous considérons un cas òu le diagramme souhaité
est syḿetrique par rapport au travers de l’antenne, on peut, sans
perte de ǵeńeralit́e, se restreindrèa une antenne (de géoḿetrie)
symétrique et de pond́erations syḿetriques et ŕeelleswk. On a
alors

W (u) = 2

n
∑

1

wk cos(2πuxk), si N = 2n

W (u) = w0 + 2

n
∑

1

wk cos(2πuxk), si N = 2n + 1.

Dans la suite, pour fixer les idées et simplifier les notations
nous prendrons principalement le casN = 2n et donc d’une
antenne lińeaire n’ayant pas d’élément central.

Nous consid́erons par ailleurs que le diagramme souhaité est
du type Dolph-Tchebycheff : un diagramme symétrique avec
un gain unit́e par le travers, un lobe principal plutôt étroit et
des lobes secondaires les plus bas possibles. Soitϕs la demi-
largeur du lobe principal souhaitée etus = sin ϕs, le probl̀eme
d’optimisationà ŕesoudre est

min
x, w

‖W (u)‖∞, ∀u ∈ (us, 1) sous W (0) = 1, (1)

où x désigne le vecteur dont les composantes donnent les posi-
tions en longueur d’onde de la moitié deśeléments rayonnants
(on compl̀ete par syḿetrie) etw le vecteur des pondérations
(courants)à appliquerà ceséléments. On peut remarquer la
définition sṕecifique utiliśee pour caractériser la largeur du lobe
principal, la partie du diagramme où le rayonnement excède le
niveau des lobes secondaires.

Pourx fixé, ce probl̀eme est convexe et on peut le résoudre
de façon approch́ee, mais avec une précision arbitraire, en le
transformant en un programme linéaire. Quand l’optimisation
porte à la fois surw et x, le probl̀eme n’est plus convexe et
donc difficile à ŕesoudre. Nous allons montrer que dans ce cas
les positionsxk optimales deśeléments rayonnants sont sur une
grille. Au lieu d’optimiser surRn on optimise alors surNn, un
gain énorme m̂eme si une recherche exhaustive reste impos-
sible. Dans la pratique, on peut se restreindreà une recherche
exhaustive sur un sous-ensemble de points réduits.
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2 Développement

2.1 Géométrie fixée

Quand la ǵeoḿetriex de l’antenne est fix́ee, on optimise uni-
quement par rapport̀a w et en discŕetisant le domaine(us, 1)
enm ≫ n points, le probl̀eme d’optimisation (1) peut se récrire

min
ρ, w

ρ, sous aT
0
w = 1, ‖Aw‖∞ ≤ ρ, (PL)

avecai,j = 2 cos(2πuixj), i ∈ {1, m}, j ∈ {1, n} et
W (0) = 1 est devenuaT

0
w = 1.

Ce probl̀eme se transforme sans difficulté en un programme
linéaire (PL). Bien entendu, on obtient une solution approchée
du probl̀eme initial (1)à cause de la discrétisation, mais en aug-
mentantm on peut approximer le problème initial avec une
précision arbitraire.

On peut maintenant utiliser les théor̀emes ǵeńeraux de la
programmation lińeaire [1] et les appliquer au problème ci-
dessus mis sous forme d’un PL standard. On en déduit qu’̀a
l’optimum géńeriquementn contraintes ińegalit́es sont actives
et que par conśequent sur lesm multiplicateurs de Lagrange
assocíes aux contraintes inégalit́es‖Aw‖∞ ≤ ρ seulsn sont
non nulsà l’optimum.

D’un point de vue physique, cela signifie que les lobes se-
condaires atteignent leur valeur maximaleρ en exactementn
points sur le demi horizon considéŕe. Plus ǵeńeralement, on
peut consid́erer qu’avecN = 2n éléments rayonnants placés
symétriquement on n’a quen degŕes de libert́e. Le gain unit́e
par le travers (aT

0
w = 1) fixe la phase et le niveau de référence

par rapport auquel on mesure le niveau maximalρ des lobes se-
condaires et ne consomme donc aucun degré de libert́e. Il reste
par conśequentn degŕes de libert́eà fixer et cela est fait en don-
nant lesn valeursuik

, k = 1, .., n pour lesquelsW (u) = ±ρ.
De façon tr̀es concr̀ete, si on connait cesn valeurs on peut ex-
traire de la matriceA de dimensionm × n définie dans (PL)
une sous-matricēA carŕee d’ordren et on alors un système de
n+1 équations{Āw = ±ρ, aT

0
w = 1} en lesn+1 inconnues

{w, ρ} qui caract́erisent l’optimum.
Quand on optimiséegalement par rapportà x, il ne s’agit

plus d’un PL et la th́eorie ne s’́etend pas facilement. Avant
d’introduire x, on propose alors de récrire le probl̀eme d’op-
timisation (PL) sous la forméequivalente

min
w

‖Aw‖∞, sous aT
0
w = 1, (2)

et comme ce problème est convexe, les conditions nécessaires
du premier ordre sont aussi des conditions suffisantes.

Lemme 1.Le pointw est un optimum de (2) si et seulement
si, en posantr = Aw

∃ v ∈ ∂‖r‖∞ ∋ AT
v = ρ a0 avec ρ = w

T AT
v. 2 (3)

On rappelle [2] que∂‖r‖∞ est un ensemble de vecteursv,
les sous-gradients :

∂ ‖r‖∞ = {v| |ri| = ‖r‖∞ ⇒ rivi ≥ 0, |ri| < ‖r‖∞

⇒ vi = 0, ‖v‖1 = 1 if r 6= 0, ‖r‖1 ≤ 1 else}

où zi désigne lai-ème composante dez. Comme il s’agit du
même probl̀eme d’optimisation, il y bien ŝur un lien entre les
conditions d’optimalit́e. Le sous-gradientv qui convient est le
vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes
inégalit́es de (PL) dont nous avons indiqué qu’il avaitn com-
posantes non nulles.

2.2 Géométrie arbitraire
Si on optimiseégalement par rapport aux positionsxj des

n sources de la demi-antenne, les composantes dex, le pro-
gramme lińeaire devient inutilisable et sa théorie également,
mais on peut́etendre la formulation (2) qui devient

min
w, x

‖A(x)w‖∞, sous aT
0
w = 1, (4)

et ses conditions d’optimalité, qui ne sont plus que nécessaires.

Lemme 2.Si {w,x} est un optimum de (4) alors il existe un
sous-gradientv ∈ ∂‖r‖∞ où r = Aw tel que

A(x)T
v = ρ a0 et (

∂aj

∂xj

)T
v = 0, j = 1, .. , n, (5)

où aj désigne la j-̀eme colonne deA etρ = w
T AT

v. 2

Le vecteur sous-gradientv de dimensionm ≫ n doit main-
tenant v́erifier 2n contraintes lińeaires (5) or nous avons vu
qu’il avait géńeriquementn composantes non nulles quand la
géoḿetrie de l’antennéetait fixée et arbitraire, voir Figure 1. Il
semble y avoir l̀a une impossibilit́e, car avecn inconnues dans
v on ne peut satisfaire quen contraintes lińeaires en ǵeńeral.

Il peut alors se passer deux choses⋄ les2n équations lińeaires
dans (5) sont d́ependantes et il n’y en a en fait quen, ⋄ v a da-
vantage de composantes non nulles pour certaines géoḿetries
(voir Figures 2 et 3) bien particulières ou autrement dit le nombre
de valeursu où le diagramme de rayonnement atteint son maxi-
mumρ peutêtre suṕerieuràn.
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FIGURE 1 – Diagramme de rayonnement d’une antenne
linéaireà N = 9 sources avecus = sin ϕs = 0, 07 pour une
géoḿetrie quelconque syḿetrique.|W (u)| atteintρ = .539 en
5 valeurs non ’syḿetriques’ deu marqúees par des⋄.

En ŕealit́e, ces deux possibilités concourent pour fournir un
optimum ou du moins un point qui satisfait les conditions nécessaires
de (5). Dans tous les cas, il faut que les contraintes inégalit́es
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FIGURE 2 – Diagramme de rayonnement d’une antenne
linéaireà N = 9 sources avecus = sin ϕs = 0, 07 pour des
sourceśequidistants plaćees en(0, 1, 2, 3, 4) dmax. |W (u)|
atteintρ = .368 en 9 valeurs ’syḿetriques’ deu marqúees par
des⋄. Cette antenne satisfait les conditions nécessaires mais
n’est pas optimale
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FIGURE 3 – Diagramme de rayonnement d’une antenne
linéaireà N = 9 sources avecus = sinϕs = 0, 07 pour la
géoḿetrie optimale : des sources placées en(0, 1, 2, 4, 5)
dmax. |W (u)| atteintρ = .305 en 8 valeurs ’syḿetriques’ deu
marqúees par des⋄.

actives soient lińeairement d́ependantes de façonà laisser des
multiplicateurs de Lagrange (des composantes dev) disponibles
pour satisfaire le second jeu d’équations lińeaires dans (5).

Pour des ǵeoḿetries d’antenne bien particulières le nombre
de composantes non nulles dansv ∈ ∂‖r‖∞, qui est aussi le
nombre de contraintes inégalit́es actives dans‖A(x)w‖∞ ≤ ρ
(PL), exc̀eden et peut parfois atteindre2n. Comme par ailleurs
le nombre d’́equations ind́ependantes parmi ces contraintes ac-
tives ne d́epassent jamaisn (car (PL) n’aurait pas de solution),
l’excédent permet de satisfaire leséquations ind́ependantes parmi
lesn dernìeres dans (5).

Ce ŕesultat est somme toute logique. Dans le paragraphe
préćedent, en adaptant lesn composantes dew on rend ac-
tives n contraintes, comme ici on rajouten degŕes de libert́e
dansx, il est normal que l’on puisse rendre actives jusqu’à n
contraintes supplémentaires̀a l’optimum, m̂eme si comme on

vient de le noter ces contraintes sont alors redondantes.

3 Le cas d’une antennèa trois éléments
L’ étude qui pŕec̀ede donne des indications sur les géoḿetries

d’antennes lińeaires susceptibles d’être optimales. Pour pro-
gresser dans la recherche, nous allons résoudre le casN=3. Un
deséléments est̀a l’origine et les deux autres placés syḿetriquement,
il y a donc trois inconnues, une positionx (ou x1) et deux
pond́erationsw0 etw1. Le diagramme de rayonnement est donné
par la valeur absolue de

W (u) = w0 + 2w1 cos(2πu x).

Le graphe deW (u) est un cosinus surélev́e. La fonction est
périodique de ṕeriode1/x. Pourw0 et w1 positifs, elle admet
un maximum enu = 0 qui correspond au travers de l’antenne,
les autres maximums sont enu = k/x aveck entier. Seule
la partie qui correspond̀a |u| ≤ 1 est à prendre en compte,
puisque puisqueu = sinϕ etu = ±1 correspond̀aϕ = ±π/2.
Par ailleurs,́etant donńe le diagramme souhaité, seule une par-
tie d’une ṕeriode deW (u) està consid́erer de part et d’autre de
l’origine et on a donc|x| ≤ 1. Dans la suite, par syḿetrie, on
se restreint̀au ∈ [0, 1] etx ∈]0, 1[.

Avec la d́efinition utilisée pour la largeur du lobe principal
et pourx fixé et suffisamment petit pour que le maximum en
1/x soit bien au del̀a deu = 1, on devine que l’optimum cor-
respond au cas où le maximumρ des lobes secondaires est at-
teint simultańement (en valeurs absolues) enus = sin ϕs et en
um = 1/(2x) la demie ṕeriode.

En rajoutant la contraintéegalit́e (gain unit́e par le travers),
on a 3équations̀a 3 inconnuesw0, w1 etρ qui donne l’optimum
de (LP) :

W (0) = w0 + 2w1 = 1,

W (us) = w0 + 2w1 cos(2πxus) = ρ, (6)

W (um) = w0 − 2w1 = −ρ.

On en d́eduit notamment :

ρ =
1 + cos(2πxus)

3 − cos(2πxus)
.

Il reste maintenant̀a minimiserρ à l’aide dex ∈]0, 1[. On
vérifie queρ décrôıt quand la ṕeriode1/x diminue. La plus pe-
tite valeur admissible pour la période est atteinte quandW (1)=ρ
et1/x = 1 + us

En posantdmax = 1/(1 + us), l’antenneà 3éléments opti-
male est une antenneà élémentśequidistants śepaŕes dedmax.

Cet optimum áet́e obtenu avec un peu de géoḿetrie et d’ana-
lyse, on va maintenant vérifier qu’il satisfait les conditions du
paragraphe préćedent.

On observe que si on utilise le (PL) avecx = xopt = 1/(1+
us) (l’antenne optimale) il y a trois contraintes actives dans
‖Aw‖∞ ≤ ρ en u = us, 1/(2x) et u = 1 au lieu des 2
attendues ce qui donnent 3 multiplicateurs de Lagrange non
nuls (3 composantes dev non nulles). Les 3 contraintes sont
redondantes et se réduisent̀a 2. On a





1 2 cos(2πxoptus)
1 −2
1 2 cos(2πxopt)



 w = ρopt





1
−1
1



 ,
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où leséquations 1 et 3 sont identiques. Si on passe maintenant
à (4) en consid́erant que l’on optimiséegalement par rapportà
x, les conditions (5)́ecrites enx = xopt où 3 composantes de
v sont non nulles, deviennent





1 1 1
2 cos(2πxoptus) −2 2 cos(2πxopt)

−2πus sin(2πxoptus) 0 −2π sin(2πxopt)



 v =





ρopt

2ρopt

0



 ,

et on v́erifie que ce système a bien une solutionv ∈ ∂‖r‖∞ en
ρopt = (1 + cos(2πxoptus))/(3 − cos(2πxoptus)).

Sur cet exemple, on a vu apparaitre

dmax =
1

1 + us

,

c’est la seule distance entre capteurs pour laquelle le nombre de
contraintes actives dans (PL) passe de2 à 3 pour cet exemple
simple. Cette distancedmax intervient aussi dans le cas géńeral.

4 Le cas ǵenéral
Le diagramme de rayonnement est donné par la valeur ab-

solue d’une somme de termes de la formecos(2πu xk). La
période enu d’un tel terme vautTk = 1/xk. La ṕeriode d’une
somme est le plus petit commun multiple des périodes indivi-
duelles. Pour avoir un nombre anormalementélev́e de contraintes
actives (de multiplicateurs de Lagrange non nuls), qui doivent
de plusêtre lińeairement d́ependantes, il faut que les positions
xk deséléments rayonnants, mesurés en longueur d’onde, soient
de la formek dmax ou (2k + 1)/2 dmax.

Nous allons v́erifier que cette disposition garantit un double-
ment du nombre de contraintes actives.

Cas N=2n+1
Si le nombre d’́eléments rayonnants est impair, par symétrie

l’un d’eux est centralx0 = 0 et les autres sont disposés syḿetri-
quementxj = x−j et dispośes sur la grille de pointsk dmax

aveck ∈ N . Pourxj = kj dmax on a alors

cos(2π u kj

1

1 + us

) = cos(2π (1 + us − u) kj

1

1 + us

)

et l’on a par conśequentW (u) = W (1+us −u) ce qui garan-
tit que si une contrainte est active pouru ∈ (us, (1 + us)/2)
et il en aura une seconde dans l’intervalle((1 + us)/2), 1) en
1 + us − u et les deux́equations sont identiques.

Cas N=2n
Dans ce cas il n’y a pas d’éléments central et pour ’doubler’

le nombre de contraintes actives, leséléments doivent̂etre3

tous dispośes sur la grille de pointsk dmax, ou3 tous dispośes
sur la grille de points(2k + 1)/2 dmax.

Dans le premier cas, on utilise le raisonnement fait dans le
casN impair, dans le second cas on observe que sixj = (2kj+
1)/2 dmax on a

cos(2π u
2kj + 1

2(1 + us)
) = − cos(2π (1+us−u) kj

2kj + 1

2(1 + us)
).

Comme les pond́erationswj sont toutes positives, pour garantir
un maximum deW (u) en u = 0, et comme pourN=2n il

n’y a pas de terme constant dansW (u), cela implique que la
valeur absolue deW (u), auraà nouveau un doublement des
contraintes actives puisqu’on a|W (u)| = |W (1 + us − u)|.

5 Commentaires
En ŕesuḿe, les conditionśenonćees plus haut pourN pair

ou impair garantissent que|W (u)| sera syḿetrique par rap-
port à (1 + us)/2 dans l’intervalle(us, 1) ce qui a pour effet
de ’doubler’ le nombre de contraintes actives dans ce domaine
tout en garantissant que leséquations lińeaires associées seront
dépendantes exactement ce qui permet de satisfaire les condi-
tions ńecessaires d’optimalité (5).

Ces conditions (5) ne sont que nécessaires, pour démontrer
qu’un point qui les satisfait est un minimum local il faut par
exemple passer au second ordre. Il semble difficile de réaliser
cetteétude dans le cas géńeral. Il faut bien noter que de toute
façon ceśetudes locales ne permettent pas de conclure et de
désigner le minimum global.

On peut observer deux tels minimas locaux dans les Figures
2 et 3. On y consid̀ere une antennèa 9 éléments rayonnants
dont on sait donc qu’à l’optimum ceśeléments sont placés sur
la grille k dmax.

Dans la Figure 2, les sources sont touteséquidistantes de
dmax et l’ouverture de l’antenne vaut donc8dmax. Le niveau
des lobes secondaires atteint estρ = .368. On peut montrer
que c’est le niveau le plus bas que l’on peut atteindre avec une
antenne lińeaire de cette ouverture : même si on augmentait
le nombre d’́eléments rayonnants, on ne peut faire mieux avec
une antenne de longueur8dmax [3].

Par contre pour une antenne d’ouverture10dmax et9 éléments,
celle consid́eŕee dans la figure 3, on fait mieux et on atteintρ =
.305. C’est (sans doute) la géoḿetrie optimale, ce ŕesultat a
ét́e obtenue par une recherche exhaustive sur toute les antennes
symétriques̀a9 éléments de longueur maximale40dmax.

La largeur du lobe central imposée dans ces figures vaut
us = .07, ce qui est petit pour une antenneà 9 éléments.
Pour des largeurs de lobe principal supérieures̀a un seuil (dont
la dépendance enN resteà trouver), l’antenne optimale està
élémentśequiŕepartis distants dedmax. Augmenter l’ouverture
de l’antenne en mettant des ’trous’ n’est béńefique que quand
le lobe principal souhaité est vraiment́etroit.
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