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Résun® — La synthese d'un filtre spatial (sonar) ou d’un diagramme de rayonnemaaaiy est un sujet maintes fa@tudie. On considre le
cas d’'une antenne lgaire dont le nombre @léments rayonnants estéet on veut syn#étiser un diagramme dont le lobe central est @ipgr

le travers avec un gain usiet le niveau des lobes secondaires le plus bas possible. Seul leerdigdments est fi&, on optimise la fois leurs
positions et les couranisleur appliquer. A notre connaissance ce peol# n'a jamaigte abor@. Pour une largeur de lobe principal raisonnable,
I'antenne optimale est une anterimélementsquigpartis et sans trou. Ce n’est que quand le lobe principal séubstiparticuBremengétroit
que I'antenne optimale est d’ouverture plus grande et daneus car leg€lements sont toujours plas sur une grilleéguliere.

Abstract — The synthesis of optimal narrow main beam (toward broadside) low sidéével linear array is addressed. Only the number of

radiating elements of the linear array is constrained. Their positions andeightings of the elements are left free. To our knowledge this
problem has never been addressed from a theoretical point of Vigwe besired main lobe width is reasonably narrow with respect to the
number of elements, the optimal array has equispaced elements witHaso lhds only when the main lobe width is quite small that a larger

aperture is beneficial and that some holes appear in an otherwiseampdsgray.

1 Introduction Dans la suite, pour fixer les é&s et simplifier les notations
nous prendrons principalement le dds= 2n et donc d’'une

On se place dans le cadre d'un prae de syntise de dia-  antenne ligaire n’ayant pas élément central.

gramme de rayonnemeat|'@mission et dans le domaine radar.  Nous consiérons par ailleurs que le diagramme souait

Dans le domaine sonar et egception, cela correspondraita  du type Dolph-Tchebycheff : un diagramme $3mique avec

synttese d'un filtre spatial en bané¢roite et champ lointain.  un gain unié par le travers, un lobe principal pitétroit et
On veut syntbtiser un diagramme de rayonnement optimaldes lobes secondaires les plus bas possiblesySdit demi-

dans un sena preciser, en optimisant les positions et les cou{argeur du lobe principal souhéai etu, = sin ¢,, le probkBme

rantsa appliquera N élements rayonnants omnidirectionnels d’optimisationa resoudre est

(mono flequence) sur une barretteéaire. Si on notevy le

coqrant appligg a la ’sourcelc dlsposaea la positionz; (me- min [ ()|, Vu € (us,1) sous W(O) =1, (1)

suee en longueur d’'onde), le diagramme de rayonnement en x, w

champ lointain pour une antenneéamirea N sources est do@n

par le module de ou x désigne le vecteur dont les composantes donnent les posi-

N tions en longueur d’'onde de la mé@tieseléments rayonnants
W(u) = Zwk exp(2iTuzy), avec u = sing, (on compékte par syrétrie) etw le vecteur des porédations
1 (courants)a appliquera cesélements. On peut remarquer la
ou ¢ est la direction mes@ée par rapport au travers de I'antennedéfinition sgecifique utili€e pour caraériser la largeur du lobe
linéaire. principal, la partie du diagrammaeide rayonnement exde le

Comme nous cons@tons un casle diagramme souh&t niveau des lobes secondaires.
est synétrique par rapport au travers de I'antenne, on peut, sans Pourx fixé, ce prob&me est convexe et on peut Esoudre
perte de gréralite, se restreindra une antenne (deegrétrie)  de fagon approde, mais avec une gcision arbitraire, en le
symétrique et de por&tations syratriques etéellesw,. Ona  transformant en un programme éiaire. Quand I'optimisation
alors portea la fois surw et x, le probeEme n’est plus convexe et
donc difficilea résoudre. Nous allons montrer que dans ce cas
les positions:;, optimales degléments rayonnants sont sur une
grille. Au lieu d’optimiser sutR™ on optimise alors suN™, un
" gain énorme réme si une recherche exhaustive reste impos-
W (u) = wo + 2Zwk cos(2muzy,), Si N =2n+ 1. sible. D:_;ms la pratique, on peut se restr?lrmj_Lme recherche

exhaustive sur un sous-ensemble de poiadsiits.

W(u) =2 Zwk cos(2muxy), Si N =2n
1
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2 Deéveloppement
2.1 Céometrie fixée
Quand la g@ontetriex de I'antenne est fize, on optimise uni-

guement par rappoétw et en discetisant le domainéu,, 1)
enm > n points, le prok®me d’optimisation (1) peut sécrire

min p, sousalw =1, [|[AwW| < p, (PL)

Py, W
aveca; ; = 2cos(2ru;x;), i € {1, m}, j € {1, n} et
W(0) = 1 estdevenul w = 1.

Ce probéme se transforme sans difficikn un programme
linéaire (PL). Bien entendu, on obtient une solution appgech
du probeme initial (1)a cause de la disetisation, mais en aug-
mentantm on peut approximer le prodine initial avec une
précision arbitraire.

On peut maintenant utiliser lesébemes @réraux de la
programmation ligaire [1] et les appliquer au praihe ci-
dessus mis sous forme d’'un PL standard. On eduit qua
I'optimum gérériquement, contraintes iggali€s sont actives
et que par corequent sur lesn multiplicateurs de Lagrange
assocks aux contraintes @galies || Aw||. < p seulsn sont
non nulsa I'optimum.

ou z; désigne lai-eme composante de Comme il s'agit du
méme probéme d’optimisation, il y bien{s un lien entre les
conditions d’optimalié. Le sous-gradient qui convient est le
vecteur des multiplicateurs de Lagrange assoalx contraintes
inégalies de (PL) dont nous avons ind&gu’il avaitn com-
posantes non nulles.

2.2 Géometrie arbitraire

Si on optimiseégalement par rapport aux positions des
n sources de la demi-antenne, les composantes, die pro-
gramme lireaire devient inutilisable et saé&brie également,
mais on peuétendre la formulation (2) qui devient

sous al

(4)

et ses conditions d’optimadit qui ne sont plus queeessaires.

min | A(X)W/|| oo, w=1,
W, X

Lemme 2.Si{w,x} estun optimum de (4) alors il existe un
sous-gradient € J|r|| oir = Aw tel que

oa;
AX)Tv =pag et (a%)Tv =0, j=1,..,n, (5)
J
ol a; désigne la jeme colonne del etp = wi ATv. |

Le vecteur sous-gradiestde dimensionn > n doit main-
tenant \erifier 2n contraintes ligaires (5) or nous avons vu

D'un point de vue physique, cela signifie que les lobes sequj| avait gerériquement: composantes non nulles quand la

condaires atteignent leur valeur maximalen exactement
points sur le demi horizon conge. Plus @réralement, on
peut considrer qu'avecN = 2n €lements rayonnants ples
symétriguement on n'a que degés de liber. Le gain uni¢
par le traversq w = 1) fixe la phase et le niveau déference
par rapport auguel on mesure le niveau maxipdgs lobes se-
condaires et ne consomme donc aucun &egrliberé. Il reste
par congquent: deggés de liberk a fixer et cela est fait en don-
nant lesn valeursu;,, k= 1,..,n pourlesqueldV (u) = +p.
De fagon tés concete, si on connait ces valeurs on peut ex-
traire de la matriced de dimensionn x n définie dans (PL)
une sous-matricel cartee d'ordren et on alors un syste de
n+1équationd Aw = +p, al'w = 1} enlesn+1inconnues
{w, p} qui carackrisent I'optimum.

Quand on optimis@&galement par rappoé x, il ne s’agit
plus d'un PL et la thorie ne sttend pas facilement. Avant
d’introduire x, on propose alors décrire le probdme d’op-

timisation (PL) sous la formequivalente
sous alw =1,

)

et comme ce probme est convexe, les conditionscessaires
du premier ordre sont aussi des conditions suffisantes.

min || AW || s,
w

Lemme 1.Le pointw est un optimum de (2) si et seulement

si, en posant = Aw
Ived|rl|lee > ATv=pag avec p=wlATv. O (3)

On rappelle [2] qué)||r||« est un ensemble de vecteurs
les sous-gradients :

O [rlloo = v [rif = lIrlloc = rivi = 0, [ri] < lrl

=uv, =0, |lv|1 =1ifr#£0,|rl]1 <1else

géonetrie de I'antennétait fixée et arbitraire, voir Figure 1. Il
semble y avoird une impossibilé, car avea inconnues dans
v 0N ne peut satisfaire quecontraintes ligaires en gréral.

Il peut alors se passer deux choséss2n eéquations likaires
dans (5) sont@pendantes et il n'y en a en fait queo v a da-
vantage de composantes non nulles pour certaieestgries
(voir Figures 2 et 3) bien particé@ies ou autrement dit le nombre
de valeurs: ou le diagramme de rayonnement atteint son maxi-
mum p peutétre sugrieuran.

0.6

FIGURE 1 — Diagramme de rayonnement d’'une antenne
linéairea N = 9 sources avea, = sinp, = 0,07 pour une
géonetrie quelconque syeatrique.|WW (u)| atteintp = .539 en

5 valeurs non 'syratriques’ deu marqlees par des.

En réalite, ces deux possibifis concourent pour fournir un
optimum ou du moins un point qui satisfait les conditioasessaires
de (5). Dans tous les cas, il faut que les contraintégaliés
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vient de le noter ces contraintes sont alors redondantes.

0.9r
0.81

osl | : 3 Le cas d'une antenne trois elements

0.6

L’ étude qui peczde donne des indications sur I&ogetries
d’antennes ligaires susceptibles &tte optimales. Pour pro-
oap 1 gresser dans la recherche, nous allé@seudre le cad’=3. Un
desélements esd I'origine et les deux autres pkag synétriquement,
il y a donc trois inconnues, une positian(ou x;) et deux
oaf 1 poncerationsw, etw; . Le diagramme de rayonnement est donn
o ‘ ‘ ‘ par la valeur absolue de

! W (u) = wo + 2wy cos(2mu x).
eLe graphe ddV(u) est un cosinus sélte\é. La fonction est
périodique de priodel/z. Pourw, etw; positifs, elle admet
un maximum en; = 0 qui correspond au travers de I'antenne,
les autres maximums sont en= k/x aveck entier. Seule
la partie qui correspond |u| < 1 esta prendre en compte,
puisque puisque = sin ¢ etu = +1 correspon@p = +7/2.
Par ailleursgtant dongé le diagramme souhaitseule une par-
tie d’'une eriode ddV (u) esta consi@rer de part et d'autre de
l'origine et on a dondz| < 1. Dans la suite, par syétrie, on
se restreindu € [0, 1] etz €]0, 1[.

Avec la cefinition utilisee pour la largeur du lobe principal
et pourz fixé et suffisamment petit pour que le maximum en
1/z soit bien au deél deu = 1, on devine que I'optimum cor-
respond au castole maximump des lobes secondaires est at-
teint simulta@ment (en valeurs absolues)®n= sin ¢, et en
um = 1/(22) la demie @riode.

En rajoutant la contraintegali€ (gain unié par le travers),
on a 3équations 3 inconnuesy, w; etp qui donne I'optimum

= 0.5f

0.3r

0.2

FIGURE 2 — Diagramme de rayonnement d’'une antenn
linéairea N = 9 sources avea; = sinps = 0,07 pour des
sourcesequidistants plages en0, 1, 2, 3, 4) dmax- |W(u)]
atteintp = .368 en 9 valeurs 'syratriques’ dex margLees par
deso¢. Cette antenne satisfait les conditiorscassaires mais
n'est pas optimale
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FIGURE 3 — Diagramme de rayonnement d'une antenne W) = wo + 2wy cos(2maus) = p, 6)
linéairea N = 9 sources avea; = singp; = 0,07 pour la W (um) = wo — 2wy = —p.
géonttrie optimale : des sources pbas en(0, 1, 2, 4, 5)  On en aduit notamment :
dmax- | W (u)] atteintp = .305 en 8 valeurs 'syratriques’ deu 14 cos(2mzu,)
marqLees par des. P =3 " cos(2rauy)

Il reste maintenani minimiserp a l'aide dex €]0, 1[. On
actives soient liairement @pendantes de faga@nlaisser des vérifie quep déecrdt quand la griodel /x diminue. La plus pe-
multiplicateurs de Lagrange (des composantes)diisponibles tite valeur admissible pour l&piode est atteinte quaitl (1)=p
pour satisfaire le second jeuédjuations ligaires dans (5). etl/xz =1+ ug

Pour des gonetries d’antenne bien particalies le nombre En posantl,,.x = 1/(1 + us), 'antennea 3élements opti-
de composantes non nulles dans 9||r||«, qui est aussi le male est une anten@eclementsquidistants&paks ded,, -
nombre de contrainteségaligs actives dangA(x)w|l. < p Cet optimum &té obtenu avec un peu déanretrie et d'ana-
(PL), ex@den et peut parfois atteindiz:. Comme par ailleurs lyse, on va maintenantvifier qu'il satisfait les conditions du
le nombre déquations indpendantes parmi ces contraintes acparagraphe @edent.
tives ne @passent jamais (car (PL) n'aurait pas de solution),  On observe que si on utilise le (PL) avee= z,,; = 1/(1+
I'excédent permet de satisfaire kxguations indpendantes parmiu,) (I'antenne optimale) il y a trois contraintes actives dans
lesn dernkires dans (5). [AW|lco < penu = ug, 1/(22) etu = 1 au lieu des 2

Ce esultat est somme toute logique. Dans le paragraphattendues ce qui donnent 3 multiplicateurs de Lagrange non
precedent, en adaptant les composantes de on rend ac- nuls (3 composantes denon nulles). Les 3 contraintes sont
tives n. contraintes, comme ici on rajoutedegés de libet  redondantes et séduisenti 2. On a
dansx, il est normal que I'on puisse rendre actives jusqu’ 1 2cos(2mzoprus) 1
contraintes supplmentairesx I'optimum, néme si comme on 1 -2 W = popt | —1

1 2cos(2mxopt) 1

)
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ou leséquations 1 et 3 sont identiques. Si on passe maintenanly a pas de terme constant daii&u), cela implique que la
a (4) en considrant que I'on optimiségalement par rappoét  valeur absolue dé&/ (u), aurad nouveau un doublement des
x, les conditions (5gcrites erx = x,,; 0U 3 composantes de contraintes actives puisqu'on® (u)| = [W (1 + us — u)|.
v sont non nulles, deviennent )

5 Commentaires

1 1 1 - e i .
9 | Lort En resung, les conditiongnon&es plus haut poul pair
cos(2mxopts) -2 2 cos(2mxopt) v=| 2p0pt |, 3 ’ . o
—2mug Sin(2rToprus) 0 —2m sin(2rTopt) 0 ou impair garantissent qugV (u)| sera syrdtrique par rap-

o . _ _ porta (1 + us)/2 dans l'intervalle(us, 1) ce qui a pour effet
et on \érifie que ce sysme a bien une solution € J||r|.c €N de 'doubler le nombre de contraintes actives dans ce denain

Popt = (1 + cos(2maoptus)) /(3 — cos(2maoprus)).- tout en garantissant que leguations ligaires assoées seront
Sur cet exemple, on a vu apparaitre dépendantes exactement ce qui permet de satisfaire les condi
d 1 tions recessaires d'optimaéit(s).
WX 4oy Ces conditions (5) ne sont quégessaires, poudiontrer

c’estla seule distance entre capteurs pour laquelle le rode  Gu’un point qui les satisfait est un minimum local il faut par
contraintes actives dans (PL) passe2de3 pour cet exemple exemple passer au second ordre. Il semble difficileéadiger

simple. Cette distanag,., intervient aussi dans le cagmgral. cetteétudg dans le casegeéral. Il faut bien noter que de toute
facon cesttudes locales ne permettent pas de conclure et de

L désigner le minimum global.
4 Lecas @neral On peut observer deux tels minimas locaux dans les Figures
Le diagramme de rayonnement est denuar la valeur ab- 2 et 3. On y consiére une antenna 9 éléments rayonnants

solue d'une somme de termes de la forme(27u zx). La  dont on sait donc ga& I'optimum cestléments sont plas sur
période enu d’un tel terme vaul, = 1/x. La période d'une lagrille k d,,q.

somme est le plus petit commun multiple désipdes indivi- Dans la Figure 2, les sources sont toudgglidistantes de
duelles. Pour avoir un nombre anormalentdaté de contraintes d,,,,, €t 'ouverture de I'antenne vaut dogd,,,,,. Le niveau
actives (de multiplicateurs de Lagrange non nuls), quieltiv des lobes secondaires atteint ps& .368. On peut montrer
de plusétre lirtairement @pendantes, il faut que les positions que c’est le niveau le plus bas que I'on peut atteindre avec un
x, desélements rayonnants, mesésren longueur d'onde, soient antenne ligaire de cette ouverture :&me si on augmentait

de la formek d,,q. OU (2k + 1)/2 d gz le nombre déléments rayonnants, on ne peut faire mieux avec
Nous allons erifier que cette disposition garantit un double-une antenne de longuesd,,, ... [3].

ment du nhombre de contraintes actives. Par contre pour une antenne d’'ouvertibé,, ... €t9 eélements,
Cas N=2n+1 celle consiérée dans la figure 3, on fait mieux et on attgint

.305. C'est (sans doute) laégnétrie optimale, ceé&sultat a
été obtenue par une recherche exhaustive sur toute les agtenne
synmeétriquesa 9 élements de longueur maximatéd,,, ..

La largeur du lobe central impes dans ces figures vaut

Si le nombre c&léments rayonnants est impair, par €frie
I'un d’eux est centraty = 0 et les autres sont dispessynétri-
quementz; = x_; et dispoés sur la grille de points d,,qx
aveck € N. Pourz; = k; dpq, On a alors

us = .07, ce qui est petit pour une antenagd élements.
cos(2m u k; 1 ) = cos(2m (1 + us — u) kj 1 ) Pou; des largeurs de Iobg principal gdpuresa un s_euil (do‘nt
+ Us 1+ us la dependance eV restea trouver), I'antenne optimale eat

et I'on a par consquentV (u) = W (1 +us — u) ce qui garan-  élementsequipartis distants dé,... Augmenter I'ouverture
tit que si une contrainte est active paurc (u,, (1 +u,)/2)  de l'antenne en mettant des 'trous’ n'egrbfique que quand
etil en aura une seconde dans l'intervdllé + u,)/2), 1) en  le lobe principal souhaitest vraimengtroit.

1+ us — u et les dewequations sont identiques.
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