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Résumé

L'objet de cette thèse est l'étude de l'option américaine dans un modèle exponentiel de

Lévy général.

Dans le premier chapitre nous étudions la continuité des réduites dans le cadre des pro-

cessus de Markov de Feller. Ensuite, nous introduisons les processus de Lévy multidimen-

sionnels et nous montrons la continuité des réduites associées à ceux-ci.

Dans le deuxième chapitre, nous clari�ons les propriétés basiques de la frontière libre

du put américain dans un modèle exponentiel de Lévy général avec dividendes. Nous

commençons par caractériser le prix de l'option américaine comme l'unique solution d'une

inéquation variationnelle au sens des distributions. Ce qui nous permettra de montrer la

continuité de la frontière libre et de donner une caractérisation explicite de la limite du

prix critique près de l'échéance.

Dans le troisième chapitre, nous étudions la continuité de la dérivée de la fonction valeur du

put américain à horizon �ni et du put perpétuel. Nous donnons des conditions nécessaires

et d'autres su�santes pour la véri�cation du principe de smooth-�t.

Dans le quatrième chapitre, nous étudions la vitesse de convergence du prix critique vers

sa limite à l'échéance dans le cadre d'un modèle exponentiel de Lévy, dans le cas de

di�usion avec sauts, puis dans le cas d'un processus de Lévy sans partie Brownienne.

En�n, dans le dernier chapitre, nous introduisons deux méthodes numériques pour le

calcul des prix des options américaines : la méthode de l'arbre multinomial et celle des

di�érences �nies. Nous comparons les deux approches et nous améliorons la convergence

de la première dans certains modèles exponentiels de Lévy.
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Introduction et principaux résultats

L'introduction des processus à trajectoires discontinues dans la modélisation �nancière est

due à Merton [47]. Le modèle de di�usion avec sauts proposé par Merton s'obtient à partir

du modèle classique de Black-Scholes en ajoutant un processus de Poisson composé, qui est

un exemple simple de processus de Lévy, au logarithme du sous-jacent. Plus récemment,

des modèles plus complexes font appel à des processus de Lévy généraux. On parle alors

de modèle exponentiel de Lévy.

La modélisation �nancière via les processus de Lévy constitue un domaine d'étude on plein

développement. De nombreux ouvrages sont consacrés à l'étude des processus de Lévy,

citons notamment [11], [13], [18] et [59]. Plusieurs auteurs se sont intéressés à l'évaluation

des options européennes dans ce contexte. Dans cette thèse, nous nous intéressons aux

propriétés des options américaines dans un modèle exponentiel de Lévy général.

Zhang (voir [63], [62] et [64]) et Pham (voir [53]) donnent les premiers résultats sur les

options américaines dans un modèle de di�usion avec sauts. Zhang, en s'inspirant des

traveaux de Bensoussan et Lions [9], développe une approche basée sur les inéquations

variationelles pour évaluer l'option. Pham caractérise le prix de l'option américaine comme

la solution d'un problème à frontière libre et en déduit quelques propriétés du prix critique.

Les résultats de Zhang et Pham reposent essentiellement sur l'existence du terme de

di�usion dans le modèle.

Dans le cas de processus de Lévy généraux, Levendorskii [40], étudie le comportement du

prix critique d'un put américain près de l'échéance. En particulier, il observe que sous

certaines conditions sur la mesure de Lévy, notamment si l'intensité des sauts positifs

est assez grande, la limite du prix critique près de l'échéance est plus petite que le prix
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d'exercice, ce qui di�ère du cas classique Black-Scholes. Levendorskii montre aussi que

pour certains modèles de Lévy, le comportement du prix critique quand le taux d'intérêt

tend vers 0 semble plus naturel que dans le cas classique de Black-Scholes.

Nous présentons maintenant le contenu de la thèse par chapitre.

Le premier chapitre est divisé en deux parties. Dans la première partie, on considère la

réalisation canonique (Ω,F , (Ft), (Xt)t≥0,Px, x ∈ E) d'un processus de Markov à valeurs

dans un espace localement compact séparable (E, E), dont le semi-groupe de transition

(Pt)t≥0 véri�e la propriété de Feller (voir [57], Chapitre 3). Pour toute fonction f continue

bornée sur E et tout réel T > 0, on appelle réduite d'horizon T de f la fonction dé�nie

par

uf (T, x) = sup
τ∈T0,T

Ex(f(Xτ )),

où T0,T est l'ensemble des temps d'arrêts à valeur dans [0, T ]. On note A le générateur

in�nitésimal de X et DA son domaine de dé�nition.

El Karoui et al. [23] montrent la continuité de la réduite en horizon in�ni (T =∞) dans

le cas d'un processus de Markov si son semi-groupe admet une réalisation de Markov

forte et l'application x 7→ Px est continue où Px dé�nit la loi de X sous la condition

initiale X0 = x. Ils en déduisent ensuite que la réduite est continue en espace pour toute

fonction continue bornée dans le cas d'un processus de di�usion avec sauts sous quelques

hypothèses sur le terme de di�usion.

Dans le cadre d'un processus de Markov de Feller, nous proposons une démonstration

assez simple de la continuité par rapport au couple (T, x) sous l'hypothèse suivante

Hypothèse 0.0.1. Pour tout compact K de E et tout ε > 0, il existe une fonction

fε ∈ DA, à valeurs dans [0, 1], telle que

fε = 1 sur K et sup
x∈E
|Afε(x)| < ε.
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Ensuite, nous généralisons ce résultat dans le cas des réduites associées à une fonction

continue véri�ant pour un certain p > 1

sup
x∈K

sup
τ∈T0,T

Ex (|f(Xτ )|p) <∞,

pour tout T > 0 et tout compact K de E.

Dans la deuxième partie, nous introduisons les processus de Lévy dans le cadre multi-

dimensionnel. Nous exposerons quelques résultats classiques ainsi que quelques propriétés

techniques qui nous seront utiles par la suite. En�n, nous montrons que la réduite associée

à un processus de Lévy d-dimensionnel est continue.

Le deuxième chapitre est divisé en deux parties, la première étant sous la forme d'un

article écrit avec Damien Lamberton et publié courant 2008. L'objectif de ce papier est

de clari�er les propriétés basiques de la frontière libre du put américain dans un modèle

exponentiel de Lévy général avec dividendes. On commence par caractériser le prix de

l'option américaine comme l'unique solution d'une inéquation variationnelle au sens des

distributions. Ce qui nous permettra de montrer la continuité de la frontière libre (ce

résultat est déjà prouvé par Pham [53] dans le modèle de di�usion avec sauts) et de don-

ner une caractérisation explicite de la limite du prix critique près de l'échéance. Dans

la deuxième partie de ce chapitre, on s'intéresse à la caractérisation de l'existence de la

région d'exercice dans un modèle exponentiel de Lévy. Nous généralisons à une classe de

modèles de Lévy le résultat établi par Villeneuve [60], dans le cadre des modèles continus.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude de la continuité de la dérivée de la fonc-

tion de valeur de l'option américaine. Il est connu que cette propriété, appelée également

smooth-�t, est véri�ée dans le modèle classique de Black-Scholes.

Dans un modèle exponentiel de Lévy, la fonction de prix du put américain à d'échéance

�ni T est caractérisée par
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Figure 1 � Cas où le smooth-�t est véri�é (Y = 1)

P (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτ (K − xerτ+Xτ )+),

où r est le taux de d'intérêt et X est un processus de Lévy réel de triplet caractéristique

(σ2, γ, ν). On parle d'un put américain perpétuel quand T = ∞. Dans ce modèle, le

smooth-�t n'est pas toujours véri�é, notamment dans le cas d'un modèle de sauts pur (σ =

0). Les �gures 1 et 2, qui utilisent les paramètres décrits dans le Tableau 1, illustrent ce

phénomène pour un modèle exponentiel de Lévy particulier appelé CGMY (on l'introduit

dans le Chapitre 5 ainsi que d'autres modèles connus en pratique).

Table 1 � Les paramètres du modèle

Le modèle K r T

CGMY : C=1.0, G=1.4, M=8.5 100 0.1 0.25

La Figure 1 montre que le principe du smooth-�t est véri�é pour le paramètre Y = 1,
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Figure 2 � Cas où le smooth-�t est absent (Y = 0.2)

contrairement au cas où Y = 0.2, illustré par la Figure 2.

Plusieurs auteurs se sont intéressés à l'étude de la propriété de smooth-�t. On distingue

les deux cas suivants :

� Put américain à horizon �ni : Pham [53] et Zang [63] ont montré que le principe du

smooth-�t est véri�é dans le cas d'un modèle de di�usion avec sauts (σ 6= 0 et ν(R) <∞).

� Put américain perpétuel : Boyarchenko et Levendorski�i ([14] Théorème 7.1) montrent

que le smooth-�t est véri�é pour une classe de processus de Lévy à variation �nie sous

certaines conditions. Plus récemment, Alili et Kyprianou [2] donnent des conditions né-

cessaires et su�santes pour le smooth-�t en se basant sur la théorie de la �uctuation. Plus

précisément, ils montrent que le smooth-�t est véri�é si et seulement si 0 est régulier pour

(−∞, 0) (voir la dé�nition p. 78). Ceci est équivalent à ce que l'une des trois conditions

suivantes soit véri�ée

1. X est à variation �nie et r −
∫

(ex − 1)ν(dx) < 0,
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2. X est à variation �nie, r −
∫

(ex − 1)ν(dx) = 0 et

∫ 0−

−1

|x|ν(dx)∫ |x|
0
ν(y,+∞)dy

= +∞,

3. X est à variation in�nie.

L'objectif de ce troisième chapitre est d'étendre ces résultats au put américain à horizon

�ni dans le cas d'un modèle exponentiel de Lévy avec dividendes.

Les résultats que nous obtenons sont résumés dans le Tableau 2 pour le put américain

à horizon �ni et le Tableau 3 pour le put perpétuel où d =: r − δ −
∫

(ex − 1)ν(dx) et

d+ =: r − δ −
∫

(ex − 1)+ν(dx).

Le quatrième chapitre est en partie une extension du travail de Pham [53]. En ef-

fet, Pham considère le put américain dans un modèle de di�usion avec sauts. Il généralise

quelques résultats connus dans le modèle classique de Black et Scholes, notamment

1. il établit le prix du put américain comme l'unique solution de viscosité d'un problème

de frontière libre sous certaines conditions et il en déduit quelques propriétés de la

frontière libre, en particulier le principe de smooth-�t,

2. il obtient la formule dite de la prime d'exercice anticipée (early exercise premium),

généralisant ainsi les résultats de Jacka [30] et Myneni [49], dans le cas Black-Scholes.

3. il montre que la vitesse de convergence du prix critique près de l'échéance est la même

que celle dans le cas du modèle de Black-Scholes si σ > 0 et d+ > 0, généralisant

ainsi les résultats de Barles et al. [4] et de Lamberton [37].

Nous donnons ici, une généralisation des deux derniers résultats dans le cas d'un modèle

de Lévy. Plus précisément, nous montrons la formule de l'early exercise premium dans le

cas d'un processus de Lévy de type B où C (voir Dé�nition 1.2.1, p.32), et que la vitesse

de convergence du prix critique près de l'échéance dans un modèle de Lévy est la même
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Table 2 � Le principe du smooth-�t pour le put américain à horizon �ni

Le processus de Lévy Les résultats

X est à variation in�nie Le principe du smooth-�t est véri�é

X est à variation �nie - Si d < 0, le smooth-�t est véri�é
- Si d+ ≥ 0, le smooth-�t n'est pas véri�é
- Si d > 0 et T assez grand, le smooth-�t n'est pas
véri�é

Table 3 � Le principe du smooth-�t pour le put américain perpétuel

Le processus de Lévy Les résultats

X est à variation in�nie Le principe du smooth-�t est véri�é

X est à variation �nie - Si d < 0, le smooth-�t est véri�é
- Si d > 0, le smooth-�t n'est pas véri�é

que celle dans le modèle de Black-Scholes si σ > 0,
∫
|x|≤1
|x|ν(dx) < ∞ et d+ > 0. Dans

ce sens, nous proposons des démonstrations qui clari�ent celles de Pham [53] en évitant

l'utilisation du principe de maximum.

Ensuite, nous nous intéressons au cas plus compliqué où le terme de di�usion est absent,

et nous montrons que la vitesse du prix critique est linéaire dans un modèle de Lévy à

variation �nie sous la condition d+ > 0. En�n, nous montrons que la convergence du

prix critique n'est pas linéaire dans le cas d'un modèle de Lévy à variation in�nie sous la

condition d+ ≥ 0.

Dans le cinquième chapitre, nous introduisons d'abord les modèles exponentiels de

Lévy les plus utilisés en pratique. Ensuite, nous exposons deux méthodes classiques pour

le calcul des options américaines. La première est probabiliste, celle de l'arbre multino-

mial, basée sur le travail de Maller et al. [44]. Nous apportons quelques améliorations à

leur approche, notamment dans les modèles où la densité de probabilité de transition est

connue (VG et NIG) ou quand la mesure de Lévy associée a une singularité importante

au voisinage de zéro (CGMY). La deuxième méthode est celle des di�érences �nies basée
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sur les travaux de Forsyth et al. [25] et [26]. En�n, nous comparons numériquement les

deux méthodes et nous visualisons les améliorations apportées sur la première.
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Chapitre 1

Continuité des réduites et processus de

Lévy

1.1 Continuité des réduites

1.1.1 Introduction

On considère la réalisation canonique (Ω,F , (Ft), (Xt)t≥0,Px, x ∈ E) d'un processus de

Markov à valeurs dans un espace localement compact séparable (E, E), dont le semi-

groupe de transition (Pt)t≥0 véri�e la propriété de Feller (voir [57], Chapitre 3). Pour

toute fonction f continue bornée sur E et tout réel T > 0, on appelle réduite d'horizon

T de f la fonction dé�nie par

uf (T, x) = sup
τ∈T0,T

Ex(f(Xτ )),

où T0,T est l'ensemble des temps d'arrêts à valeur dans [0, T ]. On note A le générateur

in�nitésimal de (Pt)t≥0 vu comme un semi-groupe fortement continu sur C0(E) : l'ensemble

des fonctions continue dont la limite est nulle à l'in�ni (voir [57] Chapitre 3). On note

également DA le domaine de dé�nition de l'opérateur A.

Dans cette partie, nous nous plaçons dans le cas général d'un processus de Markov de
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

Feller et nous proposons une démonstration assez simple de la continuité de la réduite par

rapport au couple sous l'hypothèse suivante

Hypothèse 1.1.1. Pour tout compact K de E et tout ε > 0, il existe une fonction

fε ∈ DA, à valeurs dans [0, 1], telle que

fε = 1 sur K et sup
x∈E
|Afε(x)| < ε.

Ensuite, nous généralisons ce résultat dans le cas d'une fonction continue f véri�ant pour

un certain p > 1

sup
x∈K

sup
τ∈T0,T

Ex (|f(Xτ )|p) <∞,

pour tout T > 0 et tout compact K de E.

Rappelons que notre approche est un peu di�érente de celle de El Karoui et al. [23]

qui montrent la continuité de la réduite en horizon in�ni (T = ∞) pour toute fonction

continue bornée.

Plus tard dans ce chapitre, nous prouverons que l'Hypothèse 1.1.1 est véri�ée dans le cas

des processus de Lévy.

Prenons f ∈ C0(E). Pour montrer la continuité de la fonction x 7→ uf (T, x), on considère

T n0,T l'ensemble des temps d'arrêts à valeurs dans {kT
n
|k = 1, ..., n}, et soit unf la réduite

associée dé�nie par

unf (T, x) = sup
τ∈T n0,T

Ex(f(Xτ )).

L'ensemble des temps d'arrêts T n0,T étant discret, on peut voir dans ce cas le processus

de Feller X comme une chaîne de Markov et on peut calculer unf via la programmation

dynamique
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1.1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES


unf (0, x) = f(x),

unf ( jT
n
, x) = max

(
f(x),E

[
unf ( jT

n
, X jT

n
)|X (j−1)T

n

= x
])

; j = 1, ..., n,

(1.1)

pour tout x ∈ E, où grâce à la propriété de Markov, on a

E(unf (
jT

n
,X jT

n
)|X (j−1)T

n

= x) = PT
n
unf (

jT

n
, x).

Il est clair, par récurrence dans (1.1), que x 7→ unf (T, x) est continue. En plus, on peut

démontrer que unf converge simplement vers uf quand n tend vers l'in�ni. En e�et, unf ≤ uf

par dé�nition. Ensuite, pour tout temps d'arrêt τ �xé dans T0,T , soit

τn =:
n∑
j=0

(j + 1)T

n
1{τ∈] jTn ,

(j+1)T
n ]}, (1.2)

un temps d'arrêt dans T n0,T . Celui-ci décroît vers τ quand n tend vers l'in�ni. Alors, via

le Lemme de Fatou, on a

lim inf
n→∞

unf (T, x) ≥ lim inf
n→∞

Ex(f(Xτn))

≥ Ex(lim inf
n→∞

f(Xτn))

= Ex(f(Xτ )),

où la dernière égalité est déduite à partir de la continuité à droite des trajectoires de X.

Nous obtenons ainsi la convergence simple.

Pour avoir la convergence uniforme et en déduire la continuité de la fonction x 7→ uf (T, x),

dans le cas général d'une fonction continue bornée f , on aura besoin de l'Hypothèse 1.1.1.

Pareillement pour la continuité par rapport au couple de (t, x) 7→ uf (t, x) sur [0, T ]× E.
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

Théorème 1.1.1. Sous l'Hypothèse 1.1.1, pour toute fonction continue bornée f et pour

T > 0 �xé, (t, x) 7→ uf (t, x) est continue sur [0, T ]× E.

Remarque 1.1.1. Ce résultat s'étend immédiatement à des fonctions f dépendant à

la fois de t ≥ 0 et de x ∈ E. Il su�t en e�et d'introduire sur l'espace R+ × E le semi-

groupe de transition (P t)t≥0 dé�nis par P tg(s, x) = Ptg(s + t, x), pour toute fonction

g ∈ C0(R+ × E). Dans ce cas, le générateur in�nitésimal associé à (P t)t≥0 est donné par

A =: ∂
∂t

+A. De plus, on peut véri�er aisément que l'Hypothèse 1.1.1 reste véri�ée pour

(P t)t≥0. En e�et, soit K un compact de R+ ×E et ε > 0. Alors, il existe un réel T > 0 et

un compact K de E tels que K ⊂ [0, T ]×K. Notons que sous l'Hypothèse 1.1.1, il existe

une certaine fonction fε ∈ DA telle que

fε = 1 sur K et sup
x∈E
|Afε(x)| < ε.

Maintenant, considérons une fonction hε de classe C∞(R+) à valeur dans [0, 1], telle que

hε = 1 sur [0, T ] et ‖h′ε‖∞ < ε. Ainsi, en posant gε : (t, x) 7→ hε(t)fε(x), gε = 1 sur K et

on a

‖Agε‖∞ = ‖h′εfε + hεAfε‖∞

≤ 2ε.

où ‖f‖∞ désigne la norme uniforme usuelle de la fonction f .

Pour prouver le Théorème 1.1.1, on va montrer d'abord que le résultat est véri�é pour

toute fonction f ∈ DA, ensuite pour toute fonction de C0(E), et en�n, pour toute fonction

continue bornée. Mais avant, on rappelle les deux lemmes classiques suivants

Lemme 1.1.1. Soit f ∈ DA. Alors, le processus f(Xt) − f(X0) −
∫ t

0
Af(Xs)ds est une

(Ft)-martingale.

Lemme 1.1.2. Le domaine de dé�nition du générateur in�nitésimal DA est dense dans

C0 pour la norme uniforme.
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1.1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES

Proposition 1.1.1. Pour toute fonction f ∈ DA et pour T > 0 �xé, (t, x) 7→ uf (t, x) est

continue sur [0, T ]× E.

Démonstration.

� La continuité en espace : Soient f ∈ DA, T > 0, τ ∈ T0,T et τn est le temps d'arrêt dé�ni

dans (1.2). Notons qu'à partir du Lemme 1.1.1, on a

|Ex(f(Xτ )− f(Xτn))| = |Ex(
∫ τ

τn

Af(Xs)ds)|

≤ 1

n
‖Af‖∞,

puisque Af est bornée, d'où la convergence uniforme de unf vers uf quand n tend vers

l'in�ni. On en déduit alors que x 7→ uf (T, x) est continue.

� La continuité par rapport à t : Soient t ∈ [0, T ] et x ∈ E. Remarquons d'abord que pour

tout h > 0 on a

unf (t, x) = sup
τ∈T n0,t

Ex(f(Xτ )) = sup
τ∈T n0,t+h

Ex(f(Xτ∧t)).

Ensuite, en utilisant le Lemme 1.1.1, pour tout τ ∈ T0,t+h, on a

|Ex(f(Xτ )− f(Xτ∧t))| = |Ex(
∫ τ

τ∧t
Af(Xs)ds)|

≤ ‖Af‖∞h.

On en déduit alors la convergence uniforme de t 7→ uf (t, x) sur [0, T ], uniformément par

rapport à x. Ceci achève la démonstration.

Proposition 1.1.2. Pour toute fonction f ∈ C0 et pour T > 0 �xé, (t, x) 7→ uf (t, x) est

continue sur [0, T ]× E.

Démonstration. Soit f ∈ C0. D'après le Lemme 1.1.2, il existe une suite de fonctions

(fn)n≥0 dans DA qui converge uniformément vers f . Alors on a
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

|Ex(f(Xτ )− fn(Xτ ))| ≤ ‖f − fn‖∞,

pour tout τ ∈ T0,T , ce qui montre que ufn converge uniformément vers uf . On conclut en

utilisant la Proposition 1.1.1.

Démonstration du Théorème 1.1.1. Soient T > 0 �xé, K un compact de E, ε > 0

et fε une fonction qui véri�ent l'Hypothèse 1.1.1. Notons que fε ∈ DA implique que

ffε ∈ C0(E) pour toute fonction f continue bornée. Donc, d'après la Proposition 1.1.2, la

fonction (t, x) 7→ uffε(t, x) est continue sur [0, T ]× E. En plus, pour tout x ∈ K et tout

t ∈ [0, T ], en utilisant l'Hypothèse 1.1.1 et le Lemme 1.1.1, on a

|uf (t, x)− uffε(t, x)| ≤ sup
τ∈T0,t

|Ex [f(Xτ )− f(Xτ )fε(Xτ )] |

= sup
τ∈T0,t

|Ex [f(Xτ )(1− fε(Xτ ))] |

≤ ‖f‖∞ sup
τ∈T0,t

|Ex [(fε(x)− fε(Xτ ))] |

≤ ‖f‖∞ sup
τ∈T0,t

|Ex
[∫ τ

0

Afε(Xs)ds

]
|

≤ Tε‖f‖∞.

On en déduit alors que uffε converge uniformément vers uf quand ε tend vers 0 sur chaque

compact de [0, T ]× E. Par conséquent, (t, x) 7→ uf (t, x) est continue sur [0, T ]× E.

Le théorème suivant est une généralisation du Théorème 1.1.1.

Théorème 1.1.2. Soit T > 0 et supposons que l'Hypothèse 1.1.1 est véri�ée. Alors, pour

toute fonction f continue véri�ant

sup
x∈K

sup
τ∈T0,T

Ex (|f(Xτ )|p) <∞, (1.3)
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1.1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES

pour tout compact K de E et pour un certain p > 1, (t, x) 7→ uf (t, x) est continue sur

[0, T ]× E.

Démonstration. Supposons que l'Hypothèse 1.1.1 est véri�ée. Soient T > 0, M > 0 et f

une fonction continue qui véri�e la condition (1.3). On considère la fonction fM dé�nie

par



fM(x) = M, si f(x) < −M,

fM(x) = f(x), si f(x) ∈ [−M,M ],

fM(x) = M, si f(x) > M.

Notons d'abord que fM est une fonction continue bornée et donc sa réduite associée est

continue sur [0, T ]× E via le Théorème 1.1.1.

Ensuite, sachant que M1{|fM |>M} ≤ |fM |, alors pour tout réel p > 1, on a

1{|fM |>M} ≤
1

Mp−1
|fM |p−1.

Par conséquent, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×K, on a

|uf (t, x)− ufM (t, x)| ≤ sup
τ∈T0,t

|Ex [f(Xτ )− fM(Xτ )] |

≤ sup
τ∈T0,t

Ex
[
|f(Xτ )|1{|f(Xτ )|>M}

]
≤ 1

Mp−1
sup
τ∈T0,t

Ex (|f(Xτ )|p)

≤ 1

Mp−1
sup
x∈K

sup
τ∈T0,t

Ex (|f(Xτ )|p) ,

pour tout compact K dans E. On en déduit alors la convergence uniforme de ufM vers uf

quand M tend vers ∞ sur chaque compact de [0, T ]× E. Le théorème en découle par la
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

suite.

1.2 Processus de Lévy d-dimensionnel

Dans ce paragraphe, nous introduisons d'abord les processus de Lévy dans le cadre mul-

tidimensionnel. Ensuite, nous exposerons quelques résultats classiques ainsi que quelques

propriétés techniques qui nous seront utiles dans la suite de cette thèse. En�n, nous mon-

trons que la réduite associée à un processus de Lévy d-dimensionnel est continue.

1.2.1 Dé�nitions

Le processus de Lévy X est un processus stochastique càdlàg (les trajectoires de X sont

continues à droite et ont des limites à gauche en tout point) issu de 0, et dont les accrois-

sements sont indépendants stationnaires. Le processus X peut s'écrire comme la somme

d'un mouvement Brownien avec dérive et d'une somme compensée de ses sauts. Plus

précisément, grâce à la décomposition Lévy-Itô (voir [59]), on a

Xt = γt+Bt + Yt, (1.4)

Yt = X̃t + X̃0
t , (1.5)

X̃t =

∫ t

0

∫
|x|>1

xJX(ds× dx), (1.6)

X̃0
t = lim

ε→0
X̃ε
t , (1.7)

X̃ε
t =

∫
ε≤|x|≤1

xJ̃X(ds× dx), (1.8)

où γ est un vecteur dans Rd, (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien d-dimensionnel de

matrice de covariance A, JX est une mesure de Poisson sur R+ × (Rd \ {0}) et J̃X sa

mesure de Poisson compensée associée J̃X(dt, dx) = J(dt, dx) − dtν(dx). La mesure ν,

appelée mesure de Lévy, est une mesure positive sur Rd\{0}, qui véri�e la condition

suivante
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

∫
Rd

1 ∧ |x|2ν(dx) <∞, (1.9)

où |x| désigne la norme euclidienne de x. Notons que les termes à droite dans (1.4) sont

indépendants et que le processus X̃ε converge presque sûrement vers X̃0 quand ε tend

vers 0. La décomposition de Lévy-Itô implique que la loi de X est entièrement déterminée

par (A, γ, ν), appelé le triplet caractéristique de X. Remarquons que le drift γ dépend de

la fonction de troncature, on la suppose tout au long de cette thèse égale à 1{|x|≤1}.

Exemples de Processus de Lévy

L'exemple le plus simple est le mouvement Brownien qui est un processus de Lévy dont

le triplet caractéristique est (A, 0, 0).

Le processus de Poisson composé est un autre cas particulier de processus de Lévy où le

triplet caractéristique est (0,
∫
|x|≤1

xν(dx), ν), où ν(Rd) <∞. En e�et, Z est dé�ni par

Zt =
Nt∑
i=1

Ui, (1.10)

où les Ui (la taille des sauts) sont i.i.d., de loi f et Nt le processus de Poisson associé

d'intensité λ, indépendant des Ui. Dans ce cas, λ = ν(Rd) et f = 1
λ
ν.

A

La fonction caractéristique de X est donnée par la représentation de Lévy-Khinchin sui-

vante (voir [59])

ΦX(u) = E[eiu.Xt ] = exp[tϕ(u)], ∀u ∈ Rd, (1.11)

avec,

ϕ(u) = −1

2
u.Au+ iγ.u+

∫
(eiu.x − 1− iu.x1|x|≤1)ν(dx),
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

où u.v présente le produit scalaire des deux vecteurs u et v dans Rd. La fonction ϕ est

appelée exposant caractéristique du processus de Lévy X.

Prenons la notation C2
b (Rd) pour l'ensemble des fonctions bornées de classe C2 avec des

dérivées bornées. Le processus de Lévy X est un processus de Markov dont le générateur

in�nitésimal AX est dé�ni de la façon suivante (voir [59]) :

AX(g)(x) = A0
X(g)(x) + BX(g)(x), (1.12)

où

A0
X(g)(x) =

1

2

d∑
i,j=1

Ai,j
∂2g

∂xi∂xj
(x) +

d∑
i=1

γi
∂g

∂xi
(x),

et

BX(g)(x) =

∫
ν(dy)

(
g(x+ y)− g(x)−

d∑
i=1

yi
∂g

∂xi
(x)1|y|≤1

)
=

∫
ν(dy)

(
g(x+ y)− g(x)− y.∇g(x)1|y|≤1

)
.

pour toute fonction g ∈ C2
b (Rd). La notation ∇g désigne le gradient de g.

1.2.2 Remarques et propriétés

La proposition suivante caractérise les processus de Lévy ayant des trajectoires à variation

�nie (voir [18] Proposition 3.9)

Proposition 1.2.1. Un processus de Lévy est à variation �nie si et seulement si son

triplet caractéristique (A, ν, γ) véri�e les deux conditions suivantes
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

A = 0 et

∫
|x|≤1

|x|ν(dx) <∞. (1.13)

Remarque 1.2.1. Dans le cas d'un processus de Lévy à variation �nie de triplet ca-

ractéristique (A, ν, γ), à partir de la Proposition 1.2.1, on voit que pour tout a > 0, on

a

lim
a→0

aν((−∞,−a]d) = 0.

En e�et,

aν((−∞,−a]d) =

∫
a1(−∞,−a]d(y)ν(dy),

où la fonction (a1(−∞,−a])(y) est dominée par y 7→ −y1(−∞,−a]d qui est ν-intégrable par

(1.13). Et on conclut par le théorème de convergence dominée. De même, on montre que

lim
a→0

aν([a,∞)d) = 0,

et que dans le cas d'un processus de Lévy général on a

lim
a→0

a2[ν((−∞,−a]d) + ν([a,∞)d)] = 0.

Remarque 1.2.2. Il est facile de voir qu'à partir de la représentation de Lévy-Khinchin

(1.11) (voir [18], Proposition 2.4), on a

� Si d = 1 et
∫
|x|≥1

xν(dx) <∞,

E[Xt] = t(γ +

∫
|x|≥1

xν(dx)),
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

� Si d = 1 et
∫
|x|≥1

x2ν(dx) <∞),

V ar[Xt] = t(σ2 +

∫
x2ν(dx)).

pour tout t ∈ [0, T ].

Nous distinguons trois type de processus de Lévy :

De�nition 1.2.1. Soit X un processus de Lévy réel de triplet caractéristique (σ2, γ, ν).

On dit qu'il est de

• type A, si σ = 0 et ν(R) <∞ ;

• type B, si σ = 0, ν(R) = ∞ et
∫
|x|≤1
|x|ν(R) < ∞ (activité in�nie et variation

�nie) ;

• type C, si σ > 0 ou
∫
|x|≤1
|x|ν(R) =∞ (variation in�nie).

On rappelle le résultat suivant sur les conditions de martingale du processus de Lévy et

de son exponentielle (voir [18] Proposition 3.17).

Proposition 1.2.2. Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy unidimensionnel dont le triplet

caractéristique est (σ2, γ, ν). Alors

1. (Xt) est une martingale si et seulement si
∫
{|x|≥1} |x|ν(dx) < +∞ et

γ +

∫
{|x|≥1}

xν(dx) = 0.

2. (eXt) est une martingale si et seulement si∫
|x|≥1

exν(dx) <∞

et
σ2

2
+ γ +

∫
(ex − 1− x1|x|≤1)ν(dx) = 0.
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

Démonstration. On propose ici, une démonstration de la deuxième partie de cette propo-

sition, la première partie se fait de la même façon. Rappelons que les accroissements de

X sont stationnaires et indépendants, donc il est clair que (eXt)t≥0 est une martingale si

et seulement si E(eXt) = 1, pour tout t ≥ 0. Aussi, en utilisant la décomposition (1.4), on

en déduit que

E(eXt) = e(γ+σ2

2
)tE(eYt). (1.14)

Soit (Zt)t≥0 un processus de Poisson composé dé�ni par

Zt =
Nt∑
i=1

Ui,

où les Ui (la taille des sauts) sont i.i.d, de loi f et Nt le processus de Poisson associé

d'intensité λ, indépendant des Ui. Alors, pour tout u ∈ R, on a

E(euZt) = E

(
E(
∞∑
n=1

eu
∑n
i=1 Ui |Nt = n)

)
(1.15)

=
∞∑
n=0

E(eu
∑n
i=1 Ui)P (Nt = n)

=
∞∑
n=0

e−λt(λt)n

n!
(f̂(u))n

= exp{λt
∫

(eux − 1)f(dx)}, où f̂(u) =

∫
euxf(dx).

Notez que le processus X̃ dé�ni dans (1.6) est aussi un processus de Poisson composé,

dont l'intensité du processus de Poisson associé est donnée par λ = ν({y, |y| ≥ 1}), et la

loi de la taille des sauts est 1
λ
ν(dx). Alors, de (1.15), on déduit que
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

E(eX̃t) = exp{t
∫
|x|≥1

(ex − 1)ν(dx)}, (1.16)

et on remarque que E(eX̃t) < ∞ si et seulement si
∫
|x|≥1

exν(dx) < ∞. De même, pour

ε > 0 �xé, le processus X̃ε dé�ni par

X̃ε
t =

∫ t

0

∫
ε≤|x|<1

xJ̃X(ds× dx),

est un processus de Poisson composé et par (1.15) on a

E(euX̃
ε
t ) = exp{t

∫
ε≤|x|<1

(eux − 1− ux)ν(dx)}, (1.17)

pour tout u ∈ Rd. Dans cette dernière équation, on s'aperçoit d'une part que le terme à

droite converge vers exp{t
∫
|x|<1

(eux− 1−ux)ν(dx)} quand ε tend vers 0 par convergence

dominée, puisque ν intègre x2 au voisinage de l'origine. D'autre part, étant donné que

supε≥0{E[(euX̃
ε
t )p]} <∞, pour tout p > 1, le processus euX̃

ε
est équi-intégrable et converge

presque sûrement. Alors, en faisant tendre ε vers 0 dans (1.17), on en déduit que

E(elimε→0 X̃ε
t ) = exp{t

∫
|x|<1

(ex − 1− x)ν(dx)}. (1.18)

En�n, il est facile de conclure à partir de (1.5), (1.14),(1.16) et (1.18).

On rappelle la formule de compensation suivante (voir [11], dans le préliminaire).

Proposition 1.2.3. Soit X un processus de Lévy Rd-dimensionnel. Soit Φ : (t, ω, x) 7→

Φx
t (ω) une application mesurable positive de R+×Ω×Rd muni de la tribu P ⊗B(Rd), où

P est la tribu prévisible sur R+ × Ω, dans R+ muni de la tribu borélienne.

Alors on a,
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

E

( ∑
0≤s≤∞

Φ∆Xs
s

)
= E

[∫ ∞
0

ds

∫
ν(dy)Φy

t

]
. (1.19)

Remarque 1.2.3. Il est facile de montrer que (1.19) reste valable dans le cas d'une

fonction Φx
t , : (R+ × Ω× Rd,P ⊗ B(Rd)) → (R,B(Rd)) mesurable, véri�ant la condition

E
[∫ ∞

0

ds

∫
ν(dy)|Φy

t |
]
<∞.

On rappelle aussi le résultat suivant sur l'intégrale d'une mesure de Poisson compensée

(voir [18] Proposition 8.8).

Proposition 1.2.4. Pour toute fonction ϕ : Ω× [0, T ]× R −→ R, P ⊗ B(R)-mesurable,

véri�ant

E
[∫ T

0

∫
R
|ϕ(t, x)|2dtν(dx)

]
<∞,

on a les deux propriétés suivantes

1. (
∫ t

0

∫
R ϕ(s, x)J̃X(ds, dx))0≤t≤T est une martingale de carré intégrable,

2. E
[
|
∫ t

0

∫
R ϕ(s, x)J̃X(ds, dx)|2

]
= E

[∫ t
0

∫
R |ϕ(s, x)|2dsν(dx)

]
, pour tout t ∈ [0, T ].

On introduit le lemme suivant sur le comportement du processus de sauts pur Y pour t

au voisinage de 0.

Lemme 1.2.1. Soit Y le processus dé�ni dans (1.5). Alors

lim
t→0+

Yt√
t

= 0.

en probabilité. De plus, si ∫
|x|≤1

|x|ν(dx) <∞, (1.20)

Alors,
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

lim
t→0+

Yt
t

= −
∫
|x|≤1

xν(dx),

en probabilité.

Remarque 1.2.4. Sous la condition (1.20), Ken-Iti Sato [59] démontre la convergence

presque sûre de Yt
t
vers −

∫
|x|≤1

xν(dx) quand t tend vers 0.

Remarque 1.2.5. Sous la condition (1.20), il est clair que

lim
t→0+

Zt
t

= 0,

où Z est le processus de sauts purs dé�ni par

Zt =
∑

0≤s≤t

∆Xs,

puisque Zt = Yt + t
∫
|x|≤1

xν(dx) pour tout t ∈ [0, T ].

Démonstration du Lemme 1.2.1. On va s'intéresser à la démonstration de la deuxième

partie de ce lemme, la première est une version plus facile de celle-ci. Supposons que la

condition (1.20) est véri�ée. Alors, à partir de (1.9) et (1.11), on en déduit que

E[eiu.
Yt
t ] (1.21)

= exp

(
t

∫
(ei

ux
t − 1− iux

t
1|x|≤1)ν(dx)

)
= exp

(
−iu

∫
|x|≤1

xν(dx)

)
exp

(
t

∫
(ei

ux
t − 1)ν(dx)

)
,

pour tout u ∈ R et t ∈ (0, 1). Remarquons que

t|ei
ux
t − 1| ≤ C|x|,

où C est une constante indépendante de x. Donc, de (1.20), et par le théorème de conver-

gence dominée, on a
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

lim
t→0+

t

∫
(ei

ux
t − 1)ν(dx) = 0.

En outre, quand on fait tendre t vers zéro dans (1.21), on en déduit que limt→0+
Yt
t

=

−
∫
|x|≤1

xν(dx) en loi, et donc, en probabilité.

1.2.3 La continuité de la réduite dans le cas d'un processus de

Lévy

Proposition 1.2.5. Soient X un processus de Lévy d-dimensionnel de triplet caractéris-

tique (A, γ, ν), f une fonction continue véri�ant la condition (1.3) pour T > 0 �xé. Alors,

la fonction (t, x) 7→ uf (t, x) est continue sur [0, T ]× Rd.

Démonstration. Rappelons que à partir du Théorème 1.1.2, il su�t de montrer que le

processus de Lévy véri�e l'Hypothèse 1.1.1, pour en déduire la proposition.

En e�et, soient X un processus de Lévy d-dimensionnel de triplet caractéristique (A, γ, ν)

dont le générateur in�nitésimal AX est dé�ni en (1.12), K un compact de Rd et ε > 0.

Tout compact de Rd étant contenu dans un pavé compact, on peut supposer que K =:

[A1, B1]× [A1, B1]× ...× [Ad, Bd] où (Ai) , (Bi) sont des réels véri�ant Ai < Bi. Cherchons

une fonction fε ∈ DAX (= C2
b (Rd)) à valeurs dans [0, 1] telle que

fε = 1 sur K et ‖AXfε‖∞ < ε.

Considérons d'abord une fonction ρ de classe C∞(Rd) et à valeurs dans [0, 1] telle que

ρ = 1 sur B(0, 1) =: {x ∈ Rd, |x| ≤ 1} et ρ = 0 sur Rd \B(0, 2).

Posons gε la fonction dé�nie par gε(x) = ρ(εx), pour tout x ∈ Rd.

Notons que la fonction gε ∈ DAX . Alors, de (1.12), on a

AX(gε)(x) = A0
X(gε)(x) + BX(gε)(x), (1.22)
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY

où

A0
X(gε)(x) =

1

2

d∑
i,j=1

Ai,j
∂2gε
∂xi∂xj

(x) +
d∑
i=1

γi
∂gε
∂xi

(x)

= ε

(
ε

1

2

d∑
i,j=1

Ai,j
∂2ρ

∂xi∂xj
(εx) +

d∑
i=1

γi
∂ρ

∂xi
(εx)

)
,

pour tout x ∈ Rd. Ainsi,

|A0
X(gε)(x)| ≤ ε (ε‖A‖∞ + ‖γ‖∞) max(‖∇ρ‖∞, ‖D2ρ‖∞), (1.23)

où D2ρ désigne la matrice hessienne de ρ, ∇ρ son gradient.

Ensuite,

BX(gε)(x) =

∫
ν(dy)

(
gε(x+ y)− gε(x)−

d∑
i=1

yi
∂gε
∂xi

(x)1|y|≤1

)
(1.24)

=

∫ (
gε(x+ y)− gε(x)− y.∇gε(x)1|y|≤1

)
ν(dy)

=

∫
|y|≥1

(gε(x+ y)− gε(x)) ν(dy)

+

∫
|y|<1

(gε(x+ y)− gε(x)− y.∇gε(x)) ν(dy)

=

∫
|y|≥1

(ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)) ν(dy)

+

∫
|y|<1

(ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)− εy.∇ρ(εx)) ν(dy).

D'une part, sachant que

|ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)| ≤ sup
x∈Rd
|ρ(x+ εy)− ρ(x)| ≤ 2‖ρ‖∞,
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1.2. PROCESSUS DE LÉVY D-DIMENSIONNEL

et que, pour tout y ∈ Rd,

lim
ε→0

sup
x∈Rd
|ρ(x+ εy)− ρ(x)| = 0,

on obtient par convergence dominée,

lim
ε→0

sup
x∈Rd

∫
|y|≥1

(ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)) ν(dy) = 0. (1.25)

D'autre part, étant donné que, pour y ∈ B(0, 1)

|ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)− εy.∇ρ(εx)| ≤ Cε2‖D2ρ‖∞,

Alors,

∫
|y|<1

(ρ(ε(x+ y))− ρ(εx)− εy.∇ρ(εx)) ν(dy) ≤ Cε2

∫
|y|<1

|y|2ν(dy), (1.26)

Par conséquent, de (1.22), (1.23), (1.24), (1.25) et (1.26), il est clair que

lim
ε→0
‖AX(gε)‖∞ = 0.

On a gε = 1 sur B(0, 1
ε
). Donc K étant un compact, on a K ⊂ B(0, 1

ε
) pour un ε assez

petit et on en déduit aisément la proposition.
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CHAPITRE 1. CONTINUITÉ DES RÉDUITES ET PROCESSUS DE LÉVY
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Chapter 2

The Critical Price for the American

Put in an Exponential Lévy Model

Introduction en français . L'introduction des processus à trajectoires discontinues

dans la modélisation �nancière est due à Merton [47]. Le modèle de di�usion avec sauts

proposé par Merton s'obtient à partir du modèle classique de Black-Scholes en ajoutant

un processus de Poisson composé au logarithme du sous-jacent. Les processus de dif-

fusion avec sauts sont un exemple simple de processus de Lévy. Plus récemment, des

processus de Lévy plus généraux sont introduits dans la modélisation �nancière, pour

plus d'information sur de tels modèles, on renvoie à [13] et [18]. De nombreux articles

sont dédiés à l'évaluation des l'options européennes dans ce contexte. Ici, nous nous in-

téressons à l'option américaine, et notamment à sa frontière libre. Zhang (voir [63], [62]

et [64]) et Pham (voir [53]) donnent les premiers résultats sur les options américaines

dans un modèle de di�usion avec sauts. En s'inspirant de Bensoussan et Lions [9], Zhang

développe une approche basée sur l'inéquation variationelle. Pham caractérise le prix de

l'option américaine comme la solution d'un problème à frontière libre et en déduit quelques

propriétés du prix critique. Les résultats de Zhang et Pham reposent essentiellement sur

l'existence du terme de di�usion dans le modèle.

Dans le cas de processus de Lévy généraux, Levendorskii [40] étudie le comportement du

41

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

prix critique d'un put américain près de l'échéance. En particulier, il observe que sous

certaines conditions sur la mesure de Lévy, notamment si l'intensité des sauts positifs

est assez grande, la limite du prix critique près de l'échéance est plus petite que le prix

d'exercice, ce qui di�ère du cas classique Black-Scholes. Levendorskii montre également

que pour certains modèles de Lévy, le comportement du prix critique quand le taux

d'intérêt tend vers 0 semble plus naturel que dans le cas classique de Black-Scholes.

L'objectif de ce chapitre est de clari�er les propriétés basiques de la frontière libre du put

américain dans un modèle exponentiel de Lévy général avec dividendes. On commence

par caractériser le prix de l'option américaine comme l'unique solution d'une inéquation

variationnelle au sens des distributions. Ce qui nous permet de retrouver et d'étendre

les résultats de Levendorskii et de montrer la continuité de la frontière libre. Notons

que notre approche est complètement di�érente de celle de Levendorskii. Par ailleurs, on

impose moins de restrictions sur la mesure de Lévy.

Ce chapitre est divisé en cinq parties, les quatres premières ont fait l'objet d'un article avec

Damien Lamberton paru dans Finance and Stochastics (2008). Le papier est organisé de

la façon suivante. Dans la deuxième partie, on rappelle quelques résultats classiques sur

les processus de Lévy multi-dimensionnel et on caractérise la fonction valeur du problème

d'arrêt optimal comme l'unique solution d'une inégalité variationnelle dans le sens des

distributions. Dans la troisième partie, on décrit le modèle exponentiel de Lévy avec

dividendes et on établit quelques propriétés basiques du put américain dans ce modèle.

La quatrième partie est dédiée aux propriétés de la frontière libre. On montre d'abord la

continuité de celle-ci. Ensuite, on étudie la limite du prix critique près de l'échéance et

on discute quelques cas particuliers.

La cinquième et dernière partie de ce chapitre, est consacrée à l'existence d'une région

d'exercice des options américaines. En e�et, nous donnons une caractérisation de celle-ci

dans certains modèles exponentiels de Lévy. Nous généralisons ainsi le résultat établi par

Villeneuve [60] dans le cadre des modèles continus.
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2.1. INTRODUCTION

The Critical Price for the American Put
in an Exponential Lévy Model

Received: 15 October 2007/Accepted: 16 February 2008/Published: 18 September 2008

c©Springer-Verlag 2008.

Abstract . This paper considers the behavior of the critical price for the American put

in the exponential Lévy model when the underlying stock pays dividends at a continuous

rate. We prove the continuity of the free boundary and we give a characterization of the

critical price at maturity, generalizing a recent result of S.Z. Levendorskii (see [40]).

2.1 Introduction

The introduction of stochastic processes with discontinuous paths in �nancial modelling

goes back to Merton (see [47]). Merton's jump-di�usion model can be derived from the

classical Black-Scholes model by adding to the logarithm of the stock price a compound

Poisson process, which is the simplest example of a Lévy process with jumps. More

recently, general Lévy processes were introduced in �nancial modelling and we refer to

the monographs [13] and [18] for an account of the literature in this direction. A large

number of papers have been devoted to the pricing of European options in this setting. In

this paper, we will focus on American options, and especially, on the study of the exercise

boundary.
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

The �rst results on American option pricing within jump-di�usion models are due to

Zhang (see [63], [62] and [64]) and Pham (see [53]). Zhang developed an approach based

on variational inequalities in the spirit of Bensoussan and Lions [9]. Pham characterized

the option price as the solution of a free boundary problem and derived some properties

of the exercise boundary. Zhang and Pham's results rely in a crucial way on the di�usion

part of the underlying Lévy process.

For general Lévy processes, Levendorskii, in [40], studied the behavior of the exercise

boundary of the American put near maturity. In particular, he observed that, if the Lévy

measure satis�es some conditions especially if the intensity of positive jumps is not too

small, the limit of the critical price at maturity is smaller than the strike price, which is

in contrast to the Black-Scholes setting. Levendorskii also showed that, for some Lévy

models, the behavior of the limit of the critical price as the interest rate goes to 0 is more

natural than in the standard Black-Scholes case.

The purpose of the present paper is to clarify the basic properties of the early exercise

boundary of the American put on a dividend paying stock in general exponential Lévy

models. To this end, we characterize the price of the American option as the unique

solution of a variational inequality in the sense of distributions. This enables us to re-

cover and extend Levendorskii's results and to prove the continuity of the early exercise

boundary (a result proved by Pham [53] for jump-di�usions). Note that our approach is

completely di�erent from Levendorskii's and that we have less stringent assumptions on

the Lévy measure.

The paper is organized as follows. In section 2, we recall some basic facts about multidi-

mensional Lévy processes and we characterize the value function of an optimal stopping

problem as the unique solution of a variational inequality in the sense of distributions.

In section 3, we describe the exponential Lévy model with dividends and we set up the

basic properties of the American put price in this model. The fourth section is devoted to

properties of the exercise boundary. We �rst establish the continuity of the free boundary,

then, we study the limit of the critical price at maturity and we discuss some particular

cases.
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2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

2.2 Multidimensional Lévy processes and optimal stop-

ping

2.2.1 In�nitesimal generator

A d-dimensional Lévy process X is a càdlàg1 stochastic process with values in Rd, starting

from 0, with stationary and independent increments. The random process X can be

interpreted as the independent superposition of a Brownian motion with drift and an

in�nite superposition of independent (compensated) Poisson processes. More precisely

the Lévy-Itô decomposition (see [59]) gives the following representation of X:

Xt = γt+Bt + X̃t + lim
ε→0

X̃ε
t , (2.1)

X̃t =

∫ t

0

∫
|x|>1

xJX(ds× dx), X̃ε
t =

∫ t

0

∫
ε≤|x|≤1

xJ̃X(ds× dx),

where γ is a vector in Rd, (Bt)t≥0 is a d-dimensional Brownian motion with covariance

matrix A, JX is a Poisson measure on R+× (Rd \{0}) and J̃X is the compensated Poisson

measure J̃X(dt, dx) = JX(dt, dx)− dtν(dx). The measure ν is a positive Radon measure

on Rd\{0}, called the Lévy measure of X, and it satis�es:

∫
Rd

1 ∧ |x|2ν(dx) <∞, (2.2)

where |x| denotes the Euclidean norm of x. Note that the terms in the right hand side of

(2.1) are independent and the convergence of the last term is almost surely uniform with

respect to t on [0, T ]. The Lévy-Itô decomposition entails that the distribution of X is

uniquely determined by (A, γ, ν), called the characteristic triplet of the process X. The

characteristic function of X has the following Lévy-Khinchin representation (see [59]).

1The sample paths of X are right continuous with left limits
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

Denote by u.v the scalar product of two vectors u, v in Rd. We have

E[eiz.Xt ] = exp[tΨ(z)], z ∈ Rd, (2.3)

with

Ψ(z) = −1

2
z.Az + iγ.z +

∫
(eiz.x − 1− iz.x1|x|≤1)ν(dx).

The Lévy process X is a Markov process and its in�nitesimal generator AX is de�ned as

follows (see [59]). Let C2
b (Rd) denote the set of all bounded C2 functions with bounded

derivatives. For g ∈ C2
b (Rd), we have

AX(g)(x) = A0
X(g)(x) + BX(g)(x), (2.4)

where,

A0
X(g)(x) =

1

2

d∑
i,j=1

Ai,j
∂2g

∂xi∂xj
(x) +

d∑
i=1

γi
∂g

∂xi
(x),

and

BX(g)(x) =

∫
ν(dy)

(
g(x+ y)− g(x)−

d∑
i=1

yi
∂g

∂xi
(x)1|y|≤1

)
=

∫
ν(dy)

(
g(x+ y)− g(x)− y.∇g(x)1|y|≤1

)
.

Here, ∇g denotes the gradient of g. Note that if g is a locally integrable function on Rd,

A0
X(g) can be de�ned in the sense of distributions. We will now show how BX(g) can be

de�ned as a distribution if g is a bounded and continuous function. We need to recall

some facts and notations from the theory of distributions. If O is an open subset of Rd, we

denote by D(O) the set of all C∞ functions with compact support in O and by D′(O) the

46

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

space of distributions on O. If u ∈ D′(O) and ϕ ∈ D(O), 〈u, ϕ〉 denotes the evaluation

on the test function ϕ of the distribution u. Note that if u is a locally integrable function

on O,

〈u, ϕ〉 =

∫
O
u(x)ϕ(x)dx.

We now introduce the adjoint operator B∗X of BX . For ϕ ∈ D(Rd), de�ne

B∗X(ϕ)(x) =

∫ (
ϕ(x− y)− ϕ(x) + y.∇ϕ(x)1|y|≤1

)
ν(dy), x ∈ Rd.

For the next Proposition, we will use the following notations.

||D2ϕ||∞ = sup
x∈Rd

sup
|y|≤1

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

d∑
j=1

yiyj
∂2ϕ

∂xi∂xj
(x)

∣∣∣∣∣ , ||ϕ||L1 =

∫
Rd
|ϕ(y)|dy,

B1 =
{
y ∈ Rd | |y| ≤ 1

}
.

We also denote by λd(A) the Lebesgue measure of a Borel set A ⊂ Rd and by Ac the

complement of A.

Proposition 2.2.1. If ϕ ∈ D(Rd), the function B∗X(ϕ) is continuous and integrable on

Rd, and we have

||B∗X(ϕ)||L1 ≤ 1

2
||D2ϕ||∞λd(K +B1)

∫
B1

|y|2ν(dy) + 2||ϕ||L1ν(Bc
1),

where K is the support of ϕ. Moreover, if g ∈ C2
b (Rd), we have

〈BX(g), ϕ〉 =

∫
Rd
g(x)B∗X(ϕ)(x)dx.

Proof. We have
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

B∗X(ϕ)(x) =

∫
B1

(ϕ(x− y)− ϕ(x) + y.∇ϕ(x)) ν(dy) +∫
Bc1

(ϕ(x− y)− ϕ(x)) ν(dy).

It follows from Taylor's formula that

|ϕ(x− y)− ϕ(x) + y.∇ϕ(x)| ≤ 1

2
||D2ϕ||∞|y|2.

Note that, if x /∈ K + B1, x /∈ K and x − y /∈ K for y ∈ B1, so that ϕ(x − y) − ϕ(x) +

y.∇ϕ(x) = 0. Hence

∫
Rd
|B∗X(ϕ)(x)|dx ≤ 1

2
||D2ϕ||∞

∫
K+B1

dx

∫
B1

ν(dy)|y|2

+

∫
Rd
dx

∫
Bc1

ν(dy)|ϕ(x− y)− ϕ(x)|

=
1

2
||D2ϕ||∞λd(K +B1)

∫
B1

|y|2ν(dy)

+

∫
Bc1

ν(dy)

∫
Rd

(|ϕ(x− y)|+ |ϕ(x)|) dx

=
1

2
||D2ϕ||∞λd(K +B1)

∫
B1

|y|2ν(dy) + 2||ϕ||L1ν(Bc
1).

Now, if g ∈ C2
b (Rd), we have, using Fubini's Theorem and integration by parts,
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2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

〈BX(g), ϕ〉 =

∫
Rd
BX(g)(x)ϕ(x)dx

=

∫ (∫ (
g(x+ y)− g(x)− y.∇g(x)1|y|≤1

)
ν(dy)

)
ϕ(x)dx

=

∫ (∫
B1

(g(x+ y)− g(x)− y.∇g(x)) ν(dy)

)
ϕ(x)dx

+

∫
dx

∫
Bc1

ν(dy) (g(x+ y)− g(x))ϕ(x)

=

∫
B1

ν(dy)

(∫
(g(x+ y)− g(x)− y.∇g(x))ϕ(x)dx

)
+

∫
Bc1

ν(dy)

(∫
(g(x+ y)ϕ(x)− g(x)ϕ(x)) dx

)
=

∫
B1

ν(dy)

(∫
g(x) (ϕ(x− y)− ϕ(x) + y.∇ϕ(x)) dx

)
+

∫
Bc1

ν(dy)

(∫
g(x) (ϕ(x− y)− ϕ(x)) dx

)
=

∫
g(x)B∗X(ϕ)(x)dx.

Remark 2.2.1. It follows from Proposition 2.2.1 that, if g is a bounded Borel measurable

function on Rd, we can de�ne the distribution BX(g) by setting

〈BX(g), ϕ〉 =

∫
g(x)B∗X(ϕ)(x)dx. (2.5)

We also de�ne AX(g) = A0
X(g) +BX(g). Note that it follows from (2.5) that if (gn)n∈N is

a sequence of bounded measurable functions on Rd such that

∀x ∈ Rd, lim
n→∞

gn(x) = g(x),

with, for some positive constant C,
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

|gn| ≤ C, n ∈ N,

then the sequence (BX(gn))n∈N converges to BX(g) in D′(Rd).

The following proposition will be useful in regularization arguments.

Proposition 2.2.2. If g ∈ L∞(Rd), we have, for every θ ∈ D(Rd),

AX(g ∗ θ) = AX(g) ∗ θ.

Proof. Recall that partial derivatives commute with convolution. Therefore, it su�ces to

show that BX(g ∗ θ) = BX(g) ∗ θ. We have, for ϕ ∈ D(Rd),

〈BX(g ∗ θ), ϕ〉 =

∫
(g ∗ θ)(x)B∗X(ϕ(x))dx

=

∫ ∫
g(x− y)θ(y)B∗X(ϕ)(x)dxdy

=

∫ ∫
g(x)θ(y)B∗X(ϕ)(x+ y)dxdy.

Now,

∫
θ(y)B∗X(ϕ)(x+ y)dy

=

∫
θ(y)dy

∫
ν(dz)

(
ϕ(x+ y − z)− ϕ(x+ y) + z.∇ϕ(x+ y)1|z|≤1

)
=

∫
ν(dz)

∫
θ(y)

(
ϕ(x+ y − z)− ϕ(x+ y) + z.∇ϕ(x+ y)1|z|≤1

)
dy

=

∫
ν(dz)

(
ϕ ∗ θ̌(x− z)− ϕ ∗ θ̌(x) + z.∇(ϕ ∗ θ̌)(x)1|z|≤1

)
= B∗X(ϕ ∗ θ̌)(x),

where θ̌(x) = θ(−x). Hence
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2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

〈BX(g ∗ θ), ϕ〉 =

∫
g(x)B∗X(ϕ ∗ θ̌)(x)dx

= 〈BX(g), ϕ ∗ θ̌〉

= 〈BX(g) ∗ θ, ϕ〉.

2.2.2 Analytic characterization of the supermartingale property

Let X be a d-dimensional Lévy process and �x g in C2
b (Rd). By the Itô formula, we can

show the following semimartingale decomposition for X (see [18] Proposition 8.18):

g(Xt) = Mt + Vt, (2.6)

where M is a martingale given by

Mt = g(0) +

∫ t

0

∇g(Xs−).dBs +

∫
[0,t]×Rd

J̃X(ds× dy)[g(Xs− + y)− g(Xs−)],

and

Vt =

∫ t

0

AX(g)(Xs)ds.

Given an open set U ⊂ Rd and x ∈ U , we introduce the following stopping time, which is

the exit time of the process x+X from U :

τxU = inf{t ≥ 0 | x+Xt 6∈ U}.

The following proposition provides a characterization of the supermartingale property for
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

a smooth function of the process.

Proposition 2.2.3. Let f be a function in C2
b (Rd) and U an open set in Rd. Then the

following two conditions are equivalent:

1. The process
(
f(Xt∧τxU + x)

)
t≥0

is a supermartingale for every x ∈ U ,

2. For all x ∈ U , AX(f)(x) ≤ 0.

Proof. 1 =⇒ 2. Fix x in U . Since
(
f(Xt∧τxU + x)

)
t≥0

is a supermartingale, we have, for

every t ∈ (0, T ),

E
[

1

t

(
f(Xt∧τxU + x)− f(x)

)]
≤ 0.

So, by the decomposition (2.6) we get

E
(

1

t

∫ t∧τxU

0

AX(f)(Xs + x)ds

)
≤ 0, ∀t ∈ (0, T ). (2.7)

Note that, due to the right continuity of X, we have τxU > 0 almost surely. Therefore,

letting t go to zero in (2.7), we have, by dominated convergence, AX(f)(x) ≤ 0.

1⇐= 2. By the martingale-drift decomposition (2.6), we have, for x ∈ U and 0 ≤ s ≤ t,

E
[
f(Xt∧τxU + x)|Fs

]
= E

(
f(x) +Mt∧τxU +

∫ t∧τxU

0

AX(f)(x+Xl)dl|Fs
)

= f(x) +Ms∧τxU +

∫ s∧τxU

0

AX(f)(x+Xl)dl

+E

(∫ t∧τxU

s∧τxU
AX(f)(x+Xl)dl|Fs

)

= f(Xs∧τxU + x) + E

(∫ t∧τxU

s∧τxU
AX(f)(x+Xl)dl|Fs

)
≤ f(Xs∧τxU + x),
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2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

since AX(f)(x+Xl) ≤ 0 a.s. for l ∈ (s ∧ τxU , t ∧ τxU).

The following result shows that the previous proposition can be extended to bounded

continuous functions, provided the inequality AX(f) ≤ 0 is taken in the sense of distri-

butions.

Proposition 2.2.4. Let f be a bounded continuous function on Rd and U an open set in

Rd. Then the following two conditions are equivalent:

1. The process
(
f(Xt∧τxU + x)

)
t≥0

is a supermartingale for every x ∈ U .

2. The distribution AX(f) is a nonpositive measure on U .

Proof. 1 =⇒ 2. Fix x0 in U and de�ne the stopping time τU by

τU = inf{t ≥ 0 | ∃y ∈ B(x0, a) such that y +Xt 6∈ U},

where B(x0, a) is open the ball in Rd with center x0 and radius a. We choose a > 0 so

that B(x0, 2a) ⊂ U . Note that for every (x, y) ∈ B(x0, a/2)× B(0, a/2), τU ≤ τx−yU , and,

since
(
f(Xt∧τx−yU

+ x− y)
)
is a supermartingale,

E(f(Xt∧τU + x− y)) ≤ f(x− y). (2.8)

Now, consider a regularizing sequence ρn such that for every n ∈ N, ρn is a C∞ even

nonnegative function,

supp(ρn) ⊂ B(0, a/2n) and
∫
ρn = 1. We deduce from (2.8) that

∫
Rd

E(f(Xt∧τU + x− y))ρn(y)dy ≤
∫
Rd
f(x− y)ρn(y)dy,

which is equivalent via the Fubini theorem to:
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

E(f ∗ ρn(Xt∧τU + x)) ≤ f ∗ ρn(x). (2.9)

So, for every t > 0,

1

t
[E(f ∗ ρn(Xt∧τU + x))− ρn ∗ f(x)] ≤ 0.

Note that f ∗ ρn ∈ C2
b (Rd) , so that we get

E
[

1

t

∫ t∧τU

0

AX(f ∗ ρn)(Xs + x)ds

]
≤ 0.

But AX(f ∗ ρn)(Xs + x) is a right continuous bounded function with respect to s and

t ∧ τU = t for t close to 0 (because τU > 0 a.s.). So, we let t go to 0 and we obtain:

AX(f ∗ ρn)(x) ≤ 0, ∀x ∈ B(x0, a/2).

Using Proposition 2.2.3, we deduce AX(f) ∗ ρn ≤ 0 on B(x0, a/2) and, by letting n go to

in�nity AX(f) ≤ 0 in the sense of distributions in B(x0, a/2). Since x0 is arbitrary in U ,

we conclude, using a standard partition of unity argument, that AX(f) ≤ 0 on U .

(1) ⇐= (2). Suppose that AX(f) is a nonpositive measure on U . For a positive integer

n, consider the open set Un, de�ned by:

Un = {x ∈ U | d(x, U c) > 1/n },

where d(x, U c) = infy∈Uc |x − y|. Note that the sequence (Un)n≥1 is increasing and that⋃
n≥1 Un = U . Consider a sequence (ρn)n≥1 of even, nonnegative C∞ functions such that

supp(ρn) ⊂ B(0, 1/n),

∫
ρn(x)dx = 1, n ≥ 1.

If ϕ is a nonnegative function in D(Un), we have, using the inclusion supp(ϕ ∗ ρn) ⊂
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2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

supp(ϕ) + supp(ρn), ϕ ∗ ρn ∈ D+(U), where D+(U) is the set of all nonnegative functions

in D(U). Since AX(f) ≤ 0 on U , we deduce 〈AX(f), ϕ ∗ ρn〉 ≤ 0. On the other hand, we

have 〈AX(f), ϕ∗ρn〉 = 〈AX(f)∗ρn, ϕ〉, because ρn is even, and AX(f)∗ρn = AX(f ∗ρn),

by Proposition 2.2.2. Hence, the function AX(f ∗ ρn) is nonpositive on the open set Un.

Note that we also have AX(f ∗ ρn) ≤ 0 on Uk, for k ≤ n, because Uk ⊂ Un. Since

f ∗ ρn ∈ C2
b (Rd), we can apply Proposition 2.2.3 and deduce that, for k ≤ n and x ∈ Uk,

the process
(
f ∗ ρn(Xt∧τxUk

+ x)
)
t≥0

is a supermartingale. Recall that τxUk is the exit time

of the process x+X from the open set Uk. We now have, for 0 ≤ s ≤ t and n ≥ k,

E
(
f ∗ ρn(Xt∧τxUk

+ x) | Fs
)
≤ f ∗ ρn(Xs∧τxUk

+ x), (2.10)

We now �x k and let n go to in�nity. The sequence(f ∗ ρn)n≥1 converges to f and is

uniformly bounded. So, by the dominated convergence theorem we have

E
(
f(Xt∧τxUk

+ x) | Fs
)
≤ f(Xs∧τxUk

+ x). (2.11)

Now, the sequence of stopping times (τxUk)k≥1 is clearly increasing. Let τ̄ = limk→∞ τ
x
Uk
.

We will prove that τ̄ = τxU a.s.. We obviously have τ̄ ≤ τxU . On the other hand, by the

right continuity of X, we have, on {τ̄ <∞},

d(x+XτUk
, U c

k) ≤
1

k
,

and by the quasi left continuity of X (see Chapter 8, page 279 in [59]), we also have

d(x+Xτ̄ , U
c) = 0, a.s.

on {τ̄ < ∞}. Therefore, τxU ≤ τ̄ a.s.. To complete the proof, we let k go to in�nity in

(2.11). By the quasi left continuity of X and the dominated convergence theorem we have
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

E(f(Xt∧τU + x)|Fs) ≤ f(Xs∧τU + x),

which proves that the process
(
f(Xt∧τxU + x)

)
is a supermartingale.

Remark 2.2.2. It follows from Proposition 2.2.4 that a continuous bounded function f

satis�es AX(f) ≥ 0 (resp. AX(f) = 0) on U (in the sense of distributions), if and only if,

for all x ∈ U , the process
(
f(Xt∧τxU + x)

)
t≥0

is a submartingale (resp. a martingale).

2.2.3 Optimal stopping and variational inequality

Let X = (Xt)t≥0 be a d-dimensional Lévy process. We denote by (Ft)t≥0 the natural

complete �ltration of X. Recall that (Ft)t≥0 satis�es the usual conditions (cf. [11],

Chapter 1). For 0 ≤ t ≤ T , we denote by Tt,T the set of all stopping times with values in

[t, T ].

For a continuous and bounded function f on Rd, de�ne

uf (t, x) = sup
τ∈T0,t

E (f(x+Xτ )) , (t, x) ∈ [0,+∞)× Rd.

Theorem 2.2.1. The function uf is continuous on [0,+∞)×Rd and, for all T > 0 and

x ∈ Rd, the process (uf (T − t, x+Xt))0≤t≤T is the Snell envelope with horizon T of the

process (f(x+Xt))0≤t≤T , which means that

uf (T − t, x+Xt) = ess supτ∈Tt,TE (f(x+Xτ ) | Ft) , 0 ≤ t ≤ T.

Proof. This is essentially a classical result: see [22] and [23] for related general results. In

our setting, a proof can be given by approximation. Indeed, if f ∈ C2
b (Rd), the continuity

of uf is easy to deduce from the equality

E(f(x+Xτ2))− E(f(x+Xτ1)) = E
∫ τ2

τ1

AXf(x+Xs)ds,

56

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



2.2. MULTIDIMENSIONAL LÉVY PROCESSES AND OPTIMAL STOPPING

valid for bounded stopping times τ1 and τ2. The connection with the Snell envelope can

be derived by discretizing the stopping times. For an arbitrary bounded and continuous

function f , we �rst approximate f by a sequence of continuous functions with compact

supports as follows. Let ϕ ∈ D(Rd), with values in [0, 1], such that ϕ = 1 on the unit

ball. For a positive integer n, let fn(x) = f(x)ϕn(x), with ϕn(x) = ϕ(x/n). We have, for

any bounded stopping time τ ,

E(f(x+Xτ ))− E(fn(x+Xτ )) = E [f(x+Xτ ) (1− ϕn(x+Xτ ))] .

Therefore

|uf (t, x)− ufn(t, x)| ≤ ||f ||∞ sup
τ∈T0,t

E (1− ϕn(x+Xτ )) .

Note that, if |x| ≤ n, we have Eϕn(x + Xτ ) = 1 + E
∫ τ

0
AXϕn(x + Xs)ds, so that

|uf (t, x) − ufn(t, x)| ≤ ||f ||∞E
∫ t

0
|AXϕn(x + Xs)|ds. It can be proved that the sequence

(AXϕn) converges uniformly to 0, so that (ufn) converges uniformly on compact sets to

uf . Note that we also have convergence of the Snell envelopes. Now, if f is continuous

and compactly supported, it can be approximated uniformly by a sequence of functions

in C2
b (Rd).

We can now characterize the value function uf of an optimal stopping problem with reward

function f as the unique solution of a variational inequality. Note that in the following

statement ∂tv +AXv is to be understood as a distribution (cf. Remark 2.2.1).

Theorem 2.2.2. Fix T > 0 and let f be a continuous and bounded function on Rd. The

function v de�ned by v(t, x) = uf (T − t, x) is the only continuous and bounded function

on [0, T ]× Rd satisfying the following conditions:

1. v(T, .) = f ,

2. v ≥ f ,

3. On (0, T )× Rd, ∂tv +AXv ≤ 0,
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

4. On the open set {(t, x) ∈ (0, T )× Rd | v(t, x) > f(x)}, ∂tv +AXv = 0.

Proof. Clearly, if v(t, x) = uf (T − t, x), the �rst two conditions are satis�ed. The other

two conditions follow from properties of the Snell envelope. Indeed, if U = (Ut)0≤t≤T

is the Snell envelope of a quasi left continuous and right continuous process (Zt)0≤t≤T ,

the process U is a supermartingale, and the stopped process (Uτ∗∧t)0≤t≤T is a martingale,

where τ ∗ = inf{t ≥ 0 | Ut = Zt} (see [22] for the theory of the Snell envelope in continuous

time). Using Theorem 2.2.1, we deduce that (v(t, x+Xt))0≤t≤T is a supermartingale. We

then apply Proposition 2.2.4 to the (d + 1)-dimensional process (t,Xt) and the function

v. This yields ∂tv + AXv ≤ 0 on (0, T ) × Rd. Similarly, the condition ∂tv + AXv = 0

on {v > f} follows from the martingale property of the Snell envelope stopped at the

optimal stopping time.

Conversely, if a bounded and continuous function v satis�es the four conditions of the

theorem, we see that the process (v(t, x+Xt))0≤t≤T is a supermartingale which dominates

the process Z = (f(x + Xt))0≤t≤T . Therefore, v(t, x + Xt) ≥ Ut, where U is the Snell

envelope of Z. Moreover, if τ = inf{t ≥ 0 | v(t, x + Xt) = f(x + Xt)}, we have that

(v(t∧ τ, x+Xt∧τ ))0≤t≤T is a martingale, so that v(0, x) = Ef(x+Xτ ). We easily deduce

thereof that v(0, x) = uf (T, x). By changing the time origin we also have v(t, x) =

uf (T − t, x).

2.3 The American put price in the exponential Lévy

model

2.3.1 The exponential Lévy model

Let (St)t∈[0,T ] be the price of a �nancial asset modeled as a stochastic process on a �l-

tered probability space (Ω,F , (Ft),P0). We suppose that there exists an equivalent (risk

neutral) probability P under which the discounted underlying is a martingale, and there-

fore the absence of arbitrage is satis�ed. In the exponential Lévy model, the risk neutral

dynamics of St is given by
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2.3. THE AMERICAN PUT PRICE IN THE EXPONENTIAL LÉVY MODEL

St = S0e
(r−δ)t+Xt , (2.12)

where the interest rate r, the dividend rate δ are nonnegative constants, and (Xt)t∈[0,T ] a

real Lévy process with characteristic triplet (σ2, γ, ν). We include r and δ in (2.12) for

ease of notation. The in�nitesimal generator of the process X is given by:

Lf(x) =
σ2

2

∂2f

∂x2
(x) + γ

∂f

∂x
(x) (2.13)

+

∫
(f(x+ y)− f(x)− y∂f

∂x
(x)1|y|≤1)ν(dy).

Under P, the discounted dividend adjusted stock price (e−(r−δ)tSt)t∈[0,T ] is a martingale,

which is equivalent to the following two conditions on the characteristic triplet (see [18]

Proposition 3.17 ):

∫
|x|≥1

exν(dx) <∞. (2.14)

and

σ2

2
+ γ +

∫
(ex − 1− x1|x|≤1)ν(dx) = 0. (2.15)

We suppose that the conditions (2.14) and (2.15) are satis�ed in the sequel. We deduce

from (2.15) that the in�nitesimal generator de�ned in (2.13) can be written as

Lf(x) =
σ2

2

(
∂2f

∂x2
− ∂f

∂x

)
(x) (2.16)

+

∫ (
f(x+ y)− f(x)− (ey − 1)

∂f

∂x
(x)

)
ν(dy).
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
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The stock price (St)t∈[0,T ] is also a Markov process and St = S0e
X̃t , where X̃ is a Lévy

process with characteristic triplet (σ2, r − δ + γ, ν). We denote by L̃ the in�nitesimal

generator of X̃. So, from (2.16), we have

L̃f(x) =
σ2

2

∂2f

∂x2
(x) + (r − δ − σ2

2
)
∂f

∂x
(x) + B̃f(x), (2.17)

where,

B̃f(x) =

∫
ν(dy)

(
f(x+ y)− f(x)− (ey − 1)

∂f

∂x
(x)

)
.

To �nish this section, we recall the following proposition (see [18] proposition 3.10)

Proposition 2.3.1. Let X be a Lévy process with characteristic triplet (σ2, γ, ν), then

the following two conditions are equivalent:

(i) Xt ≥ 0 a.s. for some t > 0,

(ii) σ = 0, ν((−∞, 0]) = 0,

∫ ∞
0

(x ∧ 1)ν(dx) <∞ and

γ −
∫

(0,1]

xν(dx) ≥ 0.

2.3.2 The American put price

In this model, the value at time t of an American put with maturity T and strike price

K is given by

Pt = ess sup
τ∈Tt,T

E(e−rτψ(Sτ ) | Ft),

where ψ(x) = (K − x)+ and Tt,T denotes the set of stopping times satisfying t ≤ τ ≤ T .

Due to the Markov property, we have
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2.3. THE AMERICAN PUT PRICE IN THE EXPONENTIAL LÉVY MODEL

Pt = P (t, St),

where,

P (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτψ(Sxτ )), (2.18)

with Sxt = xeX̃t = xe(r−δ)t+Xt . The following proposition follows easily from (4.2).

Proposition 2.3.2. For t ∈ [0, T ], the function x 7→ P (t, x) is nonincreasing and convex

on [0,+∞).

For x ∈ [0,+∞), the function t 7→ P (t, x) is continuous and nonincreasing on [0, T ].

We will now state the variational inequality related to the American put in the exponential

Lévy model. Note that this variational inequality was already established by X. Zhang

(see [63]) in the jump di�usion model and by H. Pham (see [53]), for more general models

in the sense of viscosity solutions. It is more convenient to state the variational inequality

after a logarithmic change of variable. De�ne

P̃ (t, x) = P (t, ex), (t, x) ∈ [0, T ]× R. (2.19)

We have

P̃ (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτ ψ̃(x+ X̃τ )),

where ψ̃(x) = ψ(ex) = (K − ex)+.

Theorem 2.3.1. The distribution (∂t + L̃− r)P̃ is a nonpositive measure on (0, T )×R,

and, on the open set {(t, x) ∈ (0, T )× R | P̃ (t, x) > ψ̃(x)}, we have (∂t + L̃− r)P̃ = 0.

Proof. It su�ces to apply Theorem 2.2.2 to the two dimensional Lévy process (t,Xt) and

to the function f(t, x) de�ned by f(t, x) = e−rtψ̃(x).
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

2.4 Properties of the free boundary

Throughout this section we will assume that at least one of the following conditions is

satis�ed:

σ 6= 0, ν((−∞, 0)) > 0 or
∫

(0,+∞)

(x ∧ 1)ν(dx) = +∞. (2.20)

It follows that, for any A > 0 and any t > 0, we have P(Xt + At < 0) > 0 (see

Proposition 2.3.1) and, consequently,

∀t > 0, ∀M > 0, P(Xt < −M) > 0.

From this property we easily derive that

∀t ∈ [0, T ), ∀x ∈ [0,+∞), P (t, x) > 0. (2.21)

We will also assume that r > 0.

We now de�ne the critical price at time t ∈ [0, T ) by

b(t) = inf{x ≥ 0 | P (t, x) > ψ(x)}.

Note that, since t 7→ P (t, x) is nonincreasing, the function t 7→ b(t) is nondecreasing. It

follows from (2.21) that b(t) ∈ [0, K). We obviously have P (t, x) = ψ(x) for x ∈ [0, b(t))

and also for x = b(t), due to the continuity of P and ψ. We also deduce from the convexity

of x 7→ P (t, x) and (2.21) that

∀t ∈ [0, T ), ∀x > b(t), P (t, x) > ψ(x).

In other words the continuation region C can be written as

C = {(t, x) ∈ [0, T )× [0,+∞) | x > b(t)}.

The graph of b is called the exercise boundary or free boundary.
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2.4. PROPERTIES OF THE FREE BOUNDARY

Our �rst observation is that b(t) is positive.

Proposition 2.4.1. For t ∈ [0, T ), we have b(t) > 0.

Proof. Since T is arbitrary and the put price is a function of T−t, we may assume without

loss of generality that 0 < t < T . Suppose that b(t∗) = 0 for some t∗ ∈ (0, T ). We then

have b(t) = 0 for t ≤ t∗, so that

∀(t, x) ∈ (0, t∗)× (0,+∞), P (t, x) > ψ(x).

Therefore, on the set (0, t∗)×R, we have P̃ > ψ̃ and (∂t + L̃− r)P̃ = 0. Since t 7→ P (t, x)

is nonincreasing, we deduce that, for t ∈ (0, t∗), (L̃− r)P̃ (t, .) ≥ 0. In fact, the inequality

(L̃− r)P̃ ≥ 0 in the sense of distributions, implies that for any nonnegative test functions

θ and ϕ in D(R), which have support respectively in (0, t∗) and (−∞,+∞) , we have:

∫
(0,t∗)

θ(t)dt

∫
R
P̃ (t, x)

(
−γ̃ϕ′(x) +

σ2

2
ϕ′′(x) + B∗(ϕ)(x)

)
dx

≥ r

∫
(0,t∗)

θ(t)dt

∫
R

(K − ex)ϕ(x)dx,

where γ̃ = r − δ + γ and

B∗(ϕ)(x) =

∫ (
ϕ(x− y)− ϕ(x) + yϕ′(x)1|y|≤1

)
ν(dy).

so, by the continuity of t 7→ P (t, .), we must have:

∫
R
P̃ (t, x)

(
−γ̃ϕ′(x) +

σ2

2
ϕ′′(x) + B∗(ϕ)(x)

)
dx ≥ r

∫
R

(K − ex)ϕ(x)dx. (2.22)

Let χ be a nonnegative C∞ function with support in the interval [−1, 0] and
∫
χ(x)dx = 1.

Apply (2.22) with ϕ(x) = λχ(λx), where λ > 0. We have

r

∫
R

(K − ex)ϕ(x)dx = rK −
∫
ex/λχ(x)dx.
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

Note that, since suppχ ⊂ [−1, 0], limλ→0

∫
ex/λχ(x)dx = 0. On the other hand, we have

∫
R
P̃ (t, x)

(
−γ̃ϕ′(x) +

σ2

2
ϕ′′(x) + B∗(ϕ)(x)

)
dx =∫

R
P̃ (t, x/λ)

(
−γ̃λχ′(x) +

σ2

2
λ2χ′′(x)

)
dx+

∫
R
P̃ (t, x) (B∗(ϕ)(x)) dx.

Since P̃ is bounded, we have

lim
λ→0

∫
R
P̃ (t, x/λ)

(
−γ̃λχ′(x) +

σ2

2
λ2χ′′(x)

)
dx = 0.

We also have

∣∣∣∣∫
R
P̃ (t, x) (B∗(ϕ)(x)) dx

∣∣∣∣ ≤∫
dxP̃ (t, x/λ)

∫
ν(dy)

∣∣χ(x− λy)− χ(x) + λyχ′(x)1|y|≤1

∣∣
≤ ||P̃ ||∞ (j1(λ) + j2(λ)) ,

where

j1(λ) =

∫
{|y|>1}

ν(dy)

∫
dx|χ(x− λy)− χ(x)|

and

j2(λ) =

∫
{|y|≤1}

ν(dy)

∫
dx|χ(x− λy)− χ(x) + λyχ′(x)|.

It is easy to prove, by dominated convergence, that limλ→0 j1(λ) = 0 and limλ→0 j2(λ) = 0.

Therefore, since r > 0, we get a contradiction by letting λ→ 0 in (2.22).
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2.4. PROPERTIES OF THE FREE BOUNDARY

2.4.1 Continuity of the free boundary

Theorem 2.4.1. The function t 7→ b(t) is continuous on [0, T ) .

For the proof of the left continuity, we will need the following lemma.

Lemma 2.4.1. For t ∈ [0, T ) and x ∈ [0, b(t)), let

ϕt(x) =

∫
(P (t, xey) + xey −K) ν(dy).

1. For each t ∈ [0, T ), the function ϕt is nonnegative, convex and continuous on the

interval [0, b(t)).

2. Let Ẽ = {(t, x) ∈ (0, T )× R | x < b̃(t)}, with b̃(t) = ln b(t). On the open set Ẽ, we

have

(L̃− r)P̃ (t, x) = ϕ̃t(x) + δex − rK,

where ϕ̃t(x) = ϕt(e
x).

Proof. Note that, if x < b(t), we have

P (t, xey) + xey −K = 0, for y < ln
b(t)

x
,

so that, due to (2.14), ϕt(x) is �nite. The continuity of ϕt follows from the continuity of

P (t, .) by dominated convergence. The convexity of ϕt is a consequence of the convexity

of P (t, .).

For the second part of the lemma, note that on Ẽ, we have P̃ = ψ̃, so that, using (2.17),

(L̃− r)P̃ = (r − δ − σ2

2
)ψ̃′ +

σ2

2
ψ̃′′ + B̃P̃ − rψ̃.

For (t, x) ∈ Ẽ, we have ψ̃(x) = K − ex, so that
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

(r − δ − σ2

2
)ψ̃′(x) +

σ2

2
ψ̃′′(x)− rψ̃(x) = (r − δ − σ2

2
)(−ex) +

σ2

2
(−ex)

−r(K − ex)

= δex − rK.

On the other hand, it is easy to check that, on Ẽ, the distribution B̃P̃ coincides with the

function de�ned by

B̃P̃ (t, x) =

∫
ν(dy)

(
P̃ (t, x+ y)− ψ̃(x)− (ey − 1)ψ̃′(x)

)
=

∫
ν(dy)

(
P̃ (t, x+ y)− (K − ex)− (ey − 1)(−ex)

)
=

∫
ν(dy)

(
P̃ (t, x+ y) + ex+y −K

)
= ϕt(e

x).

Proof of Theorem 2.4.1. We �rst show the right continuity. Fix t ∈ [0, T ) and let (tn)n≥1

be a decreasing sequence such that limn→∞ tn = t. Since the function b is nondecreasing,

the sequence (b(tn)) is nonincreasing and limn→∞ b(tn) ≥ b(t). On the other hand, we

have

P (tn, b(tn)) = ψ(b(tn)), n ≥ 1,

and, by the continuity of P and ψ,

P (t, lim
n→∞

b(tn)) = ψ( lim
n→∞

b(tn)).

Hence limn→∞ b(tn) ≤ b(t). Therefore, limn→∞ b(tn) = b(t), and right continuity is proved.

We now prove that b is left continuous. Equivalently, we will prove that t 7→ b̃(t) = ln b(t)

is left continuous. Fix t ∈ (0, T ) and denote by b̃(t−) the left limit of b̃ at t. Recall that b̃
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2.4. PROPERTIES OF THE FREE BOUNDARY

is nondecreasing, so that the limit exists and b̃(t−) ≤ b̃(t).

Suppose b̃(t−) < b̃(t), and let (s, x) ∈ (0, t) × (b̃(t−), b̃(t)). we have x > b̃(t−) ≥ b̃(s),

so that P̃ (s, x) > ψ̃(x). Therefore, on the open set (0, t) × (b̃(t−), b̃(t)), we have, using

Theorem 2.3.1, (∂t + L̃− r)P̃ = 0. Hence

(L̃− r)P̃ = −∂tP̃ ≥ 0, on (0, t)× (b̃(t−), b̃(t)),

where the last inequality follows from the fact that t 7→ P̃ (t, x) is nonincreasing. Using

the continuity of P̃ , we deduce that for every s ∈ (0, t), we have (L̃ − r)P̃ (s, .) ≥ 0 on

the open interval (b̃(t−), b̃(t)). Using Lemma 2.4.1, we get ϕ̃t(x) + δex − rK ≥ 0, for

x ∈ (b̃(t−), b̃(t)). Equivalently, we have

ϕt(x) + δx− rK ≥ 0, x ∈ (b(t−), b(t)).

On the other hand, on the set (t, T ) × (−∞, b̃(t)), we have P̃ = ψ̃ and it follows from

(∂t + L̃− r)P̃ ≤ 0 that (L̃− r)P̃ ≤ 0. Therefore, using Lemma 2.4.1 again

ϕ̃s(x) + δex − rK ≤ 0, (s, x) ∈ (t, T )× (−∞, b̃(t)).

Hence, by continuity ϕ̃t(x) + δex − rK ≤ 0 for x ∈ (−∞, b̃(t)). We then have

ϕt(x) + δx = rK, for x ∈ (b(t−), b(t)). (2.23)

Now, let ϕ̂t(x) = ϕt(x) + δx. Note that ϕ̂t is continuous, convex on [0, b(t)), nonnegative,

and that ϕ̂t(0) = 0. Therefore, if ϕ̂t(x) > 0 for some x ∈ [0, b(t)), ϕ̂t must be strictly

increasing on [x, b(t)). This contradicts (2.23).

2.4.2 Critical Price Near Maturity

The following result characterizes the limit of the critical price b(t) as t approaches T .

Theorem 2.4.2. If
∫

(ex − 1)+ν(dx) ≤ r − δ, we have limt→T b(t) = K.

67

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

If
∫

(ex − 1)+ν(dx) > r − δ, we have limt→T b(t) = ξ, where ξ is the unique real number

in the interval (0, K) such that

ϕ(ξ) = rK, (2.24)

where ϕ is the function de�ned by

ϕ(x) = ϕT (x) + δx, and ϕT (x) =

∫
(xey −K)+ν(dy), x ∈ (0, K).

Proof. De�ne b(T ) = limt→T b(t) and b̃(T ) = ln b(T ). We clearly have b(T ) ≤ K. Recall

that, as a consequence of Lemma 2.4.1, on the set {(t, x) ∈ (0, T ) × R | x < b̃(t)} the

inequality (∂t + L̃ − r)P̃ ≤ 0 reads ϕ̃t(x) + δex − rK ≤ 0. Equivalently, we have, for

t ∈ (0, T ) and x ∈ (0, b(t)),

ϕt(x) + δx− rK ≤ 0.

Observe that, for 0 < x < K, we have

lim
t→T

ϕt(x) =

∫
(xey −K)+ ν(dy) = ϕT (x).

Hence

∀x ∈ (0, b(T )), ϕT (x) + δx− rK ≤ 0. (2.25)

On the other hand, on the set {(t, x) ∈ (0, T )× R | x > b̃(t)}, we have

(L̃− r)P̃ = −∂tP̃ ≥ 0.

Therefore, for t ∈ (0, T ), we have (L̃ − r)P̃ (t, .) ≥ 0 on the interval (b̃(t),+∞) (see

Remark 2.2.1). Note that limt→T (L̃ − r)P̃ (t, .) = (L̃ − r)ψ̃ in the sense of distributions.
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2.4. PROPERTIES OF THE FREE BOUNDARY

Therefore, we have (L̃ − r)ψ̃ ≥ 0 on the interval (b̃(T ),+∞). It is easy to check that,

on the interval (−∞, lnK), we have (L̃ − r)ψ̃ = ϕ̄T − rK, where ϕ̄T (x) = ϕ̃T (x) + δex.

Hence,

∀x ∈ (b(T ),+∞) ∩ (0, K), ϕT (x) + δx ≥ rK. (2.26)

Note that the function ϕ, de�ned by

ϕ(x) = ϕT (x) + δx

is nondecreasing, convex on [0, K) and satis�es ϕ(0) = 0. Therefore, if for some x ∈ [0, K),

we have ϕ(x) > 0, then ϕ must be strictly increasing on (0, K).

Now, suppose
∫

(ex − 1)+ ν(dx) ≤ r− δ. We then have
∫

(Key −K)+ ν(dy) ≤ rK − δK,

so that limx→K ϕ(x) ≤ rK. It follows that ϕ ≤ rK on [0, K), and since ϕ is strictly

increasing on any interval where it is positive, we have ϕ(x) < rK for all x ∈ [0, K). We

then deduce from (2.26) that b(T ) = K.

Finally, suppose
∫

(ex − 1)+ ν(dx) > r − δ. We then have limx→K ϕ(x) > rK and, since

ϕ(0) = 0, the equation ϕ(ξ) = rK has a solution in (0, K) and this solution is unique

since ϕ is strictly increasing on any interval where it is positive. We have ϕ(x) < rK for

x < ξ and ϕ(x) > rK for x > ξ. We deduce from (2.25) and (2.26) that b(T ) = ξ.

Remark 2.4.1. If ν([0,+∞)) = 0, we deduce from Theorem 2.4.2 that b(T ) = K ∧ rK
δ

as in the standard Black-Scholes model.

Remark 2.4.2. In the CGMY model, we remark from Theorem 2.4.2 that the critical

price at maturity b(T ) does not depend on parameter G. Furthermore, b(T ) can be smaller

than the strike K in some cases. This is illustrated in Table 1. In fact, we observe that

for typical values of the parameters taken from [16], the limit b(T ) is very close to K. In

order to get a signi�cantly di�erent value, we need to take M , Y very small and C big,

in order to have many positive jumps.
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

Table 2.1: Critical Price at Maturity in CGMY Model

C M Y b(T )

65.65 46.98 -.0719 49.9964

21.34 48.40 .0037 49.9973

25.72 31.72 0.0931 49.9909

1.50 27.12 .7836 49.9999

4.94 45.66 -.7904 50.0000

10.52 108.06 .7515 49.9976

280.11 102.53 .1191 49.9995

25.72 3.64 -1.0037 33.4584

30.08 2.09 -5.0197 7.0499

100.72 2.64 -10.0037 0.4260
Note. -We take K = 50.00, r = 0.045 and δ = 0.0000.

Remark 2.4.3. In [40], the behavior of b(T ) as the interest rate r goes to 0 was investi-

gated. We can extend these results to our setting. In order to emphasize the dependence

with respect to r, we write br(t) = b(t) (for 0 ≤ t ≤ T ). Suppose that ν([a,+∞)) > 0,

for all a ∈ R+. For r small enough, the condition
∫

(ex − 1)+ ν(dx) > r − δ is satis�ed,

so that br(T ) is the unique solution of the equation

ϕ(x) = rK.

Since ν([a,+∞)) > 0, for all a ∈ R+, we have ϕ(x) > 0 for all x ∈ (0, K) and, since ϕ is

nondecreasing we have limr→0 br(T ) = 0.

Acknowledgement 2.4.3. The authors are grateful to Benjamin Jourdain and Huyên

Pham for useful comments.
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2.5. CARACTÉRISATION DE L'EXISTENCE D'UNE RÉGION D'EXERCICE

2.5 Caractérisation de l'existence d'une région d'exer-

cice

L'objectif de cette partie est de généraliser, dans le cadre d'un modèle exponentiel de Lévy,

la caractérisation de l'existence d'une région d'exercice non vide obtenue par Villeneuve

[60] pour les modèles continus. On y parvient sous certaines conditions sur le processus

de Lévy utilisé.

Considérons un processus de Lévy X d-dimensionnel de triplet caractéristique (A, γ, ν) et

soit AX son générateur in�nitésimal.

On note C = {(t, x) ∈ [0, T )× Rd | P̃ (t, x) > ψ̃(x)} la région de continuation de l'option

américaine de payo� ψ̃ dont le prix est donné par

P̃ (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτ ψ̃(x+Xτ )).

La région d'exercice E est le complémentaire de C dans Rd, et est dé�nie par

E = {(t, x) ∈ [0, T )× Rd | P̃ (t, x) = ψ̃(x)}.

Notons supp(Xt) le support de la loi de Xt pour tout t ∈ [0, T ], et montrons le résultat

suivant :

Théorème 2.5.1. Soit X un processus de Lévy de générateur in�nitésimal AX tel que,

pour tout t ∈ [0, T ], supp(Xt) = Rd. Alors E = ∅ si et seulement si la distribution

(AX − r)ψ̃ est une mesure positive non nulle sur Rd.

Démonstration.

� Condition nécessaire :

Si la région d'exercice est vide, alors la région de continuation C est égale à [0, T ) × Rd

et en appliquant le Théorème 2.2.2 pour la fonction f(t, x) dé�nie par f(t, x) = e−rtψ̃(x),

on a
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL

(∂t +AX − r)P̃ = 0, sur (0, T )× Rd.

Sachant que t 7→ P̃ (t, x) est décroissante, alors la distribution (AX − r)P̃ est une mesure

positive. Donc, en utilisant la continuité de la fonction t 7→ P (t, .), on déduit que (AX −

r)P̃ (t, .) ≥ 0 sur Rd pour tout t ∈ [0, T ) (voir la démonstration de la Proposition 2.4.1

pour plus de détails). Ainsi, en faisant tendre t vers T , on obtient que la mesure (AX−r)ψ̃

est positive sur Rd.

Supposons maintenant que (AX − r)ψ̃ = 0 sur Rd. Cela implique d'après la Propo-

sition 2.2.4 que le processus (e−rtψ̃(Xx
t )) est une martingale, pour tout x ∈ Rd. Par

conséquent, en utilisant la dé�nition de l'enveloppe de Snell et le Théorème 2.2.2, on a

P̃ (t, x) = ψ̃(x) pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, ce qui contredit l'hypothèse E = ∅.

� Condition su�sante :

Supposons que la mesure (AX − r)ψ̃ est positive non nulle sur Rd et qu'il existe (t, x) ∈

[0, T )× Rd tel que P̃ (t, x) = ψ̃(x). Alors, d'une part, on a par dé�nition de P̃

P̃ (t, x) = ψ̃(x) ≥ E(e−rτ ψ̃(Xx
τ )), pour tout τ ∈ T0,T−t.

D'autre part, en utilisant la Proposition 2.2.4 et le théorème d'arrêt, on obtient

ψ̃(x) ≤ E(e−rτ ψ̃(Xx
τ )), pour tout τ ∈ T0,T−t.

Ainsi, le processus (e−rtψ̃(Xx
t )) est une martingale. D'après la caractérisation de l'enve-

loppe de Snell comme la plus petite surmartingale qui majore le processus de gain lié à

l'exercice, on a pour tout s ∈ [0, T − t],

e−rsP̃ (t+ s,Xx
s ) = e−rsψ̃(Xx

s ) p.s. pour tout s ∈ [0, T − t].

Par continuité des fonctions P̃ (t + s, .) et ψ̃, et la continuité à droite des trajectoires de

X, on déduit P̃ (t+ s, y) = ψ̃(y) pour (t, y) ∈]0, T − t[×Rd, puisque supp(Xs) = Rd pour

tout s ∈ [0, T − t]. Cependant, la Proposition 2.2.4 implique que (AX − r)ψ̃ ≤ 0 sur Rd
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2.5. CARACTÉRISATION DE L'EXISTENCE D'UNE RÉGION D'EXERCICE

et donc (AX − r)ψ̃ = 0 sur Rd, ce qui est contradictoire.

Exemple 2.5.1. 1- Processus de Lévy véri�ant l'hypothèse de support du Théorème 2.5.1 :

� d = 1 :

Pour tout processus de Lévy (Xt) dont les trajectoires sont à variation in�nie, on a

∀t > 0, supp(Xt) = R (voir [59], Théorème 24.10, p. 152). Cela correspond à plusieurs

modèles utilisés en pratique notamment les modèles de di�usion avec sauts, NIG et CGMY

pour Y ∈ (1, 2).

� d quelconque :

Les processus de Lévy dont la matrice de covariance A est non dégénérée (car la densité

de la loi de X est strictement positive dans ce cas).

2- Processus de Lévy ne véri�ant pas l'hypothèse du Théorème 2.5.1 :

Xt = γt+Nt, où Nt est un processus de Poisson composé.

3- La région d'exercise est vide pour un call dans le cas sans dividende.
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CHAPTER 2. THE CRITICAL PRICE FOR THE AMERICAN PUT IN AN EXPONENTIAL
LÉVY MODEL
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Chapitre 3

Le principe du smooth-�t dans le

modèle exponentiel de Lévy

3.1 Le modèle exponentiel de Lévy

Soit (St)t≥0 le prix d'un actif �nancier modélisé comme un processus stochastique dans

l'espace de probabilité �ltré (Ω,F , (Ft),P0). Pour assurer l'absence d'opportunité d'ar-

bitrage, on suppose qu'il existe une probabilité (risque neutre) P équivalente à P0 pour

laquelle le sous-jacent actualisé et normalisé pour prendre en compte les dividendes est

une martingale. Dans le modèle exponentiel de Lévy, la dynamique du sous-jacent St est

donnée par

St = S0e
(r−δ)t+Xt , (3.1)

où r > 0, et δ ≥ 0 sont le taux d'intérêt et le taux de dividende respectivement, et X est

un processus de Lévy réel de triplet caractéristique (σ2, γ, ν). Le générateur in�nitésimal

de X est donné par

75

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

LXf(x) =
σ2

2

∂2f

∂x2
(x) + γ

∂f

∂x
(x) (3.2)

+

∫
(f(x+ y)− f(x)− y∂f

∂x
(x)1|y|≤1)ν(dy).

Sous la probabilité risque neutre P, le sous-jacent actualisé (e−(r−δ)tSt)t∈[0,T ] est une mar-

tingale, ce qui est équivalent, via la Proposition 1.2.2, aux deux conditions suivantes

∫
|x|≥1

exν(dx) <∞, (3.3)

et
σ2

2
+ γ +

∫
(ex − 1− x1|x|≤1)ν(dx) = 0. (3.4)

On suppose dans cette thèse que ces deux conditions (3.3) et (3.4) sont véri�ées. Notons

que sous la condition (3.4), le générateur in�nitésimal dé�ni en (3.2) devient

LXf(x) =
σ2

2

(
∂2f

∂x2
− ∂f

∂x

)
(x) (3.5)

+

∫ (
f(x+ y)− f(x)− (ey − 1)

∂f

∂x
(x)

)
ν(dy).

Le sous-jacent S est aussi un processus de Markov dont le générateur in�nitésimal L est

donné par

Lf(x) =
x2σ

2

2

∂2f

∂x2
(x) + x(r − δ)∂f

∂x
(x) + Bf(x), (3.6)

où

Bf(x) =

∫
ν(dy)

(
f(xey)− f(x)− x(ey − 1)

∂f

∂x
(x)

)
.
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3.2. LE PRINCIPE DE SMOOTH-FIT POUR LE PRIX DU PUT AMÉRICAIN À HORIZON
FINI

3.2 Le principe de smooth-�t pour le prix du put amé-

ricain à horizon �ni

3.2.1 Le prix du put américain à horizon �ni

On rappelle que dans le modèle exponentiel de Lévy, le prix du put américain de maturité

T et de prix d'exercice K, dit aussi le put américain d'échéance T , est donnée par la

fonction P dé�nie par

P (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτψ(Sxτ )), (3.7)

pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ R, où ψ(x) = (K − x)+ et T0,T−t représente l'ensemble des

temps d'arrêts à valeur dans [0, T − t].

Il est facile de montrer la proposition suivante à partir de (3.7).

Proposition 3.2.1. Pour tout t ∈ [0, T ], la fonction x 7→ P (t, x) est décroissante, et

convexe sur [0,+∞).

Pour tout x ∈ [0,+∞), la fonction t 7→ P (t, x) est continue et décroissante sur [0, T ].

Le théorème suivant s'obtient à partir du Théorème 2.3.1 grâce à un changement de

variable.

Théorème 3.2.1. La distribution (∂t + L− r)P est une mesure négative sur (0, T )×R,

et, dans l'ouvert {(t, x) ∈ (0, T )× R | P (t, x) > ψ(x)}, on a (∂t + L− r)P = 0.

On rappelle que le prix critique à l'instant t ∈ [0, T ) est dé�ni par

b(t) = inf{x ≥ 0 | P (t, x) > ψ(x)}.

D'après le Théorème 2.4.1, la fonction t 7→ b(t) est continue croissante sur [0, T [ dont la

limite en T est caractérisée par Théorème 2.4.2.
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

3.2.2 Le principe de smooth-�t pour le prix du put américain à

horizon �ni

Pour x ∈ R �xé, on considère le premier temps de passage τ−x sous x i.e.

τ−x = inf{t ∈ [0, T ) | (r − δ)t+Xt < x},

avec par convention inf{∅} =∞. Le point 0 est dit régulier pour (−∞, 0) si P(τ−0 = 0) =

1. Plus explicitement, la proposition suivante donne une caractérisation des processus de

Lévy qui véri�ent cette propriété.

Proposition 3.2.2. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, γ, ν).

Alors, le point 0 est régulier pour (−∞, 0) si et seulement si une des trois conditions

suivantes est véri�ée,

1. X à variation �nie et d < 0,

2. X à variation �nie, d = 0 et

∫ 0−

−1

|x|ν(dx)∫ |x|
0
ν(y,+∞)dy

= +∞,

3. X à variation in�nie,

où d =: r − δ −
∫

(ex − 1)ν(dx) < 0.

Cette proposition résume tout ce qu'on peut trouver dans la littérature à ce sujet. Le

deuxième point a été démontré par Bertoin [12]. Pour les autres points on renvoit à la

discussion dans la section V I.3 [11]. Le théorème suivant donne une condition su�sante

pour obtenir le smooth-�t. La démonstration de celui-ci est inspirée essentiellement d'un

argument de Peskir et Shiryaev (voir [51] et[52]) qui montrent ce résultat dans le cadre

continu. Cet argument remonte à Bather [7] et nous a été communiqué par G. Peskir.

Remarque 3.2.1. Pour tout t ∈ [0, T ), b(t) < K. En e�et, via le Théorème 2.4.2, on

distingue deux cas possibles
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3.2. LE PRINCIPE DE SMOOTH-FIT POUR LE PRIX DU PUT AMÉRICAIN À HORIZON
FINI

• Si d+ =: r − δ −
∫

(ex − 1)+ν(dx) < 0, alors, limt→T b(t) < K, et on conclut puisque

t 7→ b(t) est croissante.

• Si d+ ≥ 0, alors limt→T b(t) = K. La remarque reste toujours véri�ée, car sinon, on va

se retrouver dans le cas trivial où P ≡ ψ et le principe du smooth-�t n'est pas véri�é.

Théorème 3.2.2. Si 0 est régulier pour (−∞, 0), alors le principe du smooth-�t est

véri�é.

Démonstration. On suppose que 0 est régulier pour (−∞, 0) et on �xe t ∈ [0, T ). On veut

montrer que x 7→ P (t, x) est di�érentiable en b(t) et que ∂xP (t, b(t)) = ψ′(b(t)) (smooth-

�t), où b(t) ∈ (0, K] est le prix critique. Pour simpli�er le raisonnement, on considère le

cas où t = 0.

Tout d'abord, il est évident que pour h > 0,

P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h
≥ ψ(b(0) + h)− ψ(b(0))

h
,

étant donné que P ≥ ψ et P (t, b(0)) = ψ(b(0)). Ainsi

lim inf
h→0

(
P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h

)
≥ ψ′(b(0)). (3.8)

Ensuite, pour τ ∗h le temps d'arrêt optimal associé à P (0, b(0) + h), on a

τ ∗h =: inf{t ∈ [0, T ) | Sb(0)+h
t < b(t)} (3.9)

= inf{t ∈ [0, T ) | (r − δ)t+Xt ≤ ln

(
b(t)

b(0) + h

)
}

≤ inf{t ∈ [0, T ) | (r − δ)t+Xt ≤ ln

(
b(0)

b(0) + h

)
}

=: τh,

où la dernière inégalité découle de la croissance de la fonction t 7→ b(t). Rappelons que

79

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

P(τ−0 = 0) = 1. Alors ∀t > 0, ∃s ∈ [0, t) et ∃Ct < 0 telle que (r − δ)s−Xs ≤ Ct. Ainsi, il

su�t de choisir h > 0 assez petit tel que

ln

(
b(0)

b(0) + h

)
≥ Ct,

pour en déduire que τh → 0 en probabilité quand h tend vers 0. Il en est de même pour

τ ∗h d'après l'inégalité (3.9). En outre, comme

P (0, b(0)) ≥ E
(
e−rτ

∗
hψ(b(0)e

(r−δ)τ∗h+Xτ∗
h )
)
,

on a

P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h
(3.10)

≤ E

(
e−rτ

∗
h
ψ((b(0) + h)e

(r−δ)τ∗h+Xτ∗
h )− ψ(b(0)e

(r−δ)τ∗h+Xτ∗
h )

h

)
.

Ainsi, par convergence dominée il est évident que

lim sup
h→0

(
P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h

)
≤ ψ′d(b(0)) = ψ′(b(0)). (3.11)

En�n, on conclut à partir de (3.8) et (3.11).

Intéressons nous à présent au cas où le processus de Lévy X est à variation �nie. Posons

d+ = r − δ −
∫

(ex − 1)+ν(dx), et montrons le résultat suivant

Théorème 3.2.3. Si X est à variation �nie et d+ ≥ 0, alors

∂+
x P (t, b(t)) 6= ∂−x P (t, b(t)),

pour tout t ∈ (0, T ).
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3.2. LE PRINCIPE DE SMOOTH-FIT POUR LE PRIX DU PUT AMÉRICAIN À HORIZON
FINI

Démonstration. Fixons t ∈ [0, T ), x ≥ 0. Supposons que X est à variation �nie et que

d+ ≥ 0. Dans ce cas, le générateur in�nitésimal dans (1.12) peut s'écrire de la façon

suivante

Lf(x) = x

[
r − δ −

∫
(ey − 1)ν(dy)

]
∂f

∂x
(x)

+

∫
ν(dy)[f(xey)− f(x)], (3.12)

pour toute fonction f ∈ C1
b (R), où C1

b (R) désigne l'ensemble des fonctions de classe C1 dont

la dérivée est bornée. Rappelons que, à partir du Théorème 2.3.1, (∂t + L − r)P = 0 au

sens des distributions dans la région de continuation C =: {(t, x) ∈ (0, T )×R | x > b(t)}.

Ainsi, (L − r)P ≥ 0 puisque t 7→ P (t, x) est décroissante. Aussi, comme la fonction

x 7→ P (t, x) est convexe, sa dérivée à droite ∂+
x P est bornée et est continue à droite. Par

conséquent, on en déduit facilement que

b(t)

[
r − δ −

∫
(ey − 1)ν(dy)

]
∂+
x P (t, b(t))

+

∫
ν(dy)[P (t, b(t)ey)− P (t, b(t))] ≥ rP (t, b(t)). (3.13)

Remarquons que P (t, b(t)) = ψ(b(t)) = K − b(t), P (t, b(t)ey) = ψ(b(t)ey) = K − b(t)ey si

y < 0 et P (t, b(t)ey) ≤ K − b(t) si y > 0. Ainsi, on déduit de (3.13) que

b(t)

[
r − δ −

∫
(ey − 1)ν(dy)

]
∂+
x P (t, b(t)) (3.14)

≥ −
∫
y<0

ν(dy)[(K − b(t)ey)− (K − b(t))] + r(K − b(t))

= b(t)

∫
y<0

(ey − 1)ν(dy) + r(K − b(t))

= −b(t)
∫

(ey − 1)−ν(dy) + r(K − b(t)).
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

Maintenant on distingue deux cas possibles

� Si d = 0

Comme d =: r − δ −
∫

(ey − 1)ν(dy) = r − δ −
∫

(ey − 1)+ν(dy) +
∫

(ey − 1)−ν(dy), on

s'aperçoit alors que ν((−∞, 0)) = 0. Dés lors, (3.14) devient

r(K − b(t)) ≤ b(t)

∫
(ey − 1)−ν(dy) = 0.

Et donc, on est dans le cas trivial où P ≡ ψ et le smooth-�t n'est pas véri�é.

� Si d > 0

A partir de (3.14), on obtient

∂+
x P (t, b(t)) ≥

−
∫

(ey − 1)−ν(dy) + r( K
b(t)
− 1)

r − δ −
∫

(ey − 1)+ν(dy) +
∫

(ey − 1)−ν(dy)
(3.15)

> −1.

Le théorème découle du fait que ∂−x P (t, b(t)) = ψ′(b(t)) = −1, r > 0 et b(t) < K (voir

Remarque 3.2.1).

Remarque 3.2.2. A partir du Théorème 3.2.2, du Théorème 3.2.3 et de la Proposi-

tion 3.2.2, on remarque que dans le cas d'un processus de Lévy à saut d'un seul signe

(i.e. soit uniquement des sauts positifs soit uniquement des négatifs), on spontanément la

caractérisation du smooth-�t dans les deux cas suivants

1. Si ν((−∞, 0]) = 0, alors le principe du smooth-�t n'est pas véri�é si et seulement si

X est à variation �nie et d+ ≥ 0.

2. Si ν([0,∞)) = 0 et r− δ > 0, alors le smooth-�t est véri�é si et seulement si X n'est

pas à variation �nie.

Maintenant, on voudrait étendre le résultat du Théorème 3.2.3 dans le cas où d =: r −

δ −
∫

(ex − 1)ν(dx) > 0. On y parvient à condition que le temps de maturité T soit assez
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3.2. LE PRINCIPE DE SMOOTH-FIT POUR LE PRIX DU PUT AMÉRICAIN À HORIZON
FINI

grand.

Théorème 3.2.4. Si X est à variation �nie et d > 0, pour T assez grand, il existe

t ∈ [0, T ) tel que

∂P

∂x
(t, b(t)) > −1.

Démonstration. Soit h > 0. Pour simpli�er le raisonnement, nous considérons le cas t = 0.

Soit τh le temps d'arrêt optimal associé à P (0, b(0) + h)

τh =: inf{t ∈ [0, T ) | Sb(0)+h
t < b(t)}

= inf{t ∈ [0, T ) | (r − δ)t+Xt < ln

(
b(t)

b(0) + h

)
}.

Remarquons que τh croît par rapport à h et qu'il est minoré par 0, alors la limite de τh

quand h tend vers 0 existe. Notons la τ0. Aussi, par la loi 0− 1, P(τ0 = 0) ∈ {0, 1}. Ainsi,

on distingue les deux cas suivants

� Si P(τ0 = 0) = 0

Notons que,

P (0, b(0) + h) = E
(
e−rτhψ((b(0) + h)e(r−δ)τh+Xτh )

)
≥ E

(
e−rτ0ψ((b(0) + h)e(r−δ)τ0+Xτ0 )

)
.

Et en faisant tendre h vers 0, on a

P (0, b(0)) = E
(
e−rτ0ψ(b(0)e(r−δ)τ0+Xτ0 )

)
, (3.16)

Ensuite, par convexité de ψ
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h
(3.17)

≥ E
(
e−rτh

ψ((b(0) + h)e(r−δ)τ0+Xτ0 )− ψ(b(0)e(r−δ)τ0+Xτ0 )

h

)
≥ E

(
e−rτ0ψ′d(b(0)e(r−δ)τ0+Xτ0 )e(r−δ)τ0+Xτ0

)
= −E

(
e−δτ0+Xτ01{(r−δ)τ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)
,

Supposons d'une part que δ > 0. Sachant que τ0 > 0 p.s. et eX est une martingale, il est

clair que

lim inf
h→0

P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h
≥ −E

(
e−δτ0+Xτ0

)
> −1. (3.18)

D'autre part, si δ = 0, (3.16) devient

P (0, b(0)) = E
(
e−rτ0ψ(b(0)erτ0+Xτ0 )

)
= KE

(
e−rτ01{rτ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)
− b(0)E

(
eXτ01{rτ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)
= K − b(0),

où la dernière égalité est véri�ée à partir de la dé�nition du prix critique. Ainsi,

K
[
1− E

(
e−rτ01{rτ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)]
= b(0)

[
1− E

(
eXτ01{rτ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)]
> 0,

puisque τ0 > 0 p.s. et r > 0. Donc E
(
eXτ01{rτ0+Xτ0≤ln( K

b(0)
)}

)
< 1 et (3.17) implique que
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3.2. LE PRINCIPE DE SMOOTH-FIT POUR LE PRIX DU PUT AMÉRICAIN À HORIZON
FINI

lim inf
h→0

P (0, b(0) + h)− P (0, b(0))

h
≥ −E

(
eXτ01{rτ0+Xτ0<ln( K

b(0)
)}

)
> −1. (3.19)

Par suite, de (3.18) et (3.19) on déduit que le smooth-�t n'est pas véri�é dans ce cas.

� Si P(τ0 = 0) = 1

Remarquons d'abord que la suite des temps d'arrêt (τh)h converge p.s. vers 0 quand h

tend vers 0. Ensuite, d'après la dé�nition de τh, on voit que

(r − δ)τh +Xτh ≤ ln(b(τh))− ln(b(0) + h)

≤ ln(b(τh))− ln(b(0)),

puisque t 7→ b(t) est croissante. Alors en faisant tendre h vers 0, d'après la Remarque 1.2.4

et l'équation (3.3), on a

r − δ + lim
h→0

(
Xτh

τh

)
= r − δ + γ −

∫
{|y|≤1}

yν(dy) (3.20)

= d

≤ lim inf
h→0

ln(b(τh))− ln(b(0))

τh

≤ lim sup
k→0

ln(b(k))− ln(b(0))

k

≤ 1

b(0)
lim sup
k→0

b(k)− b(0)

k

≤ 1

b∗
lim sup
k→0

b(k)− b(0)

k

où b∗ est le prix critique dans le cas perpétuel (voir page 87).

On déduit alors que pour tout t ∈ [0, T ), ∂+
x P (t, b(t)) = −1, on a d'après (3.20)
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

lim sup
h→0

b(h+ t)− b(t)
h

≥ b∗d > 0.

Or, t 7→ b(t) est une fonction continue croissante et bornée par K sur [0, T ). Alors, b est

dérivable p.p. sur [0, T ) et

b′(t) ≥ b∗d > 0 p.p. t ∈ [0, T ).

Par conséquent, en intégrant cette dernière inégalité, on a K ≥ b(t)− b(0) ≥ db∗t. En�n,

il su�t de prendre T assez grand pour aboutir à une contradiction.

3.3 Le principe du smooth-�t pour le put perpétuel

3.3.1 Le put perpétuel

Le put perpétuel est un put américain dont la maturité T est égale à l'in�ni. La valeur

du put perpétuel à un temps t est donnée par

P ∗t = ess sup
τ∈Tt,∞

E(e−rτψ(Sτ ) | Ft).

Et avec la propriété de Markov, on a

P ∗t = P ∗(St),

où,

P ∗(x) = sup
τ∈T0,∞

E(e−rτψ(Sxτ )),

et on en déduit facilement la proposition suivante

Proposition 3.3.1. La fonction x 7→ P ∗(x) est croissante et convexe sur [0,+∞).
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3.3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT POUR LE PUT PERPÉTUEL

Comme dans le cas à horizon �ni, en utilisant la Proposition 2.2.4, le put perpétuel dans

le modèle exponentiel de Lévy véri�e l'inéquation variationnelle suivante

Théorème 3.3.1. La distribution (L − r)P ∗ est une mesure négative sur R+, et nulle

dans l'ouvert {x ∈ R+ | P ∗(x) > ψ(x)}.

Le prix critique dans ce cas, est dé�ni par

b∗ = inf{x ≥ 0 | P ∗(x) > ψ(x)}.

Supposons que P ∗ > 0. Alors, comme dans le cas à horizon �ni, il est facile de montrer

que b∗ ∈ (0, K). Remarquons que dans ce cas la région de continuation est donnée par

(b∗,+∞).

3.3.2 Le smooth-�t pour le put perpétuel

Comme pour le cas à horizon �ni, on a le résultat suivant

Théorème 3.3.2. Si 0 est régulier pour (−∞, 0), alors le principe du smooth-�t est

véri�é.

La démonstration de ce théorème ce fait exactement de la même façon que celle du

Théorème 3.2.2.

Remarque 3.3.1. Il est facile de démontrer par un argument analytique que le principe

du smooth-�t est véri�é dans le cas d'un processus de Lévy à variation �nie et d =:

r − δ −
∫

(ey − 1)ν(dy) < 0. En e�et, via le Théorème 3.3.1, (L − r)P ∗ = 0 au sens

des distributions, dans la région de continuation (b∗,∞). De plus, comme x 7→ P ∗(x)

est convexe, sa dérivée à droite ∂+
x P
∗ est bornée et continue à droite. Ainsi, en utilisant

(3.12), on obtient aisément

b∗d∂+
x P
∗(b∗) +

∫
ν(dy)[P (b∗ey)− P (b∗)]− rP (b∗) = 0. (3.21)
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

Pareillement, (L − r)P ∗ ≤ 0 au sens des distributions, et la dérivée à gauche ∂−x P
∗ est

bornée et continue à gauche. On en déduit alors que

b∗d∂−x P
∗(b∗) +

∫
ν(dy)[P (b∗ey)− P (b∗)]− rP (b∗) ≤ 0. (3.22)

Donc, par soustraction de (3.22) à (3.21), on a

b∗d[∂+
x P
∗(b∗)− ∂−x P ∗(b∗)] ≥ 0.

En�n, on conclut puisque b∗ > 0 et d < 0.

En excluant le cas particulier où d = 0, le résultat suivant, présente la réciproque du

Théorème 3.3.2.

Théorème 3.3.3. Si X est à variation �nie et d > 0, alors, le principe du smooth-�t

n'est pas véri�é.

Démonstration. Supposons que d > 0 et que, par l'absurde, le principe du smooth-�t est

véri�é. Tout d'abord, à partir du Théorème 3.3.1 et de (3.12), il est facile de voir que pour

tout ∀x ≥ b∗, on a

xd∂xP
∗(x) +

∫
(P ∗(xey)− P ∗(x)) ν(dy)− rP ∗(x) = 0. (3.23)

En particulier, pour x = b∗, on obtient

b∗δ +

∫
(P ∗(b∗ey)− (K − b∗ey)) ν(dy) = rK, (3.24)

puisque ∂xP ∗(b∗) = −1 et P ∗(b∗) = K − b∗. Ensuite, notons que (3.23) peut s'écrire aussi

de la façon suivante
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3.3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT POUR LE PUT PERPÉTUEL

xδ + xd(∂xP
∗(x) + 1) +

∫
(P ∗(xey)− P ∗(x) + x(ey − 1)) ν(dy)

= r(P ∗(x) + x). (3.25)

Et donc, par soustraction de (3.24) et (3.25), on a

(x− b∗)δ + xd(∂xP
∗(x) + 1) (3.26)

+

∫
(P ∗(xey)− P ∗(x) + x(ey − 1)− (P ∗(b∗ey)− (K − b∗ey))) ν(dy)

= r(P ∗(x)− (K − x)).

Considérons, pour y �xé dans R, la fonction fy dé�nie par x 7→ P ∗(xey)−P ∗(x)+x(ey−1).

Alors, (3.26) devient

(x− b∗)δ + xd(∂xP
∗(x) + 1) +

∫
(fy(x)− fy(b∗)) ν(dy) (3.27)

= r(P ∗(x)− (K − x)).

Remarquons que, à partir de (3.23), P ∗ ∈ C1(R+) comme la propriété de smooth-�t est

supposé véri�é. Donc, fy ∈ C1(R+) et

f ′y(x) = ey(∂xP
∗(xey) + 1)− (∂xP

∗(x) + 1),

pour tout x ∈ R+. En plus, comme x 7→ P ∗(x) est convexe, f ′y ≥ 0 pour y > 0. Ainsi,

pour tout x > b∗, et tout y > 0, on a

fy(x)− fy(b∗) ≥ 0. (3.28)
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
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Cependant, pour y ≤ ln( b
∗

x
), par le théorème des accroissements �nis on a

fy(x)− fy(b∗) = f ′y(θ)(x− b∗),

pour un certain θ ∈ (b∗, x), où

f ′y(θ) = ey(∂xP
∗(θey) + 1)− (∂xP

∗(θ) + 1)

≥ −(∂xP
∗(θ) + 1)

≥ −(∂xP
∗(x) + 1).

Ainsi,

∫
{y≤ln( b

∗
x

)}
(fy(x)− fy(b∗)) ν(dy)

≥ −(∂xP
∗(x) + 1)(x− b∗)ν

(
(−∞, ln(

b∗

x
))

)
= x(∂xP

∗(x) + 1)Ab
∗

x B
b∗

x ,

où Ab
∗
x = 1

x
x−b∗

ln(x)−ln(b∗)
et Bb∗

x = ln( x
b∗

)ν
(
(−∞, ln( b

∗

x
))
)
, en sachant que limx→b∗ A

b∗
x = b∗

x
et

limx→b∗ B
b∗
x = 0 d'après la Remarque 1.2.1. Alors il existe un x1 > b∗ telle que

∫
{y≤ln( b

∗
x

)}
(fy(x)− fy(b∗)) ν(dy) ≥ −xd

4
(∂xP

∗(x) + 1). (3.29)

pour tout x ∈ (b∗, x1). De même, on peut montrer qu'il existe un x2 > b∗ telle que

∫
{ln( b

∗
x

)<y<0}
(fy(x)− fy(b∗))ν(dy) ≥ −xd

4
(∂xP

∗(x) + 1), (3.30)
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3.3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT POUR LE PUT PERPÉTUEL

pour tout x ∈ (b∗, x2). En fait, pour y ∈ (ln( b
∗

x
), 0), fy(b∗) = 0 et on a

fy(x) = P ∗(xey)− P (x) + x(ey − 1)

= P ∗(xey)− P (x)− x(ey − 1)∂xP
∗(x) + x(ey − 1)(∂xP

∗(x) + 1)

≥ x(ey − 1)(∂xP
∗(x) + 1),

puisque x 7→ P (t, x) est convexe. En plus, le processus de Lévy X est supposé à variation

�nie, donc y 7→ ey − 1 est ν-intégrable, et il existe x2 > b∗ tel que pour tout x ∈ (b∗, x2)

∫
{ b∗
x

)<y<0}
(ey − 1)ν(dy) ≥ −d

4
.

Maintenant, on considère la fonction f dé�nie par x 7→ P ∗(x)−(K−x). Il est évident que

f ∈ C1(R), f(b∗) = 0, f ′(x) = ∂xP
∗(x) + 1 ≥ 0 et que par le théorème des accroissements

�nis

f(x)− f(b∗) = (∂xP
∗(θ) + 1)(x− b∗),

pour un θ ∈ (b∗, x). Ainsi,

f(x)− f(b∗) ≤ x(∂xP
∗(x) + 1)(1− b∗

x
),

puisque x 7→ P (t, x) est convexe. Donc, il existe un x3 > b∗ tel que, pour tout x ∈ (b∗, x3)

P ∗(x)− (K − x) ≤ xd

4
(∂xP

∗(x) + 1). (3.31)

En�n, en recombinant (3.27), (3.29), (3.30) et (3.31), on en déduit que pour tout x ∈

(b∗, x1 ∧ x2 ∧ x3)
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CHAPITRE 3. LE PRINCIPE DU SMOOTH-FIT DANS LE MODÈLE EXPONENTIEL DE
LÉVY

(x− b∗)δ +
xd

4
(∂xP

∗(x) + 1) +

∫
{y>0}

(fy(x)− fy(b∗)) ν(dy) ≤ 0,

ce qui contredit (3.28).
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Chapitre 4

La vitesse de convergence du prix

critique près de l'échéance

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la vitesse de convergence du prix critique b près de

l'échéance T , dans un modèle exponentiel de Lévy. Rappelons que, dans le cadre du mo-

dèle classique de Black-Scholes, Barles-Burdeau-Romano-Samsoen [4] et Lamberton [37],

montrent que

lim
t→T

bBS(t)−K
K

= −σ
√

(T − t)| ln(T − t)|.

où bBS note le prix critique américain dans ce modèle. Pham [53] montre que, sous cer-

taines conditions, cette vitesse reste la même dans un modèle de di�usion avec sauts

(σ > 0 et ν(R) <∞)).

L'objectif de ce chapitre, est d'étendre ce résultat dans un modèle de Lévy et d'étudier

les cas les plus complexes, notamment quand σ = 0.

Le théorème de prime d'exercice anticipé joue un rôle déterminant dans notre approche.

Ce théorème montre que le put américain, se décompose comme la somme du put européen

et un terme dépendant de la frontière libre appelé l'early exercise premium. Ce résultat
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

était déjà prouvé par Carr-Jarrow-Myneni [15], Jacka [30] et Kim [32] dans le modèle de

Black-Scholes, et par Pham [53] dans le modèle de di�usion avec sauts. Nous proposons

ici, une démonstration de ce théorème dans le cas d'un modèle exponentiel de Lévy dont

le processus de Lévy est de type B où C (voir la dé�nition p.32).

Ce chapitre est organisé de la manière suivante :

Dans la deuxième et la troisième partie, nous montrons quelques propriétés utiles de la

valeur de l'option dans le modèle exponentiel de Lévy et quelques liens avec sa valeur

dans le modèle de Black-Scholes. Dans la quatrième partie, nous montrons le théorème de

l'early exercise premium. Dans la cinquième partie, nous montrons que la vitesse du prix

critique près de l'échéance, dans un modèle de Lévy tel que σ > 0,
∫
|x|≤ |x|ν(dx) < ∞

et d+ =: r − δ −
∫

(ey − 1)+ν(dy) > 0, est la même que celle dans le modèle de Black-

Scholes. Dans la sixième partie, nous montrons que la vitesse de convergence est linéaire

dans un modèle de Lévy à variation �nie tel que d+ > 0. En�n, dans la dernière partie,

nous montrons que dans le cas d'un modèle de Lévy à variation in�nie, sous la condition

d+ ≥ 0, la vitesse du prix critique a un comportement non-linéaire.

4.2 Le put américain dans un modèle de Lévy dont les

sauts sont à variation �nie

Nous supposons, tout au long de ce chapitre, que l'une des trois conditions suivantes est

véri�ée

σ 6= 0, ν((−∞, 0)) > 0 ou
∫

(0,+∞)

(x ∧ 1)ν(dx) = +∞. (4.1)

Par conséquent, le prix critique b est borné par K et la région d'exercice est d'intérieur

non vide i.e. (voir la Section 2.4, page 62)

E = {(t, x) ∈ [0, T ]× R+|x < b(t)} 6= ∅.

Dans cette partie, nous nous plaçons dans le cadre d'un modèle exponentiel de Lévy et
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

nous montrons quelques propriétés du put américain qui nous seront utiles dans la suite

de ce chapitre.

Rappelons que le put américain est caractérisé par la fonction suivante

P (t, x) = sup
τ∈T0,T−t

E(e−rτψ(Sxτ )), (4.2)

où Sxt = xe(r−δ)t+Xt , avec X est un processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, γ, ν).

4.2.1 Régularité de la fonction t 7→ P (t, .)

Il est connu dans la littérature que t 7→ P (t, x) est Hölderienne d'ordre 1
2
. Dans cette

section on montre qu'elle est localement Lipschitz dans le cas ν(R) < ∞ sur ]0, T [×R+.

Nous proposons ici une démonstration en utilisant un changement de probabilité. Notre

approche est un peu di�érente de celle de Zhang [64] qui utilise un argument de scaling

sur le terme de sauts qui ne semble pas très clair.

On considère le processus de Poisson composé (Zt)t∈[0,T ] dé�ni page 29, indépendant du

mouvement Brownien B et on montre le lemme (classique) suivant :

Lemme 4.2.1. Soit t ∈ (0, T ]. Le processus (Bs, Zts)s∈[0,1] sous la probabilité P a la même

loi que le processus (Bs, Zs)s∈[0,1] sous la probabilité Pt dé�nie par

dPt
dP

= tN1e−λ(t−1),

sur Ω où (Ns)s≥0 est le processus de comptage de Z (processus de Poisson d'intensité

λ =: ν(R)).

Démonstration. Soit t ∈ (0, T ]. Notons d'abord que pour tout s ≥ 0 on a

E(tNs) =
∞∑
n=0

e−λs
(λs)n

n!
tn

= eλs(t−1).
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
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Alors tN1e−λ(t−1) est une variable aléatoire positive d'espérance égale à 1. Par conséquent,

Pt dé�nit bien une probabilité sur Ω. Ensuite, il est facile de voir que pour tout s ∈ [0, 1]

et tout u ∈ R, en utilisant l'indépendance de B et Z et les accroissements indépendants

de N , on a

Et
(
eiu(Bs+Zs)

)
= E

(
tN1e−λ(t−1)eiu(Bs+Zs)

)
(4.3)

= e−λ(t−1)E
(
tN1−NstNseiu(Bs+Zs)

)
= e−λ(t−1)E(tN1−s)E

(
tNseiu(Bs+Zs)

)
= e−λs(t−1)E

(
eiu(Bs)

)
E
(
tNseiu

∑Ns
i=1 Ui

)
= e−λs(t−1)es(−

1
2
σ2u2)E

[
E
(
tneiu

∑n
i=1 Ui |Ns = n

)]
= es[(−

1
2
σ2u2)−λ(t−1)]

∞∑
n=0

E(tneiu
∑n
i=1 Ui)P (Ns = n)

= es[(−
1
2
σ2u2)−λt]

∞∑
n=0

tn(λs)n

n!
(f̂(iu))n

= exp

[
s

(
−1

2
σ2u2 + t

∫
(eiux − 1)ν(dx)

)]
,

où f̂(iu) =
∫
eiuxf(dx) = 1

λ

∫
eiuxν(dx) et Et présente l'espérance par rapport à Pt.

On véri�e facilement que le processus (Bs+Zts)s∈[0,1] est un processus de Lévy d'exposant

caractéristique ϕ donnée par (voir page 29)

ϕ(u) = −1

2
σ2u2 + t

∫
(eiux − 1)ν(dx), ∀u ∈ R.

Par conséquent, il su�t de montrer que le processus (Ru
s )s∈[0,1] est une Pt-martingale pour

en déduire le lemme, où Ru est dé�ni par

Ru
s = e−sϕ(u)eiu(Bs+Zs),
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

pour tout s ∈ [0, 1] et u ∈ R.

En e�et, soient 0 ≤ s′ ≤ s ≤ 1. Alors, en utilisant (4.3), on obtient aisément

Et (Ru
s |Fs′) = Ru

s′Et
(
e−(s−s′)[− 1

2
σ2u2+t

∫
(eiux−1)ν(dx)]eiu(Bs−B′s+Zs−Zs′ )|Fs′

)
= Ru

s′Et
(
e−(s−s′)[− 1

2
σ2u2+t

∫
(eiux−1)ν(dx)]eiu(B(s−s′)+Z(s−s′))

)
= Ru

s′ ,

pour tout u ∈ R.

Proposition 4.2.1. Supposons que ν(R) < ∞. Il existe une constante C > 0, telle que

pour tout t, s ∈ [0, T ) et x ∈ R+, on a

|P (t, x)− P (s, x)| ≤ C|
√
T − t−

√
T − s|.

Démonstration. Soient t, s ∈ (0, T ], s < t, x ∈ R+ et f la fonction dé�nie par f(t, x) =

P (T − t, x). Notons que dans l'équation (4.2), il est facile de voir que τ appartient à T0,T−t

si et seulement si τ est de la forme τ = τ(T − t) où τ est un temps d'arrêt à valeurs

dans [0, 1], associé à la �ltration (Hs)s≥0 engendrée par les variables aléatoires Bu(T−t)

et Yu(T−t) pour u ≤ s. Et comme les deux processus (Bu(T−t))u≥0 et (
√
T − tBu)u≥0 sont

identiques en loi, de (1.4) et (4.2), on en déduit que f peut s'écrire sous la forme suivante

f(t, x) = sup
τ∈T0,1

E[e−rtτψ(xeγtτ+
√
tBτ+Ytτ )],

où γ = r − δ + γ. Sachant que ν(R) < ∞, Y est un processus de Poisson composé avec

dérive qui coincide avec

Yt = −t
∫
|x|≤1

xν(dx) + Zt,

où Z est le processus de Poisson composé dé�ni page 29. Par conséquent, en utilisant le
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
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Lemme 4.2.1, on a

f(t, x) = sup
τ∈T0,1

Et[e−rtτψ(xeγ0tτ+
√
tBτ+Zτ )] (4.4)

= sup
τ∈T0,1

E[tN1e−rtτ−λ(t−1)ψ(xeγ0tτ+
√
tBτ+Zτ )],

où γ0 = γ −
∫
|x|≤1

xν(dx) et N est le processus de Poisson d'intensité λ = ν(R).

Remarquons d'abord que pour tout τ ∈ T0,1, on a

tN1e−rtτ−λ(t−1)ψ(xeγtτ+
√
tBτ+Yτ )− sN1e−rsτ−λ(s−1)ψ(xeγsτ+

√
sBτ+Yτ ) (4.5)

= (tN1e−rtτ−λ(t−1) − sN1e−rsτ−λ(s−1))ψ(xeγtτ+
√
tBτ+Yτ )

+sN1e−rsτ−λ(s−1)[ψ(xeγtτ+
√
tBτ+Yτ )− ψ(xeγsτ+

√
sBτ+Yτ )].

Étant donné que |ψ| ≤ K, après des petits calculs on obtient

E
[
|tN1e−rtτ−λ(t−1) − sN1e−rsτ−λ(s−1)|ψ(xeγtτ+

√
tBτ+Yτ )

]
≤ K(2eλ + 1)|t− s|. (4.6)

Ensuite, la fonction y 7→ ψ(xey) est Lipschitzienne (de constante K), on en déduit alors

que

|ψ(xeγtτ+
√
tBτ+Yτ )− ψ(xeγsτ+

√
sBτ+Yτ )| ≤ K|γ(t− s)τ +

√
tBτ −

√
sBτ |. (4.7)

Notons que le processus (|Bt|)t est une sous-martingale, alors on a
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

E(|
√
tBτ −

√
sBτ |) = |

√
t−
√
s|E(|Bτ |) (4.8)

≤ |
√
t−
√
s|E(|B1|),

avec E(|B1|) < +∞.

Finalement, on conclut la proposition en combinant les formules (4.5), (4.6), (4.7), (4.8).

4.2.2 Bornitude des dérivés de P

On rappelle qu'une distribution D est localement bornée sur un ouvert O de Rd si pour

tout x ∈ O, il existe une constante M et un voisinage Vx de x tel que pour toute fonction

test ϕ dont le support est inclut dans Vx on a | < D,ϕ > | < M‖ϕ‖L1 .

Lemme 4.2.2. Supposons que σ 6= 0 et ν(R) < ∞. Alors, les distributions ∂tP , ∂xP ,

∂2
xxP et BP sont localement bornées sur (0, T )× (0,∞).

Démonstration. D'abord, il est clair d'après la Proposition 4.2.1 que ∂tP est localement

bornée sur [0, T )× (0,∞). Ensuite, comme x 7→ ψ(ex) est Lipschitzienne, il est facile d'en

déduire que x 7→ P (., x) l'est aussi. Donc, ∂xP est localement bornée sur [0, T ]× (0,∞).

Maintenant, à partir du Théorème 2.3.1, on a au sens des distributions

∂tP +
x2σ

2

2
∂2
xxP + x(r − δ)∂xP + BP − rP ≤ 0, (4.9)

sur [0, T ) × (0,∞), où, pour tout t ∈ [0, T ), BP (t, .) est l'opérateur dé�ni dans (3.6)

(notons que Bg dé�nit bien une distribution pour toute fonction g continue bornée, voir

le paragraphe 2.2.1 pour plus de détails). Rappelons que x 7→ P (., x) est convexe, donc

∂2
xxP ≥ 0 et BP ≥ 0. Et donc, (4.9) implique d'une part que
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

0 ≤ x2σ
2

2
∂2
xxP ≤ rP − ∂tP − x(r − δ)∂xP.

Et ceci nous permet de déduire la bornitude locale de ∂2
xxP à partir de celle de ∂xP et

∂tP . D'autre part, on a

0 ≤ BP ≤ rP − ∂tP − x(r − δ)∂xP.

D'où la bornitude locale de BP .

Proposition 4.2.2. Si σ > 0 et ν(R) < ∞, alors la distribution (∂t + L − r)P est

localement bornée et on a

(∂t + L− r)P (t, x) = k(t, x), dt,dx p.p. sur(0, T )× R+, (4.10)

où k est la fonction dé�nie par

k(t, x) =

[
δx− rK +

∫
{y>0}

(P (t, xey)− (K − xey)) ν(dy)

]
1{x<b(t)}.

Démonstration. Il est clair que d'après le Lemme 4.2.2, la distribution (∂t + L− r)P est

localement bornée. Sachant que ∂tP est nulle sur E = {(t, x) ∈ (0, T ) × R+| x < b(t)},

à partir du Lemme 2.4.1, on a

(∂t + L− r)P (t, x) = (δx− rK + BP (t, x))

=

[
δx− rK +

∫
{y>0}

(P (t, xey)− (K − xey)) ν(dy)

]
.

sur E. On rappelle aussi, que d'après le Théorème 2.3.1, la mesure (∂t +L− r)P est nulle
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

sur la région de continuation C =: {(t, x) ∈ (0, T ) × R+|x > b(t)}. En�n, on conclut le

lemme étant donné que l'ensemble {x = b(t)} est Lebesgue négligeable sur R2.

Le cas général est donné par le corollaire suivant

Corollaire 4.2.1. Pour tout processus de Lévy X, on a

(∂t + L− r)P (t, x) = k(t, x), dt,dx p.p. sur(0, T )× R+.

Autrement, en faisant un changement de variable, on a

(∂t + L̃− r)P̃ (t, x) = k̃(t, x),

où k̃ est la fonction dé�nie par k̃(t, x) = k(t, ex), pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R+.

Démonstration. D'après la Proposition 4.2.2, il su�t de montrer que la distribution (∂t +

L − r)P est localement bornée indépendamment du processus de Lévy pour montrer le

corollaire. Soient X un processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, γ, ν) et (Xn) une

suite de processus de Lévy telle que pour tout n ∈ N∗, Xn est de triplet caractéristique

((σ + 1
n
)2, γ, ν1|x|≥ 1

n
). Remarquons que les processus Xn véri�ent les hypothèses de la

Proposition 4.2.2 et (4.10) implique ici que

−rK ≤ (∂t + L− r)P n ≤ 0, (4.11)

où P n présente le prix de l'option américaine associé au processus de Lévy Xn. Aussi, il

est clair que la suite (Xn) converge en loi vers X, et par convergence dominée que P n

converge simplement vers P . Par conséquent, on conclut en faisant tendre n vers l'in�ni

dans (4.11).
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

4.2.3 Liens avec le modèle de Black et Scholes

Dans ce paragraphe, on va discuter quelques liens entre la valeur de l'option dans le

modèle exponentiel de Lévy et celui de Black-Scholes. Pour ceci, on a besoin d'introduire

les notations suivantes :

Dans le modèle exponentiel de Lévy, on note P e le put européen caractérisé par

P e(t, x) = E(e−r(T−t)ψ(SxT−t)).

Dans le modèle de Black-Scholes, on note respectivement SBS, PBS et P e,BS, le sous-

jacent, le prix du put Américain et le prix du put européen. Nous supposons ici, qu'on est

toujours placé sous la même probabilité risque neutre P et que le sous-jancent (SBSt )t∈[0,T ]

s'écrit de la façon suivante

SBSt = S0e
(r−δ−σ

2

2
)t+σBt .

Pour commencer, montrons le lemme suivant.

Lemme 4.2.3. Sous la condition
∫
|x|≤1
|x|ν(dx) <∞, on a

|P e(t, x)− P e,BS(t, x)| = O(x(T − t)),

pour tout x ∈ R+.

Démonstration. Soient t ∈ [0, T ] et x ∈ R+. Noter tout d'abord que x 7→ P e,BS(t, x) est

une fonction Lipschitzienne, et que Y est indépendant de SBS par (1.4). Alors,

P e(t, x) = P e,BS(t, xeYθ+(γ+σ2

2
)θ),

où θ = T − t. Et, pour θ au voisinage de zéro, il existe une constante C > 0 telle que
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

|P e(t, x)− P e,BS(t, x)| (4.12)

≤ xCE
(
|eYθ+(γ+σ2

2
)θ − 1|

)
= xCE

(
|(eYθ − 1)e(γ+σ2

2
)θ + e(γ+σ2

2
)θ − 1|

)
≤ xC

(
e(γ+σ2

2
)θE(|eYθ − 1|) + |e(γ+σ2

2
)θ − 1|

)
≤ xC(E(|eYθ − 1|) + θ).

Il su�t alors de montrer que

E(|eYθ − 1|) = O(θ), (4.13)

dans (4.12), pour en déduire le lemme. En e�et, comme Y = X̃ + X̃0 via (1.5), où X̃ est

un processus de Poisson composé indépendant de X̃0, il est clair que

E(|eYθ − 1|) ≤ E(|eX̃θ − 1|) + E(eX̃θ |eX̃0
θ − 1|)

= E(|eX̃θ − 1|) + E(eX̃θ)E(|eX̃0
θ − 1|).

D'une part, le processus X̃ étant un processus de Poisson composé, en posant f(x) =

|ex − 1|, il est évident que

f(X̃θ)− f(0) =
∑

0≤s≤θ

[f(X̃s)− f(X̃s−)].

Ainsi, en faisant un développement limité au voisinage de θ = 0 et on utilisant la Propo-

sition 1.2.3, on a

103

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

E(|eX̃θ − 1|) = E[f(X̃θ)− f(0)]

= E

( ∑
0≤s≤θ

[f(X̃s)− f(X̃s−)]

)

= E
(∫ θ

0

ds

∫
|y|>1

[f(X̃s + y)− f(X̃s)]ν(dy)

)
= E

(∫ θ

0

ds

∫
|y|>1

[|eX̃θ+y − 1| − |eX̃θ − 1|]ν(dy)

)
= θ

∫
|y|>1

|ey − 1|ν(dy) + o(θ)

≤ θ[ν((−∞,−1]) +

∫
y>1

eyν(dy)] + o(θ).

D'autre part, il est clair que

|eX̃0
θ − 1| = eX̃

0
θ − 1− 2(eX̃

0
θ − 1)1|X̃0

θ |<0

≤ (eX̃
0
θ − 1) + 2|X̃0

θ |,

Notons qu'à partir de (1.11), on a

E(eX̃θ) = eθ
∫
|y|>1(ey−1)ν(dy)

≤ eθ(−ν((−∞,−1])+
∫
y>1 e

yν(dy))

< ∞,

et,

E(eX̃
0
θ − 1) = eθ

∫
|y|≤1(ey−1−y)ν(dy) − 1

= O(θ).

Par conséquent, montrer (4.13) revient à montrer que E|X̃0
θ | = O(θ).
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4.2. LE PUT AMÉRICAIN DANS UN MODÈLE DE LÉVY DONT LES SAUTS SONT À
VARIATION FINIE

A partir de la forme de X̃0 dans (1.7), et sachant que les mesures JX et ν sont positives,

on a

E(|X̃0
θ |) = E

[
|
∫ θ

0

∫
|x|≤1

xJX(du× dx)− θ
∫
|x|≤1

xν(dx)|
]

≤ E
[
|
∫ θ

0

∫
|x|≤1

|x|JX(du× dx)

]
+ θ

∫
|x|≤1

|x|ν(dx)

= E
[
|
∫ θ

0

∫
|x|≤1

|x|J̃X(du× dx)

]
+ 2θ

∫
|x|≤1

|x|ν(dx)

≤ 2θ

∫
|x|≤1

|x|ν(dx),

puisque le processus
(∫ t

0

∫
|x|≤1
|x|J̃X(du× dx)

)
t≥0

est une martingale de carré intégrable

d'après la Proposition 1.2.4. Ceci achève la démonstration.

En tenant compte des sauts, le prix de l'option américaine dans le modèle exponentiel de

Lévy est supérieur à sa valeur dans le modèle de Black-Scholes (voir [8] et [31]). Voici une

démonstration de ce résultat.

Lemme 4.2.4. P ≥ PBS sur [0, T ]× [0,∞).

Démonstration. Soient t ∈ [0, T ] et x ≥ 0. Notons Bt la tribu engendrée par les variables

Bu, pour u ≤ t. Rappelons que B et Y dans (2.1) sont indépendants et que le processus

t 7→ e(γ+σ2

2
)t+Yt est une martingale à partir de la Proposition 1.2.2. Alors, en utilisant

l'inégalité de Jensen et le théorème d'arrêt, on a
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

E(e−rτψ(Sxτ )) = E(e−rτ (K − Sxτ )+)

= E(e−rτ (K − xe(r−δ+γ)τ+σBτ+Yτ )+)

= E(e−rτ (K − xe(r−δ−σ
2

2
)τ+σBτ e(γ+σ2

2
)τ+Yτ )+)

= E
[
E
(
e−rτ (K − xe(r−δ−σ

2

2
)τ+σBτ e(γ+σ2

2
)τ+Yτ )+|BT−t

)]
≥ E

([
E
(
e−rτ (K − xe(γ−σ

2

2
)τ+σBτ e(γ+σ2

2
)τ+Yτ )|BT−t

)]
+

)
= E(e−rτ (K − SBSτ )+|S0 = x),

pour tout τ ∈ T0,T−t. D'où le lemme.

4.3 Le théorème de l'early exercice premium

Le théorème de l'early exercice premium est le suivant.

Théorème 4.3.1. Le put américain P associé à un processus de Lévy de type B ou C

(voir la dé�nition page 32) s'écrit sous la forme suivante

P (t, x) = P e(t, x) + e(T − t, x),

où e est le �early exercise premium� dé�ni par

e(t, x) = E
(∫ t

0

(h(T − (t− s), Sxs )) e−rsds

)
,

avec h est la fonction dé�nie par

h(t, x) =

[
rK − δx−

∫
{y>0}

(P (t, xey)− (K − xey)) ν(dy)

]
1{x<b(t)},

pour tout t, s ∈ [0, T ) et tout x ∈ R+.
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4.3. LE THÉORÈME DE L'EARLY EXERCICE PREMIUM

Démonstration. Soient t ∈ (0, T ) et x ∈ R+. Prenons les notations suivantes f̃(t, x) =

P (T − t, ex), f̃ e(t, x) = P e(T − t, ex), b̄(t) = log(b(T − t)) et (X̃t)t∈[0,T ], le processus de

Lévy dé�ni par X̃t = (r − δ)t+Xt.

On considère une suite régularisante ρn telle que pour tout n ∈ N, ρn est une fonction

positive de classe C∞(R2), supp(ρn) ⊂ (−1/n, 1/n)2 et
∫
ρn = 1. Soient fn = f̃ ∗ ρn la

fonction dé�nie par

fn(t, x) = (f̃ ∗ ρn)(t, x) =:

∫
f̃(t− v, x− y)ρn(v, y)dvdy,

pour n assez grand de façon que t− v reste dans [0, T ].

Tout d'abord, remarquons que fn ∈ C1,2([0, T ]×R+). Donc via la formule d'Itô (voir [18],

Propositon 8.18), pour tout s ∈ (0, t], on a

e−rsfn(t− s, X̃s + x)− fn(t, x) (4.14)

= M t,n
s +

∫ s

0

(∂u + L̃− r)fn(t− u, X̃s + x)e−rudu,

où M t,n est la martingale dé�nie par

M t,n
s =

∫ s

0

∂xfn(t− u, X̃s + x)σe−rudBu

+

∫ s

0

∫
[fn(t− u, X̃u− + x+ y)− fn(t− u, X̃u− + x)]e−ruJ̃X(du× dx).

En particulier, pour s = t, et en utilisant le théorème de Fubini, (4.14) donne
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

E[e−rtfn(0, X̃s + x)]− fn(t, x) (4.15)

= E
[∫ t

0

(∂u + L̃− r)fn(t− u, X̃s + x)e−rudu

]
=

∫ t

0

E
[
(∂s + L̃− r)fn(t− s, X̃s + x)e−rs

]
ds,

Ensuite, sachant que f̃ ∈ L∞(R2) et ρn ∈ D(R2), à partir de la Proposition 2.2.2, on a

(∂s + L̃− r)fn = ((∂s + L̃− r)f̃) ∗ ρn.

Ainsi

E
[
(∂s + L̃− r)fn(t− s, X̃s + x)e−rs

]
(4.16)

= E
[[(

(∂s + L̃− r)f̃
)
∗ ρn

]
(t− s, X̃s + x)e−rs

]
= E

[[(
(∂s + L̃− r)f̃

)
∗ ρn

]
(t− s, X̃s + x)e−rs1{X̃s+x 6=b(t−s)}

]
+
[(

(∂s + L̃− r)f̃
)
∗ ρn

]
(t− s, b(t− s))e−rsP

(
X̃s + x = b(t− s)

)
= E

[[(
(∂s + L̃− r)f̃

)
∗ ρn

]
(t− s, X̃s + x)e−rs1{X̃s+x 6=b(t−s)}

]
,

Le processus étant de type B ou C, on a pour tout s > 0 (voir [59])

P
(
X̃s + x = b̄(t− s)

)
= P

(
X̃s = b̄(t− s)− x

)
= 0.

En�n, en utilisant le Corollaire 4.2.1, et en faisant tendre n vers l'in�ni par convergence

dominée, le théorème est montré.

Remarque 4.3.1. En minorant (∂u + L̃− r)f̃ dans (4.16) par −rK1x≥b̄(t) via le Corol-

laire 4.2.1, on obtient facilement l'encadrement suivant :
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4.4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE L'ÉCHÉANCE
QUAND σ > 0 ET LE TERME DES SAUTS EST À VARIATION FINIE

0 ≤ P (t, x)− P e(t, x) ≤ rKE
(∫ T−t

0

1{Sxs≤b(t+s)}ds

)
,

pour tout processus de Lévy X.

A partir du Théorème 4.3.1, il est facile d'en déduire le corollaire suivant

Corollaire 4.3.1. Pour tout (t, x) ∈ [0, T ) × R+, la fonction x 7→ P (t, x) − P e(t, x) est

décroissante sur R+.

Démonstration. Soit (t, x) ∈ [0, T ] × R+. Remarquons d'abord que, d'après le Théo-

rème 4.3.1, il su�t de montrer que le terme de l'early exercise premium e décroît, pour

en déduire le corollaire. Ce qui revient à démontrer que la fonction h, dé�nie par

h(t, x) =

[
rK − δx−

∫
{y>0}

(P (t, xey)− (K − xey)) ν(dy)

]
1{x<b(t)},

est décroissante. Rappelons que d'après le Théorème 2.3.1, la mesure (∂t + L − r)P est

négative. Ainsi, en utilisant le corollaire 4.2.1, la fonction h est positive. En plus, d'une

part, l'ensemble 1{x<b(t)} décroît par rapport à x. Et d'autre part, comme x 7→ P (t, x)−

(K − x) est croissante, alors la fonction

x 7→ rK − δx−
∫
{y>0}

(P (t, xey)− (K − xey)) ν(dy)

est décroissante. Par conséquent, h l'est aussi.

4.4 La vitesse de convergence du prix critique près de

l'échéance quand σ > 0 et le terme des sauts est à

variation �nie

On suppose dans cette partie que les deux conditions suivantes sont véri�ées
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

σ > 0 et
∫
|x≤1|
|x|ν(dx) <∞.

Rappelons que, pour tout t ∈ [0, T ], x 7→ ∂+
x P (t, x) est continue à droite sur R+ puisque

x 7→ P (t, x) est convexe. Le lemme suivant qui �gurait déjà dans [53] pour le cas ν(R) <

∞, est crucial pour la suite. La démonstration que nous donnons est di�érente de celle de

Pham, basée sur le principe de maximum.

Lemme 4.4.1. Soit bBS le prix critique dans le modèle de Black-Scholes. Alors on a

lim
t→T

∂+
x P (t, bBS(t)) = −1.

Démonstration. Soient t ∈ [0, T ] et x ∈ R+. Premièrement, d'après le Corollaire 4.3.1,

x 7→ P (t, x)− P e(t, x) est décroissante. Alors,

−1 ≤ ∂+
x P (t, x) ≤ ∂xP

e(t, x),

où la première inégalité est due au fait que x 7→ P (t, x) est convexe.

Ensuite, pour θ = T − t, on a

∂xP
e(t, x) (4.17)

= −E
(
e(γ−δ)θ+Xθ1{(r−δ)θ+Xθ≤ln(K

x
)}

)
= −E

(
e(γ−δ)θ+σBθ+Yθ1{(r−δ+γ)θ+σBθ+Yθ≤ln(K

x
)}

)
= −E

(
e−(δ+σ2

2
)θ+σBθ+[(γ+σ2

2
)θ+Yθ]1{(r−δ−σ2

2
)θ+σBθ+[(γ+σ2

2
)θ+Yθ]≤ln(K

x
)}

)
≤ −E

(
e−(δ+σ2

2
)θ+σBθ1{(r−δ−σ2

2
)θ+σBθ≤ln(K

x
)}e

(γ+σ2

2
)θ+Yθ1{(γ+σ2

2
)θ+Yθ≤0}

)
= ∂xP

e,BS(t, x)E
(
e−((γ+σ2

2
)θ+Yθ)−

)
,

où la dernière inégalité vient du fait que les deux processus B et Y sont indépendants.
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4.4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE L'ÉCHÉANCE
QUAND σ > 0 ET LE TERME DES SAUTS EST À VARIATION FINIE

En plus, par le théorème de convergence dominé, on obtient

lim
t→T

E
(
e−((γ+σ2

2
)θ+Yθ)−

)
= 1.

Maintenant, à partir de la forme explicite du delta dans le modèle Black-Scholes (voir

[10]), on a

∂xP
e,BS(t, x) = −e−δθ

[
1− Φ

(
ln( x

K
)

σ
√
θ

+

(
r − δ
σ

+
σ

2

)√
θ

)]
,

où Φ est la fonction de répartition de la loi normale. On obtient alors que

lim
t→T

∂xP
e,BS(t, x) = −1,

pour tout x ∈ [0, K).

Cependant, grâce à l'estimation 1 près de l'échéance du prix critique dans le modèle de

Black-Scholes, tirée de Barles-Burdeau-Romano-Samsoen [4] et de Lamberton [37], on a

ln(
bBS(t)

K
) ∼ bBS(t)−K

K
∼ −σ

√
θ| ln(θ)|. (4.18)

Par conséquent,

lim
t→T

∂xP
e,BS(t, bBS(t)) = −1.

En�n, on conclut en faisant tendre t vers T dans (4.17).

Théorème 4.4.1. Si d+ > 0. Alors, il existe une constante C > 0 telle que

0 ≤ bBS(t)− b(t) ≤ Cθ,

pour t près de la maturité T , avec θ = T − t.

1Pour deux fonctions f et g, on notef(t) ∼ g(t) quand t→ T si limt→T
f(t)
g(t) = 1.
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

Démonstration. Soient t ∈ [0, T ) et x ∈ R+. Remarquons tout d'abord que, à partir du

Lemme 4.2.4, P (t, .) ≥ PBS(t, .) sur R+. Alors bBS(t)− b(t) ≥ 0 est tout le temps véri�ée

même sans la condition d+ > 0.

Ensuite, supposons que bBS(t) > b(t) et considérons une suite régularisante ρn telle que

pour tout n ∈ N, ρn est une fonction positive de classe C∞(R), supp(ρn) ⊂ (−1/n, 1/n)

et
∫
ρn = 1. Noter que P ∗ ρn ∈ C2

b (R+) où

(P ∗ ρn)(t, x) =:

∫
P (t, x− y)ρn(y)dy.

Donc, en appliquant la formule de Taylor, il existe ζ(t) ∈ (bBS(t), b(t)) telle que

(P ∗ ρn)(t, bBS(t)) (4.19)

= (P ∗ ρn)(t, b(t)) + (bBS(t)− b(t))∂x(P ∗ ρn)(t, b(t))

+
1

2
(bBS(t)− b(t))2∂2

xx(P ∗ ρn)(t, ζ(t)).

Rappelons qu'on suppose ici que σ > 0, donc le principe du smooth-�t est véri�é d'après le

Théorème 3.2.2. Ainsi x 7→ P (t, x) est de classe C1 sur la frontière libre avec ∂xP (t, b(t)) =

−1.

Par suite, en faisant tendre n vers l'in�ni dans (4.19), on obtient

1

2
(bBS(t)− b(t))2 lim

n→∞
∂2
xx(P ∗ ρn)(t, ζ(t)) (4.20)

= P (t, bBS(t))− P (t, b(t)− (bBS(t)− b(t))∂xP (t, b(t))

= P (t, bBS(t))− (K − b(t)) + (bBS(t)− b(t))

= P (t, bBS(t))− PBS(t, bBS(t)),

puisque P (t, b(t)) = K − b(t) et PBS(t, bBS(t)) = K − bBS(t).

Cependant, à partir du Théorème 4.3.1, on a
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4.4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE L'ÉCHÉANCE
QUAND σ > 0 ET LE TERME DES SAUTS EST À VARIATION FINIE

0 ≤ P (t, x)− PBS(t, x) ≤ P e(t, x)− P e,BS(t, x) + rKθ,

où θ = T − t. Et d'après le Lemme 4.2.3, pour θ près de zéro, il existe une constante

C > 0 telle que

|P e(t, x)− P e,BS(t, x)| ≤ Cθ.

Alors, en remplaçant dans (4.20), on obtient

1

2
(bBS(t)− b(t))2 lim

n→∞
∂2
xx(P ∗ ρn)(t, ζ(t)) ≤ (C + rK)θ. (4.21)

Pour �nir la démonstration, montrons que

lim
t→T

lim
n→∞

∂2
xx(P ∗ ρn)(t, ζ(t)) > 0.

Rappelons qu'à partir du Théorème 3.2.1, la mesure (∂t+L− r)P est nulle dans la région

de continuation C =: {(t, x) ∈ [0, T ) × R+ |x > b(t)}. Alors, comme t 7→ P (t, x) est

décroissante, L(P ) est une distribution positive sur C. Donc,

< L(P )|ψxn > = L(P ) ∗ ρn(., x) (4.22)

≥ 0,

où ψxn est la fonction test positive (ψxn ∈ D+((−x − 1/n, x + 1/n))) dé�nie par ψxn(y) =

ρn(x− y).

Ainsi, (4.22) est équivalente à
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

σ2

2
[(x2∂2

xxP ) ∗ ρn](ζ(t)) ≥ −(r − δ)[(x∂xP ) ∗ ρn](ζ(t)) (4.23)

−
∫

[(P ∗ ρn)(ζ(t)ey)− (P ∗ ρn)(ζ(t))

−ζ(t)(ey − 1)∂x(P ∗ ρn)(ζ(t))] ν(dy),

où x2∂2
xxP et x∂xP sont des distributions.

Ensuite, x 7→ P (t, x) étant une fonction Lipschitzienne, x∂xP est une fonction localement

bornée et en faisant tendre n vers l'in�ni dans (4.23) par convergence dominée, on déduit

que

σ2

2
lim
n→∞

[(x2∂2
xxP ) ∗ ρn](ζ(t)) ≥ −(r − δ)ζ(t)∂+

x P (t, ζ(t)) (4.24)

−
∫ [

P (t, ζ(t)ey)− P (t, ζ(t))− ζ(t)(ey − 1)∂+
x P (t, ζ(t))

]
ν(dy).

D'une part, en utilisant Lemme 4.4.1, on a

lim
t→T

∂+
x P (t, ζ(t)) = −1,

puisque x 7→ ∂+
x P (t, x) est croissante.

D'autre part, sous la condition d+ > 0 et à partir du Théorème (2.4.2), on a

lim
t→T

b(t) = lim
t→T

bBS(t) = K.

Par conséquent, en faisant tendre t vers T dans (4.24), on obtient
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4.5. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION FINIE

σ2

2
lim
t→T

[(x2∂2
xxP ) ∗ ρn](ζ(t))

≥ K(r − δ)−
∫

[(K −Key)+ +K(ey − 1)] ν(dy)

= K[r − δ −
∫

(ey − 1)+ν(dy)]

= Kd+

> 0.

En�n, on achève la démonstration en remarquant que pour tout x ∈ R+, on a

[(x2∂2
xxP ) ∗ ρn](x) =

∫
ρn(x− y)y2∂2

xxP (t, dy)

≤ (x+
1

n
)2

∫
ρn(x− y)∂2

xxP (t, dy)

= (x+
1

n
)2∂2

xx(P ∗ ρn)(x),

étant donné que le support de la fonction y 7→ ρn(x−y) est inclut dans (−x− 1
n
, x+ 1

n
).

A partir du Théorème 4.4.1 et (4.18), on déduit le corollaire suivant

Corollaire 4.4.1. Sous la condition d+ > 0, on a

b(t)−K
K

∼ −σ
√

(T − t)| ln(T − t)|.

4.5 Le cas du processus de Lévy à variation �nie

Dans cette section on s'intéresse au cas où le processus de Lévy X est à variation �nie i.e.

σ = 0 et
∫

[|x|≤1

|x|ν(dx) <∞.
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

4.5.1 La vitesse de convergence du prix critique européen

Notons be(t) le prix critique européen dé�ni par

be(t) = inf{x ∈ R+; P e(t, x) > ϕ(x)}.

Il est facile de voir que, comme pour le prix critique américain b, be ≤ K et que be ≥ b

puisque P ≥ P e. De plus, si d+ =: r − δ −
∫

(ey − 1)+ν(dy) ≥ 0 alors limt→T b
e(t) =

limt→T b(t) = K. Dans la suite de ce chapitre, nous allons tout d'abord étudier le com-

portement de be(t) pour t proche de T , puis nous en déduirons le comportement de b(t)

en estiment la di�érence be(t)− b(t). Pour l'étude de be, nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 4.5.1. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, γ, ν). Si la

condition d+ ≥ 0 est véri�ée, alors, lorsque t tend vers T , on a

E
[(
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

]
= (r − δ)θ + o(θ),

où θ = T − t.

Démonstration. Remarquons d'abord que par la dé�nition de be on a

P e(t, be(t)) = E(e−rθ(K − be(t)e(r−δ)θ+Xθ)+)

= K − be(t),

où θ = T − t . Ensuite, comme

K − be(t)e(r−δ)θ+Xθ = (K − be(t)e(r−δ)θ+Xθ)+ − (K − be(t)e(r−δ)θ+Xθ)−,

on obtient

116

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



4.5. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION FINIE

K − be(t) = e−rθK − be(t)e−δθ + E(e−rθ(K − be(t)e(r−δ)θ+Xθ)−)

= e−rθK − be(t)e−δθ + E(e−rθ(be(t)e(r−δ)θ+Xθ −K)+).

Ainsi, sachant que be(t) ≥ b(t) > 0, on a

K

be(t)
(1− e−rθ) + e−δθ − 1 = E

(
e−rθ

(
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

)
. (4.25)

Donc, en faisant un développement limité au voisinage de θ = 0, on a d'une part

K

be(t)
(1− e−rθ) + e−δθ − 1 = (r − δ)θ + o(θ).

D'autre part,

E
(
e−rθ

(
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

)
= E

((
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

)
+ o(θ),

puisque limθ→0 b
e(t) = K. On conclut la démonstration du lemme on remplaçant les deux

termes dans (4.25).

Maintenant, considérons le cas où X est un processus à variation �nie i.e. σ = 0 et

∫
|x|≤1

|x|ν(dx) <∞.

Alors, d'après la décomposition de Lévy-Itô, X peut s'écrire de la façon suivante

Xt = γ0t+ Zt,

pour tout t ∈ [0, 1], où γ0 =: γ −
∫
|x|≤1

xν(dx) et (Zt)t∈[0,1] est le processus de sauts purs
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

dé�ni par (voir page 36)

Zt =:
∑

0<s≤t

∆Xs.

Remarquons qu'ici, la condition de martingale (3.4), devient

γ0 = −
∫

(ey − 1)ν(dy). (4.26)

Théorème 4.5.1. Si d+ > 0, alors

lim
θ→0

1

θ
(
K

be(t)
− 1) =

∫
(ey − 1)−ν(dy),

où θ = T − t.

Démonstration. Rappelons d'abord que d'après le Lemme 4.5.1 et la décomposition de

X, on a

(r − δ)θ = E
[(
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

]
+ o(θ) (4.27)

= E
[(
e(r−δ+γ0)θ+Zθ − K

be(t)

)
+

]
+ o(θ).

De plus, en faisant un développement limité au voisinage de θ = 0, on obtient

E
[(
e(r−δ+γ0)θ+Zθ − K

be(t)

)
+

]
(4.28)

= E
[(
eZθ [1− (r − δ + γ0)θ]− K

be(t)

)
+

]
+ o(θ)

= E
[(
eZθ − (r − δ + γ0)θ − K

be(t)

)
+

]
+ o(θ).
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4.5. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION FINIE

où la dernière égalité se justi�e par le fait que

lim
θ→0

E|eZθ − 1| = 0. (4.29)

En e�et, étant donné que |eZθ − 1| = eZθ − 1 + 2(1−Zθ)1Zθ<0, où E(eZθ) = eθ
∫

(ey−1)ν(dy),

la limite (4.29) est déduite par convergence dominée.

Ainsi, en posant ζ(θ) = K
be(t)
− 1, (4.27) devient

(r − δ)θ = E(fθ(Zθ)) + o(θ), (4.30)

où fθ est la fonction dé�nie par fθ(x) = (ex − 1 + (r − δ + γ0)θ − ζ(θ))+.

Ensuite, il est évident que

fθ(Zθ)− fθ(0) =
∑

0≤s≤θ

[fθ(Zs)− fθ(Zs−)].

Aussi (voir la Proposition 1.2.3, p. 34)

E

[ ∑
0<s≤θ

[fθ(Zs)− fθ(Zs−)]

]
= E

(∫ θ

0

ds

∫
[fθ(Zs + y)− fθ(Zs)]ν(dy)

)

= E
(∫ θ

0

ds

∫ [
(eZs+y − 1 + (r − δ + γ)θ − ζ(θ))+

−(eZs − 1 + (r − δ + γ)θ − ζ(θ))+

]
ν(dy)

)
= E

(∫ θ

0

ds

∫
[(eZs+y − 1)+ − (eZs − 1)+]ν(dy)

)
+ o(θ)

= θ

∫
(ey − 1)+ν(dy) + o(θ).

Par conséquent, on a
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

fθ(Zθ) = ((r − δ + γ0)θ − ζ(θ))+ + θ

∫
(ey − 1)+ν(dy) + o(θ).

Et (4.30) devient

(r − δ)θ = ((r − δ + γ0)θ − ζ(θ))+ + θ

∫
(ey − 1)+ν(dy) + o(θ),

ce qui est équivalent à

d+θ = ((r − δ + γ0)θ − ζ(θ))+ + o(θ). (4.31)

En�n, sous la condition d+ > 0, il est clair qu'à partir de (4.31), (r − δ + γ)θ − ζ(θ) ≥ 0

pour θ au voisinage de 0. D'où,

∫
(ey − 1)−ν(dy) =

ζ(θ)

θ
+ o(1).

4.5.2 La vitesse de convergence du prix critique

Théorème 4.5.2. Sous la condition d+ > 0,

lim
θ→0

1

θ
(
K

b(t)
− 1) =

∫
(ey − 1)−ν(dy),

avec θ = T − t.

Démonstration. Tout d'abord, rappelons que d'après la Remarque 4.3.1, on a

0 ≤ P (t, x)− P e(t, x) ≤ rKE
(∫ T−t

0

1{Sxs≤b(t+s)}ds

)
, (4.32)

pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R. En e�et, il est facile de voir que
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4.5. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION FINIE

Ensuite, comme x 7→ P (t, x) est convexe, on a

P (t, be(t))− P e(t, be(t)) = P (t, x)− (K − be(t)) (4.33)

≥ P (t, b(t)) + (be(t)− b(t))∂+
x P (t, b(t))− (K − be(t))

= (be(t)− b(t))(∂+
x P (t, b(t)) + 1).

Avec, sous la condition d+ > 0, l'inégalité (3.15) (page 82) montre qu'il existe une

constante C > 0 indépendante de t telle que

∂+
x P (t, b(t)) + 1 > C > 0.

Ainsi, en combinant (4.32) et (4.33), on obtient

0 ≤ be(t)− b(t) ≤ rK

C
E
(∫ T−t

0

1{Sbe(t)
s ≤b(t+s)}ds

)
.

Par conséquent, pour conclure le théorème, il su�t de montrer que

lim
t→T

1

T − t
E
(∫ T−t

0

1{Sbe(t)
s ≤b(t+s)}ds

)
= 0. (4.34)

Posons θ = T − t, ζ(θ) = K
be(t)
− 1 et remarquons que

E
(∫ T−t

0

1{Sbe(t)
s ≤b(t+s)}ds

)
=

∫ θ

0

P
(

(r − δ)s+Xs ≤ ln(
b(t+ s)

be(t)
)

)
ds.

Aussi, il est facile d'obtenir les inégalités suivantes
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

ln

(
b(t+ s)

be(t)

)
≤ ln

(
be(t+ s)

be(t)

)
≤ be(t+ s)

be(t)
− 1

=
ζ(θ) + 1

ζ(θ − s) + 1
− 1

=
ζ(θ)− ζ(θ − s)
ζ(θ − s) + 1

≤ ζ(θ)− ζ(θ − s),

puisque ζ ≥ 0. Donc,

E
(∫ T−t

0

1{Sbe(t)
s ≤b(t+s)}ds

)
≤
∫ θ

0

P ((r − δ)s+Xs ≤ ζ(θ)− ζ(θ − s)) ds. (4.35)

Maintenant, rappelons que d'après le Théorème 4.5.1, on a

lim
u→0

ζ(u)

u
=

∫
(ey − 1)−ν(dy),

i.e. pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, pour tout u ∈]0, η], on a

−ε+

∫
(ey − 1)−ν(dy) ≤ ζ(u)

u
≤ ε+

∫
(ey − 1)−ν(dy).

Ainsi, pour θ ∈]0, η] et s ∈]0, θ], on a

ζ(θ)− ζ(θ − s)

≤ θ(ε+

∫
(ey − 1)−ν(dy))− (θ − s)(−ε+

∫
(ey − 1)−ν(dy))

= s

∫
(ey − 1)−ν(dy) + 2θε− sε

≤ s

∫
(ey − 1)−ν(dy) + 2θε.
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4.5. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION FINIE

Donc, sachant que Xs = γ0s+ Zs, on a

P ((r − δ)s+Xs ≤ ζ(θ)− ζ(θ − s)) (4.36)

≤ P
(

(r − δ + γ0)s+ Zs ≤ s

∫
(ey − 1)−ν(dy) + 2θε

)
= P

(
Zs ≤ −s(r − δ + γ0 −

∫
(ey − 1)−ν(dy)) + 2θε

)
= P

(
Zs ≤ −sd+ + 2θε

)
,

où la dernière égalité est obtenue en utilisant (4.26).

Conséquemment, pour ε < d+

4
et θ près de zéro, (4.35) et (4.36) impliquent que

E
(∫ T−t

0

1{Sbe(t)
s ≤b(t+s)}ds

)
≤

∫ θ

0

P
(
Zs ≤ −sd+ + 2θε

)
ds

=

∫ 4θε
d+

0

P
(
Zs ≤ −sd+ + 2θε

)
ds+

∫ θ

4θε
d+

P
(
Zs ≤ −sd+ + 2θε

)
ds

≤ 4θε

d+
+

∫ θ

4θε
d+

P
(
Zs
s
≤ −d+ +

2θε

s

)
ds

≤ 4θε

d+
+

∫ θ

4θε
d+

P
(
Zs
s
≤ −d

+

2

)
ds

≤ 4θε

d+
+

∫ θ

0

P
(
Zs
s
≤ −d

+

2

)
ds.

En�n, à partir de la Remarque 1.2.5 (page 36), lims→0
Zs
s

= 0 en probabilité. Donc,

lim
s→0

P
(
Zs
s
≤ −d

+

2

)
= 0.

Ceci montre la limite (4.34) et achève la démonstration.
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

4.6 Le cas du processus de Lévy à variation in�nie

Nous considérons dans cette partie un processus de Lévy X à variation in�nie de triplet

caractéristique (σ2, γ, ν). Rappelons que d'après la décomposition de Lévy-Itô, X s'écrit

de la façon suivante

Xt = γt+ σBt + X̃t + X̃0
t , (4.37)

X̃t =

∫ t

0

∫
|x|≥1

xJX(ds× dx) =:

|∆Xs|≥1∑
0≤s≤t

∆Xs,

X̃0
t = lim

ε→0
X̃ε
t ,

X̃ε
t =

∫
ε≤|x|<1

xJ̃X(ds× dx) =:

ε≤|∆Xs|<1∑
0≤s≤t

∆Xs − t
∫
ε≤|y|<1

yν(dy),

Rappelons aussi que les termes de la décomposition (4.37) sont indépendants et que X̃ε

converge p.s. vers X̃0.

Maintenant, montrons le résultat suivant sur les processus de Lévy à variation in�nie.

Lemme 4.6.1. Pour tout processus de Lévy à variation in�nie X on a

lim
t→0

E
[(

Xt

t

)
+

]
=∞.

Démonstration. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, γ, ν) à varia-

tion in�nie i.e.

σ > 0 ou
∫
|y|<1

|y|ν(dy) =∞.

Tout d'abord, notons qu'en utilisant la décomposition (4.37), on a

(Xt)+ ≥ (γt+ σBt + X̃t + X̃0
t )1{γt+σBt+X̃0

t≥0}1{X̃t≥0}

≥ (γt+ σBt + X̃0
t )1{γt+σBt+X̃0

t≥0}1{X̃t=0}.
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4.6. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION INFINIE

Alors, en utilisant l'indépendance de B, X̃ et X̃0,

E
[(

Xt

t

)
+

]
≥ E

[(
σBt + X̃0

t

t
+ γ

)
+

]
P(X̃t = 0)

= E

[(
σBt + X̃0

t

t
+ γ

)
+

]
e−tν(|x|≥1),

puisque X̃ est un processus de Poisson composé dont le processus de Poisson associé est

d'intensité ν(|x| ≥ 1).

Remarquons aussi que

E

[(
σBt + X̃0

t

t
+ γ

)
+

]
≥ E

[(
σBt + X̃0

t

t

)
+

]
− |γ|.

Ainsi, pour terminer la démonstration, il su�t de montrer que

lim
t→0

E

[(
σBt + X̃0

t

t

)
+

]
=∞. (4.38)

Pour ceci, nous distinguons deux cas possibles

� Si σ > 0 :

Rappelons que B et X̃0 sont indépendants et que E(X̃0
t ) = 0. En conditionnant par

rapport à B et en utilisant l'inégalité de Jensen, nous obtenons
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

E

[(
σBt + X̃0

t

t

)
+

]
= E

[
E

((
σBt + X̃0

t

t

)
+

|Bt

)]

≥ E

[(
E

(
σBt + X̃0

t

t
|Bt

))
+

]

= σE
[(

Bt

t

)
+

]
=

σ√
t
E
[
(G)+

]
= σ

√
2

tπ
,

où G est une variable gaussienne centrée réduite. On déduit alors que (4.38) est véri�ée.

� Si σ = 0 et
∫
|y|<1
|y|ν(dy) =∞ :

Notons que X̃0
t = X̃ε

t + (X̃0
t − X̃ε

t ). Alors, en utilisant l'indépendance de X̃ε
t et X̃

0
t − X̃ε

t ,

on a

E

[(
X̃0
t

t

)
+

]
≥ E

[(
X̃ε
t

t

)
+

]
(4.39)

= E
[(

Xε
t − tCε
t

)
+

]
,

où Cε =:
∫
ε≤|y|<1

yν(dy) et Xε est le processus de Lévy dé�ni par

Xε
t =:

ε≤|∆Xs|<1∑
0≤s≤t

∆Xs,

dont la mesure de Lévy est νε =: ν1[ε,1).

Posons maintenant gt(x) = (x− tCε)+ et notons que

gt(X
ε
t )− gt(0) =

∑
0≤s≤t

[gt(X
ε
s )− gt(Xε

s−)].
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4.6. LE CAS DU PROCESSUS DE LÉVY À VARIATION INFINIE

Aussi, en faisant un développement limité au voisinage de t = 0, on a (voir la Proposi-

tion 1.2.3)

E

[∑
0≤s≤t

[gt(X
ε
s )− gt(Xε

s−)]

]
= E

[∫ t

0

ds

∫
[gt(X

ε
s + y)− gt(Xε

s )]ν(dy)

]
= E

[∫ t

0

ds

∫
[(Xε

s + y − tCε)+ − (Xε
s − tCε)+] ν(dy)

]
= E

[∫ t

0

ds

∫
[(Xε

s + y)+ − (Xε
s )+] ν(dy)

]
+ o(t)

= t

∫
|y|<1

(y)+ν(dy) + o(t).

On en déduit alors que

E[(Xε
t − tCε)+] = t

[
−(Cε)+ +

∫
|y|<1

(y)+ν(dy)

]
+ o(t)

Et d'après (4.39), on a

E

[(
X̃0
t

t

)
+

]
≥ lim sup

ε→0
−(Cε)+

∫
|y|<1

(y)+ν(dy) + o(1)

≥ −
∫
|y|<1

yν(dy) +

∫
|y|<1

(y)+ν(dy) + o(1)

= ∞,

puisque
∫
|y|<1

(y)+ν(dy) = ∞ ou
∫
|y|<1

yν(dy) = −∞, comme
∫

0<|y|<1
|x|ν(dy) = ∞ et

|y| = 2(y)+ − y.

Théorème 4.6.1. Soit X un processus de Lévy à variation in�nie. Sous la condition
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CHAPITRE 4. LA VITESSE DE CONVERGENCE DU PRIX CRITIQUE PRÈS DE
L'ÉCHÉANCE

d+ ≥ 0 on a

lim
θ→0+

1

θ
(
K

b(t)
− 1) =∞,

où θ = T − t.

Démonstration. Supposons que d+ ≥ 0 et reprenons la notation ζ(θ) = K
be(t)
− 1. D'après

le Lemme 4.5.1, il est clair que

(r − δ)θ = E
[(
e(r−δ)θ+Xθ − K

be(t)

)
+

]
+ o(θ)

= E
[(
e(r−δ)θ+Xθ − 1− ζ(θ)

)
+

]
+ o(θ)

≥ E
[
((r − δ)θ +Xθ − ζ(θ))+

]
+ o(θ)

≥ E
[
((r − δ)θ +Xθ)+ − ζ(θ)

]
+ o(θ)

= E
[(
X̃θ

)
+

]
− ζ(θ) + o(θ).

où X̃ est le processus de Lévy de triplet caractéristique (σ2, r − δ + γ, ν). Ainsi,

ζ(θ)

θ
≥ E

[(
X̃θ

θ

)
+

]
− r + δ.

On conclut alors via le Lemme 4.6.1 et le fait que be ≥ b.
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Chapitre 5

Méthodes numériques pour le calcul

des options Américaines

5.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre deux méthodes di�érentes pour calculer le prix d'une

option américaine, une probabiliste et une analytique. La méthode probabiliste, celle de

l'arbre multinomial, consiste à approcher le processus de Markov par une chaîne de Markov

et à calculer le prix de l'option via la programmation dynamique. La méthode analytique

consiste à résoudre par di�érence �nie l'inéquation variationnelle véri�ée par le prix de

l'option américaine (voir Théorème 2.3.1).

On va commencer ce chapitre par présenter les modèles exponentiels de Lévy les plus

utilisés en pratique. Ensuite, on va décrire d'une façon détaillée la méthode de l'arbre

multinomial selon Maller et al. [44]. Nous verrons que la convergence de cette méthode

peut être très lente, notamment dans le cas des modèles dont la mesure de Lévy associée a

une singularité importante au voisinage de zéro. Ainsi, dans le cas du modèle CGMY, nous

implémentons une amélioration consistant à remplacer les petits sauts par un mouvement

brownien. Nous améliorons aussi la vitesse de convergence dans les modèles où la densité

des probabilités de transition est connue (les modèles VG et NIG). Après, nous présentons
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CHAPITRE 5. MÉTHODES NUMÉRIQUES POUR LE CALCUL DES OPTIONS
AMÉRICAINES

une méthode de di�érences �nies, basée sur les articles de Forsyth et al. [25] et [26]. En�n,

nous exposons quelques résultats numériques et nous comparons les deux approches.

5.2 Exemples des modèles exponentiel de Lévy

En principe, un processus de Lévy peut avoir simultanément une composante de di�u-

sion non nulle σ > 0 et des sauts d'activité in�nie. Cependant, les petits sauts créent

un comportement similaire à une di�usion et sont donc redondants avec la composante

brownienne, du point de vue de la modélisation de la dynamique des prix. En particulier,

un tel modèle serait di�cile à calibrer [18].

Par conséquent, on distingue deux type de modèles exponentiels de Lévy considérés dans

la littérature. Le premier type, concerne des modèles de di�usion avec sauts où on com-

bine une partie de di�usion non nulle σ > 0 avec un processus de sauts d'activité �nie.

Une trajectoire typique d'un tel processus est représentée sur la Figure 5.1. Le processus

évolue principalement comme une di�usion, tandis que les discontinuités modélisent de

grands mouvements inattendus et relativement rares dans les prix.

La seconde catégorie de modèles, ce sont des processus sans terme de di�usion. Dans ce

cas, les petits sauts fréquents sont nécessaires pour générer des trajectoires réalistes : on

parle alors de modèles de sauts purs d'activité in�nie. La Figure 5.2 montre un exemple de

trajectoire d'un tel processus. Ici, l'évolution se passe par des sauts qui arrivent constam-

ment : il y a une in�nité de sauts dans chaque intervalle de temps. Di�érents modèles

de Lévy exponentiels proposés dans la littérature pour la modélisation �nancière corres-

pondent aux di�érents choix de la mesure de Lévy ν. Dans cette section, nous résumons

quelques propriétés des modèles les plus fréquemment utilisés.

5.2.1 Les modèles de di�usion avec sauts

Dans ces modèles, la mesure de Lévy ν est �nie et le processus de Lévy peut s'écrire

comme un mouvement Brownien avec dérive plus un processus de Poisson composé
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5.2. EXEMPLES DES MODÈLES EXPONENTIEL DE LÉVY

Figure 5.1 � Une trajectoire typique d'un processus de di�usion avec sauts (mouvement
Brownien + un processus de Poisson composé)

Xt = γt+ σBt +
Nt∑
i=1

Yi,

où σ > 0, Nt un processus de Poisson d'intensité λ = ν(R) et les Yi sont des variables

aléatoires (représentant la taille des sauts) iid qui suivent la loi ν0(dx) =: 1
λ
ν(dx).

� Modèle de Merton

Le modèle de Merton [47] est le premier modèle de ce type proposé dans la littéra-

ture. Les sauts du logarithme du sous-jacent dans ce modèle suivent une loi gaussienne,

Yi ∼ N (µ, δ2) :
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Figure 5.2 � Trajectoire typique d'un processus de sauts purs

ν0(dx) =
e
−(x−µ)2

2δ2

√
2πδ2

dx

La densité de probabilité des marginales de Xt peut être représentée sous forme d'une

série

pt(x) = e−λt
∞∑
k=0

(λt)kexp
(
− (x−γt−kµ)2

2(σ2t+kδ2)

)
k!
√

2π(σ2t+ kδ2)

où λ =: ν(R) est l'intensité des sauts.

Les prix des options européennes dans le modèle de Merton admettent une représentation

en série où chaque terme fait intervenir la formule de Black-Scholes
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5.2. EXEMPLES DES MODÈLES EXPONENTIEL DE LÉVY

P e
Merton(S0, K, T, σ, r) = e−rT

∞∑
n=0

e−λT (λT )n

n!
ernTP e

BS(S0e
nδ2/2, K, T, σn, rn)

avec rn = r − λ(eµ+δ2/2 − 1) + nµ/T, et σn =
√
σ2 + nδ2/T .

� Modèle double-exponentiel

Dans ce modèle proposé par Kou [35], les sauts ont une distribution exponentielle asymé-

trique

ν(dx) = pλλ+e
−λ+x1{x>0} + (1− p)λλ−e−λ−|x|1{x<0}dx,

où λ est l'intensité des sauts, les paramètres λ− et λ+ contrôlent, respectivement, la

décroissance des queues de distribution des sauts négatifs et positifs et p est la probabilité

d'un saut positif.

Dans ce modèle il est également possible d'écrire les prix de certains produits sous forme

d'une série (voir [35] et [36]), mais celle-ci se prête mal au calcul numérique. En e�et, la

convergence est lente et son implémentation demande des procédures spéciales de calcul

de très haute précision.

5.2.2 Les modèles de sauts purs d'activité in�nie

Dans ses modèles, il n'y a pas de terme Brownien (σ = 0) et la mesure de Lévy est in�nie.

� Modèle Variance Gamma (VG) Le processus variance gamma introduit en �nance

par Madan et al. (voir [41] et [42]), est un processus purement discontinu d'activité in�nie

et à variation �nie. Ce processus peut être construit par subordination, c-à-d en changeant

le temps d'un mouvement Bronien (de variance σ) avec dérive (θ) par un subordinateur

(processus de Lévy a accroissements positifs). Le subordinateur choisi ici est le processus

0-stable tempéré gamma de variance κ. La mesure de Lévy du processus variance gamma
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est donnée par

ν(x) =
1

κ|x|
eAx−B|x| avec A =

θ

σ2
et B =

√
θ2 + 2σ2/κ

σ2
, (5.1)

La densité de probabilité des marginales de ce processus est donnée par

pt(x) = C|x|
t
κ
− 1

2 eAxK t
κ
− 1

2
(B|x|) avec C =

1

σΓ( t
κ
)κ

t
κ

√
2

π

(
2σ2 + θ2κ

κ

) 1
4
− t

2κ

, (5.2)

où K est la fonction de Bessel modi�ée de seconde espèce (voir [1], �9.6 : "Modi�ed Bessel

Functions I and K.").

�Modèle Normal Inverse Gaussian (NIG) Les processus NIG sont introduits dans la

modélisation �nancière par Barndor�-Nielsen (voir [5] et [6] et Rydberg [58]). Les proces-

sus NIG présentent un autre exemple de processus de Lévy construit par subordination

dont le subordinateur est le processus 1
2
-stable tempéré inverse Gaussien de variance κ.

Sa mesure de Lévy est donnée par

ν(x) =
C

|x|
eAxK1(B|x|), (5.3)

avec A =
θ

σ2
, B =

√
θ2 + 2σ2/κ

σ2
et C =

√
θ2 + σ2

κ

πσ
√
κ

.

La densité de probabilité des marginales de ce processus est donnée par

pt(x) = CeAx
K1

(
B
√
x2 + t2σ2

κ

)
√
x2 + t2σ2

κ

avec C =
t

π
e
t
κ

√
θ2

κσ2
+

1

κ2
, (5.4)

Au lieu de procéder par subordination, une autre façon de construire des processus de
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

Lévy est de spéci�er directement la densité de la mesure de Lévy. L'exemple le plus connu

dans cette catégorie est celui des processus stables tempérés.

� Modèle de CGMY Les processus stables tempérés sont introduits par Koponen [34]

et ils sont utilisés dans la modélisation �nancière par plusieurs auteurs, on cite notam-

ment Carr et al. [16] qui étudie un modèle basé sur un cas particulier de processus stable

tempéré, appelé CGMY où ses quatre lettres, qui font référence aux initiales des quatre

auteurs, présentent les quatre paramètres du modèle. La mesure de Lévy dans celui-ci est

donnée par

ν(x) =
C

|x|1+Y
e−G|x|1x<0 +

C

|x|1+Y
e−M |x|1x>0.

Une troisième approche de la construction d'un processus de Lévy consiste à spéci�er la

densité de probabilité de ses accroissements à une échelle donnée du temps, en choisissant

une loi in�niment divisible quelconque. Un exemple des processus ainsi obtenus est donné

par les modèles hyperboliques généralisés étudiés dans [19], [56], [20] et [21]. La mesure de

Lévy dans ces modèles est connue mais elle a une forme assez compliquée faisant intervenir

des intégrales des fonctions spéciales.

5.3 La méthode de l'arbre multinomial

5.3.1 Préliminaire

On considère (Xt)t∈[0,T ] un processus de Lévy dans un espace de probabilité �ltré

(Ω,F , (Ft)t∈[0,T ],P0) dont (Ft)t∈[0,T ] est la �ltration continue à droite engendrée par X.

On suppose que F0 contient tous les événement de probabilité nulle et que FT = F .

Le processus de Lévy X est caractérisé par son triplet (σ2, γ, ν) et il peut s'écrire via la
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décomposition de Lévy-Itô de la façon suivante

Xt = γt+ σBt +

∫ t

0

∫
|x|≥1

xJX(dt, dx) (5.5)

+

∫ t

0

∫
|x|<1

x(JX(dt, dx)− dtν(dx)),

où B est un mouvement Brownien standard et JX , appelée la mesure de Poisson composée,

est une mesure de comptage dans [0, T ]×R∗. En particulier, pour [0, t]×A ⊂ [0, T ]×R∗

tel que 0 6∈ Ā,

∫ t

0

∫
A

JX(dt, dx) =
∑

0≤s≤t

1{∆X∈A} =: Nt(A).

La mesure de Lévy ν(A), est l'espérance du nombre des sauts de taille ∆X dans A par

unité de temps

ν(A) = E(N1(A)).

La mesure de Lévy ν véri�e la condition
∫
R x

2∧ 1ν(dx) <∞. On en déduit que pour tout

x > 0 (voir Remarque 1.2.1)

lim
x→0

x2ν+(x) = lim
x→0

x2ν−(x) = 0, (5.6)

où ν+(x) =: ν([x,∞)) et ν−(x) =: ν([−∞, x)).

Le processus de Lévy X est un processus de Markov dont le générateur in�nitésimal est

donné par

LXf(x) =
σ2

2

∂2f

∂x2
(x) + γ

∂f

∂x
(x) + Bf(x), (5.7)

pour toute fonction f ∈ C2
b (R), où
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

Bf(x) =

∫
ν(dy)

(
f(x+ y)− f(x)− y∂f

∂x
(x)1{|y|≤1}

)
. (5.8)

Dans le cadre d'un modèle exponentiel de Lévy, le sous-jacent (St)t∈[0,T ] est donné par

St = S0e
(r−δ)t+Xt ,

où r > 0, δ ≥ 0 sont le taux d'intérêt et le taux de dividende respectivement. Le processus

de Lévy X est utilisé pour modélisé le log du prix d'un actif �nancier S. Ce qui suppose

l'existence du moment exponentiel d'ordre 1. Dans ce cas, la représentation de Lévy-

Khinchin (1.11) donne (voir [59])

E[eXt ] = exp[tϕ(1)], (5.9)

avec,

ϕ(u) =
σ2

2
u2 + γ.u+

∫
(eux − 1− ux1|x|≤1)ν(dx), (5.10)

pour tout u ∈ R. On rappelle que sous la probabilité risque neutre, le sous-jacent actualisé

est une martingale. On se place par la suite sous une probabilité risque neutre P équivalente

à P0 sous laquelle on suppose que la condition ϕ(1) = 0 est véri�ée.

5.3.2 Convergence du modèle à temps discret

On veut approcher le processus X par une suite de processus à temps discret X(n) qui

ont un nombre �ni d'états en espace. Formellement, pour n ∈ N, l'approximation X(n),

dans son espace de probabilité �ltré (Ωn,Fn,Fnt ,Pn), s'écrit de la façon suivante

137

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1
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Xt(n) =

[nt]∑
k=1

Zk(n)− 1

n
[nt]a(n), (5.11)

pour tout t ∈ [0, T ], les (Zk(n)) sont des copies iid de Z(n) et a(n) est une constante de

centrage. Z(n) est une variable aléatoire multinomiale, caractérisée par ses états

z1(n), z2(n), ...zm(n)(n), avec leurs probabilités respectives p1(n), p2(n), ...pm(n)(n) et m(n)

le nombre des états. On suppose que m(n) est impaire et on pose q = (m(n) − 1)/2 et

zq+1 = 0 de sorte que les m(n)− 1 états restants soient di�érents de zéro.

Les conditions générales pour assurer la convergence du processus à temps discret X(n)

vers celui continue X sont données par le Théorème 2.29 dans le quatrième chapitre du

livre de Jacod et Shiryaev (1987).

Le vrai problème est de choisir les paramètres zi(n), pj(n) et a(n) pour implémenter le

schéma d'une façon simple et robuste.

Nous allons exposer dans la suite les choix faits par Maller et al. de ces paramètres. Pour

comprendre un peu la démarche, on va procéder par étapes. D'abord, nous allons trai-

ter le cas simple d'un processus de Poisson composé (processus de Lévy à activité �nie)

avec dérive. Ensuite, nous montrons comment faire pour introduire un mouvement Brow-

nien au schéma. En�n, on va traiter le cas général d'un processus de Lévy à activité in�nie.

� Processus de Poisson composé avec dérive

Le processus de Poisson composé X avec dérive correspond à un processus de Lévy de tri-

plet caractéristique (0, γ, ν), dont la mesure de Lévy ν est �nie. L'intensité λ du processus

de Poisson associé et la loi ν0 des sauts sont déduits à partir de la mesure de Lévy

λ = ν(R), et ν0(dx) =
1

λ
ν(dx).

Dans ce cas X peut s'écrire, via (5.5), de la façon suivante
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

Xt = γt+

∫ t

0

∫
{|x|≥1}

xJX(dt, dx)

+

∫ t

0

∫
{|x|<1}

x(JX(dt, dx)− dtν(dx))

= γt+
∑

0≤s≤t

∆Xs1∆Xs≥1 +

∫ t

0

∫
{|x|<1}

x(JX(dt, dx)− dtν(dx))

= γ̃t+
∑

0≤s≤t

∆Xs,

où γ̃ =: γ +
∫
|x|<1

xν(dx) puisque
∫
{|x|<1} |x|ν(dx) est �nie.

Dans le schéma discret (5.11), il semble naturelle d'approcher les sauts du processus de

Poisson composé (
∑

0≤s≤t ∆Xs) par la somme des Zk(n). Plus précisément, pour n ≥ 0,

soient (zj(n))1≤j≤m(n) une grille de R, et (Ij(n))1≤j≤m(n) une suite d'intervalles disjoints

telle que zj(n) ∈ Ij(n). Notons M+ = {1, 2, ...,m(n)} et M = M+ \ {q + 1} avec

m(n) = 2q + 1.

Les probabilités (pj(n))j∈M+ sont déterminées de la manière suivante


pj(n) = T

n
ν(Ij(n)), ∀j ∈M

pq+1(n) = 1−
∑m(n)

j=1 pj(n)

(5.12)

Le plus simple est de choisir une grille (zj(n))j∈M+ uniforme et des intervalles (Ij(n))j∈M+

centrés en (zj(n))

zj(n) = (q + 1− j)∆(n), ∀j ∈M+ (5.13)

Ij(n) = (zj(n)−∆(n)/2, zj(n) + ∆(n)/2], ∀j ∈M+,

où ∆(n) est le pas en espace. La Figure 5.3 montre un exemple de grille (zj(n))j∈M+ avec
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ses probabilités associées (pj(n))j∈M+ pour m = 5.

Figure 5.3 � Exemple d'une grille uniforme et de ses probabilités associées pour m = 5

Notons I(n) =
(⋃q

j=−q Ij(n)
)
\ Iq+1(n) où Iq+1(n) = (−∆(n)/2,∆(n)/2].

Via le Théorème 2.29 dans Jacod et Shiryaev (1987), Maller et al. montrent la convergence

en loi du processus Yt(n) =:
∑[nt]

k=1 Zk(n) vers (
∑

0≤s≤t ∆Xs) si la grille (zj(n))0≤j≤m(n) est

telle que

lim
n→∞

q∆(n) =∞ et lim
n→∞

∆(n) = 0. (5.14)

Ainsi, pour tout ensemble A Borélien de R, on a

lim
n→∞

ν(A ∩ I(n)) = ν(A). (5.15)

On peut montrer autrement ce résultat, on montrant que le générateur in�nitésimal Ln

associé au terme discret converge vers L.

Proposition 5.3.1. Sous les conditions (5.14) et (5.15), Ln converge vers L.
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

Démonstration. Rappelons que d'après (5.7), pour tout f ∈ C2
b (R), le générateur in�nité-

simal associé au processus de Poisson composé est donné par

LXf(x) =

∫
(f(x+ y)− f(x)) ν(dy),

Le générateur in�nitésimal Ln associé à Y (n) est dé�ni par

Lnf(x) =
1

∆t
E(f(Y∆t(n) + x)− f(x)),

pour tout f ∈ C2
b (R), où ∆t = T

n
(le pas de temps). Alors, en utilisant (5.12) et (5.14), on

a

Lnf(x) =
n

T
E(f(Z(n) + x)− f(x))

=
n

T

j=q∑
j=−q

(f(zj(n) + x)− f(x))
T

n
ν(Ij(n))

=

j=q∑
j=−q

(f(zj(n) + x)− f(x))ν(Ij(n))

=

∫ j=q∑
j=−q

(f(zj(n) + x)− f(x))1{Ij(n)}(y)ν(dy).

Posons ϕn =:
∑j=q

j=−q(f(zj(n)+x)−f(x))1{Ij(n)}. Via (5.15), Il est clair que limn→∞ ϕn(y) =

f(y+x)−f(x) pour tout y ∈ R. On conclut la proposition par le théorème de convergence

dominée puisque ν est �nie.

Le rôle principal de la suite a(n) dans ce cas, est de reproduire le terme de dérive γ̃. D'où

la condition
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lim
n→∞

a(n) = −γ +

∫
{|x|≤1}

xν(dx) = −γ̃. (5.16)

Un choix tout à fait logique est celui de prendre

a(n) = −γ +
n

T
E(X(n)1{|X(n)|≤1}).

On peut véri�er facilement que limn→∞
n
T
E(X(n)1{|X(n)|≤1}) =

∫
{|x|≤1} xν(dx) en argu-

mentant de la même façon que dans la démonstration de la Proposition 5.3.1.

On verra plus tard dans la section suivante, que dans le cas général où il y a une in�nité

de petits sauts, a(n) peut être utilisé pour compenser cette dernière.

� Processus de Lévy de sauts pur à activité in�nie

Le processus de Lévy de sauts pur à activité in�nie X est un processus de Lévy dont le

coe�cient de la di�usion σ est nul et la mesure de Lévy ν est in�nie. X s'écrit via (5.5)

de la façon suivante

Xt = γt+

∫ t

0

∫
|x|≥1

xJX(dt, dx) +

∫ t

0

∫
|x|<1

x(JX(dt, dx)− dtν(dx)).

Dans ce cas, Maller et al. choisissent d'ignorer les petits sauts, et de se retrouver à nouveau

dans le cas d'un processus de Poisson composé avec dérive. Pour assurer la convergence,

les auteurs imposent la condition suivante

lim
n→∞

√
n∆(n) > 0. (5.17)

Aussi, ils ajoutent un terme b(n) à a(n) dans la forme du processus à temps discret X(n)

pour compenser les petits sauts à condition que
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

b(n) = o(
1

n
). (5.18)

Nous utilisons la notation " ⇒ " pour la convergence en loi des processus stochastique

càdlàg dans un intervalle �ni.

Théorème 5.3.1. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (0, γ, ν). Suppo-

sons que les conditions (5.14), (5.15) et (5.17) sont véri�ées. Alors,

Xt(n)⇒ Xt,

où Xt(n) est dé�ni dans (5.11) avec

a(n) = −γ +
n

T
E(X(n)1{|X(n)|≤1}) + b(n),

pour une suite b(n) véri�ant (5.18).

La démonstration de ce théorème est basée sur le Théorème 2.29 dans Jacod et Shiryaev

(1987) (voir Maller et al [44]).

� Introduction du terme Brownien

Le Théorème 5.3.1 est véri�é pour un processus de Lévy sans le terme Brownien (σ = 0).

Il y a plusieurs façons pour introduire ce dernier dans le schéma qui se basent sur le fait

que la partie di�usion dans un processus de Lévy est indépendante de celle des sauts

(voir Amin (1993), Këllezi et Webber (2004)). Ainsi, une approximation binomial peut

être envisagée. En fait, supposons que σ > 0, et considérons Y (n) la variable aléatoire qui

prend les valeurs ±σ
√

T
n
avec la probabilité 1/2 chacune. Alors, pour (Yj(n))j une suite

des copies iid de Y (n), il est connu que

Bt(n) =:

[nt]∑
k=1

Yk(n)⇒ σBt.
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En�n, il su�t de prendre dans ce cas X(n) dé�nie par

Xt(n) =

[nt]∑
k=1

Yk(n) + Zk(n)− 1

n
[nt]a(n),

pour tout t ∈ [0, T ] où les (Yk(n))k et (Zk(n))k sont respectivement des copie iid de Y (n)

et Z(n).

5.3.3 Le modèle multinomial

Comme on a déjà signalé auparavant, l'approximation à temps discret du processus de

Lévy est étudiée dans la section précédente pour introduire un modèle multinomial qui

approche le modèle exponentiel de Lévy dont le sous-jacent (St)t∈[0,T ] est donné par

St = S0e
(r−δ)t+Xt , (5.19)

où X est un processus de Lévy général de triplet caractéristique (σ2, γ, ν).

Sous les conditions du Théorème 5.3.1, S est approché par S(n) dé�ni par

St(n) = S0e
∑[nt]
k=1 Zk(n)− 1

n
[nt]a(n), (5.20)

où (Zk(n))k est une suite de variables aléatoire iid, et a(n) est donné par

a(n) = −(r − δ + γ) +
n

T
E(X(n)1{|X(n)|≤1}) + b(n).

Pour plus de précisions sur ses paramètres, voir la section 5.3.2.

Le processus à temps discret S(n) présente le sous-jacent dans le modèle multinomial

proposé par Maller et al.

Le modèle multinomial généralise le modèle binomial CRR. En fait, à chaque instant ti,

le sous-jacent à l'état zj en espace, prend un parmi m états à l'instant suivant ti+1. Le
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

modèle binomial, est le cas particulier où m = 2. Généralement, m est choisi en fonction

des paramètres du sous-jacent, en particulier la mesure de Lévy associée. La �gure 5.4

présente des exemples d'arbres multinomiaux pour quelques valeurs de m, le nombre de

pas en espace et n le nombre de pas de temps (le cas m = 2 illustre l'arbre binomial).

En�n, le modèle multinomial dépend de plusieurs paramètres, le nombre de pas de temps

n, le nombre des états en espace (nombre des n÷uds dans le dessin), le temps de maturité

T , les valeurs du sous-jacent à chaque n÷ud (les zj(n)), et les probabilités de passage d'un

n÷ud à un autre (les (pj(n))j).

A l'image de l'arbre binomial, tout est fait pour que l'arbre multinomial soit recombinant

(un arbre est dit recombinant si le nombre de n÷uds dans chaque tranche croit linéai-

rement avec temps comme sur la �gure 5.4). Cette propriété réduit signi�cativement le

nombre de n÷uds dans l'arbre, donc le nombre de calculs, comme le montre la �gure 5.5.

Pour un arbre m(n)-nomial, le nombre �nal de n÷uds est (m(n)− 1)n+ 1.

Figure 5.4 � Exemple d'arbres multinomiaux

Une fois les paramètres du modèle multinomial déterminés, le calcul des prix des options

se fait exactement de la même façon que dans le modèle binomial.

A la dernière tranche de l'arbre (les (m − 1)n + 1 derniers n÷uds), la valeur de l'option

est calculée par max(ST −K, 0) pour un call, et max(K − ST , 0) pour un put. L'option
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européenne se calcule en fonction de la valeur de celle-ci fi,j à chaque n÷ud (i, j), où fi,j

est l'espérance actualisé des m possibles valeurs de l'option à l'instant suivante ti+1. Le

calcule de l'option américaine se fait par programmation dynamique(voir Algorithme 1,

148).

Dans la section suivante on va préciser les paramètres du modèle multinomial et montrer

comment l'implémenter.

Figure 5.5 � Arbre recombinant et non-recombinant pour m = 4 et n = 2

5.3.4 Le schéma de discrétisation

On se place toujours dans un modèle exponentiel de Lévy dont le sous-jacent est décrit

en (5.19) et le processus de Lévy associé est de triplet caractéristique (σ2, γ, ν).

Ce modèle est approché par le modèle multinomial dont le sous-jacent St(n) à temps

discret est donné par

St(n) = S0e
∑[nt]
k=1 Yk(n)+Zk(n)− 1

n
[nt]a(n), (5.21)
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5.3. LA MÉTHODE DE L'ARBRE MULTINOMIAL

où

� Les suites (Yk(n))k et (Zk(n))k sont respectivement des copies iid de Y (n) et Z(n). La

variable Y (n) présente le terme Brownien, elle prend deux valeur ±σ
√

T
n
avec la pro-

babilité 1/2 chacune. Et Z(n) le terme de sauts purs (les petits sauts étant compensés

par a(n)) qui prend m(n) valeur (zj(n))j∈M+ avec (pj(n))j∈M+ leurs probabilités cor-

respondantes. Les (zj(n))j∈M+ et les (pj(n))j∈M+ sont dé�nis par (5.12) et (5.13). Pour

garder une grille uniforme et engendrer un arbre multinomial recombinant par la suite, la

condition suivante s'impose

∆(n) = σ

√
T

n
, (5.22)

qui se marie bien avec la condition de convergence (5.17). Sous cette condition, il est clair

que la nouvelle grille (zj(n))j est composée de m+ 2 éléments et elle est dé�nie par



z1(n) = z1(n)−∆(n)

zj+1(n) = zj(n), ∀j ∈M+

zm+2(n) = zm(n) + ∆(n)

(5.23)

Et les probabilités associées sont données par



p1(n) = 1
2
p1(n)

pj+1(n) = 1
2
(pj−1(n) + pj+1(n)), ∀j ∈M+

pm+2(n) = 1
2
pm(n).

(5.24)

� La suite a(n) est donnée par
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a(n) = −(r − δ + γ) +
n

T
E(X(n)1{|X(n)|≤1}) + b(n),

où

E(X(n)1{|X(n)|≤1}) =
∑
j∈M+

pjxj1{|xj |≤1},

et b(n) = o(1/n) à préciser en fonction du modèle.

Rappelons que sous la probabilité risque neutre P on a ϕ(1) = 0 où ϕ est l'exposant

caractéristique du processus de Lévy donné par (5.10). Ce qui se traduit par la condition

suivante sur la dérive γ

γ = −σ
2

2
−
∫

(ex − 1− x1|x|≤1)ν(dx). (5.25)

L'Algorithme 1 donne une idée sur l'implémentation de cette méthode pour une option

américaine.

Algorithm 1 Option américaine via l'arbre multinomial
- Déterminer les paramètres de l'arbre en fonction du modèle
- Stocker les (zj)j∈M+ et les (pj)j∈M+

- Calculer les (SN,j)1≤j≤(m−1)n+1 et les (fN,j)1≤j≤(m−1)n+1 avec fN,j = max(K − SN,j, 0)
- Calculer la valeur de l'option fi,j à chaque n÷ud par

fi,j = max(K − Si,j, e−r
T
n

m∑
k=1

pkfi,j+k)

- f0,0 est l'option américaine à la maturité T

Remarque 5.3.1. Pour les modèles de Lévy véri�ant σ 6= 0, Maller et al choisissent

toujours ∆(n) = σ
√

T
n
. Dans le cas contraire (le modèle est à activité in�nie) ils proposent

de remplacer σ par la variance des petits sauts (
∫ 1

−1
x2ν(dx))

1
2 .
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5.4. LES AMÉLIORATIONS APPORTÉES

5.4 Les améliorations apportées

5.4.1 La densité de la probabilité de transition est connue

Pour les modèle exponentiel de Lévy dont la densité des probabilité des transitions du

sous-jacent est connue, une idée simple est de remplacer les probabilités des transitions

par les vrais

pj = P(XT
n
∈ Ij) ∀j ∈M+.

Ce changement apportera une amélioration très signi�cative sur la rapidité de conver-

gence de l'algorithme. On verra plus en détail l'impact de ce changement sur les résultats

numériques associés aux modèles VG et NIG dans la dernière section de ce chapitre.

5.4.2 Le modèle de CGMY

Le fait d'ignorer les petits sauts proposé par Maller et al. n'est pas gênant quand la singu-

larité de la mesure de Lévy n'est pas importante. Dans le modèle CGMY, cette singularité

peut être très signi�cative en fonction du paramètre Y du modèle. Nous proposons dans

ce cas de remplacer les petits sauts par un mouvement Brownien approprié.

Rappelons que le processus de Lévy X de triplet caractéristiques (σ2, γ, ν) s'écrit de la

façon suivante

Xt = γt+ σBt +

∫ t

0

∫
|x|≥1

xJX(dt, dx)

+

∫ t

0

∫
0<|x|<1

x(JX(dt, dx)− dtν(dx)).

Selon Asmussen et Rosinski [3] X peut être approché par le processus Xε dé�ni par
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Xε
t = γ(ε)t+ σBt + σ(ε)Wt +

∫ t

0

∫
|x|≥1

xJX(dt, dx)

+

∫ t

0

∫
ε≤|x|<1

x(JX(dt, dx)− dtν(dx)),

pour un certain ε > 0 près de zéro où W est un mouvement Brownien indépendant de B,

σ2 =

∫ ε

−ε
y2ν(dy)

est choisi pour conserver la variance totale de X

V ar(Xε) = V ar(X),

et γ(ε) est déterminé pour que le processus eX
ε
reste une martingale

γ(ε) = −σ
2 + σ2(ε)

2
−
∫
|x|≥ε

(ex − 1− x1|x|≤1)ν(dx).

Le triplet caractéristique du processus de Lévy Xε est donc (σ2 + σ2(ε), γ(ε), ν1|x|≥ε).

En utilisant la version approchée Xε de X, on se place dans un modèle de di�usion avec

sauts où l'application de la méthode de l'arbre multinomial ne pose aucune di�culté.

Nous discutons les résultats numériques dans la dernière section de ce chapitre.

5.5 La méthode de di�érences �nies

Rappelons que le prix de l'option américaine (européenne) est la solution d'une inéquation

variationnelle (voir Théorème 2.3.1). Dans cette section on va s'intéresser à la résolution

numérique par di�érences �nies du problème à frontière libre suivant
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5.5. LA MÉTHODE DE DIFFÉRENCES FINIES



(∂t + L− r)u = 0, [0, T )× C

u(t, s) = ϕ(s), (t, s) ∈ [0, T )× A

u(T, s) = ϕ(s), s ∈ C,

(5.26)

où C est la région de continuation, A est la région d'arrêt, ϕ est le payo� et L est le

générateur in�nitésimal dé�ni par

Lf(s) =
s2σ

2

2

∂2f

∂s2
(s) + s(r − δ)∂f

∂s
(s) + Bf(s), (5.27)

avec,

Bf(s) =

∫
ν(dy)

(
f(sey)− f(s)− s(ey − 1)

∂f

∂s
(s)

)
,

pour toute fonction f ∈ C2
b (R).

Plusieurs auteurs se sont intéressés à cette approche, on cite notamment Voltchkova [61]

et Forsyth et al. (voir [25] et [26]). Voltchkova [61] commence par remplacer les petits

sauts par un mouvement Brownien pour se débarrasser d'une éventuelle singularité de

la mesure de Lévy au voisinage de zéro. Ainsi elle se place dans un modèle de di�usion

avec sauts. Ensuite, elle développe un schéma implicite pour la partie di�érentielle et

explicite pour la partie intégrale. Forsyth et al. (voir [25] et [26]) proposent un schéma

complètement implicite basé sur des interpolations pour le terme intégrale. Généralement,

les interpolations donnent une forme plus lisse de la solution, comme le montrent les �gures

5.6 et 5.7. On voit que la solution est plus lisse sur la Figure 5.6 au voisinage du prix

critique, ce qui ne rend pas compte de l'absence du smooth-�t dans ce cas (r −
∫

(ex −

1)+ν(dx) > 0, voir Théorème 3.2.3).
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Le modèle K r δ T

CGMY : C=1.0, G=1.4, M=2.5 100 0.1 0.0 1

Figure 5.6 � L'option américaine calculer par di�erence �nie avec des interpolations

Dans les deux sections suivantes nous présentons la méthode de Forsyth et al. sans les

interpolations pour le modèle de Merton et celui de CGMY.

5.5.1 Modèle de Merton

Dans le modèle de Merton, la mesure de Lévy est �nie (voir Section 5.2.1). Le générateur

in�nitésimal peut s'écrire dans ce cas de la façon suivante

Lf(s) =
s2σ

2

2

∂2f

∂s2
(s) + s(r − δ − κ)

∂f

∂s
(s)− λf(s) +

∫
f(sey)ν(dy),

où κ =
∫

(ey − 1)ν(dy) et λ = ν(R).
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5.5. LA MÉTHODE DE DIFFÉRENCES FINIES

Figure 5.7 � L'option américaine calculer par di�erence �nie sans les interpolations

Ainsi, l'équation integro-di�érentielle dans (5.26) s'écrit comme suite

∂tu+
s2σ

2

2
∂2
ssu+ s(r − δ − κ)∂su− (r + λ)u+

∫
u(t, sey)ν(dy) = 0. (5.28)

Pour discrétiser la partie intégrale, on va procéder de la manière suivante. Soit d'abord

[Bg, Bd] un support tronqué de la mesure de Lévy, alors

I(s) =:

∫
u(t, sey)ν(dy) ≈

∫ Bd

Bg

u(t, sey)ν(dy).

Ensuite, considérons une grille uniforme (xi)−N
2

+1≤i≤N
2
de [Bg, Bd] et (si)−N

2
+1≤i≤N

2
telle

que si = exi pour i = −N
2

+ 1, ..., N
2
. Alors,
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I(si) ≈
∫ Bd

Bg

u(t, exi+y)ν(dy)

≈
N
2∑

j=−N
2

+1

u(t, exi+xj)νj∆x

=

N
2∑

j=−N
2

+1

u(t, si+j)νj∆x

=

N
2∑

j=−N
2

+1

ui+jνj∆x,

où xj = jδx, ui = u(t, si), et

νj =

∫ xj+
∆x
2

xj−∆x
2

ν(dy).

Notons que uN
2

+j pour j > 0 et u−N
2

+j pour j < 0 peuvent être approchés d'une façon

asymptotique par la condition limite à droite et celle à gauche respective.

En utilisant une approximation de di�érences �nies implicite pour le terme di�érentiel,

l'équation discrète est donnée par

un+1
i [1 + (αi + βi − λ− r)∆t]−∆tβiu

n+1
i−1 −∆tαiu

n+1
i−1 = uni + ∆t

N
2∑

j=−N
2

+1

ui+jνj∆x,

(5.29)

où les αi et les βi dépendent de l'approximation utilisée pour la dérivée et la dérivée

seconde. Une approximation centrée pour la dérivée première conduit à
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5.5. LA MÉTHODE DE DIFFÉRENCES FINIES

αi,centre =
σ2s2

i

(si − si−1)(si+1 − si−1)
− (r − δ − κ)si

si+1 − si−1

βi,centre =
σ2s2

i

(si+1 − si)(si+1 − si−1)
+

(r − δ − κ)si
si+1 − si−1

Cependant, si αi,centre ou βi,centre est négatif, des oscillations apparaissent sur la solution.

Pour se débarrasser de celle-ci, soit on décentre la dérivée à droite ou bien à gauche, ce

qui correspond au choix suivant

αi,droite =
σ2s2

i

(si − si−1)(si+1 − si−1)

βi,droite =
σ2s2

i

(si+1 − si)(si+1 − si−1)
+

(r − δ − κ)si
si+1 − si−1

,

ou,

αi,gauche =
σ2s2

i

(si − si−1)(si+1 − si−1)
− (r − δ − κ)si

si+1 − si−1

βi,gauche =
σ2s2

i

(si+1 − si)(si+1 − si−1)
.

5.5.2 Modèle de CGMY

Dans ce modèle, Forsyth et al. utilisent la même discrétisation que dans le modèle de

Merton pour la partie di�érentielle. Cependant, la partie intégrale change en fonction de

la singularité de la mesure de Lévy ν. Rappelons que ν s'écrit de la façon suivante

ν(x) =
C

|x|1+Y
e−G|x|1x<0 +

C

|x|1+Y
e−M |x|1x>0.

où C > 0, G ≥ 0, M ≥ 0 et Y < 2 sont les quatre paramètres du modèle. On distingue

alors deux cas possibles
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Si Y < 0 : ν est une mesure �nie et la discrétisation du terme intégral pour le modèle de

Merton reste toujours valable.

Si Y ∈ [0, 2[ : Dans ce cas, Forsyth et al. donnent la discrétisation suivante en utilisant la

formule de Taylor (voir [26])

I(s) =

∫
ν(dy)

(
u(t, sey)− u(t, s)− s(ey − 1)

∂u

∂s
(s)

)
(5.30)

≈
∫ Bd

Bg

ν(dy)

(
u(t, sey)− u(t, s)− s(ey − 1)

∂u

∂s
(s)

)

≈ σ

2
s2∂2

ssu− κs∂su− λu+

N
2∑

j=−N
2

+1

u(t, sexj)γ(xj),

pour un certain ε > 0 assez petit, où [Bd, Bg] est le support tronqué de ν,

λ =

N
2∑

j=−N
2

+1

γ(xj), κ =

N
2∑

j=−N
2

+1

(exj − 1)γ(xi),

avec,

γ(xi) =



1
yi2

∫ xi+ ∆x
2

xi−∆x
2

y2ν(dy); si xi ∈ {x|∆x2 ≤ |x| ≤ 1}∫ xi+ ∆x
2

xi−∆x
2

ν(dy); si xi ∈ {x|Bg ≤ x ≤ 1 ou 1 ≤ x ≤ Bd}

0; si xi ∈ {x| − ∆x
2
≤ x ≤ ∆x

2
}

L'erreur dans l'approximation (5.30) est de l'ordre de O(∆x)min(2−ε,3−Y ) pour tout ε > 0

(voir [26]).
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5.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

5.6 Résultats numériques

Dans tous nos calculs, nous supposons qu'il n'y a pas de dividendes (δ = 0), et que le prix

initial du sous-jacent S0 = 100. Nous utilisons les notations suivantes

AMA : L'arbre multinomial amélioré

MSS : L'arbre multinomial selon Maller et al.

DF : La méthode de di�érences �nies

FFT : Calcule de la forme explicite de l'option par FFT (voir Madan et al. [41])

Pre : Calcule e�ectué en utilisant le logiciel Premia

E : Option européenne

A : Option américaine

N : Le nombre de pas de temps

M : Le nombre de branches initial pour l'arbre multinomial et le nombre de pas en espace

pour la di�érences �nies.

5.6.1 Le modèle de Merton

Nous prenons pour nos calculs les paramètres donnés par le tableau suivant

Le modèle K r T

Merton : σ = 0.2, µ = 0, δ2 = 0.16, λ = 0.1 100 ln(1.1) 1

On constate numériquement que le choix N = M/2 dans l'arbre multinomial donne de

meilleurs résultats. Ceci est illustré par le Tableau 5.1. Dans le Tableau 5.2, en prenant

N = M/2 = 100, on voit que les prix des options européennes par MSS sont pratiquement

égales à ceux obtenus par FTT. On remarque aussi que les calculs deviennent très lourds

pour N ≥ 200 causés par le nombre important de branches.

Pour la méthode de di�érences �nies, on voit dans le Tableau 5.3 qu'on a convergence

pour N = 400 et M = 655. En utilisant ses choix, nous obtenons de bon résultats comme
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le montre le Tabteau 5.4. Le temps de calcul est comparable à celui de MSS pour N ≤ 200,

mais il reste beaucoup plus raisonnable dans le cas contraire.

N M MSS

E AM

50 50 4.5922 5.5313

50 100 4.7541 5.6789

100 100 4.7285 5.6530

100 200 4.7622 5.6823

200 400 4.7626 5.6817

Table 5.1 � La méthode MSS en fonction de M et N

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-Pre E-MSS A-MSS E-Pre E-MSS A-MSS

90 0.6361 0.6267 0.6504 2.1240 2.1325 2.4448

95 1.5160 1.5135 1.6830 3.2517 3.2440 3.7922

100 3.1822 3.1700 3.3639 4.7600 4.7626 5.6823

105 5.7717 5.7698 6.2216 6.6716 6.6836 8.1741

110 9.2135 9.2002 10.1535 8.9893 8.9726 11.3426

Table 5.2 � Le put européen et américain sous le modèle de Merton par MSS (N = 100
et M = 200)
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5.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

N M DF

E AM

50 51 4.1402 5.0105

100 121 4.6562 5.4024

200 335 4.7661 5.6842

400 655 4.7619 5.6857

800 1125 4.7625 5.6861

Table 5.3 � La méthode DF en fonction de M et N

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-Pre E-DF A-DF E-Pre E-DF A-DF

90 0.6361 0.6217 0.6494 2.1240 2.1225 2.4508

95 1.5160 1.5193 1.6802 3.2517 3.2550 3.7885

100 3.1822 3.1901 3.3700 4.7600 4.7697 5.6874

105 5.7717 5.7772 6.2266 6.6716 6.6863 8.1814

110 9.2135 9.2173 10.1553 8.9893 8.9826 11.3461

Table 5.4 � Le put européen et américain sous le modèle de Merton par DF (N = 400
et M = 655)
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5.6.2 Le modèle Variance Gamma

Dans le Tableau 5.5 nous comparons la méthode MSS avec celle améliorée AMA. Ainsi,

nous voyons que l'AMA converge beaucoup plus vite que la méthode MSS et elle donne

des résultats plus précis comme il le montre le Tableau 5.6.

Le modèle K r T

VG : σ=0.12, θ=-0.14, κ = 0.2 100 0.1 1

N M MSS AMA

E AM E A

50 50 1.8047 2.9174 1.8509 2.9823

50 100 1.8162 2.9259 1.8617 2.9929

100 100 1.8308 2.9694 1.8538 3.0003

100 200 1.8406 2.9899 1.8542 3.0036

200 400 1.8532 2.9982 1.8541 3.0039

Table 5.5 � Comparaison entre La méthode de MSS et celle AMA

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-FFT E-AMA A-AMA E-FFT E-AMA A-AMA

90 0.2304 0.2301 0.2660 0.5347 0.5340 0.7941

95 0.6218 0.6216 0.7276 1.0300 1.0283 1.5967

100 1.5708 1.5709 1.8829 1.8538 1.8542 3.0206

105 3.6925 3.6931 5 3.1277 3.1285 5.4387

110 7.5572 7.5575 10 4.9617 4.9626 10

Table 5.6 � Le put européen et américain sous le modèle Variance Gamma

160

te
l-0

06
28

44
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
1



5.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

5.6.3 Le modèle Normal Inverse Gaussien

Dans le Tableau 5.7 nous comparons la méthode MSS avec celle améliorée AMA. Ainsi,

nous voyons que l'AMA converge beaucoup plus vite de celle MSS et elle donne des

résultats plus précis comme il le montre le Tableau 5.8.

Le modèle K r T

NIG : σ=0.12, θ=-0.33, κ = 0.16 100 ln(1.1) 1

N M MSS AMA

E AM E A

50 50 2.6047 2.9174 3.0851 4.0017

50 100 2.9162 3.3259 3.2291 4.2866

100 100 3.0308 3.4694 3.2209 4.1808

100 200 3.1406 3.9899 3.2566 4.5168

200 400 3.2232 4.1982 3.2570 4.5181

Table 5.7 � Comparaison entre La méthode de MSS et celle AMA

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-Pre E-AMA A-AMA E-Pre E-AMA A-AMA

90 0.5874 0.5831 0.6503 1.3750 1.3544 1.8251

95 1.1668 1.1651 1.3042 2.1555 2.1563 2.9181

100 2.2851 2.2859 2.5954 3.2568 3.2566 4.5168

105 4.3781 4.3771 5.1568 4.7493 4.7485 6.7952

110 7.8500 7.8515 10 6.6925 6.6926 10.0459

Table 5.8 � Le put européen et américain sous le modèle Variance Gamma
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5.6.4 Le modèle CGMY

Nous prenons pour nos calculs les paramètres donnés par le tableau suivant

Le modèle K r T

CGMY : C = 0.244, G = 0.0765, M =
7, 5515, Y = 1.2945

100 ln(1.1) 1

Le Tableau 5.9, montre que le choix N = M/2 pour l'arbre multinomial donne de meilleurs

résultats. Ainsi, pour N = 100 nous obtenons des résultats satisfaisants comme il l'indique

le Tableau 5.10. On remarque aussi que les calculs deviennent très lourds pour N ≥ 200

causés par le nombre important de branches.

N M MSS

E AM

50 50 3.9122 4.5313

50 100 4.1541 5.0009

100 100 4.1285 4.9530

100 200 4.3422 5.0132

200 400 4.5572 5.1772

400 800 4.5592 5.1763

Table 5.9 � La méthode MSS en fonction de M et N

Pour la méthode de di�érences �nies, on voit dans le Tableau 5.11 qu'on a convergence

pour N = 400 et 655. En utilisant ses choix, nous obtenons de bon résultats comme il le

montre le Tabteau 5.12. Le temps de calcul est comparable à celui dans le cas de MSS

pour N ≤ 200, et mais il reste beaucoup plus raisonnable dans le cas contraire.
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5.6. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-pre E-AMA A-AMA E-Pre E-AMA A-AMA

90 0.7670 0.7641 0.8210 2.5251 2.5207 3.0225

95 1.3669 1.3701 1.4756 3.3910 3.3997 4.1311

100 2.6127 2.6096 2.8729 4.5513 4.5572 5.1772

105 4.8688 4.8703 5.5579 6.0666 6.0285 7.8194

110 8.2101 8.2084 10 7.9832 7.9901 10.7811

Table 5.10 � Le put européen et américain sous le modèle de Merton par MSS

N M DF

E AM

50 51 3.8122 4.4357

100 121 4.2534 5.0109

200 335 4.3007 5.1002

400 655 4.4475 5.1379

800 1125 4.5527 5.1802

Table 5.11 � La méthode DF en fonction de M et N

Le Strike K T = 0.25 T = 1

E-Pre E-DF A-DF E-Pre E-DF A-DF

90 0.7670 0.7617 0.8188 2.5251 2.5194 3.1517

95 1.3669 1.3230 1.4701 3.3910 3.4043 4.1239

100 2.6127 2.6183 2.8692 4.5513 4.5527 5.1802

105 4.8688 4.8616 5.5612 6.0666 6.0734 7.8201

110 8.2101 8.2204 10 7.9832 7.9910 10.7901

Table 5.12 � Le put européen et américain sous le modèle de Merton par DF
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