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Compactification d’espaces de repŕesentations
de groupes de type fini.

Anne Parreau

Abstract Let Γ be a finitely generated group andG be a noncompact semisimple
connected real Lie group with finite center. We consider the spaceX (Γ ,G) of
conjugacy classes of semisimple representations ofΓ into G, which is the maximal
Hausdorff quotient of Hom(Γ ,G)/G. We define thetranslation vectorof g∈ G, with
value in a Weyl chamber, as a natural refinement of the translation length ofg in the
symmetric space associated withG. We construct a compactification ofX (Γ ,G), in-
duced by the marked translation vector spectrum, generalizing Thurston’s compacti-
fication of the Teichmüller space. We show that the boundarypoints are projectivized
marked translation vector spectra of actions ofΓ on affine buildings with no global
fixed point. An analoguous result holds for any reductive groupG over a local field.

Keywords Moduli spaces of representations· Higher teichmüller theory· Reductive
groups· Symmetric spaces· Euclidean buildings· Asymptotic cones

1 Introduction

Espaces de représentations.SoitΓ un groupe infini de type fini. SoitG un groupe de
Lie semisimple réel, connexe, non compact, de centre fini. On s’intéresse à l’espace
R(Γ ,G) = Hom(Γ ,G) des représentations deΓ dansG, muni de la topologie de
la convergence simple et de l’action deG par conjugaison. L’espace topologique
quotient R(Γ ,G)/G n’étant pas séparé, on le remplace par son plus gros quotient
séparéX (Γ ,G) = R(Γ ,G)� G, que l’on peut décrire de la manière suivante (voir
section 5.1, et [Par5]).

On considère l’action deG par isométries sur son espace symétrique (sans facteur
compact)X associé. On note∂∞X le bord à l’infini deX. Une représentationρ : Γ −→
G est ditecompl̀etement ŕeductible(cr) si pour toutα ∈ ∂∞X fixé parρ , il existe
β ∈ ∂∞X fixé parρ et opposé àα (ie. joint àα par une géodésique dansX). Cette
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2 Anne Parreau

propriété géométrique (introduite par J.P Serre [Serre]) est équivalente aux notions
algébriques classiques de réductivité ou semisimplicité.

L’espaceX (Γ ,G) s’identifie alors naturellement au sous-espace Rcr(Γ ,G)/G de
R(Γ ,G)/G formé par les classes de représentations cr. Cet espace est considéré de
manière classique dans la littérature. Il est légèrement “plus gros” que le quotient
algébro-géométrique usuel (voir section 5.1).

On s’intéresse aussi plus spécialement au sous-espaceXfd(Γ ,G) de X (Γ ,G)
formé des classes de représentations fidèles et discrètes.

Quelques exemples.Si Γ est le groupe fondamental d’une surfaceΣ connexe orien-
tée fermée, de genreg≥ 2, etG= PSL2(R), alorsX est le plan hyperboliqueH2, et
l’espace de TeichmüllerT des structures hyperboliques (marquées) surΣ s’iden-
tifie naturellement à l’une des composantes connexes deX (Γ ,G), incluse dans
Xfd(Γ ,G).

Si Γ = π1(Σ) etG= PSLn(R), alors d’après [Hit] et [Lab] la composante de Hit-
chin de l’espace des modules deG-fibrés plats surΣ est une composante connexe de
X (Γ ,G), incluse dansXfd(Γ ,G), et c’est une cellule de dimension(2g−2)dimG.
Pourn= 3 Goldman et Choı̈ ont montré dans [ChGo] qu’elle s’identifie à l’espace
des structures projectives réelles convexes (marquées)sur la surfaceΣ .

Par contre, siΓ est un réseau irréductible d’un groupe de LieH semisimple réel,
connexe, sans facteurs compacts, de centre fini, avec rang(H) ≥ 2, le théorème de
super-rigidité de Margulis [Mar] entraı̂ne que l’espaceX (Γ ,SLn(C)) est fini pour
toutn (voir aussi [Bass]).

Les réseaux des groupes de Lie réels semisimples (connexes, sans facteurs com-
pacts, de centre fini)H de rang 1 non localement isomorphes à PSL2(R) (comme
SO0(n,1) pourn ≥ 3) n’ont pas de déformations non triviales en des réseaux dans
H par les résultats de rigidité de Mostow [Mos]. Par contre ils ont dans certains cas
de riches espaces de déformations fidèles et discrètes dans d’autres groupesG, cor-
respondant par exemple aux structures conformes (G= SO0(n+1,1)) et projectives
réelles (G= PGLn+1(R)) marquées sur une variétéM de groupe fondamentalΓ (voir
par exemple [JoMi]).

Objectif. W. Thurston a construit une compactification de l’espace de Teichmüller
(voir par exemple [FLP]). Plus généralement, Morgan et Shalen (voir [MoSh], [Mor],
[Chi]) puis Bestvina [Bes] et Paulin [Pau1], ont généralisé la compactification de
Thurston pourXfd(Γ ,G) avecG= SO0(n,1). Les points du bord proviennent d’ac-
tions deΓ sur desarbres ŕeels, à “petits” (i.e. virtuellement cycliques) stabilisateurs
d’arêtes. L’un des outils fondamentaux est lespectre marqúe des longueurs.

Le but de ce travail est de généraliser cette compactification pour G de rang
supérieur ou égal à 2. La possibilité d’une telle compactification a été envisagée aupa-
ravant par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin [Pau2],Kleiner-Leeb, . . .). En
rang supérieur ou égal à 2, il convient de remplacer les arbres réels par une catégorie
plus générale d’espaces métriques, lesimmeubles affines, ou encoreeuclidiens. Ex-
pliquons maintenant plus en détail le résultat présent´e dans cet article.

Pour compactifierX (Γ ,G), on introduit (en section 4) un raffinement de la no-
tion de longueur de translation, levecteur de translation. On se fixe une chambre de
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Compactification d’espaces de représentations 3

Weyl ferméeC deX. On considère la projection naturelleδ : X×X −→ C, qui raffine
la distance usuelle. Levecteur de translation v(g) ∈ C deg∈ G est l’unique vecteur
de longueur minimale dans l’adhérence de{δ (x,gx), x∈ X}. Algébriquement, c’est
la “projection de Jordan” deg [Ben]. PourG= SLn(R), cet invariant de conjugaison
est égal à la suite décroissante des logarithmes des modules des valeurs propres deg.

On considère l’application suivante

V : X (Γ ,G) −→ C
Γ

[ρ ] 7→ v◦ρ
.

SoitPC
Γ

le projectifié deC
Γ

, c’est-à-dire l’espace topologique quotient deC
Γ −{0}

par multiplication dansR∗
+, et P : C

Γ −{0} −→ PC
Γ

la projection canonique. On
démontre alors le théorème suivant (voir théorème 5.2pour un énoncé plus précis).

Théorème 1 L’application continue

P◦V : X (Γ ,G)−V
−1(0)−→ PC

Γ

induit une compactificatioñX (Γ ,G) deX (Γ ,G), dont le bord∂∞X (Γ ,G)⊂ PC
Γ

est forḿe de points de la forme x= [v◦ρ ], où ρ est une action deΓ sur un immeuble
affine (pas ńecessairement discret), sans point fixe global.

L’action du groupeOut(Γ ) des automorphismes extérieurs deΓ sur X (Γ ,G)

s’étend naturellement̀a X̃ (Γ ,G).

Si Γ n’a pas de sous-groupe d’indice fini possédant un sous-groupe abélien dis-
tingué infini (par exemple siΓ est un sous-groupe discret fortement irréductible de
SLn(R)), alors le sous-espaceXfd(Γ ,G) des classes de représentations fidèles et
discrètes est un fermé deX (Γ ,G) (section 6.3). La compactification deX (Γ ,G)

construite induit donc une compactification naturellẽXfd(Γ ,G) deXfd(Γ ,G). Dans
ce cas, F. Paulin a démontré que les actionsρ dont proviennent les points du bord
sont à stabilisateurs de germes d’appartements virtuellement résolubles [Pau3].

En particulier, lorsqueΓ est un groupe de surface etG=PSLn(R), ceci donne une
compactification de la composante de Hitchin. On a étudié dans [Par1] des exemples
de dégénérescences de structures projectives réelles(cas oùn = 3) par pliage, et
calculé les spectres limites correspondants.

Sur la structure de la preuve.Les actions sur des immeubles affines sont obtenues
par passage à des cônes asymptotiques, comme dans [Pau3] et [KaLe]. L’essentiel
de la difficulté consiste ici, premièrement, à démontrer la continuité du vecteur de
translation par passage à un cône asymptotique (Prop. 4.4), et deuxièmement, que le
spectre limite obtenu est non nul, fait crucial pour cette compactification.

Cette dernière propriété est obtenue en utilisant un modèle algébrique pour le
cône asymptotique. On peut en effet voir l’action limite comme provenant d’une
représentationρ : Γ −→ SLn(Kω), agissant sur son immeuble de Bruhat-Tits, où
Kω est un corps valué, ni localement compact, ni à valuation discrète, obtenu à partir
deR par un procédé de passage à un cône asymptotique (en utilisant un ultrafiltreω).
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4 Anne Parreau

Cette construction est détaillée dans la section 3. La nonnullité du spectre découle
alors de l’absence de point fixe global par [Par3].

On obtient également les résultats analogues dans le cadre des groupes réductifs
sur les corps locaux non archimédiens.

2 Préliminaires

Cette section est consacrée à des préliminaires géométriques. On introduit les nota-
tions utilisées et on rappelle ou on établit les propriétés dont on aura besoin, d’abord
pour les espaces métriques CAT(0) (section 2.1), puis plus spécifiquement pour les
espaces symétriques et les immeubles affines (section 2.2). Enfin on rappelle la notion
de cône asymptotique d’un espace métrique et les propriétés des cônes asymptotiques
des espaces symétriques et des immeubles qu’on utilisera (section 2.3).

2.1 Espaces métriques CAT(0)

Dans cette sectionX est un espace métrique CAT(0). On renvoie à [BrHa] comme
référence générale. Etant donnésx,y∈X, on notera[x,y] ou bienxy l’unique segment
géodésique joignantx à y. Etant donnésx,y,z∈ X avecy,z 6= x, on notera∢̃x(y,z)
l’angle de comparaison enx entrey etz, et∢x(y,z) l’angle enx entrey et z.

L’espaceX se décompose canoniquement en produitX0 ×X′, où X0 est eucli-
dien etX′ est un espace métrique CAT(0) sans facteur euclidien. Les isométries de
X préservent cette décomposition [BrHa, Thm II.6.15]. On appelleraX0 le facteur
euclidien (maximal)deX.

Le groupe Is(X) des isométries deX est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés (qui est métrisable). LorsqueX est propre (i.e. si ses boules
fermées sont compactes) Is(X) est localement compact, et agit proprement surX
(c’est-à-dire que six∈ X etM ≥ 0, alors{g∈ Is(X), d(x,gx)≤ M} est un compact).

Faisceaux.Soit r : R −→ X une géodésique. Lefaisceau Fr est la réunion des géo-
désiques parallèles àr. C’est un sous-espace convexe et il se décompose [BrHa, Thm
II.2.14] canoniquement en un produitCr × r, oùCr ⊂ X est un convexe et{x}× r est
une géodésique parallèle àr pour toutx∈Cr . Si X est complet, alorsFr etCr aussi.

2.1.1 D́eplacement et longueur de translation [BrHa, II.6].

Soit g∈ Is(X). On appelle fonctionde d́eplacementdeg la fonction convexe

dg : X → R+

x 7→ d(x,gx)

et longueur de translationdeg le réel positif

ℓ(g) = inf
x∈X

dg(x).
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Compactification d’espaces de représentations 5

L’ ensemble minimaldeg est le convexe fermé (éventuellement vide)

Min(g) = {x∈ X, d(x,gx) = ℓ(g)} .

On dit queg estsemi-simplesi Min(g) 6= /0, paraboliquesinon. Dans le premier cas,
ou bien siℓ(g) = 0 et g possède un point fixe (g est alors diteelliptique) ou bien
ℓ(g)> 0, et translate alors une géodésique (g est alors diteaxiale).

Si g envoie une géodésiquer sur une géodésique parallèle, alors le faisceauFr =
Cr × r est stable parg etg agit dessus comme(g′, t) oùg′ ∈ Is(Cr) et t ∈R désigne la
translationr(s) 7→ r(s+ t) der. On a alors Min(g) = Min(g′)× r ⊂ Fr et

ℓ(g) = ℓ(g|Fr ) =
√
ℓ(g′)2+ t2 . (1)

On montre facilement que pour toutx∈ X la limite limk→+∞
1
kd(x,gkx) existe et

ne dépend pas dex∈ X (voir [BrHa, II.6.6]). Comme1
kd(x,gkx)≤ dg(x) pour toutk,

on a de plus

lim
k→+∞

1
k

d(x,gkx)≤ ℓ(g) (2)

avec égalité sig semisimple.
On obtient aisément les propriétés suivantes.

Lemme 2.1 Soit gk → g dansIs(X).

1. On a dgk → dg uniformément sur les borńes de X.
2. (semicontinuit́e) On alimsupkℓ(gk)≤ ℓ(g).
3. Soit M l’ensemble des valeurs d’adhérence des suites(xk)k dans X telles que

xk ∈ Min(gk) pour tout k∈ N. Alors M⊂ Min(g).

En particulier, si X est propre et siMin(gk) est non vide et restèa distance borńee
de x0 ∈ X fixé, alors quitteà extraireMin(gk) converge (pour la topologie de Haus-
dorff point́ee [Gro2]) vers un sous-ensemble non vide N deMin(g). En particulier g
est semisimple etℓ(g) = limk ℓ(gk). ⊓⊔

2.1.2 Bord a l’infini.

On suppose désormaisX complet. On notera∂∞X le bord (à l’infini) deX et X =
X ∪ ∂∞X. Si r : R+ −→ X est un rayon géodésique, on noter(∞) le point de∂∞X
défini parr, qu’on appellera l’extŕemit́e der.

Définition 2.2 (Ombre Ox(y,D) d’une boule) Soit x∈ X. Pour touty∈ X, et pour
toutD≥ 0, on noteraOx(y,D) l’ ombre vue du point x de la boule B(y,D), c’est-à-dire
l’ensemble desr(+∞), où r est une géodésique issue dex telle qued(y, r) ≤ D.

L’espaceX est muni de la topologie des cônes [BrHa, II.8.6]. L’actionde Is(X)
s’étend continûment surX. Soientξ ,ξ ′ ∈ X. Pourx∈ X, on notera∢x(ξ ,ξ ′) l’angle
enx entreξ etξ ′. On notera∢T(ξ ,ξ ′) = supx∈X ∢x(ξ ,ξ ′) l’ angle de Tits, qui est une
métrique sur∂∞X (voir II 9.4 et 9.5 dans [BrHa]). Siξ+ etξ− sont les deux extrémités
d’une géodésiquer, on dira queξ+ etξ− sontoppośeset on noteraFξ−ξ+ = Fr (alors
∢T(ξ−,ξ+) = π).
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6 Anne Parreau

2.1.3 Quelques propriét́es des isoḿetries relatives au bord̀a l’infini.

Proposition 2.3 (Points fixes̀a l’infini d’une isom étrie axiale)Soit g∈ Is(X) trans-
latant (non trivialement) une ǵeod́esique r. Notonsξ− = r(−∞) et ξ+ = r(+∞). Si
g fixeξ ∈ ∂∞X, alors∢T(ξ−,ξ )+∢T(ξ ,ξ+) = π . En particulier, siξ est oppośe à
ξ−, alorsξ = ξ+.

DémonstrationOn a∢T(ξ−,ξ ) = lim∢r(t)(ξ−,ξ ) quandt →−∞, voir [BrHa, Prop.
II.9.8]. Notonsℓ = ℓ(g), et x = r(0) et y = r(ℓ). En faisant agirgn pour n ∈ Z

on obtient que∢x(ξ−,ξ ) = ∢y(ξ−,ξ ) = ∢T(ξ−,ξ ) et∢T(ξ ,ξ+) = ∢x(ξ ,ξ+). Or
∢x(ξ−,ξ )+∢x(ξ ,ξ+)≥ π et∢x(ξ ,y)+∢y(x,ξ )≤ π , ce qui conclut. ⊓⊔
Définition 2.4 (Points attractif et répulsif) On dira queg ∈ Is(X) a despoints
fixes attractifet répulsifà l’infini s’il existeξ+

g ,ξ−
g ∈ ∂∞X opposés (nécéssairement

uniques) tels que pour un (tout)x∈ X on aitgkx→ ξ+
g etg−kx→ ξ−

g quandk→+∞.
Alors ξ+

g et ξ−
g sont clairement fixés parg.

Remarque 2.5 Si g est axiale, alors les extrémités d’un axe deg conviennent. SiX
est un immeuble affine complet, ils existent donc dès queℓ(g) > 0 par le théorème
2.14. On verra que c’est également le cas lorsqueX est un espace symétrique de type
non compact (proposition 2.15).

Proposition 2.6 Soit g∈ Is(X) fixant deux points opposésξ− et ξ+ dans∂∞X. On
note g= (g′, t) la décomposition de g sur F= Fξ−ξ+ =C×R.

Si on a t= ℓ(g), ou, de manìereéquivalente par (1), si t> 0 et ℓ(g′) = 0, alors g
a des points fixes attractif et répulsifà l’infini, et ce sontξ+ etξ−.

DémonstrationSoitx= (x′,0) dansF. Alors 1
kt d(g

kx, (x′,kt)) = 1
kt d(x

′, (g′)kx′), qui
tend vers 0 carℓ(g′) = 0 par (2). Doncgkx→ ξ+ et g−kx→ ξ− quandk→+∞. ⊓⊔
Proposition 2.7 Soit g ayant des points fixes attractif et répulsifξ+ et ξ− à l’infini.

Pour tout x∈ Fg et tout D> 0, pour tout voisinage V deξ+ dans∂∞X on a pour
k suffisamment grand

gk(Oξ−(x,D)) ⊂V

En particulier,ξ+ est le seul point fixe de g dans∂∞X qui est oppośe à ξ−.

DémonstrationSoitx∈Fξ−ξ+ etD> 0. SoitV un voisinage deξ+ dans∂∞X. Suppo-
sons par l’absurde qu’il existe une suite(ξk)k dansOξ−(x,D) et une suite croissante
(nk)k d’entiers avecξ ′

k =gnkξk /∈V pour toutk. Soityk dansFξ−ξk
tel qued(x,yk)≤D.

Commegnkx → ξ+, on a aussignkyk → ξ+, card(gnkyk,gnkx) ≤ D. Par conséquent
∢x(ξ+,gnkyk)→ 0 et∢x(ξ−,gnkyk)→ π . On en déduit que∢gnkyk

(x,ξ−)→ 0, puis
que∢gnkyk

(x,ξ ′
k)→ π (car∢gnkyk

(ξ−,ξ ′
k) = π), puis que∢x(gnkyk,ξ ′

k)→ 0. Comme
∢x(ξ+,ξ ′

k)≤∢x(ξ+,gnkyk)+∢x(gnkyk,ξ ′
k), on a∢x(ξ+,ξ ′

k)→ 0 etξ ′
k → ξ+, contra-

diction. ⊓⊔
Proposition 2.8 Soit g∈ Aut(X) fixant deux points opposésξ+,ξ− ∈ ∂∞X. Notons
(g′, t) la décomposition de g sur F= Fξ−ξ+ =C×R. On suppose que g possède des
points fixes attractif et ŕepulsifξ+

g et ξ−
g dans∂∞X. Alorsξ+

g ,ξ−
g ∈ ∂∞F et

tan(∢T(ξ+
g ,ξ+))≤ ℓ(g′)

t
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Compactification d’espaces de représentations 7

DémonstrationSoitx∈ F . Commeξ+
g = limn→+∞ gnx etg(F) = F , on aξ+

g ∈ ∂∞F.
De plus∢T(ξ+

g ,ξ+) = ∢x(ξ+
g ,ξ+) = limn→+∞∢x(gnx,ξ+) et pourx = (x′,0) on a

tan(∢x(gnx,ξ+)) = 1
nt d(x

′,(g′)nx′). Or limn→+∞
1
nd(x′,(g′)nx′)≤ ℓ(g′) par (2). ⊓⊔

2.2 Espaces symétriques et immeubles affines

2.2.1 Ǵeńeralités

Espaces syḿetriques.Les espaces symétriques considérés dans cet article sont sans
facteurs compacts. On renvoie à [Hel] et [Ebe] comme références générales.

Soit X un espace symétrique. Rappelons queX est une variété riemannienne
complète simplement connexe, à courbure sectionnelle n´egative ou nulle. En particu-
lier X est un espace métrique CAT(0) complet et propre, et on reprendra les notations
de la section 2.1.

On noteX0 le facteur euclidien deX et X = X0 ×X′ la décomposition corres-
pondante. On appellera groupe desautomorphismesdeX et on noteraG = Aut(X)
la composante neutre du sous-groupe des isométries deX agissant par translation
surX0. Le groupeG agit proprement et transitivement surX et c’est un groupe de Lie
réel. On aG=G0×G′ oùG0 =Aut(X0) = (Rk,+) (aveck= dimX0) etG′ =Aut(X′)
est semisimple de centre trivial.

Si r est une géodésique deX alors Fr et Cr sont des sous-espaces totalement
géodésiques deX.

Si X′ est un sous-espace totalement géodésique deX, alors X′ est un espace
symétrique sans facteur compact, et la composante neutre de StabG(X′) agit surX′

par automorphismes, transitivement.
On fixe unplat (sous-espace totalement géodésique euclidien) maximal(pour

l’inclusion) A de X. Les restrictions àA des éléments deG seront appelésplats
maximaux marqúesdeX.

Immeubles affines.Les immeubles affines considérés dans cet article sont métriques,
pas nécessairement localement compacts, ni discrets, c’est-à-dire qu’ils n’admettent
pas nécessairement de structure de complexe (poly)simplicial [Tit]. Pour leur défini-
tion, on renvoie à [Par2], où elle est étudiée en détail. On reprendra le vocabulaire et
les notations de cet article, auquel on renvoie également pour les propriétés utilisées
et non démontrées ci-dessous (notamment pour l’équivalence avec la définition de
Kleiner-Leeb [KlLe], dont on aura besoin pour le théorème2.20).

On se fixe un espace vectorielA euclidien de dimension finie et un groupe de
réflexions finiW agissant surA (c’est-à-dire un sous-groupe fini d’isométries vecto-
rielles deA, engendré par des réflexions). On fixe également une chambre de Weyl
ferméeC deA. SoitW un groupe de réflexions affine de type(A,W), c’est-à-dire un
sous-groupe d’isométries affines deA, de projection vectorielleW, tel qu’il existea
dansA tel queW = TWa, oùWa fixe a et T est un sous-groupe de translations deA

(ou, de manière équivalente, engendré par des réflexions affines).
Soit X un immeuble affine, modelé sur(A,W). On noteA son sytème d’appar-

tements marqués aussi appelésplats maximaux marqúes. Un automorphismede X
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8 Anne Parreau

est une bijection deX dans lui-même qui préserveA . On rappelle que(X,d) est un
espace métrique CAT(0) (pas nécéssairement complet).

Sous-immeubles.On dira qu’un groupe de réflexions(A′,W′) est unsous-groupe de
réflexionsde(A,W) si A′ est un sous-espace affine deA et les éléments deW′ sont
les restrictions àA′ d’éléments deW stabilisantA′. On dira alors qu’un immeuble
(X′,A ′) modelé sur(A′,W′) est unsous-immeubledeX si X′ ⊂ X et si les apparte-
ments marqués deX′ sont les restrictions àA′ d’appartements marqués deX. Alors
X′ est un sous-espace convexe de(X,d).

Par exemple, siX est un produit d’immeubles(Xi ,Ai) modelés sur(Ai ,Wi), on
vérifie facilement que les facteurs sont des sous-immeubles deX. Un autre exemple
de base est le suivant. Soitr une géodésique deX, incluse dans un appartement (ce
qui est toujours le cas siA est le système d’appartements maximal) etX′ = Fr . Alors
X′ est la réunion des appartements deX contenantr(+∞) et r(−∞) dans leur bord à
l’infini. Soit u∈A un vecteur tel quer est égale àt 7→ f (a+ tu) pour un plat maximal
marquéf :A−→X deX et una∈A. SoitW′ le sous-groupe des éléments deW fixant
(vectoriellement)u. On peut démontrer (par exemple en suivant [KlLe, prop. 4.8.1])
queX′ est un sous-immeuble deX modelé sur(A,W′). Les plats maximaux marqués
deX′ sont les plats maximaux marquésf : A −→ X deX tels quet 7→ f (tu) est une
géodésique parallèle àr.

2.2.2 Espace associé à un groupe ŕeductif

SoitK un corps valué, ou bien égal àR ouC, ou bien ultramétrique.

Groupe ŕeductif surK. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe réductif défini
surK. On peut supposer queG est un sous-groupe algébrique défini surK de SLn.

Dans le cas oùK = R, on suppose queG est un sous-groupe fermé deG(R)
contenant sa composante neutreG(R)0. SiK 6= R, on suppose queG= G(K)

Le groupeG est muni de la topologie induite par celle deK. C’est un groupe
topologique métrisable, à base dénombrable, localement compact siK l’est.

Espace syḿetrique assocíeà un groupe ŕeductif archiḿedien. On suppose queK=R

ouC (notons que, siK = C le groupeG est le groupe des points réels duR-groupe
réductif connexeH obtenu à partir deG par restriction des scalaires).

Soit K un sous-groupe compact maximal deG. Alors l’espace homogèneX =
G/K est un espace symétrique sans facteur compact, ditassocíe à G, pour toute
métrique riemannienneG-invariante surX (cela découle de l’existence d’une involu-
tion de Cartan de(G,K), voir [Bor, 24.6(a)] et [Hel]). Le groupeG agit proprement,
transitivement, par automorphismes, surX.

Immeuble d’un groupe réductif non archiḿedien [BrTi1,BrTi2]. On renvoie par exemple
à [Rou] pour plus de détails. On suppose queK est ultramétrique et que les hy-
pothèses de [BrTi2, 4 ou 5] sont satisfaites. Rappelons quec’est notamment le cas
dans les deux situations suivantes :

- G est déployé sur le corpsK (par exempleG= SLn).
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Compactification d’espaces de représentations 9

- K est à valuation discrète, hensélien (par exemple complet), de corps résiduel
parfait (par exemple fini).

On peut alors construire l’immeuble de Bruhat-Tits (élargi) X = B(G,K) deG
surK. C’est un immeuble affine, pas nécessairement discret ni complet. Le groupe
G agit continûment, par automorphismes deX, transitivement sur les appartements
marqués, cocompactement surX. SiK est un corps local, alorsX est propre et l’action
deG surX est propre [Tit2, 2.2].

2.2.3 Type des segments

On suppose désormais queX est un espace symétrique ou un immeuble affine (voir
section 2.2) et on noteG= Aut(X). On fixe une chambre de Weyl ferméeC du plat
modèleA. C’est un domaine fondamental strict pour l’action du groupe de Weyl
(vectoriel)W sur A. On noteΘ : A −→ C la projection correspondante, qui à un
vecteur dansA associe sontypedansC. On notevopp=Θ(−v) typeoppośe à v∈ C.

Si x,y∈ X, il existe un unique vecteur deC, appelé letypedu segmentxy (ou la
C-distancedex à y) et notéδ (x,y) ou δxy, tel qu’il existe un plat maximal marqué
f :A−→X, et deux pointsA etB deA, avecf (A) = x, f (B) = y et

−→
AB= δ (x,y). On a

clairement||δ (x,y)||= d(x,y) etδ (y,x) = δ (x,y)opp pour tousx,y deX. Les automor-
phismes deX préservent le type des segments. Dans le cas des espaces symétriques
G agit transitivement sur les segments de type donné.

Remarque 2.9 LorsqueX est l’espace associé à un groupe réductifG sur un corps
local (voir section 2.2.2), siK est un sous-groupe compact maximal deG et x0 ∈ X
est le point fixé parK, alors, pourg dansG, le vecteurδ (x0,gx0) ∈ C s’identifie à la
projection de Cartan deg associée àK (voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.3]).

On renvoie à [Par4] pour de plus fines propriétés du type des segments. On utili-
sera la propriété suivante.

Proposition 2.10 [Par4] Le type est1-Lipschitz en chaque coordonnée, plus pŕeci-
sément pour tous x,y,x′,y′ de X, on a

∣∣∣∣δ (x,y)− δ (x′,y′)
∣∣∣∣≤ d(x,x′)+d(y,y′)

En particulier,δ : X×X −→ C est continue ⊓⊔

Etant donnég∈ Aut(X), on noteδg l’application continue

δg :
X −→ C

x 7→ δ (x,gx)

On utilisera la propriété suivante, qui découle de la proposition 2.10.

Proposition 2.11 Soit gk → g dansAut(X). Alors δgk → δg uniformément sur les
bornés. ⊓⊔
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10 Anne Parreau

Propriét́es fonctorielles.Si X est euclidien, alorsA = X, W = {id}, C = A = X, et
δ (x,y) = −→xy pour tousx, y de X. Si X = X1 ×X2 est un produit de deux espaces
symétriques ou immeubles affinesXi . AlorsA= A1⊕A2 oùAi est un plat maximal
deXi , W =W1×W2 oùWi est le groupe de Weyl deAi , etC= C1+C2 oùCi est une
chambre de Weyl fermée deAi . Les plats maximaux marquésf : A−→ X sont de la
forme f = ( f1, f2) où fi : Ai −→Xi est un plat maximal marqué. Siδi : Xi ×Xi −→ Ci

est le type des segments deXi , on a

δ (x,y) = δ1(x1,y1)+ δ2(x2,y2) (3)

pour tousx= (x1,x2) et y= (y1,y2) deX.
Soit X′ un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble deX. Soit A′ un plat

maximal deX′, et W
′

son groupe de Weyl, etC
′

une chambre de Weyl fermée de
A′. AlorsA′ s’identifie à un sous-espace totalement géodésique deA, et les élements
deW

′
sont des restrictions àA′ d’éléments deW stabilisantA′. Par conséquent, si

δ ′ : X′×X′ −→ C
′
est le type des segments deX′, on a

δ =Θ ◦ δ ′ (4)

en restriction àX′×X′.

Type de direction.Notons∂A l’ensemble des vecteurs unitaires deA, identifié à
l’ensemble des demi-droites deA, muni de la distance angulaire, et∂ : A −→ ∂A
la projection correspondante. Pourτ,τ ′ ∈ ∂C (qui est l’ensemble noté∆mod dans
[KlLe]), on noteD(τ,τ ′) l’ensemble fini des angles possibles entrev et v′ de∂A de
types respectifsτ et τ ′.

Si X est un immeuble affine, alors il y a rigidité des angles [KlLe, 4.1.2] : pour
tousx,y,z∈ X avecy,z 6= x on a∢x(y,z) ∈ D(τ,τ ′) avecτ = ∂δ (x,y) etτ ′ = ∂δ (x,z).

Le type (de direction)Θ r d’une géodésique (ou d’un rayon)r est∂δ (r(s), r(t))
pour touts< t. Deux géodésiques parallèles ont même type. Les automorphismes de
X préservent le type des géodésiques.

Dans le cas des espaces symétriques, le stabilisateur StabG(x) dansG de x ∈ X
agit transitivement sur les géodésiques de type donné issues dex.

2.2.4 Structure du bord̀a l’infini

On suppose queX est un espace symétrique ou un immeuble affine complet.

Type d’un point̀a l’infini. Deux rayons géodésiques asymptotes ont même type. On
peut donc définir le type (noté égalementΘ ) dans∂C des points de∂∞X. Notons
(∂∞X)τ le sous-ensemble des points de∂∞X de typeτ ∈ ∂C.

L’action de Aut(X) sur∂∞X préserve le type des points.
Dans le cas des espaces symétriques l’action deG sur ∂∞X est transitive sur

(∂∞X)τ pour toutτ ∈ ∂C, et siξ ∈ ∂∞X, alors(∂∞X)τ = Gξ s’identifie à la variété
G/P, oùP est le sous-groupe parabolique StabG(ξ ) deG.

Si X est complet, son bord∂∞X muni de la distance de Tits (donnée par∢T)
est isométrique à la réalisation géométrique modelée sur (∂A,W) [Par2, section
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Compactification d’espaces de représentations 11

2.6] d’un immeuble sphérique. Les chambres de cet immeublesont les bords des
chambres de Weyl deX, et ses appartements sont les bords des plats maximaux
de X. Si ξ ,ξ ′ ∈ ∂∞X, il existe un plat maximalA de X tel queξ ,ξ ′ ∈ ∂∞A, voir
[Ebe, 2.21.14], [Par2, 1.2, (A4)]. Pour toutx ∈ A, on a∢x(ξ ,ξ ′) = ∢T(ξ ,ξ ′) ∈
D(Θ(ξ ),Θ(ξ ′)). En particulier si∢T(ξ ,ξ ′) = π , alorsξ etξ ′ sont opposés.

Dans le cas des espaces symétriques Aut(X) agit transitivement sur les couples
de points du bord opposés, de types donnés.

Points visuellement presque opposés. Si X est un immeuble affine, siξ−,ξ+ ∈ ∂∞X
sont visuellement presque opposés enx ∈ X, alors ils sont effectivement opposés
en x : plus précisément, en notantτ et τopp les types respectifs deξ− et ξ+, si
∢x(ξ−,ξ+)> max(D(τ,τopp)−{π}) alorsx∈ Fξ−ξ+ (par rigidité des angles).

Dans les espaces symétriques on a la propriété analogue plus faible suivante.

Proposition 2.12 Soitτ ∈ ∂C etτopp le type oppośe. Pour tout D> 0, il existeε > 0
tel que pour tousξ−,ξ+ ∈ ∂∞X de types respectifsτ et τopp, et pour tout x∈ X, si
∢x(ξ−,ξ+)≥ π − ε alors d(x, Fξ−ξ+)≤ D.

DémonstrationSinon il existeD > 0 et pour toutk ∈ N un pointxk ∈ X et ξ+
k ,ξ−

k
dans∂∞X de types respectifsτ etτopp tels que∢xk(ξ

−
k ,ξ+

k )→ π etd(xk,Fξ−
k ξ+

k
)≥D.

Pourk assez grand,Fξ−
k ξ+

k
est non vide (car∢x(ξ−,ξ+) > max(D(τ,τopp)−{π})

implique∢T(ξ−,ξ+) = π). Soityk la projection dexk surFξ−
k ξ+

k
. Quitte à appliquer

des automorphismes, on peut supposer que les suitesyk, ξ−
k et ξ+

k sont constantes,
respectivement égales ày, ξ− et ξ+. Soit zk ∈ [xk,y] tel qued(zk,y) = D. On a
∢xk(y,ξ

−)≤∢zk(y,ξ
−)≤ π

2 et∢xk(y,ξ
+)≤∢zk(y,ξ

+)≤ π
2 . Comme∢xk(ξ

−,ξ+)≤
∢xk(y,ξ

−)+∢xk(y,ξ
+), on a donc∢zk(y,ξ

−)→ π
2 ainsi que∢zk(y,ξ

+)→ π
2 . Quitte

à extraire on azk → zavecd(z,Fξ−ξ+) = D > 0 et∢z(ξ−,ξ+) = π , impossible. ⊓⊔

Ombres vues de l’infini.

Proposition 2.13 Soit ξ ∈ ∂∞X et r une ǵeod́esique telle que r(+∞) = ξ . Notons
ξ− = r(−∞). Les ombres Oξ−(r(t),D), avec t∈ R et D> 0, forment une base de
voisinages deξ dans(∂∞X)τ , où τ est le type deξ .

DémonstrationOn a clairement toujoursOξ−(r(t),D) ⊂ (∂∞X)τ . Soitx= r(0). Les
ombresOx(r(t),D), avect ∈R

+ etD > 0, forment une base de voisinages deξ dans
∂∞X, par définition de la topologie des cônes. Soientt ∈ R∗

+ et D > 0. On vérifie
facilement queOξ−(r(t), 1

2D) ⊂ Ox(r(t),D). Soit ε > 0 donné par la proposition
2.12. Soit 0<D′ ≤ tan(ε) t. AlorsOx(r(t),D′)∩(∂∞X)τ est inclus dansOξ−(r(t),D).
En effet siξ ′ est dansOx(r(t),D′)∩Gξ , alors

∢x(r(t),ξ ′)≤ ∢̃x(r(t),ξ ′)≤ arctan(D′/t)≤ ε

D’après la proposition 2.12, commeξ ′ est de même type queξ etξ− de type opposé,
on a alorsd(x,Fξ−ξ ′)≤ D, c’est-à-direξ ′ ∈ Ox(r(t),D). ⊓⊔
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12 Anne Parreau

2.2.5 Isoḿetries

Dans les immeubles affines complets, on a le résultat suivant (qu’on utilisera de
manière cruciale en section 4).

Théorème 2.14[Par2, Th́eor̀eme 4.1]) Soit X un immeuble affine complet. Il existe
K > 0 tel que pour tout g∈Aut(X) et pour tout x∈X, on a d(x,Min(g))≤Kd(x,gx).
En particulier g est semisimple.

Dans les espaces symétriques, la situation n’est pas si simple mais la décomposi-
tion de Jordan va nous permettre d’établir quelques propriétés dont on aura besoin en
section 4.

On suppose désormais queX est un espace symétrique.

Décomposition de Jordan.On renvoie à [Ebe, 2.19] pour plus de détails et pour
le rapport avec la décomposition de Jordan usuelle dans le groupe linéaire, via la
représentation adjointe deG= Aut(X).

Si r est une géodésique deX et t ∈R, il existeg∈ G, appelétransvectionle long
der de longueurt, réalisant le transport parallèle le long der der(s) à r(s+ t), voir
[Hel, IV, thm 3.3 et remarque]. Sit 6= 0 on a Min(g) = Fr . De plus [Ebe, Prop. 4.1.4]
le centralisateurZG(g) deg dansG agit transitivement sur Min(g). On dit queg∈ G
esthyperboliquesi g est une transvection [Ebe, 2.19.21].

On dira queg∈ G estunipotentsi l’adhérence de sa classe de conjugaison dans
G contient l’identité [Ebe, 2.19.27]. Alors on a clairementℓ(g) = 0.

Pour toutg∈ G, il existe une unique décompositiong= heudansG, appelée la
décomposition de Jordandeg, telle quee, hetu sont respectivement elliptique, hyper-
bolique et unipotent, et commutent deux à deux [Ebe, 2.19.24]. On vérifie aisément
que sih= id alorsℓ(g) = 0.

Isoḿetries des espaces symétriques.Soitg∈ Aut(X). Soitg= heula décomposition
de Jordan deg. Notonsϕ = euetFg = Min(h), qui est stable parh, eetu. Si ℓ(g)> 0
on noter une géodésique translatée parh (alorsFg = Fr ).

Proposition 2.15 On suppose queℓ(g) > 0. En restrictionà Fg = Cr × r on a h=
(id, ℓ(g)), ϕ = (ϕ ,0) et g= (ϕ , ℓ(g)). En particulierℓ(g) = ℓ(h) et g poss̀ede des
points fixes attractif et ŕepulsifà l’infini, qui sont les extŕemit́es de r.

DémonstrationSur Min(h) = Fr on ah= (id, ℓ(h)) avecℓ(h)> 0, ϕ = (ϕ ′, t). On a
alors 0= ℓ(ϕ) =

√
ℓ(ϕ ′)2+ t2, donct = 0 etϕ ′ = ϕ surCr . On a doncg= (ϕ , ℓ(h))

surFg, doncℓ(g) =
√
ℓ(ϕ)2+ ℓ(h)2 = ℓ(h). On conclut par la proposition 2.6. ⊓⊔

On aura besoin en section 4 de contrôler la distance à Min(h) en fonction du
déplacement, avec le lemme suivant.

Lemme 2.16 Pour toutε > 0 il existeη > 0 tel que si x∈ X vérifie dg(x)≤ ℓ(g)+η ,
et y est la projection de x sur Fg, alors
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Compactification d’espaces de représentations 13

1. d(gy,hy)≤ ε.
2. d(x,Min(h))≤ ε

DémonstrationC’est trivialement vrai siℓ(g) = 0, car alorsh= id etFg = Min(h) =
X. Supposons queℓ(g) > 0, et soitε > 0. Le point 1 découle dedg(y) ≤ dg(x) et
dg(y) =

√
ℓ(g)2+d(gy,hy)2 (proposition 2.15).

Pour le point 2, on raisonne par l’absurde. Sinon il existe une suitexk ∈ X telle
quedg(xk) → ℓ(g) et d(xk,Min(h)) ≥ ε. On noteyk la projection dexk sur Min(h).
Alors d(hyk,gyk)→ 0. Fixonsy∈ Min(h). Comme le commutateurZG(h) deh agit
transitivement sur Min(h), on peut choisirzk ∈ZG(h) telle quezkyk = y. Soitx′k = zkxk

et gk = zkgzk
−1. Alors gky→ hy. Soit rk le rayon géodésique issu dey et passant par

R

Min(h)
C

ℓ(g)

x′k

y hy

gky

gkx′k

x′k, etr ′k = gkrk. Alors quitte à extrairerk → r avecr orthogonal à Min(h) eny, etr ′k →
r ′ avecr ′ orthogonal à Min(h) enhy. Pour 0< t < ε fixé etk suffisamment grand, on
aℓ(gk)≤ d(rk(t), r ′k(t))≤ d(x′k,gkx′k). Or ℓ(gk) = ℓ(g) etd(x′k,gkx′k) = dg(xk)→ ℓ(g).
On a doncd(r(t), r ′(t)) = ℓ(g) = d(y,hy). Par conséquent, la géodésique passant par
r(t) et r ′(t) est parallèle à celle passant pary ethy, qui est translatée parh. On a donc
r(t) ∈ Min(h), ce qui est impossible carr est orthogonal à Min(h). ⊓⊔

2.3 Cônes asymptotiques

On renvoie par exemple à [KlLe, 2.4] pour les résultats rappelés et non démontrés
dans cette section.

Ultrafiltres. Voir [Bou, Ch. 1]. Dans tout cet article,ω désigne un ultrafiltre surN,
plus fin que le filtre de Fréchet. c’est-à-dire une mesure deprobabilité finiment ad-
ditive définie sur toutes les parties deN, à valeurs dans{0,1}, nulle sur les parties
finies. Une suite(xk)k∈N dans un espace topologique quelconqueE admetx ∈ E
comme limite suivant l’ultrafiltreω (ω-limite) si pour tout voisinageV dex dansE,
on axk ∈V pourω-presque toutk. Cette limite est l’une des valeurs d’adhérences de
la suite(xk), et elle est unique siE est séparé. On notera alors limω xk = x ouxk →ω x.
Une suite contenue dans un compact admet toujours uneω-limite. Lesω-limites des
suites réelles sont prises dans le compact[−∞,+∞]. On dit qu’une suitexk dansR est
ω-majorée (resp.ω-bornée) si limω xk <+∞ (resp. si−∞ < limω xk <+∞). On note
=ω la relation d’équivalence “égalitéω-presque partout”.
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14 Anne Parreau

Ultraproduits. On utilisera dans la section 3 le formalisme suivant.
Si E est un ensemble, on noteraE∗ sonultraproduit, c’est-à-dire l’ensemble des

suites d’éléments deE, modulo=ω . On note[[xk]] la classe de la suite(xk)k∈N modulo
=ω . L’ensembleE se plonge canoniquement dansE∗ via les suites constantes. On
identifieraE et son image lorsque cela n’engendre pas de confusion. SiE et F sont
deux ensembles et si( fk)k∈N est une suite d’applications deE dansF , on note[[ fk]]
l’application qui à[[xk]] ∈ E∗ associe[[ fk(xk)]] ∈ F∗.

Si F est un espace topologique compact, on note limω fk : E∗ −→ F l’application
[[xk]] 7→ limω fk(xk). C’est la composée de limω : F∗ −→ F et de[[ fk]].

Ultralimites d’espaces ḿetriques point́es. Soit (Xk,dk,∗k)k∈N une suite d’espaces
métriques pointés. On note

X′ = {(xk)k∈N ∈ ∏
k∈N

Xk | dk(∗k,xk) est bornée} ,

l’ensemble des suitesω-bornées. Il est muni de la pseudo-distancedω définie par
dω((xk),(yk)) = limω dk(xk,yk). Le quotient deX′ par la relation “être à pseudo-
distancedω nulle” est un espace métrique(Xω ,dω), pointé en∗ω = [∗k], appeléultra-
limite de la suite(Xk,dk,∗k)k∈N. Pour(xk) ∈ X′, on note[xk] le point deXω assocíe.
Si Ak ⊂ Xk on note[Ak] = {[xk] ; (xk) ∈ X′ et∀k,xk ∈ Ak}.

Proposition 2.17 L’espace ḿetrique Xω est complet. [KlLe, Lemma 2.4.2] ⊓⊔

Cônes asymptotiques d’un espace métrique. On se fixe désormais un espace métrique
X, une suite∗k ∈ X, et une suiteλk ∈ R∗

+, avecλk → +∞. On se donne également
un groupeG agissant par isométries surX. Le cône asymptotiquede X, suivantω ,
par rapport à lasuite de points d’observation(∗k)k∈N et à lasuite de scalaires(λk)k

est par définition l’ultralimite(Xω ,dω ,∗ω) de la suite d’espaces métriques pointés
(Xk,dk =

1
λk

d,∗k)k∈N. Remarquons que siX est euclidien, alorsXω est isométrique à
X (car il existe des applications deX dans lui-même envoyant un point donné sur∗k

et d sur 1
λk

d).

SoitX′ un autre espace métrique, et une suite∗′k ∈ X′. NotonsX′
ω le cône asymp-

totique de(X′,(∗′k),(λk). Une suite d’applications isométriquesfk : X′ −→ X est
dite ω-bornée si fk(∗′k) est ω-bornée dansX. Alors on peut définir sonω-limite
fω : X′

ω −→ Xω , notée aussi[ fk], par fω ([xk]) = [ fk(xk)]. Elle est isométrique.
En particulier, siX′ =R, une suiterk :R−→X de géodésiques deX estω-bornée

si la suite 1
λk

d(∗k, rk(0)) estω-borné. Sonω-limite s’identifie àrω : t 7→ rk(λkt)] et
c’est une géodésique deXω .

On noteG′ l’ensemble des suites(gk)k∈N d’éléments deG telles quedk(∗k,gk∗k)
estω-borné. Pour(gk) ∈ G′, on note[gk] : [xk] 7→ [gkxk] l’isométrieassocíeedeXω .
On noteGω le sous-groupe de Is(Xω ) formé par ces isométries.

Cônes asymptotiques d’espacesCAT(0). On suppose désormais queX est CAT(0).

Proposition 2.18 1. Le ĉone asymptotique Xω estCAT(0).
2. Les ǵeod́esiques de Xω sont lesω-limites des ǵeod́esiques de X.
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Compactification d’espaces de représentations 15

3. Pour tous xω = [xk], yω = [yk] et zω = [zk] dans Xω , on a

∢̃xω (yω ,zω ) = lim
ω

∢̃xk(yk,zk) et ∢xω (yω ,zω )≥ lim
ω

∢xk(yk,zk).

4. Soit rk une suiteω-bornée de ǵeod́esiques et rω = [rk]. La projection orthogonale
sur rω est laω-limite de la suite des projections orthogonales sur rk.

DémonstrationLe point 1 et 2 découlent du lemme 2.4.4 de [KlLe].
La première assertion du point 3 est facile à voir en regardant les triangles de com-

paraison dans le plan (car les angles sont inchangés par homothéties). La deuxième
en découle. En effet soienty′ω =

[
y′k
]

et z′ω =
[
z′k
]

avecy′k ∈]xk,yk] et z′k ∈]xk,zk]. On
a ∢̃x′k

(y′k,z
′
k) ≥ ∢x′k

(y′k,z
′
k) et∢xk(yk,zk) = ∢xk(yk,zk) pour toutk. Donc en passant à

la limite suivantω on a∢̃x′ω (y
′
ω ,z

′
ω) ≥ limω ∢xk(yk,zk). On conclut en passant à la

limite poury′ω → xω etz′ω → xω .
Le point 4 découle du fait que les angles augmentent (point 3). ⊓⊔

Bordà l’infini. Il est clair que lesω-limites de rayons asymptotes restent asymptotes.
À toute suite(ξk)k dans∂∞X on peut donc associer un pointξω = [ξk] dans∂∞Xω ,
défini de la manière suivante. Soitrk une suiteω-bornée de rayons deX tels que
ξk = rk(∞) et rω = [rk]. Alors ξω = rω (∞). Tous les points de∂∞Xω sont de cette
forme.

Longueur de translation.Le lemme suivant se vérifie aisément.

Lemme 2.19 Soit gk une suiteω-bornée dansIs(X) et gω = [gk]. On a

1. limω
1
λk

dgk = dgω

2. limω
1
λk
ℓ(gk)≤ ℓ(gω).

3. [Min(gk)]⊂ Min(gω).
4. Si 1

λk
d(∗k,Min(gk)) estω-borné, alorsMin(gω ) 6= /0 et limω

1
λk
ℓ(gk) = ℓ(gω) ⊓⊔

Cônes asymptotiques d’espaces symétriques et d’immeubles.On suppose dorénavant
queX est ou bien un espace symétrique, ou bien un immeuble affine,et queG est un
sous-groupe fermé du groupe des automorphismes deX. On se fixe un plat maximalA
deX, de groupe de WeylW et une chambre de WeylC deA. Une suitefk :A−→X de
plats maximaux marqués estω-bornée si la suitefk(0) l’est, et sonω-limite est alors
l’application isométrique[ fk] : A −→ Xω , α 7→ [ fk(λkα)]. On noteAω l’ensemble
desω-limites des suitesω-bornées de plats maximaux marqués deX.

Théorème 2.20 (Kleiner-Leeb [KlLe]) Le ĉone asymptotique Xω , muni du syst̀e-
me d’appartements marquésAω , est un immeuble affine complet, de type(A,W).
Le groupe Gω agit sur Xω , par automorphismes. Si G agit cocompactement sur X,
alors Gω agit transitivement sur Xω . Si G agit transitivement sur les plats maximaux
marqúes de X, alors Gω agit transitivement surAω . ⊓⊔

On termine par deux propriétés du type des segments dont onaura besoin par la
suite, et qui se vérifient aisément.
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16 Anne Parreau

Proposition 2.21 Pour tous xω = [xk] et yω = [yk] de Xω , on a dansC

δ (xω ,yω) = lim
ω

1
λk

δ (xk,yk) .

⊓⊔

Proposition 2.22 Soit rω une ǵeod́esique de Xω . Il existe une suite(rk) ω-bornée de
géod́esiques de X de type constantΘ(rω ) telle que[rk] = rω . Si G agit cocompac-
tement sur X et transitivement sur les plats maximaux marqués de X, alors Gω agit
transitivement sur les ǵeod́esiques de Xω de type donńe. ⊓⊔

3 Cônes asymptotiques d’espaces symétriques : Modèle alǵebrique

SoitK un corps valué ou bien égal àR ouC ou bien ultramétrique (la valuation n’est
alors pas nécessairement discrète). On note| | la valeur absolue deK. On noteX(K)
ouX l’espace associé àG= SLn(K) (voir section 2.2.2).

Cette section est consacrée à montrer que tout cône asymptotique deX(K) s’iden-
tifie àX(Kω) (théorème 3.21), pour un corps valué non archimédien adhocKω qu’on
construit préalablement (dont la valeur absolue prend toutes les valeurs réelles).

La preuve repose sur l’utilisation du modèle des “bonnes normes” de volume 1
surKn pourX(K), qu’on expose au préalable en section 3.2.

3.1 Pseudo-valeurs absolues et pseudo-normes

On commence par clarifier quelques notions de base qu’on va utiliser plusieurs fois
par la suite. SoitF un corps etE un espace vectoriel surF.

Définition 3.1 (Pseudo-valeur absolue)On appellerapseudo-valeur absoluesurF
une application| | : F−→ [0,+∞] telle que pour tousa,b dansF on a

1. |0|= 0
2. |ab|= |a| |b| (lorsque|a| , |b|<+∞)
3. |a+b| ≤ |a|+ |b|

On dira que| | estultramétriquesi elle vérifie en outre|a+b| ≤ max(|a| , |b|).
Si le corpsF est muni d’un ordre total≤, on dira que| | estcompatibleavec

l’ordre si pour tousa,b∈ F tels que 0≤ b≤ a, on a|b| ≤ |a|.
Une pseudo-valeur absolue| | est unevaleur absoluesi elle vérifie|a| < +∞ et

|a|= 0⇒ a= 0. On dira qu’elle esttriviale si |a|= 1 pour touta 6= 0.

Proposition 3.2 On suppose que(F,≤) est un corps totalement ordonné et que| |
est une pseudo-valeur absolue surF compatible avec l’ordre.

1. Si| | est ultraḿetrique, alors pour tous a,b≥ 0 dansF, on a

|a+b|= max(|a| , |b|)
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Compactification d’espaces de représentations 17

2. Si| | est triviale sur le sous-corps premier deF, alors elle est ultraḿetrique. ⊓⊔

DémonstrationLa première assertion est claire. Soienta,b≥ 0 dansF. On peut sup-
poser queb≤ a. On a alors 0≤ a+b≤ 2a donc|a+b| ≤ |2a|= |2| |a|= |a|. ⊓⊔

On suppose désormais queF est muni d’une pseudo-valeur absolue| |. On dé-
montre sans difficultés les résultats suivants.

Proposition 3.3 (Corps valúe assocíe) NotonsF′ = {a ∈ F | |a| < +∞} et F0 =
{a∈ F | |a| = 0}. AlorsF′ est un sous-anneau deF et F0 est un id́eal maximal de
F′. La pseudo-valeur absolue| | passe au quotient en une valeur absolue sur le corps
quotientF/| | = F′/F0.

Si le corpsF est muni d’un ordre total≤ compatible avec| |, alors≤ passe au
quotient en un ordre total sur le corpsF/| | compatible avec| |. ⊓⊔

Définition 3.4 (Pseudo-norme)On appellerapseudo-normesurE (compatible avec
| |) une applicationη : E −→ [0,+∞] telle que pour tousv,v′ ∈ E et a∈ F on a

1. η(0) = 0
2. η(av) = |a|η(v) (lorsque cela a un sens)
3. η(v+ v′)≤ η(v)+η(v′)

On dira queη estultramétriquesi on a en outreη(a+b) ≤ max(η(a),η(b)).
On dira queη est unenormesi | | est une valeur absolue et siη vérifie en outre
η(v)<+∞ et η(v) = 0⇒ v= 0.

Soitη une pseudo-norme surE (compatible avec| |).

Proposition 3.5 (Espace vectoriel norḿe assocíe)On a deux sous-F′ modules E′ =
{v∈ E | η(v) <+∞} et E0 = {v∈ E | η(v) = 0}. La structure passe au quotient en
une structure deF/| |-espace vectoriel sur E/η = E′/E0, et η passe au quotient en
une norme sur E/η compatible avec| |. ⊓⊔

On utilisera également la propriété analogue suivante.

Proposition 3.6 Soit A une alg̀ebre norḿee surF et N une pseudo-norme sur A sous-
multiplicative. Notons A′ = {u ∈ A | N(u) < +∞} et A0 = {v ∈ A | N(u) = 0}. La
structure passe au quotient en une structure deF/| |-algèbre surA/N = A′/A0, et η
passe au quotient en une norme sous-multiplicative sur A/N compatible avec| |. ⊓⊔

Définition 3.7 (Pseudo-norme d’endomorphismes)On définit lapseudo-norme Nη
sur End(E) assocíeeà η par

Nη (u) = inf {M ∈ [0,+∞] ; ∀v∈ E,η(u(v))≤ Mη(v)}

On vérifie que c’est une pseudo-norme sous-multiplicativesur End(E).
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18 Anne Parreau

3.2 EspaceX = N 1(V) des bonnes normes de volume 1

On expose ici la construction de l’espaceX associé à SLn(K) comme espace de
normes surKn (voir aussi [Par2]).

On noteV =Kn et ε = (ε1, . . . ,εn) sa base canonique.
Dans le cas oùK=R ouC, on dira qu’une normeη surV est unebonnenorme si

elle esteuclidienne, c’est-à-dire si elle est de la formev 7→
√

q(v), oùq est une forme
quadratique siK = R, hermitienne siK = C, définie positive surV. On dira qu’une
basee= (e1, . . . , en) deV estadapt́eeà η si elle estorthogonalepour η , c’est-à-

dire si on aη(∑n
i=1aiei) =

√
∑n

i=1 η(ei)2 |ai |2 pour tousa1, . . . , an dansK. La bonne
normecanoniqueη0 deV est la norme provenant du produit scalaire canonique.

Dans le cas oùK est ultramétrique, Une baseedeV est diteadapt́eeà une norme
ultramétriqueη si on aη(∑n

i=1aiei) = max
i=1...n

η(ei) |ai | pour tousa1, . . . , an dansK.

On dira queη estadaptablesi elle admet une base adaptée. (ce qui est toujours le
cas siK est un corps local [GoIw]). Unebonnenorme est une norme ultramétrique
et adaptable. La bonne normecanoniqueestη0 : (a1, . . . , an) 7→ max

i=1...n
|ai |.

On dit qu’une bonne normeη est devolume1 si on a∏n
i=1η(ei) = 1 pour toute

base(e1, . . . , en) deV adaptée àη , de déterminant 1. On noteN 1(V) l’espace des
bonnes normes de volume 1 surV.

Le groupeG = SLn(K) agit naturellement surN 1(V) par g.η = η ◦ g−1 pour
g ∈ SLn(K) et η ∈ N 1(V). Le stabilisateur deη0 est SO(n) si K = R, le groupe
SU(n) si K = C, et SLn(O) si K est ultramétrique etO = {a∈ K, |a| ≤ 1} est son
anneau des entiers.

Dans le cas oùK= R ouC, l’espaceN 1(V) s’identifie à l’espace symétriqueX
associé à SLn(K) (voir 2.2.2). Dans le cas oùK est ultramétrique, l’espaceN 1(V)
est alors un immeuble affine (voir par exemple [Par2]), qui s’identifie à l’immeuble
de Bruhat-TitsX de SLn(K), voir les théorèmes 2.11 et 2.11bis (dans l’appendice) de
[BrTi3].

Rappelons maintenant quelques propriétés dont on aura besoin par la suite.

Plats maximaux marqúes. Le plat maximal modèle deN 1(V) est identifié à

A= {(α1, . . . , αn) ∈ R
n, ∑αi = 0}

muni de la métrique euclidienne canonique deRn. Soit e une base deV de déter-
minant 1. Le plat maximal marquéfe : A −→ N 1(V) de N 1(V) assocíe à e est
défini par :η = f (α) est adaptée àe et η(ei) = e−αi pour i = 1. . .n. Tous les plats
maximaux marqués deN 1(V) sont de cette forme. Pour toutg ∈ SLn(K), on ag◦
fe = fge.

Les distances d et d∞. Si η ,µ ∈ N 1(V) ete est une base adaptée commune, alors

d(η ,µ) =

√
n

∑
i=1

∣∣∣∣log
µ
η
(ei)

∣∣∣∣
2

. (5)
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Compactification d’espaces de représentations 19

Un autre distance naturelle plus simple surN 1(V) est

d∞(η ,µ) = sup
v6=0

∣∣∣∣log
µ
η
(v)

∣∣∣∣ .

Les distancesd et d∞ sont équivalentes, car [Par2, prop. 3.12]

d∞ ≤ d ≤
√

n d∞ surN 1(V). (6)

Estimations.SoitN=Nη0 la norme sur End(V) associée àη0. Pour toutg∈SLn(K),
on a sup

v6=0

g.η0
η0

(v) = N(g−1) et donc

d∞(η0,g.η0) = max
{

logN(g), logN(g−1)
}

≤ (n−1) logN(g)
(7)

Le lemme suivant sera utilisé en section 3.6.

Lemme 3.8 Soitη ∈ N 1(V) et g∈ SLn(K). On a

d∞(η ,g.η)≤ log
(

1+e2d∞(η0,η) max
{

N(g− id), N(g−1− id)
})

.

DémonstrationPour toutv∈V non nul, on ag.η(v)≤ η(v)+η((g−1− id)v), et en
posanth= g−1− id on a

η(hv)≤ ed∞(η0,η)η0(hv)≤ ed∞(η0,η)N(h)η0(v)≤ e2d∞(η0,η)N(h)η(v)

donc sup
v6=0

g.η
η (v)≤ 1+e2d∞(η0,η)N(g−1− id). On conclut en échangeantη etg.η . ⊓⊔

On se fixe d́esormais un ultrafiltre ω sur N plus fin que le filtre de Fréchet
(voir 2.3) et une suiteλ = (λk)k∈N dans[1,+∞[ telle queλk → ∞.

3.3 Le cône asymptotiqueKω du corps valuéK

Proposition 3.9 On munit l’ensemble

Kω = {(ak) ∈K
N | |ak|1/λk est borńe}

/ limω |ak−bk|1/λk=0

de l’addition et de la multiplication termèa terme. On plongeK dansKω via les
suites constantes. Pour aω = [ak] dansKω , on note

|aω |ω = lim
ω

|ak|1/λk

AlorsKω est un corps et| |ω est une valeur absolue ultramétrique surKω , triviale
surK. Ce corps valúe sera appeĺe lecône asymptotiquede(K, | |) par rapportà la
suite de scalaires(λk).

Dans le cas òuK= R, on peut d́efinir une relation d’ordre total surKω par

aω ≤ bω ⇔ ak ≤ bk ω-presque partout

Alors | |ω est compatible avec l’ordre.
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20 Anne Parreau

Remarque 3.10On notera que, sidk désigne la distance surK induite par la valeur

absolue| |
1

λk etdω désigne la distance surKω induite par la valeur absolue| |ω , alors
l’espace métrique pointé(Kω ,dω ,0) est l’ultralimite des espaces métriques pointés
(K,dk,0) (en particulierKω est complet).

DémonstrationOn utilise la description alternative deKω via l’ultraproduitK∗ de
K. On munitK∗ des opérations termes à terme, ce qui en fait un corps. Poura∗ =
[[ak]] ∈K∗ on définit|a∗|ω = limω |ak|1/λk dans[0,+∞]. La relation≤ surR∗ définie
par

[[ak]]≤ [[bk]] si et seulement siak ≤ bk ω-presque partout

fait deR∗ un corps totalement ordonné.
D’après la proposition 3.3, et la proposition 3.2, il suffitde prouver que| |ω est

une pseudo-valeur absolue surK∗, triviale surK, compatible avec l’ordre siK = R.
On le vérifie sans difficulté. On a alors clairement que(Kω , | |ω) est le corps valué
canoniquement associé au corps pseudo-valué(K∗, | |ω ). ⊓⊔

Remarque 3.111) Pour toutaω = [ak] ≥ 0 dansRω , il existe un unique élément
positif deRω de carréaω , qui est

√
aω =

[√
ak
]
.

2) Pour tousa1
ω , . . . ,a

n
ω dansRω , on a
∣∣∣∣
√

∑n
i=1(a

i
ω)

2

∣∣∣∣
ω
= max

i=1...n

∣∣ai
ω
∣∣ω (8)

(cela découle de
∣∣√aω

∣∣ω =
√
|aω |ω et |aω +bω |ω = max(aω ,bω) pouraω ,bω ≥ 0).

3.4 Cône asymptotique de l’espace vectoriel norméV

L’espace vectorielV =Kn est muni de sa norme canoniqueη0 (voir section 3.2).

Remarque 3.12Si vk = (a1
k, . . . ,a

n
k) dansV = Kn, on vérifie sans difficulté (par (8)

dans le cas archimédien) que

lim
ω

η0(vk)
1/λk = max

i
lim

ω

∣∣ai
k

∣∣1/λk (9)

Proposition 3.13 On note

Vω = {(vk) ∈VN | η0(vk)
1/λk est borńe}

/ limω η0(vk−v′k)
1/λk=0

Alors l’addition et la multiplication termèa terme d́efinissent une structure deKω-
espace vectoriel sur Vω . Pour vω = [vk] dans Vω , on note

ηω
0 (vω) = lim

ω
η0(vk)

1/λk

Alors ηω
0 est une norme ultraḿetrique sur Vω , compatible avec| |ω . Cet espace vec-

toriel normé sera appeĺe le cône asymptotiquede (V,η0) par rapport à la suite de
scalaires(λk).
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Compactification d’espaces de représentations 21

DémonstrationOn utilise l’ultraproduitV∗ deV, muni des opérations terme à terme,
ce qui en fait un espace vectoriel surK∗. Pourv∗ = [[vk]] ∈ V∗ on définitηω

0 (v∗) =
limω η0(vk)

1/λk dans[0,+∞]. D’après la proposition 3.5 il suffit de prouver queηω
0

est une pseudo-norme surV∗ compatible avec| |ω . On le vérifie sans difficulté. On a
alors clairement que(Vω ,ηω

0 ) est l’espace vectoriel normé canoniquement associé à
(V∗,ηω

0 ). Il est clair queηω
0 est ultramétrique par la remarque 3.12. ⊓⊔

On notevω = [vk] le vecteur deVω défini parv∗ = [[vk]] ∈V ′.

Identification avec(Kω )
n. La proposition suivante découle de la remarque 3.12

Proposition 3.14 Pour i= 1. . .n, soitε i
ω = [εi ]. Alors εω = (ε i

ω )i=1...n est une base
de Vω . Elle induit un isomorphisme d’espace vectoriels normés entre Vω = (Kn)ω
muni deηω

0 et (Kω )
n muni de la bonne norme canonique. Plus préciśement, pour

tout vω de Vω de coordonńees(a1
ω , . . . ,a

n
ω) dans la baseεω , on a

ηω
0 (vω ) = max

i=1...n

∣∣ai
ω
∣∣ω

On identifiera dorénavant ces deux espaces, et on les noteraKn
ω .

3.5 Cône asymptotique de End(V) et de SLn(K)

L’algèbre End(V) est munie de la normeN associée àη0.

Proposition 3.15 (Ĉone asymptotique deEnd(V)) On note

End(V)ω = {(uk) ∈ End(V)N | N(uk)
1/λk est borńe}

/ limω N(uk−u′k)
1/λk=0

Les oṕerations termèa terme d́efinissent une structure deKω -algèbre surEnd(V)ω .
Pour uω = [uk] dansEnd(V)ω , on note

Nω (uω) = lim
ω

N(uk)
1/λk

Alors Nω est une norme ultraḿetrique sous-multiplicative surEnd(V)ω , compatible
avec| |ω . Cette alg̀ebre norḿee sera appelé le cône asymptotiquede (End(V),N)
par rapportà la suite de scalaires(λk).

DémonstrationDe même qu’avant, il suffit de prouver queNω(u∗) = limω N(uk)
1/λk

définit une pseudo-norme sous-multiplicative sur End(V)∗ compatible avec| |ω (voir
proposition 3.6). On le vérifie sans difficulté. ⊓⊔

Définition 3.16 (Cône asymptotiqueSLn(K)ω de SLn(K)) Si U ⊂ End(V) on note
Uω = {[uk] | ∀k∈ N,uk ∈U}. Alors GL(V)ω est un groupe pour la loi induite par la
composition, et SLn(K)ω est l’un de ses sous-groupes.
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22 Anne Parreau

Identification deEnd(V)ω avecEnd(Vω). On rappelle queVω = (Kω)
n est muni de

la bonne norme canoniqueηω
0 . L’algèbre End(Vω)≃ Mn(Kω) est munie de la norme

Nω = Nηω
0

, qui vérifie

Nω((a
i j
ω )i j ) = max

i j

∣∣∣ai j
ω

∣∣∣
ω

Proposition 3.17 Soit uω = [uk] ∈ End(V)ω . On peut lui associer uω ∈ End(Vω)
défini par

uω : [vk] 7→ [uk(vk)] .

On note(ai j
ω )i j la matrice de uω dans la base canonique, et(ai j

k )i j la matrice de uk
dans la base canonique, pour tout k. On a

1. Nω(uω) = Nω (uω).
2. det(uω) = [detuk].

3. ai j
ω =

[
ai j

k

]
pour tous i, j.

DémonstrationVérifions tout d’abord queuω est bien défini. Notonsu∗ = [[uk]] ∈
End(V)∗. On aNω (u∗) < +∞. Notonsu∗ : [[vk]] 7→ [[uk(vk)]] l’endomorphisme de
V∗ associé àu∗, qui est clairement bien défini.

On noteNω la pseudo-norme sur End(V∗) associée à la pseudo-normeηω
0 surV∗.

Montrons qu’on aNω(u∗) = Nω(u∗). En effet, pour toutv∗ deV∗,

ηω
0 (u∗(v∗))≤ Nω (u∗)ηω

0 (v∗), (10)

doncNω (u∗)≤ Nω (u∗). Soitvk ∈V tel queη0(vk) = 1 etη0(vk)≥ 1
2N(uk)η0(vk). Si

v∗ = [[vk]] ∈V∗ on aηω
0 (u∗(v∗))≥ Nω(u∗)ηω

0 (v∗), et doncNω (u∗)≥ Nω (u∗).
Par conséquentu∗ conserveV ′ et V0. Doncu∗ passe bien au quotient en un en-

domorphisme deVω = V ′/V0, qui est clairementuω . De plus, siNω (u∗) = 0, alors
uω = 0 dans End(Vω) par (10). Doncuω ne dépend que de[uk] dans End(V)ω . ⊓⊔

Corollaire 3.18 1. L’application

ψ :
End(V)ω −→ End(Vω)

uω 7→ uω

est un isomorphisme deKω -algèbres norḿees.
2. Elle induit un isomorphisme de groupesψ : SLn(K)ω −→ SLn(Kω). ⊓⊔

Remarque 3.191) Soit G un sous-groupe algébrique de SLn défini surK et G =
G(K). CommeK ⊂ Kω (via les suites constantes), on peut considérer le groupe
G(Kω), et on a alorsψ(Gω)⊂ G(Kω).

2) SoitΓ un groupe de type fini, etSune partie génératrice deΓ . Soitρk : Γ −→
G(K) une suite de représentations telles queN(ρk(s))

1
λk est borné pour touts∈ S.

Alors la suiteρk induit une représentationρω : Γ −→ Gω définie parρω(γ) = [ρk(γ)]
pour toutγ deΓ . Par la remarque précédenteψ ◦ρω est alors une représentation de
Γ dansG(Kω)⊂ SLn(Kω).
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Compactification d’espaces de représentations 23

3.6 Cône asymptotique deX et immeuble de SLn(Kω ).

PourF = K ou Kω , on rappelle qu’on noteX(F) l’espace associé à SLn(F), qu’on
identifie àN 1(Fn) (voir section 3.2). On notera aussiX =X(K). On note(Xω ,∗ω ,dω)
le cône asymptotique de(X,η0,dk =

1
λk

d).

Proposition 3.20 On peut d́efinir une action naturelle deSLn(K)ω sur l’immeuble
Xω (par automorphismes) par

([gk] , [ηk]) 7→ [gk ·ηk] .

DémonstrationSoit (gk) une suite dans SLn(K). Par la formule (7) de la section 3.2
on a queN(gk)

1/λk ω-borné équivaut à1
λk

d(η0,gkη0) ω-borné. Alorsg′ω : [ηk] 7→
[gk ·ηk] définit bien un automorphisme deXω (voir section 2.3).

Il reste à voir que si limω N(gk− id)1/λk = 0 alorsg′ω = idXω . Soit alorsηω = [ηk]
dansXω . D’après le lemme 3.8, on a

1
λk

d∞(ηk,gkηk)≤ log

(
1+e

2
λk

d∞(η0,ηk)
max

{
N(gk−id)

1
λk ,N(g−1

k −id)
1

λk

})

Or 1
λk

d∞(η0,ηk) estω-borné et, comme limω N(gk− id)
1

λk = 0, on a également que

limω N(g−1
k − id)

1
λk = 0. Donc 1

λk
d∞(ηk,gkηk)→ω 0, etg′ωηω = ηω . ⊓⊔

On noteψ : SLn(K)ω −→ SLn(Kω) l’isomorphisme du corollaire 3.18.

Théorème 3.21L’application

ϕ :
Xω(K) −→ X(Kω)

[ηk] 7→ limω η1/λk
k

définit un isomorphisme d’immeubles affines,ψ-équivariant.

DémonstrationMontrons tout d’abord queϕ est bien définie. Pour toute suiteη∗ =
[[ηk]] dansX∗ on peut définirηω : V∗ 7→ [0,+∞] par ηω([[uk]]) = limω ηk(uk)

1/λk.
On voit facilement queηω est une pseudo-norme ultramétrique surV∗.

Soientη∗ = [[ηk]] et µ∗ = [[µk]] dansX∗. On considère la pseudo-distanced∞
ω

surX∗ définie pard∞
ω (η∗,µ∗) = limω

1
λk

d∞(ηk,µk). Elle est équivalente àdω par la
formule (6). On suppose qued∞

ω (η∗,µ∗)<+∞. Soitv∗ = [[vk]] ∈V∗. Pour toutk, on
a dansR

0≤ e−d∞(ηk,µk)µk(vk)≤ ηk(vk)≤ ed∞(ηk,µk)µk(vk)

Par conséquent, on a dansR∗

0≤ [[e−d∞(ηk,µk)]] [[µk(vk)]]≤ [[ηk(vk)]]≤ [[ed∞(ηk,µk)]] [[µk(vk)]]

et en prenant la pseudo-valeur absolue| |ω de chaque terme, on obtient dans[0,+∞]

0≤ e−d∞
ω (η∗,µ∗)µω(v∗)≤ ηω (v∗)≤ ed∞

ω (η∗,µ∗)µω(v∗) . (11)
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24 Anne Parreau

Supposons maintenant qued∞
ω (η∗, [[η0]]) < +∞. En appliquant (11) àµ∗ = ηω

0 ,
on voit queηω(v)<+∞ si et seulement siηω

0 (v)<+∞ et queηω (v) = 0 si et seule-
ment siηω

0 (v) = 0. Doncηω passe bien au quotient en une norme ultramétrique
sur Vω , qu’on notera égalementηω . La formule (11) implique également que si
d∞

ω (η∗,µ∗) = 0, alorsηω = µω . Par conséquentηω ne dépend que du pointηω = [ηk]
deXω défini parη∗.

On a donc vérifié que l’application[ηk] 7→ limω η1/λk
k est bien définie deXω dans

l’espaceN (Vω) des normes ultramétriques surVω .
Il est clair queϕ estψ-équivariante. Comme SLn(K)ω agit transitivement sur les

appartements marqués deXω , et SLn(Kω) agit transitivement sur les appartements
marqués deX(Kω), il suffit maintenant de montrer que, sif ω

ε : A−→ Xω est l’appar-
tement marqué canonique[ fε ], on aϕ ◦ f ω

ε = fεω .
Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ A. Notonsηk = fε (λkα). Soit aω = (a1

ω , . . . ,a
n
ω ) dans

Kn
ω avecai

ω =
[
ai

k

]
. Dans le cas oùK= R ouC, on a

ϕ( f ω
ε (α))(aω ) =

∣∣[ηk(a
1
k, . . . , an

k)
]∣∣ω =

∣∣∣∣
[√

∑n
i=1eλkαi

∣∣ai
k

∣∣2
]∣∣∣∣

ω

=

∣∣∣∣
√

∑n
i=1

[
eλkαi

] [∣∣ai
k

∣∣]2
∣∣∣∣
ω
= max

i=1...n
eαi

∣∣ai
ω
∣∣ω = fεω (α)(aω )

d’après (8). Le cas oùK est ultramétrique est clair. ⊓⊔

4 Vecteur de translation

Dans cette section, on suppose queX est un espace symétrique ou un immeuble
affine complet (voir section 2.2, dont on reprend les hypoth`eses et notations). On
introduit levecteur de translation v(g) d’un automorphismeg deX de manière géo-
métrique, comme un raffinement de la longueur de translation ℓ(g). On établit ensuite
des propriétés de continuité dev, la continuité asymptotique (Proposition 4.4).

4.1 Vecteur de translation d’une isométrie

Soit g ∈ Aut(X). Si Min(g) 6= /0, ce qui est toujours le cas siX est un immeuble
(théorème 2.14), le typeδg(x) = δ (x,gx) du segment joignantx ∈ Min(g) à gx est
constant (car deux géodésiques translatées parg sont parallèles donc dans un même
plat maximal). Levecteur de translationdeg est alors par définitionv(g) = δ (x,gx)
pour un (tout) pointx ∈ Min(g). On peut le définir plus généralement pour toutg
grâce au résultat suivant.

Proposition 4.1 Soit X un espace symétrique et g∈ Aut(X). L’adhérence dansC de
{δ (x,gx), x∈X} contient un unique segment de longueur minimale, qu’on notev(g),
et qu’on appellevecteur de translationde g.
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Compactification d’espaces de représentations 25

DémonstrationOn a infx∈X ||δ (x,gx)||= ℓ(g). L’existence est claire, montrons l’uni-
cité. Soitg = heu la décomposition de Jordan deg et ε > 0. Soit η donné par le
lemme 2.16. Six ∈ X est tel quedg(x) ≤ ℓ(g) + η et si y est la projection dex
sur Min(h), alors la proposition 2.10 entraı̂ne que

∣∣∣∣δg(x)− δg(y)
∣∣∣∣ ≤ 2d(x,y) ≤ 2ε

et
∣∣∣∣δg(y)− δh(y)

∣∣∣∣ ≤ d(gy,hy) ≤ ε. On en déduit que
∣∣∣∣δg(x)− δh(y)

∣∣∣∣ ≤ 3ε, ce qui
conclut carδh(y) ne dépend pas dey∈ Min(h). ⊓⊔

Remarques 1. La notion de vecteur de translation est plus fine que celle de lon-
gueur de translation (carℓ(g) = ||v(g)||).

2. v est invariant par conjugaison, et pour toutg, on av(gk) = kv(g) pour toutk∈N.
3. Dans le cas des espaces symétriques, on av(g) = v(h) oùh est la partie hyperbo-

lique dans la décomposition de Jordan deg (d’après la preuve de la proposition
4.1). Cet invariant coı̈ncide donc avec laprojection de Jordandeg (i.e. la projec-
tion deh surC, voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.4]).

Exemple Dans le cas oùX est l’espace symétrique associé àG = SLn(R), on peut
choisirC= {(α1, . . . ,αn) ∈ Rn ∑n

i=1 αi = 0, α1 ≥ . . .≥ αn} et pourg∈ G de valeurs
propresλ1(g), . . .,λn(g) on a alors

v(g) = (log|λ1(g)| , . . . , log|λn(g)|)

Propriét́es fonctorielles.Si X est euclidien, alors on aC=A= X, et toutg∈ Aut(X)
est une translation de vecteurv(g).

Supposons queX = X1×X2 est le produit de deux espaces symétriques ou im-
meubles affinesXi . SoitGi = Aut(Xi). SoientA1, A2 les plats maximaux deX1 et X2

tels queA = A1⊕A2, etC1 etC2 les chambres de Weyl fermées deA1 etA2 telles
queC = C1 +C2. Soit vi : Gi −→ Ci la fonction vecteur de translation deXi . Alors
tout automorphismeg deX est de la forme(g1,g2) où gi ∈ Gi , et, d’après la section
2.2.3, on a

v(g) = v1(g1)+ v2(g2). (12)

SoitX′ un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble deX. SoitG′ =Aut(X′).
Soit C

′
une chambre de Weyl fermée deX′. Soit vX′ : G′ −→ C

′
la fonction vecteur

de translation deX′. Si g∈ Aut(X) préserveX′ et g′ = g|X′ est un automorphisme de
X′, alors d’après la section 2.2.3 on a

v(g) =Θ(vX′(g′)) (13)

Proposition 4.2 La fonction v: G−→ C est continue.

Remarques 1. Ceci entraı̂ne que, lorsqueX n’a pas de facteur euclidien, la lon-
gueur de translation est continue sur Is(X)0 . Cette propriété n’est pas vraie pour
tous les espaces métriques CAT(0). Par exemple, dans le plan euclidien, les trans-
lations non nulles sont limites de rotations.

2. PourG = SLn(R), il s’agit de voir que la liste des modules des valeurs propres,
en ordre décroissant, dépend continûment de la matrice,ce qui est bien connu.

Nous allons donner maintenant une démonstration purementgéométrique de la
continuité dev, reposant sur la dynamique des isométries sur∂∞X.
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26 Anne Parreau

DémonstrationSoit gk → g dansG. Montrons que quitte à extrairev(gk)→ v(g).
Si ℓ(g) = 0, alors, par semi-continuité supérieure deℓ, on aℓ(gk) → 0 et donc

v(gk)−→ 0, ce qui conclut.
Dans le cas oùd(Min(gk),x0) reste borné, ce qui est toujours le cas quandX est

un immeuble affine (théorème 2.14), cela découle aisément du lemme 2.1 et de la
proposition 2.11.

On peut donc supposer queX est un espace symétrique et queℓ(g) > 0. Cela
découle alors du résultat plus fort suivant.

Lemme 4.3 Soit X un espace symétrique et gk → g dansAut(X) avecℓ(g)> 0. On
noteξ+ etξ− les points fixes attractif et répulsif de g dans∂∞X (cf. remarque 2.5) et
F = Fξ−ξ+ . Alors pour k suffisamment grand il existeξ+

k et ξ−
k oppośes dans∂∞X,

de m̂eme types queξ+ etξ−, tels que

1. ξ+
k → ξ+ et ξ−

k → ξ−.
2. En notant Fk = Fξ−

k ξ+
k

, on a Fk → F pour la topologie de Hausdorff pointée.

3. gk fixeξ+
k et ξ−

k , et, si gk = (g′k, tk) sur Fk =Ck×R, on aℓ(g′k)→ 0 et tk → ℓ(g).
4. v(gk)→ v(g).
5. En notantξ+

gk
le point fixe attractif de gk dans∂∞X, on a∢T(ξ+

k ,ξ+
gk
)→ 0, ξ+

gk
∈

∂∞Fk et ξ+
k est l’unique point de de m̂eme type queξ+ dans l’adh́erence de la

facette ouverte de∂∞X contenantξ+
gk

.

En particulier, si v(g) est ŕegulier alorsMin(gk)→ Min(g).

Démonstration (Lemme 4.3)Soit p ∈ F et D > 0. Il existe une boule topologique
ferméeB telle queξ+ ∈ B̊ etB⊂ Oξ−(p,D) (voir section 2.2.4). D’après la proposi-

tion 2.7, il existeN ∈ N tel quegN(Oξ−(p,D))⊂ B̊.
Notonshk = gN

k et h= gN. On ahk → h et ℓ(h) = Nℓ(g)> 0, Fh = Fg = F et ξ+

et ξ− sont les points fixes attractif et répulsif deh.
On ah(B) ⊂ B̊. Comme l’action deG = Aut(X) surGξ+ est continue, il existe

K ∈ N tel que pourk≥ K, on ahk(B)⊂ B. Commehk est continue surB, elle admet
alors un point fixeξ+

k dansB (donc de même type queξ+) par le théorème de Brou-
wer. Quitte à extraireξ+

k → z dansB, fixé parh. Commeξ+ est le seul point fixe de
h dansB (proposition 2.7), on az= ξ+. De même, il existeξ−

k ∈ ∂∞X fixé parhk, de
même type queξ−, tel queξ−

k → ξ−. La proposition 2.12 entraı̂ne alors queFk → F.
On note(g′, t) la décomposition deg surF = C×R. Alors t = ℓ(g) et ℓ(g′) = 0

(proposition 2.15). La décomposition deh surF = C×R est alors(h′,s) avech′ =
(g′)N et s= Nt. En notant(h′k,sk) la décomposition dehk sur Fk = Ck ×R, on a
alors queh′k → h′ et sk → s. Doncℓ(h′) = Nℓ(g′) = 0 et limsupℓ(h′k) ≤ ℓ(h′), donc
ℓ(h′k)→ 0.

Nous pouvons maintenant montrer le point 4. SoitCk une chambre de Weyl
fermée deFk et C

′
k la chambre de Weyl fermée deCk telle queCk = C

′
k ×R. No-

tonsvFk : Aut(Fk) −→ Ck et vCk : Aut(Ck) −→ C
′
k les fonctions vecteur de transla-

tion. D’après (12) et (13), on avFk(hk) = vCk(h
′
k)+sk etv(hk) =Θ(vFk(hk)). Comme

Θ(sk) → v(h) et vCk(h
′
k) → 0, on en déduit quev(hk) → v(h), carΘ est continue.

Doncv(gk) =
1
N v(hk)→ 1

N v(h) = v(g).
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Compactification d’espaces de représentations 27

Pourk suffisamment grand, le point fixe attractifξ+
gk

de gk existe carℓ(gk) > 0
(par ce qui précède) (cf. remarque 2.5), et il coı̈ncide avec celui dehk = gN

k . Les
deux premières assertions du point 5 découle de la proposition 2.8 (appliquée àhk),
car ℓ(h′k) → 0. La troisième assertion en découle par les propriétésdes immeubles
sphériques. En effet, notonsτ le type deξ+. Le type deξ+

hk
est τk = ∂v(gk), qui

tend vers∂v(g) = τ dansC. Donc pourk assez grandτ est dans l’adhérence de la
facette ouverte deC contenantτk. Il existe donc un unique pointαk de de typeτ
dans l’adhérence de la facette ouverte de∂∞X contenantξ+

gk
. Alors ∢T(ξ+

gk
,αk) =

∢(τk,τ)→ 0, donc∢T(αk,ξ+
k )→ 0, et∢T(αk,ξ+

k ) est dans l’ensemble finiD(τ,τ),
doncαk = ξ+

k pourk assez grand.
Il ne reste qu’à montrer le 3. Commegk fixe l’adhérence de la facette contenant

ξ+
gk

, on obtient -enfin- quegk fixe ξ+
k . De même, on a quegk fixe ξ−

k . On a alors
h′k = (g′k)

N et sk = Ntk, ce qui conclut. ⊓⊔

4.2 Continuité asymptotique du vecteur de translation

Soit ω un ultrafiltre surN plus fin que le filtre de Fréchet. Soit(λk)k∈N une suite de
réels positifs tendant vers+∞, et (∗k)k une suite de points deX. Soit (Xω ,∗ω ,dω) le
cône asymptotique de(X,∗k,

1
λk

d)k suivant l’ultrafiltreω (voir section 2.3).

Proposition 4.4 Soit(gk) une suite dans G telle quelimω
1
λk

d(∗k,gk∗k) < +∞. Soit

gω = [gk] l’isométrie de Xω assocíee. Alors 1
λk

v(gk)→ω v(gω) dansC.

DémonstrationCommençons par le cas où1λk
d(Min(gk),x0) reste borné, ce qui est

toujours le cas quandX est un immeuble affine complet d’après le théorème 2.14,
qui se traite simplement de manière analogue à la preuve dela continuité dev. Alors
limω

1
λk

d(Min(gk),∗k) < +∞. Soit xk dans Min(gk) tel que limω
1
λk

d(xk,∗k) < +∞.
Soitxω = [xk]. Le lemme 2.19 entraı̂ne quexω ∈Min(gω). Par conséquentδgω (xω ) =
v(gω). D’après la proposition 2.21, on aδgω (xω ) = limω

1
λk

δgk(xk), doncv(gω) =

limω
1
λk

v(gk).
Supposons maintenant queX est un espace symétrique. CommeXω est un im-

meuble affine complet (théorème 2.20), on sait quegω fixe un point ou translate
une géodésique (théorème 2.14). On voit facilement quelimω

1
λk
ℓ(gk) ≤ ℓ(gω). Par

conséquent, sigω fixe un point, on a limω
1
λk
ℓ(gk)= ℓ(gω)= 0, donc, comme||v(gk)||=

ℓ(gk) pour toutk, on a limω
1
λk

v(gk) = 0, ce qui conclut. On peut donc supposer
dorénavant quegω translate non trivialement une géodésiquerω de Xω . Quitte à
conjuguer chaquegk, on peut supposer pour simplifier que la suite∗k est constante
égale àx0. Soit r une géodésique deX telle quer(0) = x0, de même type querω .
Alors il existe une suite(hk) dansG telle que limω

1
λk

d(x0,hkx0) < +∞ et hω = [hk]

envoie[r] : t 7→ [r(λkt)] sur rω (proposition 2.22). Quitte à conjuguer chaquegk par
hk, on peut donc supposer querω = [r]. Notonsξ+ = r(+∞), ξ− = r(−∞).

Lemme 4.5 (Contraction des ombres)Pour tous D, t,ε dans]0,+∞[, on a

gk(Oξ−(r(0),D)) ⊂ Oξ−(r(t),ε) pourω-presque tout k.
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28 Anne Parreau

DémonstrationOn raisonne par l’absurde. Sinon, il existeD, t,ε > 0 et une suitezk

dans∂∞X aveczk ∈ Oξ−(r(0),D) et gkzk /∈ Oξ−(r(t),ε) ω-presque partout. Soitσk

une géodésique deξ− à zk telle qued(r(0),σk(0)) ≤ D. Alors les géodésiquesrω
et σω = [σk] deXω sont confondues sur]−∞,0], car elles sont asymptotes en−∞ et
dω(rω (0),σω(0)) = limω

1
λk

d(r(0),σk(0)) = 0.

≤ D

zk

∗ω gω∗ωr(0)

σk

gkσk gω σω
σω

ξ−
rωr

On a donc∢∗ω (rω (+∞), gωσω (+∞)) = 0. Donc, comme le passage au cône
asymptotique augmente les angles (proposition 2.18), on a∢r(t)(ξ+,gkzk)→ω 0 (car
[r(t)] = ∗ω ). Par conséquent∢r(t)(ξ−,gkzk) →ω π , et doncd(r(t),Fξ−,gkzk

) →ω 0
par la proposition 2.12. Or par hypothèsed(r(t),Fξ−,gkzk

)≥ ε pourω-presque toutk,
contradiction. ⊓⊔

Fin de la preuve de la proposition 4.4.Soit D > 0. L’ombre Oξ−(r(0),D) est un
voisinage deξ+ dans son orbiteGξ+. CommeGξ+ est une variété, elle contient
donc une boule topologique euclidienneB contenantξ+ dans son intérieur. Comme
les ombresOξ−(r(t),ε), t,ε > 0, forment une base de voisinages deξ+ dansGξ+

(proposition 2.13), il existet > 0 etε > 0 tels queOξ−(r(t),ε)⊂B. D’après le lemme
4.5, on a alors, pourω-presque toutk, quegk(B) = B donc quegk admet un point fixe
ξ+

k dansOξ−(r(t),ε) par le théorème de Brouwer (cargk est continue surB).
Commeξ+

ω = [ξ+
k ] est un point de∂∞Xω opposé à[ξ−] = rω (−∞) et fixé pargω ,

qui translaterω , il est nécessairement égal àrω (+∞) = [ξ+] (proposition 2.3). On
peut donc supposer, quitte à conjuguer chaquegk, queξ+

k = ξ+, c’est-à-dire quegk

fixe ξ+ pour ω-presque toutk. On peut aussi supposer (en échangeant les rôles de
ξ+ et ξ−) quegk fixe ξ− pourω-presque toutk.

Pourω-presque toutk, on a alors quegk préserve le faisceauFξ−ξ+ = Fr =Cr × r
et gk agit dessus comme(g′k, tk) (voir section 2.1). Soitpk = gkx0 et qk sa projection
surr. Alors qk = tkx0. Par la proposition 2.18, on a queqω = [qk] est la projection de

x0 tk

g′kx0

Cr

gkx0

rqk

gω∗ω surrω . Orgω∗ω ∈ rω , donc on aqω = gω∗ω . Par conséquent1λk
d(x0,g′kx0)→ω
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Compactification d’espaces de représentations 29

0, et donc limω
1
λk
ℓ(g′k) = 0. On en déduit que limω 1

λk
δ (x0, tkx0) = δ (∗ω ,gω∗ω) =

v(gω).
SoitCF une chambre de Weyl fermée deF = Fr etCC la chambre de Weyl fermée

deC=Cr telle queCF = CC×R. NotonsvF : Aut(F)−→ CF etvF : Aut(C)−→ CC

les fonctions vecteur de translation. D’après (12) et (13), on avF(gk) = vC(g′k)+ tk et
v(gk) =Θ(vF(gk)). Or on vient de voir que limω 1

λk
vC(g′k) = 0 et que limω Θ( 1

λk
tk) =

v(gω), donc,Θ étant continue, on a1λk
v(gk)→ω v(gω). ⊓⊔

Remarque 4.6 On a en fait démontré de plus les propriétés suivantes. On suppose
queℓ(gω) > 0. Soit rω un axe degω et ξ−

ω et ξ+
ω ses extrémités. On note (pourk

suffisamment grand)ξ+
gk

etξ−
gk

les points fixes attractif et répulsif degk dans∂∞X (cf.
remarque 2.5), etξ+

k (resp.ξ−
k ) l’unique point de typev(gω) (resp.v(gω)

opp) dans
l’adhérence de la facette ouverte de∂∞X contenantξ+

gk
(resp.ξ−

gk
). On a :

1. ξ+
ω = [ξ+

gk
] et ξ−

ω = [ξ−
gk
].

2. Il existe une suiteω-bornée de géodésiquesrk deξ−
k àξ+

k telle querω = [rk]. En
particuliergkrk est parallèle àrk et 1

λk
d(rk,gkrk)→ω 0.

En particulier, siv(gω) est régulier alors[Min(gk)] = Min(gω).

5 Compactification

SoitΓ un groupe infini de type fini, discret. SoitK un corps local (notons queK est
ou bienR ouC, ou bien ultramétrique). On suppose queG est un groupe réductif sur
K et queX est l’espace associé, c’est à dire qu’on reprend les hypothèses et notations
de la section 2.2.2. On notex0 un point-base deX.

5.1 Espaces de représentations et quotient

On considère l’ensemble, noté R ou R(Γ ,G) des représentations deΓ dansG, muni
de la topologie de la convergence simple. SiS est une partie génératrice finie de
Γ , l’espace R s’identifie à un sous-ensemble fermé deGS par l’applicationρ 7→
(ρ(s))s∈S. L’espace R est métrisable, à base dénombrable, localement compact. Le
groupeG agit continûment sur R par conjugaison.

L’espace topologique quotient usuel R/G n’étant en général pas séparé, on le
remplace par son plus gros quotient séparéX = R�G, qui peut être décrit, comme
nous allons le voir, soit comme le quotient de R par une relation d’équivalence na-
turelle∼, soit plus explicitement comme une rétraction sur un sous-espace naturel
Rcr/G de R/G (la semisimplification).

Repŕesentations complètement ŕeductibles.On dit queρ ∈ R estcompl̀etement ŕe-
ductible(cr) si, pour toutα ∈ ∂∞X fixé parρ , il existeβ ∈ ∂∞X, opposé àα, égal-
ement fixé parρ . Cette notion, introduite par J.P. Serre [Serre] pour les actions sur
des immeubles sphériques et les groupes algébriques réductifs, est peu restrictive. On
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30 Anne Parreau

renvoie à [Par5] pour une étude géométrique et d’autrescaractérisations naturelles.
Du point de vue algébrique cela revient à dire que pour toutsous-groupe parabolique
P deG contenantρ(Γ ), il existe un sous-groupe de Levi deP contenantρ(Γ ) [Serre,
3.2.1]. Les représentations Zariski-denses sont cr. Dansle cas oùG = GLnK, une
représentation est cr si et seulement si l’action linéaire surKn associée est semi-
simple.

Si la caractéristique du corpsK est nulle, alorsρ est cr si et seulement si la
composante neutre de l’adhérence de Zariski deρ(Γ ) est un groupe réductif [Serre,
Proposition 4.2]. Cela équivaut par [Ric] à demander que l’orbite G ·ρ soit Zariski-
fermée dans la variété algébrique R(Γ ,G), ou encore par [Bre] que l’orbiteG·ρ soit
fermée dans R(Γ ,G).

Plus gros quotient śepaŕe. On note l’espace Rcr le sous-espace de R formé des re-
présentations cr, qui est stable sousG. On note Rcr/G l’espace quotient, muni de la
topologie quotient (dont on rappelle qu’elle coı̈ncide avec la topologie induite par
l’inclusion dans l’espace topologique quotient R/G, voir la proposition 10 de [Bou,
III, § 2]). Cet espace est à base dénombrable car R l’est.

Le résultat suivant, qui montre que Rcr/G est le plus gros quotient séparé de R
sousG, est bien connu pourK=C, et pourK=R, il résulte de [Ric], [Luna] et [RiSl].
PourK de caractéristique 0 il résulte de [Bre]. On en trouvera une démonstration
directe, qui couvre aussi le cas de la caractéristique non nulle, dans [Par5], auquel on
renvoie pour plus de détails.

Théorème 5.1 1. L’espaceRcr/G est śepaŕe et localement compact.
2. Toute orbite de G dansR contient dans son adhérence une unique orbite crπ(ρ)

(semisimplification).
3. La propríet́e G ·ρ ∩G ·ρ ′ 6= /0 définit une relation d’́equivalenceρ ∼ ρ ′ sur R.

La projection G-invarianteπ : R −→ Rcr/G est continue, et induit un homéo-
morphisme h de l’espace quotientR�G := R/∼ surRcr/G, tel queπ = h◦ p, où
p : R−→R�G est la projection canonique. En particulier,R�G (resp.Rcr/G) est
le plus gros quotient śepaŕe deR sous G (toute application continue G-invariante
f deR vers un espace sépaŕe factoriseà travers p).

On notera au passage que la topologie quotient issue de la semisimplificationπ
(utilisée dans la littérature) coı̈ncide avec la topologie quotient usuelle de Rcr/G. On
identifiera dorénavant R�G et Rcr/G (et les projectionsp et π) via h. On notera cet
espaceX (Γ ,G) ou X . On notera[ρ ] la classe deρ ∈ R pour∼. Remarquons que
l’image dansX d’un ferméG-stableF de R est un fermé (carF est stable par la
semisimplificationπ).

Lien avec le quotient alǵebro-ǵeoḿetrique. En caractéristique nulle, il est également
classique de travailler avec lequotient alǵebro-ǵeoḿetriqueR� G, qui est défini
comme l’image canonique de R dans le quotient algébro-géométrique R(Γ ,G)� G
de la variété algébrique affine R(Γ ,G) sous l’action deG.

L’espaceX = R�G considéré dans cet article est un peu “plus gros” que R�G,
dans le sens suivant. On peut identifier R(Γ ,G)�G à l’espace desG-orbites Zariski-
fermées dans R(Γ ,G), etX à l’espace desG-orbites fermées dans R. La projection
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Compactification d’espaces de représentations 31

canoniquet : R−→ R�G factorise en l’application naturelleP : G·ρ 7→ G·ρ deX

dans R�G. Cette application (continue et surjective) est fermée età fibres finies (voir
[Luna], [RiSl] pourK=R et plus généralement [Bre, 5.17] en caractéristique nulle).

Action deOut(Γ ) Le groupe Aut(Γ ) des automorphismes deΓ agit à droite, par
précomposition sur l’espace R. Cette action est continue et commute avec l’action
deG, donc induit une action de Aut(Γ ) surX . Le sous-groupe Int(Γ ) des automor-
phismes intérieurs deΓ agit trivialement surX . On obtient donc une action (par
homéomorphismes) du groupe Out(Γ ) = Aut(Γ )/Int(Γ ) surX .

On va maintenant construire une compactification deX , reposant sur la notion
de vecteur de translation développée en section 4.

5.2 Spectre marqué des vecteurs de translation

On fixe un plat maximalA deX, de groupe de Weyl vectorielW, et une chambre de
Weyl ferméeC deA. Le groupeG agit surX par automorphismes, donc le vecteur de
translationv : G−→ C est bien défini (voir section 4).

Remarque (Remplacement par les longueurs)Dans tout ce qui suit, on peut rem-
placerv : G −→ C par la longueur de translationℓ = ||v|| : G −→ R+ dansX (cf.
section 2.1). Les compactifications obtenues sont alors moins fines.

On appelleraspectre marqúe des vecteurs de translationd’une représentation

ρ :−→ G la fonction v◦ ρ : Γ −→ C. L’espaceC
Γ

est muni de la topologie pro-
duit, qui est métrisable de type dénombrable (mais pas localement compacte). Le

groupe Aut(Γ ) agit naturellement surC
Γ

. L’application V :ρ 7→ v◦ρ de R dansC
Γ

est Aut(Γ )-équivariante, invariante sous l’action par conjugaisonde G, et continue
(carv l’est, proposition 4.2). Elle passe donc au quotient en une application continue
Aut(Γ )-équivariante

V : X −→ C
Γ

[ρ ] 7→ v◦ρ
.

5.3 Le théorème de compactification

SoitPC
Γ

le projectifié deC
Γ

, c’est-à-dire l’espace topologique quotientC
Γ −{0} par

la relation d’équivalenceu≃ w si et seulement s’il existet ∈R>0 tel queu= tw. Cet
espace est séparé, à base dénombrable (mais pas localement compact). On note[w] la

classe dansPC
Γ

dew∈ C
Γ −{0}, etP : C

Γ −{0}−→ PC
Γ

la projection canonique,

qui est continue et ouverte. L’action de Aut(Γ ) surC
Γ

passe au quotient en une action

(par homéomorphismes) surPC
Γ

.

Théorème 5.2 1. Le sous-ensembleX0 = V −1(0) est un compact.
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32 Anne Parreau

2. L’application continue

PV = P◦V : X −X0 −→ PC
Γ
.

est “d’image relativement compactèa l’infini”, i.e. il existe un compactK de
X , contenantX0, tel quePV (X −K ) est relativement compact.
En particulier, elle induit une compactification (métrisable)X̃ de X , dont le

bord ∂∞X̃ = X̃ −X s’identifie à une partie dePC
Γ

, et caract́erisée par la
propriét́e suivante : une suite[ρk]k dansX converge dansX̃ vers [w] dans

∂∞X̃ ⊂ PC
Γ

si et seulement si[ρk]k sort de tout compact deX et [v◦ρk]→ [w]

dansPC
Γ

.
3. L’action naturelle deOut(Γ ) surX se prolonge contin̂ument au compactifíeX̃ ,

avec[ϕ ].[w] = [w◦ϕ−1] pour tousϕ ∈ Aut(Γ ) et w∈ C
Γ

.
4. Si[w] ∈ ∂∞X̃ , alors [w] = [v◦ρ ] avecρ une action deΓ sur un immeuble affine

∆ de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus supposer que cette
action provient d’une repŕesentation non borńeeρ : Γ −→ G(Kω), avecKω un
corps valúe ultraḿetrique et∆ un sous-immeuble de l’immeuble de Bruhat-Tits
deSLn(Kω ).

Remarques 1. La compactification obtenue ne dépend pas du choix du compactK .
Le corpsKω est complet mais sa valuation n’est pas a priori discrète (et l’immeuble
impliqué n’est pas simplicial).

2. (Un critère de rigidité) En particulier, s’il n’existepas d’action deΓ sans
point fixe global sur un immeuble affine de type(A,W), ou s’il n’existe pas de
représentationρ non bornée deΓ dansG(Kω) avecKω corps valué ultramétrique,
alors l’espaceX est compact.

3. (Injectivité du spectre) L’applicationV n’est a priori pas injective surX tout
entier, ne serait-ce que parce que toutes les représentations à valeurs dans un sous-
groupe compactK de G ont le même spectre (nul). On renvoie à [DaKi] pour des
résultats sur l’injectivité (qui n’est pas utilisée ici) du spectre des longueursL (donc
deV ) et de son projectifiéPL (donc dePV ) pour les représentations Zariski-denses
dansG semisimple, dans le cas oùK= R.

Avant de démontrer ce théorème (en section 5.6), on commence par expliquer
dans un cadre purement topologique la construction de la compactification associée à
une application définie hors d’un compact, continue, d’image relativement compacte
à l’infini.

5.4 Préliminaires topologiques sur la notion de compactification

Dans cette sectionE désigne un espace topologique quelconque.

Définition 5.3 UnecompactificationdeE est une paire(g, Ẽ ), où Ẽ est un espace
topologique compact etg : E −→ Ẽ un homéomorphisme sur son image, avecg(E )
ouvert et dense dans̃E . Le complémentaire deg(E ) dansẼ est appelé lebord (à
l’infini) deẼ et noté∂∞Ẽ .
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Compactification d’espaces de représentations 33

Remarque Pour queE admette une compactification (métrisable), il est nécessaire
qu’il soit localement compact (à base dénombrable), en particulier séparé.

On suppose désormais queE est localement compact, non compact. On pose
Ê = E ∪{∞}, muni de la topologie étendant celle deE où les complémentaires des
compacts deE forment une base de voisinages de∞. Alors (id, Ê ) est une com-
pactification deE , appeléecompactification d’AlexandroffdeE . Si E est métrisable,
dénombrable à l’infini, ou, de manière équivalente, siE est à base dénombrable, alors
Ê est métrisable.

Soit C un espace topologique séparé etf : E −→ C continue. On dira quẽf :
Ẽ −→ C continue est unprolongement de f̀a Ẽ si f̃ ◦g = f . Le prolongement est
unique s’il existe. On dit qu’une compactification(g1,E1) deE estplus finequ’une
compactification(g2,E2) deE si g2 possède un (unique) prolongement continuh àE1

(qu’on appellera lemorphisme canonique). On a alorsh(E1) = E2 eth(∂∞E1) = ∂∞E2.
Les compactificationsE1 etE2 sontisomorphes(i.e. E1 est plus fine queE2 etE2 est
plus fine queE1) si et seulement sih est un homéomorphisme. La compactification
d’Alexandroff est la compactification la moins fine.

Compactifier hors d’un compact.SoitK un compact deE etF le complémentaire
de ˚K dansE . Soit (h,F̃ ) une compactification deF . Soit Ẽ l’espace topologique
obtenu en recollantK et F̃ sur le fermé∂K au moyen deh|∂K , etg l’application
deE dansẼ , égale à id surK et àh surF . On voit facilement que(g, Ẽ ) est une
compactification deẼ , dite induitepar (h,F ), dont le bord∂∞Ẽ s’identifie à celui
deF̃ . Si (h,F̃ ) provient (par restriction) d’une compactification(g, Ẽ ) deE , alors
la compactification deE induite par(h,F̃ ) est isomorphe à la compactification de
départ(g, Ẽ ).

Compactification induite par une application continue(voir aussi [MoSh]). SoitC
un espace topologique séparé etf : E −→ C continue d’image relativement com-
pacte. SoitÊ = E ∪{∞} le compactifié d’Alexandroff deE . Soit g : E −→ Ê ×C
l’application continuex 7→ (x, f (x)), et Ẽ l’adhérence deg(E ), qui est compacte, et
de la formeẼ = g(E )∪ ({∞}×B) avecB⊂C. Alors (g, Ẽ ) est une compactification
deE , dite assocíeeà ou induite par f, dont le bord s’identifie àB ⊂ C. SoitC′ un
autre espace topologique séparé eth : C−→C′ continue. Alorsf ′ = h◦ f induit une
compactification(g′, Ẽ ′) deE moins fine queẼ .

Plus généralement, supposons quef : E −→C est seulement définie sur le com-
plémentaireE −A d’une partie relativement compacteA deE , continue, et d’image
relativement compacte à l’infini, i.e il existe un compactK deE tel que f (E −K )
est relativement compact dansC. Alors, d’après ce qui précède, pour tout compact

K de E contenantA dans son intérieur avecf (E − ˚K ) compact, f définit une
compactificationF̃ deF = E − ˚K , donc une compactificatioñE deE , dite induite
par f . Cette compactification ne dépend pas du choix deK (à isomorphisme près).

Si E et C sont à base dénombrable, alorsẼ est métrisable. Une suitexk de E

converge dans̃E versb dans∂ Ẽ identifié àB⊂ C si et seulement sixk sort de tout
compact deE et f (xk)→ b dansC.
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34 Anne Parreau

5.5 Fonctions de déplacement

On introduit maintenant quelques outils supplémentairesvenant de la géométrie CAT(0),
dont on aura besoin en section 5.6 pour démontrer le théor`eme de compactification.

Soit S une partie génératrice finie deΓ , et ||·||S la longueur des mots surΓ as-
sociée. On voitρ : Γ −→ G comme une action deΓ surX (l’espace CAT(0) associé
à G). On appellefonction de d́eplacementde ρ (relativement à la partie génératrice
S) et on notedρ la fonction convexe continue

dρ : X −→ R+

x 7→
√

∑s∈Sd(x,ρ(s)x)2

On appelleminimum de d́eplacementdeρ (relativement à la partie génératriceS) et
on noteλ (ρ) le nombre réel positif

λ (ρ) = inf
x∈X

dρ(x),

qui est un invariant de conjugaison. La fonctionλ : R−→ R+ va nous permettre de
contrôler les représentations partant à l’infini dans lequotientX , et de renormaliser
le spectre des vecteursV .

Proposition 5.4 Pour toutρ ∈ R, on a ℓ ◦ρ ≤ λ (ρ)||·||S surΓ . ⊓⊔

Pour tout réel positifD, notons RD = {ρ ∈ R | dρ(x0) ≤ D}, qui est un compact
de R (car l’action deG surX est propre), etXD = p(RD), qui est un compact deX .
On démontre facilement la propriété suivante.

Proposition 5.5 Il existe L> 0 tel que, pour tout D> 0, si λ (ρ)< D, alors il existe
g∈ G tel que g·ρ ∈ RD+L. En particulier[ρ ] est dans le compactXD+L. ⊓⊔

Remarque On peut en fait montrer queλ est continue sur R et passe au quotient en
une fonction continue propre surX , voir [Par5, Proposition 25].

5.6 La démonstration du théorème de compactification 5.2

On commence par établir une version un peu plus faible, qui décrit le comportement
asymptotique d’une suite de représentations partant à l’infini dansX .

Théorème 5.6Soit (ρk)k∈N une suite dansR telle queλk = λ (ρk) → +∞. Alors,

quitte à extraire, 1
λk

v◦ ρk → w dansC
Γ

, avec w= v◦ ρ où ρ est une action deΓ
sur un immeuble affine∆ de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus
supposer que cette action provient d’une représentationρ non borńee deΓ dans
G(Kω) ⊂ SLn(Kω), où Kω est un corps valúe ultraḿetrique et que∆ est un sous-
immeuble de l’immeuble de Bruhat-Tits deSLn(Kω), préserv́e par G(Kω).

En particulier, w n’est pas identiquement nul.
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Compactification d’espaces de représentations 35

DémonstrationCommeG agit cocompactement surX, quitte à conjuguer chaque
représentationρk, on peut supposer qu’il existe un pointxk deX, à distance bornée
parM > 0 dex0, tel quedρk(xk)≤ λ (ρk)+

1
i . Soitω un ultrafiltre surN, plus fin que

le filtre de Fréchet. On considère le cône asymptotiqueXω de (X,x0,
1
λk

d) suivant

l’ultrafiltre ω (voir section 2.3). C’est un immeuble affine complet de type(A,W)
(cf. Thm 2.20). Pour toutγ deΓ , on ad(x0, ρk(γ)x0)≤ ||γ||Sdρk(x0)≤ ||γ||S(λ (ρk)+
1
i +2M

√
|S|). donc 1

λk
d(x0,ρk(γ)x0) est borné pourk ∈ N. On peut donc considérer

l’action asymptotiqueρω deΓ surXω , qui est définie parρω(γ)[xk] = [ρk(γ)xk] pour
tousγ deΓ et [xk] deXω . Pour toutyω = [yk] ∈ Xω , on adρω (yω) = limω

1
λk

dρk(yk),
doncdρω (yω) ≥ 1, avec égalité siyω = [xk] = [x0]. Donc ρω n’a pas de point fixe
global dansXω .

Commev passe continûment au cône asymptotique (proposition 4.4), pour tout
γ deΓ , on a 1

λk
v(ρk(γ))→ω v(ρω(γ)) dansC. En particulier il existe une sous-suite

extraite de1
λk

v◦ρk convergeant versv◦ρω dansC
Γ

.
Dans le cas oùK = R ou C, on peut supposer queG est un sous-groupe fermé

auto-adjoint de SLn(K). En particulierX est un sous-espace totalement géodésique
passant parx0 de l’espace symétriqueXn associé à SLn(K).

Dans le cas oùK est ultramétrique, on peut supposer queG est un sous-groupe
algébrique défini surK de SLn, et d’après le théorème de plongement de Land-
vogt [Lan, Thm. 2.2.1], l’immeuble de Bruhat-TitsX deG surK se plonge par une
isométrie équivariante parG dans l’immeuble de Bruhat-TitsXn de SLn surK. On
identifieX à son image dansXn.

Le cône asymptotiqueXω de(X,x0,
1
λk

d) suivant l’ultrafiltreω est donc un sous-

immeuble du cône asymptotiqueXnω de(Xn,x0,
1
λk

d) suivant l’ultrafiltreω . D’après
ce qui a été fait dans la section 3 (voir le corollaire 3.18 et la remarque qui suit, et
le théorème 3.21), l’action asymptotique provient en fait d’une représentationρω de
Γ dansG(Kω)⊂ SLn(Kω), oùKω est un corps valué ultramétrique et SLn(Kω) agit
sur son immeuble de Bruhat-Tits. Comme cette action n’a pas de point fixe global
dansXω , donc dansXnω , qui est un immeuble affine complet (cf. Thm 2.20),ρω(Γ )
n’est pas borné, et le spectre des longueursℓ ◦ ρω ne peut être nul [Par3, Coro. 3],
doncw= v◦ρω n’est pas nul. ⊓⊔

On en déduit immédiatement la propriété suivante, qui permet de contrôler le
spectre des longueursL (donc également celui des vecteursV ) en fonction deλ , à
l’infini de X .

Corollaire 5.7 Il existe une partie finie F deΓ , un réel c> 0 et un ŕeel D0 ≥ 0 tels
qu’on a la propríet́e suivante.

Pour toutρ ∈ R, si λ (ρ)≥ D0, il existeγ ∈ F tel queℓ(ρ(γ))> cλ (ρ).

DémonstrationSoit Fk, k ∈ N∗ une suite croissante de parties finies recouvrantΓ .
Supposons par l’absurde que pour toutk∈N∗ non nul, il existeρk ∈R tel queλ (ρk)≥
k et pour toutγ ∈ Fk on a 1

λ ℓ(ρk(γ)) ≥ 1
k . Alors 1

λ ℓ ◦ ρk → 0 dansR+
Γ , ce qui est

impossible par le théorème 5.6. ⊓⊔
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36 Anne Parreau

Remarques 1) On a donc (pourλ (ρ)≥ D0) l’encadrement

cλ (ρ)< max
γ∈F

ℓ(ρ(γ))≤ c′λ (ρ)

oùc′ = maxγ∈F ||γ||S (cf proposition 5.4).
2) Une autre conséquence directe du corollaire 5.7, que nous n’utiliserons pas,

mais qui mérite d’être signalée, est que l’applicationV : X −→ C
Γ

est propre : en

effet, siQest un compact deC
Γ

, pourD supérieur àD0 et à1
c maxγ∈F,w∈Q ||w(γ)||, on a

queλ <D surV −1(Q). DoncV −1(Q) est inclus dans le compactXD+L (proposition
5.5).

Démonstration (Fin de la preuve du théor̀eme 5.2)Nous pouvons maintenant mon-
trer l’existence du compactK tel queX0 ⊂ K etPV (X −K ) est inclus dans un
compact. SoitD0 donné par le corollaire 5.7 etL donné par la propostion 5.5. On
prend alorsK = XD pour D ≥ D0 + L. NotonsY = X −K et Y = p−1(Y ) =
R− p−1(K ). D’après le corollaire 5.7, commeρ ∈ Y impliqueλ (ρ)≥ D−L ≥ D0

(d’après la proposition 5.5), on a que1λ V(Y) ne rencontre pas l’ensemble{w ∈
C

Γ | ∀γ ∈ F, ||w(γ))|| ≤ c} qui est un voisinage de 0 dansC
Γ

(en particulierK

contientV −1(0)). Donc l’adhérenceC de 1
λ V(Y) dansC

Γ
ne contient pas 0. Or1λ V

est d’image relativement compacte, car incluse dans le compact∏γ∈Γ {u∈ C; ||u|| ≤
||γ||S} par la proposition 5.4. DoncC est un compact deC

Γ −{0}, et P(C) est un

compact dePC
Γ

, contenantP( 1
λ V(Y)) = P(V(Y)) = P(V (Y )) = PV (X −K ), ce

qui conclut.
La construction (purement topologique) de la compactification deX induite par

PV a été décrite en détail en section 5.4. Le reste des assertions du théorème 5.2
découle du théorème 5.6.

Pour l’action de Out(Γ ) : comme l’applicationPV : X −V −1(0) −→ PC
Γ

est
Aut(Γ )-équivariante, l’action de Aut(Γ ) surX se prolonge continument à̃X par

l’action naturelle surPC
Γ

. Comme Int(Γ ) agit trivialement surX , donc surX̃ ,
l’action induit une action de Out(Γ ) surX̃ par homéomorphismes. ⊓⊔

6 Représentations fid̀eles et discr̀etes

Soit Γ un groupe infini de type fini, discret, etG un groupe topologique localement
compact. On dit qu’une représentation deΓ dansG estfidèle et discr̀ete(fd) si elle
injective et d’image discrète. On note Rfd(Γ ,G) ou Rfd l’espace des représentations
fd deΓ dansG.

6.1 L’hypothèse (H)

On dira qu’un groupe abstraitΓ vérifie l’hypoth̀ese(H) s’il n’admet pas de sous-
groupe d’indice fini contenant un sous-groupe abélien distingué infini.
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Compactification d’espaces de représentations 37

Cette hypothèse n’est pas très restrictive dans notre cadre, comme le montrent les
exemples suivants.

Si Γ ′ est un groupe commensurable àΓ (c’est-à-dire siΓ ∩Γ ′ est d’indice fini
dansΓ et dansΓ ′), alorsΓ vérifie (H) si et seulement siΓ ′ vérifie (H).

SiΓ est un sous-groupe discret Zariski-dense (par exemple un r´eseau) d’un groupe
de Lie linéaire semimpleH, alorsΓ vérifie (H) par [GoMi, Lemma 1.2]. Plus gé-
néralement, ce qui suit montre que les groupes agissant proprement, par automor-
phismes, sans orbite finie au bord, sur un espace symétriquesans facteur compact
et sans facteur euclidien vérifient l’hypothèse (H). C’est par exemple le cas pour les
sous-groupes fortement irréductibles de SLn(R) (i.e. tels que tous les sous-groupes
d’indice fini sont irréductibles). Les groupes divisant des convexes fournissent beau-
coup d’exemples de tels sous-groupes (voir [Ben2]).

Proposition 6.1 On suppose que X est un espace symétrique sans facteur compact.
SoitΓ un groupe agissant proprement par automorphismes sur X, possèdant un sous
groupe ab́elien A distingúe infini. Alors il y a deux possibilités.

1. A poss̀ede uńelément parabolique non trivial. AlorsΓ admet un point fixe global
dans∂∞X.

2. A n’a que deśeléments semisimples. Alors M= ∩a∈AMin(a) est non vide, et se
décompose de manière canonique en un produit C×Rk (avec k> 0 minimal), de
telle manìere que tous leśeléments a de A opèrent sur M comme(id,a′), où a′ est
une translation deRk. Le groupeΓ stabilise M et pŕeserve∂∞R

k.

En particulierΓ a une orbite finie dans∂∞X.

Démonstration (Preuve de la proposition)Le premier point découle de [Ebe, Co-
rollary 4.4.5]. Supposons maintenant queA n’a que des éléments semisimples. La
première assertion du deuxième point découle de [BGS, Lemma 7.1]. CommeA
contient au moins un élément non elliptique (car sinonA fixe M non vide donc est
fini), alorsk 6= 0. CommeA est distingué dansΓ , le groupeΓ stabiliseM et préserve
la décompositionM =C×Rk, donc préserve∂∞R

k non vide. Or∂∞R
k est inclus dans

un appartement de∂∞X. Le groupeΓ a donc une orbite finie dans∂∞X. ⊓⊔

6.2 Fermeture

On suppose ici queΓ vérifie l’hypothèse(H) et queG est un groupe de Lie réel
linéaire.

Théorème 6.2 (Goldman-Millson)L’espaceRfd des repŕesentations fid̀eles et dis-
crètes deΓ dans G est un ferḿe de l’espaceR des repŕesentations deΓ dans G.

DémonstrationSi Rfd est non vide, alorsΓ est linéaire donc il contient un sous-
groupe sans torsionΓ ′ d’indice fini, d’après le lemme de Selberg [Alp]. AlorsΓ ′ n’a
pas de sous-groupe abélien distingué non trivial (car il vérifie (H) et n’a pas de sous-
groupe fini non trivial), donc, par Goldman-Millson [GoMi, Lemma 1.1], l’espace
Rfd(Γ ′,G) est fermé.
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38 Anne Parreau

Soit ρk ∈ Rfd, k ∈ N avecρk → ρ dans R. La restriction deρ à Γ ′ est donc fd.
Comme kerρ ∩Γ ′ = {e}, on a que kerρ est fini. Or 1∈ G n’est pas limite d’éléments
d’ordre inférieur à une constante donnée. La restriction deρk à kerρ tend vers la
représentation triviale, donc est constante à partir d’un certain rang. Commeρk est
fidèle pour toutk, on en déduit que kerρ est trivial, autrement dit queρ est fidèle.
De plus, on voit facilement qu’un sous-groupe deG contenant un sous-groupe discret
d’indice fini est discret, doncρ est discrète. ⊓⊔

6.3 Compactification

On suppose ici queΓ vérifie l’hypothèse (H), et queG est un groupe réductif réel
(voir section 2.2.2) agissant sur son espace symétrique associéX.

Comme Rfd est un fermé de R (Théorème 6.2), l’espaceXfd = p(Rfd) = (Rfd ∩
Rcr)/G est un fermé deX = Rcr/G.

La compactificationX̃ de X construite précédemment (Théorème 5.2) induit
donc une compactification (métrisable)̃Xfd deXfd (qui s’obtient en prenant simple-
ment l’adhérence deXfd dansX̃ ). Elle est munie d’une action naturelle de Out(Γ )
(carXfd est stable sous Out(Γ ), donc son adhérence aussi).

En rang 1, cela redonne (par construction) les compactifications connues, voir
[FLP], [MoSh], [Bes], [Pau1].

Si x est dans∂∞X̃fd ⊂ PC
Γ

, alorsx= [v◦ρ ], oùρ est une action sans point fixe
global deΓ sur un immeuble affine de type(A,W), sans point fixe global. Dans ce
cas, F. Paulin a démontré que cette action est à stabilisateurs de germes d’apparte-
ments virtuellement résolubles [Pau3].

Remarque En fait, on peut construire la compactification deXfd un peu plus di-
rectement, carPV est définie surXfd tout entier, et à valeurs dans un compact de

PC
Γ

. En effet, on peut montrer que siρ ∈ Rfd alorsℓ ◦ ρ 6= 0 (on peut se ramener
par semisimplification àρ cr, et cela découle alors du théorème de Burnside, voir par
exemple [Bass], [Ben]). On peut aussi montrer que la fonction λ reste supérieure à
ε > 0 sur Rfd. On montre alors de la même manière qu’en section 5.6 que1

λ V(Rfd)

est d’adhérence compacte, incluse dansC
Γ −{0}.
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donnée radicielle valuée., Pub. Math. I.H.E.S.60 (1984), 197–376.
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