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Abstract Let I' be a finitely generated group a@lbe a noncompact semisimple
connected real Lie group with finite center. We consider thace 2 (I,G) of
conjugacy classes of semisimple representatiorfs iofto G, which is the maximal
Hausdorff quotient of Horfl™,G) /G. We define théranslation vectoof g € G, with
value in a Weyl chamber, as a natural refinement of the traoslength ofg in the
symmetric space associated wi&hWe construct a compactification &f (I ,G), in-
duced by the marked translation vector spectrum, genarglithurston’s compacti-
fication of the Teichmuller space. We show that the boungaimyts are projectivized
marked translation vector spectra of actiong obn affine buildings with no global
fixed point. An analoguous result holds for any reductiveugr@ over a local field.

Keywords Moduli spaces of representationdigher teichmdiller theoryReductive
groups: Symmetric spacesEuclidean buildings Asymptotic cones

1 Introduction

Espaces de reisentations Soit/” un groupe infini de type fini. Sof un groupe de
Lie semisimple réel, connexe, non compact, de centre fimis'‘®téresse a I'espace
R(I,G) = Hom(I",G) des représentations de dansG, muni de la topologie de
la convergence simple et de I'action epar conjugaison. L'espace topologique
quotient RI",G)/G n’étant pas séparé, on le remplace par son plus grosemioti
séparéZ’ (I',G) = R(I',G) / G, que 'on peut décrire de la maniére suivante (voir
section 5.1, et [Par5]).
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On considere I'action d& par isométries sur son espace symétrique (sans facteur

compactX associé. On noté. X le bord a I'infini deX. Une représentation: I —
G est ditecompktement &ductible(cr) si pour touta € dX fixé parp, il existe
B € 0 X fixé parp et opposé & (ie. joint aa par une géodésique daK3. Cette
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propriété géométrique (introduite par J.P Serre [§eest équivalente aux notions
algébriques classiques de réductivité ou semisintplici

Lespace? (I',G) s'identifie alors naturellement au sous-espagé/RG),/G de
R(I,G)/G formé par les classes de représentations cr. Cet espacensgléré de
maniere classique dans la littérature. Il est legergntyglus gros” que le quotient
algébro-géomeétrique usuel (voir section 5.1).

On s'intéresse aussi plus spécialement au sous-espace ,G) de Z2°(IM,G)
formé des classes de représentations fideles et discret

Quelques exemplesi I est le groupe fondamental d’une surféceonnexe orien-
tée fermée, de genge> 2, etG = PSLy(R), alorsX est le plan hyperboliqué?, et
'espace de Teichmille” des structures hyperboliques (marquées)Sw&widen-
tifie naturellement & 'une des composantes connexestdé€ ,G), incluse dans
f%d(rvG)'

Sir =m(2) etG=PSL,(R), alors d'apres [Hit] et [Lab] la composante de Hit-
chin de I'espace des modules @dibrés plats suZ est une composante connexe de
Z (I,G), incluse dansZiq (I ,G), et c’est une cellule de dimensi¢g — 2) dimG.
Pourn = 3 Goldman et Choi ont montré dans [ChGo] qu’elle s'ideatifil'espace
des structures projectives réelles convexes (margséaes) surface.

Par contre, sI” est un réseau irréductible d’un groupe de Hisemisimple réel,
connexe, sans facteurs compacts, de centre fini, ave¢Harg 2, le théoreme de
super-rigidité de Margulis [Mar] entraine que I'espagg ", SL,(C)) est fini pour
toutn (voir aussi [Bass]).

Les réseaux des groupes de Lie réels semisimples (cosysaes facteurs com-
pacts, de centre finiH de rang 1 non localement isomorphes a &) (comme
Sy(n,1) pourn > 3) n'ont pas de déformations non triviales en des réseans d
H par les résultats de rigidité de Mostow [Mos]. Par corls®nt dans certains cas
de riches espaces de déformations fideles et discretssdiautres groupes, cor-
respondant par exemple aux structures confori®es SOy(n+ 1,1)) et projectives
réelles G = PGL,11(R)) marquées sur une varié#€de groupe fondamental (voir
par exemple [JoMi]).

Objectif. W. Thurston a construit une compactification de I'espace elehmuller
(voir par exemple [FLP]). Plus généralement, Morgan eti&m (voir [MoSh], [Mor],
[Chi]) puis Bestvina [Bes] et Paulin [Paul], ont génés@lia compactification de
Thurston pourZty (I, G) avecG = SQy(n, 1). Les points du bord proviennent d’ac-
tions del” sur desarbres ieels a “petits” (i.e. virtuellement cycliques) stabilisatsu
d’arétes. L'un des outils fondamentaux essjeectre margé des longueurs

Le but de ce travail est de généraliser cette compactdictgiour G de rang
supérieur ou égal a 2. La possibilité d’une telle contifiaation a &té envisagée aupa-
ravant par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin [Releftjer-Leeb, ...). En
rang supérieur ou égal a 2, il convient de remplacer leeearréels par une catégorie
plus générale d’espaces métriques,immeubles affine®u encoresuclidiens Ex-
pliguons maintenant plus en détail le résultat présdatis cet article.

Pour compactifie2”(I",G), on introduit (en section 4) un raffinement de la no-
tion de longueur de translation, Vecteur de translatiorOn se fixe une chambre de
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Weyl fermée¢ deX. On considere la projection naturefie X x X — &, qui raffine

la distance usuelle. Leecteur de translation(g) € € deg € G est I'unique vecteur

de longueur minimale dans I'adhérence{@éx,gx), x € X}. Algébriquement, c’est

la “projection de Jordan” dg [Ben]. PourG = SL,(R), cet invariant de conjugaison

est égal a la suite décroissante des logarithmes deslesodies valeurs propres de
On considére I'application suivante

—r
y. 26 —T
[p] = vop

SoitPT le projectifié daT:r, c'est-a-dire I'espace topologique quotient@j—e— {0}
par multiplication dan* , etP: T - {0} — P la projection canonique. On
démontre alors le théoreme suivant (voir theoremebL un énonce plus précis).

Théoreme 1 L'application continue
Po¥ : 2 (F,G)— 7 1(0) — PT

induit une compactificatio® (I, G) de 2 (I, G), dont le bordd., 2" (I ,G) C P
est forng de points de la forme=x [vo p], ou p est une action d€ sur un immeuble
affine (pas Bcessairement discret), sans point fixe global.

L'action du groupeOut(I") des automorphismes éxteurs del" sur 2°(I',G)

s’étend naturellemerdt 2°(I",G).

Si I n'a pas de sous-groupe d’indice fini possédant un souspgrabélien dis-
tingué infini (par exemple di est un sous-groupe discret fortement irréductible de
SLn(R)), alors le sous-espacgiq(l",G) des classes de représentations fideles et
discrétes est un fermé d& (I",G) (section 6.3). La compactification d& (I",G)
construite induit donc une compactification natur%(l’,G) de Zi(l,G). Dans
ce cas, F. Paulin a demontré que les actiprdont proviennent les points du bord
sont a stabilisateurs de germes d’appartements virtoneli¢résolubles [Pau3].

En particulier, lorsqué est un groupe de surface@t PSL,(R), ceci donne une
compactification de la composante de Hitchin. On a étudiesdParl] des exemples
de dégénérescences de structures projectives réedesoun = 3) par pliage, et
calculé les spectres limites correspondants.

Sur la structure de la preuvd.es actions sur des immeubles affines sont obtenues
par passage a des cones asymptotiques, comme dans [P§ikidle]. L'essentiel

de la difficulté consiste ici, premierement, a déemankaecontinuité du vecteur de
translation par passage a un cbne asymptotique (Prop ed deuxiemement, que le
spectre limite obtenu est non nul, fait crucial pour cetteapactification.

Cette derniere propriété est obtenue en utilisant unéteodlgébrique pour le
cbne asymptotique. On peut en effet voir I'action limitemooe provenant d’'une
représentatiomp : ' — SLy(Ky), agissant sur son immeuble de Bruhat-Tits, ou
K est un corps valug, ni localement compact, ni a valuatiseréte, obtenu a partir
deR par un procédé de passage a un cone asymptotique (santtiin ultrafiltrew).
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Cette construction est détaillée dans la section 3. Lamuiité du spectre découle
alors de I'absence de point fixe global par [Par3].

On obtient également les résultats analogues dans le dadrgroupes réductifs
sur les corps locaux non archimédiens.

2 Préliminaires

Cette section est consacrée a des préliminaires géigonés. On introduit les nota-
tions utilisées et on rappelle ou on établit les progsé&tont on aura besoin, d’abord
pour les espaces métriques GAT (section 2.1), puis plus spécifiquement pour les
espaces symétriques et lesimmeubles affines (sectiarEaf) on rappelle la notion
de cbne asymptotique d’'un espace métrique et les ptépriles cones asymptotiques
des espaces symétriques et des immeubles qu’on utilsectadqn 2.3).

2.1 Espaces métriques CKJ)

Dans cette sectioX est un espace métriqgue CAJ). On renvoie & [BrHa] comme
référence générale. Etant donmégc X, on noterdx, y| ou bienxy 'unique segment
géodesique joignant ay. Etant donnés,y,z € X avecy,z # X, on noteraix(y, )
I'angle de comparaison enentrey etz, et<ix(y,z) I'angle enx entrey etz

LespaceX se décompose canoniguement en prodgik X', ol Xy est eucli-
dien etX’ est un espace métrigue CAJ) sans facteur euclidien. Les isométries de
X préservent cette décomposition [BrHa, Thm 11.6.15]. @pelleraXy le facteur
euclidien (maximaljle X.

Le groupe I1$X) des isométries d¥ est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bornés (qui est métrisable). LorsKuest propre (i.e. si ses boules
fermées sont compactes) X9 est localement compact, et agit proprementsur
(c’est-a-dire que si € X etM > 0, alors{g € Is(X), d(x,gx) < M} est un compact).

Faisceaux.Soitr : R — X une géodésique. Liaisceau F est la réunion des géo-
désiques parallelesraC’est un sous-espace convexe et il se décompose [BrHa, Thm
[1.2.14] canoniquement en un prod@it x r, ouC, C X est un convexe €ix} x r est
une géodésique parallele dpour toutx € C;. Si X est complet, alork; etC, aussi.

2.1.1 Deplacement et longueur de translation [BrHa, 11.6].

Soitg € Is(X). On appelle fonctiode ceplacemendeg la fonction convexe

dg: X — Ry
X+ d(x,09X)

etlongueur de translatiodeg le réel positif

£(9) = inf dy(x).

xeX
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L’ ensemble minimaleg est le convexe fermé (éventuellement vide)

Min(g) = {x€ X, d(x,gx) = £(9)} -

On dit queg estsemi-simplesi Min(g) # 0, paraboliquesinon. Dans le premier cas,
ou bien si¢(g) = 0 etg posséde un point fixeg(est alors diteelliptique) ou bien
¢(g) > 0, et translate alors une géodésiggest alors ditexiale).

Si g envoie une géodésiquesur une géodésique parallele, alors le faisdgad
C: x r est stable pag etg agit dessus comm(g/,t) oug’ € Is(C;) ett € R désigne la
translatiorr (s) — r(s+t) der. On a alors Mirig) = Min(g') x r C F et

0(9) =g ) =/ 0(g)?+12. 1)

On montre facilement que pour toxie X la limite limy_; ;e %d(x, g“x) existe et
ne dépend pas dec X (voir [BrHa, 11.6.6]). Comme&d(x, gx) < dg(x) pour toutk,
on a de plus

im d(xg%) < (g @
avec égalité sjj semisimple.

On obtient aisement les propriétés suivantes.

Lemme 2.1 Soit g — g dansls(X).

1. Ona g, — dg uniformément sur les bogs de X.

2. (semicontinu@) On alimsup ¢(gk) < 4(9).

3. Soit M 'ensemble des valeurs d'a&thnce des suiteb)x dans X telles que
Xk € Min(gk) pour tout ke N. Alors M C Min(g).

En particulier, si X est propre et $ilin(gx) est non vide et res&distance borae
de x € X fixg, alors quittea extraireMin(gx) converge (pour la topologie de Haus-
dorff poinée [Gro2]) vers un sous-ensemble non vide NVvile(g). En particulier g
est semisimple €(g) = limy ¢(gy). O

2.1.2 Bord a l'infini.

On suppose désormais complet. On noter@.X le bord (& l'infini) deX et X =
XUdwX. Sir: Ry — X est un rayon géodésique, on nofeo) le point ded,X
défini parr, qu'on appellera Extremig der.

Définition 2.2 (Ombre Ox(y,D) d’une boule) Soitx € X. Pour touty € X, et pour
toutD > 0, on noterdy(y,D) I'ombre vue du point x de la bouléyBD), c’est-a-dire
'ensemble des(+), our est une géodésique issuexdeelle qued(y,r) < D.

L'espaceX est muni de la topologie des cones [BrHa, 11.8.6]. L'actimIgX)
s'étend continiment s0¢. Soienté, &’ € X. Pourx € X, on noteradx(&,¢’) I'angle
enxentreé et§’. On noteraat(&,&’) = supex <ix(€,¢’) I'angle de Titsqui est une
métrique sub.X (voir 119.4 et 9.5 dans [BrHa]). §+ et ~ sontles deux extrémités
d’une géodésique on dira que " eté ~ sontoppogset on noterdr; -+ = F; (alors

< (E7,&1) =m).
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2.1.3 Quelques propgies des isoitries relatives au bord I'infini.

Proposition 2.3 (Points fixesx I'infini d’une isom étrie axiale) Soit ge Is(X) trans-
latant (non trivialement) une@psique r. Notong ~ =r(—w) et é* =r(+»). Si
g fixe& € duX, alors<t(§~,&) + <7(&,&€™) = m. En particulier, sié est oppoga
&, alors& =&+,

DémonstrationOn a<tr(§ ™, &) = lim <) (§ ~, &) quand — —oo, voir [BrHa, Prop.
11.9.8]. Notons? = ¢(g), et x = r(0) ety = r(¢). En faisant agirg" pourn € Z
on obtient queax(&,&) = <y(E7,&) = <7 (€7,&) et<tr(&,ET) = <x(&,€T). Or
W&, &) +<x(&, &) > met<x(€,y) + <ty(x, &) < m, ce qui conclut. O

Définition 2.4 (Points attractif et répulsif) On dira queg € Is(X) a despoints
fixes attractifet répulsifa l'infini s'il existe &5, &y € d»X opposés (nécéssairement
uniques) tels que pour un (toutk X on aitgx — EJ etg *x— &g quandk — +oo.
Alors EJ et Eg* sont clairement fixés pay.

Remarque 2.5 Si g est axiale, alors les extrémités d’'un axegdeonviennent. SK

est un immeuble affine complet, ils existent donc des#&fgg> 0 par le théoreme
2.14. On verra que c'est également le cas lors{jest un espace symétrique de type
non compact (proposition 2.15).

Proposition 2.6 Soit ge Is(X) fixant deux points oppésé~ et &+ dansdoX. On
note g= (¢',t) la déecompositionde g sur E Fz-s+ =C x R.

Sion at=/(g), ou, de maréreéquivalente par (1), sit- 0 et/(g') =0, alors g
a des points fixes attractif egpulsifa I'infini, et ce son€ * et& .

DémonstrationSoitx = (x',0) dansF. Alors £d(g*x, (X, kt)) = d(X, (¢')*X), qui
tend vers 0 caf(g') = 0 par (2). Dongx — &+ etg *x — &~ quandk — . O

Proposition 2.7 Soit g ayant des points fixes attractif @pulsifé ~ et £~ a I'infini.
Pour tout xe Fy et tout D> 0, pour tout voisinage V dé* dansd.X on a pour
k suffisamment grand
g"(0s- (x,D)) CV
En particulier,& T est le seul point fixe de g dadsX qui est opposa & .

DémonstrationSoitx € Fz- ¢+ etD > 0. SoitV un voisinage dé * dansd.X. Suppo-
sons par I'absurde qu'il existe une suf)x dansO; - (x,D) et une suite croissante
(nk)k d’entiers aved,, = g™ ¢ V pour toutk. Soityy dansFs - ¢ tel qued(x,yk) < D.
Commegx — &T, on a aussg'™y, — &T, card(g™yk,g™%x) < D. Par conséquent
<W(&T,g%yk) — 0 et<ix(&,g%yk) — 1. On en déduit quetgny, (x,& ) — 0, puis
que<gny, (X, &) — T (car<guy, (£, &) = m), puis quedx(gyk, &) — 0. Comme
<x(€7, &) < <ax(&F,9™Yk) +<x(g™Yk, &), ona<ix(§*, &) — O etéy — &, contra-
diction. O

Proposition 2.8 Soit ge Aut(X) fixant deux points oppésé™,&~ € d..X. Notons
(d',t) la decomposition de g sur E Fz- ¢+ = C x R. On suppose que g pasie des
points fixes attractif etéifpulsiffgr etéy dansd.X. AIorsEJ,Eg* € O.F et

(g)

tan(<ar(&g,€7)) < —
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DémonstrationSoitx € F. CommeEJ =limp-10g"xetg(F) =F, on afg+ € OwF.
De plus<r(&y, &™) = <ax(&g, & ") = limns 1w <x(g"%, &™) et pourx = (x',0) on a
tan(<x (g%, € 1)) = 2d(X, (g)"X). Or limn 1w 2d(X, (¢)"X) < £(¢) par (2). O

2.2 Espaces symeétriques et immeubles affines
2.2.1 Geréralités

Espaces syatriques. Les espaces symeétriques considérés dans cet artidlsaos
facteurs compacts. On renvoie a [Hel] et [Ebe] commeregfées générales.

Soit X un espace symétrique. Rappelons gquest une variété riemannienne
compléte simplement connexe, a courbure sectionnetiatie ou nulle. En particu-
lier X est un espace métrique CA&J) complet et propre, et on reprendra les notations
de la section 2.1.

On noteX; le facteur euclidien d&X et X = Xg x X’ la décomposition corres-
pondante. On appellera groupe degomorphismede X et on noteraG = Aut(X)
la composante neutre du sous-groupe des isométries agissant par translation
surXy. Le groupeG agit proprement et transitivement s<iet c’est un groupe de Lie
réel. On &G = Gy x G' 0l Gy = Aut(Xo) = (RK, 4) (aveck = dimXo) etG’ = Aut(X’)
est semisimple de centre trivial.

Sir est une géodésique de alorsF et C; sont des sous-espaces totalement
géodésiques dx.

Si X’ est un sous-espace totalement géodésiquX,dalors X’ est un espace
symétrique sans facteur compact, et la composante neaitBgadh (X') agit surX’
par automorphismes, transitivement.

On fixe unplat (sous-espace totalement géodésique euclidien) maxipoalr
l'inclusion) A de X. Les restrictions &\ des éléments d& seront appeléplats
maximaux margésde X.

Immeubles affined.es immeubles affines considérés dans cet article soiniqués,
pas nécessairement localement compacts, ni discrets;a&'@dre qu’ils n’admettent
pas nécessairement de structure de complexe (poly)siagitit]. Pour leur défini-
tion, on renvoie a [Par2], ou elle est étudiée en dé@xil reprendra le vocabulaire et
les notations de cet article, auquel on renvoie égalenmntlps propriétés utilisées
et non démontrées ci-dessous (notamment pour I'éqrical avec la définition de
Kleiner-Leeb [KILe], dont on aura besoin pour le théoré2r20).

On se fixe un espace vectorigleuclidien de dimension finie et un groupe de
réflexions finiW agissant suA (c’est-a-dire un sous-groupe fini d'isométries vecto-
rielles deA, engendré par des réflexions). On fixe également une ateateb\Wey!
fermée¢ de A. SoitW un groupe de réflexions affine de type, W), c’est-a-dire un
sous-groupe d’isométries affines Aede projection vectoriell@V, tel qu'il existea
dansA tel queW = TW,, ouW, fixe a et T est un sous-groupe de translationside
(ou, de maniere équivalente, engendré par des réflgsfiimes).

SoitX un immeuble affine, modelé sgA,W). On notees son sytéme d’appar-
tements marqués aussi appghsts maximaux margds Un automorphismele X
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est une bijection dX dans lui-méme qui préservg. On rappelle quéX,d) est un
espace métrique CAD) (pas nécéssairement complet).

Sous-immeublesOn dira qu’un groupe de réflexiorfs’,W') est unsous-groupe de
réflexionsde (A, W) si A’ est un sous-espace affine deet les éléements dé&/’ sont
les restrictions &' d’éléments d&V stabilisantA’. On dira alors qu'un immeuble
(X',.«") modelé sufA’, W) est unsous-immeublde X si X’ C X et si les apparte-
ments marqués d¢’ sont les restrictions A’ d’appartements marqués de Alors
X’ est un sous-espace convexeded).

Par exemple, sX est un produit d'immeublegX;, 4) modelés sufA;, W), on
vérifie facilement que les facteurs sont des sous-immeuwd#X. Un autre exemple
de base est le suivant. Soitine géodésique d¢, incluse dans un appartement (ce
qui est toujours le cas s¥ est le systeme d’appartements maximaiet . Alors
X’ est la reunion des appartementsdeontenant (+) etr(—o) dans leur bord a
l'infini. Soit u € A un vecteur tel que est égale &— f(a+tu) pour un plat maximal
marquéf : A — X deX etunac A. SoitW’ le sous-groupe des élementdddixant
(vectoriellementu. On peut demontrer (par exemple en suivant [KILe, prop.14)8
qgueX’ est un sous-immeuble demodelé sufA,W'). Les plats maximaux marqués
de X’ sont les plats maximaux marqués A — X deX tels quet — f(tu) est une
géodésique parallelera

2.2.2 Espace assdea un groupe eductif
SoitK un corps valué, ou bien égalRaou C, ou bien ultramétrique.

Groupe Eductif surK. SoitG un groupe algébrique linéaire connexe réductif défini
surK. On peut supposer qu&est un sous-groupe algébrique défini Bude SL,.

Dans le cas oK = R, on suppose qué& est un sous-groupe fermé @&R)
contenant sa composante ne@@®)°. SiK # R, on suppose qué = G(K)

Le groupeG est muni de la topologie induite par celle He C’est un groupe
topologique métrisable, a base dénombrable, localenomenpact sKK I'est.

Espace sy#gitrique asso@a un groupe eductif archingdien. On suppose quE =R
ou C (notons que, sK = C le groupeG est le groupe des points réels Begroupe
réductif connexéd obtenu a partir d& par restriction des scalaires).

Soit K un sous-groupe compact maximal @e Alors I'espace homogeng =
G/K est un espace symétrique sans facteur compacgsgitce a G, pour toute
métrique riemannienn@-invariante suiX (cela découle de I'existence d’une involu-
tion de Cartan déG,K), voir [Bor, 24.6(a)] et [Hel]). Le group& agit proprement,
transitivement, par automorphismes, Xur

Immeuble d'un groupeaductif non archiradien [BrTil, BrTi2]. On renvoie par exemple
a [Rou] pour plus de détails. On suppose daest ultramétrique et que les hy-
pothéses de [BrTi2, 4 ou 5] sont satisfaites. Rappelonsctgst notamment le cas
dans les deux situations suivantes :

- G est déployé sur le corfd$ (par exemplés = SL,).
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- K est a valuation discrete, hensélien (par exemple capple corps résiduel
parfait (par exemple fini).

On peut alors construire 'immeuble de Bruhat-Tits (&lpig= %2(G,K) de G
surK. C’est un immeuble affine, pas nécessairement discretmplat. Le groupe
G agit continlment, par automorphismesXletransitivement sur les appartements
marqués, cocompactement 3urSiK est un corps local, alods est propre et I'action
de G surX est propre [Tit2, 2.2].

2.2.3 Type des segments

On suppose désormais g¥esst un espace symétrique ou un immeuble affine (voir
section 2.2) et on not€ = Aut(X). On fixe une chambre de Weyl fermé&edu plat
modeleA. C’est un domaine fondamental strict pour I'action du gmue Weyl
(vectoriel)W sur A. On note® : A —: € la projection correspondante, qui & un
vecteur dang\ associe sotypedans¢. On notev®PP = @(—v) typeoppogav € C.

Six,y € X, il existe un unique vecteur d& appelé leypedu segmenky (ou la
¢-distancede x ay) et notéd(x,y) ou dxy, tel qu’il existe un plat maximal marqué
f:A— X, etdeux pointé\etB deA, avecf(A) =x, f(B) = yetA'é: o(x,y).Ona
clairement|do(x,y)| =d(x,y) etd(y,x) = d(x,y)°PP pour tousx,y de X. Les automor-
phismes deX préservent le type des segments. Dans le cas des espacsgpyes
G agit transitivement sur les segments de type donné.

Remarque 2.9 LorsqueX est I'espace associé a un groupe rédugtifur un corps
local (voir section 2.2.2), 4K est un sous-groupe compact maximalGlet xg € X
est le point fixé paK, alors, poug dansG, le vecteurd(xg,g%o) € € s'identifie & la
projection de Cartan dgassociée & (voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.3]).

On renvoie a [Par4] pour de plus fines propriétés du tyjsesedgments. On utili-
sera la propriété suivante.

Proposition 2.10 [Par4] Le type estl-Lipschitz en chaque coordogée, plus péci-
sement pour tous,¥, X',y de X, on a

En particulier,d : X x X — ¢ est continue O
Etant donng € Aut(X), on notedy I'application continue

X —¢
% X = 0(X,9%)

On utilisera la propriété suivante, qui découle de lgppsition 2.10.

Proposition 2.11 Soit g« — g dansAut(X). Alors &, — dy uniformément sur les
bornés. O
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Propriétes fonctorielles.Si X est euclidien, aloré = X, W = {id}, € = A = X, et
d(x,y) = Xy pour tousx, y de X. Si X = X; x X, est un produit de deux espaces
symétriques ou immeubles affin&s Alors A = A1 ® A, ou A; est un plat maximal
deX;, W =W x W, ouW; est le groupe de Weyl dé;, et€ = &; + &, ol ¢; est une
chambre de Weyl fermée dg. Les plats maximaux marqués A — X sont de la
formef = (f1, fo) o fi : Aj — X; est un plat maximal marqué. &i: X; x X; — &
est le type des segmentsXx¥ieon a

O(X,Yy) = (X1, Y1) + O2(X2,Y2) 3)

pour tousx = (x1,X2) ety = (y1,y2) deX.

Soit X’ un sous-espace symeétrique ou un sous-immeubbé. dgoit A’ un plat
maximal deX’, etW' son groupe de Weyl, & une chambre de Weyl fermée de
A’. Alors A’ s’identifie a un sous-espace totalement géodésique deles élements
deW’ sont des restrictions &’ d’élements d&V stabilisantA’. Par conséquent, si

5 X' x X' — € est le type des segments ¥é on a
0=000 (4)

en restriction &’ x X'.

Type de directionNotonsdA I'ensemble des vecteurs unitaires fe identifié a
I'ensemble des demi-droites de muni de la distance angulaire, @t A — JA
la projection correspondante. Pourt’ € d¢ (qui est 'ensemble not&,,oq dans
[KILe]), on noteD(7,1’) 'ensemble fini des angles possibles entet vV de dA de
types respectifs et T’.

Si X est un immeuble affine, alors il y a rigidité des angles [KIel.2] : pour
tousx,y,z € X avecy,z# X on a<ix(y,z) € D(1,T') avect = d9(x,y) ett’ = dd(x,2).

Le type (de directionPr d’'une géodésique (ou d’un rayonpestdd(r(s),r(t))
pour touts < t. Deux géodésiques paralleles ont méme type. Les aufihismes de
X préservent le type des géodésiques.

Dans le cas des espaces symétriques, le stabilisateus($tatansG de x € X
agit transitivement sur les géodésiques de type dosnessde.

2.2.4 Structure du bord I'infini

On suppose quX¥ est un espace symétrique ou un immeuble affine complet.

Type d'un poing& l'infini. Deux rayons géodésiques asymptotes ont méme type. On

peut donc définir le type (noté égalemeé} dansd¢ des points ded..X. Notons
(0-X)7 le sous-ensemble des points@ieX de typert € 9¢.

L'action de Au{X) surd-X préserve le type des points.

Dans le cas des espaces symétriques l'actiofsd®ir d.X est transitive sur
(0X)7 pour toutt € d¢, et sié € d.X, alors(d.X); = GE s'identifie & la variété
G/P, ouP est le sous-groupe parabolique %$6b) deG.

Si X est complet, son bord.X muni de la distance de Tits (donnée pay)
est isométrique a la réalisation géométrique moglelér (JA,W) [Par2, section
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2.6] d’'un immeuble sphérique. Les chambres de cet immesdni¢ les bords des

chambres de Weyl d¥, et ses appartements sont les bords des plats maximaux

de X. Si &,&' € d.X, il existe un plat maximahA de X tel queé,&’ € d-A, voir
[Ebe, 2.21.14], [Par2, 1.2, (A4)]. Pour toute A, on a<ix(&,&') = <«1(&,&') €
D(©(§),0(&")). En particulier skir(&,&") = m, alorsé et&’ sont opposes.

Dans le cas des espaces symétriquegXAuagit transitivement sur les couples
de points du bord opposés, de types donnés.

Points visuellement presque oppsesSi X est un immeuble affine, §i—,&* € d.X
sont visuellement presque opposésxen X, alors ils sont effectivement opposés
enx : plus précisément, en notantet T°PP les types respectifs d&é~ et £, si
<x(&7,&") > max(D(1,1°P) — {1}) alorsx € Fz- ¢+ (par rigidité des angles).

Dans les espaces symétriques on a la propriété analdggitafble suivante.

Proposition 2.12 Soitt € ¢ et T°PP le type oppos. Pour tout D> 0, il existes > 0
tel que pour tous —, &1 € d-X de types respectifs et T°PP, et pour tout xc X, si
(&7 ,&T) >m—ealorsd(x, Fg-g+) <D.

DémonstrationSinon il existeD > 0 et pour toutkk € N un pointx, € X et &, &
dansd. X de types respectifset T°PPtels quexy, (& , &) — metd(x, ngfgg) >D.
Pourk assez grand?Ekfgg est non vide (carkx(€~,&") > maxD(t, 1°PP) — {11})
implique<tt(€~,&T) = m). Soityy la projection dex SurFEk’Ek*' Quitte a appliquer
des automorphismes, on peut supposer que les syités et & sont constantes,
respectivement égalesya £~ et £T. Soit z € [x,Y] tel qued(z,y) = D. On a
U (%,€7) S g (1, €7) < J ety (¥, €F) < g (1, €7) < 5. Commesy (§7,T) <

U (€7 ) + <t (Y, €T), onadoncay (y,§ ~) — 7 ainsi que<iz (y,& ) — 5. Quitte
a extraire on @& — zavecd(z,F;-z+) =D > 0 et<z({ ~,&™) = m1, impossible. O

Ombres vues de I'infini.

Proposition 2.13 Soit§ € d.X et r une gocesique telle que(r-o) = &. Notons
&~ =r(—). Les ombres @ (r(t),D), avec tc R et D > 0, forment une base de
voisinages dé dans(d.X)r, ou T est le type dé.

DémonstrationOn a clairement toujour®; - (r(t),D) C (0-X)r. Soitx=r(0). Les
ombresOx(r(t),D), avect € R™ etD > 0, forment une base de voisinagesédéans
0-X, par définition de la topologie des cones. SoieatR’ et D > 0. On vérifie
facilement queO; - (r(t), %D) C Oy(r(t),D). Soit € > 0 donné par la proposition
2.12.Soit 0< D" < tan(e) t. Alors Ox(r(t),D’) N (9w X ) estinclus dan®;- (r(t),D).
En effet si§’ est dan©y(r(t),D’) N G¢, alors

<x(r(t),&") < <ax(r(t),&’) < arctaiD'/t) < ¢

D’apres la proposition 2.12, comngéest de méme type queet &~ de type opposé,
on aalorgd(x,F;-s) <D, c’est-a-dire§’ € Ox(r(t),D). O
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2.2.5 Isongtries

Dans les immeubles affines complets, on a le résultat sufeprion utilisera de
maniere cruciale en section 4).

Théoreme 2.14[Par2, Theoreme 4.1]) Soit X un immeuble affine complet. Il existe
K > Otel que pour tout ge Aut(X) et pour tout xe X, on a dx,Min(g)) < Kd(x,gx).
En particulier g est semisimple.

Dans les espaces symeétriques, la situation n’est pas glesimais la décomposi-
tion de Jordan va nous permettre d’'établir quelques petgsidont on aura besoin en
section 4.

On suppose désormais gieest un espace symeétrique.

Décomposition de JordarOn renvoie a [Ebe, 2.19] pour plus de détails et pour
le rapport avec la décomposition de Jordan usuelle daneolgpg linéaire, via la
représentation adjointe d&= Aut(X).

Sir est une géodésique deett € R, il existeg € G, appel&ransvectiorle long
der de longueut, réalisant le transport paralléle le longdder(s) ar(s+t), voir
[Hel, IV, thm 3.3 et remarque]. $i~ 0 on a Ming) = F.. De plus [Ebe, Prop. 4.1.4]
le centralisateuZs(g) deg dansG agit transitivement sur Mifg). On dit queg € G
esthyperboliquesi g est une transvection [Ebe, 2.19.21].

On dira queg € G estunipotentsi 'adhérence de sa classe de conjugaison dans
G contient I'identité [Ebe, 2.19.27]. Alors on a clairemé(g) = 0

Pour toutg € G, il existe une unique décompositign= heudansG, appelée la
décomposition de Jordatteg, telle quee, h etu sont respectivement elliptique, hyper-
bolique et unipotent, et commutent deux a deux [Ebe, 24]19@n vérifie aisément
que sih=id alors¢(g) = 0.

Isonretries des espaces sgtriques. Soitg € Aut(X). Soitg = heula décomposition
de Jordan dg. Notons¢ = euetFyg = Min(h), qui est stable pdr, eetu. Si¢(g) >0
on noter une géodésique translatée paalorsky = F).

Proposition 2.15 On suppose quég) > 0. En restrictiona Fy =C; xr ona h=
(id,2(9)), ¢ = (¢,0) et g= (¢,£(g)). En particulier¢(g) = ¢(h) et g posgde des
points fixes attractif etépulsifa I'infini, qui sont les ex&miés de r.

DemonstratlonSur Mln =F on ah=(id,¢(h)) avec/(h) > 0,¢ = (¢',t). On a

alors 0=4(¢) = 1/4( +t2 donct =0 et¢’ = ¢ surC,;. On adong = (¢,4(h))
surFg, doncﬁ(g) £(¢) +£(h)2 = £(h). On conclut par la proposition 2.6. O

On aura besoin en section 4 de contrdler la distance gHYlien fonction du
déplacement, avec le lemme suivant.

Lemme 2.16 Pour toute > 0 il existen) > O tel que si xc X verifie dy(x) < £(9) +n,
ety est la projection de x sugFalors
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1. d(gy.hy) <e.
2. d(x,Min(h)) <&

DémonstrationC’est trivialement vrai st(g) = 0, car alordr=id etFy = Min(h) =
X. Supposons qué(g) > 0, et soite > 0. Le point 1 découle dégy(y) < dg(x) et
dg(y) = v/£(9)%+ d(gy, hy)? (proposition 2.15).

Pour le point 2, on raisonne par I'absurde. Sinon il existe smitex, € X telle
quedy(x) — £(9) etd(xc, Min(h)) > £. On notey la projection dex sur Min(h).
Alors d(hyk, gyk) — 0. Fixonsy € Min(h). Comme le commutateiz(h) de h agit
transitivement sur Mith), on peut choisig € Zg(h) telle quezyk =Y. Soitx, = zX«
etgy = z9z L. Alors gy — hy. Soitry le rayon géodésique issu get passant par

OkXie
\ e/
J/ r 9y Min(h)

y £(g) hy

X

X, etr, = gyr. Alors quitte & extraire, — r avecr orthogonal a Mirth) eny, etr; —

r’ avecr’ orthogonal a Miith) enhy. Pour O< t < ¢ fixé etk suffisamment grand, on
al(gy) < d(rg(t),ri(t)) < d(X, g)- Oré(gi) = £(9) etd (X, gx) = dg(Xk) — £(9)-

On a dond(r(t),r'(t)) = £(g) = d(y,hy). Par conséquent, la géodésique passant par
r(t) etr’(t) est parallele a celle passant gat hy, qui est translatée par On a donc

r(t) € Min(h), ce qui est impossible carest orthogonal a Mifh). O

2.3 Cdnes asymptotiques

On renvoie par exemple a [KlLe, 2.4] pour les résultatped@s et non démontrés
dans cette section.

Ultrafiltres. Voir [Bou, Ch. 1]. Dans tout cet articley désigne un ultrafiltre suN,
plus fin que le filtre de Fréchet. c’est-a-dire une mesurprdbabilité finiment ad-
ditive définie sur toutes les parties Me a valeurs dan$0, 1}, nulle sur les parties
finies. Une suite(xc)ken dans un espace topologique quelconuadmetx € E
comme limite suivant I'ultrafiltre (w-limite) si pour tout voisinag® dex danskE,
on axy € V pourw-presque touk. Cette limite est 'une des valeurs d’adhérences de
la suite(x«), et elle est unique & est séparé. On notera alors Jim, = X OUXx —>¢ X.
Une suite contenue dans un compact admet toujourswdliraite. Lesw-limites des
suites réelles sont prises dans le compasct, +]. On dit gu’une suiteg dansR est
w-majorée (respw-bornée) si lim, xx < +oo (resp. si—oo < limg X < +). On note
= larelation d’équivalence “égalit@-presque partout”.
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Ultraproduits. On utilisera dans la section 3 le formalisme suivant.

Si E est un ensemble, on notefd sonultraproduit, c’est-a-dire 'ensemble des
suites d’éléments d&, modulo=,,. On notd[x]] la classe de la suife)ken modulo
=w. LensembleE se plonge canoniquement ddas via les suites constantes. On
identifieraE et son image lorsque cela n'engendre pas de confusida.eBF sont
deux ensembles et &fy ke €St une suite d’applications dedansF, on note[[fy]]
I'application qui &[[x]] € E* associg] fx(%)]] € F*.

SiF est un espace topologique compact, on note lfgt E* — F I'application
[X]] — lim, fu(x). C'est la composée de ligx F* — F et de[[fy]].

Ultralimites d’espaces #triques poings. Soit (X, dk, *k)keny Une suite d’espaces
meétriques pointés. On note

X" = {(X)ken € |"ka | d(#, %) est bornég,
ke

I'ensemble des suite@-bornées Il est muni de la pseudo-distandg définie par
de((%), (Yk)) = limg, de(X«, Yk). Le quotient deX’ par la relation “&tre a pseudo-
distanced,, nulle” est un espace métriq¥,,, dy), pointé enx, = [x], appel&ltra-
limite de la suite(X, dk, *k)ken- Pour(xx) € X’, on note[xy] le point deX,, assock.
Si A C X on note[Ay] = {[%]; (%) € X’ etk x¢ € Ac}.

Proposition 2.17 L'espace rétrique X%, est complet. [KILe, Lemma 2.4.2] O

Cdnes asymptotiques d’'un espadetrigue. On se fixe désormais un espace métrique
X, une suitexg € X, et une suite\y € R*, avecAy — +. On se donne également
un groupeG agissant par isométries sir Le cone asymptotiqude X, suivantc,

par rapport a lsuite de points d’observatiofx)ken €t a lasuite de scalaire$Ay )k

est par définition I'ultralimite(X,,, dw, %) de la suite d’espaces métriques pointés
Kk, dk = /\—lkd, *k)keN- ReEMarquons que X est euclidien, alor¥X,, est isométrique a

X (car il existe des applications dédans lui-méme envoyant un point donné sur
etd sur/\—lkd).

SoitX’ un autre espace métrique, et une sujte X'. NotonsX, le cone asymp-
totique de(X’, (*), (Ax). Une suite d’applications isométriquég: X' — X est
dite w-bornée sify(x) estw-bornée danx. Alors on peut définir sor-limite
fo 1 X}, — Xw, notée ausdify], par fo, (X)) = [fc(X)]. Elle est isométrique.

En particulier, sX’ = R, une suite : R — X de géodésiques deestw-bornée
sila suite/\—lkd(*k,rk(O)) estw-borné. Sonw-limite s'identifie ary, : t — ri(Agt)] et
c’est une geodésique dg,.

On noteG' I'ensemble des suitgg) ke d’€léments déS telles quedy (+k, Oy+k)
estw-borné. Poulgk) € G/, on note[gy] : [X] — [gkX] 'isométrie assoceede X,,.

On noteG, le sous-groupe de (X,,) formé par ces isométries.

Cones asymptotiques d’espac@&T(0). On suppose désormais g¥eest CAT(0).

Proposition 2.18 1. Le d@ne asymptotiqueXestCAT(0).
2. Les @ockesiques de X sont lesw-limites des gocesiques de X.
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3. Pour tous % = [Xd], Yo = [Vk] €t Z» = [z] dans %,, on a
Do (Yor Z) = 1M < (Vi Z6) - €L <O (Yoo Z0) = NI T (Yo, Ze).

4. Soit i une suitew-bornée de gocesiques ety = [ri]. La projection orthogonale
sur r, est lacw-limite de la suite des projections orthogonales sur r

DémonstrationLe point 1 et 2 découlent du lemme 2.4.4 de [KILe].

La premiere assertion du point 3 est facile a voir en regyatrigs triangles de com-
paraison dans le plan (car les angles sont inchangés pathéties). La deuxieme
en découle. En effet soieyy, = [y | etz, = [z] avecy, €], Y] etz €]xc,z]. On
a <ty (Y Zo) = T (Ve Z) €<t (Y, &) = < (Y, Z) pour toutk. Donc en passant a
la limite suivantw on a<y (¥;,,2,) > lime < (Yk,Z). On conclut en passant a la
limite poury,, — X, €tz, — Xe.

Le point 4 découle du fait que les angles augmentent (pdint 3 O

Borda l'infini. Il est clair que leso-limites de rayons asymptotes restent asymptotes.
A toute suite(&k)k dansd.X on peut donc associer un poifyh = [&] dansde. Xy,
défini de la maniere suivante. Soj une suitew-bornée de rayons d¥ tels que

&k = k() etry = [ry]. Alors &, = ry (). Tous les points dé.X, sont de cette
forme.

Longueur de translationLe lemme suivant se vérifie aisément.

Lemme 2.19 Soit g une suitew-bornée dands(X) et g, = [gk]- On a
2. limey 3-4(9k) < £(9o)-

3. [Min(gy)] € Min(gw).
4. Siz-d(xk,Min(gk)) estew-borné, alorsMin(ge) # 0 etlime 3-£(gk) = £(gw) O

Cbnes asymptotiques d’espaces égimues et d'immeubleOn suppose dorénavant
qgueX est ou bien un espace symétrique, ou bien un immeuble adfiogeG est un
sous-groupe fermé du groupe des automorphism¥s @@ se fixe un plat maximal
deX, de groupe de WeyV et une chambre de WegldeA. Une suitefy : A — X de
plats maximaux marqués astbornée si la suitdy(0) I'est, et sonw-limite est alors
I'application isométriquéfy] : A — Xy, a — [fk(Aka)]. On note«, 'ensemble
desw-limites des suiteso-bornées de plats maximaux marquésde

Théoreme 2.20 (Kleiner-Leeb [KILe]) Le ddne asymptotique ¥ muni du sysi-

me d’appartements margs <7, est un immeuble affine complet, de typeW).

Le groupe G, agit sur X,, par automorphismes. Si G agit cocompactement sur X,
alors G, agit transitivement sur 4. Si G agit transitivement sur les plats maximaux
margies de X, alors @ agit transitivement surz,,. O

On termine par deux propriétés du type des segments doanti@nbesoin par la
suite, et qui se vérifient aisément.
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Proposition 2.21 Pour tous %, = [X] et Yw = [yk] de %,, on a dans®

1
O (X, Yoo) = lim 50X Y -
a

Proposition 2.22 Soit 1, une geocesique de ¥. Il existe une suitéry) w-bornée de
géocksiques de X de type const@fr,,) telle query] = ry,. Si G agit cocompac-
tement sur X et transitivement sur les plats maximaux néggie X, alors ¢ agit
transitivement sur les@pesiques de 4 de type done. O

3 Cones asymptotiques d'espaces syatriques : Modele algebrique

SoitK un corps valué ou bien égalfaou C ou bien ultramétrique (la valuation n’est
alors pas nécessairement discrete). On hpla valeur absolue dE. On noteX (K)
ou X I'espace associe@ = SL,(K) (voir section 2.2.2).

Cette section est consacrée a montrer que tout cone &stygue deX (K) s’iden-
tifie aX(Ky,) (théoréme 3.21), pour un corps valué non archimédidmoat, qu'on
construit préalablement (dont la valeur absolue prentttoles valeurs réelles).

La preuve repose sur l'utilisation du modéle des “bonneses” de volume 1
surK" pourX(K), qu'on expose au préalable en section 3.2.

3.1 Pseudo-valeurs absolues et pseudo-normes

On commence par clarifier quelques notions de base qu’onliseuplusieurs fois
par la suite. SoiF un corps eE un espace vectoriel st

Deéfinition 3.1 (Pseudo-valeur absoluePn appellerpseudo-valeur absolusurF
une applicatior} | : F — [0, +o0] telle que pour tous, b dansF on a

1.10=0
2. |abl = |a] |b| (lorsquelal, |b| < +w)
3. la+b| < [a] + |b|

On dira qug | estultramétriquesi elle vérifie en outréa+ b| < max(|al, |b)|).

Si le corpsF est muni d’'un ordre totak, on dira que| | estcompatibleavec
I'ordre si pour tousa,b € F tels que < b < a, on alb| < |a|.

Une pseudo-valeur absolli¢ est unevaleur absoluesi elle vérifie|a] < +o et
|a| =0=-a=0.0Ondira quelle estriviale si |a] = 1 pour touta 0.

Proposition 3.2 On suppose quéF, <) est un corps totalement ordo@aret que |
est une pseudo-valeur absolue &ucompatible avec l'ordre.

1. Si| | est ultrangtrique, alors pour tous @ > 0 dansF, on a

|a-+b| = max(al, |b])



hal-00461218, version 2 - 27 Sep 2011

Compactification d’espaces de représentations 17

2. Si| | est triviale sur le sous-corps premier Healors elle est ultrarétrique. O

DémonstrationLa premiére assertion est claire. Soiarti > 0 dansF. On peut sup-
poser quéd < a.Onaalors X a+b<2adoncla+b| < |2al =|2||a] = |a|. O

On suppose désormais glieest muni d'une pseudo-valeur absolye On dé-
montre sans difficultés les résultats suivants.

Proposition 3.3 (Corps valie asso@) NotonsF' = {ac F | |a| < 4o} etFy =
{a€F | |a] = 0}. AlorsF’ est un sous-anneau deet Fg est un ical maximal de
F’. La pseudo-valeur absolye passe au quotient en une valeur absolue sur le corps
quotientF | =T /FFo.

Si le corpsF est muni d’un ordre totak compatible ave¢|, alors < passe au
quotient en un ordre total sur le corf# | compatible ave¢|. O

Deéfinition 3.4 (Pseudo-norme)On appellergpseudo-normeurE (compatible avec
| [) une applicatiom : E — [0, +o] telle que pour tous,V € E etac Fona

1. n(0)=0
2. n(av) = |a|n(v) (lorsque cela a un sens)
3. n(v+v) <n(v)+n(v)

On dira quen estultramétriquesi on a en outre)(a+b) < maxn(a),n(b)).
On dira quen est unenormesi | | est une valeur absolue et givérifie en outre
nv) <4owetn(v)=0=v=0.

Soitn une pseudo-norme skr(compatible avec ).
Proposition 3.5 (Espace vectoriel norré asso@) On a deux sou§” modules E=
{ve E|n(v) < 4o} et B = {ve E | n(v) =0}. La structure passe au quotient en
une structure déf ;| |-espace vectoriel sur i = E'/Eo, etn passe au quotient en
une norme sur [, compatible ave¢|. O

On utilisera également la propriété analogue suivante.
Proposition 3.6 Soit A une algbre nornge surl et N une pseudo-norme sur A sous-
multiplicative. Notons A= {u€ A | N(u) < +o} et Ay ={ve A| N(u) =0}. La
structure passe au quotient en une structuréfde-algebre sure/)y = A'/Ag, etn

passe au quotient en une norme sous-multiplicative syrcdmpatible ave¢|. O

Définition 3.7 (Pseudo-norme d’endomorphismespn définit lapseudo-norme N
sur EndE) assoceean par

Nj (u) =inf{M € [0,+] ; W e E,n(u(v)) <Mn(v)}

On vérifie que c’est une pseudo-norme sous-multiplicativeEndE).
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3.2 EspacX = .#1(V) des bonnes normes de volume 1

On expose ici la construction de I'espa¥eassocié a SKK) comme espace de
normes suik" (voir aussi [Par2]).

OnnoteV =K" ete = (&1,...,&n) sa base canonique.

Dans le cas ol =R ouC, on dira qu’une normg surV est unébonnenorme si
elle esteuclidiennec’est-a-dire si elle est de la forme— /q(v), ouqg est une forme
guadratique sK = R, hermitienne sk = C, définie positive su¥. On dira qu'une
basee= (ey,..., en) deV estadap€ean si elle estorthogonalepour n, c’est-a-

dire sionan(3  ae) =1/3",n(e)2|a|? pourtousay, ..., a, dansk. La bonne

normecanonique)g deV est la norme provenant du produit scalaire canonique.
Dans le cas oK est ultramétrique, Une basaleV est diteadap&ea une norme

ultramétriquen sion an (3 ae) = im1a>§]r;(a) |ay| pour tousay,..., a, dansk.

On dira quen estadaptablesi elle admet une base adaptée. (ce qui est toujours le
cas siK est un corps local [Golw]). UnBonnenorme est une norme ultramétrique
et adaptable. La bonne norroenoniqueestno : (as, ..., an) — [max |a].

I=1...n

On dit qu’'une bonne norme est devolumel si on &[] ; n(e) = 1 pour toute
base(ey, ..., &) deV adaptée &, de déterminant 1. On notg’1(V) 'espace des
bonnes normes de volume 1 a0r

Le groupeG = SL,(K) agit naturellement sur# (V) parg.n = nog=! pour
g € SLn(K) etn € #L(V). Le stabilisateur deyp est SAn) si K = R, le groupe
SU(n) siK =C, et SLy(0) si K est ultramétrique et = {a € K, |a| < 1} est son
anneau des entiers.

Dans le cas oK = R ouC, I'espace# (V) s'identifie & I'espace symétrique
associé a SK(K) (voir 2.2.2). Dans le cas oi est ultramétrique, I'espace’ (V)
est alors un immeuble affine (voir par exemple [Par2]), gidiesitifie a 'immeuble
de Bruhat-TitsX de SL,(K), voir les théoremes 2.11 et 2.11bis (dans I'appendice) de
[BrTi3].

Rappelons maintenant quelques propriétés dont on aswrbear la suite.

Plats maximaux mards. Le plat maximal modele det (V) est identifie a
A={(as,..., ) €R", ¥ a1 =0}

muni de la métrique euclidienne canoniqueRle Soit e une base d¥ de déter-
minant 1. Le plat maximal marqui : A — 4#%(V) de #}(V) assock a e est
défini par :n = f(a) est adaptée aetn(g) = e % pouri =1...n. Tous les plats
maximaux marqués de/1(V) sont de cette forme. Pour togtc SLy(KK), on ago
fo= fge.

Les distances d etd Sin,u € .#1(V) ete est une base adaptée commune, alors

2

. (5)

n

dn.u) =3 log%(a)
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Un autre distance naturelle plus simple séi*(V) est

Iog%(v)

d®(n,u) =sup
v£0

Les distanced etd” sont équivalentes, car [Par2, prop. 3.12]
d® <d<y/nd® sur/(v). (6)

Estimations.SoitN = N, la norme sur En@l/) associée §o. Pour toug € SL,(K),
on a supgrle (v) = N(g ™) et donc
V#0

d*(no,g.No) = max{logN(g), logN(g™*)} @
(n—1) logN(g)
Le lemme suivant sera utilisé en section 3.6.

Lemme 3.8 Soitn € #1(V) etge SLy(K). On a
d(n,g.n) < |og(1+ "0 max{N(g—id), N(g’l—id)}) :

IN

DémonstrationPour toutv € V non nul, on &.n(v) < n(v) +n((g~t —id)v), eten
posanh=g 1 —idona

n(h) < &0 no(hv) < & MOMN(h)no(v) < DN (B) (V)

donc suphl (v) < 1+e2d"(M:N)N(g~1—id). On conclut en échangeanietg.n. O
v£0

On se fixe desormais un ultrafiltre w sur N plus fin que le filtre de Fréchet
(voir 2.3) et une suiteA = (Ag)ken dans[l,+oof telle que A — oo.

3.3 Le cBne asymptotiqué,, du corps valu&

Proposition 3.9 On munit 'ensemble
/A .
Ko = {(a) € KV | |a|Y/* est DO} i o b0

de I'addition et de la multiplication termé terme. On plong& dansK,, via les
suites constantes. Poug,a= [a] dansK,, on note

|aw|© = lim |ay |/
w

Alors K, est un corps et |“ est une valeur absolue ultra@trique surkKy,, triviale
surK. Ce corps valé sera appd le cone asymptotiqude (K, | |) par rapporta la
suite de scalairegAy).

Dans le cas a K = R, on peut @&finir une relation d’ordre total suk, par
ayw < by < ak < by w-presque partout

Alors | | est compatible avec I'ordre.
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Remarque 3.100n notera que, six désigne la distance siif induite par la valeur

1
absolug |* etd,, désigne la distance sii,, induite par la valeur absolye®, alors
I'espace métrique pointeK,,dw,0) est l'ultralimite des espaces métriques pointés
(K,dk,0) (en particuliefK,, est complet).

DémonstrationOn utilise la description alternative d&, via l'ultraproduitK* de
K. On munitK* des opérations termes a terme, ce qui en fait un corps. &our
[[a]] € K* on définit|a,|” = limy, |a|Y/* dans|0, +]. La relation< surR* définie
par

[[ax]] < [[bk]] si et seulement six < by w-presque partout
fait deR* un corps totalement ordonné.

D’aprés la proposition 3.3, et la proposition 3.2, il suffit prouver qué | est
une pseudo-valeur absolue &, triviale surkK, compatible avec I'ordre §K = R.
On le vérifie sans difficulté. On a alors clairement (i, | |*) est le corps valué
canoniquement associé au corps pseudo-\@iuig |©). O

Remarque 3.111) Pour touta, = [ax] > 0 dansRy,, il existe un unique éléement
positif deR,, de carréa,, qui est,/a, = [,/a] .-
2) Pour tous,, ..., a}, dansR, on a

‘ \/3m(a,)?

(cela découle d¢/a, |“’ = v/|aw|? et|ay + by|¥ = maxay,by) pouray,, by, > 0).

w .
:.max\a'w]w (8)
i=1..n

3.4 Cdne asymptotique de I'espace vectoriel novmé

L'espace vectorie¥ = K" est muni de sa norme canoniggg(voir section 3.2).

Remarque 3.12Si v, = (a&, ...,a) dansv = K", on vérifie sans difficulté (par (8)
dans le cas archimédien) que

: 1A _ : i 11/
lim no(vi) ™/ = miaxllgl |a| 9)

Proposition 3.13 On note

Vo = {(Vk) € Vi | r]O(Vk)l/Ak est borré}/|imwr]0(vk7\/k)l/"kio

Alors I'addition et la multiplication termé terme @finissent une structure d€-
espace vectoriel sur/ Pour v, = [v] dans \,, on note

N’ (Vo) = lim No(vie) ¥/

Alors n& est une norme ultraétrique sur \,, compatible ave¢|”. Cet espace vec-
toriel normé sera appd le cone asymptotiqude (V, o) par rapporta la suite de
scalaires(Ay).
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DémonstrationOn utilise 'ultraproduitv* deV, muni des opérations terme a terme,
ce qui en fait un espace vectoriel $&it. Pourv, = [[v]] € V* on définitng’ (v.) =
Iimwno(vk)l/"k dans[0, +o]. D’apres la proposition 3.5 il suffit de prouver qgg§’

est une pseudo-norme 4t compatible ave¢ |“. On le vérifie sans difficulté. On a
alors clairement quév,, n§’) est I'espace vectoriel normé canoniquement associé a
(V*,ng). Il est clair queng’ est ultramétrique par la remarque 3.12. O

On notev,, = |w] le vecteur d&/,, défini parv, = [[w]] € V'.

Identification ave¢K,)". La proposition suivante découle de la remarque 3.12
Proposition 3.14 Pour i=1...n, soitel, = [&]. Alors &, = (£l,)i—1..n €st une base
de \,. Elle induit un isomorphisme d’espace vectoriels nesnentre ¥, = (K"),,

muni deng’ et (Ke)" muni de la bonne norme canonique. Pluggigement, pour
tout v, de \4, de coordonges(al,, ..., a},) dans la base,, on a

ng(ve) = max|aj,|”

On identifiera dorénavant ces deux espaces, et on les idjera

3.5 Cdne asymptotique de EM) et de Sly(K)
L'algebre EndV) est munie de la normid associée .

Proposition 3.15 (®ne asymptotique deEndV)) On note
EndV),, = {(u) € EndV)" | N(uo) "/ est borié}/”mw,\,wkfu@lmk:o

Les ofgrations terme terme @finissent une structure d&,-algebre surendV) .
Pour u, = [u] dansendV) ,, on note

N®(ug) = lim N (U ) Y/

Alors N® est une norme ultragtrique sous-multiplicative stEndV) ,,, compatible
avec| |“. Cette algbre nornée sera appél le cone asymptotiqude (EndV),N)
par rapporta la suite de scalairey).

DémonstrationDe méme qu’avant, il suffit de prouver g€ (u, ) = lim ¢, N(uy )/
définit une pseudo-norme sous-multiplicative sur &8 compatible ave¢ | (voir
proposition 3.6). On le vérifie sans difficulté. O

Définition 3.16 (Cdne asymptotiqueSL,(K),de SLy(K)) SiU C EndV) on note
Uw = {[w] | Vke N,u, € U}. Alors GL(V),, est un groupe pour la loi induite par la
composition, et SK(K),, est I'un de ses sous-groupes.
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Identification deEnd V), avecEndV,,). On rappelle qu¥,, = (K,)" est muni de
la bonne norme canoniqugy’. L'algébre En@Vy,) ~ Mn(Ky) est munie de la norme
Ny = Nn{,”' qui vérifie

Ny ((ag, ) max’ ’

Proposition 3.17 Soit u, = [u] € EndV),,. On peut lui associer % € EndV,)
défini par
w

u® s i = [uk(vi)] -

On note(a}))ij la matrice de & dans la base canonique, ea{j )ij la matrice de y
dans la base canonique, pour toutk. On a

1. Nop(u®) = N%(uy).
2. det{u®) = [detuy].

3. ai(f,: {a{(‘} pour tous j j.

DémonstrationVeérifions tout d’abord que® est bien défini. Notons, = [[u]] €
EndV)". On aN®(u.) < 4co. Notonsu* : [[w]] — [[uk(vk)]] 'endomorphisme de
V* associé au,, qui est clairement bien défini.

On noteNy, la pseudo-norme sur E(d*) associée a la pseudo-normg surV*.
Montrons qu’on &\, (u*) = N®(u,). En effet, pour tout, deV*,

no (U™(v)) < N®(u)ng’ (), (10)

doncNy, (Uu*) < N®(u,). Soitvg € V tel queno(vk) =1 etno(v) > %N(uk)no(vk). Si
V. = [[w]] € VF onan{’(u*(vi)) > N®(u,)ng (v«), et doncNg, (u*) > N@(u,).
Par conséquent' conserveV’ etVy. Doncu* passe bien au quotient en un en-
domorphisme d&,, =V’ /Vp, qui est clairemena®. De plus, siN®(u,) = 0, alors
“ =0 dans EnfV,,) par (10). Donaw® ne dépend que dei] dans Engv),,. O

Corollaire 3.18 1. L'application

.EndV), — EndVy)
v Uy +— u®

est un isomorphisme d&,-algébres norraes.
2. Elle induit un isomorphisme de groupgs SLy(K),, — SLn(Kg). O

Remarque 3.191) Soit G un sous-groupe algébrique de Stléfini surk et G =
G(K). CommeK C Ky, (via les suites constantes), on peut considérer le groupe
G(Ky), eton aalorgl(Gy) C G(Ky).

2) Soitl" un groupe de type fini, & une partie génératrice de Soitpx: N —

1
G(K) une suite de représentations telles U@x(s))* est borné pour tos € S.
Alors la suitepy induit une représentatiqm, : ' — G, définie pampy(y) = [pk(Y)]
pour touty de " . Par la remarque précédentie p,, est alors une représentation de
I dansG(K,,) C SLy(Ky).
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3.6 Cdne asymptotique deet immeuble de SK(K,).

PourF = K ou K, on rappelle qu’on notX(FF) I'espace associé a §(F), qu'on
identifie &41(F") (voir section 3.2). On notera aussi= X (K). ONn note(Xe, * ¢, dw)
le cone asymptotique deX, no,dk = ,\_lkd)-

Proposition 3.20 On peut @finir une action naturelle d&L,(K),, sur 'immeuble
Xw (par automorphismes) par

([ol > [nw]) = (9 k] -

DémonstrationSoit (gx) une suite dans SICK). Par la formule (7) de la section 3.2
on a queN(gk)l/"k w-borné équivaut é%kd(no,gkno) w-borné. Alorsg), : [Nk] —
[0k - Nk] définit bien un automorphisme &g, (voir section 2.3).

Il reste & voir que si ligy N(gx — id)¥/* = 0 alorsg,, = idx,,. Soit alorse, = [nK]
dansXy. D'apres le lemme 3.8, on a

2 4o 1 1
/\idm(rlk,gknk) <log <1+ e (noynk)max{mgk—id) A (g L-id) M })
k

1
Or /\—lkdm(no,nk) estw-borné et, comme liggN(gx — id) * = 0, on a également que

1
limg,N(gt —id)* = 0. Doncd” (Nk, gMk) — o 0, etgiyNw = No- 0
On notey : SLy(K),, — SLa(Kq) Iisomorphisme du corollaire 3.18.

Théoreme 3.21L'application

définit un isomorphisme d’'immeubles affinggséquivariant.

DémonstrationMontrons tout d’abord qué est bien définie. Pour toute suitge =
[[nk]] dansX* on peut définim® : V* — [0, +o0] par n®([[u]]) = limg, M (ug)¥ .
On voit facilement qug® est une pseudo-norme ultramétrique\stir

Soientn. = [[nk]] et w. = [[Lk]] dansX*. On considere la pseudo-distard®
sur X* définie pardg (N, ) = limg, A—lkd""(r]k,uk). Elle est équivalente &, par la
formule (6). On suppose quis (.., Ux) < +0. Soitv, = [[v]] € V*. Pour tout, on
a dansR

0< efdm(nka“k) uk(vk) < nk(vk) < edm(nka“k) uk(vk)

Par conséquent, on a daRs

0 < [[e” "M H]] [[pae(vio)]] < [[Mic(vi)]] < [[" M) [[pae(vi)]

et en prenant la pseudo-valeur absdliféde chaque terme, on obtient dgfs+-o]

0 < e BH) @ (v, ) < n®(v,) < e®olHe) (v, ) . (11)
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Supposons maintenant qdg(n.,[[No]]) < +c. En appliquant (11) &. = ng,
on voit quen®(v) < +o si et seulement 3)§’(v) < + et quen®(v) = 0 si et seule-
ment sing’(v) = 0. Doncn® passe bien au quotient en une norme ultramétrique
surV,,, qu’on notera égalemem®. La formule (11) implique également que si
d:5(n., W) =0, alorsn® = u®. Par conséquemt® ne depend que du point, = [1«]
de Xy, défini parn..

On a donc vérifié que I'applicatigmy] — Iimwr)kl/’\k est bien définie d¥,, dans
I'espace 4 (V) des normes ultramétriques 34;.

Il est clair quep esty-equivariante. Comme SIK),, agit transitivement sur les
appartements marqués g, et SLy(K) agit transitivement sur les appartements
marqués dX(K,), il suffit maintenant de montrer que, & : A — X, est I'appar-
tement marqué canoniqiig], onag o f¥ = f¢,,.

Soita = (ay,..., an) € A. Notonsny = f¢(Aa). Soita, = (al,...,al) dans
KY, avecal, = [a}]. Dans le cas ol = R ouC, on a

B (f2 (@) (aw) = | [mlak.... a)] [ = ‘ [m] ’w
= [Varaleve] 4[|

. i (W
= max e |a, | = fe, (a) ()

d’'apres (8). Le cas oK est ultramétrique est clair. O

4 \ecteur de translation

Dans cette section, on suppose ddest un espace symétrique ou un immeuble
affine complet (voir section 2.2, dont on reprend les hyps#és et notations). On
introduit le vecteur de translation(g) d’un automorphismeg de X de maniere géo-
métrique, comme un raffinement de la longueur de transléf . On établit ensuite
des propriétés de continuité dgla continuité asymptotique (Proposition 4.4).

4.1 Vecteur de translation d’'une isométrie

Soit g € Aut(X). Si Min(g) # 0, ce qui est toujours le cas Xi est un immeuble
(théoreme 2.14), le typgy(x) = 6(x,0x) du segment joignant € Min(g) & gx est
constant (car deux géodésiques translatéeg pant paralleles donc dans un méme
plat maximal). Levecteur de translatiodeg est alors par définition(g) = d(x,gx)
pour un (tout) poinx € Min(g). On peut le définir plus généralement pour tgut
grace au résultat suivant.

Proposition 4.1 Soit X un espace sytrique et gc Aut(X). L'adhérence dang de
{d(x,9x), x € X} contient un unique segment de longueur minimale, gu’onv(gle
et qu’on appellevecteur de translatiode g.
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DémonstrationOn a inkex || 0(%,gx)|| = £(g). L'existence est claire, montrons I'uni-
cité. Soitg = heula décomposition de Jordan deet € > 0. Soitn donné par le
lemme 2.16. Sk € X est tel quedg(x) < ¢(g) +n et siy est la projection de
sur Min(h), alors la proposition 2.10 entraine qllié;(x) — &(y)|| < 2d(x,y) < 2¢
et ||5(y) — Sh(y)|| < d(gy:hy) < &. On en déduit qudGy(x) — dn(y) || < 3¢, ce qui
conclut card,(y) ne dépend pas dec Min(h). O

Remarques 1. La notion de vecteur de translation est plus fine que celllo-
gueur de translation (cdtg) = ||v(g)])-

2. vestinvariant par conjugaison, et pour tguon av(g¥) = kv(g) pour toutk € N.

3. Dans le cas des espaces symétriquesdg)a= v(h) ou h est la partie hyperbo-
lique dans la décomposition de Jordangd@’apres la preuve de la proposition
4.1). Cet invariant coincide donc aveql@jection de Jordamleq (i.e. la projec-
tion deh sur¢, voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.4]).

Exemple Dans le cas oX est I'espace symétrique associ&a SLn(RR), on peut
choisir€ = {(a1,...,an) € RS ;0 =0, a1 > ... > an} et pourg € G de valeurs
propresA1(g), ..., An(g) on a alors

v(g) = (log|A1(9)|, .- -,log|An(9)|)

Propriétes fonctorielles.Si X est euclidien, alors on@= A = X, et toutg € Aut(X)
est une translation de vecter(g).

Supposons qui = X3 x Xp est le produit de deux espaces symétriques ou im-
meubles affineX;. SoitG; = Aut(X;). SoientA1, A, les plats maximaux d¥; et X,
tels queA = A1 @ Ay, et¢; et les chambres de Weyl fermées de et A, telles
quel = €1 + &. Soitv; : G — ¢ la fonction vecteur de translation dg. Alors
tout automorphismg de X est de la formég;,gz) ougi € G, et, d'apres la section
2.2.3,0na

V(9) = va(G1) +Va(92). (12)

SoitX’ un sous-espace symétrique ou un sous-immeuble 8eitG’ = Aut(X’).
Soit@ une chambre de Weyl fermée dé Soitvy : G — ¢ la fonction vecteur
de translation d&X'. Sig € Aut(X) préserveX’ etg’ = g;x est un automorphisme de
X', alors d’aprés la section 2.2.3 on a

v(g) = O(vx(d)) (13)
Proposition 4.2 La fonction v. G — € est continue.

Remarques 1. Ceci entraine que, lorsquén’a pas de facteur euclidien, la lon-
gueur de translation est continue sui{y . Cette propriété n’est pas vraie pour
tous les espaces métriques GAJ. Par exemple, dans le plan euclidien, les trans-
lations non nulles sont limites de rotations.

2. PourG = SLy(R), il s’agit de voir que la liste des modules des valeurs prapre
en ordre décroissant, dépend continiment de la matgcgui est bien connu.

Nous allons donner maintenant une démonstration puregéarhétrique de la
continuité dev, reposant sur la dynamique des isométriesosiy.
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DémonstrationSoitgy — g dansG. Montrons que quitte & extraikégx) — v(g).

Si ¢(g) = 0, alors, par semi-continuité supérieure/den a/(gx) — 0 et donc
v(gk) — 0, ce qui conclut.

Dans le cas od(Min(gk),Xo) reste borné, ce qui est toujours le cas quéresbt
un immeuble affine (théoreme 2.14), cela découle aisémhe lemme 2.1 et de la
proposition 2.11.

On peut donc supposer gieest un espace symeétrique et gifg) > 0. Cela
découle alors du résultat plus fort suivant.

Lemme 4.3 Soit X un espace sygtrique et g — g dansAut(X) avec/(g) > 0. On
noteé ™ eté ~ les points fixes attractif eepulsif de g dané., X (cf. remarque 2.5) et
F = Fs—¢+. Alors pour k suffisamment grand il exisg et oppogs dang.X,
de méme types quét et tels que

1. §F —&teté — & .

2. Ennotantk= ng,gg, on a ik — F pour la topologie de Hausdorff poiaé.

3. afixe&” eté, et, sig = (g, t) sur ik =Ci x R, on al(g;) — O et — £(g).

4. (k) = V(9).

5. En notangg le point fixe attractif de gdansdeX, on a<iT(E;r,Egt) —0,&g €
OFy €t & est 'unique point de de &me type qué ™ dans I'adterence de la
facette ouverte dé, X contenanfi.

En particulier, si \(g) est egulier alorsMin(gx) — Min(g).

Démonstration (Lemme 4.3oit p € F et D > 0. Il existe une boule topologique
ferméeB telle queé + ¢ BetBcC Os-(p,D) (voir section 2.2.4). D’aprées la proposi-
tion 2.7, il existeN € N tel quegN(Og (p,D)) C B.

Notonshy = gff eth=gN. On ahy — heté(h) =N¢(g) >0,y =Fy=F eté ™
et &~ sont les points fixes attractif et répulsif de

On ah(B) C B. Comme I'action deG = Aut(X) surGE™ est continue, il existe
K € N tel que pouk > K, on ahg(B) C B. Commeh est continue suB, elle admet
alors un point fixef,” dansB (donc de méme type quie") par le théoreme de Brou-
wer. Quitte a extrairé,” — zdansB, fixé parh. CommeZ* est le seul point fixe de
h dansB (proposition 2.7), on a= & *. De méme, il existé, € d.,X fixé parhy, de
méme type qué —, tel queé, — . La proposition 2.12 entraine alors dae— F.

On note(d’,t) la décomposition dg surF = C x R. Alorst = £(g) et4(g') =0
(proposition 2.15). La décomposition lesur F = C x R est alors(h',s) avech’ =
(¢)N ets= Nt. En notant(h;,s,) la décomposition déy sur R = C¢ x R, on a
alors queh; — h' etsc — s. Donc/(l) = N/(g') = 0 et limsup/(hy) < ¢(h’), donc
{(hy) — 0.

Nous pouvons maintenant montrer le point 4. SHitune chambre de Weyl
fermée deFy et ¢, la chambre de Weyl fermée d telle que@y, = €, x R. No-
tonsvg, : Aut(R) — ¢ et v, - Aut(Cy) — Ef( les fonctions vecteur de transla-
tion. D’'apres (12) et (13), onwa, (hk) = vg, (M) + s« etv(hy) = ©(vg, (hy)). Comme
O(s) — v(h) etvg (hy) — 0, on en déduit que(hy) — v(h), car© est continue.
Doncv(gk) = sv(he) — Sv(h) = v(g).



hal-00461218, version 2 - 27 Sep 2011

Compactification d’espaces de représentations 27

Pourk suffisamment grand, le point fixe attracfgt de gk existe car(gyx) > 0
(par ce qui précede) (cf. remarque 2.5), et il coincidecaselui dehy = gE. Les
deux premieres assertions du point 5 découle de la pri@o&i.8 (appliquée &),
car/(hy) — 0. La troisiéme assertion en découle par les propriééssimmeubles
sphériques. En effet, notortsle type de ™. Le type defh+k est Ty = dv(gk), qui
tend versdv(g) = 1 dans€. Donc pourk assez grand est dans I'adhérence de la
facette ouverte d€ contenantr. Il existe donc un unique poirdy de de typer
dans I'adhérence de la facette ouvertedd& contenanr«fgt. Alors <1T(Eg+k,ak) =
(1, T) — 0, donc<tr(ay, &) — 0, et<tr(ay, &) est dans 'ensemble fifd(1, 1),
doncay = Ek+ pourk assez grand.

Il ne reste qu'a montrer le 3. Comngg fixe I'adhérence de la facette contenant
Egt, on obtient -enfin- quey fixe &". De méme, on a que fixe . On a alors
hi, = ()N etsc = Nt, ce qui conclut. O

4.2 Continuité asymptotique du vecteur de translation

Soit w un ultrafiltre sulN plus fin que le filtre de Fréchet. Sdity)ken UNe suite de
réels positifs tendant verseo, et (xy )k une suite de points d€. Soit (Xg, *w,dw) le
cdne asymptotique deX, xy, )led)k suivant I'ultrafiltre w (voir section 2.3).

Proposition 4.4 Soit(gk) une suite dans G telle qdienwA—lkd(*k,gk*k) < 400, Soit
0w = [0k] 'isométrie de X%, assocke. AIors/\—lkv(gk) —w V(gw) dansc.

DémonstrationCommencons par le cas q%d(Min(gk),xo) reste borné, ce qui est
toujours le cas quanX est un immeuble affine complet d’aprés le théoréme 2.14,
qui se traite simplement de maniere analogue a la preuleamtinuité des. Alors
lime, z=d(Min(gk), #k) < +o. Soitx dans Mir(gk) tel que lim, 5-d(x, k) < +o.
Soitxe, = [X. Le lemme 2.19 entraine qug € Min(g,,). Par conséqued,, (Xo) =
V(gw). D'aprés la proposition 2.21, on @&, (Xw) = Iimw/\—lkégk(xk), doncv(gy) =
limeo 5-V(Gk)-

Supposons maintenant giXeest un espace symétriqgue. Comiyg est un im-
meuble affine complet (théoreme 2.20), on sait guefixe un point ou translate
une géodésique (théoreme 2.14). On voit facilementligug A—lkﬂ(gk) < l(Qw). Par
conséquent, g, fixe un point, on a ling, A—lkf(gk) ={(gw) =0, donc, commév(gy) || =
£(gk) pour toutk, on a lim, A—lkv(gk) =0, ce qui conclut. On peut donc supposer
dorénavant queg,, translate non trivialement une géodésiqyede X,. Quitte a
conjuguer chaquegy, on peut supposer pour simplifier que la suiteest constante
égale axp. Soitr une géodésique d¥ telle quer(0) = Xo, de méme type que,.
Alors il existe une suitéhy) dansG telle que lim, /\—lkd(xo,hkxo) < +oo ethyy = [hy]
envoie[r] : t— [r(Agt)] surry, (proposition 2.22). Quitte & conjuguer chaguepar
hk, on peut donc supposer qug = [r]. Notonsé+ = r(+®), £~ =r(—»).

Lemme 4.5 (Contraction des ombresPour tous Dt, € dans|0,+[, on a

9k(Og-(r(0),D)) C Og-(r(t), &) pour w-presque tout k
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DémonstrationOn raisonne par I'absurde. Sinon, il exifet, & > 0 et une suitey
dansd.X avecz € Of-(r(0),D) etgez ¢ O (r(t),€) w-presque partout. Sodi
une géodésique d&~ a z telle qued(r(0), 0k(0)) < D. Alors les géodésiques,
et o, = [0k de X, sont confondues sdr, 0], car elles sont asymptotes eno et
do(rw(0), 0 (0)) = lime 3-d(r (0), 6k(0)) = 0.

Ok
Ow

Ok Ok Jw0w

r(0) *o Qoo

On a donc<ty, (fw(+®), 9uw0wu(+°)) = 0. Donc, comme le passage au cone
asymptotique augmente les angles (proposition 2.18) ,<n)rr(1>€(5+, OkZk) —w O (car
[r(t)] = *w). Par conséquent; (¢ ~, k&) —w 7, et doncd(r(t),Fs- g.5) —w O
par la proposition 2.12. Or par hypothéHe(t),Fs - 4,5 ) > € pourw-presque touk,
contradiction. O

Fin de la preuve de la proposition 4.&oit D > 0. L'ombre O;-(r(0),D) est un
voisinage def+ dans son orbit€&s&é . CommeGéE ™ est une variété, elle contient
donc une boule topologique euclidienBeontenan *+ dans son intérieur. Comme
les ombre<D; - (r(t),€), t,€ > 0, forment une base de voisinageside dansG¢*+
(proposition 2.13), il existe> 0 ete > O tels queD; - (r(t), £) C B. D’apres le lemme
4.5, on a alors, poup-presque touk, quegk(B) = B donc quegy admet un point fixe
& dansO; - (r(t), €) par le theoreme de Brouwer (agy est continue suB).

Commeé; = [§,7] est un point d@wX,, 0pposeé & ] = ry,(—) et fixé parg.,,
qui translater, il est nécessairement égatg(+w) = [£ "] (proposition 2.3). On
peut donc supposer, quitte & conjuguer chagiugueé,” = &+, c’est-a-dire quey
fixe &€T pour w-presque touk. On peut aussi supposer (en échangeant les roles de
&ET et& ) quegy fixe &€~ pourw-presque touk.

Pourw-presque touk, on a alors quey préserve le faisceder s+ =F =C; xr
et gy agit dessus commigy,,tx) (voir section 2.1). Soipx = gkXo et gk Sa projection
surr. Alors gk = tyxo. Par la proposition 2.18, on a qqg = [d«| est la projection de
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0, et donc lim, A—lkf(gf() = 0. On en déduit que Iim/\—lké(xo,tho) = O(*w, Jw*ew) =
V(dw)- _

Soit&r une chambre de Weyl fermée Be=F; et&c la chambre de Weyl fermée
deC =G, telle queCe = ¢¢ x R. Notonsvg : Aut(F) — €¢ etve : Aut(C) — €¢
les fonctions vecteur de translation. D’apres (12) et,(@B)ave (gk) = Vc () +tk et
v(gk) = ©(Vr(gk)). Or on vient de voir que iy 5-vc(g) = 0 et que lim, ©(5-t) =
v(gw), donc,@ étant continue, on %v(gk) — o V(Qw)- O

Remarque 4.6 On a en fait demontré de plus les propriétés suivantassUppose
que/(dw) > 0. Soitry, un axe deg, et &, eté ses extrémités. On note (pokir
suffisamment grancﬂg*k et les points fixes attractif et répulsif dg dansd.. X (cf.
remarque 2.5), ef,” (resp.£, ) l'unique point de typev(ge,) (resp.v(ge)°PP) dans
I'adhérence de la facette ouvertedeX contenanfgt (resp.ég,)- Ona:

1. &5 = &g etéy = [&g)-
2. Il existe une suiteo-bornée de géodésiquesde &, f‘iflj telle query, = [ry]. En
particulierggry est paralléle & et A—lkd(rk,gkrk) —0 0.

En particulier, si(gy,) est régulier alor§Min(gx)] = Min(gw)-

5 Compactification

Soit" un groupe infini de type fini, discret. Sdit un corps local (hotons qui est
ou bienR ouC, ou bien ultramétrique). On suppose dsiest un groupe réductif sur
K et queX est I'espace associé, c’est a dire qu’on reprend les hyses et notations
de la section 2.2.2. On notg un point-base d.

5.1 Espaces de représentations et quotient

On considére I'ensemble, noté R oRG) des représentations dedansG, muni
de la topologie de la convergence simple.SSést une partie génératrice finie de
I, l'espace R s'identifie & un sous-ensemble fermé&depar I'applicationp —
(p(s))ses- L'espace R est métrisable, & base dénombrable, loestecompact. Le
groupeG agit continlment sur R par conjugaison.

L'espace topologique quotient usuef ® n’étant en général pas séparé, on le
remplace par son plus gros quotient sépdfé= R / G, qui peut étre décrit, comme
nous allons le voir, soit comme le quotient de R par une miatiféquivalence na-
turelle ~, soit plus explicitement comme une rétraction sur un sBpEace naturel
Rer/G de R/G (la semisimplificatioh

Repésentations comptement éductibles.On dit quep € R estcompktement &-
ductible(cr) si, pour touta € d.X fixé parp, il existe 8 € d. X, opposé &, égal-
ement fixé pap. Cette notion, introduite par J.P. Serre [Serre] pour l¢®@s sur
des immeubles sphériques et les groupes algébriquestifsgest peu restrictive. On
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renvoie a [Par5] pour une étude géométrique et d'awtaeactérisations naturelles.
Du point de vue algébrique cela revient a dire que pourgous-groupe parabolique
P deG contenanp (I ), il existe un sous-groupe de Levi Beontenanp (") [Serre,
3.2.1]. Les représentations Zariski-denses sont cr. Dawas ouG = GLyK, une
représentation est cr si et seulement si I'action lireainr K" associée est semi-
simple.

Si la caractéristique du corgd$s est nulle, alorsp est cr si et seulement si la
composante neutre de I'adhérence de Zariskpde) est un groupe réductif [Serre,
Proposition 4.2]. Cela équivaut par [Ric] a demander ¢quibite G- p soit Zariski-
fermée dans la variété algébriqueRG), ou encore par [Bre] que I'orbit@ - p soit
fermée dans {,G).

Plus gros quotient&pare. On note I'espace R le sous-espace de R formé des re-
présentations cr, qui est stable s&@sOn note R;/G I'espace quotient, muni de la
topologie quotient (dont on rappelle qu’elle coincide @ia topologie induite par
I'inclusion dans I'espace topologique quotient® voir la proposition 10 de [Bou,
[1l, § 2]). Cet espace est & base dénombrable car R l'est.

Le résultat suivant, qui montre que,RG est le plus gros quotient séparé de R
sousG, est bien connu poli€ = C, et pourkK =R, il résulte de [Ric], [Luna] et [RiSI].
PourK de caractéristique O il résulte de [Bre]. On en trouvera damonstration
directe, qui couvre aussi le cas de la caractéristique othe, ans [Par5], auquel on
renvoie pour plus de détails.

Théoréme 5.1 1. L'espaceR./G est &pak et localement compact.

2. Toute orbite de G darRR contient dans son adience une unique orbite ar(p)
(semisimplificatiof.

3. La propriete G- pN G- p’ # 0 définit une relation déquivalence ~ p’ surR.
La projection G-invariantert: R — R¢;/G est continue, et induit un hdmo-
morphisme h de I'espace quotidRj/ G:= R/ ~ surR/G, tel querr= ho p, ol
p:R— R/ G estla projection canonique. En particuli®;/ G (resp.R¢;/G) est
le plus gros quotientepaté deR sous G (toute application continue G-invariante
f deR vers un espaceepalé factorisea travers p).

On notera au passage que la topologie quotient issue de laisgatification
(utilisée dans la littérature) coincide avec la topadaguotient usuelle de K/G. On
identifiera dorénavant RG et R;;/G (et les projectiong et 1) via h. On notera cet
espaceZ’(I,G) ou Z". On noterdp] la classe dg € R pour~. Remarquons que
l'image dans%Z” d’'un ferméG-stableF de R est un fermé (cdf est stable par la
semisimplificatiorr).

Lien avec le quotient aipro-geonetrique. En caractéristique nulle, il est également
classique de travailler avec fuotient algbro-geonetriqueR / G, qui est défini
comme l'image canonique de R dans le quotient algébrongéique RI,G) / G
de la variété algébrique affing R, G) sous I'action des.

LespaceZ” = R/ G considéré dans cet article est un peu “plus gros” queaR
dans le sens suivant. On peut identifiéfRG) / G a I'espace de§-orbites Zariski-
fermées dans ® ,G), et 2" a I'espace de&-orbites fermées dans R. La projection
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canoniqué : R — R/ G factorise en I'application naturelR®: G-p — G-p de 2"
dans R/ G. Cette application (continue et surjective) est ferm&efitres finies (voir
[Luna], [RiSI] pourK = R et plus généralement [Bre, 5.17] en caractéristiqukhul

Action deOut(I") Le groupe Aufl") des automorphismes de agit & droite, par
précomposition sur I'espace R. Cette action est continwm®mmute avec I'action
deG, donc induit une action de A(T) sur.2". Le sous-groupe I ) des automor-
phismes intérieurs d€ agit trivialement sur2Z”. On obtient donc une action (par
homéomorphismes) du groupe Quj = Aut(I")/Int(l") sur.2".

On va maintenant construire une compactificationlereposant sur la notion
de vecteur de translation développée en section 4.

5.2 Spectre marqué des vecteurs de translation

On fixe un plat maximah de X, de groupe de Weyl vectori#¥, et une chambre de
Weyl ferméet de A. Le groupeG agit surX par automorphismes, donc le vecteur de
translationv: G — ¢ est bien défini (voir section 4).

Remarque (Remplacement par les longueurd)ans tout ce qui suit, on peut rem-
placerv: G — € par la longueur de translatioh= ||v| : G — R, dansX (cf.
section 2.1). Les compactifications obtenues sont alorasifies.

On appelleraspectre margé des vecteurs de translatialiune représentation

. — ., —I . .
p :— G la fonctionvop : I — €. L'espace¢ est muni de la topologie pro-
duit, qui est métrisable de type dénombrable (mais pasldotent compacte). Le

groupe Autl™) agit naturellement s . L'application V:p — vop de R dang
est Au{")-équivariante, invariante sous I'action par conjugaiders, et continue
(carv I'est, proposition 4.2). Elle passe donc au quotient en ypdication continue
Aut(I")-équivariante
.
[p] — vop

5.3 Le théoréme de compactification

SoitPT le projectifié de?r, c’'est-a-dire I'espace topologique quotie_‘}qtf {0} par
la relation d’équivalenca ~ w si et seulement s'il existec R~ tel queu =tw. Cet
espace est séparé, a base denombrable (mais pas leoalmmpact). On notev] la

classe danBC dewe T — {0}, etP: ¢ — {0} — PT la projection canonique,
qui est continue et ouverte. L'action de Al? sure passe au quotient en une action
(par homéomorphismes) sBE .

Théoréme 5.2 1. Le sous-ensembl&, = 7 ~1(0) est un compact.
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2. L'application continue
PY =Po¥ : X — Zp— PT .

est “d’'image relativement compacgel'infini”, i.e. il existe un compact?” de
4, contenant%y, tel queP¥ (2" — ¢') est relativement compact.
En particulier, elle induit une compactification e’misable)fde Z ', dont le
bord d»2 = 2 — 2 s'identifiea une partie ddP’Er, et caracériste par la
propriéte suivante : une suitéo)x dans 2" converge dans?” vers [w] dans
0,2 CPT sietseulement $px]k sort de tout compact d&” et [vo py] — [W]
dansPe .

3. L'action naturelle deOut(I") sur 2" se prolonge contiiiment au compactﬁiﬁ?,
avec[@].[w] = [wo ¢ 1] pour tousp € Aut(I") etwe ol

4. Siw] € 0.2, alors[w] = [vo p] avecp une action dg” sur un immeuble affine
A de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus supposer que cette
action provient d’une ref@sentation non bogep : ' — G(K,), avecK,, un
corps val@ ultranetrique etA un sous-immeuble de I'immeuble de Bruhat-Tits
deSLy(Ky).

Remarques 1. La compactification obtenue ne dépend pas du choix du actif.
Le corpsKy, est complet mais sa valuation n’est pas a priori discrétéirfeneuble
impliqué n’est pas simplicial).

2. (Un critére de rigiditeé) En particulier, s'il n’existgas d'action dg~ sans
point fixe global sur un immeuble affine de typ&,W), ou s'il n’existe pas de
représentatio@ non bornée dé dansG(K) avecK,, corps valué ultramétrique,
alors I'espaceZ” est compact.

3. (Injectivité du spectre) L'applicatio#” n'est a priori pas injective sug” tout
entier, ne serait-ce que parce que toutes les représergativaleurs dans un sous-
groupe compacK de G ont le méme spectre (nul). On renvoie a [DaKi] pour des
résultats sur l'injectivité (qui n’est pas utilisée)iciu spectre des longueufs (donc
de¥") et de son projectifi®.Z (donc deP¥) pour les représentations Zariski-denses
dansG semisimple, dans le cas &= R.

Avant de démontrer ce théoreme (en section 5.6), on caroenpar expliquer
dans un cadre purement topologique la construction de Igactification associée a
une application définie hors d’'un compact, continue, dgmeelativement compacte
a l'infini.

5.4 Préliminaires topologiques sur la notion de compaetiion

Dans cette sectiof désigne un espace topologique quelconque.

Définition 5.3 Une compactificatiorde & est une pairdg, &), oli & est un espace
topologique compact &: & — & un homéomorphisme sur son image, agéf€)
ouvert et dense dans. Le complémentaire dg(¢’) dansé’ est appelé ldord @
l'infini) de& et Notéd.&'.
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Remarque Pour ques admette une compactification (métrisable), il est n&iess
gu'il soit localement compact (a base denombrable), etiqodier séparé.

On suppose désormais qdeest localement compact, non compact. On pose
E=6EU {eo}, muni de la topologie étendant celle deou les complémentaires des
compacts def forment une base de voisinages @eAlors (id,&) est une com-
pactification def’, appeléeeompactification d’Alexandroffe &. Si & est métrisable,
dénombrable a I'infini, ou, de maniére équivalentd; sist a base dénombrable, alors
& est métrisable.

_ SoitC un espace topologique séparéfet& — C continue. On dira qud :

& —s C continue est umprolongement de & & si f og = f. Le prolongement est
unique s'il existe. On dit qu'une compactificatiogy, &1) de & estplus finequ'une
compactificatior{gy, &2) deé& sig, possede un (unique) prolongement contirdusy
(qu'on appellera lenorphisme canoniqyeOn a alorh(&1) = & eth(Gwd1) = 0 8%.
Les compactificationgy et &> sontisomorphegi.e. &1 est plus fine qué’, et &, est
plus fine quest) si et seulement gi est un homéomorphisme. La compactification
d’Alexandroff est la compactification la moins fine.

Compactifier hors d'un compac8oit.#" un compact d&’ et.# le complémentaire
de ¢ dansé&. Soit (h, J) une compactification de~. Soit& I espace topologique
obtenu en recollan¥” et.7 sur le fermé& %" au moyen dé, -, etgl’ appllcatlon
de & dansé&, égale aid surz” et ah sur.7. On voit facilement quég, &) est une
compactification def, dite induite par (h,.%), dont le bordde & s'identifie a celui
de.%. Si (h,.%) provient (par restriction) d’une compactificatiog, &) de &, alors

la compactification d&’ induite par(h, %) est isomorphe & la compactification de

depart(g, &).

Compactification induite par une application contin(eoir aussi [MoSh]). SoiC
un espace topologique séparéfet& — C continue d'image relativement com-
pacte. Soitd = & U {w} le compactifié d’Alexandroff de&’. Soitg: & — ExC
I'application continuex > (X, f(x)), et& l'adhérence dg(&’), qui est compacte, et
de laformes” = g(&) U ({o} x B) avecB C C. Alors (g, &) est une compactification
de &, dite assockea ou induite par f, dont le bord s'identifie 8 c C. SoitC’ un
autre espace topologique séparé e€ — C’ continue. Alorsf’ = ho f induit une
compactification(d’, é"’) de& moins fine que)sa

Plus généralement, supposons dué&e — C est seulement définie sur le com-
plémentaires’ — o7 d’une partie relativement compactéde&’, continue, et d'image
relativement compacte a I'infini, i.e il existe un compattde & tel quef (& — %)
est relativement compact da@s Alors, d’aprés ce qui précéde, pour tout compact

2 de & contenante/ dans son intérieur avet(é"—%;) compact,f définit une
compactification# de.# = & — Ji;, donc une compactificatiofi de &, diteinduite
par f. Cette compactification ne dépend pas du choixd€a isomorphisme pres).

Si & etC sont a base dénombrable, aldfsest métrisable. Une suitg de &
converge dang’ versb dansdé&’ identifié aB C C si et seulement si sort de tout
compact def et f (xx) — b dansC.
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5.5 Fonctions de déplacement

On introduit maintenant quelques outils supplémentaieesnt de la géométrie CAD),

dont on aura besoin en section 5.6 pour démontrer le émé®de compactification.
Soit S une partie génératrice finie dg et |-| s la longueur des mots sur as-

sociée. On voip : ' — G comme une action dE surX (I'espace CATO) associé

a G). On appellgonction de éplacementle p (relativement a la partie génératrice

S) et on noted,, la fonction convexe continue

dp: X — R,
X = /Y sesd(x p(s)x)?

On appelleninimum de @placementle p (relativement & la partie génératriSget
on noteA (p) le nombre réel positif

A(p) = inf dp(x

(p) o b(X),

qui est un invariant de conjugaison. La fonctibn R — R va nous permettre de
contrdler les représentations partant a I'infini danguetient.2", et de renormaliser
le spectre des vecteurs.

Proposition 5.4 Pour toutp € R,ona £op <A(p)||-|g surl. 0

Pour tout réel positiD, notons B = {p € R | dp(Xo) < D}, qui est un compact
de R (car I'action dé&5 surX est propre), et2p = p(Rp), qui est un compact d&".
On démontre facilement la propriété suivante.

Proposition 5.5 Il existe L> 0 tel que, pour tout D> 0, siA (p) < D, alors il existe
g € G tel que g p € Rp4L. En particulier[p] est dans le compactp. | . O

Remarque On peut en fait montrer quk est continue sur R et passe au quotient en
une fonction continue propre sW’, voir [Par5, Proposition 25].

5.6 La démonstration du théoreme de compactification 5.2

On commence par établir une version un peu plus faible, gciitdle comportement
asymptotique d’une suite de représentations partamfini’dans.Z".

Théoreme 5.6 Soit (px)keny UNe suite dan telle queAx = A(pk) — +oo. Alors,
quitte & extraire, /\—1kVO Pk — W dans@r, avec w= vo p ou p est une action dé&

sur un immeuble affind de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus
supposer que cette action provient d’'une g@ntationo non borréee del” dans
G(Kw) C SLa(Ky), ou Ky est un corps vale ultranétrique et qued est un sous-
immeuble de 'immeuble de Bruhat-Tits 8k,(K), presene par GKy,).

En particulier, w n’est pas identiquement nul.
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DémonstrationCommeG agit cocompactement si¢, quitte a conjuguer chaque
représentatiomy, on peut supposer qu'il existe un poitde X, a distance bornée
parM > 0 dexo, tel qued, (%) < A (k) + . Soite un ultrafiltre sum, plus fin que
le filtre de Fréchet. On considere le cone asymptotiyele (X, xo, )led) suivant
I'ultrafiltre c (voir section 2.3). C’est un immeuble affine complet de typeW)
(cf. Thm 2.20). Pour toug del”, on ad(Xo, pk(Y)X%o) < [[Vllsda. (o) < [[Vlls(A (k) +

T +2M./15)). donc-d(xo, px(¥)%o) est borné pouk € N. On peut donc considérer
I'action asymptotique,, del” surX,,, qui est définie pap.,(y)[X] = [ox(Y)X] pour
tousy del et[x] deX,. Pour touty, = [yi| € Xu, on adp, (Yo) = IimwA—lkdpk(yk),
doncdp, (Yw) > 1, avec égalité sy, = [%] = [Xo]. Donc py, n'a pas de point fixe
global dansX,.

Commeyv passe continlment au cdne asymptotique (proposition godir tout
yderl, on a/\—lkv(pk(y)) —w V(Pw(Y)) dans€. En particulier il existe une sous-suite

extraite de}%kvO Pk convergeant vergo pg, dansg .

Dans le cas oK = R ou C, on peut supposer qug est un sous-groupe fermé
auto-adjoint de SK(K). En particulierX est un sous-espace totalement géodésique
passant paxo de I'espace symétriqué, associé a SKK).

Dans le cas oK est ultramétrique, on peut supposer gaiest un sous-groupe
algébrique défini suik de Sl,, et d'apres le théoreme de plongement de Land-
vogt [Lan, Thm. 2.2.1], 'immeuble de Bruhat-Ti¥sde G surK se plonge par une
isométrie équivariante p& dans I'immeuble de Bruhat-Tits, de SL, surK. On
identifie X a son image dans,.

Le cdne asymptotiqu¥, de (X, Xo, )led) suivant l'ultrafiltre o est donc un sous-

immeuble du céne asymptotiqXg,, de (Xn,Xo, /\—lkd) suivant l'ultrafiltre w. D’apres
ce qui a été fait dans la section 3 (voir le corollaire 3.18&eaemarque qui suit, et
le théoreme 3.21), I'action asymptotique provient ehdaine représentatiop,, de

" dansG(K,) C SLn(Kew), 0UK,, est un corps valué ultramétrique et3K,) agit
sur son immeuble de Bruhat-Tits. Comme cette action n'a pgsoiht fixe global
dansXy, donc dans{ne, qui est un immeuble affine complet (cf. Thm 2.20),(")
n'est pas borné, et le spectre des longuéurp,, ne peut étre nul [Par3, Coro. 3],
doncw = vo p,, N'est pas nul. O

On en déduit immédiatement la propriété suivante, gquimet de contrdler le
spectre des longuew® (donc également celui des vecteuf$ en fonction deA, a
l'infini de 2.

Corollaire 5.7 Il existe une partie finie F d€, un réel c> 0 et un el Dy > O tels
gu’on a la propréte suivante.
Pour toutp € R, siA(p) > Dy, il existey € F tel quel(p(y)) > cA(p).

DémonstrationSoit K, k € N* une suite croissante de parties finies recouvFant
Supposons par I'absurde que pour togtN* non nul, il existep, € R tel queA (px) >
k et pour touty € F on a+¢(pk(y)) > &. Alors +¢0 pc — 0 dansR.,.", ce qui est
impossible par le théoréme 5.6. O
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Remarques 1) On a donc (pouk (p) > Do) I'encadrement

cA(p) < maxt(p(y)) < cA(p)
ouc’ = max.r | y||s (cf proposition 5.4).

2) Une autre conséquence directe du corollaire 5.7, que ntutiliserons pas,
mais qui mérite d’'étre signalée, est que I'application 2~ — T est propre :en
effet, siQ est un compact dé’ pourD supérieur ®g et fi% max,crweq [W(y)|, ona
queA < Dsur? ~1(Q). Donc? ~1(Q) estinclus dans le compagfp . (proposition
5.5).

Démonstration (Fin de la preuve dugbreme 5.2)Nous pouvons maintenant mon-
trer 'existence du compac¥” tel que 2o C % etP¥ (2 — ) estinclus dans un
compact. SoiDg donné par le corollaire 5.7 &t donné par la propostion 5.5. On
prend alors# = 2p pourD > Do+ L. Notons?% = 2" — % etY = p {(%) =
R—p (). D’apres le corollaire 5.7, commec Y implique A (p) > D — L > Dy
(d’aprées la proposition 5.5), on a ql.ﬂé\/(Y) ne rencontre pas I'ensembav €
¢ | Yy € F, |[w(y))| < c} qui est un voisinage de 0 dacs (en particulieroz
contient? ~1(0)). Donc I'adhérenc€ de/\iV(Y) dans€ ne contient pas 0. O}V
est d'image relativement compacte, car incluse dans le aotfif {u € €; ||ul| <
lvls} par la proposition 5.4. Don€ est un compact de’ — {0}, etP(C) est un
compact de@c contenanP(+V(Y)) =P(V(Y)) =P(¥ (%)) =PV (% — ), ce
qui conclut.

La construction (purement topologique) de la compactificede 2" induite par
Py a été décrite en détail en section 5.4. Le reste destassedu théoreme 5.2
découle du théoreme 5.6. .

Pour l'action de Oyt ) : comme l'applicatio?¥ : 2" — ¥ ~1(0) — PC est
Aut(l)-équivariante, I'action de AQF ) sur 2" se prolonge continument.&™ par
laction naturelle suP¢ . Comme In¢r) agit trivialement sur2”, donc sur%’,

I'action induit une action de O(F ) sur.2” par homéomorphismes. O

6 Représentations figtles et discétes

SoitI" un groupe infini de type fini, discret, & un groupe topologique localement
compact. On dit qu'une représentation/delansG estfidele et discete(fd) si elle
injective et d'image discréte. On notegR™,G) ou Ry I'espace des représentations
fd del” dansG.

6.1 L'hypothese (H)

On dira qu’un groupe abstraifit vérifie I'hnypothese(H) s'il n'admet pas de sous-
groupe d’indice fini contenant un sous-groupe abélierindjgé infini.
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Cette hypothese n’est pas tres restrictive dans notmecaomme le montrent les
exemples suivants.

Si I’ est un groupe commensurablé ¥c'est-a-dire si” NI’ est d'indice fini
dansl” et dand™’), alorsI™ vérifie (H) si et seulement $i’ vérifie (H).

Sil” estun sous-groupe discret Zariski-dense (par exemplesear) d’'un groupe
de Lie linéaire semimplél, alorsI™ vérifie (H) par [GoMi, Lemma 1.2]. Plus gé-
néralement, ce qui suit montre que les groupes agissaptegment, par automor-
phismes, sans orbite finie au bord, sur un espace symésansfacteur compact
et sans facteur euclidien vérifient I'hypothese (H). €jegr exemple le cas pour les
sous-groupes fortement irréductibles de,&) (i.e. tels que tous les sous-groupes
d’indice fini sont irréductibles). Les groupes divisans @envexes fournissent beau-
coup d’exemples de tels sous-groupes (voir [Ben2]).

Proposition 6.1 On suppose que X est un espace@yigue sans facteur compact.
Soit/” un groupe agissant proprement par automorphismes sur Xsgpast un sous
groupe alglien A disting@ infini. Alors il y a deux possibibis.

1. A posede urélément parabolique non trivial. AlofS admet un point fixe global
dansd. X.

2. A n'a que de€lements semisimples. AlorsMnacaMin(a) est non vide, et se
decompose de maire canonique en un produit €RK (avec k> 0 minimal), de
telle manére que tous leglements a de A @gent sur M comméd, a'), ol & est
une translation d&. Le groupe™ stabilise M et peserved., RX.

En particulier” a une orbite finie dang,X.

Démonstration (Preuve de la propositiobhg premier point découle de [Ebe, Co-
rollary 4.4.5]. Supposons maintenant qen’a que des éléments semisimples. La
premiere assertion du deuxieme point découle de [BG&rha 7.1]. CommeA
contient au moins un éléement non elliptique (car sidofixe M non vide donc est
fini), alorsk #£ 0. CommeA est distingué dang, le groupd” stabiliseM et préserve
la decompositiotl = C x R¥, donc préservé.,RX non vide. Od,R¥ est inclus dans
un appartement dé.X. Le groupe™ a donc une orbite finie damk X. O

6.2 Fermeture

On suppose ici qué veérifie 'hypothese(H) et queG est un groupe de Lie réel
linéaire.

Théoreme 6.2 (Goldman-Millson)L’espaceRsy des repésentations figles et dis-
crétes dd” dans G est un ferinde I'espacéR des repésentations dé dans G.

DémonstrationSi Ry est non vide, alor$ est linéaire donc il contient un sous-
groupe sans torsian’ d'indice fini, d’aprés le lemme de Selberg [Alp]. Alof$ n'a
pas de sous-groupe abélien distingué non trivial (cagrifie (H) et n'a pas de sous-
groupe fini non trivial), donc, par Goldman-Millson [GoMielmma 1.1], I'espace
Rig (I, G) est fermé.
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Soit px € Ryy, k € N avecpy — p dans R. La restriction dp al"’ est donc fd.
Comme kepn I’ = {e}, on a que kep est fini. Or 1€ G n’est pas limite d’éléments
d’'ordre inférieur & une constante donnée. La restrictie px a kerp tend vers la
représentation triviale, donc est constante a partin dertain rang. Commgy est
fidele pour toutk, on en déduit que ker est trivial, autrement dit qup est fidéle.
De plus, on voit facilement qu’un sous-groupe@eontenant un sous-groupe discret
d’indice fini est discret, donp est discrete. O

6.3 Compactification

On suppose ici qué vérifie I'hypothése (H), et qu& est un groupe réductif réel
(voir section 2.2.2) agissant sur son espace symétricaeix.

Comme Ry est un fermé de R (Théoreme 6.2), I'espatg = p(Ri) = (Rig N
Rer)/G estun fermé de2” = R /G.

La compactificationf de £ construite précédemment (Théoreme 5.2) induit
donc une compactification (m/'evtrisabI@)d de Ziq (qui s’obtient en prenant simple-
ment 'adhérence d&ty dans%Z"). Elle est munie d’une action naturelle de Qut
(car Z1q est stable sous OUit), donc son adhérence aussi).

En rang 1, cela redonne (par construction) les compactditaiconnues, voir
[FLP], [MoSh], [Bes], [Paul].

Six est danﬁm% - IP’EF, alorsx = [vo p], ou p est une action sans point fixe
global del” sur un immeuble affine de tygé\,W), sans point fixe global. Dans ce
cas, F. Paulin a demontré que cette action est a stabilisade germes d’apparte-
ments virtuellement résolubles [Pau3].

Remarque En fait, on peut construire la compactification &84 un peu plus di-
rectement, caPy” est définie surZiy tout entier, et a valeurs dans un compact de

PT . En effet, on peut montrer que gi€ Rig alors¢o p # 0 (on peut se ramener
par semisimplification @ cr, et cela découle alors du théoreme de Burnside, voir pa
exemple [Bass], [Ben]). On peut aussi montrer que la fonctigeste supérieure a

€ > 0 sur Rg. On montre alors de la méme maniere qu’en section 5.6%ql(afd)

est d'adhérence compacte, incluse dahs- {0}
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