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Abstract. The estimator of the adjusted premium developed by Necir and
Boukhetala (2004) is considered. The problem of reducing the variance of this
estimator is formulated as an optimization program with nonlinear stochastic
constraints. An hybrid genetic algorithm is used for finding global optimal solu-
tions, statistically explicable. An application to automobile insurance is devel-
oped.

1 Introduction

Les risques extrémes sont, aujourd’hui, caractérisés par le fait qu'ils sont abstraits et
complexes, (Picard (2002), Chemarin, HedryMichel-Kerjan (2005)). Les ouragans, les
tremblements de terre ou méme les accidents de la route sont des risques majeurs, massifs et
pourtant cernés, donc appréhendables, acceptés et contre lesquels les assureurs et les réas-
sureurs ont démontré une certaine discipline de réactivité tarifaire, (D&nG@harpentier
(2005) et Charpentier (2009)). Cet exemple illustre I'importance cruciale pour les assurés
et les réassureurs d’'une évaluation correcte du potentiel de sinistre inhérent a des catastrophes
certes rares, mais tout a fait envisageables, (Grisel@aiillaume (2006) et Centeta Guerra
(2010)).

Au regard des réformes de la solvabilité I, la réglementation des assurances passe a des régles
complexes par la mise en place d’'un modele interne, (EMB (2009-2010) et Optimind (2007)).
Ce qui constitue un développement majeur par rapport a la solvabilité I. Ces réformes encoura-
gent les compagnies a adopter la démarche ERM (Enterprise Risk Management) pour qu’elles
soient en mesure par elles mémes d'apprécier et mesurer leurs risques, (COSO (2009)). Donc,
I'approche par le modeéle interne permet de dégager des stratégies alternatives. Dans ce tra-
vail, on propose une approche de couverture des risques extrémes en assurance. Pour cela,
on est amené a déterminer un intervalle de confiance optimal pour la prime de risque. Cette
optimalité est obtenue grace a la résolution d'un programme de minimisation de la variance de
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I'estimateur de la prime ajustée par des algorithmes génétiques hybridés.

Cette approche permet de contribuer a la réalisation des objectifs stratégiques d’optimalité et
d'adaptation de la tarification aux exigences de I'assureur et I'assuré. La démarche du calcul
d’une variance minimale pour I'estimateur de la prime pure contribue aussi a la mise en place
d’'un reporting efficace et au respect de la conformité aux lois et réglementations en vigueur.
En bref, grace au déploiement de cette approche, une société d’assurance est mieux armée
pour atteindre un systéme de tarification raisonnable en présence des sinistres extrémes et pour
eviter les écueils et les impondérables.

Cet article se présente de la maniére suivante : une premiére section traite I'utilité de la réas-
surance en matiére d’'assurabilité des risques extrémes et on a introduit I'estimateur de la prime
ajustée proposée par Nedir Boukhetala (2004). En deuxieme section, on a défini le prob-
Ieme général de la réduction de la variance de I'estimateur de la prime ajustée sous forme d’'un
programme d’optimisation non linéaire avec contraintes stochastiques. Le caractére aléatoire
complexe de ce probléme nous a incité a adapter un algorithme génétique hybride (AGS) ef-
ficace pour la recherche de solutions optimales, statistiquement exploitables. Nous proposons
I'ébauche d’'un modele de calcul d'une prime ajustée raisonnable et nécessaire a la couver-
ture des risques extrémes en assurance non vie (assurance RC-Automobile). Enfin on a étudié
I'évolution de cette approche de résolution du probléme en utilisant les codts des sinistres ex-
trémes détectés par la théorie des valeurs extrémes @aisi(Soumis (2011)). On propose

une stratégie de calcul d’'une prime raisonnable et favorable pour les assurés qui ont une sinis-
tralité extrémes.

2 Sinistralités extrémes et réassurance

Les risques extrémes se définissent comme les risques dont on ne sait pas si le systéme
d'assurance sera capable de les supporter. Da¥kal. (1994), Dickson (2005), Tosetti
(2002), Petauton (2004) ont proposé le systeme de réassurance pour faciliter I'assur- abilité de
ces risques. Ceci conduit a bien tarifier et couvrir ces risques.

2.1 Besoin de réassurance en matiere de risques extrémes

La réassurance fournit des capacités supplémentaires pour indemniser les sinistres ex-
trémes. En stabilisant les résultats techniques, en réduisant le sinistre moyen et le sinistre
maximum ainsi qu’en allégeant la charge du capital, la réassurance rend la couverture plus
abordable.

Risques exceptionnels en assurance non vie

L'assurance non vie est marquée par la survenance des sinistres trés élevées (Cummins
(1992)). Ces sinistres se caractérisent par 'ampleur des pertes qu'ils ont causées et leur pe-
tite fréquence. Pour cela, les statistiques traditionnelles qui étudient un phénoméne a travers
son comportement moyen, caractérisent mal ces extrémes. Elles fournissent uniquement des
indications sur la distribution générale d’'un phénoméne. McNeil. (1997) et Rootzelk
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Tajvidi (1997) montrent que I'application de la théorie des valeurs extrémes donne un cadre
plus systématique, rigoureux et cohérent que les méthodes classiques.

En effet, cette méthode permet de déduire la distribution des extrémes a partir de la distribution
totale, sans traiter séparément les extrémes des risques récurrents. Ces événements appartien-
nent a ce que I'on appelle "la queue de distribution”, ce qui veut dire que I'on dispose de trés
peu d'observations pour caractériser les distributions de probabilité. Donc il est important de
bien modéliser les queues de distribution pour éviter les erreurs grossiéeres de tarification.
Généralement, I'activité d’assurance est basée sur la loi des grands nombres qui nous assure
que la moyenne empirique de la charge de sinistre d'un portefeuille de risques indépendants et
identiqguement distribués tend vers le sinistre moyen d’une police lorsque le nombre de polices
tend vers l'infini. La loi de grands nombres peut ne pas fonctionner correctement lorsque le
portefeuille contient des risques hétérogénes, et donc non identiquement distribués. L'assureur
doit, dés lors, réaliser des compensations dans le temps, dans I'espace, et limiter ses souscrip-
tions de maniére a conserver un portefeuille homogéne.

En pratique, il n'est pas aisé d'obtenir ces compensations, ni de limiter sa souscription. Donc

le systeme de partage et de transfert des risques permet d'absorber les destructions des risques
potentiels (Chiappori (1996) et EeckhoudiGollier (1995)). Blondead: Partrat (2003) ont

montré que la réassurance offre une solution attrayante a ces problémes.

Réassurance et incitation a la prévention

Laréassurance est un systéme de partage des risques qui a pour objectif de faciliter 'assura-
bilité de risques lourds, c’est-a-dire ceux pour lesquels la survenance d’un sinistre, que I'on
peut qualifier exceptionnel, aurait une incidence sur le taux de prime pure moyen des sous-
portefeuilles et mettrait a mal les résultats de la société d’assurance (Céntuerra (2010)
et Griselda& Guillaume (2006)).

En assurance, notamment en non vie, le systeme actuel est basé sur le principe de solidar-
ité: chaque assuré paie le méme taux de prime (en montant) et les assureurs sont indemnisés
d'aprés le montant des dommages de leurs assurés (Fradagomstant (2009)). Ce sys-

téme permet donc une couverture compléte des assureurs. Dans ce cas, l'intérét immédiat de
I'assuré est de ne faire aucun effort. L'assureur est donc contraint, pour équilibrer son budget,
de proposer la prime actuarielle correspondante au risque élevé (Kunr&utiier(1995)).

Cette situation est en général inefficace.

Cependant, le critére uniforme de la prime d’assurance crée une distorsion qui lui induit une
moindre incitation a la prévention et génére un surco(t pour la société. En effet, I'utilisation
d’une couverture partielle peut inciter les assurés a adopter un comportement prudent et donc
diminuer les charges de I'assureur qui peut ainsi pratiquer des primes plus faibles (voir par ex-
emple Wills& Sherris (2010)). D’ou, la pratique de la prime de réassurance permet d'opérer
une différentiation des produits par le biais d’'un jeu de niveaux de couverture différents.
Autrement dit, elle suggere de discriminer entre les assurés au moyen d’une tarification non
linéaire reliant la prime et la quantité d’assurance achetée. Ce qui nous permet de constater que
le systeme de réassurance crée une bonne incitation transmise aux assurés par I'intermédiaire
des assureurs.
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2.2 stratégie de tarification pour les risques majeurs

L'avenir des assurances dépend-il des risques extrémes? A I'évidence oui. L'augmentation
du codt cumulé des grands sinistres est plus importante depuis 20 ans que les quarante années
précédentes. C'est donc I'intérét des assureurs et des réassureurs de recourir a des modeles sci-
entifiqgues pour élaborer un systeme de tarification adéquat et efficace. S'inspirant du principe
de Wang (1996) et LIN (2005). Nedit Boukhetala (2004) ont introduit une nouvelle approche
du probléme du calcul de prime de réassurance. Associé au systéme d’information statistique
de l'assurance automobile, ce principe est mis en ceuvre sous forme d’un logiciel permettant
un calcul automatique d’estimation de primes de réassurance par intervalle de confiance.

Principe de la prime ajustée Wang (1996)

Soit X, X1, X, ..., X,, une suite de variable aléatoires de risque indépendantes et iden-
tiguement distribuées avec une fonction de répartition comning = P(X < z), z € R.
Pour une tarification raisonnable des risques extrémes, Wang (1996) propose un nouveau
procédé de calcul de primes en appliquant une transformation a la fonction de survie. Il obtient
alors la prime ajustée au risque suivante:

T(X) = /000(1 — F(2))7da.

Le paramétre > 1 est appelé coefficient de distorsion ou le coefficient d’aversion au risque.
Donc la prime ajustée pour un seuil elevé- 0 est donnée par:

Tu(X) = /00(1 — F(2))"?dz.

Notant que le seuik doit étre grand et depend de la taille de I'’échantifen> 1). Pour cette
raison on va supposer que= wu,, Vn > 1. Ce qui conduit a récrire,,(X) comme suit:

T, (X) = / 00(1 — F(z))"?da.

n

Estimation non paramétrique de la prime ajustée

Soitk = k, une suite d'entier satisfaisaht< k < n, kK — oo andk/n — 0 tel que
up = Q(1 —k/n), ou
Q(s):==inf{te R,F(t)>s}, 0<s<1,
est la fonction quantile ou l'inverse généraliséeldalorst, (X) s'écrira:
> 1
T, (X) :/ (1—F(s))rds.
Q(1—k/n)

Pour toutn > 1, soit X, ,, < ... < X, ,, la statistique d’ordre de I'échantilloi, ..., X,,. En
remplacant)(1 — k/n) et F'(.) par leurs estimateurs appropriés, on obtiendra un estimateur



hal-00625684, version 1 - 22 Sep 2011

Fersi& al.

de la prime ajustée

. () = | T (1= Fu(s)bds, 1)

ank,n
ouF,(x) = nteard{X; <z :1 <i < n}, Vo € R, est la distribution em-
pirique de I'échantillonXy, ..., X,,.

Le quantile empirique correspondant est défini par

Qn = inf{teR,F,(t) >s},0<s<1
= Xin, t—1)/n<s<i/ni=1,..,n,

avec@,(0) = Xy .

On peut montrer que:

T, = —/ sl/den(l —3).
0

En intégrant par partie, on trouve

k/n
ﬁ-un = p_l / Sl/p_lQn(l - S)dS - (k/n)l/an—k:,n
0
k i/n
= pil Z(/ Sl/pildS)Xn_H_Ln — (k/n)l/an_k.’n
i—1 Y (i=1)/n
k . .
) 1—1
= Z{(i)l/p - (7)1/p}Xn—i+l,n - (k/n)l/an—k,n
i1 n n
On peut déduire:
k.
“ 1
Ty, = Z(E)l/p{Xn—i—i-l,n - X’I’L—iﬂl}) p > 1. (2)

i=1

Pourp = 1, la statistiquenr,,,, correspond au traité de réassurance ECOMOR (excédent du
colt moyen relatif) introduit par Thépaut (1950). Sous I'hypothése que la queue de distribu-
tion 1 — F' est a variation réguliére du second ordre, avdg¢ le premier parameétre et le
deuxieme paramétre < 0, c’est-a-dire gu'il existe une fonctioA(t) — 0 quandt — 0, de
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signe constant, tel que

. 1 1
Jim (A(*)) {Q(l—t) pE

On va énoncer, le théoréme suivant qui donne la normalité asymptoticug de

forany x> 0. 3)

Théoréeme.1 ( Necir A.& Boukhetala K. (2004))
Supposons que (3) est vraieset”?Q(1 — s) — 0 quands — 0 pouré — 1/2 < 1/p < 1. Soit
k =k, tel quek — oo, k/n — 0 et(k/n)*/2A(k/n) — 0 quandn — oco. Alors

k/n)~VrEt/2
%{ﬁ—u" - Wu"} _)D N(Oa Uz(pv g))» quand n — 00,

ou

B
’ 1, pourl/p =&,

avech:=1/p—¢

(démonstration du théoréme voir annexe A)
Estimation paramétrique de la prime ajustée:

Soit X, ..., X,, une suite de risques indépendants et identiquement distribués, de distribu-
tion communeF, telle que

F(z) = cw_%(l + 2 PL(x)) guandr — oo (4)

pouré € [0, 1], 8 > 0, une constanteet L(.) une fonction & variation lente.

Pour les valeurs extrémes des sinistres, Pickands (1975) montre que la distribution des exces
au-dela d'un seuil: est asymptotiquement une loi de Pareto généralisé de parahetrés
L'estimation de ces parameétres est déterminée par les solutions du systéme d’équations suivant:

1 - ZT;

- ;logu ) =¢ (5)
1< zi/o 1

E;1+§xm_1+§ ©)

Pour plus de détails voir annexe B.
Insprant du théoréme de Pickands, On peut déterminer I'estimateur de la prime ajustée, définie
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dans I'équation (1), par

=X
78259
INA

=

Fu(X) = A 7)

Sl
|
78 2%%
==
IN
—

(pour plus de détails voir annexe C)

Le théoréme suivant décrit la normalité asymptotiqué geX )

Théoréme.2 ( Necir A.& Boukhetala K. (2004))

Supposons que (4) est vraie pgue [1/2,1] et > 0, siz — x °L(z) est une fonction
décroissante. Soit = u,, tel queu — oo ety/nu~?L(u) — 0 quandn — co. Alors

V(i (X) = m(X))

(0,02), quandn — oc.

NT1(1- N
o A+ep (/p-12 (148 2
»  (1+8p? p—1)2 +e)
ST are T (Tog 2

L'un des atouts de cette approche de tarification est sa robustesse assez grande en cas de
survenance de sinistres d’un montant exceptionnel. Donc, on peut chercher une méthode
d’'optimisation fiable qui nous permet d’obtenir un intervalle de confiance optimal pour cet
estimateur de la prime ajustée.

3 Formulation mathématique du probléme d’optimisation

Analytiquement il est souvent difficile de déterminer le calcul de la prime ajustée par une
forme exacte. Cependant I'estimateur asymptotique, proposé par@l&uukhetala (2004),
nous permet de déterminer un intervalle de confiance optimal pour une prime raisonnable. Ce
qui donne un outil souple et interactif pour la conception d’un systeme d’aide a la tarification
pour des situations de risque exceptionnel.

3.1 Discription du probléme

Nous pouvons trouver une variance minimafede I'estimateur de la prime ajustée, en
résolvant le probléme suivant:

. _ (1498% ((1/p-1)? 14 2
mlnf,é\?jp 0'2(5;6,]7) * ((1/p_)§)2 [( /1p+£) + (1/])_65)2 - T/p—¢ +2]
@) ﬁ > imp log(1+ f%) =¢
- 1 M 1 yi/B 1
M 2 iz fg T+yi /B~ 1+€
J<e<i2>p>1,8>0

avecys, ..., ypr: sont les observations réellés qui dépassent le seuil
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La méthode des extrema liés peut étre utilisée pour trouver un minimum local.

3.2 Recherche d’'une solution globale

Alternativement et pour la recherche d’un minimum global général, la méthode génétique
ou celle de recuit simulé peuvent étre également utilisées pour résoudre ce probleme. Nous
proposons dans le paragraphe suivant un algorithme génétique adapté pour déterminer un op-
timum global(¢*, 5*, p*) pour le probleme (Q).

Pour pouvoir employer une approche heuristique, telle que I'Algorithme Génétique (AG) ou
I’AG combiné recuit Simulé (AGS), nous reformulons le probléme (Q) comme suit:

ming g, 0% (€, B,p) = ((11/;@?)22[(1/11:51)2 + (1/1;,%2 - 1/575 +2]
B log(1+€%) =¢

b 2 s — o

b= %(U)

g1 = % -£<0

g2 =& — % <0

g3=1-p<0

gr=p—2<0

g5 =08>0

Nous proposons d'illustrer I'intérét d’'une approche bayésienne dans le cadre de I'évaluation
de ce probléme d'optimisation, réalisé le plus souvent a l'aide de parantétfé®). En
pratique, un grand nombre de problémes réels n’est pas optimisable efficacement par des ap-
proches classiques. Il convient donc de rendre compte des incertitudes sur ses parametres, ce
qui permet a 'utilisateur de gérer ces problemes de fagon assez adéquate (Gollier&Hilton
Raufaste (2003)).L'incertitude renforce cette stratégie et pose en des termes nouveaux la prob-
Iématique de la pertinence d’'une approche normative dans un tel contexte.

Cependant, pour les parametigs3), nous n'avons aucune incertitude, ils sont étalonnés
(équations (5) et (6)). Notre incertitude ne porte que sur le paramétbmnc la démarche
poursuivie présente deux cas.

- cas 1:p est deterministe

- cas 2:p est aléatoire;

p:¢a(u):1+ua

avecu: variable aléatoire uniformement distribuée sur 'interviilel |.

Bien que les problémes d’optimisations combinatoires soient souvent faciles a définir, ils sont
généralement difficiles a résoudre.

En effet, ce probleme appartient a la classe des problemes NP-difficile et ne possede donc pas
de solution algorithmique efficace valable pour toutes les données (Gard (1979)).
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4  Approche de résolution

Etant donnée I'importance du probléeme de minimisation de la variance de I'estimateur
de la prime ajustée sous contraintes stochastiques de difficulté croissante, on a proposé de
développer I'hybridation de méthodes des algorithmes génétiques. Ces derniéres sont fondées
principalement sur diverses heuristiques, souvent spécifiques a un type de probléme.

4.1 Approche combinatoire: AGS

Les méta-heuristiques sont représentées essentiellement par les méthodes de voisinage et
les algorithmes évolutifs. lls constituent une classe de méthodes approchées adaptables a un
trés grand nombre de problemes combinatoires et de problémes d’affectation sous contraintes.
Ces méthodes sont généralement rapides mais fournissent le plus souvent des solutions de
qualité. Cependant, pour la majorité des probléemes d’optimisation combinatoire, il existe des
éléments de la population qui sont relativement de mauvaise qualité, ce qui peut conduire a
une convergence prématurée vers un optimum local. Afin de remédier & ce probléme, certains
de ces éléments doivent étre convenablement mutés, par comparaison a leurs parents. Kirk-
patrich& al. (1983) a été proposé d’'associer la régle d’acceptation de Métropolis relative
a l'algorithme Recuit Simulé (RS) (Youssef, SadigAdiche (2001)), a celui de I'AG. Ceci
donne un algorithme désigné AGS, ou la régle de Métropolis opére en paralléle pour le choix
des individus candidats a une opération de mutation qui réduit considérablement le risque de
convergence prématurée vers un optimum local. Un tel algorithme a une grande popularité en
optimisation, dans le cas ou la forme de la fonction objectif ne se préte pas bien aux méthodes
classiques connues, telles que les méthodes: Quasi-Newton, extrema liés et autres.

Principe
La particularité de I'algorithme AGS est I'exploration de I'espace de solutions réalisables, par
la conception d’opérateurs de reproduction, croisement et mutation. Ces opérateurs agissent,
a chaque génération, sur la population formée de solutions. Ce qui apporte des modifications
qualitatives pouvant aller jusqu’a la satisfaction d’'un critére de convergence prédéfini (conver-
gence vers une meilleure solution). Afin d’introduire I'algorithme AGS, on présente certains
concepts de base qui sont nécessaires a la compréhension de ses mécanismes de fonction-
nement.

Amélioration de I'opérateur mutation
Comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe précédent, cette opération peut étre cou-
plée a la regle d’acceptation de Métropolos de I'algorithme RS. Ce qui permet d’éviter une
convergence prématurée vers une solution locale. Cette régle permet d’aider a choisir d’'une
fagon plus cohérente les individus pour mutation, selon leur degré de contribution a I'ajout de
I'information permettant I'amélioration de la qualité de la population courante. En effet, dans
un voisinage de deux chromosomes parents sélectionnés, deux autres chromosomes seront
produits en utilisant les opérateurs de croisement et de mutation. Un enfant et un parent sont
résultats de quatre chromosomes arbitraires.
On peut observer les deux cas de figures suivants:
La valeur d’aptitude de I'enfant est meilleure que celle du parent, alors I'enfant est choisi et
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utilisé pour générer un nouveau chromosome pour la génération suivante
La valeur d'aptitude de I'enfant est inférieure a celle du parent, I'enfant peut étre choisi, si

pour un nombre aléatoire € [0, 1] est inférieur aP = emp(w), ou T est

le parametre "température courante" utilisé par I'AGS. Cette regle est connue sous le nom de
"Regle de Métropolis"

Cette procédure est également appliquée aux autres paires d’enfants et de parents.

D’une génération a une autre, le parameétre température évolue suivant la fdgmulegly, 1,

k = 1,...,NG, ou NG est le nombre de générations prédérterming et le taux de re-
froidissement relatif a I'algoritme AGS.

i . - D G
La température initiale peut étre choisie par la fornilje= =< ELE;EP;) ) Ly (rep. L,,)

est le nombre de décentes (rep. montées) relatif au mouvement au voisinage d’une solution
courante. Py ~ 1, Py = 0.999.

Critére d’arrét; L'algorithme de recherche globale s’arréte lorsque le nombre de généra-
tions prédéfini NG, est entierement épuisé, ou bien la températurefigale< 0.001.

4.2 Algorthme et implémentation:

Donc, nous sommes en mesure de décrire I'algorithme AGS suivant:
Initialiser P(0) de taille M, initialiser Ty, NG = 0,
Tant Quecritére d’'arrét non satisfait faire
Evaluer 'aptitude de la populatio® (NG)
Pourj = 1 & NG Faire
Selectionner aléatoirement deux chromosont&€dlB) a partir de P(NG)
Appliquer I'opérateur de croissement suf(RG) pour produire P*(NG)
Executer I'opérateur de mutation surrR NG) pour produire P**(NG)
Evaluer l'aptitude des chromosome$*P(NG)
Excuter la régle de Metropolis pourP*(NG) et P*(NG) pour générer
deux chromosomes de la génération suivante P(NG+1).
Fin Pour
NG=NG+1Tng = 0Inc-1
Fin Tant Que.

Une mise en eouvre du probléme a été effectuée a I'aide d’'une implémentation informa-
tique développée sous I'environnement Excel.

5 Application numérique en assurance automobile
Description de I'échantillon de données

La base de données concerne un échantillon aléatoire de 50000 observations pour des

véhicules 4 roues de tourisme durant I'année 2004, issu du portefeuille d’'une mutuelle d’assurance

francaise. La variable étudiée correspond aux codts des sinistres.
Rappelons que le montant d’un sinistre inclut 'indemnisation directe de la victime, les frais de
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gestion internes a la société ainsi que les frais externes (expertise, frais judiciaires) afférents a
ce sinistre. Il n’inclut pas les frais d’acquisition de contrats.

En assurance automobile, ce montant est inconnu. |l est donc la réalisation d’'une variable
aléatoire réelle positive ou nulle.

On remarque aussi que le montant du sinistre est différent du codt a la charge de I'assureur
puisque l'assureur déduit le montant de la franchise fixé dans le contrat. Cette franchise est
presque nulle pour un contrat tous risques. Dans ce travail on utilise le montant d’évaluation
cumulé qui reflete le mieux la charge de sinistres extrémes détectée par la théorie des valeurs
extréme TVE (Fersi; al. (2011)).

Interprétation des résultats

La recherche d'optimums globaux pour le probléme général stochastique (Q) sous con-
traintes, en utilisant I'algorithme AGS, donne des résultats consistants de la variance. Mais?
les valeurs optimalles obtenues sont relativement élevées, comme l'indique le graphique 1,
pour une seule exécution. Pour 100 réalisations effectuées par I'algorithme AGS, on engendre

E 9-10
mE-9
C 78
m 3-7
E 5-8
w45
C o34
C 23
£ = -2
= 01

£=02; §=161; p"=12; o, =23521T4

FiG. 1— Courbe de la variance de I'estimateur de la prime ajustée conditionnellement a un
comportement aléatoire du paramétrg = ¥ (u), u ~ L(U); Ul®1: estlaloi uniforme
sur [0, 1]

un échantillon de solutions optimalé&', 57, p¥ }i—1..100 €t de variances minimales correspon-
dantes de la prime ajustée,,;,, ):, ¢ = 1...100, donnés par le tableau 1. Ceci correspond & une
centaine de situations réelles identiques, conditionnellement a un choix aléatoire du paramétre
p. Un tel choix doit tenir compte de I'asymétrie de 'information assuré-assureur. Il peut étre
également lié a un environnement économique incertain ne permettant pas de déterminer avec
exactitude les valeurs de ce parametre. C’est ce qui a motivé notre choix de suppgsestjue
aléatoire, prenant ses valeurs possibles dans un ensemble vérifiant les hypotheéses du théoréme
de Nicer& Boukhtela (2004).

Dans certains cas rares, la meilleure configuration trouvée peut ne pas vérifier les contraintes
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N° réalisation &* 3* p* Omin
1 0,89 249 13 18077,56
2 0,55 1,19 1,14 1129073,25
3 0,85 2,74 173 34163,63
4 0,51 2,69 1,01 -409226,48
5 0,73 1,93 1,74 1107202,66
6 068 231 1.2 55253,22
7 0,59 1,21 1,96 3985069,54
100 0,72 2,19 1,27 363670,29

TAB. 1 — Résultats des variances optimales de 100 réalisations obtenus par 'AGS

et engendrer des résultats négatifs (tableau 1), du fait que le probléme d’optimisation stochas-
tique (Q) est traité en modB—presque sOre: indique Probabilité 1). Pour remédier a ce
probleme, on utilise des techniques de filtrage ou de sélection de résultats obtenus par 'AGS,
donnant que des valeurs positives de la variance. On remarque pendant I'exécution de I'AGS
que trés peu de valeurs négatives sont obtenues, ce qui correspond a un ensemble d’éventualités
provenant de I'environnement hasardeux, de pourcentage trés faible. La performance de cette
procédure de filtrage (nettoyage des résultats) dépend largement du schéma d’évolution de la
variance en fonction dg, variable aléatoire, et est représentée par le graphique 2:

Cette variabilité élevée de la variance produit une certaine incertitude dans le calcul de la
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FiG. 2 — Evolution des optima de la variance en fonction des optima du parameétre aléatoire

prime et pourrait créer une certaine méfiance chez I'utilisateur (assureur/réassureur). Donc ce
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dernier doit étre plus prudent par le biais d’'une telle stratégie, requise par l'usage du régu-
lateur aléatoire , et pouvant conduire a un calcul de prime de risque répondant a des normes
économiquement souhaitables en matiére de tarification des risques extrémes. De fait que
la prise en compte comme contrainte, dans le programme (Q), de la charge de sinistres ex-
trémes risque d’augmenter la variance de I'estimateur de la prime, on a décidé de multiplier
ces valeurs par un coefficient de pondération afin de condenser les échelles et de pouvoir nor-
maliser la modélisation de ces événements (exceptionnels). En pratique, ceci peut étre vu
comme conséquence de la mise en place d'une stratégie de prévention adéquate; conduisant
a une sinistralité relativement réduite, ou on remplgceans (Q) pay, = C;y;, lesC; sont

estimés en présence de I'information statistique ou supposés aléatoires en absence de cette in-
formation. Ce dernier cas est supposé pour notre probléme, 6} mt de loi uniforme sur
I'intervalle [0,1]; c’est le cas de situations se comportant dans un environnement économique
complexe et en absence de systemes d’'information statistique approprié. Comme résultats de
cette approche obtenus par 100 réalisations du probleme (Q) par 'AGS, nous présentons les
distributions en "box plot" des variables aléatoi¢g¢ss; , p; eto;, ainsi que les résultats de
I'application du test d’équation Kolmogorov-Smirnov pour chacune de ces variables.

Représentation en Box-plot de la distribution des paramegigst” , p; eto;
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FiG. 3— Box-plot de la distribution des paramétres

On peut tracer I'histogramme (graphique 4) des résultats de la variance obtenus par I'AGS
et la densité de probabilité pour mieux visualiser la loi de probabilité associée.

La variabilité intrinséque des résultats de la variance de I'estimateur de la prime ajustée
n'est pas significativement de la loi normale, comme en témoigne le gg-plot. Cela qualifie
I'incertitude sur le parametre qui pourra donner une représentation plus adaptée a la réalité,
en présence des événements "rares" (tableau 2). Quand on trouve une déformation anormale
de la courbe, c’est aussi une information importante qui nous dirige a déterminer une stratégie
implicite de prévention. En se basant sur I'analyse empirique, on prouve que la répartition



Prime des risques extrémes

TAB. 2 — Résultats des tests statistiques

& G* p* Variance
N 100 100 100 100
Mean ,3648 1,8995 11,5379 1890,9412
Normal Parameters(a,b) Std. Deviation ,30946 ,60891 ,28529 2970,4(
Most Extreme differences Absolute ,088 ,108 ,093 ,262
Positive ,088 ,108 ,064 ,217
Negative -,082 -,085 -,093 -,262
Kolmogorov-Smirnov Z ,880 1,082 ,928 2,622
Asymp. Sig. (2-tailed) ,420 ,192 ,356 ,000
a: Test distribution is Normal.
b: Calculated from data.

Hormal G4 Plot of Sigma_opt
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statistique de la variance suit la loi de Pareto. Intuitivement cela se justifie par le graphique 5:
Ces graphiques montrent que I'ajustement est licite en ce qui concerne le test graphique.
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FIG. 5— Pareto Q-Qplot

Le diagramme de Paréto (graphique 6) est utilisé pour résumer et afficher graphiquement
I'importance relative des différences entre groupes de données. Ce diagramme est construit en
segmentant les données en groupes. il permet d’identifier les catégories de risques qui néces-
sitent la mise en place de stratégies de préventions et modes de calculs de la prime ajusté dis-
tincts. Cette loi permet aussi d’analyser I'évolution des degrés de I'incertitude des assureurs en
fonction des valeurs de la variance. En effet, la représentation graphiqgue montre qu’'au-dessus
d’'une certaine valeux, la répartition cumulative des résultats de la variance obtenus par
I’AGS, une fois tracée sur un graphique Log-Log, forme une ligne presque droite. Cela con-
forter I'idée qu'il y a plus de risques avec une faible variance que de risques avec une variance
élevée. Ce qui corrobore aussi la remarque de Gustav H. K. (1925); la répartition de Pareto
se retrouve curieusement sur les grands risques, BdHs sinistres pouvaient représenter
80% de la charge totale. Dans ce cas, les conclusions que nous avons obtenus de I'analyse
statistique sont claires et montrent qu’il y a situation favorable si les valeurs de la variance sont
faibles et situation défavorable dans le cas contraire. Ces résultats (variances élevées) peuvent
ne pas intéresser I'utilisateur, en matiére de calcul de prime et suscitent I'utilisation d’'une autre
stratégie de réduction de celle-ci, plus adéquate. Etant donnée I'importance de ce probléme,
on propose une stratégie avantageuse de réduction de la variance afin de minimiser le souci de
I'utilisateur. Cependant, la réduction de la variance peut étre déterminée en introduisant une
variance ciblée (qui correspond a la valeur retenue a partir du quelle la courbe de la distribution
forme presque une droite), en cherchant a minimiser I'écart entre la vraie variance et une vari-
ance attractive déterminée selon le principe de Paréto, dans notre cas, et par lecture direct sur le
graphique de Pareto, on a retenu la vatepe= 7900. Puis, on conditionne la valepf par les
écarts réduits qui ne dépassant pas un certain seuifigéterminé selon des considérations
statistiques et économiques. Cette stratégie est présentée au cours du paragraphe suivant.
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Fic. 6 — Fonction de densité de la loi de Paréto

Stratégie de choix optimal du paraméfse avec variance réduite de I'estimateur de la
prime ajustée:

Afin d'obtenir des optima globaux correspondants a une variance de la prime ajustée, en
présence d'une valeur ciblée désirable, nous proposons de résoudre un probléme d’optimisation
stochastique, constituant une autre variante du probléme (Q), qui est donné par:

%2{52(£a ﬁap) = ‘02(57 ﬁvp) - Vattractive|

oU Vauractive €St UNe valeur de la variance désirable. Les contraintes restent in-
changées.

Cette formule commode permet de déterminer la variation minimale entre la vraie variance et
la variance ciblée, quand on trouve des résultats de la variance de la prime ajustée trés élevés.
Si, par exemple, on suppose que la variance ciblée est égglauae réalisation probable de

la solution optimale est donnée pap* (= 1.06, £* = —0.54, et3* = 0,18) et52,,, est de

I'ordre de 7890 qui est relativement réduite par comparaison a la valeur ciblée de I'ordre de
7900, comme le montre les graphiques 7 et 8.

Ceci signifie que le probléme stochastique de minimisation de I'écart absolu rend en méme
temps toutes les variances minimums presque stables et limitées par le,seoinpte tenu
des contraintes imposées.

Bien que les formules soient partiellement exactes, il est claipguest suffisamment petit
(tableau 3), c’est la valeur de la variance ciblée qui est désirable et I'on voit qu’on peut trouver
des valeurs d’écarts qui tendent a faire diminuer et presque stabiliser le niveau de I'incertitude
de Il'utilisateur. Il y a d'ailleurs un optimum que notre probléme général ne permet pas de
calculer, et il est intéressant de noter ici I'incidence de I'introduction de la variance attractive
sur la stratégie du calcul de la prime ajustée pour les risques exceptionnels.
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mI-=

or -2

£"=05; f =01 p =106; G, =789021

FiG. 7 — Courbes de configurations optimales des écarts stochastigfiess*, 3, p*) pour
la variance ciblée a 'ordre de;
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£ =0F 8 =04 p =115, =195250 £ =058 =0%p =135, =TILT2

FiG. 8 — Courbes de configurations optimales des écarts stochastigfiesc*, 3, p*) pour
la variance ciblée a 'ordre de;
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N° réalisation &* 5* p* G min log(log(a))
1 06 041 19 757055 0,58
2 0,58 0,43 1,98 7829,58 0,58
3 0,95 0,33 1,49 7846,94 0,57
4 064 01 1,64 787534 0,59
5 0,96 0,39 1,97 7812,07 0,58
6 0,54 0,35 1,98 57639,29 0,49
7 0,67 0,76 1,27 6431,72 0,53
8 0,8 0,85 1,34 737597 0,57
100 0,74 033 1,99 7738,82 0,58

TAB. 3 — Résultats des écarts absolues optimales de 100 réalisations obtenus par I'AGS

Il est utile d’étudier en détail les résultats empiriques obtenus (graphique 9) pour une stratégie
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FIG. 9 — Box-plot de la distribution de I'écart absolu

du calcul des variances minimales suffisantes. Donc, graphiquement, on peut mentionner que
les paramétres qui nous permettent d’arriver a des résultats optimaux, sont distribués sur une
loi normale. Cela peut amener a effectuer un test de Kolmogorov-Smirnov pour cet ajustement
(tableau 4).

Il est crucial de pouvoir montrer une bonne significativité (presque, 28%, 35% respec-
tivement pour les paramétrés, s |, pr). Cela signifie que notre stratégie est performante du
fait que les solutions optimales, d’'un probléeme stochastique combinatoire de complexité ex-
ponentielle, sont approximativement distribuées sur une loi Gaussienne.
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&* G* p* Variance

N 100 100 100 100

Mean , 7217 | ,4930 | 1,5341| 6446,8684

Normal Parameters(a,b) Std. Deviatipn12235| ,22857| ,30810| 1826,10275
Most Extreme differences Absolute | ,087 ,079 ,091 ,214
Positive ,087 ,067 ,001 ,214
Negative -,064 | -079 | -,078 -,201
Kolmogorov-Smirnov Z ,868 , 790 ,862 2,026
Asymp. Sig. (2-tailed) ,438 ,560 447 ,001

a: Test distribution is Normal.
b: Calculated from data.

TAB. 4 — Résultats des tests statistiques

Représentation graphique de I'écart absolu:
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FIG. 10— Fonction de distribution de la loi de Cauchy

Le graphique 10 montre un ajustement de la variabilité des résultats de I'écart absolu,
obtenus par I'AGS, par une loi de Cauchy généralisée. Cet ajustement est tres intéressant car
il peut donner une bonne représentation de données réelles. De plus, le test de KHI-DEUX a
justifié un bon ajustement par la loi de Cauchy, presque de I'ordied&niveau de significa-
tivité.

D’une maniére générale, on constate que les résultats de I'écart sont limités par la valeur de
la variance ciblée. On peut donc noter que les variations des résultats de I'écart entre la vraie
valeur et la valeur visée par I'assureur sont au plus inférieures que la valeur ciblée. En pratique,
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ces résultats soulignent la robustesse de la stratégie de réduction de la variance de I'estimateur
de la prime ajustée. La simplicité et la rapidité de mise en ceuvre ainsi que la plus grande
maitrise de la méthodologie conférent a la procédure proposée ici un avantage indiscutable
pour le réglage d’une fonction d’écart de type Cauchy.
Cette loi a une grande importance dans le systéme de prévention en présence des événements
extrémes, puisque les distributions stables peuvent étre caractérisées a partir du théoréme cen-
tral limité. Une généralisation par Gnederfkdolmogorov (1954) indique que si la condition
de variance finie n'est pas respectée, la seule loi limite possible de la sommeatiables
aléatoires, est une loi stable.

Concrétement, cela signifie que le vrai probléme économique ici est celui du niveau de pro-
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FiG. 11— Fonction de répartition de I'’écart absolue

tection. Ce qui est important a souligner, en revanche, c’est une relation beaucoup plus fonda-
mentale entre cet écart et le niveau de la protection. On voit ainsi que le risque, ayant le plus
grand écart en valeur absolue, peut étre qualifié d’exceptionnel. La valeur de I'écart absolu
est fortement croissante en fonction du degré de protection (graphique 11). Tout ceci rend
délicate la mise en place d’'un systéeme de prévention, dont le volet "équité" ne doit pas étre
négligé. Cependant, la réussite de cette démarche permet de qualifier le risque et de conduire a
une meilleure adaptation aux exigences des utilisateurs. Autrement dit, le calcul de la variance
de I'estimateur de la prime ajustée incite les assureurs a étre plus protégés contre les risques
exceptionnels par le biais d’'un régulateur stochastique (le parametre de poids). Cela permet
donc a I'assureur de discriminer ces produits par le biais d'un jeu de couvertures différentes,
ce qui incite aussi les assurés a étre plus prudents.

Comportement stochastique paub,q
Le fait que les conditions de minimisation de la variance soient remplies, la performance

de notre stratégie peut étre vérifiée a partir de la réduction de I'écart absolu de la vraie variance
et celle ciblée et il peut étre utile éventuellement d’effectuer une transformation de maniére a
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rendre I'écart presque stable et limité par la valeur de la variance ciblée. Cependant, la résolu-
tion de ce probléme nous améne en quelque sorte a régulariser le comportement du parametre
du poids conditionné par une variabilité inférieure a la variabilité relative a la variance ciblée
de I'estimateur de la prime ajustée, en considépamiu lieu dep’, supposé toujours fonction
stochastique définie par la relation:

pi = Y(uwi) = pjus py > 1

L'optimum aléatoirep'i* conditionné par une variabilité faible du critére d'écart présente une
variabilité normale justifiée par I'analyse statistique d’un échantillon d’'optima globaux obtenus
par 'AGS. La distribution bootstrap (c'est-a-dire la distribution des moyennes empiriques
obtenues a partir des 10000 échantillons bootstrap) est représentée par le graphique 12:

Le caractére tout a fait normal de la distribution du parametre opfifnal= 1..100, con-
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FiG. 12— Histogramme du paramétre stochastique conditionngl, pour 10000 échantil-
lons bootstrap

ditionnelle aux écarts optimaux obtenus par I'AGS, nous conduit cependant a minimiser le
doute sur les résultats de la variance de I'estimateur de la prime ajustée. Il est donc facile de
proposer le test de Kolmogorov-Smirnov pour justifier I'ajustement de la variable aléatoire de
ce parametrép.onq)i; ¢ = 1..100.

Les résultats du tableau 5 montrent une approximation asymptotique significative. 1l est donc
trés intéressant d’obtenir des valeurspdequi se répartissent selon une courbe de Gauss. On
remarque en effet que la variance est presque faible donc il s’agit d’'une grande précision et
I'intervalle de confiance bootstrap est de faible amplitude.

Prime d’optimalité des risques extrémes

Il semble que la difficulté d'interprétation du caractére exceptionnel d'un risque a égale-
ment un impact sur le comportement des organisations. Par exemple, les assureurs sont le plus
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*

p
N 90
Mean 1,5341
Normal Parameters(a,b) Std. Deviation ,30810
Most Extreme differences Absolute ,091
Positive ,091
Negative -,078
Kolmogorov-Smirnov Z ,862
Asymp. Sig. (2-tailed) 447
Monte Carlo Sig. (2-tailed) Sig. ,424(¢)
99% Confidence Interval Lower Bound 411
Upper Bound 437

a: Test distribution is Normal.
b: Calculated from data.
c: Based on 10000 sampled tables
with starting seed 2000000.

TAB. 5 — Résultats des tests statistiques

souvent allergiques aux situations d’ambiguité (univers incertain), dans lesquelles le montant
des pertes éventuelles est difficilement calculable. Ils ont alors tendance a pratiquer des tarifs
largement supérieurs a ceux relatifs a des risques clairement spécifiés. Par ailleurs, le systéme
de préventions, considéré dans notre démarche, prises pour obtenir une réduction de I'ampleur
des sinistres, quelle que soit leur origine, nous permet de réaliser un tableau de bord pour
le calcul d’'une prime ajustée a variance réduite, conditionnellement a un parametre aléatoire
p. Les lignes du tableau 6 comprennent des réalisations des vecteurs de solution optimale
{&5, 87, pt }i=1.53 solution optimale de la fonction écart (¢*, 3%, p*) et la prime ajustée
optimaler,, correspondante @, calculée a I'aide de la formule suivante:

a1 pF

(X)) = Ai* all

T " avec A= —
= _ n
p* 6

ou
N, est le nombre des excées au-dela du seuil
n est la taille de I'échantillon de la population assurée

Les résultats du tableau 6 montrent que plus le point d’attachement se situe a un niveau élevé
de sinistralité, plus la prime de risque exigée par I'assureur ou le réassureur augmente. D’ou,
pour pouvoir faire face a des sinistralités importantes, I'assureur peut proposer des contrats a
prime variable. Tant que les utilisateurs se sont contentés de modéliser les risques, ils ont été
brillants. C’est d’ailleurs ce que disait Emile Borel lorsqu’il écrivait, au sujet des compagnies
d’assurances :flous partons ainsi d’'une base pratique assez solide pour que nous ayons dans
la théorie la confiance qui peut étre nécessaire pour ne pas avoir a tenir compte du scepticisme
qui peut toujours étre opposé a toute tentative d’explication rationhelle
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N° réalisation ¢&* 5* p* G min Prime pure
1 053 0,1 1,05 7768,56 1,84
2 0,85 0,1 1,03 2496,72 2,01
3 056 0,2 1,06 7691,03 4,49
4 0,56 0,37 1,27 7725,01 52,07
5 0,62 0,27 1,28 7853,98 54,99
6 0,54 0,36 1,32 543571 66,37
7 0,67 1,41 1,32 2673,73 738,32
53 0,57 1,17 1,7 6978,06 15661,65

TAB. 6 — Résultats de la prime optimale correspondante a des écarts absolus conditionnels

obtenus par 'AGS

On présente ici le cas d'un échantillon de primes ajustées optimales obtenues par 'AGS

(graphique 13).

Bien que le systeme de prévention réduise significativement la variabilité du résultat, I'histogramme
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Fic. 13- (a) Prime ajustée d'optimalité distribuée, (b) Réalisation de la Prime ajustée

d’optimalité en fonction de I'écart conditionné par le parameire

de la prime présente trois classes distinclds;i = 1,..3. Parallélement, le graphique 13
montre que I'évolution de la prime variable (par écart variable) est limitée par une droite. Dans
ce cas, I'assureur doit veiller a ne pas céder trop de prime pour le niveau de risque qu'’il souhaite

couvrir.

Mais il s'agit la d’'un autre probleme, qui est I'adéquation entre la couverture et le risque:
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une sous-estimation dans les tarifs peut entrainer de graves difficultés pour I'assureur. A
I'opposé, une surévaluation des tarifs est généralement a I'origine de I'incertitude, et le manque
d’'information peut nuire au rendement financier. L'assureur doit donc veiller & avoir des tarifs
adéquats et une gestion adaptée de ses provisions techniques.

Cependant, on a constitué une prime corrigée d'équilibre appliquée a la catégorie des con-
ducteurs extrémement sinistrés. Aprés la mise en place du systéme de prévention peut étre
calculée selon la formule suivante:

3 ~ A~
Teorg = Ei:lfClv: (W:nam - Tr:n,in)Clz

Avec
fea, estfréguence de la clasde,
T est le pourcentage des valeurs des écarts inférieurs a la valeur ciblée.

L'intérét de cette formule est de diminuer le montant des primes d'assurance, ce qui permet a
I'assureur de proposer des contrats plus adaptés a un moindre colt. Pour cela, la question de
I'adéquation a la couverture du risque extréme est abordée de maniére trés synthétique. A noter
gu’il estimportant de raisonner en termes de couverture moyenne. En effet, dans la mesure ou
I'utilisateur n’est pas satisfait économiquement par cette prime, il peut générer éventuellement
des primes simulées, a I'aide de sa distribution obtenue.

Conclusion

L'analyse des risques extrémes en assurance a permis de mettre en évidence I'importance
des différences de modélisations statistiques entres les risques "standards" et ceux "dangereux".
En effet, on constate que la stratégie de pondération des sinistres extrémes présente des phases
de corrections afin d’obtenir une normalisation de ces événements, tout en conservant plus ef-
ficacement la présence de l'incertitude par le biais d’'un régulateur aléatoire. Par ailleurs, cette
stratégie tient compte davantage du systéme de prévention de la prime des risques extrémes
qui'est basée sur la minimisation de la variance par la nouvelle approche d'algorithme hy-
bride. Ainsi, l'utilisation de I’AGS pour la résolution du probléme de minimisation de la vari-
ance sous contraintes liées aux caractéristiques des événements extrémes, présente plusieurs
avantages: la fiabilité, la précision, le temps, la robustesse et surtout la garantie de convergence
en un point stationnaire (a un point global). Cette méthode a révélé une grande performance
pour fournir des solutions approchées de bonne qualité pour des problémes NP-difficiles.
L'application du systeme de prévention des risques extrémes, au travers de la minimisation de
la variance de I'estimateur de la prime ajustée par 'AGS, offre une grande efficacité pour le
calcul d'un tarif raisonnable et acceptable aux assurés et assureurs. Si on peut généraliser la
grande efficacité de cette approche pour un nombre de sinistres dangereux tendant vers 'infini,

il existe en revanche, dans notre application, tres peu d'observations permettant de comprendre

la raison de cette efficacité. Cette question constitue sans doute un défi important qui dessine

de nouvelles perspectives de recherches, notamment en matiére de gestion dynamique de la
prime de couverture des risques extrémes en assurance non vie.
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Annex A (Proof of the theorem.1)
Let&y, &, ..., Une suite de variables aléatoires independants et unifixe
Pour toutn > 1, la fonction empirique du quantile est défini par

V(t)=E&m, for(i—1)/n<t<i/n,i=1,..,n,

AvecV(0) = &, OU& , < ... < &, . Assume without loss of generality, that the random
variables(X,,),>1 est défini par I'espace de probabil{t¢, A, P) which carries the sequence
(&€n)n>1 Is such a way thak,, = Q(&,), pourn = 1,2..., et, consequenthyX; , = Q(&.n)
foralll < i < mnandn > 1. On montre qué&/n > 1, on aV(l —i/n) = &—it1n, €t
QVn(l—i/n)) = X, _ix1m, i =1,2,.... On peut déduire

1
Tru, = (k/n)l/p{/ 51/p71Q7l(1 —ks/n)ds — Xp_kn}
0

D’autre part, pous'/?Q(1 — s) — 0 quands — 0, il est facile de vérifier, par intergration par
partie, le résultat suivant:

T, = p*l(k/n)l/z’/ sYP1Q(1 — ks/n)ds — (k/n)Y/PQ(1 — k/n).

0
On peut montrer donc

—-1/pp.1/2
(kl/’n)—k{ﬁ-un - 7Tun} = T’;Lk - S:L’

Q1 —k/n)
ou
1
% o —17.1/2 1/p—1 @n(1 — ks/n) — Q(1 — ks/n)
T, =p 'k ./08 Q0 —F/n) ds,
et
o _ 172 X8n—k,n—Q(1—k/n)
it oi—k/m
Ona
1
« 141/ Jp— Q1 —ks/n) Qn(l —ks/n) 3
5 = p 11 2/0 sl/p—1 O k) [ 00— Fs/m) 1]ds
= Tn"'Tna
ou

1/k
= —151/2 81/p_1Q(1_k3/n) Qn(1 —ks/n) —1lds
Tni=p ok / QU —F/n) QU —Fks/m)



hal-00625684, version 1 - 22 Sep 2011

Prime des risques extrémes

et

o —17.1/2 ! sl/p—lQ(l_ks/n) Qn(l —ks/n) —1lds
Tn=pk /I/k QU —k/m) LQU —hs/m) M

Cependant, podt,, on peut écrire

Tn = Tln + T2n + T3n7

ou
1
L mlpl2 /-1 Q0 — ks/n)
R e =
Qn(l—ks/n)  1=Va(l—ks/n), ¢
[ Q(1 —ks/n) ( ks/n )7l
1
oo [ g QA —ks/n)

[(1 - anii/n ks/n) )¢

— 1]ds

1 J— J—
Ty, = p—1k1/2/ Sl/p—l[(]- Vi (1 ks/”))—g —1]ds
1Vkn ks/n

PourTy,,ona

Ty :=p~ kY% (k/n)¢ /1 sYPH(1 =V, (1 — ks/n)) "¢ — (sk/n) " }ds.
1/kn

On montre qud’s,, peut se déterminer par

k/n
Ty, = p~' (k/n)s /7K / ) ST = V(1 — 5) "¢ — s~E}ds.
1/n

Notant quel — V(1 — s) =P V,,(s). Aprés simplification, on obtient que

k/n
Ty =P p ¢ (k/n)s/PkA / SP (s 4 €00) "6 x {Via(s) — s}ds,
1/n
—o-1/
avec|¢, | < [Va(s) — s, 1/n < s < k/n. Soitd, == (k/n)kT775,0 < § < 1/2, une
suite de nombre réelle et positive qui peut satisfier < 6,, < k/n. En effet, T3, peut étre
composé en deux parties

On
Ty, =P p—lg(k/n)ﬁ—l/Pkl/Q/ sYP 7 s 4 €,0) T Y Vi (s) — s}ds
1/n
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k/n
L A R ORI
0

n

Néanmoins, en utilisant les résultats obtenus par Greonekoalm(2003) et Csord, Horvath
& Mason (1986), Neci& Boukhetala arrivent a démontrer que
1
T3, =P (1+ op(l))p_lf/ sYP=EW,, (s)ds Vn.
0
Ce qui revient a écrire
Sx =P (1+0,(1)p LW, (1) vn.

ou W, (.) est une suite de mouvement Brownian standard. d’autre part, en utilisant la fonction
a variation réguliere du second ordre, on peut montrer que

Tn = Tln = TQn = Op(l) Vn.
(Pour plus de détail voir de Ha&nal. (2001) et Wellner (1978))
Par conséquent, on obtient

(k/n)fl/pklﬂ

T, — T =D pi 151/”7571 s)ds —
Q(l —k/n) { Un un} p g{ 0 Wn( )d Wn(l)}

+  o0p(1), asn — oo.

PourV,,(.) est une suite de mouvement Brownian standard, Cela implique que

(k/n)=1/PE1/2

Fu, — Ty, } =P ,o2(p, €)), asn — oo,
ST e = 7} =2 N0.0%0.)

ou

o*(p,€) = p 2E&C?(p,¢),
avec

1
C*(p,§) = var{/ sUP=ETLW, (s)ds — W, (1)},
0

SoitA :=1/p — & PourEW,, (u)W, (v) = min(u,v), alors

C%*(p,&) = /1/1tk_ls’\_lE{Wn(t)EWn(s)}dsdt—|—E{Wn(l)}2
0 0

_ 2/1 LB, (5) W (1)} ds

11 11
/ / A Lsr Liin(s, t)dsdt + 1 — 2/ / s Lsds
0o Jo 0o Jo
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2

C2(p.€) = { %‘Aﬁl, for A #0
1, for A =0.

Annex B
SoientXy, ..., X,, des v.a. de méme Idi". Pickands (1975) a introduit la loi GPD pour anal-
yser le comportement asymptotique des exceés qui sont définig pag; — /X > u, avecu
représente un seuil bien choisi.
Dans les modéles a seuil, la probabilité conditionnelle est définie par:

1—F(u+y)
1—F(u)

Pour cela, on introduit la fonction de distribution des excées par rapport a uruseuil

p(X >u+y/z>u)=

Fu(y) =p(X —u<y/X >u)

Pour0 < y < zp —u aveczr = sup{x € R : F(z) < 1} La fonction des excés représente
la probabilité que la variable aléatoi’é dépasse le seuil. On peut écrire cette fonction de
distribution sous la forme.

1—F(u+y)] _ Fluty) — F(u)
1—F(u) * 1— F(u)

La loi des exces au-dela d'un seuilest asymptotiquement une loi de Pareto généralisée
(GPD), le théoréme de Pikands affirme que la fonction de distribution GPD est:

Fu(y)zl_[

Geply) = { 1-(1+)

avecy € [0,zp —u]Si& >0,y € [0, Min(—0c/&,xp —u)], Si€ <0, etsi& — 0, G¢ 3(y)
est approximée par la distribution exponentielle a¢@orrespond a la moyenne.

Afin d’estimer les paramétres et ¢ de la distributionG¢ 5(y), on détermine la fonction
vraisemblance comme:

k
1(8,€) = —nlogB — (1 —1/£) > _log(1 — &yi/€),

1=1
Les estimateurs du maximum de vraisemblancg ée¢ sont déterminés par les solutions du
systéme d’équation suivant:

1 - xX;
E;k’gu*'ﬁ;) =

li rifo 1
nl_zll—i—&vio_l—f—f

Pour plus de détails voir Hoskirdg Wallis (1978), Embrechets,KlipperbetgMikosh (1997).
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annex C
Soit X1, ..., X,, une suite de risques indépendants et identiquement distribués, de distribution
communer, telle que

F(z)=cz ¢(1+2PL(z)) quandz — oo

pouré € [0, 1], 8 > 0, une constante et L(.) une fonction a variation lente. On peut écrire la
prime ajustée définit dans I'équation (4.2) comme

Tu(X) = /00(1 — Fy +u)"/?da

On peut montrer que

On peut déduire

Donc, I'estimateur de la prime ajustée s’écrira:

7ulX) = [ (PP /7.
Un estimateur naturel d&(u) est donné en fonction de la distribution empirirque,

< s _ 1< N,
)‘:F(u):Fn(u):ﬁleixL:*
i=1

n

ou N, est le nombre des exces au-dela du seuiDans I'autre coté, le théoreme de Pickands

(1975) montre que la queue des exces est approximée par la distribution de Pareto généralisée

Fu(y) = Ge 5(y)-
Alors
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On peut écrire cet estimateur sous forme d’une espérance

o|

R =3 [ ;<1+éy>5‘13<1+£g>5 Oy,

D'ou
Fa(X) = BAVPE((1 + égr"»

ouY ~ GPD(£, 3) andr = tG-D-1L
Sous la condition que > f%, ona

Y 1
B+ =17

< 1, l'estimateur de la prime ajustée peut déterminer par

Pouré < 1

g

£

=

Fu(X) = A

D=
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Résumé

L'estimateur de la prime ajustée développée par Neddoukhetala (2004) est considéré.
Le probleme de la réduction de la variance de cet estimateur est formulé en un programme
d’optimisation non linéaire stochastique avec contraintes stochastiques. Un algorithme Géné-
tique hybride est employé pour la recherche de solutions optimales globales, statistiquement
explorables. Une application a I'assurance automobile est développée.



