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���� ����������� ����� �������� ���������������� ���
������ �� ��� ���� �� ����� �������� ���� �����
�� �������� ������� ���� ��� ���� ����� �� ���
������� ������� �� ��� ����������� ���������� ��
�� �������� �� ��� ����������� ����� �� �� �������
�� ��� ����������� �� ��� ������� ����� ���
������������ �� ���� ����� �� ��������� ���� ��
��������� ��� ���� ����� ��� �������� �����
�������� �������� ��� ����������� ������� �� �
���������� ���� �� ������� ������ ������������
����������� �������� ���� ������� �� ��� ������ ��
� ������ �� ���� ������� �� ����� �� ���� �����
��� ������ �� ���� ����� ��� ���� ��� �����������
����� ����� �� ����� ��������� �������� ��������
��������� �� ��� ���� �� �� ����������� ���� �� ��
������������� �� �� ������� �� ������ �� ���� �����
����� ���������� �� ��� ������ �� ���� �� �����
��� ������ �������� �� ����� ���������� ��� ����
��� ��������� �������� ����� �� ������� �� ������
�� ���� ������ �� �� ����� �� ��� ������������� ��
������� ������ ��������� ��������� �� ��������
�� ���� ������

��� ������ ����� �� ���������� ������ �� ��� ������
������ ���� ��� ��������������� ���������� �� ����
��������������� ������� ������ �������� ������
�� �������� ��������� �� ��� �������� ����������
���� ����� �� � ������������� ����� �� ��� ���
��������� ������� �������� ���� �� ��� ���� �� ���
���� �� ��������� �� ���� ����� ���� �� ����� ��
��� ���������� �������� �������� ���������� ��
������ ��� ������� ������

���� ������ �� ��� ����������� �� ������ ���
���������� ������� ��������� ��� �������� ����
��������� �� ������� �� ���� ������ ������ ��
���� ������ ������� �� ��� ����������� �������
�� ������� ������ ������������ �� ������� ���
�������� �� ����� ����� ����� ������ �� ������
��� ���� �� ����������� ����� �� ���� ��� ����
���� ��� ����� �� ��� ����������� ������� �������
������� ���� ���� �� �� ��� �� � ����� ��������
����������� ������������ ��������� ������ ������
��� �� ���� ���� ������� ������ ��� ������� ���
������� ������ ��� �������� ���� ����� ���������
��� ���� �� ����������� ������� ���� �����������

������������ ��������� �������� �������������� ����
������� ��������� ������������� ������ �������� ���
������� �� ������������ �� ���� ���������� �����
����������� �� ����� ��

���� ����� �� ��������� �� ���� ��������� ���
���� ��� ���������� ������� ������� ���� ���� ��
������� ��������� ���������� ��� ���� ����������
�� ��� ������ ���� �� ������� ��������� ����������
����� �� ��� ������ ���������� �� ������� ���
�������� ����������� ���������� �� ��� ��������
��� ����� ������� �������� ��� ��������� �� ���
��������� ������������ �� ������ ���� �������
���������� �� � ���������� ������� ��� �������
����� ��������

�� ����������� ������� �� �
������� ������ �����������

�� �������� ��� ���� �� � ������� ������ ���
��������� �������� �� � ������� ������ ��������
���� ��� ����������� ������� ������ ��� � ������
������ ����������� ���� ��� �������� ������ ����
�� �������� �� ����� �� ��������� ��� ��������
���������� ��� ����� �� ���� �� � ��������� �������
�������

��� ����������

��� ������������ �� ���� � ������ �� ����������

������ ����� ������ q =
�

qT
b qT

p

�T
����� qb =

�

qb1 qb2
�T

��� qp =
�

x y ϑ ϕr ϕl

�T
�������

������ ���������� ��� ����������� ������������
��� ��� �������� ������������� ��� ��������� ��
��� ����������� �� ������ �� � m������������
������ ξ� �� �������� �� ���� ����� ���� ��� ����
�������� �� ��� ����������� �� ��� �� �� ����������
��� �� ���� m = 2 ��� ξ =

�

xEE yEE

�T
� ����

� ��������� ����� �� ����� ξ ��� �� ��������� ��
� ��� ������ �������� f (q) �� ������ q� ����������
����� f (q)� ��� �������� ������� ξ̇ ��� q̇ �� �����
�� �

ξ̇ = J (q) q̇, ���
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���� J (q) ��� �������� ������ �� f(q)� ��������
��� ���� ��� ���� ������������ ����������� ��
��� �������� ������ �������� ������� ��������� ����
�������� �������� ���������� �� ������ q̇ ������
���� �������������� �������� ��� ��� ����� � ����

��� u =
�

uT
b uT

p

�T
�� ����������� δmob �������

����������� ������� �� ������ q̇ �� � ������������
��������� ������ S (qp) ���� ���

q̇ = S (qp)u.

������� J̄ (q) ���

J̄ (q) = J (q)S (qp) ,

�������� ��� ������� �

ξ̇ = J̄ (q)u. ���

�������� ��� ���������� ��������� ��� ������
����������� � ������� ������ ��� u �� u =
�

q̇T
b v ω

�T
����� v ��� ω ��� ������������ ���

������ �������� �� ����� Op ����� ������ xp ���
��� ������� �������� �� ��� �������� ���� �������
�� ������ zp� �� ��� ���������� ���� ��� ������ ��
���� �� �� ������������� ��������� �� ������ ����
���� �������� �������� ��� ������� �� ������ � ����
������� ������ u ����� ����� ������ ��� ����������
����������� �������� ξ̇� ��������� ��� ����� �� ���
��������� �������� �

u = J̄ (q)
�
ξ̇ +

�

I − J̄ (q)
�
J̄ (q)

�

u0, ���

����� J̄ (q)
�
�� ��� ����������� ������� �� J̄ (q)

��� u0 ��� δmob × 1 �������

��� ��������� ����������

������ �� �������� ������� �� ��� ������ �� �����
�� ��� ���� ����� ���������� ���� �� �������� ����

���� ���� �� ���������� �� ��� ������ ���������
���������� ��� ���������� �� ������� ���� ��
��� ������� ��� ����������� ������� ���� ���
������� ����� �� ����� ���� �� ���� ���� ��� �
���������� ������ �� J̄ (q)

�
���� �������� �������

������ � � � ���������� ��� �� ����������� ��������
�� J̄ (q) �� ������ ��� ��� �� �������� �������
��������� ���� m ≤ δmob ��� rank

�

J̄ (q)
�

= m�
����� ����������� �������� ��� ������ �� �

J̄ (q)�
Mx

= M−1
x J̄ (q)T

�

J̄ (q)M−1
x J̄ (q)T

�

−1

,

�����Mx ∈ R
δmob×δmob �� � �������� ������� ����

������ ������� ��������� J̄ (q)
�
�� J̄ (q)

�
Mx
�� ���

����� �� ��� �������� ���������� ��� Mx���������
��������� ���� �� (u− u0)� ���Mx = I� J̄ (q)�

Mx

�� ������ ��� �������������� �� ������ J̄ (q)� ���
������ ������� ��� ����� ��������� ����������� ���
������� ��� ��������� �� ����� �� ���� ����� ���
���� ������ ��� ��������� ������

��� ����������� ��������� �������

����� � ������� ����������� ���������� ξ(t)∗ ���
�������� ���� ���������� ��������� ������� �����
��� ������ ��������� �� ������������� ����������
�� ��������� ��������� ��� ��������� �����������
��������� ������� ��� �

u(t)∗ = J̄ (q)�
Mx

�

ξ̇(t)∗ +W (ξ(t)∗ − ξ(t))
�

+
�

I − J̄ (q)
�
Mx

J̄ (q)
�

u0

������� ��� ����������� �� ����� eξ = ξ(t)∗ − ξ(t)
�� 0 �� W �� � �������� ������� �������

�� ������� ����������� ������������

��� ������ ����������� ��� ��� ������ ������ ������
��� �������� ���� ��� ��� �� ���� ����� �������
����������������� ��������� ������ ��� ���� ����
�������� ����� ��������� ������ ���� ��� ��������
� �������� �� � ����� ������ ����������� ��� �� ��
���� �� ���� ����� �� ���� ��� ������ ���������� ��
���� ����� ���� ����������� �� ����� �� ��� ������
���� �� ���������� ��������� �� ��������� ����� �����
������ ���� ������� �� ����� ���������� ���������
������ �� �� ���� ����� �� �������� �� ���� ����������
���������� �� ��� ������� ���������� ������� ������
����������� �� ����� �� ���� ������������

�� ����� �� ���� ��������� �� ��� ��������� ���
�������� �� ��� ������� ����������� ���� ��� ���
�������� ���������� �� ��� ����������� ��������
��� �� ������� �� ������ �������� P (q) ������ ���
������� ��������� ����� ����� ������������ �������
���� �� ��� �������� ������� ������ �� ��� ������
��� ����� ������������ �� ����� ���������� �������
����� � ��������� �������� P (q) �� �� ����������
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��� ��� �� ������ Ṗ (q) ≤ 0� �� �� ��� u0 ��� ��
������ �� �

u0 = −K
�

∇TP (q)S (qp)
�

I − J̄ (q)�
Mx

J̄ (q)
��T

,

����� K �� � �������� ������� ������� �� ������
����� ������������ �� ��� ���������� ����� P(t)
��� �� �� �� ����� C2 ��� �� ������ ��������
������� ��� ��������� ���������� � ���������� �����
���� ��� �� �������� ������� tti ��� tte �������
������ �� ��� ���� ���� ��� ���������� ������ ���
��� ���� ���� �� ����� �� ���� �

β(t) =











0 �� t < tti (a)
�

1
(ttf−tti)

�

(t− tti) �� tti ≤ t < ttf (b)

1 �� t ≥ ttf (c)

,

��� �

P(t) =







Pold(t) (a)
Pnew(t)β(t)3 + Pold(t)

�

1− β(t)3
�

(b)
Pnew(t) (c)

.

��������� ������ ��� ��� ���������� �� ���� ���
���� ����� ������������ ��� ������ �� ��� �������
����������� ���������� �� ������ �������� � �����
���� �� �� ����� ���� ������� ���������� �� ���� ���
��������� ������������ ��� ����� ��� ������ �����
������� ������ ��� �� ���������� �� ��� �����
���� �� ����� �� ������ ���� ��� ������� ������
���������� �� ���� �������� ��� �� ��������� ��
������� ������ u�

�� ���� ���� �� ������ ���� ��� ��� �� ��� ����
���������� �� ��� ����������� ������ ��� ��� ����
���������� �� ��� ��������� ���������� �� ���
������ �� ���� ���� ���������� ������ �������
������ ��� ���������� � �������� �� �� ����� ���
��������� ��� ���� ���������� �� ��� ���������
����������� ����� ��� ��������� ��������� �

up = J̄ (q)
�
Mx

�

ξ̇(t)∗ +W (ξ(t)∗ − ξ(t))
�

,

ured =
�

I − J̄ (q)
�
Mx

J̄ (q)
�

u0,

� ������� ������ α �� �������� ����� ��� ���������

α = min (αscale, αmax) ,

����� �

αscale =

�

|umax,i.sign (ured,i)− up,i|

|ured,i|

�

i=1...δmob

.

�� ��� ����� ����� α = 0� �� ����� ���� ��� ������
������ ���� ���� ��� ��� ��� ������ �� ��������
��� ��������� �������� ���������� �� ��� ������
����������� ���� �� ���� ���������� �� u �� �����
��������� �� ��� ����������� ������ �� ��� ����
����� α = αmax ����� αmax �� � ����� ������ ��
���� ��� ���� ���������� �� ��� ������������ �� ���
��������� �������� �� ��� ������������� ��������
��� ��� ��� �������� �� ��� �� �������� ����� ���
������ �� ��� ������ �� ����� �� ����� �� ��������
���� ��� ���� ��� ������� ���� �� ��� ��������
������ ��� ��� ���� ����� ��������� �� ���� �� �

����� α ���������� �������� �� ������ �����������
��� ��� ����� ��� ����������� �������� �� �����
�� �������� ���� ����� �� ��������� �� ��� ��������
��������� � ��� �� �� ���� �� �� ���� ��� ������
������ ��������� ��� ��������� ���� �������� ��
��� ����������� ������� ��� ���� ��� ��� ����� ��
�������� ����� ���� ���� �� ������� ��� � ������
������������ �� ��� ������ �����������

��� ������� ��� �� ���� ����� �� �

u(t)∗ = J̄ (q)
�
Mx

�

ξ̇(t)∗f +W
�

ξ(t)∗f − ξ(t)
��

+α
�

I − J̄ (q)�
Mx

J̄ (q)
�

u0

,

����� ξ̇(t)∗f ��� �� ������� �� � �������� �� � ξ̇(t)∗�

ξ̇max ����������� �� umax�� ξ̈max ����������� ��
u̇max�� P(t) ��� α�

�� ������� ������������� �� �
������� ������ �����������

�� ���� ������ �� �������� ��� ���� �� �������
��������� ����������� ����������� ���� ����������
�� ������� �� ������ ���� ��� ���������� ������
��� ���� �� ���� ���� ��� ����������� ��������
�� ��� ������ �� ��� ������ ��������� ����������
�������������

�� ���� ��������� � ��������� ����� ������ �
�������� ��������� ���� ��������� ������ ��� ����
������� �� ��� ������ ���������� ��� ��������
������������ �� ���� �� ��� ������� ������� �����
��������� ����� � ��� ����� ��� �� ���� ���������
����������� ������� ���� ����������� ���������� ���
������� ��� ����������� ���������� �� ���������
�� ���� ���� �� � ���� ����������� ���� ��������
��� � �������� ��������� � �� ������ �������� ��
��� ����� �� ��������� ����� ���� ��������� ���
��������� �� ���� ����������� �� ����� �� ����� ��

��� �������� �������� �� ���� ������ � ���� �����
����� ���� ����� F (s)�

F (s) =
Kf

1 + τs
, ���

���� �� �

ξ̇(s)∗f = F (s)ξ̇(s)∗, ���

����� ξ̇(t)∗ �� ��� ���� �� ��� ����������� �����
��������� ��������� �� ��� ���� ����� ��� ��������
��� ξ̇(t)∗f ��� ���� �� ��� ������� �����������
����� ���������� ������� ����������� ����� ��
����������� ��� �����Kf � � �������� �� ξ̇max

� P(t)
��� α� ����� ��������� ��� ��� ��� ��� ��������
ξ̈(t)∗f �� ��� ������� ����� ξ̈max

� ��������� τ ��
����� �� �

τ =
Kf ξ̇(s)

∗ − ξ̇(s)∗f

ξ̈
max

.
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���� �� ��������� �� ��� ������� ������������� �� � ������� ������ �����������

�� �������

���� ��� ��������� ��� ������� �� � ����������� ���
���� ���� ����������� �������� ���������� �� ���
����� �������� �� ���������� ����� �������� �����
�� ��������� ��������� ��� �����������

• ��� ��� ��� ��������� ���������� ���� ������
���� �������� ���� �� ���������� ��� ��������
������� ��� ������� ������ �������� ���
��� ���������� �� ���� ���� �� ���������� �
���������� �������� �� ��� �������� ����
������� �� ��� ���������

• ��� ��� ���� ����� ����� ���������� ����� �����
����� ��� ����������� ��� ���� ����� ����
���� ������ ������ ��� ����� ����� �������
���� ���� �� �� ��������� �

• ��� ��� ��������� ������������� ����������
����� ������������� ����� ���� J̄ (q) �� ����
�������� �� ��� � ��� ��������� ������ �
���������� ��� �������������� �� ��� ������
�� � ��� �� ����� �������� ��������������

������ � �������� ��� ����� �� �������� ��� �����
������� ����� ��������� ������ ���� ��� ���������
��� ��� ���� ����� ����� ��� ������� ����� �� ���
���� ����� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� �����
��� ������ ���������� �� ��������� ���������� �� ����
���������� ���������� �� ����� ����� ��������� ���
������ ��� ���� ���������� �� ��� ���� �� �����
��� ���������� �� �� ���� �� �������� ������������
���� ���� ����� ���� �������� ������ e(t)∗f = ξ̇(t)∗−

ξ̇(t)∗f � ���� ������ ����� ��� ������ �� �����������
����� ��������� ��������� �� ���� �� ��� ���������
������� �� ��� ������� �� ������� �����������
�������������

������ � ����� � ������ ���� �� ��� ����� �����
���� ����� ����� � ���� �� ��� ������������ ���
����� � ���� �� ����� Op �� ��� ���������� �� ����
�������� ��������� ������ ������� ���� ������� ����
�� ����������� ������� �� ������ ��� ������� �����
�� ������ ����� ��������� ��� ��������� �������
����� � ������� �������� ������� ������� ���� ���
���� �������� ��������� �� ���� ����������� �� ���

�������� ���������� ���� �������� ��� ����������
������� ������

�� ����������

�� ������� �� ����������� �� ����������� �������
��� � ������� ������ ������������ ��� ����� ��
����������� ��� �������� ��� ���� ��� �� ��� �������
�� ��� ����������� ���������� ��������� �������
�� � ���� ��� � ������� ��������� ��� ������ ���
����������� �� ��� ��� ��������� ����������� ����
���� �� �� ��������� ���� ������� ���� ������
������������� ����� ���������� ��� ����� �����
�������� �������� �� ��� ���� �� ������ �������
����� ����������� ��������� �� ����� ����������
�� � ����� ������� ������ ��� ������� ��� ����
�� �������� ��� ����� ���������� �� ��� ����� �����
������� �� ���������� ������ �� ���� �������� �����
��������� �������� ��� ����� ��������

����������

������ ��� �� ������ ��� ����� �������� �������
������������ ������ ������������� �����
������� ���������� ��� ������������� �������
�� ����������� ��� ������� ������� ��� ������

��� ������� �� ��� ������ �������� ������� �������
���� �������� � ������ ��� ������������� ����
��� �������� ��������� ���� ��������������

������ ��� �� ������ ��� �� ���� ������� ���� ����
������� �������� ��������� ��� ������ ������
��� ��� ������ ������������� ��� �����������
�� ��� ����� ���������� �� � ���� ��� ����
���� ���� ��������������

�������� ��� �� ������ ��� �� �������� �����
������� ���������� ���������� ��� ����������
���� �� ��������� ��� ������� ������ ��
������� ������ ������� ���� ������������ ��
��������� ������� ��� ������

����� �� ��� �� ���������� ��� �� ��������
������� � ������ �� ����������� �������� ���
����� �� ��������� ��� ������������� �������
�� �������� �������� ������ �����
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���� �� ������ �� �������� ����������� ����� ���������� ������ ���� ��������

���� �� ������ ���� �� ��� �������� �� ��� ������ ������ ��� ������� ����� ���� � 0.5× 0.5 ��

��������� ��� �� ����� ��� �� ������ �������
� ��������� ��� ��� ������� �� ������������
������ ������������� ��� ����� �������� ���
���� �� �����

����� ��� �� ��������� �� ������ �� �������
��� �� ����� ������� ����������� �� ��������
����� �� ������������� ������� ������� ��
������ ������������ ��� ����������� �� ���
���� ���� ����� ������ ������ ��� �����
�����

������� �� ������� � ������ �������� ��� ������
��� ����� ������� �� ����� �������������
��� ����������� ����� ������������ ����
������� �� �������� ��� ���������� ����� ���
���

������ �� ��� �� ������ ������� ��������� ������
�������� �� ��������� ������� �� ��� ������� ���
���������� �������� ��������� ���� ��������
����� �� ��������� ������� ��� ���� � �����

������� ��� ���� �������� ��� �� ������ ��������
������ ������������ �� � ������ ���������
��� ��� ������� ���������� ������ ��� ��������
���� �� ��� �� �� ���� ������������� �������

���� �� ������� ��� ������ �� ����������
��� ��������� ���� �� ������������ � ��������
��� �������� ���� ��������������

������� ��� ���� ��������� �� ������ ��� �� ���
���� �������� �� ������� ���������� ��� ����
��������� ������ ������������� ��� ��������
���� �� ��� ��� ����� ����������

������� �� ������� �� ������� �������� �� �����
������� �������� ��� ������������� ��� ����
�������� �� ��� ���� ���� ����� ��������
���� ��� ������

������ ��� �� ��������� �� �������� ���
�� ������� ������� ������ �������������� ����
���� �� � ������ ����������� ����� �� �������
����� ���� �������� ��� ����������� �� ��� ����
���� ����� ����� ���������

��������� �� ��� �� ��� ������� ������ ������
�� ������ ������ ��� �� ������� ����� ��
������������ ���������� ��� ������������
�� � ������ ������������ ��� �������� �����
����������
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