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Introduction

La premiere partie de cette thése est consacrée au schéma de Hilbert. Son étude est mo-
tivée par des problémes pratiques concernant les solutions de systemes polynomiaux don-
nés par des coefficients approchés. En effet, comprendre les déformations d’algebres zéro-
dimensionnelles qui conservent le nombre de solutions, est un véritable enjeu dans la re-
cherche de solveurs polynomiaux stables et efficaces.

L’étude du schéma de Hilbert recouvre les chapitres 2 et 3, qui correspondent respective-
ment au cas des polyndmes constants et a celui des polyndomes de degré quelconque. L’idée
simple qui se cache derriere le concept de schéma de Hilbert de x4 points, avec 1 € N, est
la description algébrique de 1’ensemble des familles de . points dans K™, avec n € N
et K un corps algébriquement clos. Il s’agit en effet de mettre en place une structure algé-
brique sur cet ensemble afin de le décrire. La construction algébrique qui apparait naturelle-
ment est alors la suivante : il s’agit d’associer a chaque famille de y points de K"*!, I’idéal
I c S :=Klzg, ..., z,| formé des polyndmes homogenes qui s’annulent en ces points. Il est
alors tout naturel de s’intéresser a I’ensemble des idéaux homogenes de polyndme de Hilbert
constant égal a p et plus généralement de polyndme de Hilbert quelconque de degré d > 0.
Nous sommes ainsi partis d’un énoncé géométrique, avec des familles de points dans K1,
que nous transformons en un énoncé algébrique, avec des idéaux homogenes de polyndme
de Hilbert donné. Le formalisme de la géométrie algébrique apparait donc naturellement
comme I’ outil adéquat pour I’étude de ce probleme. C’est donc ce langage que nous adopte-
rons dans les chapitres 2 et 3.

En géométrie algébrique, le concept qui permet de décrire I’ensemble des idéaux homo-
génes de polyndme de Hilbert donné P € K]t est le foncteur de Hilbert associé a P et
noté Hilby, . Ce dernier est un foncteur contravariant de la catégorie des schémas vers celle
des ensembles et fut introduit en premier par Grothendieck [41]. Il est défini de la maniere
suivante : a tout schéma S € C, ou C désigne la catégorie des K-schémas de type fini, on
associe 1’ensemble HilbL, (S) des familles plates y C P" x S de sous-schémas fermés de
P", paramétrés par S et dont les fibres ont pour polyndme de Hilbert P. Grothendieck [41]
a montré que ce foncteur contravariant est représentable dans C. Son représentant s’appelle
le schéma de Hilbert associé a P et sera noté Hilb”(P"). C’est ce schéma qui sera I’objet
du chapitre 2 pour le cas des polyndmes constants égaux a y et du chapitre 3 pour le cas des
polyndmes de degré quelconque. Nous nous intéresserons en particulier aux équations qui le
définissent comme sous-schéma fermé de la grassmannienne et plus précisément a leur de-
gré. En effet, a I’heure actuelle, les résultats connus fournissent des équations de degré trop
élevé pour pouvoir expliciter ces équations, méme dans les cas les plus simples. En utilisant
les résultats de Gotzmann [37], larrobino et Kleiman [49, Prop.C.30] ont par exemple déter-
miné un ensemble d’équations de degré Q(d+ 1)+ 1, ou ) est le polyndme complémentaire
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a P . Plus tard et indépendement de [37], Bayer [5] a conjecturé qu’il existait un ensemble
d’équations de degré n + 1. Haiman et Sturmfels [43] I’ont ensuite prouvé. Néanmoins ces
deux bornes s’averent trop importantes, méme dans les cas non-triviaux les plus simples.
Nous allons ainsi montrer dans les chapitres 2 et 3, que nous pouvons définir globalement le
schéma de Hilbert Hilb” (P") comme sous-schéma fermé de la grassmannienne, au moyen
d’équations homogenes de degré < d + 2 en les coordonnées de Pliicker. C’est donc surtout
au niveau de leur degré et de leur caracteére global, que ces équations apportent une réelle
nouveauté. Notons de plus que pour le cas de polyndme de Hilbert constant €gal a 1, nous
fournirons au chapitre 2 une interprétation simple de ces équations en termes de relations de
commutation et de réécriture.

L’objet du chapitre 2 est donc le schéma de Hilbert de . points : Hilb*(P"), ou 1 € N et
correspond a un papier en cour de soumission en collaboration avec M.E. Alonso et B. Mour-
rain : [3]. Ma contribution concerne principalement la démonstration des relations (2.4.7),
(2.4.9) et (2.4.12) ainsi que la mise en place du formalisme fonctoriel et schématique afin de
montrer que ces équations sont celles du schéma de Hilbert ponctuel. Nous commencerons
ainsi section, 2.2, par donner la définition du schéma de Hilbert et énoncerons les théoremes
de Persistance et de Régularité de Gotzmann [37] sur lesquels nous baserons la construction
de nos équations. Ensuite, section 2.3, nous montrerons I’existence du schéma de Hilbert
(i.e la représentation du foncteur de Hilbert Hilb%, ) par une approche locale. Nous exhi-
berons pour cela un recouvrement ouvert de sous-foncteurs représentables de Hilb,,, dont
les équations correspondent aux relations de commutation qui décrivent les algebres zéro-
dimensionnelles de R := K|z, ..., z,] [67]. Section 2.4, nous décrirons le plongement du
schéma de Hilbert dans la Grassmannienne et expliciterons ses équations globales, exprimées
en les coordonnées de Pliicker. Ces équations se présentent sous la forme de polyndmes ho-
mogenes de degré 2 et s’interpretent en termes de relations de commutation et de relations
de réécriture. Nous conclurons ce chapitre, section 2.5, en exploitant 1’approche locale in-
troduite dans la section 2.3, et en particulier les relations de commutation qui caractérisent
les bases de bord [67]. Nous les utiliserons afin de retrouver un résultat connu concernant le
plan tangent du schéma de Hilbert de p point [74, thm.4.3.5, p.270].

Le chapitre 3 concernera quant-a lui le cas plus général des schémas de Hilbert associés a des
polyndmes de degré quelconque d > 0 et correspond a un papier en commun avec P. Lella,
M. Roggero et B. Mourrain (voir [10]). Ma contribution dans cet article concerne essentielle-
ment la section 3.2 sur les coordonnées de Pliicker, la démonstration du théoreme 3.5.3 et sa
généralisation au cas des algebres locales (voir proposition 3.5.6). Nous commencerons ainsi,
section 3.2, par aborder les propriétés des coordonnées de Pliicker. En particulier, en partant
des coordonnées d’un point (A;) € P(APV) correspondant a un K-espace vectoriel F' tel que
A := V/F soit de dimension p, nous construirons un ensemble de générateurs pour A'F'(
pour tout [ = 1,...,n — p) qui dépend linéairement des coordonnées de Pliicker de A. Nous
exploiterons ensuite ce systetme de générateurs afin d’exprimer plus simplement les condi-
tions qui définissent le schéma de Hilbert comme sous-schéma fermé de la Grassmannienne.
Sections 3.3 et 3.4 nous appliquerons cela pour retrouver (plus simplement), des systemes
d’équations déja connus pour Hilb" (P") et dus a Iarrobino et Kleiman [49, Prop.C.30] et
Bayer, Haiman et Sturmfels [43]. Enfin, section 3.5, nous donnerons de nouvelles équations
pour Hilb” (P"). Ces équations se présentent sous la forme de polyndmes homogenes de
degré < d ou d représente le degré de P.
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La deuxieme partie de cette these concerne la décomposition de tenseurs. Ce sujet n’est
pas sans rapport avec le schéma de Hilbert. Comme nous le verrons, celui-ci entretient des
liens étroits avec les notions d’algebres zéro-dimensionnelles, de relations de commutation
et plus généralement de schéma de Hilbert ponctuel. Bien que les équations obtenues dans
les chapitres 2 et 3 ne soient pas directement utilisées pour la décomposition de tenseurs, il
n’en reste pas moins que I’étude menée autour du schéma de Hilbert permet de répondre a un
certain nombre de questions concernant la recherche du rang et d’une décomposition d’un
tenseur donné ou encore son unicité. Nous verrons donc apparaitre, tout au long du chapitre
4, des références a des propriétés et des définitions introduites dans le cadre de I’étude du
schéma de Hilbert de x4 points.

Les tenseurs sont des objets qui apparaissent dans nombre de contextes et applications diffé-
rentes. Les tenseurs les plus répandus sont ceux d’ordre deux, i.e les matrices. Néanmoins,
dans beaucoup de problemes, les tenseurs d’ordre plus €élevé apparaissent naturellement, afin
de collecter des informations dépendant de plus de deux variables. Ces données peuvent étre,
par exemple, des observations d’expériences ou de phénomenes physiques liées a plusieurs
parametres. Elles sont alors stockées dans des structures que 1’on appelle tenseurs.

Le probleme de décomposition de tenseurs consiste alors a écrire un tenseur donné, en une
somme de tenseurs indécomposables (i.e de rang 1), avec le moins de termes possibles. Une
telle décomposition sera dite minimale, et le nombre de termes correspondant s’ appellera le
rang du tenseur. Cette écriture permet alors de déduire des propriétés géométriques ou d’inva-
riance associées aux observations. C’est pour cette raison que le probleme de décomposition
de tenseurs suscite un intérét aussi vif dans de nombreux domaines. Le premier d’entre eux
est lié au probleme de Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD), pour le cas des ma-
trices, avec des applications dans le domaine de 1’Analyse de Composantes Indépendantes.
Son extension au cas de tenseurs d’ordre plus grand, apparait en ingénierie électrique [79],
en traitement du signal [23] [19], en Traitement d’ Antennes [29] [18] ou encore en télécom-
munication [84] [17] [76] [26], Chémométrie et Psychométrie [11] [53]. Citons également,
d’un point de vue plus théorique, le domaine de la Complexité Arithmétique [57] [S5] [78].
La décomposition de tenseurs sera ainsi 1’objet du chapitre 4. Les résultats qui y sont présen-
tés dans sont le fruit de différentes collaboration a savoir : [9] pour les sections 4.2 a 4.5 et
plus récement [6] pour les tenseurs généreaux section 4.9. D’autres résultats (section 4.6 et
4.7) concernant le rang et I’unicité de la décomposition de tenseurs ne font pas encore I’objet
de publication et sont le fruit d’une collaboration avec B. Mourrain.

La premicre partie traitera d’abord des tenseurs symétriques. Sur le plan mathématique,
ceux-ci sont représentés par des éléments de S; := K|xy, ..., z,]q4, i.6 des polyndmes ho-
mogenes de degré donné d € N en n + 1 variables. Dans ce formalisme, le probleme de
décomposition consiste a écrire un polyndme homogene f, en une somme minimale de puis-
sances d-eme de formes linéaires. Nous verrons, section 4.2, qu’il existe d’autres forma-
lismes comme I’approche duale, ou le probleme de décomposition revient a écrire une forme
linéaire de S} en une somme d’évaluations en des points de K"*'. Nous traiterons aussi le
point de vue géométrique. Nous définirons et décrirons les propriétés des variétés sécantes,
de Véronese et plus généralement de Segre. Section 4.3, nous présenterons 1’algorithme de
Sylvester qui permet de décomposer des polyndmes homogenes de degré quelconque a deux
variables. C’est ce que nous appellerons le cas binaire. Celui-ci sera notre point de départ a
partir duquel nous chercherons a décomposer des polyndmes en un nombre quelconque de
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variables. Dans la section 4.4, nous adopterons 1’approche duale. Il s’agira alors d’étudier les
formes linéaires de R* qui s’écrivent comme somme d’évaluations. Nous introduirons des
propriétés relatives aux algebres zéro-dimensionnelles afin d’expliciter les points d’évalua-
tions. Nous conclurons alors en montrant comment on peut se ramener a un simple calcul
de valeurs/vecteurs propres généralisés. Section 4.5, nous verrons comment (modulo une dé-
homogénéisation) notre probleme de décomposition consiste a étendre une forme linéaire
définie partiellement sur R, := K[z, ..., ,,]<4 en une somme d’évaluations. Nous introdui-
rons pour cela la notion d’opérateur de Hankel tronqué et fournirons des criteres d’extension.
Enfin, section 4.7, nous exploiterons le formalisme introduit précédemment afin de traiter le
probleme d’unicité de la décomposition minimale de tenseurs. Nous conclurons cette pre-
miere partie section 4.8, en fournissant des exemples qui illustreront les techniques jusque-1a
développées.

Dans la deuxieme partie du chapitre 4, section 4.9, nous aborderons le cas des tenseurs gé-
néraux (non nécessairement symétriques) et correspond a un travail en collaboration avec
A. Bernardi, P. Comon et B. Mourrain : [6] qui paraitra dans les Proceedings de la confé-
rence ISSAC 2011. Ces tenseurs multi-homogenes seront représentés par des éléments de
SU(E) ® ... SU(E), ou E; := (xq4, ..., Tn, ). Il s’agira alors d’écrire de tels polyndmes
comme somme de produits de [ de formes linéaires, avec le minimum de termes. En repre-
nant I’approche utilisée dans la premiere partie de ce chapitre, nous montrerons comment
les techniques et les algorithmes introduits pour le cas symétrique permettent d’apporter une
réponse au probleme. Nous fournirons, section 4.9.2, de nouveaux exemples pour le cas des
tenseurs généraux.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et R := Kz, ..., z,,| = K[x]
I’anneau des polyndmes en n variables et a coefficients dans K. On définit également S :=
K|z, ..., ,] = K[x] I'anneau des polyndmes en n + 1 variables. Pour tout v € N**! (resp.
a € N™) on pose x* := x(° - - - 9 (resp. X* := z7" - - - 2%"). Pour tout a = (ap, ..., av,) ON
notera également o := (ay, ..., a,,) et |«| 'entier défini par :

la == Z Q.
i

Plus généralement, étant donné A une K-algebre, on définit R4 := R @ A = Alxy, ..., 7,)
et S4 .= S @g A = Alzy, ..., ,] les anneaux de polyndmes sur A en respectivement n et
n + 1 variables.

On note S C S I’ensemble des polyndmes homogenes de degré d et R2, C R* (ou plus
simplement R) I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a d dans R*.

Suivant le contexte, Ay (resp. A}) représentera tantot ’espace affine K" (resp. A™) de di-
mension n sur le corps K (resp. sur I'anneau A), tant6t le schéma affine Spec(R) (resp.
Spec(R%)). De méme, P} (resp. P)) désignera tantot I’ espace projectif de dimension n sur
le corps K (resp. sur 1’anneau A), tantdt le schéma projectif Proj(S) (resp. Proj(S4)).

On noteram C S (resp. m* C S4)I'idéal homogene de S (resp. S*) engendré par zq, ..., T,.
Plus généralement, étant donné ¢ € P" (resp. ¢ € ")) un point de I’espace projectif, on no-
tera m¢ C S (resp. m? C S4) I’idéal homogeéne engendré par les polyndomes homogénes
qui s’annulent en ¢. De méme étant donné un point ¢ € A" (resp. ¢ € A’;) de I’espace af-
fine, on notera également m. C R (resp. m2 C R*) I’idéal engendré par les polyndmes qui
s’annulent en ¢.

Etant donné B = {x®!,...,x*P} un ensemble de D mondmes dans S, on identifiera B
et ’ensemble de ses exposants {a, ..., aop} (on procédera de méme dans R). On écrira par
exemple “a € B” au lieu de “z“ € B”.

On désignera par (B) le K-espace vectoriel engendré par B et plus généralement nous note-
rons (B) 4 le A-module libre engendré par B dans S# (ou R* suivant le contexte).

11
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On appellera déhomogénéisation par rapport a xq I’application de S dans R qui a un po-
lyndbme P € S associe le polynome P := P(1,xy,...,z,) € R. Pour tout I C S, on notera
I C R I’'image de [ par la déhomogénéisation.

Inversement, on définit I’homogénéisation en degré d (par rapport a ), comme étant 1’ap-
plication qui a tout monoéme :
X € Ry, la| =k <d

associe le mondme :

a,.d—k
x%xy " € Sy

Etant donné un polynéme P € R, on notera P" € S; 'image de P par I’homogénéisation.
On a alors pour tout P € S, (resp. P € Ry) :

(P)" = P (resp. @ = P).

Nous serons amenés a utiliser la notion de dualité. Ainsi, étant donné E un K-espace
vectoriel, on notera £* := Homg (F, K) I’ensemble des formes K-linéaires de F vers K.
Une base de I’espace dual R consiste par exemple en I’ensemble des formes linéaires qui
calculent les coefficients des polyndmes dans la base monomiale. Ces opérateurs seront notés
(d™)ja|<a (c’est 1a base duale de celle des monomes) :

d* : R—=k
x? = 1si8=a,
0sif#«
On identifiera alors R* avec I’anneau des séries formelles, i.e K[[d]] := K[[dy, ..., d,]].

Ainsi, tout élément A € R* se décompose de la maniére suivante dans K|[[d]] :
A=) Ax)d”

On s’intéressera en particulier a certaines formes linéaires de R* : les évaluations en un point
(eKm:
1C : R—K
p = p(C)-
La décomposition de 1, dans K[[d]] est

1= ¢d"

[e%
On s’intéressera aussi aux compositions de ces évaluations avec les opérateurs de dérivation.
Ainsi, si (01, . .., 0,) est un opérateur différentiel sur I’espace des polynomes, on conside-
rera la composition suivante :
1,06(01,...,0,) : R—K
p—0(01,...,0,)(p)(C).
L’espace dual R* a de plus une structure naturelle de Z-module [32] que 1’on définit ainsi :
pour tout p € R et tout A € R*, on considere 1’opérateur linéaire suivant :
pxA : R—K
q — Alpg)-

12
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En particulier, on a :

aq -1 go;—1 3041 U o
o 0 sinon.

Etant donné k := (ky, ..., k,) € K", on notera k(x) € S; la forme linéaire définie par :
k(x) :=ko.zo + ... + kp.2p.

Comme dans le cas affine, étant donné un point ( € K"*!, on notera 1, € 5* la forme
linéaire égale a I’évaluation en ( :
]‘C S =K
p = p(Q).

Enfin, soit d € N et @« € N"*! un multi-indice tel que || = d, on notera d* € S} la forme
linéaire suivante :

d* Sd—>K
x? s 1518 =a,
0sif#«

Enfin, étant donnée une forme linéaire A € S}, on notera A € R}, la forme linéaire définie
par :
A(P) := A(P"). (1.1.1)

Inversement, étant donné A € R}, on définit Ar e S par:
A (P) = A(P).
Remarquons alors que pour tout A € S (resp. A € R}j),ona:

(A)" = A (resp. (A") = A).

Etant donné une famille B = {by, ..., b, } de mondmes de R (resp. S), on notera
B* :={b],...,b.} C R" (resp. S™),
la famille de formes linéaires vérifiant b} (x“) = 1 (resp. b;(x*) = 1) si et seulement si

X = b; (resp. x* = b;).

On notera PG L(n + 1) I’ensemble des changements de coordonnées dans K|xy, ..., ;).
Cet ensemble s’identifie naturellement a celui des matrices inversibles de taille n +1 x n+1.
Etant donné g € PGL(n+ 1) et E C S (resp. P € S), on notera g o E (resp. g o P) I'image
de £ (resp. P) dans S par le changement de coordonnées g.

Enfin, on définit I’action de PGL(N + 1) sur S* (resp. S}) par :

(goA)(P) :=A(go P)VA € S* (resp. S}), VP € S (resp. Sy).

13
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On notera (A, m) tout couple formé d’un anneau local A et de son idéal maximal m.

Etant donnés A un anneau commutatif et ¢ € A un élément de A, A; désignera la locali-

sation de A par rapport a la partie multiplicative {1,¢,¢?,...}. De méme, si p € Spec(A) un
idéal premier de A, on notera A, la localisation de A par rapport a p, m,, son idéal maximal
et k(p) := A,/m,A, son corps résiduel. Etant donné M un A-module, on note M, (resp.
M;) le A,(resp. A;)-module égal a M @4 A, (resp. M ®4 Ay).
De méme si R = Ry @ Ry @ ... est un anneau commutatif gradué et f € R, un élément de
degré d, Ry désignera I’anneau formé des €léments de degré O dans Ry. Si p C R est un
idéal homogene, on notera R, I’anneau local formé des éléments de degré 0 dans I?,,. Plus
généralement, si /M un R-module gradué et p C R (resp. f € R4) unidéal homogene gradué
(resp. un élément de degré d) M, (resp. My)) désignera les €léments de degré O dans M,
(resp. My).

Etant donnés un anneau A et un A-module M, on notera M le faisceau quasi-cohérent
associé a M sur Spec(A) (voir [39][Def 1.3.4, p.85]). On dira de plus que M est localement
libre de rang n si pour tout p € Spec(A), M, est un A,-module libre de rang p. Lorsque A
est noethérien et que M est de type fini, alors M est un faisceau cohérent (voir [39][5.3.1,
p-47] et [39][Thm.1.5.1, p.92]) et M est localement libre de rang j si et seulement si M est
localement libre de rang 1 en tant que faisceau de modules (voir [39][5.4.1, p.48])

De méme, étant donnés un anneau gradué B := @;>058, et un B-module gradué M :=

@a>0Mg4, on notera M le faisceau quasi-cohérent associé a M sur Proj(B) (voir [40][Prop.2.5.2,

p.311)

1.2 Préliminaires

1.2.1 Extension des coefficients

L’ objectif de cette section est d’étendre la notion de généricité dans les anneaux de po-
lyndmes sur K aux anneaux de polynomes sur une K-algebre quelconque. Nous étudierons
aussi dans cette section I’influence des extensions de corps sur les idéaux zéro-dimensionnels.
Enfin nous fournirons une caractérisation des formes linéaires non-diviseurs de zéro dans ces
algebres zéro-dimensionnelles.

Proposition 1.2.1. Soit A une K-algébre et n un entier positif. Soit P un polyndéme de
Alxy, ..., z,)] tel que P s’annule pour des valeurs génériques dans K". Alors P = 0 (dans

Alxy, ..., x,))

Démonstration. Soit P4 la proposition suivante : pour tout m € N et tout polyndome P &€
Alxy, ..., x| de degré inférieur ou égal a d, si P s’annule pour des valeurs génériques dans
K™ alors P = (. Nous allons prouver par récurrence que P4 est vraie pour tout d > 0.

Pour d = 0, Pg est vraie.

Supposons Py vraie pour tout k& < d, prouvons alors que P4 est vraie. Soit m un entier
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et P un polynéme dans A[z,...,z,,] de degré inférieur ou égal a d + 1 tel que P s’annule
pour des valeurs génériques dans K™. Soit U C K™ I’ensemble des zéros de P dans K™.
Soit Q; € Alx1,. .., Tm, Y1, - - -, Ym] le polyndme défini par :

P(x) — P(y)
Ty —Yi '

Qi(x,y) =

Comme P = (z; — v;).Q;, Q; sannule sur V := U x U \ {(x,y)| #; —y; = 0} C K*™.
Ainsi, Q; s’annule pour des valeurs génériques dans K™ et son degré est inférieur ou égal a
d. Par récurrence, (); est égal a 0 pour tout 1 < ¢ < m. Ainsi, toutes les dérivées partielles
0;P = Q;(x,x) de P sont égales a zéro. Comme K est de caractéristique zéro, on conclut
que P est égal a zéro.

Ainsi, P4 est vraie pour tout d et m dans N. Cela prouve la proposition 1.2.1. [

Dans la suite, K C £ désignera une extension de corps de K et k sa cloture algébrique.
On rappelle que S* := k[xg, ..., z,] (resp. S* := S* ®;, k) I'anneau des polyndmes en
n+1 variables sur k (resp. k). On notera Hilb%, (Spec(k)) (ou plus simplement Hilb%, (k))
I’ensemble des idéaux homogenes saturés I de S* tels que S*/I ait un polynome de Hilbert
constant égal a u (voir définition 2.2.3). Pour tout idéal I € k[z, ..., x,]|, on notera 1 I’idéal
de k[, ..., v,,] défini par :

Etant donné P un point de I’espace projectif P?, on rappelle que m% désigne 1’idéal homo-
géne de k[zo, ..., x,] engendré par :

{Q polynéme homogene de k|x, ..., z,|| Q(P) = 0}.
Enfin, on note m* I'idéal homogene de k[zo, . . . , z,] engendré par :
{Q polynéme homogene de k|xo, ..., z,| de degré > 1}.

Définition 1.2.2. Soit .J un idéal homogene dans Hilbk, (k). D’apres le théoréme des zéros
de Hilbert, J admet la décomposition primaire suivante :

J:qu‘

avec ¢; idéal homogene mg-primaire, avec P; dans I'espace projectif P7. L'ensemble {P;}
sera appelé ensemble des points définis par J dans P7.

Plus généralement, étant donné J un idéal homogene (non nécessairement saturé) de Sk
de polynome de Hilbert constant égal a u, I’ensemble des points définis par J dans P2 est
I’ensemble des points définis par son saturé (noté Sat(J)) :

Sat(J) = J J : (mFy

jEN

dans IP’%.
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Proposition 1.2.3. Soit I C S* un idéal homogéne de Hilbk, (k). Alors :
Insk =1

Démonstrati_on. Tout d’abord, on a I C Y_H S*. Ainsi, en tensorisant par k,onal C
(INS*®k C I. Ainsi I = (I N S*) ® k. En raisonnant par dimension pour tout degré
d>1,ona:

On conclut alors que :
I=InNnSs.
U

Corollaire 1.2.4. Soit I C Sk un idéal homogeéne de Hilbl, (k). Alors, I appartient
Hilb%, (%).

Démonstration. 11 suffit uniquement de montrer que I est saturé (i.e 1 : mF = I). On sait
que I est saturé si et seulement si m* n’est pas un idéal premier associé a 1. Raisonnons par
I’absurde et supposons alors que I n’est pas saturé. D’apres le théoréme des zéros de Hilbert,
I a une décomposition primaire de la forme :

szqiﬂq

avec ¢; un idéal homogene mg -primaire ou F; est un point de 1’espace projectif P2, et avec
q un idéal homogeéne m*-primaire. D’apres la proposition 1.2.3, on a :

I=1nS*k

I:ﬂqiﬂskﬂqﬂSk
k

ot ¢;NS* estun idéal homogene m%, NS-primaire et gNS* un idéal homogene m*NS* = m*-
primaire. Comme [ est saturé ¢’est impossible.
I est ainsi saturé. 0

Ainsi :

Proposition 1.2.5. Soit I un idéal homogéne de Hilbg, (k) et u une forme linéaire dans S¥.,
Alors, (I : u) = I si et seulement si u n’annule aucun point défini par 1 dans Pz.

Démonstration. On sait déja d’apres la proposition 1.2.4 que I admet une décomposition
primaire de la forme :
I = ﬂ 4i

i€E

ol ¢; est un idéal homogene mii-primaire et {P;| i € E} est’ensemble des points définis
par I dans IP2. D’apres la proposition 1.2.3, on a:

I=(ans (1.2.1)

el
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ou ¢; N S est un idéal homogene my, p M S-primaire. Ainsi, la décomposition primaire de /
se déduit de (1.2.1) en éliminant les ¢; N .S qui contiennent () i@ N S et en intersectant les

¢; NS qui sont m';,io N S-primaires pour le méme point P,,. Mais si [ ) 20 NS C NS

alors il existe jo # i tel que m’fgjo ns = m% NS, i.e Pj, et P; sont conjugués. De plus, ¢; NS

et g; NS sont m’f:,io M S-primaires si et seulement si P;, P; et P;, sont conjugués. Ainsi, / a

une décomposition primaire de la forme :
i€F

ou I' C FE vérifie que pour tout ¢ € E il existe un unique j € F' tel que P; et P; sont
conjugués. Ainsi, (/ : u) = I si et seulement si v n’annule aucun point P; pour tout j € F,
i.e u n’annule aucun point P; pour tout z € F. 0

Proposition 1.2.6. Soient k C L une extension de corps, L la cloture algébrique de L et 1
un idéal homogene de Hilbl, (k) et I” := [ ®y, L. Alors, les points définis par I* := [ ®;, L
dans P sont exactement les images par I'extension de corps :

kcL
des points définis par I¥ .= I ®y k dans Pz

Démonstration. Les points définis par /7 dans [P% sont donnés par la décomposition primaire

de I” dans ST. 1 s’agit alors de montrer que ces points sont les mémes que ceux obtenus en
regardant la décomposition primaire de I* dans S*. En effet :

"o, L=I"®;L.
Ainsi, comme : B
1" = ﬂ qi
i€E
ou ¢; est un idéal homogene mg—primaire et {P;| © € E'} 'ensemble des points définis par
I* dans P? ; on déduit que I* ®;, L peut s’écrire :

", L= ﬂ%‘@z
i€E

ol ¢; ® L est un idéal homogene m}@i ® L-primaire. Or, m% QL= mg (P; étant considéré
comme un point de 7 via I’extension de corps k C L). Ainsi, I’ensemble des points définis

par [ L dans [P% est exactement I'image par I’extension de corps :
kcL
de {P, € P7|i € E}. O
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1.2.2 Bases de Grobner, idéaux initials et Borel-fixes

Définition 1.2.7. Un ordre monomial < sur S est un ordre total sur les mondmes de K|z, ..., ]
tel que pour tous mondmes u, v, w,onait 1 < wetu < v = v.w < v.w.

Définition 1.2.8. Etant donné < un ordre monomial dans K[z, ..., z,] et E C S, on appelle
initial de E et ’on note In(£), I’ensemble de monomes défini par :

In(E) = {x%| 3P =x“+ Zcﬁ.xﬁ € £}

B<a

Si I C S estun idéal homogene, on appellera idéal initial de I, que I’on notera In(7), I’idéal
homogene défini par :
In(1) := P (In(1,)).

d

Remarque 1.2.9. Soit I C S est un idéal homogene. Il s’agit de montrer que I’espace vecto-
riel défini par :

In(1) := €P (In(1,)).

d

est bien un idéal. Remarquons pour cela que :
Sl.In(]d) C In([d+1).

En effet, soient x* € In(/,) et z; avec 0 < i < n, alors il existe un polyndme de I, de la
forme suivante :

X + anﬁxﬁ e 1.

B<a
En multipliant par z; et en utilisant le fait que < est un ordre monomial (i.e x* < x* =

7;.x% < 2;.x%), on déduit que 7;.x* € In(I ).

Définition 1.2.10. Etant donnés un idéal I C S et un ensemble de polyndmes G' C S, on dit
que G est une base de Grobner de I’idéal I si In(G) engendre In([).

Proposition 1.2.11. Etant donné un sous-espace vectoriel E C Sy et un ordre monomial <
dans S, notons N'In(E) I’ensemble des monomes de S, qui n’appartiennent pas a In(E).
Alors, NIn(E) est une base du quotient S,/ E en tant que K-espace vectoriel.

Démonstration. Prouvons pour commencer que N'In(F) est une famille génératrice de Sy/E.
Remarquons pour cela que tout mondéme de In(E) peut se réécrire sur N'In(E) modulo E.
En effet, indicons les mondmes de In(E) par ordre croissant pour 1’ordre monomial < :

In(E) = {x*, .., x*}

avec :
XM <L <X,
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Montrons par récurrence sur 1 < i < N, que pour tout k& < i, x* se réécrit sur N'In(FE)
modulo £.
Pour 7 = 1, il existe par définition un polyndome de £ de la forme suivante :

x* + Z Ca; 5% € E.
B<ay
Comme X! est le plus petit mondme de In(E), tous les mondmes x” < x®! appartiennent 2

NIn(FE). La proposition est donc prouvée pour 7 = 1.
De ¢ a7+ 1 : il existe par définition un polynome de F de la forme suivante :

XY+ E CapX’ € F
k<i
Nous pouvons alors réécrire ce polyndme sous la forme suivante :
e E , Ca¢+17akxak + E : Caz‘ﬂ,ﬁxﬁ €L
B<oyt1 B<a;, BEIn(E)

En utilisant I’hypothése de récurrence, on peut facilement réécrire x“+! sur A'In( £') modulo
E.

Nous avons donc prouvé que tout mondme de In( ) peut se réécrire sur N'In(E) modulo E.
Comme S; = (In(F)) & (NIn(FE)), cela prouve que N'In(E) est une famille génératrice du
quotient S,/ E.

Montrons pour conclure que AV'In(E) est une famille libre du quotient S,/ E. Raisonnons
par I’absurde et supposons que cette famille soit liée dans S;/E. Cela équivaut a dire qu’il
existe un polyndme P de la forme suivante dans F :

P = Z cﬁxﬁ cF
BEIn(E)

ou les coefficients (cg) ne sont pas tous nuls. Or, le mondme de plus haut degré qui appa-
rait dans P doit appartenir par définition a In(F). C’est en contradiction avec la forme du
polyndme P. 0

Corollaire 1.2.12. Etant donnés I C S un idéal et G une base de Grobner de I, alors NG
constitue une base de S/ 1.

Définition 1.2.13. Etant donné une K-algebre A et un idéal monomial I C Alzy, ..., z,],
nous dirons que [ est Borel-fixe si pour tout mondéme de [ de la forme x;.x* € I,ona:

r;.x*€IVj>i.

Etant donné un sous A-module £ C S7' engendré par des monomes, nous dirons aussi que
E est Borel-fixe si pour tout mondme de F de la forme x;.x* € I, ona:

r;. X e BV j >

On remarque alors que (E) C S est Borel-fixe en tant qu’idéal monomial.
Enfin, une famille 7 de mondmes sera dite Borel-fixe si (F) est Borel-fixe en tant qu’idéal
monomial.
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Proposition 1.2.14. Soit E C S%' un sous A-module Borel-fixe. Notons NE C Si I'en-
semble des mondmes de S35 qui ne sont pas dans E et N E C R sa déhomogénéisation (i.e,
en posant xy = 1 dans N'E). Alors, N'E est connexe a 1.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si E # S/, alors 1 € N'E. Eneffet, 1 ¢ N'E si
et seulement si & € E. Comme F est Borel-fixe, 78 € F est équivalent 2 E = SZ'. Ainsi,
E # 5S4 implique 1 € NE.

Soit x* € NE,avec 1 < k := |a| < d. ll existe alors 1 < i < n et 3 tels que x* = x;.xP.
Montrons que x° € N E. Pour cela, il suffit de prouver que xg_k“.x@ € S4' n’appartient

pas a E. En effet, si mg_k“.gﬁ appartient a F, alors par propriété Borel-fixe, cela implique
que z;.20 " .x% appartient 4 £. Cela implique encore que x® = z;.x” n’appartient pas 4 V' E.
Or c’est impossible. [

Théoreme 1.2.15. Soit < un ordre monomial sur S tel que xo > ... > x, et I C S un idéal
homogéne. Alors, il existe un ouvert de Zariski U de PG L(n+ 1) et un idéal monomial J tel
que pourtout g € U, In(go I) = J.

Voir [31, Thm. 15.18, p.353].

Définition 1.2.16. Soit < un ordre monomial sur S tel que xg > ... > x,, et I C S un idéal
homogene. On appellera idéal générique initial (ou encore initial générique) de I, et ’on
note Gin(/), I’idéal monomial défini J dans le théoreme 1.2.15 par :

In(goI) = J, Vg € PGL(n + 1) générique.

De méme, étant donné £ un sous-espace vectoriel de Sy, on appellera initial générique de
E, etl’on note Gin(E) C Sy, la famille de monémes définie par :

(Gin(FE)) := Gin((£))q
ou (F) désigne I’idéal engendré par E.

Théoreme 1.2.17 (Galligo, Bayer et Stillman). Soit < un ordre monomial sur S tel que
To > ... > xp et I C S un idéal homogene. Alors, I'idéal initial générique de I est Borel-

fixe.
Voir [31, thm. 15.20, p.354].

Remarque 1.2.18. Ce théoreme s’étend aussi au cas d’un sous-espace vectoriel £ de S;.

1.2.3 Bases de bord et relations de commutation

Dans cette section nous allons fournir une description des idéaux affines zéro-dimensionnels
dont I’algebre quotient admet une base monomiale connexe a 1 fixée. Nous utiliserons pour
cela les relations de commutation caractérisant les bases de bord. Cette approche ainsi que
le résultat principal : le théoreme 1.2.26, sont tirés de [67]. Nous le redémontrerons et en
déduirons le théoreme 1.2.30.

Commencons par donner quelques définitions utiles par la suite :
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Définition 1.2.19. Une famille B € R de mondmes sera dite connexe a I si :
-1€ B,
- pour tout X* # 1 € B, il existe un entier 1 < 7 < n et un mondme x” € B tels que :

x® = x; xx°.

Une famille F' C S; de monomes sera dite connexe a 1 si sa déhomogénéisation par rapport
axg (i.e, en posant zp = 1), noté F' C R, est connexe a 1 au sens précédent.

Définition 1.2.20. On désignera par B% I’ensemble des familles B de kK mondmes de Sy, telle
que la déhomogénéisation B C R de B, soit une famille de £ mondmes connexe a 1.

Définition 1.2.21. Etant donnée B une famille de mondmes dans R, on pose :
BT =BUx;BU..Ux,B

et
0B := B*\ B.

Définition 1.2.22. Soit B € R une famille de mondmes. On appelle famille de réécriture
associée a B une famille de polynémes de la forme (h,)acop avec :

ha(x) =X =)z px”

BeB

et z, 3 € K. On I'appellera base de bord de B si de plus B est une base de I’algebre A =
R/(ha(x)).

Soit (A, m) un anneau local noethérien et une K-algebre, d’idéal maximal m et de corps
résiduel k. Soit R4 := Alxy, ..., 7,] et u un entier positif. Nous définissons 1’ensemble des
idéaux I de R* zéro-dimensionnels de multiplicité . par :

Ho(A) := {I ¢ R"idéal| R*/I soit un A — module libre de rang y}. (1.2.2)

Nous allons pour cela décrire cet ensemble localement sous forme de variétés algébriques
affines. On définit ainsi les sous-ensembles HY de Hy(A) associés aux familles de mondmes
B de taille p par :

HY(A) := {I ¢ R*idéal| R*/I soit un A—module libre de rang ;1 et de base B}. (1.2.3)
Proposition 1.2.23. L’ensemble des (HE (A)) pour B connexe a 1 constitue un recouvrement
de Ho(A) N

Ho(A) = |J HFW

B connexe a 1

Démonstration. 11 s’agit de remarquer que tout A-module libre de rang fini, de la forme
RA/T avec I C R idéal, admet une base de mondmes connexe a 1.

D’apres de Lemme de Nakayama, on peut se ramener au cas du corps : A = k. Soit
I € Hy(k). Construisons par récurrence sur ¢ < g une famille 7; de monémes libre dans
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R/I (en tant que k-espace vectoriel), connexe a 1 et qui engendre R;/I<; C R/I.

Pour i = 0, il suffit de prendre Fy = (1). Pour i + 1, par hypothése de récurrence, tout
polynéme P de degré inférieur ou égal a i + 1 est engendré par F; U {z; * x%| x* € F;}
dans R/I.1l est donc possible d’extraire un sous-ensemble G, de {z; * x*| x* € F;} tel
que F;+1 := F; UG,y soit une famille libre qui engendre R;.;/I<;11 C R/I. De plus, par
construction et par hypothese de récurrence, F; 1 est connexe a 1 et permet ainsi de conclure.
Enfin, I’algébre R/I étant de dimension finie, il existe un entier i (ici ¢ = p convient) a partir
duquel :

Rz/lgz = Ri+1/]§i+1 = ... = R/I

et la famille F; constitue alors une base connexe a 1 de R/1. O]

Fixons B C R* une famille de ;7 mondmes connexe a 1. Nous allons montrer que
(HP(A)) est une variété affine. Soit N le nombre de coefficients (24 5)acoB sen qui ap-
paraissent dans toute famille de réécriture associée a B (voir définition 1.2.6).

Définition 1.2.24. Pour tout z € A% et tout entier 1 < ¢ < n, on définit I’application linéaire
MPB(z) : (B) — (B) par:

— MPZ(z)(b) = z; b pour b € B si x; b appartient 2 B,

— MPB(z)(b) =" 24,452 pour b € B si x; b appartient 2 9 B.
On note M?(z) la matrice de M2 (z) dans la base B.

Remarque 1.2.25. Les matrices MP(z), pour tout entier 1 < 7 < n, dépendent linéairement
dez € Al.

Théoréme 1.2.26. HZ (A) est une carte affine de Hy(A). En particulier, HF (A) est en bi-
jection avec la variété de A\ définie par les équations de commutations suivantes en z

MP(z) o M}B(z) — Mf(z) oMP(z) =0 (1.2.4)
pour tout entiers 1 <1 < 7 < n.

Cette description sous forme de relations de commutation caractérisant les bases de bord
a été développée par B. Mourrain et P. Trebuchet dans le contexte des formes normales
(voir [66] et [67]).

Démonstration. Notons VP (A) la variété de AYY définie par les relations (1.2.4). La bijection
consiste alors en I’application ¢ := HF(A) — VZ(A) qui 2 tout idéal I de HE (A) associe
le point z = (24.5)aconsen € Ay défini de la maniere suivante : pour tout o € 9B, les
(2a.5) e S obtiennent en écrivant I’unique décomposition de x* sur B modulo [ :

x* = z45x  mod . (1.2.5)
BeB

Montrons tout d’abord que cette application est injective. Il s’agit en effet de montrer que
pour tout idéal I € HF(A), la famille de réécriture suivante associée a B :

ha(x) =X =Y za5x”,

BeB
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ou les (z4,5)sep sont donnés par (1.2.5), engendre I’idéal /.
Il est clair que (h,(x)) C I. Inversement, montrons que / C (h,(x)). Définissons pour tout
P=> L0y X7 € RA 1’application linéaire suivante :

ot P(M) = > _a,.(MP”(2)) avec:
(MP(2))7 := M (2)" 0...o M7 (2)".

Remarquons ici que I’application P(M) est bien définie car les opérateurs (MP(z))1<i<p
commutent deux a deux. En effet, ils correspondent aux opérateurs de multiplication par les
variables (z;)1<i<, dans la A-algeébre commutative R/ (qui est aussi un A-module libre
de base B).

On remarque alors que P(M)(1) n’est autre que la décomposition de P sur B, dans R4/
en tant que A-module libre de base B. On montre alors facilement par récurrence sur le degré
de P, que

P — PIM)(1) € ({ha(x)}acon).

Ainsi, si P € I, alors P(M)(1) = 0 et P appartient & ({h4(X) }acon)-
On a donc montré que I est engendré par les relations de réécriture :

I = ({ha(x)}acon). (1.2.6)

et que ¢ est donc injective.

Afin de montrer la surjectivité nous allons construire une application inverse a gauche de
.Soit z = (24 8)acon.ses € VE(A), on considere I’application suivante :
,8)acdB,pe pp

o: R* — (B)4

P — P(M)(1).

Comme z appartient a V2 (A), les opérateurs (MP(z)),<;<, commutent et o est ainsi bien
définie. Soit :
J(z) = Ker(o). (1.2.7)

On remarque facilement que .J(z) est un idéal. De plus, B étant connexe a 1, on a:

Vbe B, b(M)(1) =b.

L application o est donc surjective et R/J(z) ~ (B) 4. Ainsi, J(z) appartient 2 HF(A).
Montrons alors que :
J(=): VP(A) — HF(A)

z — J(z)
est inverse a gauche de ¢ i.e ¢(J(z)) = z pour tout z € V5(A). D’apres ce qui précede,

Vbe B, bM)(1) =b.

23



tel-00620047, version 1 - 7 Sep 2011