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Introduction

1 Contexte de travail

Dans le domaine de l'analyse de risques environnementaux, les chercheurs de l'INRA de
Colmar mettent en place des modèles agronomiques, appelés indicateurs agri-environnementaux,
a�n de calculer les risques des pratiques agricoles utilisées par l'agriculteur aux champs. Ces
indicateurs sont dédiés à l'aide à la décision et ils sont utilisés pour lutter contre la pollution
de l'environnement. A titre d'exemple, il existe un indicateur "pesticide" qui évalue le risque de
l'utilisation de pesticides sur l'environnement et qui permet d'établir un diagnostic sur le choix
des pratiques agricoles et en particulier le pesticide utilisé. Ces indicateurs sont calculés à partir
de plusieurs variables dont une partie provient de sources d'informations hétérogènes car de
nature bien di�érentes : expert du domaine (agronome), base de données, manuels d'agronomie,
�ches techniques...

Pour calculer la valeur d'un indicateur, les experts doivent choisir une valeur parmi les va-
leurs proposées par les sources et ensuite faire le calcul. Le résultat de calcul de l'indicateur peut
être considéré comme entaché d'imperfections car les informations fournies par les sources sont
souvent de nature imparfaite, par exemple à cause de l'imprécision ou de manque de �abilité des
données disponibles. C'est la que réside le problème à l'origine de cette thèse : comment contrôler
la propagation de l'imprécision dans le calcul d'un indicateur à partir de données imparfaites. Le
problème recouvre beaucoup plus d'aspects qu'il n'y paraît, allant de la représentation des don-
nées par des possibilités à l'analyse formelle de concepts en passant par la fusion d'informations.

Plusieurs problématiques sont liées au traitement de l'imperfection : l'inférence à partir des
données imparfaites, la fusion d'informations et la prise de décision. L'inférence consiste à tirer
des conclusions à partir de variables d'entrée grâce à un modèle, et concerne par exemple le
problème de la propagation de l'incertitude à travers un modèle déterministe ou stochastique.
L'inférence est monotone dans le cas des modèles déterministes. Cela signi�e que plus l'incertitude
est petite sur les variables d'entrée, plus elle l'est sur les variables de sortie du modèle. Mais ce
n'est pas forcément le cas avec les modèles stochastiques pour lesquels une information précise
sur les variables d'entrée ne préjuge pas de la grandeur de l'incertitude sur les variables de sortie
du modèle. La fusion d'informations, quant à elle, consiste à résumer un ensemble d'éléments
d'informations fournies par plusieurs sources souvent hétérogènes en une information exploitable
et facile à interpréter, tout en tenant compte de l'incohérence et des con�its entre les informations
à fusionner ainsi que des relations entre les sources d'informations. En�n, la prise de décision
permet de déterminer l'action optimale à entreprendre dans une situation donnée. La décision
est un acte qui a un impact sur le monde une fois la décision prise.

Dans ce travail, nous nous intéressons à la prise en compte des imperfections dans le calcul
des indicateurs agri-environnementaux, en particulier lorsque le calcul dépend de variables dont
la valeur est fournie par plusieurs sources d'informations non nécessairement cohérentes entre
elles. Dans la littérature, plusieurs approches ont été proposées pour représenter et manipuler
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Introduction

des données imparfaites. Chaque approche possède ses avantages et ses limites. Le contexte de
l'étude, la nature de l'information et l'objectif attendu jouent un rôle important dans le choix
d'une approche adaptée à la prise en compte des données imparfaites.

L'imperfection qui est considérée dans cette thèse est l'imprécision : les données sont impré-
cises car elles sont insu�sante pour permettre de comprendre une situation donnée.

Il existe di�érentes méthodes de fusion d'informations qui dépendent du formalisme de re-
présentation des données imparfaites choisi et des méta-information sur les sources (�abilité,
indépendance). Ainsi, la fusion d'informations dans le cadre de la théorie des possibilités s'ap-
puie sur des opérateurs de fusion qui s'appliquent à l'ensemble de toutes les sources et qui
calcule un résultat unique et global. Tout le problème est donc de pouvoir se servir de résultat
pour prendre e�ectivement une décision.

Dans notre contexte qui porte sur l'analyse de risque environnemental, les sources d'infor-
mations fournissent des informations numériques (valeurs et intervalles de valeurs) et le risque�
c'est-à-dire la variable de sortie qu'il faut évaluer� est une moyenne arithmétique dépendant des
sources d'informations en entrée. Ici, la théorie des possibilités, qui a été retenue pour ce travail,
o�re des outils bien adaptés pour représenter et manipuler ces informations, et notamment une
certaine variété des opérateurs de fusion d'informations imparfaites.

2 Principales contributions

Dans ce mémoire de thèse, nous avons essayé de traiter le problème d'aide à la décision et
le calcul d'indicateurs en présence d'informations imparfaites. Pour cela, nous avons considéré
ce problème comme un problème de fusion d'informations imparfaites et nous avons mis en
oeuvre un cadre de calcul d'indicateurs qui fait appel à la fois à la théorie des possibilités et
l'Analyse Formelle de Concepts (AFC). La théorie des possibilités permet de prendre en compte
et contrôler l'imperfection des données dans le calcul. L'Analyse formelle de concepts et son
extension les structures de patrons fournissent un cadre global pour la fusion d'informations.
L'AFC permet de construire un treillis de concepts formels à partir d'une table binaire (les
attributs peuvent être à valeurs dans des intervalles pour les structures de patrons). Un concept
se présente sous la forme d'un couple composé d'une intension et d'une extension. L'intension est
décrite par un ensemble d'attributs et fournit la description maximale commune de l'ensemble
des objets présents dans l'extension du concept. Donc, nous utilisons la théorie des possibilités
pour représenter les informations, ensuite nous utilisons l'AFC pour combiner ces informations.
Nous montrons comment un opérateur de fusion peut être considéré comme un in�mum dans
un demi-treillis lorsqu'il véri�e les propriétés de commutativité, d'associativité et d'idempotence.
Nous considérons ainsi le cas des opérateurs non-associatifs et présentons une méthode de pré-
traitement des données permettant d'appliquer malgré tout de tels opérateurs de fusion puis de
construire le treillis de concepts.

Le treillis de concepts obtenu fournit une classi�cation des informations, des sources et des
résultats de la fusion pour un opérateur de fusion donné. Les extensions représentent des sous-
ensembles maximaux de sources. Les intensions correspondent aux résultats de la fusion des
valeurs fournies par les sources de l'extension. De plus, le treillis fournit une base de choix pour
l'utilisateur. Il présente à la fois le résultat global (c-à-d le résultat de la fusion de l'ensemble
de toutes les sources) et les résultats partiels (c-à-d les résultats de la fusion d'un sous-ensemble
de sources) de la fusion. Il permet d'identi�er des sous-ensembles maximaux de sources avec
leurs résultats de fusion. Il classi�e les informations, sous la forme d'une hiérarchie de concepts,
suivant leur précision et leur �abilité. De plus, il montre les liens entre les informations et les
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3. Organisation du manuscrit

sources.
Les résultats obtenus à partir du treillis sont utilisés pour calculer des indicateurs environ-

nementaux qui jouent un rôle dans l'aide à la décision environnementale. En e�et, les résultats
obtenus servent à évaluer les pratiques agricoles des agriculteurs. La prise en compte de l'imper-
fection des indicateurs permet aux experts de donner plus de �exibilité aux agriculteurs dans
le choix de leurs pratiques. Les experts sont plus proches de la réalité (de terrain) et peuvent
donner des conseils plus précis en fonction de certaine sources d'informations, sachant que les
sources d'informations ne sont pas cohérentes entre elles à cause de la diversité des pratiques
dans le monde entier.

3 Organisation du manuscrit

Le chapitre 1 rappelle les méthodes de traitement des données imparfaites existant dans la
littérature. Nous nous concentrons sur la théorie des possibilités qui permet de prendre en compte
l'imprécision qui est une forme de l'imperfection des données. Nous présentons les notions de base
permettant de résoudre le problème du traitement de l'incertitude dans le contexte environne-
mental. Ainsi, nous nous intéressons au problème de la fusion des informations imparfaites dans
le cadre de la théorie des possibilités et présentons les opérateurs de fusion généralement utilisés
avec leurs propriétés.

Le chapitre 2 présente la construction de treillis de concepts à partir de données binaires
dans le cadre de l'analyse formelle de concepts (AFC). Ce chapitre contient un état de l'art sur
les extensions de l'AFC aux données numériques et symboliques ainsi qu'aux contextes �ous et
incertains. Nous détaillons les structures de patrons permettant de construire un treillis direc-
tement à partir de données numériques. En�n, nous présentons des relations existant entre les
treillis de concepts et la fusion d'informations. L'essentiel des résultats de cette partie a fait
l'objet des articles [11, 7, 116, 6, 119, 122].

Le chapitre 3 présente la première partie de la contribution : la fusion d'informations par
treillis de concepts à partir des informations représentées par des intervalles. Dans ce chapitre,
nous proposons d'introduire les opérateurs de fusion pour construire le treillis de concepts et de
considérer les concepts comme un choix donné à l'utilisateur, un concept contenant un ensemble
de sources avec le résultat de fusion qui lui est associé. Nous utilisons les opérateurs conjonctifs,
disjonctifs et de "compromis" (fondé sur les sous-ensembles maximaux cohérents (SMC)). Nous
proposons également un pré-traitement des données à e�ectuer pour les opérateurs de fusion ne
véri�ant pas les conditions d'un opérateur in�mum d'un demi-treillis (essentiellement la non-
associativité). Les résultats de cette partie ont fait l'objet des articles [4, 8, 10, 9].

La taille des treillis de résultats de la fusion disjonctive est trop importante lorsque nous
traitons des données incohérentes. Nous proposons alors une méthode pour réduire le nombre de
concepts dans le treillis. Cette méthode est fondée sur le choix d'une distance entre les valeurs
et d'un seuil de similarité. Ce dernier permet l'enveloppe convexe des résultats de la fusion des
sources lorsqu'ils sont similaires. Cette approche permet de ne conserver que les concepts "utiles"
ayant des valeurs similaires et exploitables pour l'utilisateur. L'essentiel des résultats de cette
partie ont fait l'objet des articles [118, 117].

Dans le cadre de la fusion des informations, nous généralisons dans le chapitre 4 l'approche
proposée dans le chapitre précédent en représentant l'information par des distributions de possi-
bilités, en particulier par des intervalles �ous triangulaires et trapézoïdaux. Nous détaillons les
caractéristiques d'un opérateur de fusion permettant de construire un treillis dans le cadre des
distributions de possibilités. Le treillis résultant fournit une classi�cation des informations, de
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Introduction

leurs résultats de fusion ainsi qu'un intervalle de degré de con�ance. Nous proposons de même
une méthode de pré-traitement des données à e�ectuer lorsque l'opérateur ne permet pas de
construire le treillis directement. Les résultats de cette partie ont fait l'objet des articles [9, 12].

Le chapitre 5 présente une méthode d'évaluation environnementale utilisée par les experts
pour valider les pratiques agricoles utilisées par les agriculteurs aux champs. Cette méthode
s'appuie sur la dé�nition des indicateurs agri-environnementaux. Nous nous concentrons sur
l'indicateur "pesticide" et ses modules. Nous abordons la validation des méthodes présentées
dans le chapitre 3 en présentant une application concernant un risque environnemental lié à
l'utilisation des pesticides. Le calcul des indicateurs à partir des données imparfaites a fait l'objet
de plusieurs articles [5, 4, 8, 118, 117, 12, 119].

Le lecteur pourra se reporter à l'annexe A pour les notions de la théorie de possibilités. L'an-
nexe C est consacrée aux rappels sur les relations d'ordre, la dé�nition d'un treillis et la connexion
de Galois. Pour comprendre les méthodes de propagation de l'incertitude utilisées dans ce travail,
le lecteur se reporte à l'annexe B. Dans cette annexe, nous rappelons les méthodes classiques
d'analyse d'intervalles ainsi que le calcul de la moyenne �oue pondérée ayant des intervalles en
entrée. En�n, l'annexe D représente les résultats d'un exemple de calcul d'indicateurs pour plu-
sieurs matières actives a�n de calculer un indicateur pesticide pour un programme de traitement.
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Représentation de l'imperfection
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Ce chapitre présente quelques travaux du domaine de la représentation et de la fusion des
informations imparfaites dans sa première partie. Dans la deuxième partie de ce chapitre, un
rappel de l'analyse d'intervalles est présenté ainsi que le problème du calcul de la variation de la
moyenne pondérée �oue suivant la variation de ses composants. Nous utiliserons l'analyse d'inter-
valles pour propager les informations à travers des modèles mathématiques dans le chapitre 5, en
particulier la fonction de la moyenne �oue pondérée et sa variation en fonction de la variation de
ses arguments puisque l'indicateur phytosanitaire est calculé à partir d'une moyenne pondérée.

1.1 Introduction

La formalisation de l'incertain est apparue au xviie siècle avec les travaux de Huygens, Pascal
et J. Bernoulli. Ces travaux traitaient les problèmes des jeux et en déduisaient une théorie de
la chance, mais ne parlaient jamais de la notion de probabilité. Bernoulli propose dès 1680 une
théorie mathématique des probabilités et de leurs combinaisons. En particulier, les probabilités
n'étaient pas toujours additives. Dans une partie de son travail, Bernoulli a proposé la loi des
grands nombres qui permet d'estimer a posteriori une probabilité inconnue a priori à partir
de l'observation de fréquences d'occurrence. Plus tard, la théorie proposée par Bernoulli a été
simpli�ée dans les travaux de Moivre en 1711 où l'on trouve la première règle d'additivité et une
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Chapitre 1. Représentation de l'imperfection

représentation des probabilités entre 0 et 1. Au xviiie siècle, Lambert, poursuivant les travaux
de Bernoulli, a traité de la théorie des erreurs et a proposé une méthode connue sous le nom de
"Maximum de vraisemblance". Plus tard, Bayes a calculé la probabilité connaissant le nombre
de succès dans un échantillon et l'a exprimée en terme de probabilité initiale (a priori), �nale
(après l'expérience) et vraisemblance (probabilité de l'expérience sachant la probabilité initiale)
alors que Bernoulli estime le nombre de succès à partir de la connaissance de probabilité. Les
travaux de Bayes ont été repris par Laplace qui a proposé le principe d'équiprobabilité si l'on a
aucune raison de penser autrement.

Le xixe siècle a vu le développement de la loi gaussienne en utilisant le maximum de vraisem-
blance dans le problème de l'estimation des erreurs d'observations. Mais la notion de probabilité
est restée liée à la notion de la fréquence jusqu'au xxe siècle avant les travaux de [163, 88].
Ces derniers ont cherché à justi�er l'axiome d'additivité. Les théories du xixe siècle permettent
seulement de résoudre les problèmes liés aux probabilités physiques (ou objectives).

L'émergence de l'informatique, la naissance de l'intelligence arti�cielle, la représentation des
connaissances et le raisonnement entachés d'incertitude, d'imprécision et de contradiction ont
conduit les chercheurs à revenir sur la notion subjective de la probabilité à laquelle un grand
nombre des chercheurs étaient intéressés du point de vue philosophique par rapport aux pro-
babilités objectives [163, 88]. Ainsi, deux grandes classes de théories ont vu le jour : celle des
probabilités additives et celle des probabilités non-additives. La première classe s'appuie sur des
postulats pour arriver aux probabilités et à leurs propriétés [53, 112]. La deuxième classe re-
met l'accent sur la notion d'additivité en s'appuyant sur plusieurs travaux [168]. Par exemple,
Dempster généralise les règles de Lambert, qui ne peuvent traiter que des arguments portant sur
une seule conclusion, au cas où plusieurs hypothèses sont à envisager. De même, Shackle propose
dans le domaine d'économie, des modèles utilisant des notions proches à celles de la théorie des
possibilités.

A partir des années 60, de nouvelles théories de l'incertain qui ne sont pas liées aux pro-
babilités sont apparues. Zadeh a inventé la théorie des sous-ensembles �ous [188], Shortli�e et
Buchanan [37] ont développé le formalisme des "facteurs de certitude" pour un système expert
à base de règles à application médicale (MYCIN ). Shafer a exposé la théorie des fonctions de
croyance [167]. Ensuite, Zadeh a introduit la théorie des possibilités, en relation avec la théorie
de sous-ensembles �ous [189], développée ensuite par Dubois et Prade [74]. Walley a introduit la
théorie des probabilités imprécises [174]. Ces nouvelles théories connaissent aujourd'hui un grand
développement dans le traitement de l'incertain et en fusion d'informations imparfaites.

1.2 Les imperfections de l'information

Une information est une collection de symboles ou de signes produits soit par l'observation
de phénomènes naturels ou arti�ciels, soit par l'activité cognitive humaine. Une information est
destinée à comprendre le monde qui nous entoure, à aider à la prise de décision, ou à communiquer
avec des individus [82].

On distingue deux sortes d'informations : objectives et subjectives. Les informations objec-
tives sont issues de l'observation directe de phénomènes, comme les mesures de capteurs, tandis
que celles dites subjectives sont les informations exprimées par des individus et conçues sans le
recours à l'observation directe du réel.

Une information peut prendre deux formes : numérique et symbolique. Les informations
numériques (généralement objectives) peuvent prendre di�érentes formes : nombres, intervalles
de nombres, etc. Les informations symboliques (subjectives) sont exprimées en langage naturel
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1.2. Les imperfections de l'information

et souvent codées par des représentations logiques ou graphiques. Néanmoins, une information
subjective peut être numérique, et l'information objective peut être symbolique (un capteur qui
fournit des couleurs).

On distingue ainsi deux types d'information : l'information contingente et l'information gé-
nérique. L'information contingente concerne une situation particulière, la réponse à une question
sur l'état courant du monde, comme par exemple une observation, ou un témoignage. L'infor-
mation générique se réfère à une classe de situations, par exemple un modèle statistique issu
d'un ensemble représentatif d'observations. Cette distinction est importante dès qu'on aborde
les problèmes d'inférence ou de révision d'informations incertaines. De plus, une problématique
comme l'apprentissage ou l'induction s'intéresse à l'élaboration de connaissances génériques à
partir d'informations contingentes. Inversement la prédiction peut être vue comme l'utilisation
d'une connaissance générique sur la fréquence d'un événement pour estimer un degré de con�ance
en l'occurrence contingente de cet événement dans une situation particulière.

Les données disponibles pour un système d'informations sont souvent imparfaites. Une in-
formation est parfaite si elle est précise et certaine. L'imperfection est due à l'incertitude, l'im-
précision et l'inconsistance. Ces dernières notions représentent les aspects majeurs des données
imparfaites [35, 169, 74, 80, 82, 141] qui vont être dé�nis juste après.

Généralement, l'imprécision et l'inconsistance sont liées au contenu de l'information. L'incer-
titude résulte du manque d'information à propos d'une telle situation, l'inconsistance entre les
informations, l'incomplétude de l'information et la variabilité. L'imprécision et l'inconsistance
concernent le contenu de l'information tandis que l'incertitude concerne la validité de l'informa-
tion.

1.2.1 Information imprécise

Une information est dite imprécise si elle est insu�sante pour permettre de comprendre une
situation donnée. L'information imprécise est liée à l'idée de l'information incomplète.

En e�et, la question à laquelle on cherche à répondre est la suivante : quelle est la valeur de
la variable X ? ou est-ce que la valeur v de X satisfait une certaine propriété ?

Considérons par exemple l'âge d'une personne et le sous-ensemble S = {1, 2, . . . , 100} (en
nombre d'années). Le terme jeune est imprécis, quand il s'agit de connaître l'âge de la per-
sonne. Une information imprécise prend la forme d'une disjonction de valeurs mutuellement
exclusives [82]. Par exemple, considérons l'information suivante : l'âge de Georges est entre
20 et 25 ans, ce qui se traduit par l'âge de Georges (noté X) appartient au sous-ensemble
{20, 21, 22, 23, 24, 25}, c-à-d X = 20 ou X = 21 ou X = 22 ou X = 23 ou X = 24 ou X = 25
(car la variable n'a qu'une seule valeur). En logique classique, l'imprécision apparaît comme une
disjonction. A�rmer p ∨ q c'est dire qu'une des propositions p ∧ q, p ∧ ¬q, ¬p ∧ q est vraie.

1.2.2 Information incertaine

Une information est dite incertaine si l'on ne sait pas si elle est vraie ou fausse. Une infor-
mation élémentaire est une proposition ou l'a�rmation qu'un événement s'est produit. Elle est
modélisée par un sous-ensemble de valeurs possibles avec un marqueur d'incertitude. Ce marqueur
peut être numérique ou linguistique. Les marqueurs sont toujours des nombres (probabilité) ou
des modalités symboliques (certain, possible, probable). Par exemple : il est certain que Georges
arrive en retard ou la probabilité que Georges arrive en retard est de 0.7.
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Chapitre 1. Représentation de l'imperfection

1.2.3 Information inconsistante

L'inconsistance apparaît quand plusieurs informations concernant la même situation sont en
con�it. Par exemple : "Georges est célibataire" et "La femme de Georges s'appelle Maria". Le
con�it dans les données peut mener à une incohérence dans la conclusion.

1.3 Représentation des informations imparfaites

La théorie des probabilités est la plus ancienne des théories de l'incertain, la mieux développée
mathématiquement et la plus établie. Elle était la seule à interpréter la notion de hasard et
d'incertitude. Cette mesure d'incertitude peut varier suivant les circonstances ou l'observateur.
Un individu peut avoir des di�cultés à décrire de manière précise son état de connaissance. Il
peut paraître plus naturel de fournir un ensemble des valeurs possibles. Cette caractérisation
de l'incertitude non pas par un nombre unique mais par plusieurs valeurs a ouvert la voie à
d'autres théories de gestion et de manipulation de l'imperfection durant les trente dernières
années [74, 143, 174, 157, 56, 57, 167].

On trouve ainsi une hiérarchie de représentations à base de familles convexes de probabili-
tés, incluant la théorie des probabilités imprécises [40], la théorie de fonctions de croyance de
Shafer [167], les ensembles aléatoires [143] les boîtes de probabilités (ou p-boxes), la théorie des
possibilités [73, 83] et plus récemment les nuages [150]. Des liens de passage existent entre l'une et
l'autre de ces théories. Une étude détaillée de ces théories est explorée par S. Destercke [55], qui
o�re un panorama des théories de l'incertain en mettant l'accent sur des aspects qui permettent
d'uni�er ces cadres et de chercher le meilleur cadre à appliquer pour une situation donnée.

1.4 Théorie des probabilités

La notion de probabilité est liée à celle de l'expérience aléatoire. Une expérience est dite
aléatoire si l'on ne peut pas prédire avec certitude le résultat. Formellement, une probabilité
p est une fonction positive sur un espace U à valeurs dans [0, 1], p : U → [0, 1], telle que∑

ω∈U p(ω) = 1.
Un sous-ensemble A ⊆ U est appelé événement. On dé�nit la mesure de probabilité P (A) =∑
ω∈A p(ω). Cette mesure évalue le degré de réalisation de l'événement A. En considérant deux

événements A et B, la mesure de probabilité véri�ent les axiomes suivants :
� Axiome d'additivité :

∀A,B ⊆ U , P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) (1.1)

� Axiome de dualité :
∀A ⊆ U , P (A) = 1− P (A) (1.2)

La fonction de répartition est dé�nie à partir de la distribution de densité de probabilités p, et
on a ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x
−∞ p(x)dx.

Dans plusieurs domaines, la théorie des probabilités est la plus utilisée surtout quand des
distributions et des grands échantillons de données sont disponibles.

En absence de données statistiques, la connaissance probabiliste dont dispose un individu,
est représentée par un ensemble de propositions logiques avec leurs probabilités plutôt que par
une mesure de probabilité sur un ensemble exhaustif d'états mutuellement disjoints. La première
engendre en général une famille de probabilités et non une distribution unique.
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1.5. Théorie des possibilités

La théorie des probabilités semble pauvre pour la manipulation et la représentation de la
méconnaissance (l'ignorance partielle ou totale). Elle ne permet pas de représenter d'une manière
rigoureuse et propre un état d'ignorance ou de connaissance partielle. Pour illustrer cette limite
de la théorie des probabilités, considérons un exemple d'une pièce et un jeu de Pile et Face dans
deux situations.

� Le premier cas : la pièce est montrée (elle n'est pas fausse), et la probabilité d'avoir Pile
ou Face est égale (P (Pile) = P (Face) = 1

2).
� Le deuxième cas : la pièce n'est pas montrée (c-à-d elle peut être "Face− Face", "Pile−
Pile", ou "Pile−Face"). Partant de la théorie des probabilités, on est obligé de considérer
l'équiprobabilité (c-à-d P (Pile) = P (Face) = 1

2). Toute autre représentation ne serait pas
cohérente et même dans un jeu où l'une des parties est favorisée par rapport à l'autre.

Donc, on ne peut pas modéliser de deux façons di�érentes les deux situations de savoir et de ne
pas savoir.

Les limites de la théorie des probabilités apparaissent aussi quand il s'agit de modéliser un
phénomène ou un modèle n'ayant qu'un simple échantillon de données, ou dans le cadre de
la représentation des informations subjectives (les opinions d'experts). L'approche probabiliste
est mal adaptée à la modélisation de l'imprécision des opinions d'experts et limite le choix des
méthodes de fusion quand il s'agit de synthétiser une information interprétable à partir d'un
ensemble d'informations provenant de plusieurs experts [166].

1.5 Théorie des possibilités

La théorie des possibilités a été proposée par L.Zadeh en 1987 [189] en s'appuyant sur la
théorie des sous-ensembles �ous qu'il a inventé en 1965 [188]. Cette dernière permet de représenter
des classes d'objets dont les critères d'appartenance sont graduels [187]. La théorie des possibilités
est ensuite développée par Dubois et Prade [74] pour traiter dans un seul cadre l'incertitude et
l'imprécision inhérentes à certaines données.

L'outil de base de la théorie des possibilités est la distribution de possibilités qui est équi-
valente à un degré d'appartenance (ou fonction d'appartenance) de la théorie de sous-ensembles
�ous. La distribution de possibilité (notée π) est une fonction d'un ensemble d'événements élé-
mentaires (noté U) à valeurs dans [0, 1].

La hauteur h d'une distribution est la plus grande valeur que la distribution π peut atteindre :

h = maxu∈U π(u) (1.3)

Une distribution de possibilités π est dite normalisée si sa hauteur est égale à 1. Ce qui signi�e
qu'un des états est totalement possible, et qui se traduit par

maxu∈U π(u) = 1 (1.4)

Etant donnée une valeur α ∈]0, 1], on dé�nit les deux coupes de niveaux α (ou α-coupe) stricte
et régulière.
L'α-coupe stricte, de la distribution de possibilités π, est dé�nie par :

πα = {u ∈ U |π(u) > α} (1.5)

L'α-coupe régulière de la distribution de possibilités π est dé�nie par

πᾱ = {u ∈ U |π(u) ≥ α} (1.6)
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Chapitre 1. Représentation de l'imperfection

Figure 1.1 � La distribution de possibilités construite à partir de l'information d'expert

Le support d'une distribution de possibilités π représente l'α-coupe stricte pour α→ 0. Le noyau
représente l'α-coupe régulière pour α = 1.

Une distribution peut s'interpréter comme un ensemble d'intervalles emboîtés I1 ⊆ I2 ⊆ . . . ⊆
In ⊆ U ayant des degré de con�ance α1 ≤ α2 ≤ . . . αn ≤ 1.

La théorie des possibilités permet de traiter les imperfections de l'information. En e�et,
l'imprécision est modélisée par des distributions de possibilité et l'incertitude est mesurée en
utilisant les mesures de la théorie des possibilités.

Exemple

Considérons une source fournissant l'information suivante pour la variable X : "la variable X
a une valeur entre 1 et 8, mais les valeurs entre 4 et 6 semblent être plus vraisemblables". Cette
information peut être représentée en utilisant une distribution de possibilité ayant pour noyau
l'intervalle [4, 6] (dans lequel l'expert est certain de trouver la valeur de la variable X) et ayant
l'intervalle [1, 8] pour support. Sans autre information, les deux intervalles (support et noyau),
sont reliés par une fonction a�ne dé�nissant une distribution de possibilité trapézoïdale vue
comme un emboîtement d'intervalles hiérarchisés par leur degré de possibilité. La distribution de
cet exemple est donnée sur la Figure 1.1 avec son support, son noyau, l'α-coupe de niveau 0.4.

Etant donné un ensemble de distributions des possibilités, on dit qu'elles sont con�ictuelles
(non cohérentes ou incohérentes) si l'intersection de leurs supports est vide. Elles sont à la fois
partiellement con�ictuelles et partiellement cohérentes si l'intersection de leurs supports n'est pas
vide et l'intersection de leurs noyaux est vide. En�n, elles sont dites cohérentes si leurs noyaux
s'intersectent.

1.6 Théorie des possibilités et fusion d'informations

Un des avantages de la théorie des possibilités est le nombre d'opérateurs disponibles pour
la fusion des informations imparfaites 1. Le problème de la fusion est devenu important dans
plusieurs domaines où la décision joue un rôle, tel que la fusion de données issues de plusieurs
capteurs, le traitement d'images, l'analyse de risques et la fusion de bases de données.

Plusieurs dé�nitions ont été proposées pour la fusion d'informations depuis 1987 [26]. Nous
reprenons ici la dé�nition proposée par Bloch et al.[25] :

1. En français, le terme fusion est généralement adopté. En revanche, en anglais, plusieurs termes sont en
concurrence dans la littérature, comme par exemple, "merging" [49] et "combining" [76]

10

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



1.7. Fondamentaux des modes de fusion possibiliste

La fusion d'informations consiste à combiner des informations hétérogènes issues de plusieurs
sources a�n d'améliorer la prise de décision.

Depuis des années, des méthodes de fusion (Une méthode, ou un opérateur, ou opération
de fusion est le processus utilisé pour combiner les informations fournies par les sources) sont
développées et adaptées pour plusieurs applications dans des diverses domaines :

� En robotique, quand il s'agit d'agréger des mesures issues de plusieurs capteurs [1].
� Pour synthétiser les opinions d'un groupe d'experts qui fournissent chacun une estimation
de la valeur d'un paramètre mal connu [52].

� Dans les systèmes d'information quand on interroge plusieurs bases de données et qu'il faut
fournir une seule réponse à l'utilisateur [48, 50, 51].

� Dans le domaine de l'imagerie médicale [27, 24]
Plusieurs cadres de représentation de données imparfaites ont présenté des opérateurs de

fusion, comme, la méthode de consensus utilisée par Cooke [52] pour la fusion des opinions
d'experts.

Dans le cadre possibiliste, beaucoup de travaux traitent le problème de la fusion d'infor-
mations qu'elles soient numériques ou symboliques [97, 52, 48, 50, 51, 22, 79, 58, 75, 70, 81].
Cependant il n'existe pas de méthode unique pour la fusion même si le cadre de la représentation
de l'imperfection est choisi [75]. Dans ce travail, nous nous intéressons au cadre de la théorie des
possibilités où les informations fournies par les sources sont modélisées par des distributions de
possibilités. Dubois et Prade [75, 81] soulignent l'intérêt de l'utilisation de la théorie de sous-
ensembles �ous et de la théorie des possibilités pour le problème de la fusion et ont proposé
plusieurs méthodes pour la fusion d'informations numériques représentées dans le cadre de la
théorie des possibilités.

Plus récemment, un opérateur de fusion fondé sur la notion de sous-ensemble maximal cohé-
rent (SMC) est proposé dans plusieurs cadres de traitement de l'incertain notamment la théorie
des possibilités [58, 55]. Cette méthode permet d'obtenir une vue globale lorsqu'aucune informa-
tion concernant les sources n'est disponible [69, 58, 55].

La notion des sous-ensembles maximaux cohérents utilisée dans la fusion d'informations per-
met de garder le maximum d'information et ne néglige aucune source(voir Section 1.7.3, plus de
détails dans le Chapitre 3 pour la fusion des SMC des informations représentées par des inter-
valles (voir Section 3.3) et pour les distributions (voir Section 4.3 du Chapitre 4). Elle permet
ainsi de traiter le problème d'inconsistance dans les informations.

Tous ces travaux appliquent l'opérateur de fusion sur l'ensemble de toutes les sources et
proposent ce résultat à l'analyste.

Une classi�cation des opérateurs de fusion est proposée par Bloch et al. [26]. Dans ce dernier
travail, un opérateur de fusion peut suivre un des trois comportements : conjonctif, disjonctif
et de compromis. L'opérateur conjonctif utilise des normes triangulaires (t-normes comme le
minimum et le produit) et s'applique dans le cas où les sources sont considérées comme �ables.
L'opérateur disjonctif utilise des t-conormes (comme le maximum et la somme probabiliste) et
correspondent au cas où au moins une source est �able. Les opérateurs de compromis permettent
de passer continûment du mode conjonctif au mode disjonctif.

1.7 Fondamentaux des modes de fusion possibiliste

Un des intérêts des théories des sous-ensembles �ous et des possibilités est qu'elles o�rent une
grande variété d'opérateurs de combinaison. Le choix d'un opérateur peut se faire selon plusieurs
critères [26], comme par exemple, le comportement de l'opérateur de fusion. Étant donné N
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Chapitre 1. Représentation de l'imperfection

informations fournies par N sources, chacune représentée par une distribution de possibilités πi
pour i = 1, . . . , N , la fusion d'informations peut suivre trois comportements principaux [26, 75,
81] : conjonctif, disjonctif et de compromis.

1.7.1 Le comportement conjonctif

Le comportement conjonctif est le pendant d'une intersection ensembliste. Le résultat
φ(π1, . . . , πN ) d'un opérateur conjonctif est toujours compris dans tous les éléments d'informa-
tion fournies par les sources. L'opérateur conjonctif réduit donc l'incertitude globale et fournit
un résultat plus précis que chacune des informations provenant des sources prises séparément. Il
suppose que toutes les sources sont �ables, et peut fournir un résultat très peu �able, voire vide,
en cas d'inconsistance des informations fournies par les sources. L'opérateur conjonctif s'écrit
pour une variable m :

π̂ =
∧

i=1,...,N

πi

où
∧

est une norme triangulaire (appelée aussi t-norme) 2. Ce qui se traduit dans le cas où
chacune des sources fournit un intervalle Ii pour la variable m par l'équation :

Î =
⋂

i=1,...,N

Ii

1.7.2 Le comportement disjonctif

Le comportement disjonctif est le pendant d'une union ensembliste. Le résultat φ(π1, . . . , πn)
d'un tel opérateur disjonctif contient toujours toutes les informations données par les sources.
Un opérateur disjonctif augmente donc l'incertitude globale, et fournit un résultat moins précis
que chacune des sources prise séparément. Il fait la supposition qu'au moins une des sources est
�able. Le résultat d'une telle opération est généralement très �able, mais peut être très imprécis,
ce qui réduit son utilité. L'opérateur disjonctif, pour une variable m, s'écrit :

π̂ =
∨

i=1,...,N

πi

où
∨

est une conorme triangulaire (appelée aussi t-conorme) qui sont les opérateurs duaux 3. ce
qui se traduit dans le cas des intervalles, pour une variable m, par l'équation :

Î =
⋃

i=1,...,N

Ii

1.7.3 Le comportement de compromis

Le résultat d'un comportement de compromis se situe entre les résultats de la disjonction
et de la conjonction. De tels comportements sont généralement utilisés quand les informations
fournies par les sources sont partiellement inconsistantes. L'objectif d'un tel comportement est
d'obtenir un résultat qui ait un bon équilibre entre informativité et �abilité. Nous distinguons
deux types de compromis :

2. Une t-norme est une application de [0, 1] × [0, 1] dans [0, 1] commutative, associative, non-décroissante en
chaque membre et ayant 1 comme élément neutre. L'opérateur minimum et le produit sont les plus utilisés.

3. La plus utilisée des t-conormes est l'opérateur maximum.
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1.7. Fondamentaux des modes de fusion possibiliste

� adaptatif : un comportement de compromis est appelé adaptatif si le résultat dépend du
contexte. Le but est de passer d'un comportement conjonctif à un comportement disjonctif
au fur et à mesure que l'inconsistance entre les informations augmente. On retrouve alors
la disjonction (respectivement conjonction) en cas d'inconsistance totale (respectivement
consistance totale) entre les sources. Entre ces deux situations, le comportement est de
compromis.
Dubois et Prade ont proposé une règle de fusion adaptative [75], dont le but est de prendre
en compte le con�it entre les sources. Le principe est de déterminer deux valeurs p et q
encadrant l'ensemble des sources �ables. Ces valeurs correspondent respectivement aux
nombres de sources ayant une intersection non vide de leurs supports et aux nombres de
sources ayant une intersection non vide de leurs noyaux respectivement. La règle de Dubois
et Prade s'écrit :

πAD(x) = max
(πp(x)

h(p)
,min(πq(x), 1− h(p))

)
(1.7)

avec

h(T ) = supx(mini∈T πi)
h(p) = max(h(T ), |T | = p)

T est un sous-ensemble de sources et |T | sa cardinalité. h(T ) est la plus grande intersection
entre les sources appartenant à T . h(p) est la plus grande valeur d'intersection non nulle
du plus grand nombre de sources possibles. Ce terme traduit aussi la concordance entre les
sources. Plus tard, Oussalah et al. [156] ont proposé une règle progressive adaptative pour
la combinaison des données imparfaites qui possède deux caractéristiques de la règle de
Dubois et Prade déjà citée. En e�et, cette règle permet de prendre en compte la distance
séparant la zone de consensus de chaque point du support et permet une élimination
progressive et contrôlable d'une information en contradiction avec les autres. Elle est en
outre robuste par rapport à la forme des distributions de possibilités. Une généralisation
de la règle de Dubois et Prade est de plus donnée dans [155]. Ainsi, les méthodes utilisant
les sous-ensembles maximaux cohérents, notion originaire de la logique [164], introduites
dans plusieurs cadres de traitement de l'incertitude [55] sont de bons représentants des
opérateurs de compromis. En résumé, la méthode fondée sur la recherche des sous-ensembles
maximaux cohérents consiste d'une manière générale à utiliser un opérateur conjonctif
sur les sous-ensembles non-con�ictuels de sources, et à appliquer ensuite un opérateur
disjonctif sur les résultats de ces derniers. Soit E = {E1, . . . , EN} l'ensemble des éléments
d'information fournis par les sources pour une variable m. Un sous-ensemble E ⊆ E est dit
cohérent si

⋂
i=1,...,|E|Ei 6= ∅ avec Ei ∈ E et E est maximal. Ainsi, on obtient p (p ≤ N)

sous-ensembles maximaux cohérents et la méthode s'écrit :

π̂ =
∨

j=1,...,p

∧
i=1,...,|Ej |

Ei

On retrouve la conjonction en cas d'absence de con�it et la disjonction si les opinions des
sources sont con�ictuelles deux à deux.

� non-adaptif : un comportement de compromis est non-adaptatif quand il se comporte tou-
jours de la même manière, quelque soit le contexte. Les moyennes arithmétiques (ou com-
binaisons convexes) pondérées constituent un exemple typique de tels opérateurs, et sont
de loin les opérateurs de fusion les plus utilisés en pratique.

πWA =
∑

i=1,...,N

λiπi
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Chapitre 1. Représentation de l'imperfection

où λi sont des pondérations considérées pour mesurer la �abilité des sources. Yager a
introduit l'utilisation de la moyenne pondérée ordonnée (en anglais : Ordered Weighted
Average OWA) [180] et a proposé une extension de cet opérateur dans [182].

1.8 Propriétés mathématiques des méthodes de fusion

Plusieurs propriétés des opérateurs de fusion dans le cadre de la théorie des possibilités
sont étudiées [154, 55]. Formellement, nous considérons N sources délivrant des informations
représentées par π1, . . . , πN pour chacune des sources. Le résultat de la fusion de p sources est
donc donné par φ(a1, . . . , ap).

1. Commutativité [173] : Un opérateur φ est commutatif si φ(πi, πj) = φ(πj , πi) pour tout
i 6= j dans {1, . . . , N}. Cette propriété est importante lorsqu'on n'est pas capable de
distinguer les sources entre elles.

2. Associativité [173] : Un opérateur φ est associatif si φ(πi, φ(πj , πk)) = φ(φ(πi, πj), ak)
pour tout i, j et k de l'ensemble {1, . . . , N}. Cette propriété permet de fusionner les infor-
mations les unes après les autres, c-à-d de fusionner d'abord π1 et π2, puis d'ajouter π3, etc.
L'associativité de l'opérateur de fusion est importante notamment lorsque la fusion n'est
pas opérée en une seule fois, c-à-d quand on combine des informations en en attendant
d'autres qui ne sont pas encore fournies par d'autres sources. Néanmoins, l'associativité est
également pratique dans le calcul.

3. Idempotence : Un opérateur de fusion φ est idempotent si φ(πi, πi) = πi pour toute
valeur i entre 1 et N . Si toutes les sources fournissent la même information, l'idempotence
garantit qu'il n'y aura pas d'e�et de renforcement entre les sources.

4. Cohérence totale : Cette propriété est véri�ée si le noyau du résultat de la fusion
φ(π1, . . . , πN ) n'est pas vide. Ce qui est équivalent à éliminer le con�it entre les sources.

5. Préservation maximale [154] : Un opérateur φ satisfait cette propriété si φ ne prend
en compte que les informations fournies par les sources, c-à-d qu'un élément considéré
impossible par les sources doit être également considéré impossible par le résultat de la
fusion.

6. Plausibilité maximale faible : Un opérateur φ véri�e cette propriété si un élément consi-
dérée plausible par toutes les sources est également considéré plausible par l'information
résultant de la fusion. Cette propriété est vraie si toutes les sources sont en con�it (aucun
des éléments n'est considéré comme plausible par toutes les sources).

7. Plausibilité maximale stricte [154] : Un opérateur φ véri�e cette propriété si un élément
considéré plausible par au moins une des sources est également considéré plausible par
l'information résultant de la fusion. Cette propriété n'est pas souhaitable quand il s'agit
de réduire l'incertitude à partir du processus de fusion puisqu'il tend à rendre le résultat
de la fusion disjonctif et consistant avec toutes les informations données par les sources.

8. Pertinence [154] : Un opérateur φ satisfait cette propriété si la fusion conjonctive de
n'importe quelle combinaison de sources de 1 à N avec une source πi,i = 1, . . . , N n'est pas
vide. Ce qui se traduit par la cohérence partielle de l'information résultante avec chaque
information délivrée par les sources.

9. Insensibilité avec l'ignorance totale : Un opérateur φ satisfait cette propriété si tout
ajout d'une nouvelle information ne change pas le résultat obtenu à partir des sources
existantes. Formellement, si πN+1 représente l'ignorance totale de la source ajoutée alors
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1.8. Propriétés mathématiques des méthodes de fusion

φ(π1, π2, . . . , πN , πN+1) = φ(π1, π2, . . . , πN ). Si πN+1 est moins informative que toutes les
sources existantes alors l'opérateur φ véri�e cette propriété.

10. Convexité [173] : Cette propriété est véri�ée par un opérateur de fusion si l'information
résultante est convexe dans les situations où π1, . . . , πN sont convexes. En général, avoir
un résultat de fusion convexe facilite le calcul mais il n'existe aucune raison pour admettre
toujours cette propriété. Il est toujours possible de considérer l'enveloppe convexe du ré-
sultat de la fusion s'il n'est pas convexe, mais on perd de l'information dans le processus
en gagnant en e�cacité de calcul.

11. Robustesse/continuité [173] : Un opérateur φ satisfait cette propriété si tout changement
de l'opinion d'une source conduit à un changement du résultat de la fusion.

Les opérateurs conjonctifs véri�ent les propriétés de commutativité, d'associativité, d'idempo-
tence, de convexité, la propriété de pertinence ainsi que les propriétés de la plausibilité maximale.
Les propriétés de cohérence totale et de plausibilité maximale stricte ne sont pas véri�ées puisque
les opérateurs conjonctifs doivent être choisis dans les situations où les sources sont �ables et
cohérentes.

Les opérateurs disjonctifs véri�ent la propriété de commutativité, d'associativité, d'idempo-
tence, la propriété de cohérence totale, la propriété de plausibilité maximale, la pertinence et
la robustesse. Néanmoins, les opérateurs disjonctifs ne véri�ent pas la propriété de convexité en
général. De plus, en ajoutant une nouvelle information représentée par une ignorance totale, l'in-
formation résultant de la fusion disjonctive change. Par conséquent l'opérateur disjonctif n'obéit
pas à la propriété d'insensibilité avec l'ignorance totale.

Les opérateurs de compromis adaptatifs auxquels nous nous intéressons pour la méthode de
fusion fondée sur les SMC sont commutatifs, idempotents mais ils ne sont pas associatifs. Le
résultat de la fusion des opérateurs adaptatifs n'est pas convexe en général puisque l'opérateur
de fusion est une disjonction. De plus, l'opérateur ne satisfait pas la propriété de robustesse.
Cependant la propriété de cohérence totale est véri�ée, l'ajout d'une information représentée par
une ignorance totale est aussi véri�é. Les propriétés de plausibilité maximale stricte et faible
sont satisfaites. Généralement quand une source fournit une information, l'opérateur de fusion
des SMC ne la considère pas forcément.

La Table 1.1 résume les propriétés des opérateurs de fusion conjonctif, disjonctif et de com-
promis adaptatifs de la Section 1.7.

Mode de fusion
Conjonctif (au sens de min) Disjonctif Adaptatifs

P
ro
pr
ié
té
s

Commutativité × × ×
Associativité × ×
Idempotence × × ×

Cohérence totale × ×
Préservation maximale × ×

Plausibilité maximale faible × × ×
Plausibilité maximale stricte ×

Pertinence × × ×
Insensibilité à l'ignorance totale × ×

Convexité ×
Robustesse ×

Table 1.1 � Propriétés des modes de fusion
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Analyse formelle de concepts
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De nombreuses méthodes ont été développées et regroupées sous le nom de la "fouille de
données". L'idée est de fouiller dans une masse de données pour en extraire de nouvelles infor-
mations sur les liaisons existant entre des sous-ensembles de données. Ceci peut servir à réutiliser
les données pour d'autres besoins et à analyser des données pour découvrir des phénomènes in-
connus. Dans plusieurs domaines, les observations sont disponibles mais l'utilisateur ne sait pas
comment les utiliser.

L'analyse formelle de concepts est une méthode ensembliste permettant de générer et de
structurer un ensemble de concepts à partir des relations entre des objets et des propriétés. Nous
rappelons ici l'analyse formelle de concepts et ses extensions dans un premier temps. Ensuite,
nous montrons quelques travaux s'appuyant sur ce formalisme pour la fusion d'informations.
Nous réutiliserons l'AFC et les techniques de construction de treillis dans les Chapitres 3 et 4.
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

2.1 Analyse Formelle de Concepts

L'Analyse Formelle de Concepts (AFC) (appelée aussi Analyse de Concepts Formels (AFC)) [177,
96] est un formalisme mathématique pour l'analyse de données, la représentation de connaissances
et la visualisation de connaissances. L'idée de base de l'AFC est d'extraire des concepts regrou-
pant des objets et leurs propriétés/attributs à partir de données et de construire une hiérarchie
à partir de ces concepts.

2.1.1 Contexte formel

Dé�nition 1 (Contexte formel) Un contexte formel est un triplet (G,M,R) où G est un
ensemble d'objets, M est un ensemble de propriétés/attributs et R est une relation binaire entre
G et M . Un couple (g,m) ∈ R (également noté gRm) signi�e que l'objet g ∈ G possède la
propriétés m ∈M .

Un contexte formel peut être représenté sous la forme d'un tableau à deux dimensions où les
lignes correspondent aux objets et les colonnes aux attributs. Les cases du tableau sont remplies
suivant la présence/absence de la propriété, autrement dit si le ième objet g est en relation R
avec le jème alors la case à l'intersection de la ligne i et de la colonne j contient "×", sinon la
case est vide. La table 2.1 [54] donne un exemple de contexte formel représentant les planètes du
système solaire. Dans cet exemple, Mercure possède les attributs : petite taille, proche du soleil
et n'est pas un satellite.

Table 2.1 � Un contexte formel représentant les planètes du système solaire.

Taille Distance au soleil Satellite
XXXXXXXXXXXObjet

Attribut
petite moyenne grande proche loin oui non

Mercure × × ×
Vénus × × ×
Terre × × ×
Mars × × ×
Jupiter × × ×
Saturne × × ×
Uranus × × ×
Neptune × × ×
Pluton × × ×

2.1.2 Connexion de Galois dans un contexte formel

Dé�nition 2 Soit (G,M,R) un contexte formel. Pour tout A ⊆ G et B ⊆M , on dé�nit :

A′ = {m ∈M |∀g ∈ A, gRm}

B′ = {g ∈ G|∀m ∈ B, gRm}
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2.1. Analyse Formelle de Concepts

Intuitivement, A′ est l'ensemble des attributs communs à tous les objets de A et B′ est
l'ensemble des objets possédant tous les attributs de B. Les applications ′ : 2G → 2M et ′ :
2M → 2G sont appelées opérateurs de dérivation entre l'ensemble de parties de G noté par 2G

et l'ensemble de parties de M noté par 2M . La composition de ces opérateurs produit deux
opérateurs ′′ : 2G → 2G et ′′ : 2M → 2M . Le premier opérateur permet d'associer à un ensemble
d'objets A l'ensemble maximal d'objets dans G ayant les attributs communs aux objets de A.
Cet ensemble est noté A′′. De façon duale, le second opérateur permet d'associer à un ensemble
d'attributs B l'ensemble maximal d'attributs dans M communs aux objets ayant les attributs
dans B. Cet ensemble est noté B′′. Les opérateurs ′′ : 2G → 2G et ′′ : 2M → 2M dé�nissent
deux fermetures, respectivement sur l'ensemble des parties de G et sur l'ensemble des parties de
M . Les ensembles A′′ et B′′ sont des fermés pour ces deux opérateurs respectifs. L'ensemble des
fermés de 2G muni de l'inclusion est un treillis complet. De la même façon, l'ensemble des fermés
de 2M muni de l'inclusion est un treillis complet. Les opérateurs de dérivation ′ : 2G → 2M et
′ : 2M → 2G forment une bijection entre les ensembles de fermés de 2G et 2M et dé�nissent un
isomorphisme entre les deux treillis respectifs : à chaque fermé A dans 2G correspond un unique
fermé B dans 2M et vice versa. De cette façon, les opérateurs de dérivation ′′ : 2G → 2G et
′′ : 2M → 2M forment une connexion de Galois entre (2G,⊆) et (2M ,⊆).

2.1.3 Concept formel

Soit (G,M,R) un contexte formel. Un concept formel est un couple (A,B) tel que A ⊆ G,
B ⊆M , A′ = B et B′ = A. A et B sont respectivement appelés extension (extent) et intension
(intent) du concept formel (A,B).

Dans un contexte formel, un concept correspond à un rectangle maximal de la table formée
par la relation binaire du contexte : tout objet de l'extension a tous les attributs de l'intension.
Il est important de noter que cette notion de rectangle maximal est indépendante de l'ordre
des lignes et des colonnes. Ces ensembles maximaux d'objets et d'attributs correspondent à des
fermés dans 2G et 2M respectivement. Un sous-ensemble B de M est l'intension d'un concept
formel dans (G,M,R) si et seulement si B′′ = B (B est fermé pour ′′) et, de façon duale, un sous
ensemble A de G est l'extension d'un concept formel dans l'ensemble de concepts du contexte
(G,M,R) si et seulement si A′′ = A (A est fermé pour ′′).

Les concepts du treillis du contexte (G,M,R) sont ordonnés par une relation d'ordre hiérar-
chique entre concepts (appelée aussi relation de subsomption) notée ≤ et dé�nie comme suit.

Dé�nition 3 (Relation de "subsomption") Soient (A1, B1) et (A2, B2) deux concepts for-
mels de l'ensemble des concepts du contexte (G,M,R). (A1, B1) ≤ (A2, B2) si et seulement si
A1 ⊆ A2 (ou de façon duale B2 ⊆ B1). (A2, B2) est dit super-concept de (A1, B1) et (A1, B1)
est dit sous-concept de (A2, B2). La relation �≤� est dite relation de subsomption.

La relation �≤� s'appuie sur deux inclusions duales, entre ensembles d'objets et entre en-
sembles d'attributs et peut ainsi être interprétée comme une relation de généralisation/spécialisa-
tion entre les concepts formels. Un concept est plus général qu'un autre concept s'il contient plus
d'objets dans son extension. En contre partie, les attributs partagés par ces objets sont réduits.
De façon duale, un concept est plus spéci�que qu'un autre s'il contient moins d'objets dans son
extension. Ces objets ont plus d'attributs en commun.
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

2.1.4 Treillis de concepts

Dé�nition 4 (Treillis de concepts) La relation �≤� permet d'organiser les concepts formels
en un treillis complet appelé treillis de concepts ou encore treillis de Galois [23]. La borne
supérieure et la borne inférieure dans C(G,M,R) sont données par :

∧
j∈J

(Aj , Bj) =

⋂
j∈J

Aj ,

⋃
j∈J

Bj

′′
∨
j∈J

(Aj , Bj) =

⋃
j∈J

Aj

′′ ,⋂
j∈J

Bj


Le diagramme de Hasse représentant le treillis de concepts correspondant au contexte formel

donné dans la table 2.1 est donné dans la �gure 2.1 (visualisé grâce au logiciel ConExp 4). La
notation des concepts est dite réduite (dite aussi étiquetage réduit) : elle s'appuie sur l'héritage
à la fois des attributs et des objets entre les concepts du treillis, autrement dit un objet et un
attribut n'apparaissent qu'une seule fois sur le diagramme. Les attributs sont placés au plus haut
dans le treillis : à chaque fois qu'un n÷ud N est étiqueté par un attribut m, tous les descendants
de N dans le treillis héritent l'attributm. De façon duale, les objets sont placés au plus bas dans le
treillis : à chaque fois qu'un n÷ud N est étiqueté par un objet g, g est hérité �vers le haut� et tous
les ancêtres de N le partagent. Ainsi l'extension A d'un concept (A,B) est obtenue en considérant
tous les objets qui apparaissent sur les descendants du n÷ud N dans le treillis et son intension B
est obtenue en considérant tous les attributs qui apparaissent sur les ancêtres du n÷ud N dans le
treillis. Le treillis de concepts est une représentation équivalente des données contenues dans un
contexte formel qui met en avant les groupements possibles entre objets et attributs ainsi que les
relations d'inclusion entre ces groupements. De plus, la représentation graphique du treillis de
concepts, sous la forme d'un diagramme de Hasse, facilite la compréhension et l'interprétation de
la relation entre les objets et les attributs d'une part, et entre objets ou attributs d'autre part.
L'avantage de cette représentation est qu'à partir d'un treillis de concepts il est toujours possible
de retrouver le contexte formel correspondant et inversement.

2.1.5 Algorithmes de construction de treillis de concepts

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour la construction de treillis : Close by one [124],
Chein [46], Norris [153], NextClosure [93, 95], Bordat [34]), et ont fait l'objectif de plusieurs
comparaisons [127, 152]. Dans leur article, Kuznetsov et Obiedkov [127] analysent plusieurs
algorithmes de construction de treillis de concepts. Ils présentent une étude de leurs complexités
théoriques et une comparaison expérimentale sur des jeux de données arti�ciels. Les auteurs font
des recommandations en fonction de la nature du contexte.

De plus, il existe plusieurs outils qui permettent d'éditer des contextes formels, et de construire
le treillis de concepts associé : ConExp et Galicia sont deux outils libres couramment utilisés.
Une liste plus complète d'autres logiciels peut être consultée sur www.upriss.org.uk/fca.

2.2 AFC et Recherche d'Information

L'AFC est un formalisme qui s'appuie sur une théorie mathématique, la théorie des treillis [23]
en l'adaptant a�n de permettre d'analyser les données sous la forme d'un contexte formel et de

4. http ://sourceforge.net/projects/conexp/
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2.2. AFC et Recherche d'Information

Figure 2.1 � Le treillis de concepts correspondant au contexte formel (G,M,R) donné dans la
table 2.1

structurer ces données sous forme d'un treillis. La structure de treillis permet de visualiser les
données grâce à la notion de "concept". Le treillis permet d'obtenir des classes structurées et
interprétées automatiquement en faisant ressortir des relations entre les objets, mais aussi entre
les attributs, et également entre les objets et les attributs. L'AFC est utilisée dans plusieurs
domaines d'application d'analyse et d'exploitation de données tels que la classi�cation, la re-
cherche d'information [42], la selection de services Web [15], la construction d'ontologies [21],
la découverte de ressources [138, 139, 59], l'extraction de connaissances [128], l'apprentissage
machine [125], l'ingénierie des logiciels [171, 103], la linguistique [162], etc.

Les treillis de concepts ont deux principales caractéristiques : la structuration conceptuelle
des données et l'ordre hiérarchique entre les concepts.

2.2.1 La structuration conceptuelle

Dans un treillis de concepts les données sont structurées sous forme de concepts. Un concept
peut être vu comme une classe d'objets (l'extension du concept) caractérisée par un ensemble de
propriétés (l'intension du concept).

2.2.2 Les liens généralisation/spécialisation

Dans un treillis de concepts les concepts sont ordonnés selon deux critères duaux liés à leurs
extensions et à leurs intensions (voir dé�nition 3). Les concepts les plus généraux sont situés
en haut du treillis alors que les concepts les plus spéci�ques sont situés en bas du treillis. Les
liens entre les concepts peuvent être interprétés comme des généralisations ou des spécialisations
entres les classes représentées par les concepts. En e�et, un parcours ascendant des concepts d'un
treillis se traduit à chaque étape par la diminution progressive du nombre d'attributs dans les
intensions des concepts et l'augmentation progressive du nombre d'objets dans leurs extensions.
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

Table 2.2 � Mesures réelles relatives aux planètes du système solaire.

Diamètre Distance au Soleil Satellite
(km) (106km)

Mercure 4 878 58 0
Venus 12 400 108 0
Terre 12 756 150 1
Mars 6 800 228 2
Jupiter 142 800 778 16
Saturne 120 800 1 427 19
Uranus 47 600 2 870 5
Neptune 44 600 4 500 8
Pluton 2.320 9 950 1

Cela correspond au passage d'une classe plus spéci�que, qui contient peu d'objets qui véri�ent
plusieurs critères, à une classe plus générale, qui contient plus d'objets qui ne véri�ent qu'une
partie des critères de la classe spéci�que. De façon duale, un parcours descendant des concepts
d'un treillis correspond au passage d'une classe générale à une classe plus spéci�que.

2.3 AFC et données complexes

L'AFC est un formalisme dé�ni pour analyser les données du monde réel. Cependant, ces
données ne se présentent pas forcément sous la forme d'un contexte binaire, la structure de base
des données analysées par l'AFC. Par exemple, dans le cas de la recherche documentaire, une
façon plus précise de représenter la relation entre les documents et leurs termes d'indexation
est de considérer les fréquences d'apparition des termes dans les documents au lieu de la simple
information binaire indiquant la présence ou l'absence d'un terme dans un document. De même,
dans le cas des données relatives au système solaire, il est possible de représenter des valeurs de
mesures réelles des diamètres des planètes ou de leurs distances au soleil au lieu des simples attri-
buts quali�catifs indiquant qu'une planète est grande ou petite et qu'elle est proche ou éloignée
du soleil. Les valeurs réelles des mesures relatives aux planètes du système solaire représenté par
le contexte formel donné dans la table 2.1 peuvent être représentées avec plus de précision sous
la forme d'un contexte non binaire, en particulier numérique. Dans ce cas, les cases du tableau
contiennent les valeurs de la mesure des attributs pour chaque planète. Le contexte multivalué
obtenu est donné dans la table 2.2. L'application des résultats de l'AFC à un contexte numé-
rique nécessite la transformation de celui-ci en un contexte binaire. Cette étape de transformation
s'appelle échelonnage conceptuel [96] ou discrétisation.

L'échelonnage conceptuel (conceptual scaling) consiste à transformer chaque attribut mul-
tivalué en un ensemble d'attributs binaires qui forment un contexte binaire appelé échelle
conceptuelle (conceptual scale) de l'attribut multivalué. Une échelle conceptuelle est un contexte
formel dont les objets sont des valeurs et les attributs sont des attributs d'échelle. Ce contexte
permet de structurer le domaine de valeurs de cet attribut sous la forme d'un treillis de concepts
qui dé�nit une hiérarchie entre les attributs d'échelle.

Reprenons l'exemple du contexte numérique multivalué des planètes du système solaire donné
dans la table 2.2. Une échelle conceptuelle possible pour l'attribut "Distance au soleil" est donnée

22

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



2.3. AFC et données complexes

dans la table 2.3 [41]. Les attributs binaires de l'échelle dans cet exemple sont "≥ 10", "≥
100", "≥ 500" et "≥ 1000". De la même manière on peut dé�nir des échelles pour les attributs
multivalués "Diamètre" et "Satellite(s)". Les échelles conceptuelles qui correspondent aux deux
attributs sont données dans les tables 2.4 et 2.5, respectivement.

Table 2.3 � Échelle conceptuelle de l'attribut "Distance au soleil" et le treillis correspondant.
ds ≥ 10 ds ≥ 100 ds ≥ 500 ds ≥ 1000

58 ×
108 × ×
150 × ×
228 × ×
778 × × ×
1 427 × × × ×
2 870 × × × ×
4 500 × × × ×
9 950 × × × ×

Table 2.4 � Échelle conceptuelle de l'attribut "Diamètre" et le treillis correspondant.
d ≤ 10 10 < d ≤ 20 20 < d ≤ 50 d ≥ 50

4 878 ×
12 400 ×
12 756 ×
6 800 ×
142 800 ×
120 800 ×
47 600 ×
44 600 ×
2.320 ×

Table 2.5 � Échelle conceptuelle de l'attribut "Satellite" et le treillis correspondant.
s ≤ 5 5 < s ≤ 10 s ≥ 10

0 ×
0 ×
1 ×
2 ×
16 ×
19 ×
5 ×
8 ×
1 ×

La transformation n'est pas unique et ne suit pas une règle générale de transformation.
Elle dépend d'un choix particulier des seuils de découpage de domaine. Elle dépend ainsi d'une
interprétation particulière de l'attribut multivalué et des valeurs qu'il prend dans le contexte
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

multivalué. Par conséquent, chaque échelonnage fournit un treillis et les treillis résultants n'ont
pas la même interprétation. Cependant, Ganter et Wille ont dé�ni une quinzaine d'échelonnages
conceptuels typiques pour des attributs multivalués de formats particuliers [96]. Considérant
ces dé�nitions, l'échelle conceptuelle de l'attribut multivalué "Distance au soleil" est obtenue en
e�ectuant un échelonnage ordinal tandis que celles de "Diamètre" et "Satellite(s)" sont obtenues
en e�ectuant un échelonnage nominal [96].

Le contexte binaire (monovalué) est obtenu à partir du contexte numérique (multivalué),
en fonction des échelles conceptuelles de chaque attribut. L'ensemble des objets est conservé et
l'ensemble des attributs est l'union disjointe des attributs des échelles conceptuelles. Une fois
que le contexte monovalué est obtenu, on peut construire le treillis de concepts correspondant
par l'une des méthodes de construction de treillis détaillé dans la section 2.1.4.

Le contexte monovalué obtenu à partir du contexte multivalué des planètes du système solaire
est donné dans la table 2.6. Le treillis de concepts correspondant à ce contexte est donné dans
la �gure 2.2.

Table 2.6 � Contexte binaire résultant de l'échelonnage conceptuel du contexte multivalué des
planètes du système solaire.

Diamètre Distance au Soleil Satellite
(km) (106km)

d
≤

10

10
<
d
≤

20

20
<
d
≤

50

d
≥

50

d
s
≥

10

d
s
≥

10
0

d
s
≥

50
0

d
s
≥

10
00

s
≤

5

5
<
s
≤

10

s
≥

10

Mercure × × ×
Venus × × × ×
Terre × × × ×
Mars × × × ×
Jupiter × × × × ×
Saturne × × × × × ×
Uranus × × × × × ×
Neptune × × × × × ×
Pluton × × × × × ×

2.4 Extensions de l'AFC

Le choix d'un échelonnage particulier est un compromis entre perte d'information, explosion
du nombre de concepts et calculabilité du treillis. Ces problèmes sont souvent aggravés par la
complexité des données et leur grande quantité dans le cadre des applications réelles. Pour pallier
ces limites, plusieurs travaux de recherche ont été menés dans le but d'étendre les dé�nitions
de l'AFC pour couvrir les données complexes. Cependant, la diversité des données étudiées
et les caractéristiques particulières de chaque domaine d'application étudié dans le cadre de
ces travaux ont abouti à la dé�nition de di�érentes extensions. Chacune de ces extensions est
adaptée à un format particulier de données et à une interprétation particulière des attributs
complexes multivalués et de leurs valeurs dans les contextes "hétérogènes". Le point commun de
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2.4. Extensions de l'AFC

Figure 2.2 � Le treillis de concepts correspondant au contexte formel donné dans le tableau 2.6.

ces approches est qu'elles redé�nissent la connexion de Galois entre les objets et les attributs en
vue de l'adapter à la particularité du domaine étudié.

2.4.1 Les structures de patrons

Les structures de patrons ont été introduite par Ganter et Kuznetsov [94] pour construire un
treillis de concepts à partir de données complexes sans les avoir transformées sous forme binaire
et sans perte d'information. La connexion de Galois classique met en évidence une relation entre
les éléments du treillis de (2G,⊆) et les éléments du treillis d'attributs (2M ,⊆) et vice versa. Ces
treillis sont partiellement ordonnés. Pour construire un treillis à partir d'un contexte hétérogène 5,
il faut donc trouver un ordre partiel sur les descriptions des objets dans le contexte hétérogène.
Pour cela, Ganter et Kuznetsov ont introduit les structures de patrons en formalisant l'ensemble
des objets de G et les descriptions (appelées patrons) d de l'inf-demi-treillis des descriptions
ordonnées. Revenons au cas classique de l'AFC, en considérant le treillis des attributs (2M ,⊆).
Soient P et Q deux sous-ensembles d'attributs, on a P ⊆ Q ⇔ P ∩ Q = P , par exemple avec
P = {a} et Q = {a, b}, {a} ⊆ {a, b} ⇔ {a} ∩ {a, b} = {a}. L'intersection ensembliste possède
les propriétés d'un in�mum dans un demi-treillis, d'où l'idée d'ordonner les patrons suivant la
relation :

c v d⇔ c u d = c (2.1)

Formellement, on considère le triplet (G, (D,u), δ) où G est l'ensemble des objets, (D,u) est
l'inf-demi-treillis des descriptions, et δ est la fonction qui associe à chaque objet sa description

5. Un contexte est dit hétérogène ou complexe s'il n'est pas binaire. Il est appelé aussi "contexte multiva-
lué" [96].
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

dans D. Le triplet (G, (D,u), δ) est appelé structure de patrons et la construction du treillis suit
l'AFC classique. Pour établir la connexion de Galois entre (2G,⊆) et (D,v), les opérateurs de
dérivation sont les suivants : Pour A ⊆ G

A� =
d
g∈A δ(g) (2.2)

Pour d ⊆ (D,u)

d� = {g ∈ G|d v δ(g)} (2.3)

Le premier opérateur retourne pour un sous-ensemble A d'objets de G l'in�mum de leurs des-
criptions. De manière duale, le second opérateur retourne pour toute description d dans l'inf-
demi-treillis le sous-ensemble d'objets ayant une description qui subsume la description d.

Les concepts de (G, (D,u), δ) sont des couples (A, d) tels que A� = d et d� = A. Ils sont
ordonnées par (A1, d1) ≤ (A2, d2) ⇔ (A1 ⊆ A2)(⇔ d2 v d1) pour former le treillis de concepts
de (G, (D,u), δ).

Dans d'autres travaux comme [120, 121, 117, 118], les auteurs appellent u opérateur de "si-
milarité" dans le cadre des données numériques. Le premier opérateur (.)� retourne la similarité
entre les objets. De manière duale, le second opérateur (.)� donne pour une description le plus
grand ensemble d'objets dont la similarité est représentée par cette description. Considérons
l'exemple du contexte numérique représentant les mesures réelles des caractéristiques des pla-
nètes du système solaire de la table 2.7 et l'in�mum considéré dans [120, 121, 117, 118] pour
les données numériques. Ces travaux dé�nissent l'in�mum de deux intervalles est le plus petit
intervalle contenant les deux intervalles (voir l'équation 2.4. La relation d'ordre représente la
relation d'inclusion des intervalles (voir l'équation 2.5).

[a, b] u [c, d] = [min(a, c),max(b, d)] (2.4)

[a, b] v [c, d]⇔ [a, b] ⊇ [c, d] (2.5)

Table 2.7 � Mesures réelles des caractéristiques des planètes du système solaire

Diamètre Distance au Soleil Masse Satellite
(km) (106km) (1023kg)

Mercure 4 879 58 3.30
Vénus 12 104 108 48.69
Terre 12 756 150 59.74 1
Mars 6 794 228 6.42 2
Jupiter 142 984 778 18 988 16
Saturn 120 536 1 427 5 685 19
Uranus 51 118 2 870 866.25 5
Neptune 49 528 4 500 1027.8 8
Pluton 2 302 5 950 0.13 1

Si on considère la variable "Distance au Soleil" (notée DS) et le sous-ensemble de planètes
{Mercure, V énus}, alors :
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2.4. Extensions de l'AFC

Le premier retourne la similarité d'un ensemble d'objets, i.e. l'in�mum de leurs descriptions :

{Mercure, V énus}� =
l

g∈{Mercure,V énus}

δ(g)

= δ(Mercure) u δ(V énus)
= [58, 58] u [108, 108]

= [58, 108]

Le second retourne l'ensemble maximal d'objets dont la similarité est représentée par une des-
cription en argument :

[58, 108]� = {g ∈ G | [58, 108] v δ(g)}
= {g ∈ G | [58, 108] ⊇ δ(g)}
= {Mercure, V énus}

Ainsi le couple ({Mercure, V énus}, [58, 108]) est tel que A� = d et d� = A. Par conséquent
c'est un concept pour la structure de patrons représentée par le contexte numérique des mesures
réelles des données de planètes du système solaire.

Traitement de plusieurs variables

Dans de nombreuses applications, les descriptions d'objets ne sont pas aussi simples et s'ap-
puient plutôt sur des vecteurs de nombres (ou vecteur d'intervalles). Par exemple, dans la
table 2.7, l'objet Mercure est décrit par le vecteur 〈[4879, 4879], [58, 58], [3.3, 3.3], [0, 0]〉. D'où
la dé�nition d'un nouveau type de patrons : les vecteurs d'intervalles [121].

Dé�nition 5 (Vecteur d'intervalles) [121]. Un vecteur d'intervalles est un vecteur à p di-
mensions, composé uniquement de p intervalles.

L'in�mum d'un vecteur d'intervalles est dé�ni comme le vecteur d'intervalles des in�ma des
intervalles pour chacune des dimensions. Chaque variable est considérée comme une dimension,
l'in�mum est appliqué sur chacune des variables. Les variables sont supposées indépendantes et
le test de la relation de subsomption se fait par dimension [121].

Pour e et f deux vecteurs d'intervalles, avec e = 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] et f = 〈[ci, di]〉i∈[1,p], leur
in�mum est dé�ni comme suit :

e u f = 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] u 〈[ci, di]〉i∈[1,p]

= 〈[ai, bi] u [ci, di]〉i∈[1,p] (2.6)

Les vecteurs d'intervalles sont aussi partiellement ordonnés au sein d'un demi-treillis par :

e v f ⇔ 〈[ai, bi]〉i∈[1,p] v 〈[ci, di]〉i∈[1,p]

⇔ 〈[ai, bi] v [ci, di]〉i∈[1,p] (2.7)

Considérons la table 2.7, on a :

{Mercure, V énus}� =
l

g∈{Mercure,V énus}

δ(g)

= δ(Mercure) u δ(V énus)
= 〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉� = {g ∈ G | 〈[4879, 12104], [58, 108], [3.3, 48.69], [0, 0]〉 ⊇ δ(g)}
= {Mercure, V énus}

Algorithmes de construction de treillis

Les algorithmes classiques de l'AFC sont adaptés pour construire le treillis résultant des
structures de patrons [94]. Pour calculer les concepts formels d'une structure de patrons, les
auteurs utilisent plusieurs algorithmes classiques de l'AFC Norris, CloseByOne et NextClosure
légèrement modi�és pour les besoins [121].

2.4.2 Analyse de concepts logiques

L'Analyse de Concepts Logiques (ACL) [87] consiste à étendre les résultats de l'AFC
aux contextes logiques. Un contexte logique est un contexte multivalué dans lequel les attributs
sont des descriptions qui prennent comme valeurs des formules logiques décrivant les objets du
contexte.

Dé�nition 6 (Contexte logique) Un contexte logique est un triplet (G,L, δ) où G est un
ensemble �ni d'objets, L est un langage, et δ est une fonction de G dans L qui associe à chaque
objet une formule décrivant les propriétés de l'objet (ou une description logique).

Un exemple de contexte logique est donné dans la table 2.8 (gauche) [87].
Les opérateurs de dérivation entre 2G et L sont dé�nis comme suit.

σ : 2G → L, σ(A) = tg∈Aδ(g)

τ : L → 2G, τ(f) = {g ∈ G | δ(g) v f}

t est l'opérateur de disjonction (correspond à l'union (∩) en AFC et à l'opérateur in�mum
en structure de patrons). v est la relation de subsomption sur les formules logiques (correspond à
l'inclusion en AFC et à v en structure de patrons). σ(A) est l'expression par une formule logique
des propriétés communes à tous les objets dans A et τ(f) est l'ensemble de tous les objets de G
dont la description est subsumée par la formule f . Les deux opérateurs forment une connexion
de Galois entre 2G et L. Ils sont à l'origine de la dé�nition de concept logique et du treillis
de concepts logiques correspondant à un contexte logique donné. Un concept logique est une
paire (A, f) telle que σ(A) = f et τ(f) = A. A et f sont respectivement l'extension et l'intension
du concept. Les concepts logiques peuvent être ordonnés selon l'inclusion entre leurs extensions
ou de manière équivalente selon la subsomption entre leurs intensions. L'ensemble des concepts
logiques d'un contexte logique ordonnés de cette façon forme un treillis de concepts logiques.
Le treillis de concepts logiques correspondant au contexte logique donné dans la table 2.8 (gauche)
est donné dans la même �gure à droite. Les n÷uds du diagramme de Hasse de ce treillis sont
étiquetés selon l'étiquetage réduit des concepts logiques [87].

2.4.3 Analyse Formelle Généralisée

Parallèlement à l'approche de Ferré [87], Chaudron et Maille [44] proposent l'Analyse Formelle
Généralisée (Generalized Formal Concept Analysis), une extension pour les contextes formels
dans le cas de données symboliques.

Dé�nition 7 (Contexte généralisé) Un contexte généralisé est un triplet (G, (L,≤,u,t), δ)
où G est un ensemble �ni d'objets, (L,≤,u,t) est un treillis, et d est une fonction de G dans L.
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2.5. Di�érentes extensions �oues de l'AFC

Table 2.8 � Un exemple de contexte logique (gauche) et le treillis de concepts logiques corres-
pondant (droite). Les lettres h, f et c sont les abréviations respectives de homme, femme et
chauve.

objet description
Seb h

Leo f

X c ∧ (h ∨ f)

Les opérateurs de dérivation entre 2G et L sont dé�nis comme suit.

φ : 2G → L, φ(A) = ug∈Aδ(g) (2.8)

ψ : L → 2G, ψ(B) = {g ∈ G | B ≤ δ(g)} (2.9)

Le premier opérateur retourne la plus grande borne inférieure des représentations des objets
de A. De manière duale, le second opérateur retourne pour toute représentation B les objets
dont la représentation n'est pas plus générale que B. La relation d'ordre est dé�nie comme suit :
(A1, B1) << (A2, B2) ⇔ A1 ⊆ B1. Les paires (A,B) telle que A = ψ(B) et B = φ(A) sont
appelées concepts formels. L'AFC est un cas particulier où on a L = 2M , u = ∩, t = ∪ et ≤=⊆.

2.5 Di�érentes extensions �oues de l'AFC

2.5.1 Extensions aux contextes �ous

Les extensions �oues de l'AFC consistent à étendre les résultats de l'AFC aux contextes �ous.
Un contexte �ou (appelé aussi L-contexte) est décrit par (L,G,M,R) où la relation R est dé�nie
comme une application associant à tout couple objet×attribut un degré de vérité dans L pour
lequel l'objet est en relation avec l'attribut (R : G ×M → L). De nombreux travaux ont été
menés dans le cadre de l'AFC �oue [20, 183, 19, 98]. Dans [183], un objet est en relation avec
un attribut s'il a un degré d'appartenance supérieur ou égal à α ∈ [0, 1]. Pour la dé�nition des
inclusion, union, et intersection entre les parties de l'ensemble d'attributs, les auteurs ont repris
les opérateurs classiques appliqués aux sous-ensembles �ous [188].

Dans [18, 19, 98], la dé�nition d'un contexte �ou est plus générale que celle dé�nie dans [183].
Ces approches utilisent généralement un treillis résidué < (L,∧,∨, ∗,→) > comme structure al-
gébrique pour le calcul des degrés. Un treillis résidué [175] est un treillis complet où (L, ∗) est
un monoïde commutatif 6 et la paire (∗,→) véri�e le principe de résiduation 7. Une telle algèbre
permet de conserver les propriétés de fermeture requises par une connexion de Galois. Cette

6. Un monoïde est un ensemble muni d'une loi de composition interne associative admettant un élément neutre
7. ∀a, b, c on a a ∗ b ≥ c⇔ a ≥ b→ c
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

algèbre a été étendue dans [136] de manière à considérer di�érentes paires de (∗,→). Georgescu
et Popescu [98] ont traité le cas où le monoïde (L, ∗) est une structure non commutative. Les
auteurs dans [63] montrent qu'une algèbre résiduée n'est pas absolument requise pour la conser-
vation des propriétés inhérentes à une connexion de Galois. Les dé�nitions des opérateurs de
dérivation comportent des implications. La généralisation de ces opérateurs est ainsi fondée sur
des implications �oues [38]. Le choix de l'opérateur → est guidé par le respect des propriétés de
fermeture de la connexion de Galois. Par exemple, les auteurs de [39] utilisent des S-implications
de la forme ¬p∨q et les auteurs dans [18, 98, 136] utilisent des implications résiduées. Un concept
formel dans le cas booléen classique de l'AFC est un rectangle maximal de croix. Cette propriété
est préservée pour des connexions de Galois �oues basées sur des paires résiduées (∗,→) [19].

2.5.2 Di�érentes signi�cations des degrés

Classiquement, l'AFC s'applique à une relation binaire représentée par un contexte formel.
Un objet satisfait une propriété ou ne la satisfait pas. Plusieurs approches ont proposé des ex-
tensions des contextes formels en contextes �ous et des extensions de la connexion de Galois
pour construire le treillis complet de concepts. De même que pour les extensions de la sec-
tion précédente, ces approches insistent sur l'aspect mathématique. Cependant, peu d'approches
discutent de la signi�cation des degrés introduits dans le contexte formel. Des recherches ré-
centes [60, 61, 63, 67, 84] ont soulevé di�érentes questions sémantiques liées à la généralisation
d'un contexte formel. Dans [60, 61], les auteurs ont traité la notion de gradualité pour les concepts
formels �ous et l'impact de l'incertitude sur la notion de concept formel dans le cadre de la théo-
rie des possibilités. Ils ont également introduit la notion de typicalité pour les objets et la notion
d'importance pour les propriétés. Ces deux notions n'ont pas été introduites dans l'AFC.

Un première interprétation correspond au cas où les degrés représentent à quel niveau un
objet satisfait une propriété. Cette interprétation est appelé interprétation à échelle unipolaire
positive etR(m), qui désigne l'ensemble des objets possédant la propriétém, représente le support
du sous-ensemble �ou des objets satisfaisant la propriété m. Considérer la convention opposée
où R(m) serait le noyau du sous-ensemble �ou des objets satisfaisant la propriété m revient à
introduire des degrés dans les cases vides. Pour la prise en compte des contextes avec des niveaux
de satisfaction imprécisément connus, Djouadi et al. [63] ont proposé une connexion de Galois
ainsi qu'une généralisation de l'implication de Gödel 8 pour construire le treillis complet.

La seconde interprétation consiste à remplacer les cases ayant une croix et les cases vides
par des degrés d'appartenance de L = [0, 1], l'idée de base de la logique �oue, et à considérer
une valeur pivot (par exemple α = 0.5) qui permet de séparer le cas où l'objet satisfait plus
la propriété qu'il ne la satisfait pas. Ce type d'interprétation est appelé interprétation à échelle
bipolaire.

Les interprétations positives permettent d'avoir un contexte �ou à partir d'un contexte à
attributs quantitatifs [179]. D'autres aspects de degrés sont traités comme l'incertitude. Dans ce
cas, les propriétés peuvent rester non �oues mais la certitude de la satisfaction de la propriété
par un objet n'est pas complète. Elle peut être représentée par une distribution de probabilités
ou de possibilités au sens de [60, 61]. Plus précisément, dans une table décrivant un contexte
incertain, les cases sont remplies par des paires (α, β) où α est le degré de nécessité que l'objet
aît la propriété et β est le degré de nécessité que l'objet n'aît pas la propriété avec min(α, β) = 0.
Les situations (1, 0) et (0, 1) correspondent aux situations complètement informées où on sait
avec certitude que l'objet a la propriété ou qu'il ne l'a pas. La situation (0, 0) re�ète l'ignorance

8. Une implication de Gödel est dé�nie par : I(p→ q) = q si p > q
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2.5. Di�érentes extensions �oues de l'AFC

totale et celle où 0 < max(α, β) < 1 re�ète l'ignorance partielle. Des extensions des contextes
formels introduisant la notion d'incomplétude sont proposées dans[67, 84, 62]. Dans ces travaux,
les extensions sont fondées sur la dé�nition des opérateurs de dérivation et des connexions de
Galois en utilisant les mesures dé�nies dans la théorie des possibilités : la possibilité (Π) et son
dual la nécessité (N), la su�sance (∆) et son dual la certitude potentielle (∇). La su�sance est la
mesure utilisée dans le cadre de l'AFC classique. Les opérateurs de nécessité et de possibilité sont
appliqués à des contextes �ous. L'intérêt de ces travaux est d'introduire une nouvelle connexion
de Galois, inspirée par une lecture possibiliste de l'AFC concernant les données binaires [67,
84, 62] et pour les contextes hétérogènes [11]. Une des connexions de Galois met en évidence
la décomposition du contexte en plusieurs sous-contextes indépendants. L'idée de ces travaux
est de représenter la valeur d'une case dans un contexte (elle peut être binaire, numérique, ou
symbolique) par une distribution de possibilités et ensuite d'appliquer les opérateurs de dérivation
pour construire le treillis de concepts dans le cas où les opérateurs forment une connexion de
Galois.

2.5.3 Les quatre opérateurs

Cas de contextes binaires

La relation entre objets et propriétés est dé�nie par gRm où l'objet g possède la propriétésm.
On note respectivement R−1(m) et R(g) l'ensemble d'objets ayant la propriété m et l'ensemble
des propriétés que possède l'objet g. Les opérateurs de dérivation correspondant aux mesures de
la théorie des possibilités (voir Section 1.5 du Chapitre 1) sont donnés dans la suite pour tout
A ⊆ G et B ⊆M .

� Mesure de possibilité 9

A3 = {m ∈M |R−1(m) ∩A 6= ∅} = ∪g∈XR(g) (2.10)

et son dual

B3 = {g ∈ G|R(x) ∩B 6= ∅} = ∪m∈MR−1(m) (2.11)

Le premier opérateur retourne l'ensemble des propriétés possibles appartenant à A, c-à-d
les propriétés de M qu'un objet dans le sous-ensemble A satisfait. D'une manière duale,
le second opérateur retourne pour un ensemble de propriétés le sous-ensemble d'objets qui
possèdent au moins une propriété dans B. En utilisant les propriétés de la mesure de pos-
sibilité on a (A1 ∪A2)3 = A3

1 ∪A3
2 .

� Mesure de nécessité

A2 = {m ∈M |R−1(m) ⊆ A} = ∩g 6∈AR(g) (2.12)

et son dual

B2 = {g ∈ G|R(g) ⊆ B} = ∩m6∈MR−1(m) (2.13)

Le premier opérateur représente les propriétés satisfaites par des objets de A, i.e. seuls les
objets de A ont ces propriétés. Le second opérateur retourne les objets qui ne possèdent

9. Les notations utilisées dans cette partie sont utilisées dans [11]. Les notations 3,2,4 et
`

sont associées
respectivement aux mesures de possibilité, nécessité, su�sance et certitude potentielle. Les auteurs dans [67, 84, 62]
utilisent respectivement pour les quatre mesures les notations (.)Π, (.)N , (.)∆ et (.)∇.
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

que les propriétés de B. De plus, en utilisant les propriétés de la mesure de nécessité [78],

on a : A2 = (A)3 = M \ (A)3, et (A1 ∩A2)2 = A2
1 ∩A2

2 .

� Mesure de su�sance 10

A∆ = {m ∈M |R−1(m) ⊇ A} = ∩g∈AR(g) (2.14)

B∆ = {g ∈ G|R(g) ⊇ B} = ∩m∈BR−1(m) (2.15)

Pour tout A ⊆ G, R∆(A) représente l'ensemble de toutes les propriétés communes aux
objets dans A et d'une manière duale, R∆(B) retourne l'ensemble des objets ayant toutes
les propriétés dans B. De plus, R∆(A1 ∪A2) = R∆(A1) ∩R∆(A2).

� Mesure de certitude

A∇ = {m ∈M |R−1(m) ∪A 6= G} = ∪g 6∈AR(g) (2.16)

B∇ = {g ∈ G|R(g) ∪B 6= G} = ∪g 6∈BR(g) (2.17)

Notons que R∇(A) = (A)∆ = M \ (A)∆. Autrement dit, dans le contexte R, pour toute
propriété dans A∇, il existe au moins un objet qui n'est pas dans A et qui n'a pas cette
propriété. De plus, on a (A1 ∩A2)∇ = A∇1 ∪A∇2 .

Exemple illustratif

Considérons la Table 2.9 (exemple utilisé par Dubois et al. dans [84]) où on a huit objets et
neuf propriétés. La Table 2.10 montre un exemple de plusieurs sous-ensembles d'objets avec les
quatre opérateurs de dérivation et la Table 2.11 montre les quatre opérateurs duaux appliqués à
des sous-ensembles de propriétés.

R a b c d e f g h i

g1 ×
g2 × ×
g3 × ×
g4 × × ×
g5 × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × ×
g8 × × × ×

Table 2.9 � Le contexte formel donné dans [84]

10. Pour garder la cohérence avec la mesure de su�sance de la théorie des possibilités ∆, nous gardons le
symbole ∆ pour les opérateurs de dérivation A∆ et B∆ sachant que ces opérateurs sont à la base de l'AFC
classique notés pour A ⊆ G et B ⊆M par A′ et B′ dans la Dé�nition 2.

32

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



2.5. Di�érentes extensions �oues de l'AFC

A (.)3 (.)2 (.)∆ (.)∇

{g1, g2} {g, h} {g} {g} M

{g1, g2, g3, g4} {g, h, i} {g, h, i} {g} {b, c, e, f, g, h, i}
{g5, g6, g7, g8} {a, b, c, d, e, f} {a, b, c, d, e, f} {a, d} {a, b, c, d, e, f, h, i}

Table 2.10 � Exemple des sous-ensembles d'objets avec les quatre opérateurs de dérivation

B (.)3 (.)2 (.)∆ (.)∇

{g} {g1, g2, g3, g4} {g1} {g1, g2, g3, g4} G

{g, h, i} {g1, g2, g3, g4} {g1, g2, g3, g4} ∅ G

{a, b, c, d, e, f} {g5, g6, g7, g8} {g5, g6, g7, g8} ∅ G

Table 2.11 � Exemple des sous-ensembles de propriétés avec les quatre opérateurs de dérivation

Connexion de Galois

Dans l'AFC classique, les opérateurs utilisant la mesure de su�sance forment une connexion
de Galois [96]. Une paire (A,B) telle que A∆ = B et B∆ = A est un concept formel dont
l'extension est A et l'intension est représentée dans B. Ainsi, la paire (A,B) est un concept
formel pour ∇ si et seulement si la paire (A,B) est un concept formel pour ∆, on note ainsi

A∇ = B et B∇ = A si A
∆

= B et B
∆

= A [67, 84]. D'autre part, (A,B) est un concept
formel pour 3 si et seulement si la paire (A,B) est un concept formel pour 2, on note ainsi
A3 = B et B3 = A si A

2
= B et B

2
= A [67, 84, 62]. Revenons à l'exemple de la Table 2.9,

la paire ({g1, g2, g3, g4}, {g}) est un concept formel pour l'opérateur de su�sance ∆. Ainsi, les
paires ({g1, g2, g3, g4}, {g, h, i}) et ({g5, g6, g7, g8}, {a, b, c, d, e, f}) sont des paires (A,B) telles
que A2 = B et B2 = A, ainsi que A

2
= B et B

2
= A. D'où la connexion de Galois formée

à partir des deux opérateurs de possibilité et de nécessité. Dans ce cas, le contexte peut être
décomposé en plusieurs sous-contextes dont les objets respectivement les attributs, sont des
ensembles disjoints.

Si les paires (A,B) telles que A2 = B et B2 = A n'existent plus dans le contexte, alors le
contexte n'est plus décomposable. Par exemple, si on modi�e la relation R en R′ (donnée dans
la Table 2.12), les paires mentionnées n'existent plus puisque R′2({g1, g2, g3, g4}) = {g, h} et
R′2({g, h}) = {g1, g2, g3}.

R a b c d e f g h i

g1 ×
g2 × ×
g3 × ×
g4 × × × ×
g5 × × × ×
g6 × × × × ×
g7 × × × ×
g8 × × × ×

Table 2.12 � Le contexte formel donné dans [84]
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Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

Cas de contextes hétérogènes

Dans le cas des contextes complexes et hétérogènes, les données ne sont plus binaires. Elles
peuvent être numériques ou symboliques. La théorie des possibilités o�re un cadre intéressant
pour la représentation des données hétérogènes à l'aide des distributions de possibilités. D'autre
part, nous avons vu dans la section 2.4.1 une méthode pour construire le treillis de concepts
sans transformer les données. Récemment, dans [11] les auteurs ont mis en évidence une lecture
possibiliste des structures de patrons en utilisant les mesures de possibilité, de nécessité, de
su�sance et de certitude potentielle de la théorie des possibilités, dont l'opérateur utilisant la
mesure de su�sance et son dual sont les opérateurs de dérivation proposés par Ganter et al. [94].
Ce point de vue est analogue à celui proposé dans le cadre des données binaires. Son intérêt est
de représenter l'incertitude en utilisant la théorie des possibilités, et de décomposer le contexte
en sous-contextes indépendants grâce à la dualité des mesures de la théorie des possibilités. La
relation R n'est plus binaire, les cases du contexte contiennent des valeurs, des intervalles, des
symboles, etc. Dans [11], les auteurs ont dé�ni les quatre opérateurs de dérivation en s'inspirant
de la formule donnée pour une structure de patrons (G, (D,u), δ). Ils ont étudié deux cas :
numérique et qualitatif.

Dans le cas des données numériques, la description d'un objet pour une propriété est un
intervalle ou un intervalle �ou (informations modélisées respectivement par des distributions de
possibilités dans {0, 1} et [0, 1]). Par exemple, si on considère le cas des intervalles : u repré-
sente l'intersection et la relation d'ordre v désigne l'inclusion classique des intervalles (⊆). Par
conséquent, l'opérateur de dérivation utilisant la mesure de su�sance retourne pour tout sous-
ensemble d'objets leur description commune. D'une manière analogue au cadre des contextes
binaires, les opérateurs de dérivation se dé�nissent en remplaçant les opérations t par ∪ et w
par ⊇. L'opérateur de dérivation utilisant la mesure de possibilité appliqué à un sous-ensemble
d'objets est similaire à l'opérateur de dérivation proposé dans [126]. Mais ce dernier utilise la
plus petite enveloppe convexe de l'union des descriptions. D'autre part, l'opérateur de dériva-
tion d'une description, dans un contexte numérique avec des intervalles, utilisant la mesure de
nécessité retourne le même sous-ensemble d'objets que celui calculé à partir de l'opérateur de
dérivation d'une description dans [126].

Dans le cas des données qualitatives, les informations sont représentées en utilisant la logique.
Pour chaque objet, une base de connaissances est utilisée. La construction des quatre opérateurs
de dérivation et de leurs duaux est presque similaire à celle des données binaires.

2.5.4 Autres extensions

Il existe encore d'autres extensions, notamment l'extension de l'AFC aux objets symbo-
liques [28, 161]. Trois types de données ont été considérés par cette extension : les données
complexes qui se présentent sous la forme d'un contexte multivalué où la relation objet×attribut
peut prendre un ensemble de valeurs au lieu d'une seule, les données intervalles qui se présentent
sous la forme de contexte multivalué où la relation objet×attribut prend un intervalle de valeurs
et les données histogrammes qui se présentent sous la forme de contexte multivalué où la rela-
tion objet×attribut prend pour valeurs un histogramme. G. Polaillon [161] a dé�ni de nouvelles
connexions de Galois qui permettent de dériver à partir de contextes, dont la relation R est re-
présentée par des valeurs ou des intervalles de valeurs, deux types de treillis : un treillis d'union
et un treillis d'intersection. Une approche est proposée dans [111] pour les données complexes
et il est similaire à l'approche de Polaillon. D'autres applications de l'AFC et adaptations de
la connexion de Galois pour les contextes complexes ayant des valeurs, intervalles de valeurs ou

34

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



2.6. AFC et fusion d'informations

termes linguistiques, ont été étudiées dans [140, 137, 7, 6]. Dans ces travaux une notion de simi-
larité est dé�nie pour la notion de partage des valeurs des attributs par des objets. L'utilité de
ces approches est d'éviter la transformation des données. une comparaison entre ces approches
et les structures de patrons est présentée dans [118, 117]. Ainsi, une application des structures de
patrons est proposée dans [121] pour les données numériques et a été comparée avec l'approche
étudiée dans [137].

2.6 AFC et fusion d'informations

En s'appuyant sur la structure de treillis, des approches ont été développées pour la fusion
des informations symboliques [134, 45, 160]. Ces approches ne sont pas liées aux théories de
l'incertain. En e�et, la relation d'ordre du treillis correspond à un enrichissement de l'information.
Une information est automatiquement positionnée par rapport aux autres informations présentes
dans le treillis. Les approches [134, 45, 160, 159] utilisent un treillis de concepts avec ses opérateurs
pour combiner les informations, notamment les informations symboliques.

T. Pham a proposé, dans ses travaux de thèse [159], les "treillis d'informations", qui permet
de dé�nir les notions de contradiction, de compatibilité et de redondance entre informations. Il
a proposé également di�érentes solutions comme le consensus et l'agrégation pour la fusion des
sources ayant le même treillis d'informations. L'agrégation fournit une information plus détaillée
que celles provenant des sources, tandis que le consensus fournit l'information qui est un accord
général parmi les informations issues de sources. Le consensus calcule l'information commune des
informations fournies par les sources et l'agrégation calcule l'information pouvant être obtenue
en considérant que les informations sont complémentaires.

Chaudron et Maille [134, 45] ont proposé un modèle appelé "le modèle de Cubes", qui per-
met de représenter et manipuler l'information. Chaque information est représentée par un cube
(une conjonction �nie de littéraux) et leur méthode de fusion est dé�nie selon deux critères :
l'endogénéité et l'intégrité. Le premier critère d'endogénéité signi�e que l'information résultante
représente une des informations issues des sources. Le second critère d'intégrité signi�e que l'infor-
mation résultante contient au moins toutes les informations fournies par les sources. Des relations
d'ordre partiel, de réduction des cubes et d'anti-uni�cation sont dé�nies sur l'espace des cubes
pour construire un treillis de cubes qui représente les informations et leurs résultats de fusion.
Considérons l'exemple de di�érents capteurs qui fournissent les informations suivantes [45] :

� e : L'objet est un camion qui roule à 25 km/h
� e′ : L'objet est une voiture qui roule.

Le cube qui correspond l'information e : {Type(camion),vitesse(25)} et celui qui représente
e′ : {Type(voiture),vitesse(x)}. L'espace de fusion dé�ni par Chaudron et Maille contient les
informations fournies par les sources et leurs résultats de fusion. Il contient 8 éléments montrés
sur la Figure 2.3. Plus l'opérateur de fusion est haut dans le treillis, plus son information est
riche, puisque la relation d'ordre traduit l'enrichissement de l'information.

A priori, l'utilisateur choisit le cube le plus général tout en haut du treillis (le top du treillis).
Mais des contraintes empêchent parfois de choisir ce cube.

Par exemple, sur la Figure 2.3, le cube représentant l'information générale est {Type(camion),
Type(voiture),vitesse(25)}. Cette information signi�e que l'objet est une voiture et un ca-
mion à la fois ce qui est impossible puisque l'utilisateur sait que cela ne correspond à rien. Par
conséquent l'utilisateur est amené à choisir un cube plus bas dans le treillis. Néanmoins, après la
réduction du nombre de cubes, il ne reste que les résultats les plus riches. Dans l'exemple ici, les
deux cubes ayant des objets de type voiture et camion à la fois sont retirés et les plus riches sont

35

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



Chapitre 2. Analyse formelle de concepts

les cubes {Type(camion),vitesse(25)} et {Type(voiture),vitesse(25)}. L'utilisateur, pour
choisir entre les deux informations résultants, devra utiliser des contraintes comme par exemple
la �abilité des capteurs, une préférence sur les capteurs.

Figure 2.3 � Treillis des cubes obtenu à partir de l'exemple de Maille [45]
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3

Fusion d'intervalles par l'analyse

formelle de concepts
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3.3.3 L'opérateur de fusion fondée sur les SMC comme in�mum . . . . . . . . 44

3.3.4 Construction du treillis de concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3.5 Interprétation du treillis de concepts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4 Introduction de similarités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4.1 Similarité entre valeurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.4.2 Intervalles similaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4.3 Fusion d'informations et similarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.4.4 Variation de la précision dans le treillis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.5 Fusion pour plusieurs variables dans le treillis . . . . . . . . . . . . . 53

3.5.1 Conjonction et disjonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.5.2 Treillis des SMC d'intervalles pour plusieurs variables . . . . . . . . . . 53

Dans ce chapitre, nous traitons le problème de la fusion d'informations modélisées par des
intervalles. Nous illustrons nos exemples à partir de la Table 3.1 présentant quatre sources d'in-
formations délivrant des valeurs imprécises pour deux variables. L'ensemble des sources joue le
rôle de l'ensemble des objets dans un contexte formel (ou une structure de patrons). La relation
de subsomption dé�nie dans le chapitre précédent sera dé�nie dans ce chapitre en respectant
l'opérateur in�mum choisi.
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Dé�nition 8 (Espace de fusion) Un espace de fusion Dm, est composé des informations four-
nies par les sources pour la variable m, et de tous leurs résultats de fusion possibles suivant un
opérateur de fusion φm.

Par exemple, pour la variable m1 de la Table 3.1 et φm représente l'intersection des intervalles :
Dm = {[1, 5], [4, 7], [6, 10], [2, 3], [4, 5], [6, 7], ∅}.

m1 m2

g1 [1, 5] [1, 7]

g2 [2, 3] [1, 3]

g3 [4, 7] [6, 7]

g4 [6, 10] [8, 9]

Table 3.1 � Intervalles fournis par les sources

3.1 Fusion conjonctive des intervalles dans le treillis de concepts
pour une variable

L'opérateur de fusion conjonctif est utilisé quand toutes les sources sont �ables. Dans cette
section, nous supposons l'hypothèse de �abilité des sources.

3.1.1 L'opérateur de fusion conjonctif comme in�mum

L'opérateur de fusion conjonctif appliqué aux intervalles (φm = ∩) est une opération com-
mutative, associative et idempotente. Elle véri�e donc les conditions d'un in�mum 11 et (Dm,∩)
est un inf-demi-treillis où Dm est l'espace de fusion de la variable m. Les patrons de D sont
ordonnés, pour tout c et d dans Dm :

c ∩ d = c⇔ c ⊆ d (3.1)

Cet ordre est une instance de la relation de subsomption dé�nie pour les structures de patrons
(Section 2.4.1). Dans l'exemple de la Table 3.1, tout intervalle est subsumé par un intervalle plus
large, par exemple [2, 3] v [1, 5] puisque [2, 3] ⊆ [1, 5]. Nous avons donc [2, 3] u [1, 5] = [2, 3] ⇔
[2, 3] v [1, 5] dans le demi-treillis qui correspond à [2, 3] ∩ [1, 5] = [2, 3]⇔ [2, 3] ⊆ [1, 5] en terme
d'inclusion d'intervalles.

Le triplet (G, (Dm,∩), δ) est une structure de patrons où G désigne l'ensemble des sources,
(Dm,∩) est l'inf-demi-treillis et δ associe à chaque source dans G sa description dans Dm. L'in-
�mum de deux descriptions est leur résultat de fusion, c-à-d leur intersection.

Les opérateurs de dérivation correspondant à l'opérateur conjonctif et qui forment la connexion
de Galois sont :

A� =
⋂
g∈A δ(g)

d� = {g ∈ G|d ⊆ δ(g)} (3.2)

Le premier opérateur (Eq. 3.2) retourne pour un sous-ensemble d'objets A ⊆ G leur description
commune, qui est le résultat de la fusion conjonctive des éléments d'information fournis par les

11. Un in�mum est une opération commutative, associative et idempotent
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3.1. Fusion conjonctive des intervalles dans le treillis de concepts pour une variable

sources du sous-ensemble A. Le deuxième opérateur (Eq. 3.2) retourne pour toute description
d l'ensemble des objets ayant une description contenant d, ce qui se traduit par l'ensemble des
sources de G qui ont fourni l'information dans d.

3.1.2 Construction du treillis de concepts

Pour construire le treillis de concepts, il su�t de calculer les concepts et de les ordonner. Des
nombreux algorithmes discutés dans [127] existent pour extraire et ordonner les concepts d'un
contexte formel. Ainsi, ces algorithmes sont adaptés pour les structure de patrons [94, 120, 123].
Considérons l'exemple de la Table 3.1, nous avons donc (G, (Dm1 ,∩), δ) une structure de patrons.
(Dm1 ,∩) est l'espace de fusion de m1 muni de l'intersection. A l'aide de la connexion de Galois,
nous pouvons calculer les concepts et les ordonner. Revenons à l'exemple de la Table 3.1, les
descriptions des sources g1 et g2 sont respectivement δ(g1) = [1, 5] et δ(g1) = [2, 3], et on a :

{g1, g2}� = [2, 3] ∩ [1, 5] = φm1([1, 5], [2, 3]) = [2, 3]

[2, 3]� = {g ∈ G | [2, 3] v δ(g)} = {g ∈ G | [2, 3] ⊆ δ(g)} = {g1, g2}

Puisque {g1, g2}� = [2, 3] et [2, 3]� = {g1, g2}, la paire ({g1, g2}, [2, 3]) est un concept. L'ensemble
des concepts ordonnés sur la Figure 3.1 représente le treillis des résultats partiels et global de la
fusion des informations des sources de l'ensemble G à partir de l'exemple de la Table 3.1.

Figure 3.1 � Treillis des résultats de la fusion conjonctive des intervalles de la Table 3.1

3.1.3 Interprétation du treillis de concepts

Le treillis de concepts résultant de la fusion conjonctive des sources de la Table 3.1 est donné
sur la Figure 3.1. Chaque n÷ud représentant un concept est donné par son extension et son
intension. Par exemple, le concept situé en haut à droite ({g1, g3}, (m1, [4, 5])) fournit le résultat
de la fusion des informations des sources de son extension (ainsi que des extensions de ses sous-
concepts ({g1}, (m1, [1, 5])) et ({g3}, (m1, [4, 7]))), [4, 5] est l'information résultant de la fusion
conjonctive des sources g1 et g3.
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Le treillis des résultats conjonctifs comprend tous les sous-ensembles maximaux possibles des
sources avec leurs résultats de fusion. Le concept le plus général du treillis comporte l'ensemble G
avec le résultat de fusion de tous ses éléments, qui est le résultat global de la fusion conjonctive,
calculé au sens des travaux [22, 79, 58, 75, 70, 81]. Plus un concept est haut dans le treillis, plus
son extension est large et plus petit est l'intervalle de son intension, voire vide comme le montre
l'exemple de la Table 3.1. Ainsi, l'information contenue dans un concept est plus précise et �able
que les informations de ses sous-concepts.

Considérons par exemple le concept (A, d) = ({g1, g2}, (m1, [2, 3])) de la Figure 3.1, on a :
� Son intension d fournit le résultat de fusion des informations des objets de son extension A,
par exemple l'intervalle [2, 3] est la fusion conjonctive (l'intersection) résultante des sources
g1 et g2.

� Le sous-ensemble A est maximal : tout ajout d'un objet dans A conduit à un changement
de d, par exemple {g1, g2} est le sous-ensemble maximal des sources qui ont une intersection
[2, 3].

� L'extension A garde l'origine de l'information, e.g. l'information [2, 3] provient des sources
g1 et g2.

� Si A représente toutes les sources de G, c-à-d A = G, d désigne le résultat global de la
fusion.

La navigation dans le treillis o�re donc plus de �exibilité aux utilisateurs. La classi�cation des
informations, grâce à la relation d'ordre dans le treillis, montre les liens qui existent entre les
informations. Par exemple, dans les travaux cités, la fusion de l'ensemble de toutes les sources
correspond au concept le plus général (>) dans le treillis. Ce résultat ne permet pas souvent
de décider (par exemple, l'intersection est vide dans notre exemple, ce qui réduit l'utilité du
résultat). Par conséquent, la navigation dans le treillis permet d'identi�er des sous-ensembles
d'objets et leur fusion, ainsi que de répondre à des questions du type : "Quel est le résultat de
la fusion conjonctive des sources g1, g2 et g3" ?. On connaît de plus les liens entre les di�érents
résultats possibles.

3.2 Fusion disjonctive d'intervalles pour une variable

L'opérateur de fusion disjonctif est moins contraignant que l'opérateur conjonctif. Il est utilisé
quand au moins une source est �able sans savoir laquelle. Dans cette section, nous supposons
l'hypothèse de �abilité d'une des sources sans savoir laquelle.

3.2.1 L'opérateur de fusion disjonctif comme in�mum

L'opérateur de fusion disjonctif φm = ∪ est un opérateur commutatif, associatif et idem-
potent. Par conséquent, l'opérateur disjonctif peut être considéré comme un in�mum dans
un treillis. Par conséquent, l'espace de fusion Dm obtenu à partir de l'opérateur disjonctif
muni de l'opérateur disjonctif, qui est l'union des intervalles, est un inf-demi-treillis. Dans
l'exemple de la Table 3.1, pour la variable m1, l'espace de fusion est donné par Dm1 =
{[1, 5], [4, 7], [6, 10], [4, 10], [1, 7], [1, 5] ∪ [6, 10], [1, 10]}.

Donc le triplet (G, (Dm,∪), δ) est une structure de patrons. G représente l'ensemble des
objets, (Dm,∪) est l'inf.-demi-treillis des informations et δ une fonction qui associe à chaque
élément de G sa description dans Dm.

Les éléments de Dm sont ordonnés, pour tout c et d, par la relation

c ∪ d = c⇔ c ⊇ d (3.3)
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3.2. Fusion disjonctive d'intervalles pour une variable

3.2.2 Construction du treillis de concepts

Les opérateurs de dérivation sont dé�nis pour tout sous-ensemble d'objets A et toute des-
cription d comme suit :

A� =
⋃
g∈A δ(g)

d� = {g ∈ G|d ⊇ δ(g)} (3.4)

Le premier opérateur (Equ 3.4) retourne pour un sous-ensemble d'objets A ⊆ G l'union de leurs
descriptions qui représente le résultat de la fusion des informations des sources dans le sous-
ensemble A en utilisant un opérateur disjonctif. Le second opérateur (Eq 3.4) retourne pour
toute description d les objets ayant une description contenue dans d, autrement dit, les objets
qui ont fourni une information contenue dans d. Pour construire le treillis de concepts, il su�t
de calculer les concepts et de les ordonner.

Pour l'illustrer, considérons l'exemple de la table 3.1 et la variable m1, nous avons alors
(G, (Dm1 ,∪), δ) une structure de patrons. (Dm1 ,∪) est l'espace de fusion de m1 muni de l'union.
A l'aide de la connexion de Galois, nous pouvons calculer les concepts.

Revenons à l'exemple de la Table 3.1, les descriptions des sources g1 et g2 sont respectivement
δ(g1) = [1, 5] et δ(g1) = [2, 3], et on a :

{g1, g2}� = [2, 3] ∪ [1, 5] = φm1([1, 5], [2, 3]) = [1, 5]

[1, 5]� = {g ∈ G | [1, 5] v δ(g)} = {g ∈ G | [1, 5] ⊇ δ(g)} = {g1, g2}

Puisque {g1, g2}� = [1, 5] et [1, 5]� = {g1, g2}, la paire ({g1, g2}, [1, 5]) est un concept formel.
L'ensemble de tous les concepts est ordonné et le résultat est donné sur la Figure 3.2.

Figure 3.2 � Treillis de concepts des résultats de la fusion disjonctive pour la variable m1 de la
Table 3.1

3.2.3 Interprétation du treillis de concepts

Le treillis (Figure 3.2) contient les sous-ensembles maximaux de sources de G avec leurs
résultats disjonctifs. Le treillis o�re une hiérarchisation des résultats de la fusion disjonctive.
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

chaque n÷ud correspond à un sous-ensemble de sources (extension) et à son résultat disjonctif
(intension). Par exemple, le concept ({g1, g2, g4}, (m1, [1, 5] ∪ [6, 10])) de la Figure 3.2 contient
les sources g1, g2 et g4 dans son extension ayant le résultat [1, 5] ∪ [6, 10]. Le concept le plus
général du treillis ({g1, g2, g3, g4}, (m1, [1, 10])) sur la Figure 3.2, représente le résultat calculé
classiquement pour toutes les sources.

Plus les concepts sont hauts dans le treillis, plus leurs extensions des concepts contiennent
plus de sources et plus leurs intensions sont larges. Ainsi, pour le treillis des résultats disjonctifs,
plus on monte dans le treillis moins l'information est �able et précise. La valeur d'une intension
d'un concept est moins précise que celles des intensions de ses sous-concepts. Par exemple, le
concept> est moins précis que son sous-concept ({g1, g2, g3}, [1, 7]). Par conséquent, la navigation
dans le treillis o�re plus de �exibilité pour aider à la décision. Elle permet d'identi�er un (ou
plusieurs) sous-ensembles maximaux permettant de mieux agir et décider suivant le contexte
de l'étude. Nous pourrons ainsi répondre aux questions comme "quelle est la fusion de gi et gj
en utilisant un opérateur disjonctif". De plus, nous reconnaîtrons les liens entre les di�érents
résultats possibles. Nous pouvons ainsi introduire des informations concernant les sources ou les
variables pendant la construction du treillis pour éliminer des concepts qui ne sont pas utiles
pour la décision.

Pour résumer, pour tout concept (A, d) de (G, (D,∪), δ) (par exemple ({g1, g2}, (m1[1, 5]))),
on a :

� L'intension d fournit le résultat de la fusion des objets dans l'extension, par exemple [1, 5]
est le résultat de la disjonction des deux sources g1 et g2.

� Le sous-ensemble A est maximal, tout ajout d'un objet dans A conduit à un changement
de d.

� L'extension A garde l'origine de l'information d, dans notre exemple l'information [1, 5]
provient de g1 et g2.

� Si A = G, le concept > désigne le résultat global de la fusion de toutes les sources.

3.3 Approche fondée sur les SMC

Comme indiqué dans la section 1.7, les opérateurs de compromis sont utilisés dans le but de
gagner le maximum d'informations et d'équilibrer la �abilité de l'information. Lorsque plusieurs
sources d'informations fournissent des informations concernant une variable ou un paramètre dont
la valeur exacte est inconnue, les opérateurs de combinaison convexes peuvent être critiquées et
peuvent donner des valeurs que les sources initiales ne les considèrent pas comme plausibles. Les
opérateurs non-adaptatifs autres que les combinaisons convexes comme les opérateurs fondés sur
des moyennes pondérées (voir Yager [180, 181]) ont les mêmes inconvénients que les combinaisons
convexes. Les opérateurs adaptatifs dépendent du contexte de l'étude et fournissent un résultat
re�étant le con�it des informations initiales. Ils consistent à appliquer des opérateurs disjonctifs
et conjonctifs. Les opérateurs adaptatifs sont étudiés dans le cas où aucune méta-information
n'existe sur les sources par exemple la �abilité des sources (fusion des opinions d'experts sur une
grandeur physique).

Des opérateurs de fusion dans le cadre de la théorie des possibilités ont été introduits [155,
81, 181, 55] pour traiter le con�it parmi les informations. Dans cette section, nous nous inté-
ressons à la fusion utilisant la notion logique de sous-ensembles maximaux cohérents (SMC).
Nous détaillons comment extraire les SMC des intervalles et des distributions de N sources et la
méthode de fusion pour N sources. Ensuite, nous détaillons la méthode fondée sur l'AFC pour
la fusion des SMC et l'organisation des informations et de leurs résultats de fusion au sein de
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3.3. Approche fondée sur les SMC

treillis de concepts.

3.3.1 Dé�nition de la méthode fondée sur les SMC

La notion des sous-ensembles maximaux cohérents est une notion originaire de la logique pour
traiter l'inconsistance, et introduite par [164]. L'idée d'utilisation des SMC n'est pas nouvelle
dans les théories de l'incertain. Dans la théorie des probabilités imprécises, cette notion a été
étudiée par Walley [173]. Elle est aussi utilisée en pré-traitement des données [147] et le résultat
de la méthode proposé dans [172] peut être vu comme une moyenne pondérée des SMC des
sources. Dans le cadre de la théorie d'évidence, la notion est utilisée pour détecter des sous-
ensembles maximaux cohérents des capteurs [14] et dans le contexte de la théorie des possibilités,
la notion a été introduite par Dubois et al. [81] dans le cadre des informations modélisées par des
intervalles réels classiques et généralisée pour les distributions de possibilités dans les travaux de
Destercke [58, 55] dont le résultat de la fusion est, en général, une structure de croyance �oue.

L'utilisation de la méthode de fusion fondée sur la notion de sous-ensembles maximaux cohé-
rents permet d'avoir un maximum d'information sur l'ensemble d'informations fournies en faisant
au mieux avec la �abilité des sources [22, 79, 58, 75, 70, 81, 69].

Cette méthode consiste à fusionner au moyen d'un opérateur conjonctif des sous-ensembles de
sources cohérentes entre elles, et d'utiliser un opérateur disjonctif sur ces derniers sous-ensembles.
Le résultat obtenu est proche d'une conjonction si les informations sont trés cohérentes entre elles,
et il est proche de la disjonction si les sources fournissent des informations incohérentes et très
contradictoires.

L'approche utilisant les SMC répond à deux buts : (1) elle garde le maximum d'informativité
dans le résultat et (2) elle fournit un résultat qui est cohérent avec toutes les informations
fournies par les sources au départ. La méthode fondée sur les SMC est simple, attractive et elle
peut s'appliquer d'une manière générale à plusieurs cadres comme montré dans les travaux de
Destercke [55]. Nous rappelons d'abord comment calculer les SMC d'un ensemble d'intervalles
ensuite comment calculer les SMC pour des distributions de possibilités.

3.3.2 Extraction des SMC dans les intervalles

Etant donnés N intervalles I = {I1, I2, . . . , IN}, un sous-ensemble K ⊆ I est dit maximal si⋂|K|
i=1Ki 6= ∅ avec Ki ∈ K et il n'existe aucun sous-ensemble non vide K′ ⊆ I tel que K ⊆ K′ avec⋂|K′|
i=1K

′
i 6= ∅ et K ′i ∈ K′.

Par exemple, dans la Table 3.1, le sous-ensemble K = {I1, I2} = {[1, 5], [2, 3]} est maximal
pour la variable m1 car I1 ∩ I2 6= ∅ et il est maximal pour la propriété d'intersection, c'est-à-dire
tout ajout d'un intervalle à K conduit à une intersection vide.

En général, rechercher les SMC est un problème de complexité exponentielle e.g. [135]. Dubois
et al. [69] ont introduit un algorithme linéaire pour trouver les SMC de N intervalles. L'algo-
rithme 1 donné dans la suite est fondé sur l'ordre croissant des points extrêmes ai et bi des
intervalles dans une nouvelle séquence (cq) q = 1, . . . , 2N . L'intersection maximale cohérente
d'intervalles est atteinte seulement quand un élément cq de type a (i.e. une borne inférieure d'un
intervalle) est suivi par un élément cq+1 de type b (i.e. une borne supérieure d'un intervalle).

La méthode de fusion consiste donc à appliquer l'union aux sous-ensembles maximaux co-
hérents obtenus. Pour N intervalles ayant p sous-ensembles maximaux cohérents, la méthode
s'écrit :

Î =
⋃

j=1,...,p

⋂
i=1,...,|Kj |

Ki (3.5)
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Algorithme 1: Sous-ensembles maximaux cohérents sur des intervalles

Entrées : n intervalles [ai, bi]

Sorties : Liste de p sous-ensembles maximaux cohérents Kj

Liste=∅ ;j = 1 ;K = ∅
Mettre en ordre croissant {ai, i = 1, . . . , N} ∪ {bi, i = 1, . . . , N}
Les renommer {cq, q = 1, . . . , 2N}
avec type(cq) = a si cq = ak et type(cq) = b si cq = bk et k ∈ {1, . . . , N}
pour chaque q = 1 to 2n− 1 faire

si type(cq) = a alors

Ajouter la source gk à K t.q. cq = ak
si type(cq+1) = b alors

Ajouter K à Liste (Kj = K)
j = j + 1

�n

�n

sinon

Enlever la source gk de K t.q. cq = bk

�n

�n

Par exemple, dans la Table 3.1, Les intervalles provenant de l'ensemble des sources de G pour
la variable m1 sont : I1 = [1, 5], I2 = [2, 3], I3 = [4, 7] et I4 = [6, 10]. Suivant l'algorithme, nous
avons l'ordre suivant :

a1 = 1, a2 = 2, b2 = 3, a3 = 4, b1 = 5, a4 = 6, b3 = 7, b4 = 10

L'algorithme 1 trouve le sous-ensemble K = {I1, I2}. En croisant b2 le sous-ensemble K = {I1, I2}
est un sous-ensemble maximal cohérent. I2 est retiré de la liste et nous ajoutons I3, d'où K =
{I1, I3} et on a ensuite b1 donc K = {I1, I3} est un SMC. En�n on enlève I1 de la liste et on
ajoute I4, puisqu'on trouve b3 alors le sous-ensemble est gardé et K = {I3, I4} est un SMC. Par
conséquent, les sous-ensembles maximaux cohérents des intervalles {I1, I2, I3, I4} de la variable
m1 sont {I1, I2}, {I1, I3} et {I3, I4}, et qui correspondent respectivement aux valeurs [2, 3], [4, 5]
et [6, 7] (Figure 3.3). Donc le résultat de la fusion des SMC est donné par la disjonction des SMC
recherchés dont la valeur est {I1, I2} ∪ {I1, I3} ∪ {I3, I4} = [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7].

Figure 3.3 � Les SMC de la variable m1 de la Table 3.1

3.3.3 L'opérateur de fusion fondée sur les SMC comme in�mum

L'opérateur de fusion fondée sur les SMC est un opérateur commutatif, idempotent mais il
n'est pas associatif.
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3.3. Approche fondée sur les SMC

Par exemple dans la Table 3.1, fm1(fm1([1, 5], [2, 3]), [4, 7]) = [2, 3] ∪ [4, 7] et
fm1(fm1([1, 5], [4, 7]), [2, 3]) = [2, 3] ∪ [4, 5]. Par conséquent, l'opérateur de fusion ne peut pas
être considéré directement comme un in�mum pour construire un treillis.

Cependant, d'après la dé�nition de l'opérateur fondé sur les SMC, nous remarquons qu'on
peut considérer l'union des SMC et construire un treillis à partir du contexte contenant les SMC
des sources du contexte initial.

Nous allons donc e�ectuer un pré-traitement des données a�n d'obtenir la structure de patrons
contenant les SMC des informations correspondant aux sous-ensembles maximaux des sources
qui les ont donnés. Ensuite, nous allons construire le treillis en considérant l'opérateur disjonctif
comme un in�mum.

3.3.4 Construction du treillis de concepts

Formellement, nous considérons pour une variable m le triplet (O, (Fm,∪), δ) comme une
structure de patrons où l'ensemble des objets de O sont des sous-ensembles maximaux des objets
de ⊆ G qui ont fourni les SMC des intervalles de l'ensemble I pour une variablem. Fm est l'espace
de fusion considéré à partir des informations des objets et de leur union et δ la fonction qui associe
à chaque objet de O son information dans Fm. Considérons l'exemple de la Table 3.1, les SMC
des intervalles de m1 sont [2, 3], [4, 5] et [6, 7] provenant respectivement des sous-ensembles de
sources {g1, g2}, {g1, g3} et {g3, g4}.

Par la suite, l'ensemble O dans l'exemple de la variablem1 représente l'ensemble {K1,K2,K3}
où K1 = (g1, g2), K2 = (g1, g3) et K3 = (g3, g4). Les descriptions de ces objets sont δ((g1, g2)) =
[2, 3] (qui signi�e que l'intervalle [2, 3] est attaché aux sources g1 et g2), δ((g1, g3)) = [4, 5] et
δ((g3, g4)) = [6, 7]. Par conséquent, l'espace de fusion peut se dé�nir à partir de ces informations.
L'espace de fusion est Fm = {[2, 3], [4, 5], [6, 7], [2, 3] ∪ [4, 5], [2, 3] ∪ [6, 7], [4, 5] ∪ [6, 7]}, où les
éléments sont ordonnés par l'inclusion des intervalles comme détaillé dans la section 3.2. La
structure de patrons résultante, pour la variable m1, est donnée dans la Table 3.2.

m1

K1 = (g1, g2) [2, 3]

K2 = (g1, g3) [4, 5]

K3 = (g3, g4) [6, 7]

Table 3.2 � La structure de patrons résultant du pré-traitement pour la variable m1 de la
Table 3.1

Le treillis résultant de l'application de l'union à la structure de patrons donnée dans la
Table 3.2 est donné sur la Figure 3.4.

3.3.5 Interprétation du treillis de concepts

Le treillis de concepts obtenu fournit une classi�cation des sources avec leurs résultats de
fusion en utilisant une union sur les SMC des sources, ce qui se traduit par la fusion fondée sur
les SMC pour un sous-ensemble de sources donné.

Sur la Figure 3.4, chaque concept est donné par son extension et son intension. La première
ligne des concepts juste au dessus du concept "bottom" (⊥) désigne les SMC recherchés dans le
contexte initial, ici on a les intervalles [2, 3], [4, 5] et [6, 7]. Plus haut dans le treillis on trouve
les résultats partiels obtenus en utilisant une union sur ces derniers et le concept le plus général
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Figure 3.4 � Treillis de concepts des SMC pour la variable m1 de la Table 3.1

du treillis désigne le résultat de la fusion globale de toutes les sources dans G, et constitue le
résultat de la fusion en utilisant la méthode fondée sur les SMC des sources sur l'ensemble G.

Par exemple sur la Figure 3.4, le concept {((g1, g2), (g1, g3)), [2, 3]∪ [4, 5]} présente les valeurs
de m1 suivant les objets K1 = (g1, g2) et K2 = (g1, g3). Ce qui signi�e que l'information [2, 3] ∪
[4, 5] est fournie par les sources "g1 et g2" ou "g1 et g3". Notons qu'un objet du contexte initial
(ici la Table 3.1) peut appartenir à plusieurs concepts qui se situent après le "bottom", à la
di�érence des treillis obtenus avec la conjonction et la disjonction, puisqu'il peut être consistant
avec un ou plusieurs objets de ces concepts. Par exemple l'objet g1 appartient aux extensions
des deux concepts

(
(g1, g2), [2, 3]

)
et
(
(g1, g3), [4, 5]

)
sur la Figure 3.4.

De plus, le treillis permet d'obtenir les sous-ensembles maximaux des sources de G qui ont
fourni l'information contenue dans les intensions des concepts à partir des objets des extensions.
Par exemple, les valeurs [2, 3] ∪ [4, 5] représentent le résultat de la fusion du sous-ensemble
d'objets {g1, g2, g3} en utilisant l'opérateur fondé sur les SMC. Par conséquent, le concept >,
qui correspond à l'union de tous les SMC, est le résultat global de la fusion fondée sur les SMC
appliquée à toutes les sources.

Ainsi, pour les concepts situés juste au-dessus du concept (⊥) (la première ligne des concepts
dans le treillis), le sous-ensemble maximal des sources contient les sources données par leurs
extensions. Pour les autres concepts, nous considérons l'union des sous-ensembles d'objets des
extensions de ses sous-concepts si les extensions ont au moins une source en commun. Revenons
à la Figure 3.4 et considérons le concept

(
(g1, g2), (g1, g3), [2, 3] ∪ [4, 5]

)
: les valeurs [2, 3] ∪ [4, 5]

proviennent de {g1, g2}∪{g1, g3} = {g1, g2, g3}. Mais, dans le cas où les objets des extensions n'ont
aucune intersection, le sous-ensemble maximal de sources est l'union des objets en excluant l'objet
cohérent avec au moins un objet de chaque concept. Par exemple sur la Figure 3.4, considérons
le concept

((
(g1, g2), (g3, g4)

)
, [2, 3]∪ [6, 7]

)
, le sous-ensemble maximal des sources fournissant les

valeurs [2, 3] ∪ [6, 7] est {g2, g3, g4} puisque l'objet g1 est cohérent avec g2 d'une part et avec
l'objet g3 d'autre part. La Figure 3.5 illustre le même treillis de la Figure 3.4 mais en calculant
les sous-ensembles de sources de G fournissant les valeurs.
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3.4. Introduction de similarités

Figure 3.5 � Les sous-ensembles des sources fournissant les SMC de m1 de la Table 3.1

Nous remarquons sur la Figure 3.5 que la méthode utilisée pour la construction des treillis
des résultats de la fusion des SMC ne contient pas tous les sous-ensembles de sources de G, à la
di�érence des treillis des résultats conjonctifs et disjonctifs qui considèrent tous les sous-ensembles
maximaux des sources et leurs résultats de fusion. La méthode de pré-traitement utilisée pour
le treillis fondé sur les SMC considère les SMC maximaux des sources et leurs résultats de
fusion. Cependant, il ne contient que les SMC maximaux des sources de G. Par exemple, nous
ne trouvons pas le sous-ensemble {g1, g4} sur le treillis de concepts même si l'intersection de g1

et g4 est vide puisque {g1, g4} ⊆ {g1, g3, g4}. Ceci est dû à la non-associativité de l'opérateur
de fusion des SMC et à l'utilisation de l'union au sein des SMC des intervalles initiaux et non
directement sur ces derniers eux-mêmes. Néanmoins, le treillis nous permet de garder l'origine
de l'information et o�re plus de �exibilité aux les analystes et aux utilisateurs pour le choix d'un
sous-ensemble de sources dans plusieurs champs d'application quand il s'agit d'un problème de
fusion de données hétérogènes et (trop) contradictoires ayant un résultat de fusion qui n'est pas
utile pour la décision.

3.4 Introduction de similarités

Si nous considérons la taille des intervalles dans les treillis conjonctifs et disjonctifs, nous
remarquons que la taille du premier treillis de conjonction (intervalles et distributions) est en
général limitée, et que si le nombre de sources augmente et si les sources donnent des valeurs
incohérentes (distinctes) alors la conjonction est vide et le nombre de concepts du treillis ne
pose pas de problème du point de vue de la classi�cation, dont le but est de regrouper des
objets ayant des valeurs proches. Mais en considérant le treillis obtenu dans le cas de la fusion
disjonctive (ainsi que dans le cas de la fusion fondée sur les SMC puisque c'est une union), nous
remarquons que les intervalles les plus hauts sont les plus larges (en prenant pour la taille d'un
intervalle l'écart entre ses deux bornes inférieure et supérieure, c-à-d la di�érence entre sa borne
supérieure et sa borne inférieure). Ainsi, ces concepts plus haut placés possèdent plus d'objets
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

dans leur extensions. Notre but dans ce travail est de réduire au maximum l'incertitude des
variables d'entrées dans un domaine d'application (les données agronomiques) que nous allons
détailler plus tard. Les concepts les plus bas dans le treillis contiennent peu de sources mais avec
des informations spéci�ques en comparaison avec les informations plus haut. Si le nombre des
sources (fournissant des valeurs incohérentes (au moins disjonctifs)) augmente, alors le nombre
de concepts explose puisque tous les résultats possibles partiels et global de la fusion disjonctive
sont calculés.

Une des manières de réduire le nombre de concepts et de faciliter le choix des utilisateurs
parmi les résultats de fusion est de ne considérer que les concepts dont l'intension n'est pas plus
large qu'un seuil donné, ce qui revient à �ltrer les concepts à l'aide de contraintes.

Pour un concept ayant pour intension la description d = [a, b], on conserve le concept si
|b− a| ≤ θs, où θs est un seuil �xé par rapport au contexte de l'étude, par expertise, et suivant
la nature de la variable. Cette contrainte nous permet d'éliminer tous les super-concepts d'un
concept qui ne la véri�e pas puisqu'elle est monotone. Plusieurs travaux ont été développés dans
le cadre des classi�cations de données numériques en utilisant l'analyse formelle de concepts sans
aucune transformation de données (voir [140, 121, 7, 116, 118, 119]) et ont proposé des méthodes
fondées sur la dé�nition de notion de similarité entre les objets et les valeurs des attributs dans
un contexte numériques.

Dans ce travail, nous allons utiliser une notion de similarité fondée sur une distance entre les
bornes inférieure et supérieure des intervalles pour pouvoir les regrouper. En e�et, les résultats
de la fusion (disjonctive) sont généralement non convexes, l'intervalle pouvant alors être large et
inutile pour la décision dans certaines situations. Par conséquent le fait d'utiliser cette notion
évite de regrouper (fusionner) des objets qui n'ont pas des valeurs similaires par rapport à un
seuil donné. On dé�nit ainsi la notion de similarité entre sources et le seuil de similarité pour
chaque attribut.

3.4.1 Similarité entre valeurs

Deux valeurs d'un même attribut sont similaires s'il n'y a pas une grande di�érence entre
elles. Par exemple, considérons les valeurs suivantes pour une variable m : 10, 15, 22 et 25. La
di�érence maximale (la di�érence entre la valeur maximale et la valeur minimale) obtenue vaut
15. En considérant cette valeur maximale, toutes les valeurs se regroupent ensemble et elles sont
similaires.

Dé�nition 9 (Seuil de similarité) Un seuil de similarité (seuil de variation) est la variation
maximale autorisée entre deux valeurs similaires. Pour toutes deux valeurs ai et aj pour une
variable m, on dit que ai est similaire à aj ssi :

|aj − ai| ≤ θm (3.6)

Par exemple, si nous considérons la valeur θm = 6, les valeurs 10 et 15 de la variable m sont
similaires puisque 15−10 = 5 < 6, mais les valeurs 22 et 25 ne le sont pas puisque leur di�érence
excède la valeur du seuil θm.

Lorsque les objets décrivent les variables par des intervalles, la dé�nition de la similarité entre
les deux objets sera dé�nie comme étant la variation maximale autorisée entre les valeurs du plus
petit intervalle fermé qui contient ces intervalles.
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3.4. Introduction de similarités

3.4.2 Intervalles similaires

Pour un seuil de similarité θm, et deux intervalles [ai, bi] et [aj , bj ], ces deux intervalles sont
dits similaires si et seulement si :

|max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm (3.7)

Revenons à l'exemple de la Table 3.1, nous avons δ(g1) = [1, 5], δ(g3) = [4, 7] et δ(g4) = [6, 10].
Considérons le seuil θm1 = 6, alors δ(g1) est similaire à δ(g3) mais elle n'est pas similaire à δ(g4).
Par conséquent, les deux objets g1 et g3 sont similaires mais les objets g1 et g4 ne le sont pas.

La relation de similarité n'est pas transitive, c-à-d si a est similaire à b et b est similaire à c,
on n'a pas forcément a similaire à c. Considérons les trois objets g1, g3 et g4, g3 est similaire aux
deux objets g1 et g4 mais g1 et g4 ne sont pas similaires puisqu'ils ne véri�ent pas la dé�nition
de la similarité.

Le choix d'un seuil de similarité θm pour une variable m permet de juger si deux objets sont
similaires (c-à-d ils ont des valeurs similaires) pour la variable m.

Considérer deux objets similaires implique la dé�nition de deux objets di�érents (non simi-
laires) d'où l'introduction d'un élément ∗ qui désigne la non similarité de deux objets, ce qui se
traduit par le rejet du résultat de la fusion dans le cas des informations qui ne sont pas similaires.
L'élément ∗ est subsumé par tout intervalle d dans le demi-treillis d'intervalles :

∗ u d = ∗ ⇔ ∗ v d

Deux intervalles c et d sont dissimilaires si et seulement si c u d = ∗.
Donc, pour un seuil de similarité θ ∈ R, et deux intervalles [ai, bi] et [aj , bj ], le résultat de

leur in�mum contraint par θ est donné par :

[ai, bi] uθ [aj , bj ]) =

{
[min(ai, aj),max(bi, bj)] si |max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm
∗ sinon

(3.8)

Néanmoins, l'ensemble des objets n'est pas maximal et il arrive des cas où on regroupe des objets
qui ne sont pas similaires entre eux. Pour calculer un ensemble d'objets valide à regrouper, Ganter
et Kuznetsov [94] ont introduit la notion de projection. Une projection ψ est une application de
D dans D (D est l'inf-demi-treillis) qui associe à tout patron d ∈ D un nouveau patron plus
général ψ(d) avec ψ(d) w d, ce qui signi�e dans un contexte numérique que l'on remplace tout
intervalle d par un intervalle ψ(d) plus large (ψ(d) ⊇ d).

Pour calculer la projection de chaque patron, il su�t de trouver les patrons qui lui sont
similaires, puis de retirer les patrons qui ne sont pas similaires entre eux en�n de calculer leur
in�mum.

3.4.3 Fusion d'informations et similarité

Comme mentionné dans les sections précédentes, les résultats de la fusion (notamment) dis-
jonctive sont nombreux, ce qui rend le travail d'un analyste plus di�cile. L'approche décrite dans
la section 3.4.2 est donc particulièrement intéressante dans le cas des contextes volumineux. Cette
approche permet de réduire la taille du treillis de concepts des résultats disjonctifs en éliminant
un nombre des concepts qui ne semble pas utiles pour l'utilisateur. Dans cette partie, nous nous
intéressons à la fusion disjonctive des intervalles (voir section 3.2). En introduisant le seuil θm,
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

l'opérateur in�mum qui représente l'opérateur de fusion disjonctif dé�ni dans la section 3.2 est
dé�ni pour une variable m comme suit :

φm([ai, bi], [aj , bj ]) =

{
[min(ai, ai),max(bi, bj)] si |max(bi, bj)−min(ai, aj)| ≤ θm
∗ sinon

(3.9)

Ainsi le résultat de la fusion de deux intervalles similaires est la plus petite enveloppe convexe
qui les contient. Par conséquent, les résultats de la fusion organisés dans le treillis obtenu à partir
d'un contexte sont convexes. Le seuil θ permet donc de contrôler la convexi�cation des résultats.
Ainsi, cette approche ne permet que la fusion des informations qui sont similaires par rapport
au seuil θ choisi et elle ne garde que les concepts ayant des sources similaires deux à deux. Les
tailles de tous les intervalles résultants ne dépassent pas le seuil θ. Considérons l'exemple de la
variable m donné dans la Table 3.3 où il y a douze objets et une variable. Le treillis des résultats
disjonctifs correspondant à l'exemple de la Table 3.3 contient 90 concepts. Pour un seuil θ = 10,
le treillis obtenu est donné sur la Figure 3.6. Le nombre de concepts est réduit ainsi que les
résultats de la fusion sont convexes.

m

g1 [1,5]
g2 [2,3]
g3 [1,3]
g4 [4,7]
g5 [6,7]
g6 [16,20]
g7 [8,12]
g8 [4,14]
g9 [11,13]
g10 [15,20]
g11 [1,7]
g12 [10,18]

Table 3.3 � Information
donnée pour une variable m

Figure 3.6 � Le treillis de concepts correspondant au contexte de
la Table 3.3

3.4.4 Variation de la précision dans le treillis

La variation du seuil θ peut entraîner l'apparition et/ou la disparition de concepts dans le
treillis de concepts obtenu à partir d'un contexte numérique. Une variation se traduit par un
changement de la contrainte à véri�er par les valeurs des variables du contexte. L'augmentation
de la valeur du seuil θ entraîne un relâchement et le nombre de concepts augmente puisque de
nouveaux groupements apparaissent. À l'inverse, si la valeur du seuil θ diminue, moins d'objets
sont similaires puisque la contrainte est renforcée à cause de la diminution de la valeur du seuil.
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3.4. Introduction de similarités

Par exemple, dans la Table 3.3, δ(g6) = [16, 20] et δ(g12) = [10, 18]. Pour θm = 9 les deux objets
g6 et g12 sont similaires et ils apparaissent ensemble dans le treillis de concepts obtenu à partir
du contexte pour le seuil θm = 9. Cependant, si on diminue le seuil θm = 8 les objets g6 et g12

ne sont plus similaires. Ainsi des liens entre les concepts disparaissent et d'autres apparaissent
comme le montrent les treillis de la Table 3.4.
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3.5. Fusion pour plusieurs variables dans le treillis

3.5 Fusion pour plusieurs variables dans le treillis

3.5.1 Conjonction et disjonction

Dans la Section 2.4.1, nous avons montré comment traiter plusieurs variables dans une struc-
ture de patrons et comment construire le treillis. Dans cette section, nous considérons que les
sources fournissent des valeurs pour di�érentes variables. Ceci peut être intéressant pour calculer
le résultat de la fusion pour toutes les variables simultanément.

Par exemple, la Table 3.1 présente les objets décrits par des vecteurs d'intervalles. Nous consi-
dérons un vecteur d'intervalles à p dimensions, composé de p intervalles où chaque intervalle cor-
respond à une variable unique, par exemple la description de l'objet g1 est δ(g1) = 〈[1, 5], [1, 9]〉.

Pour formaliser une structure de patrons dans le cas de la fusion d'informations, il su�t de
dé�nir un in�mum, i.e. un opérateur de fusion, pour chaque dimension (variable). L'opérateur
de fusion s'applique sur deux ou plusieurs vecteurs. Les vecteurs doivent être de la même taille
et les variables sont supposées indépendantes. On suppose un ordre canonique sur les dimensions
des vecteurs.

La fusion des vecteurs d'intervalles est dé�nie comme étant la fusion entre les intervalles de
chaque dimension et en utilisant la relation d'ordre partiel des descriptions des objets dé�nie
dans [120] (voir Section 2.4.1).

Le triplet (G, (D,u), δ) détermine une structure de patrons, où G est un ensemble des sources,
(D,u) est un inf-demi-treillis de patrons où D est l'union des espaces de fusion de toutes les
variables et δ est la fonction qui associe à tout g ∈ G sa description dans D. Notons que u
représente l'opérateur de fusion qui peut être choisi pour chaque dimension.

Revenons à la Table 3.1 et considérons les deux objets g1 et g2, u représente l'intersection
d'intervalles. Le résultat de la fusion conjonctive pour les variables m1 et m2 est respectivement
[2, 3] et [1, 3] puisque 〈[1, 5], [1, 7]〉 ∩ 〈[2, 3], [1, 3]〉 = 〈[1, 5] ∩ [2, 3], [1, 7] ∩ [1, 3]〉 = 〈[2, 3], [1, 3]〉.

Le treillis résultant du traitement de plusieurs variables permet d'avoir simultanément le
résultat de la fusion de ces variables. La Figure 3.7 illustre un exemple de traitement de plusieurs
variables pour la Table 3.1. Considérons par exemple le concept ({g1, g2}, ([2, 3], [1, 3])), le résultat
de la fusion conjonctive des informations provenant des sources g1 et g2 pour la variable m1

(respectivement pour m2) est [2, 3] (respectivement [1, 3] pour m2). Le concept général du treillis
(>) représente le résultat conjonctif pour les deux variables (qui est vide dans notre exemple).

Nous pouvons également opérer une fusion simultanée pour plusieurs variables dans le cas
de l'information modélisée par des distributions de possibilités. Il su�t de dé�nir les vecteurs
d'intervalles et de choisir un opérateur de fusion. Notons que nous pouvons utiliser des opérateurs
de fusion di�érents pour chaque dimension : par exemple, dans la Table 3.1, en considérant
l'opérateur conjonctif pour m1 et l'opérateur disjonctif pour m2.

3.5.2 Treillis des SMC d'intervalles pour plusieurs variables

Dans le cas où les sources d'informations fournissent des informations pour plusieurs variables
comme dans la Table 3.1, nous utilisons la méthode de pré-traitement des données détaillée dans
la section 3.3.3 pour construire le treillis de concepts. Le treillis obtenu permet dans le cadre de la
fusion d'informations d'obtenir les résultats de la fusion pour plusieurs variables simultanément
en considérant que les variables sont indépendantes.

Nous considérons donc d'abord les SMC des variables et nous construisons ensuite la structure
de patrons telle que les descriptions des objets sont les valeurs des SMC pour la variable et vide
sinon.
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Figure 3.7 � Le treillis d'intersection pour les deux variables m1 et m2 de la Table 3.1

Considérons l'exemple de la Table 3.1 avec deux variables m1 et m2. Les SMC des intervalles
de la variable m1 sont [2, 3], [4, 5] et [6, 7] donnés par les sous-ensembles de sources {g1, g2},
{g1, g3} et {g3, g4}. Les SMC des intervalles de la variable m2 sont [1, 3] et [6, 7] provenant des
sous-ensembles {g1, g2} et {g1, g3}. Nous remarquons que les sous-ensembles {g1, g2} et {g1, g3}
sont des SMC pour m1 et m2, tandis que le sous-ensemble {g3, g4} est un SMC pour m1 mais pas
pour m2. Par conséquent l'ensemble d'objets de la structure de patrons des SMC est tel que O =
{(g1, g2), (g1, g3), (g3, g4)}. Pour les descriptions des objets dans O, seul le sous-ensemble {g3, g4}
n'est pas un SMC pour m2 puisqu'il ne fournit pas d'information pour m2 donc δ(g3, g4) = ∅ et
la structure de patrons résultante est donnée dans la Table 3.5.

m1 m2

(g1, g2) [2, 3] [1, 3]

(g1, g3) [4, 5] [6, 7]

(g3, g4) [6, 7] ∅
(g4) ∅ [8, 9]

Table 3.5 � Table résultant du pré-traitement des deux variables

Le treillis de concepts résultant pour deux variables est donné sur la Figure 3.8. Les extensions
des concepts sont données pour chaque concept. Les intensions sont données dans la Table 3.6.
Nous trouvons les résultats de la fusion des SMC pour les deux variables simultanément. Le
concept le plus général du treillis représente le résultat de la fusion des SMC des deux variables
m1 et m2.

Les sous-ensembles maximaux cohérents des sources de G (les origines des SMC) sont donnés
sur le diagramme de la Figure 3.9. Comme dans le cas d'une seule variable, nous remarquons
sur le treillis de concepts de la Figure 3.9 qu'il ne contient pas tous les sous-ensembles possibles
de sources de G pour chacune des variables m1 et m2. En e�et, pour calculer le sous-ensemble
maximal de sources de G qui a fourni l'information dans l'intension des concepts du treillis, il
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3.5. Fusion pour plusieurs variables dans le treillis

Figure 3.8 � Treillis de concepts des SMC pour deux variables

su�t de faire l'union des objets de l'extension pour une même variable si leur intersection n'est
pas vide. Sinon, l'union des objets de l'extension des concepts est à considérer en excluant les
sources de G qui sont cohérentes avec au moins une source appartenant aux objets de O dans le
treillis.

Considérons par exemple, le concept marqué (7) sur le treillis de la Figure 3.8 ayant comme
extension le sous-ensemble d'objets {(g1, g2), (g1, g3)} et comme intension ([2, 3] ∪ [4, 5], [1, 3] ∪
[6, 7]) (voir la Table 3.6). Par conséquent le sous-ensemble maximal de sources de G, pour les
deux variablesm1 etm2, qui ont fourni les SMC de l'intension est {g1, g2}∪{g1, g3} = {g1, g2, g3}
puisque {g1, g2} et {g1, g3} ont une source en commun (qui est g1).

Si nous considérons le concept (3) sur la Figure 3.8
(
{(g1, g2), (g3, g4), g4}, [2, 3]∪ [6, 7], [1, 3]∪

[8, 9]
)
:

� Pour la variable m1, les sous-ensembles de sources {g1, g2} et {(g3, g4} n'ont pas d'inter-
section. De plus, la source g1 du sous-ensemble {g1, g2} est cohérente avec la source g3 du
sous-ensemble {(g3, g4}. Par conséquent, le sous-ensemble maximal de sources de G qui
fournit le SMC de l'intension pour m1 est {{g1, g2} ∪ {g3, g4}}\{g1} = {g2, g3, g4}.

� Pour la variablem2, les sous-ensembles de sources {g1, g2} et {(g4)} n'ont pas d'intersection,
aucun des sources du sous-ensemble {g1, g2} n'est cohérente avec au moins une des sources
du sous-ensemble {(g4)}, donc l'union des deux sous-ensembles est à considérer et le sous-
ensemble maximal de sources est {g1, g2, g4}.
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Chapitre 3. Fusion d'intervalles par l'analyse formelle de concepts

Numéro de concept intension
(1) (m1, [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7] ∪ [8, 9])

(2) (m1, [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7])

(3) (m1, [2, 3] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3] ∪ [8, 9])

(4) (m1, [2, 3] ∪ [4, 5]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7] ∪ [8, 9])

(5) (m1, [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [6, 7] ∪ [8, 9])

(6) (m1, [2, 3] ∪ [6, 7]), (m2, [1, 3])

(7) (m1, [2, 3] ∪ [4, 5]), (m2, [1, 3] ∪ [6, 7])

(8) (m1, [2, 3]), (m2, [1, 3] ∪ [8, 9])

(9) (m1, [4, 5] ∪ [6, 7]), (m2, [6, 7])

(10) (m1, [6, 7]), (m2, [8, 9])

(11) (m1, [4, 5]), (m2, [6, 7] ∪ [8, 9])

(12) (m1, [2, 3]), (m2, [1, 3])

(13) (m1, [6, 7]), (m2, ∅)
(14) (m1, [4, 5]), (m2, [6, 7])

(15) (m1, ∅), (m2, [8, 9])

(16) (m1, ∅), (m2, ∅)

Table 3.6 � Intensions des concepts du treillis des SMC des deux variables m1 et m2 de la
Table 3.1

Figure 3.9 � Les sous-ensembles de G fournissant les SMC pour les deux variables m1 et m2
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4

Fusion de distributions de possibilité
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Dans ce chapitre, nous traitons le problème de la fusion d'informations modélisées par des
intervalles �ous. Nous illustrons nos exemples à partir de la Table 4.1 où il y a quatre sources d'in-
formations délivrant des valeurs imprécises pour deux variables modélisées avec une distribution
de possibilités dans [0, 1]. Une distribution de possibilités sera notée, pour une variable m et une
source g ∈ G, par πm(g). Nous considérons la notation suivante pour les intervalles emboîtés : pour
tous les intervalles I et J de R , on écrit (dI; Je , [θ, γ]) = {[x, y] ⊆ R|I ⊇ [x, y] ⊇ J} entre deux ni-
veaux θ et γ, ainsi une distribution de possibilités est un ensemble d'intervalles emboîtés qui sont
ses α-coupes, on écrit 〈[1, 5], [2, 3]〉 = (d[1, 5]; [2, 3]e , [0, 1]) = {[x, y] ⊆ R|[1, 5] ⊇ [x, y] ⊇ [2, 3]}
entre l'α-coupe θ = 0 et l'α-coupe γ = 1. Avant d'introduire la notion d'espace de fusion de
distributions, nous rappelons comment calculer les valeurs d'intersection des sources. Destercke
et al. [58] ont introduit un algorithme qui calcule les valeurs βq. Ces dernières correspondent
aux hauteurs des distributions min(πi, πj) pour toutes les paires de distributions πi et πj ,
∀i, j ∈ 1, . . . , N . Une valeur βq correspond à celle de l'α-coupe au-delà de laquelle πi et πj
ne sont plus cohérentes (elles n'ont plus d'intersections). L'algorithme introduit dans les travaux
de Destercke [58, 55] est donné ci-dessous (voir Algorithme 2).
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité

m1 m2

Support Noyau Support Noyau
g1 [1, 5] [2, 3] [1, 7] [2, 5]

g2 [2, 3] [3, 3] [1, 3] [2, 2]

g3 [4, 7] [5, 6] [6, 7] [6, 6]

g4 [6, 10] [8, 9] [8, 9] [8, 8]

Table 4.1 � Informations modélisées par des intervalles �ous

Algorithme 2: Valeurs βk du résultat de la fusion des SMC pour une variable m

Entrées : n distributions de possibilité πi
Sorties : Liste des valeurs βk

Liste=∅ ;i = 1
pour chaque k = 1, . . . , N faire

pour chaque l = 1, . . . , N faire

βi = max(min(πk, πl))
i = i+ 1
Ajouter βi à la liste

�n

�n

Ordonner les éléments de l'ensemble Liste par ordre croissant

4.1 Fusion conjonctive de distributions de possibilités

Dé�nition 10 (Espace de fusion de distributions) Un espace de fusion de distributions Qm
est composé des informations fournies par les sources pour la variable m munies de leurs inter-
valles de con�ance, et de tous leurs résultats de fusion possibles suivant un opérateur de fusion
φm.

Par exemple, dans la Table 4.1, en considérant l'opérateur conjonctif et la variablem1, l'espace
de fusion de distributions est donné par :

Qm = {(d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1]),
(d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]),
(d[4, 7], [5, 6]e , ]0, 1]),
(d[6, 10], [8, 9]e , ]0, 1]),
(d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]),
(
⌈
[4, 5], [13

3 ,
13
3 ]
⌉
, ]0, 1

3 ]),
(
⌈
[6, 7], [20

3 ,
20
3 ]
⌉
, ]0, 1

3 ]), ∅}

Une remarque relative à la fusion conjonctive est que le résultat n'est pas forcément normalisé.
Ceci est dû au con�it entre les sources puisqu'aucune valeur n'est considérée simultanément et
complètement possible par les sources. Moins le résultat de la conjonction est normalisé, plus le
con�it entre les sources est important, et moins il est légitime de supposer que toutes les sources
du sous-ensemble A sont �ables. En revanche, on peut continuer de supposer que les sources
sont �ables et renormaliser le résultat de la fusion conjonctive, en divisant par la hauteur de la
distribution résultante de la fusion qui représente le degré de con�it entre les sources.
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4.1. Fusion conjonctive de distributions de possibilités

4.1.1 L'opérateur de fusion conjonctif comme in�mum

Le résultat de la fusion conjonctive de N distributions de possibilités est donné par :

π̂m =
⋂

i=1,...,N

πm(gi) (4.1)

Comme indiqué dans la section 1.8, l'opérateur conjonctif est une opération commutative, asso-
ciative et idempotente. L'opérateur de fusion conjonctif des distributions peut donc être considéré
comme un in�mum. Par conséquent, (Qm,∩) est un inf-demi-treillis.

La relation d'ordre des intervalles classiques est étendue pour les sous-ensembles �ous. Par la
suite, les éléments de Qm sont ordonnés tels que R1 ∩R2 = R1 ⇔ R1 ⊆ R2. La relation d'ordre
appliquée sur les intervalles classiques est étendue aux sous-ensembles �ous grâce à l'équation
E ⊆ F ⇔ µE(x) ≤ µF (x),∀x pour toute paire de sous-ensembles �ous E et F ayant des fonctions
d'appartenance respectives µE et µF .

4.1.2 Construction du treillis de concepts

Le triplet (G, (Qm,∩), δ) est une structure de patrons où G est l'ensemble de sources, (Qm,∩)
désigne l'inf-demi-treillis et δ est la fonction qui associe à chaque objet dans G son information
dans Qm.

Les opérateurs de dérivation pour le mode de fusion conjonctif sont dé�nis par :

A� =
⋂
g∈A πm(g)

d� = {g ∈ G|d ⊆ πm(g)}
(4.2)

Le premier opérateur (Eq 4.2) retourne le sous-ensemble �ou commun à tous les sous-
ensembles �ous des objets de A et le second (Eq 4.2) fournit pour chaque distribution d le
sous-ensemble de sources de G qui la contiennent.

Revenons à l'exemple de la Table 4.1, considérons les objets g1, g2 et g3 ayant les des-
criptions respectives δ(g1) = (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1]), δ(g2) = (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]) et δ(g3) =
d[4, 7], [5, 6]e , ]0, 1]) :

{g1, g2}� = πm1(g1) ∩ πm1(g2)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∩ 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1])

〈[2, 3]; [3, 3]〉� = {g ∈ G | 〈[2, 3]; [3, 3]〉 v πm(g)}
= {g1, g2}

{g1, g3}� = πm1(g1) ∩ πm1(g3)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∩ 〈[4, 7]; [5, 6]〉
= (

⌈
[4, 5]; [13

3 ,
13
3 ]
⌉
, ]0, 1

3 ])
(
⌈
[4, 5]; [13

3 ,
13
3 ]
⌉
, ]1

3 ,
1
3 ])� = {g ∈ G | (

⌈
[4, 5]; [13

3 ]
⌉
, ]1

3 ,
1
3 ]) v πm(g)}

= {g1, g3}
Le résultat de la fusion des éléments d'informations du sous-ensemble {g1, g2} est normalisé et
celui de {g1, g3} n'est pas normalisé.

Puisque {g1, g2}� = (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]) et (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1])� = {g1, g2}, la paire
({g1, g2}, (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1])) est un concept formel.

L'ensemble de tous les concepts ordonnés forme le treillis correspondant au triplet
(G, (Qm,∩), δ) donné sur le diagramme de la Figure 4.1.
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité

Figure 4.1 � Treillis des résultats conjonctifs pour la variable m1 de la Table 4.1

Numéro de concept Intension
(1) ∅
(2) (

⌈
[6, 7], [20

3 ,
20
3 ]
⌉
, ]0, 1

3 ])

(3) (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1])

(4) (
⌈
[4, 5], [13

3 ,
13
3 ]
⌉
, ]0, 1

3 ])

(5) (d[6, 10], [8, 9]e , ]0, 1])

(6) (d[4, 7], [5, 6]e , ]0, 1])

(7) (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1])

Table 4.2 � Résultats conjonctifs de la variables m1 de la Table 4.1

4.1.3 Interprétation du treillis de concepts

Les extensions sont données pour chaque concept sur la Figure 4.1. Les intensions sont don-
nées dans la Table 4.2. Le treillis nous permet de plus de conserver l'origine de l'information
ainsi que le niveau de con�ance du résultat de fusion partiel obtenu. Les intensions représentent
le résultat de fusion des sources de l'extension. Le concept général > est le résultat de fusion
global. L'intervalle de con�ance donné dans chaque intension montre si les sources sont consis-
tantes (distribution résultante normalisée) ou elles sont partiellement consistantes (distribution
résultante non normalisée).

Ce treillis est une généralisation du treillis obtenu pour les intervalles classiques puisque les
distributions de possibilités sont des intervalles emboîtés.

Tout concept (A, d) est intéressant de plusieurs points de vue. Par exemple, pour le concept
({g1, g2}, (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1])) (marqué (3) sur la Figure 4.1), on a :

� L'intension d qui représente l'ensemble des intervalles emboîtés entre deux α-coupes spé-
ci�ques est le résultat de la fusion des informations des sources de l'extension des sources
dans A, par exemple (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]) est le résultat de la fusion conjonctive du sous-
ensemble {g1, g2}.
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4.2. Fusion disjonctive de distributions de possibilités

� L'intervalle de con�ance montre la consistance entre les sources de A, g1 et g2 sont totale-
ment consistante puisque l'intervalle de la quantité de con�ance a pour maximum 1.

� Le sous-ensemble A est maximal.
� L'extension préserve l'origine de l'information, (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]) provient de g1 et g2.
� Le concept général > représente le résultat global de la fusion de toutes les sources.

4.2 Fusion disjonctive de distributions de possibilités

Dans cette section, nous généralisons le cas des intervalles pour la fusion disjonctive et nous
reprenons le cas de la fusion de distributions de possibilités. Nous illustrons nos exemples à partir
de la Table 4.1 pour la variable m1.

L'opérateur de fusion disjonctif appliqué à N sources fournit le résultat suivant :

π̂m =
⋃

i=1,...,N

πm(gi)

4.2.1 L'opérateur de fusion disjonctif comme in�mum

L'opérateur disjonctif est commutatif, associatif et idempotent (voir section 1.8). L'opérateur
disjonctif est donc un in�mum et l'espace de fusion de distributions muni de la disjonction est
un inf-demi-treillis.

Soit Qm l'espace de fusion de distributions en utilisant l'opérateur de fusion disjonctif. Les
éléments de Qm sont des intervalles emboîtés et sont ordonnés tels que R1∪R2 = R2 ⇔ R1 ⊇ R2.
La relation d'ordre des intervalles �ous pour l'union est étendue à partir de la relation d'ordre
appliquée sur les intervalles classiques.

Le triplet (G, (Qm,∪), δ) est une structure de patrons où G est l'ensemble de sources, (Qm,∪)
est l'inf-demi-treillis ordonné et δ est une fonction qui associe à chaque sources dans G sa des-
cription dans Qm.

4.2.2 Construction du treillis de concepts

Les opérateurs de dérivation pour le mode de fusion disjonctif sont dé�nis par :

A� =
⋃
g∈A πm(g)

d� = {g ∈ G|d ⊇ πm(g)}
(4.3)

L'opérateur donné dans l'équation (4.3) retourne le résultat de la fusion disjonctive des dis-
tributions des objets dans A. L'opérateur dans l'équation (4.3) retourne pour chaque description
d le sous-ensemble de sources de G qui l'ont fournie.

Revenons à l'exemple de la Table 4.1 et considérons les objets g1, g2 et g3. On a δ(g1) =
(d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1]), δ(g2) = (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]) et δ(g3) = d[4, 7], [5, 6]e , ]0, 1]) :

{g1, g2}� = πm1(g1) ∪ πm1(g2)

= 〈[1, 5]; [2, 3]〉 ∪ 〈[2, 3]; [3, 3]〉
= 〈[1, 5]; [2, 3]〉
= (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1])

〈[1, 5]; [2, 3]〉� = {g ∈ G | 〈[1, 5]; [2, 3]〉 v πm(g)}
= {g1, g2}
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité

Puisque {g1, g2}� = (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1]) et (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1])� = {g1, g2}, la paire
({g1, g2}, (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1])) est un concept formel. L'ensemble de tous les concepts ordonnés
forme le treillis correspondant au triplet (G, (Qm,∪), δ) donné sur le diagramme de la Figure 4.2.

Figure 4.2 � Treillis des résultats disjonctifs de la variable m1 de la Table 4.1

4.2.3 Interprétation du treillis de concepts

Le treillis obtenu est donné sur Figure 4.2. Les extensions sont données pour chaque concept.
Les intensions sont données dans la Table 4.3. La Table 4.4 montre un exemple des distributions de
plusieurs concepts du treillis. Comme dans le cas des intervalles, le treillis nous permet d'identi�er
des sous-ensembles maximaux de sources avec leurs résultats de fusion disjonctifs où l'information
est modélisée par une distribution de possibilités. L'intervalle de con�ance montre le con�it entre
les sources. Le treillis construit à partir de l'opérateur disjonctif pour la fusion des distributions
de possibilités est le treillis généralisé du treillis obtenu dans le cas des intervalles classiques
puisque les distributions de possibilités sont des intervalles emboîtés. Le treillis possède les mêmes
propriétés qu'un treillis obtenu dans le cas des intervalles classiques c-à-d tout concept contient
dans son intension le résultat de la fusion pour les sources dans son extension. Un concept
est moins informatif que son sous-concept puisqu'on enrichit l'information avec une nouvelle
information qui n'est pas nécessairement �able.

Notons que les résultats de fusion ne sont pas nécessairement convexes. Il est toujours possible
de considérer l'enveloppe convexe du résultat. On y perd de l'information mais on gagne de
l'e�cacité dans le calcul. Dans le processus de décision, l'expert pourra trouver tous les sous-
ensembles maximaux possibles des sources de G puisque le résultat global n'est pas souvent
utile et est imprécis, surtout lorsque les sources fournissent des informations incohérentes et
contradictoires.
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4.2. Fusion disjonctive de distributions de possibilités
N
um

ér
o

In
te
ns
io
n

(1
)

(⌈ [1
,1

0]
,[

4 3
,

2
9 3
]⌉ ,]0

,
1 3
])
∪

(⌈ [4 3
,

1
3 3
],

[2
,3
.0

]⌉ ,]1 3
,1

])
∪

(⌈ [1
3 3
,

2
0 3
],

[5
,6

]⌉ ,]1 3
,1

])
∪

(⌈ [2
0 3
,

2
9 3
],

[8
,9

]⌉ ,]1 3
,1

])

(2
)

(⌈ [4
,1

0.
0]
,[

1
3 3
,

2
9 3
]⌉ ,]0

,
1 3
])
∪

(⌈ [1
3 3
,

2
0 3
],

[5
,6

]⌉ ,]1 3
,1

])
∪

(⌈ [2
0 3
,

2
9 3
],

[8
,9

]⌉ ,]1 3
,1

]

(3
)

(⌈ [1
,7

],
[4 3
,

2
0 3
]⌉ ,]0

,
1 3
])
∪

(⌈ [4 3
,

1
3 3
],

[2
,3
.0

]⌉ ,]1 3
,1

])
∪

(⌈ [1
3 3
,

2
0 3
],

[5
,6

]⌉ ,]1 3
,1

])

(4
)

(d
[1
,5

],
[2
,3

]e
,]

0,
1]

)
∪

(e
[6
,1

0.
0]
,[

8,
9]
e,

]0
,1

])

(5
)

(d
[4
,7

],
[5
,6

]e
,]

0,
1]

)

(6
)

(d
[6
,1

0.
0]
,[

8,
9]
e,

]0
,1

])

(7
)

(d
[1
,5

],
[3
.0
,3
.0

]e
,]

0,
1]

)
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité

4.3 Fusion des SMC des distributions

4.3.1 Extraction des SMC dans les distributions de possibilités

Pour l'opérateur de fusion fondé sur les SMC, nous calculons d'abord les SMC des distri-
butions et nous appliquons l'opérateur disjonctif sur ces derniers. Pour extraire les SMC des
distributions, nous rappelons la méthode introduite par Destercke pour les distributions de pos-
sibilités qui consiste à calculer des valeurs particulières des niveaux α pour trouver le résultat de
la fusion des SMC des distributions.

Une distribution de possibilités, par dé�nition, est un ensemble d'intervalles emboîtés qui
sont ses α-coupes.

En e�et, à chaque niveau α, les α-coupes des distributions forment un ensemble d'intervalles
dont nous pourrons calculer les résultats de leur fusion en utilisant l'algorithme 1. Par conséquent,
pour tout Iα = {Iα1 , . . . , IαN} qui correspond à l'ensemble de n α-coupes Iαi (i = 1, . . . , N(α)), on
obtient un résultat de fusion des SMC des intervalles comme détaillé dans la section 3.3.2.

Formellement, soit Kα les sous-ensembles d'intervalles de Iα tels que
⋂
i=1,...,|Kα|K

α
i 6= ∅, avec

Kα
i ∈ Iα, la méthode de fusion s'écrit alors : Kα =

⋃
j=1,...,pKα

j où p est le nombre des sous-
ensembles maximaux cohérents pour un niveau α donné. En général, la méthode s'écrit pour N
sources ayant N(α) SMC pour la coupe de niveau α :

π̂α =
⋃

j=1,...,N(α)

⋂
i=1,...,|Eαj |

Kα
i (4.4)

En général, Kα est une union d'intervalles disjoints, et nous n'avons pas Kα ⊃ Kβ, ∀ β > α, par
conséquent le résultat de la fusion globale de N sources n'est pas une distribution de possibilités,
puisque les α-coupes ne sont pas emboîtées. Cependant il existe un ensemble �ni de valeurs
βq ∈]0, 1] telles que 0 = β1 ≤ . . . ≤ βq ≤ βq+1 = 1 et les ensembles Kα sont emboîtés pour α ∈
]βq, βq+1]. En utilisant l'Algorithme 2, nous pouvons calculer ces valeurs. Considérons l'exemple
de la Table 4.1, les distributions de possibilités des sources de G pour la variable m1 sont :
πm1(g1) = (d[1, 5], [2, 3]e , ]0, 1]), πm1(g2) = (d[2, 3], [3, 3]e , ]0, 1]), πm1(g3) = (d[4, 7], [5, 6]e , ]0, 1]),
et πm1(g4) = (d[6, 10], [8, 9]e , ]0, 1]). En appliquant l'algorithme 2, nous trouvons les valeurs β =

1 pour le sous-ensemble de distributions {πm1(g1), πm1(g2)}, β = 1
3 pour le sous-ensemble de

distributions {πm1(g2), πm1(g3)}, et β = 1
3 pour le sous-ensemble {πm1(g3), πm1(g4)}. Alors, Liste =

{1, 1
3 ,

1
3}. Les valeurs de βq ordonnées correspondantes à notre exemple sont donc 0 < β1 = β2 =

1
3 < β3 = 1. Comme mentionné plus haut, à partir du niveau α = 1

3 , les distributions qui
représentent πm1(g2) et πm1(g3) (respectivement πm1(g3) et πm1(g4)) ne sont plus cohérentes. Par
conséquent, le résultat de la fusion des SMC est un ensemble d'intervalles emboîtés entre ]0, 1

3 ]
et ]1

3 , 1]
Le résultat de la fusion des SMC est, en général, une structure de croyance �oue [58]. Si nous

appliquons l'équation 4.3.1 pour α ∈]βq, βq+1], nous obtenons un ensemble �ou non normalisé
dont le degré d'appartenance varie dans l'intervalle ]βq, βq+1] puisque les ensembles sont emboîtés
entre ces valeurs. Cet ensemble peut être normalisé en changeant la fonction d'appartenance à
ce sous sous-ensemble µ par

max(µ− βq, 0)

βq+1 − βq
et en assignant le poids λi = βq+1−βq à cet ensemble �ou. Le poids λi peut s'interpréter comme
étant la quantité de con�ance donnée à la représentation de l'ensemble �ou.

La Figure 4.3 présente le résultat de la fusion des SMC de la variable m1. Si nous prenons
l'α-coupe stricte (c-à-d les supports), nous retrouvons le résultat montré sur la Figure 3.3 pour
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4.3. Fusion des SMC des distributions

Figure 4.3 � Résultat de la fusion des SMC des distributions de l'exemple de la Table 4.1

les intervalles. Notons également que si toutes les sources s'accordent sur au moins une valeur
commune (c-à-d il existe une seule valeur pour α), le résultat est un ensemble �ou unique qui
représente la conjonction usuelle. Au contraire, si les sources sont disjonctives deux à deux (en
con�it) alors le résultat est un ensemble �ou unique qui représente la disjonction usuelle. La struc-
ture obtenue est interprétée comme une bonne représentation de toutes les informations fournies
par les sources. Cependant, il semble aussi di�cile de tirer des conclusions ou des informations
directement de la structure. Dans les sections suivantes nous présentons la méthode fondée sur
l'AFC pour extraire de l'information à partir de la méthode de fusion des SMC pouvant être
utile pour l'analyste.

4.3.2 Pré-traitement des données

Nous utilisons une méthode de traitement des données similaire à celle introduite dans la
section 3.3.3, i.e. nous calculons les SMC avec leurs valeurs pour la variable m et construisons le
treillis en utilisant l'opérateur disjonctif. Comme mentionné ci-dessus, les résultats de la fusion
des SMC ne sont pas des distributions, mais des sous-ensembles de valeurs munis des intervalles
de con�ance. Par conséquent, pour construire le treillis des SMC, il faut considérer plusieurs cas
suivant les valeurs de α.

Revenons à l'exemple de la Table 4.1, où on a 0 < β1 = β2 = 1
3 < β3 = 1. A partir du niveau

α = 1
3 les sources g1 et g3 (respectivement g3 et g4) ne sont plus cohérentes. Formellement,

on considère (O, (F,∪), δ) comme une structure de patrons où les objets dans O ⊆ G sont les
origines des SMC des distributions pour la variable m en respectant les valeurs de α. (F,∪) est
l'inf-demi-treillis des descriptions muni de l'union et δ est une fonction qui associe à chaque objet
dans O sa description dans F . Chaque objet est décrit par sa valeur et un intervalle de degré
d'appartenance, c'est-à-dire un ensemble d'intervalles emboîtés entre deux niveaux. Par exemple,
dans la Table 4.1, le sous-ensemble maximal cohérent des sources g3 et g4, pour la variable m1,
est {⌈

[6, 7]; [20
3 ,

20
3 ]
⌉

si α ∈ [0, 1
3 ]⌈

[13
3 ,

20
3 ]; [5, 6]

⌉
∪
⌈
[20

3 ,
29
3 ]; [8, 9]

⌉
si α ∈ ]1

3 , 1]

Les éléments de l'espace de fusion F sont des couples (R, [γ1, γ2]) où R est l'ensemble des
intervalles emboîtés entre les deux niveaux γ1 et γ2. Ces éléments sont ordonnés, pour tout
d1 = (R1; [γ1, ζ1]) et d2 = (R2; [γ2, ζ2]), par :

d1 ∪ d2 = d1 ⇔ d1 ⊇ d2
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité

K1 = (g1, g2)
⌈
[2, 3]; [7

3 , 3]
⌉
, [0, 1

3 ]

K2 = (g1, g3)
⌈
[4, 5]; [13

3 ,
13
3 ]
⌉
, [0, 1

3 ]

K3 = (g3, g4)
⌈
[6, 7]; [20

3 ,
20
3 ]
⌉
, [0, 1

3 ]

K4 = (g1, g2)
⌈
[7
3 , 3]; [3, 3]

⌉
, [1

3 , 1]

K5 = (g3)
⌈
[13

3 ,
20
3 ]; [5, 6]

⌉
, [1

3 , 1]

K6 = (g4)
⌈
[20

3 ,
29
3 ]; [8, 9]

⌉
, [1

3 , 1]

Table 4.5 � La structure de patrons des SMC de la variable m1 de la Table 4.1

ceci est équivalent à la relation suivante :

(R1; [γ1, ζ1]) ∪ (R2; [γ2, ζ2]) = (R1; [γ1, ζ1]) ⇔ R1 ∪R2 = R1 et [γ1, ζ1] ∪ [γ2, ζ2] = [γ1, ζ1]
⇔ R1 ⊇ R2 et [γ1, ζ1] ⊇ [γ2, θ2]

L'ensemble des concepts ordonnés forme le treillis de concepts dont le > est le résultat de la
fusion globale des SMC pour les valeurs de α ∈ [0, 1]. Ainsi, le treillis permet d'identi�er des
sous-ensembles maximaux avec leur résultat de fusion et un intervalle de degré d'appartenance
au sous-ensemble obtenu tout en gardant l'origine de l'information.

4.3.3 Construction du treillis de concepts

L'opérateur de fusion fondée sur la recherche des SMC des distributions est un opérateur
commutatif, idempotent mais il n'est pas associatif. Par conséquent, l'opérateur fondé sur les
SMC ne permet pas de construire un treillis de concepts des informations et de leurs résultats
de fusion puisqu'il ne peut pas être un in�mum.

Partant du pré-traitement que nous avions utilisé dans le cas des intervalles et de la dé�nition
du résultat de fusion des SMC sur les distributions de possibilités, nous proposons ici une méthode
permettant de calculer le treillis des SMC avec un intervalle de degré d'appartenance d'une part
et d'autre part leur union qui représente la fusion des SMC des sources du contexte initial.

Considérons l'exemple de la Table 4.1 et la variable m1. La structure de patrons est donnée
dans la Table 4.5. En considérant le triplet (O, (F,∪), δ) et les opérateurs de dérivation de l'opé-
rateur disjonctif, nous pouvons calculer les concepts et les ordonner. Le treillis de concept obtenu
permet d'avoir une classi�cation des informations suivant leurs résultats de fusion munis d'une
quantité de con�ance représentée par l'intervalle de degré d'appartenance entre deux α-coupes
spéci�ques. Le treillis contient tous les groupement possibles et dans notre exemple pour la va-
riablem1 de la Table 4.1, le treillis a 63 concepts. Par exemple :

(
{K1,K3},

⌈
[6, 7]; [20

3 ,
20
3 ], ]0, 1

3 ]
⌉
∪⌈

[2, 3]; [7
3 , 3], ]0, 1

3 ]
⌉ )

.
Les concepts obtenus ne sont pas tous utiles. En e�et, il y a des concepts pour lesquels

les analystes ne peuvent pas tirer de conclusions à partir du résultat de fusion obtenu, comme
par exemple le concept ({K1,K5},

⌈
[2, 3]; [7

3 , 3], ]0, 1
3 ]
⌉
∪
⌈
[13

3 ,
20
3 ]; [5, 6], ]0, 1]

⌉
), où le résultat de

la fusion est donné pour deux sous-ensembles avec deux intervalles de degré d'appartenance
di�érents. La renormalisation et la convexi�cation de ce sous-ensemble nous permet d'avoir un
intervalle de degré d'appartenance de ]0, 1]. Par conséquent, le concept devient un concept calculé
par le treillis de concept. Pour cela nous extrayons parmi les concepts résultants les concepts qui
ont des degrés de con�ance égaux et qui permettent de mieux décider. La Figure 4.4 illustre les
concepts extraits à partir du treillis obtenu. Le nombre de concepts restant est de 18 concepts.
Les extensions et les intensions de ces concepts sont données dans la Table 4.6.
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Chapitre 4. Fusion de distributions de possibilité
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4.3. Fusion des SMC des distributions

4.3.4 Interprétation du treillis de concepts

Le treillis calculé à partir de la structure de patrons (O, (F,∪), δ) fournit tous les sous-
ensembles possibles maximaux de O avec leurs résultats de fusion disjonctifs. Ce qui se traduit
par le résultat de la fusion d'un sous-ensemble de sources de G avec leurs résultats en utilisant
l'opérateur de fusion fondé sur la recherche des SMC. Le première ligne tout en bas de la Figure 4.4
désigne les SMC des sources pour les deux intervalles de degré d'appartenance ]0, 1

3 ] et ]1
3 , 1]. Le

concept général du treillis marqué 1 sur la Figure 4.4 représente le résultat de la fusion globale
de toutes les sources de G.

Le calcul de ces sous-ensembles se fait de la même manière expliquée dans la section 3.3.3 en
ajoutant que l'union se fait par niveaux de degré d'appartenance. Par exemple, si on considère
le concept ({K2,K3},

⌈
[4, 5]; [13

3 ,
13
3 ], ]0, 1

3 ]
⌉
∪
⌉
[6, 7]; [20

3 ,
20
3 ], ]0, 1

3 ]
⌉
), le sous-ensemble {K2,K3} ⊆

O fournit un résultat disjonctif représenté par un ensemble d'intervalles emboîtés donné dans
l'intension du concept avec un degré d'appartenance ]0, 1]. Par conséquent le sous-ensemble des
sources de G fournissant le SMC est donné par K2∪K3 = {g1, g3}∪{g3, g4} = {g1, g3, g4} puisque
K2 et K3 ont l'objet g3 en commun. Si on considère le concept ({K1,K2},

⌈
[4, 5]; [13

3 ,
13
3 ], ]0, 1

3 ]
⌉
∪⌈

[2, 3]; [7
3 , 3], ]0, 1

3 ]
⌉
), nous avons K1 = {g1, g2} et K2 = {g3, g4}, donc le sous-ensemble de sources

de G qui a fourni le SMC est {g1, g2} ∪ {g3, g4} = {g2, g3, g4} puisque g1 est cohérente avec g3.

4.3.5 Treillis des SMC de distributions pour plusieurs variables

Pour le traitement de deux variables, nous utilisons la méthode de pré-traitement détaillée
pour les intervalles classiques dans la section 3.5. Nous supposons que les variables sont indépen-
dantes. Nous cherchons les SMC pour les variables. Par conséquent, le triplet (O, (F,∪), δ) où
O est l'ensemble des sous-ensembles de G des SMC pour toutes les variables. L'espace de fusion
est l'union des espaces de fusion de toutes les variables. Les descriptions des objets de O sont les
valeurs de SMC pour la variable mi pour l'intervalle de degré d'appartenance [βi, βj ] et ∅ sinon.
L'in�mum est l'opérateur de fusion disjonctif. Le but est d'obtenir une information à partir de
la fusion des SMC des variables qui soit utile et facile à manipuler par l'analyste. Ce traitement
permet d'avoir les résultats de fusion pour plusieurs variables simultanément.
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Face à l'impossibilité d'e�ectuer des mesures de terrain systématiques pour des raisons de
coûts et de temps, et le manque d'outils de prévisions précis qui soient opérationnels, il est
souvent fait appel à des indicateurs qui reposent sur un compromis entre les contraintes de
précision scienti�que et de faisabilité. C'est dans ce contexte que s'inscrivent les travaux de
l'équipe Agriculture Durable de l'Institut national de recherche agronomique (INRA) de Colmar
et Nancy qui ont conduit au développement des indicateurs agri-environnementaux constituants
la méthode INDIGO. Dans ce chapitre, nous dé�nissons la méthode INDIGO, les indicateurs
agri-environnementaux : la démarche de leur construction, leurs objectifs, leurs modes de calcul
et les imperfections entachant leurs variables. Nous considérons l'exemple de l'indicateur "pesti-
cide" pour une matière active et pour un programme de traitement. En�n nous appliquerons les
méthodes détaillées dans le chapitre 3 et 4 pour calculer le domaine de variation de l'indicateur
en tenant compte de variation de ses variables.

5.1 La méthode INDIGO

5.1.1 Contexte de création

Indigo (indicateurs de diagnostic global à la parcelle) est une méthode scienti�que d'éva-
luation de l'impact environnemental des pratiques agricoles sur l'air, le sol, l'eau de surface et
l'eau souterraine. Elle a été mise au point par l'INRA, aux centres de Colmar et de Nancy, en
collaboration avec l'Association pour la relance agronomique en Alsace (ARAA).

Couplé à une application informatique, INDIGO est un outil de diagnostic et d'aide à la
décision, destiné aux techniciens, conseillers, ingénieurs agronomes et agriculteurs qui souhaitent
améliorer leurs pratiques pour les rendre plus durables.

5.1.2 Méthode

Grâce à une série d'indicateurs, spéci�ques de chaque culture (10 indicateurs pour les grandes
cultures), la méthode d'évaluation INDIGO permet de faire un diagnostic des pratiques agricoles
à partir de leurs risques potentiels de pollution de l'air, du sol, de l'eau de surface et de l'eau
souterraine.

Les indicateurs d'INDIGO permettent d'évaluer l'impact de l'utilisation de l'azote, du phos-
phore, des produits phytosanitaires, de l'eau, de la matière organique, des ressources énergétiques
non renouvelables, ainsi que l'impact de la gestion de la rotation des cultures et de l'assolement
et en�n l'impact des structures non productives (haies, bords de champs, fossés,...).

5.1.3 Mise en oeuvre

Calculés par un logiciel adapté, les indicateurs présentent l'avantage d'être simples à utiliser
et faciles à interpréter. L'utilisateur introduit des données techniques, qu'il possède en général,
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5.2. Les indicateurs agri-environnementaux

puis lance le calcul. Le résultat est une valeur comprise entre 0 et 10.
Indigo donne aussi le détail des résultats intermédiaires pour une analyse plus �ne de la note

�nale. L'outil Indigo relève les points forts et les points faibles des pratiques analysées et identi�e
des causes possibles. En plus du diagnostic global à la parcelle, Indigo donne les éléments pour
bâtir un conseil agronomique personnalisé. L'utilisateur peut alors apporter des améliorations
pour rendre ses pratiques plus respectueuses de l'environnement.

5.2 Les indicateurs agri-environnementaux

5.2.1 Dé�nitions des indicateurs

Plusieurs dé�nitions des indicateurs sont disponibles [131] et en voici deux qui caractérisent
les indicateurs agri-environnementaux :

� Les indicateurs sont des mesures qui fournissent des renseignements sur des phénomènes
di�ciles à mesurer. Les indicateurs servent aussi de repère pour prendre une décision [104].

� Ils fournissent des informations au sujet d'un système complexe en vue de faciliter sa
compréhension aux utilisateurs de sorte qu'ils puissent prendre des décisions appropriées
qui mènent à la réalisation d'objectifs [142].

Ces deux dé�nitions posent les bases de la construction de l'indicateur. Ce dernier peut ré-
sulter d'une mesure, d'une observation, d'une donnée statistique, d'un calcul. Il peut être une
sortie de modèle dans le cas d'indicateurs simples ou une agrégation d'indicateurs (appelés sous-
indicateurs) pour des indicateurs composites [31, 99, 101]. Deux aspects ressortent "fournir un
renseignement, une information" au sujet d'une autre grandeur ou d'un système di�cile à me-
surer ou à décrire directement, ceci pour aider à "prendre une décision". L'indicateur a donc
une vocation d'être utilisé par des acteurs et doit donc répondre à des critères de faisabilité, de
simplicité et de lisibilité.

5.2.2 Types et validation des indicateurs

Les indicateurs agri-environnementaux sont souvent employés comme outil de diagnostic pour
des objectifs précis [101]. Les indicateurs peuvent être de deux types : simples ou composites.
L'indicateur simple est issu de mesures directes ou d'une estimation obtenue à partir d'un mo-
dèle [30] tandis que l'indicateur composite provient de l'agrégation de plusieurs variables ou de
plusieurs indicateurs simples mesurés ou estimés. Pour les agrosystèmes, les indicateurs compo-
sites doivent être �exibles et pragmatiques tout en restant fondés sur les connaissances scienti-
�ques [101]. Ces indicateurs sont construits à l'aide de plusieurs variables dont l'importance varie
selon leur impact supposé sur l'environnement [101]. C'est de cette façon qu'a été construit par
exemple un indicateur de gestion des produits phytosanitaires [176]. Par souci de lisibilité et de
clarté pour les utilisateurs, les indicateurs sont exprimés sur une même échelle après transforma-
tion mathématique : en classes [100] ou en rangs [13]. CependantGirardin et al. [100] constatent
que classer les variables peut aboutir à un biais sachant que les classes sont des entités limitées
et que leur amplitude est déterminée plus ou moins empiriquement. De ce fait, il traduit son
résultat d'indicateur sous forme d'un indice calculé par rapport à une référence. De cette façon
grâce à l'indicateur, on peut suivre la déviation de la situation étudiée par rapport à la référence.
Girardin et al. [100] présentent les indicateurs de la méthode Indigo sur une échelle de 0 (risque
maximal pour l'environnement) à 10 (risque minimal pour l'environnement) avec une référence à
7 (risque pour l'environnement acceptable par la société). La �xation de la valeur de référence 7
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

résulte de processus de consensus entre les références bibliographiques et des avis d'experts. La
validation des indicateurs fait partie intégrante de leur construction.

5.3 Démarche de construction d'un indicateur

Nous reprendrons les di�érentes étapes proposées par [100] et modi�ées dans [102]. Les auteurs
dans [100, 102] insistent sur la nécessité de bien clari�er les choix préalables à la construction
de ces outils avant de commencer la construction et le développement de l'outil. En e�et, la
construction de l'outil doit dépendre directement des choix de départ et des hypothèses qui
en découlent. La phase de construction doit être suivie d'une phase de tests. La démarche de
construction de l'indicateur se fait en cinq étapes :

� Choix des utilisateurs et des objectifs.
� Construction de l'indicateur.
� Choix de la référence.
� Test de sensibilité.
� Validations de l'indicateur.

5.3.1 Choix des utilisateurs et des objectifs

La première étape dans la construction d'un indicateur est le choix des utilisateurs potentiels
et des objectifs. L'objectif des indicateurs est de fournir des outils de diagnostic et d'aide à la
décision aux agriculteurs et aux conseillers agricoles qui sont les utilisateurs potentiels.

L'objectif général se décompose en objectifs opérationnels qui reposeront sur le choix des
impacts potentiels à évaluer ou objectifs environnementaux. Il faut donc dé�nir les pratiques
agricoles et les composantes environnementales qui sont susceptibles d'être modi�és par ces
pratiques agricoles. Girardin et al. [102] proposent d'utiliser une matrice agri-environnementale
qui permet de rendre transparents les choix e�ectués, qui peuvent se faire à partir de discussions
avec di�érents acteurs et experts impliqués dans la démarche d'évaluation. Une première matrice
agri-environnementale avait été mise au point en grandes cultures. Pour chaque système de
culture étudié, il est nécessaire d'adapter cette matrice aux spéci�cités du système étudié et de
ses impacts sur les composantes de l'environnement. La matrice agri-environnementale se présente
sous forme d'un tableau à double entrée croisant les di�érents composantes de l'environnement
avec les pratiques agricoles susceptibles d'être mises en oeuvre par l'agriculteur sur une parcelle.
La matrice est présentée sur la Table 5.1.

Les pratiques agricoles illustrées en colonnes regroupent principalement la gestion des intrants
(énergie, azote et produits phytosanitaires) et la gestion de l'espace et des stocks (matière or-
ganique et couverture du sol). L'environnement est décomposé en plusieurs composantes : l'eau,
l'air et le sol, les ressources non renouvelables (les matières fossiles, les matières premières) et les
ressources biotiques (la faune auxiliaire) et le paysage.

Chaque intersection entre une pratique agricole et une composante de l'environnement est
appelée "module d'évaluation" et correspond à l'impact environnemental potentiel d'une pra-
tique agricole sur une composante de l'environnement. Lorsque la pratique agricole ne présente
aucun impact signi�catif sur l'environnement, la case d'intersection reste vide. A l'inverse, s'il
a été montré que la pratique agricole peut causer un problème environnemental, alors l'impact
environnemental est noti�é dans la matrice.

Deux sortes d'indicateurs peuvent être élaborées à partir de la matrice agri-environnementale :
� Un indicateur agri-environnemental qui évalue l'impact d'une pratique agricole sur l'en-
semble des composantes de l'environnement, il représente une colonne entière de la matrice.
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5.3. Démarche de construction d'un indicateur

Pratiques culturales
Facteurs de production Espace
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Eau
Surface × × × × × ×
Profondeur × × × ×

Air Qualité × × ×

Sol
Quantité × × × × ×
Structure × ×
Qualité ×

Ressources non renouvelables ×
Faune × × × × × ×
Paysage × ×

Table 5.1 � Matrice agri-environnementale servant à la construction des indicateurs de la mé-
thode Indigo

Chaque colonne est considérée comme un indicateur composite (par exemple l'indicateur
des produits phytosanitaires IPhy, 1ère colonne de la Table 5.1, qui correspond à l'impact
des pesticides sur l'ensemble des composantes du milieu eau de surface, eau de profondeur
et air [176]).

� Un indicateur d'impact environnemental qui évalue l'impact de toutes les pratiques agri-
coles sur une seule composante du milieu, il représente une ligne entière de la matrice (par
exemple l'indicateur "qualité des eaux de surface" [102] représentée par la première ligne
de la Table 5.1).

La matrice agri-environnementale nous permet d'acquérir une vision globale des pratiques agri-
coles susceptibles d'avoir un impact sur l'environnement [102].

5.3.2 Construction des indicateurs

Les utilisateurs potentiels de ces indicateurs sont les gestionnaires de l'environnement, les
techniciens, les agriculteurs et les conseillers agricoles. L'indicateur doit donc être lisible et simple
à utiliser. Un des principes qui guide les indicateurs de la méthode Indigo est que les données
nécessaires à leurs calculs sont fournies par l'agriculteur. Ces données servent à renseigner les
variables qui composent l'indicateur. Pour ce qui est échelle spatiale, les indicateurs de la méthode
Indigo se calculent à la parcelle et ils peuvent être pondérés au prorata des surfaces des parcelles
pour obtenir une moyenne au niveau de l'exploitation agricole. La suite de l'étape de construction
proprement dite de l'indicateur est le processus d'agrégation de ces variables (voir section 5.4).
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

5.3.3 Choix de la référence

Tout indicateur de la méthode Indigo correspond à une valeur positionnée par rapport à une
référence ou un seuil. Cette référence peut être une norme, une valeur �xée scienti�quement ou
issue d'un compromis entre experts [33].

5.3.4 Test de sensibilité

Les tests de sensibilité permettent de véri�er la capacité d'estimer le poids respectif des
variables composant l'indicateur. Le test est réalisé en faisant varier une variable et en observant
l'impact de ces variations sur la valeur �nale de l'indicateur. Il est possible de faire des tests de
sensibilité pour tous les niveaux d'agrégation d'un indicateur. Cette phase est indispensable pour
connaître le comportement de l'indicateur et fournit des informations sur le niveau de précision
requis pour chacune des variables qui composent l'indicateur. Dans certains cas, il peut conduire
à supprimer une variable qui aurait un très faible poids à moins de la conserver pour des raisons
pédagogiques [158, 170, 178].

5.3.5 Validation de l'indicateur

La validation de l'outil de diagnostic sert principalement à obtenir un outil fondé scienti�que-
ment tout en fournissant une information concise et simple qui re�ète la réalité de terrain [32].
La validation des indicateurs fait partie intégrante de leur construction. Bockstaller et al. [32]
présentent 3 niveaux de validation des indicateurs : la validation de la conception, la validation
de sortie et la validation d'usage [29, 32, 100].

5.4 Données, mode de calcul et exemples des indicateurs

Les données utilisées pour calculer les indicateurs de la méthode Indigo sont disponibles sur
l'exploitation ou accessibles régionalement, elles sont fournies par les agriculteurs et les techni-
ciens. Des données proviennent de di�érentes sources d'informations. Une source d'information
peut être un expert, ressource bibliographique, base de données... Les données de l'indicateur
peuvent être classées en deux types :

� les variables enregistrées par les agriculteurs ou les techniciens. Par exemple, la quantité
de pesticide utilisée dans le champ ou la surface de la parcelle.

� les variables dont les valeurs proviennent de plusieurs sources d'informations ou elles
peuvent être la sortie d'un modèle ou la conclusion d'une règle issue d'une arbre de déci-
sion, par exemple, le potentiel de lessivage est la sortie d'un système de règle de décision
dont les prémisses représentent les variables taux de matière organique, texture de sol et
profondeur : Si le taux de matière organique est inférieure à 3% et le sol est �ltrant et
profond Alors le potentiel de lessivage vaut 1.

Il existe plusieurs modes de calcul.

1. les indicateurs simples qui se calculent à l'aide d'équations mathématiques (un rapport ou
une multiplication entre leurs variables d'entrées) comme par exemple l'indicateur matière
organique IMO. Ce dernier évalue l'impact des pratiques culturales (succession, travail de
sol, gestion de résidus, amendements organiques) sur la quantité de matière organique dans
le sol. Il est calculé au niveau de la parcelle comme étant le rapport de deux facteurs AX
et AR, il s'écrit sous la forme :

IMO = 7.
AX
AR
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5.4. Données, mode de calcul et exemples des indicateurs

où AX représente les apports moyens en humus pour les quatre dernières cultures et AR
représente les apports nécessaires pour maintenir le sol à long terme à une teneur d'équilibre
qui soit satisfaisante.

2. les indicateurs composites qui se calculent à partir de sous-indicateurs, comme par exemple,
l'indicateur azote IN . Cet indicateur a pour objectif d'aider l'agriculteur à adapter sa
fertilisation azotée aux principes de la fertilisation raisonnée et sa gestion de l'azote durant
l'interculture, de manière à minimiser ces pertes. IN est exprimé comme étant le minimum
de trois sous-indicateurs INH3, IN2O et INO3 et on écrit :

IN = min(INH3 , IN2O, INO3)

Avec l'indicateur INH3 évalue le risque potentiel de la gestion des fertilisants azotés sur le sol
et la biodiversité de manière indirecte par la volatilisation de l'ammoniac. L'indicateur IN2O

évalue le risque potentiel des pratiques culturales sur la qualité de l'air par des émissions
du protoxyde d'azote. L'indicateur INO3 qui évalue l'impact des pratiques culturales sur la
qualité des eaux souterraines au travers du lessivage des nitrates.

3. Les indicateurs qui se calculent en utilisant des systèmes d'inférences �oues comme, par
exemple, les indicateurs évaluant l'impact des produits phytosanitaires [176]. Un système
d'inférence �ou est formé de trois blocs (voir �gure 5.1) : la fuzzi�cation, l'inférence et la
défuzzi�cation.

La fuzzi�cation est la phase de transformation des valeurs numériques en terme linguistique
et le calcul des fonctions d'appartenance aux classes correspondantes (partition choisie pour
chacune des variables). Les fonctions triangulaires et trapézoïdales sont, en général, les plus
utilisées. Les fonctions d'appartenance utilisées dans les indicateurs phytosanitaires sont
sinusoïdales. Le deuxième bloc est l'inférence qui met en évidence la relation entre les
variables d'entrées et la variable de sortie et il constitue la base de règles �oues (ou la base
de connaissance) 12. Les bases de règles utilisées pour calculer les indicateurs phytosanitaires
sont des règles données par les experts. Le troisième bloc est la défuzzi�cation qui consiste,
si nécessaire, d'inférer une valeur à partir de l'agrégation des règles. Plusieurs méthodes de
défuzzi�cation sont proposées [141].

Figure 5.1 � Un système d'inférence �oue

L'indicateur des produits phytosanitaires noté Iphy qui évalue l'impact de l'utilisation
des pesticides et les pratiques culturales de l'agriculteur sur les composantes du milieu
(eaux souterraines, eaux super�cielles et air). L'indicateur Iphy est une agrégation de trois

12. Une règle �oue est une règle de la forme Si j'ai une telle situation alors j'ai une telle conclusion. La situation
est appelée prémisse, entrée, antécédant de la règle et elle est dé�nie par des relations de la forme x est A pour
chacune des composantes de l'entrée. La partie conclusion de la règle est appelée sortie de la règle. Les sorties
dépendent de la base de règles, de l'opérateur d'agrégation et de défuzzi�cation
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

sous-indicateurs Ieso, Iesu, Iair avec la dose de pesticide utilisée dans le champ. Les sous-
indicateurs Ieso, Iesu, Iair se calculent aussi en utilisant des systèmes d'inférences �oues.
On présentera le mode de calcul détaillé de l'indicateur des produits phytosanitaires et ses
sous-indicateurs (voir Section 5.6.1).

5.5 Indicateurs et imperfection

Plusieurs travaux existent sur le traitement, la manipulation et la représentation des données
imparfaites dans le domaine de l'environnement. Bardossy et al [36] ont simulé l'écoulement
dans un milieu non saturé à l'aide des règles de types �oues. Dou et al. [66] ont utilisé des
nombres �ous pour représenter l'imprécision liée aux paramètre d'un modèle d'écoulement en
régime permanent. C. Freissinet [92] a utilisé les sous-ensembles �ous pour la représentation des
imprécisions dans la modélisation du devenir des produits phytosanitaires dans le sol. Baudrit
et al. [17] ont traité l'imperfection pour l'évaluation des risques liés aux sols pollués.

Le cadre général qui regroupe les outils de représentation de l'incertain est le cadre des
probabilités imprécises [174]. Ce cadre permet de combiner di�érents types des connaissances
et donc de propager les di�érentes types d'imperfection associées. Dans ce cadre, Guyonnet et
al. [107] ont développé une méthode hybride combinant le calcul possibiliste avec la méthode de
Monte Carlo utilisé dans [17].

Les indicateurs environnementaux sont calculés à partir des informations accessibles sur le
terrain, des mesures de laboratoire et d'autres données di�ciles à calculer qui sont choisies par
les experts [176]. La précision de ces informations peut être très variable. Ces informations sont
entachées d'imperfection. Elles sont imprécises, incertaines et/ou incomplètes. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons à l'indicateur phytosanitaire et ses composants. Ces indicateurs se calculent
à partir de plusieurs informations numériques et symboliques. Les informations numériques sont
des mesures de terrain (la distance de la position d'application d'un pesticide à un cours d'eau),
des valeurs calculées dans les laboratoires (analyse de sol) et des valeurs estimées par des experts
à partir de sources d'informations (comme les caractéristiques des pesticides). Les informations
symboliques sont les informations données par l'expert (ou le technicien du terrain) sous forme de
terme linguistique (la profondeur de sol : profond, moyen...). Une imperfection supplémentaire est
due aux choix des conclusions des règles dans les systèmes d'inférences �oues ainsi qu'aux choix
des partitions �oues des données d'entrées de ces systèmes (classes favorable et défavorable).

La prise en compte de l'imperfection des indicateurs agri-environnementaux n'était jamais
traitée par les chercheurs qui proposent ces indicateurs. Mais le besoin de donner une précision
à leur outil et ainsi donner plus de �exibilité à l'agriculteur pour choisir ces pratiques a mené
les chercheurs à traiter cette problématique. Le traitement de l'imperfection permet de garder la
qualité scienti�que de leur outil et il permet aussi d'avoir plus de �exibilité aux utilisateurs de
cet indicateur.

Dans ce travail, nous nous intéressons à l'indicateur "pesticides" ou l'indicateur des pro-
duits phytosanitaires 13. Ce dernier permet d'évaluer le risque des produits phytosanitaires sur
l'environnement.

13. Un produit phytosanitaire est un ensemble des produits chimiques (pesticides) destiné à protéger les plantes
cultivées des maladies et des insectes. Un produit phytosanitaire est composé d'une ou plusieurs matière active.
Un pesticide est un produit chimique employé contre les parasites animaux et végétaux des plantes. Il existe trois
types de pesticides : les fongicides, les herbicides et les insecticides. Un pesticide est appelé aussi matière active
ou substance active.
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5.6. Indicateur des produits phytosanitaires de grandes cultures

5.6 Indicateur des produits phytosanitaires de grandes cultures

5.6.1 Dé�nition de l'indicateur Iphy et son objectif

L'indicateur phytosanitaire Iphy est un indicateur agro-écologique d'impact calculé sur la
parcelle.

L'indicateur phytosanitaire a pour objectif de fournir un outil de raisonnement du choix
des matières actives et des programmes de traitements, outil qui permet d'évaluer les risques
environnementaux de l'application de chaque substance active et de comparer les programmes
de traitements. L'indicateur Iphy est destiné avant tout aux techniciens et aux agriculteurs, pour
leur permettre d'établir un diagnostic sur les pratiques de l'année et d'e�ectuer des simulations
en vue d'apporter des améliorations aux programmes de traitement prévus.

Malgré tous les progrès de la technologie, une grosse partie du produit appliqué ne touche
pas sa cible et va dans l'environnement (sol, eau, air, etc) où il peut passer d'un compartiment
à l'autre (du sol vers la rivière par ruissellement ou par érosion, de l'air vers l'eau via les pluies,
etc). En plus les matières se révèlent plus ou moins toxiques pour divers organismes de ces
compartiments de l'environnement.

L'indicateur Iphy se limite à quatre types de risque correspondant à quatre "sous-indicateurs" :

� Un risque d'entraînement vers les eaux de profondeur (eaux souterraines) par lessivage, qui
est aggravé si la substance active est toxique pour l'homme (de manière chronique). Cette
toxicité est évaluée par la dose journalière admissible (DJA).

� Un risque d'entraînement vers les eaux de surface (eaux super�cielles) par ruissellement/érosion
et/ou par dérive. Ce risque est aggravé si la substance est toxique pour les organismes aqua-
tiques (poisson, daphnies, algues).

� Un risque de propagation vers l'air par volatilisation qui est aggravé si la substance active
est toxique pour l'homme (la toxicité est mesurée par la DJA).

� Le dernier risque appelé "dose" est simplement lié à la quantité de la substance active.
Plus la dose est élevée, plus le risque pour l'environnement est élevé.

Les trois risques liés aux eaux de surface, de profondeur et l'air sont indépendantes de la dose
appliquée. L'indicateur phytosanitaire se calcule pour une matière active en première étape,
ensuite, il est calculé pour un programme de traitements composé de plusieurs matières actives.
Dans la suite, nous détaillerons, pour une matière active, le mode de calcul de l'indicateur ainsi
que de ses sous-indicateurs. Ceux-ci seront agrégés au dernier risque lié à la dose pour donner
l'indicateur Iphy pour une matière active. La �gure 5.2 résume le calcul de l'indicateur pour une
matière active et aussi pour un programme de traitements de plusieurs matières actives.

5.7 Données et échelles de calcul

L'indicateur phytosanitaire se calcule au niveau de la parcelle pour une matière active et
pour un programme de traitements.

Certaines informations sont de mesures de terrain (donnée par l'agriculteur comme la positon
d'application de la matière active sur le sol). D'autres informations sont issues d'un consensus
entre experts, comme par exemple, le potentiel de lessivage. Les informations multi-sources pro-
venant de plusieurs sources d'informations (bases de données, experts, bibliographie, etc.) par
exemple les caractéristiques physico-chimiques des pesticides. Pour l'indicateur IPhy, ces valeurs
sont �xées dans une base de données construite à partir de di�érentes bases de données françaises
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

Figure 5.2 � Iphy pour une matière active et un programme de traitement

et internationales ("Agritox" de l'INRA 14, base de données du comité (version de 1998), base de
données américaine (ARS sur internet 1995 15), base de données néerlandaise (RIVM, 1994) 16,
et le Pesticide Manual d'Angleterre [33]).

Les variables d'entrées de l'indicateur phytosanitaire sont données dans la Table 5.2 et elles
sont décrites dans la suite.

5.7.1 Caractéristiques de la matière active

Le temps de demie-vie au champ

Le temps de demie-vie au champ DT50 est le temps mis par une substance active pour
perdre la moitié de son activité pharmacologique, physiologique ou radioactive. Il permet égale-
ment d'évaluer la persistance de la substance active et d'estimer le risque d'accumulation dans
l'environnement dans les conditions réelles. Il s'exprime en jour.

Le domaine de variation est divisé en trois classes : favorable, défavorable et la classe �oue
(valeurs qui ne sont pas complètement favorables ni complètement défavorables). Les valeurs en
dessous d'1 jour de DT50 sont favorables, au delà de 30 jours elles sont défavorables. Entre les
deux valeurs la fonction d'appartenance est donnée par :

f(DT50) = 0.5 + 0.5 cos
(3.14(DT50−1)

29

)
(5.1)

Le coe�cient de partage carbone organique-eau

Le coe�cient de partage carbone organique-eau koc est le rapport entre la quantité absorbée
de la matière active par unité de poids de carbone organique du sol et la concentration de
cette même matière organique en solution aqueuse à l'équilibre. Cette caractéristique caractérise

14. http ://www.dive.afssa.fr/agritox/index.php
15. http ://www.ars.usda.gov/Services/docs.htm ?docid=14199
16. http ://www.rivm.nl/en/
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5.7. Données et échelles de calcul

Variables Unité Dose Ieso Iesu Iair
Variables liées au pesticide

DT50 jours ×
GUS - ×
KH - ×
DJA mg.kg−1 × ×

Aquatox mg.l−1 ×
Variables liées au milieu
Potentiel de lessivage - ×

Potentiel de ruissellement - ×
Potentiel de dérive - ×

Variables liées au conditions d'application
Dose de pesticide g.ha−1 ×

Position d'application - × × ×

Table 5.2 � Variable entrant dans le calcul de chacun des indicateurs phytosanitaires

indirectement la mobilité de la substance active dans le sol. Elle est mesurée en L.kg−1 et elle est
considérée comme un paramètre dans le calcul de l'indicateur phytosanitaire des eaux de surface.
Plus le coe�cient koc est grand, plus la substance est "liée" au sol, au contraire si koc est petit,
le pesticide a tendance à se trouver dissout dans l'eau. Aucune partition des valeurs de koc est
proposée dans la littérature.

L'indice d'ubiquité de Gustafson GUS

La variable GUS permet de distinguer entre les pesticides lessivés et ceux qui ne le sont pas.
Elle est disponible pour toutes les substances actives. Elle se calcule à partir des variables DT50
et koc suivant l'équation :

GUS = log10(DT50)(4− log10(Koc)) (5.2)

Le domaine des valeurs de GUS est divisé en trois classes. Les valeurs plus petites que 1.8 sont
favorables, et celles plus grandes que 2.8 sont défavorables et entre les deux les valeurs, la fonction
d'appartenance est donnée par :

f(GUS) = 0.5 + 0.5 cos(3.14(GUS − 1.8)) (5.3)

La dose journalière admissible

La dose journalière admissible DJA (appelée aussi la dose journalière acceptable ou to-
lérable) est la quantité d'une matière active, par kilo de poids corporel, que pourrait absor-
ber une personne quotidiennement durant sa vie, sans que cela lui pose des problèmes de
santé. Elle s'exprime en mg/kg/jour. Les valeurs de DJA sont décomposées en trois classes.
Si log10(DJA) < log10(0.0001) alors DJA est favorable et si log10(DJA) > log10(1) alors DJA
est défavorable, sinon les degrés d'appartenance des valeurs appartenant à la classe �oue se
calculent en utilisant la fonction :

f(DJA) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 log10(DJA)−log10(0.0001)
log10(1)−log10(0.0001) − 0.5) (5.4)
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

La constante de Henry

La constante de Henry KH décrit la solubilité physique d'un gaz dans l'eau. Elle corres-
pond au rapport de la pression de vapeur sur la solubilité. Elle n'a pas d'unité. Si log10(kh) <
log10(0.00000265) alors KH est favorable, si log10(KH) > log10(0.000265) alors KH est défavo-
rable sinon la fonction d'appartenance à la classe �oue est donnée par :

f(KH) = 0.5 + 0.5 cos(3.14 log10(KH)−log10(0.00000265)
log10(0.000265)−log10(0.00000265)) (5.5)

La toxicité aquatique Aquatox

La toxicité aquatique aquatox est le risque de toxicité pour les organismes aquatiques. C'est
la toxicité maximale entre la toxicité vis-à-vis des algues, celle vis-à-vis des poissons et celle vis-
à-vis des daphnies. Elle s'exprime en mg.l−1. Si log10(aquatox) < log10(0.01) alors aquatox est
favorable, si log10(aquatox) > log10(100) alors aquatox est défavorable, sinon aquatox appartient
à la classe �oue et sa fonction d'appartenance est donnée par :

f(aquatox) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 log10(aquatox)−log10(0.01)
log10(100)−log10(0.01) − 0.5)) (5.6)

5.7.2 Variables liées au milieu

Le potentiel de lessivage

Le potentiel de lessivage estime la quantité de pesticide lessivée dans le sol. Le potentiel de
lessivage dépend de la texture de sol (�ltrant ou non �ltrant lié à la nature de sol), le taux de
matière organique (pauvre, moyen, riche), le profondeur de sol et le pH. Les valeurs du potentiel
de lessivage obtenues à partir des conclusions de règles de décision, qui varient dans [0, 1]. Elles
sont choisies par un expert puisque la valeur réelle du potentiel de lessivage n'est pas facile à
trouver. L'arbre de décision est donné sur la Figure 5.3. Le potentiel de lessivage est une variable
d'entrée de l'indicateur phytosanitaire des eaux souterraines Ieso. La valeur 0 est favorable et la
valeur 1 est défavorable. La fonction d'appartenance du sous-ensemble �ou est donnée par :

f(lessivage) = 0.5 + 0.5 cos(3.14lessivage) (5.7)

Le potentiel de ruissellement

Le potentiel de ruissellement est la quantité de pesticide qui peut ruisseler. Il dépend de
la texture du sol, de la topographie de la parcelle et de la pente. Une faible pente su�t pour
permettre un ruissellement, à la di�érence de l'érosion proprement dite qui est fortement liée à
la pente. L'état de surface et notamment la présence d'une croûte de battance, ou des problèmes
d'in�ltration dus à la présence d'hydromorphie à faible profondeur, jouent un rôle important
dans la détermination du ruissellement. Les valeurs du potentiel de ruissellement sont données
dans la Table 5.7.2. Elles sont choisies par des experts dans [0, 1]. La valeur 0 est une valeur
favorable et 1 est la limite défavorable. La fonction d'appartenance est dé�nie par :

f(ruissellement) = 0.5 + 0.5 cos(3.14ruissellement) (5.8)
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5.7. Données et échelles de calcul

Sableux Limoneux Argileux
Battance Hydromorphie
Non Oui Non Oui

Nulle 0 0 0 0 0.25
Faible (0-2 %) 0.1 0.25 0.4 0.25 0.5

Moyenne (2- 5 %) 0.3 0.5 0.7 0.5 0.75
Forte (> 5 %) 0.6 0.75 1 0.75 1

Table 5.3 � Les valeurs du potentiel de ruissellement
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"
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5.7. Données et échelles de calcul

Le potentiel de dérive

Lorsque l'agriculteur pulvérise un produit phytosanitaire sur une parcelle, ce dernier se re-
trouve en partie sur la plante et le reste n'atteint pas sa cible et se retrouve dans le sol ou dans
l'air. Par ailleurs, toute la quantité du produit phytosanitaire déposée sur la plante ne va pas
avoir le temps d'agir. En e�et, une partie peut ruisseler le long des feuilles de la plante et se
retrouver dans le sol. Un troisième phénomène s'ajoute aux deux cités précédemment : la dérive
aérienne et le dépôt de produits phytosanitaires plus loin sur la parcelle ou sur une autre parcelle,
parfois à grande distance [165]. Le potentiel de dérive estime la quantité de produit susceptible
de se retrouver dans le cours d'eau. Le potentiel de dérive dépend des paramètres de la parcelle
qui favorisent la dérive des produits phytosanitaires : la distance au cours d'eau et le mode de
traitement du produit phytosanitaire. Des valeurs estimées par des experts sont données dans la
Table 5.7.2 . Elles se présentent comme des valeurs entre 0 et 1. La valeur 0 (respectivement 1) est
favorable (défavorable). La fonction dans l'intervalle de valeurs ]0, 1[ est donnée par l'équation :

f(derive) = 0.5 + 0.5 ∗ cos(3.14derive) (5.9)

Distance à la rivière en mètre
Méthodes d'application < 3 [3, 6[ [6, 12[ ≥ 12

Traitement en plein 1 0.7 0.3 0
Traitement sur le rang 0.5 0.3 0.1 0

Table 5.4 � Les valeurs du potentiel de dérive

5.7.3 Variables liées aux conditions d'application

La position d'application

Cette variable traite la façon d'appliquer le produit phytosanitaire au champ. La valeur de
la position d'application est calculée pour les trois sous-indicateurs Iesu, Ieso et Iair à partir de
la couverture de sol :

position = couverture
100 (5.10)

Le lieu d'application du produit phytosanitaire (sur le plante, sur le sol, ou dans le sol) joue un
rôle signi�catif sur le lessivage, le ruissellement et la dérive. En e�et l'application de produit sur
la surface de sol est défavorable à la qualité des eaux de surface car il est alors possible de trouver
une forte corrélation entre les concentrations en substances actives dans l'eau de ruissellement
et dans les 10 premiers millimètre du sol tandis que l'application de produit phytosanitaire dans
le sol par injection ou par une incorporation suite au traitement est favorable [130]. Une forte
couverture du sol par la culture permet de réduire la quantité de produit phytosanitaire qui
atteint le sol et donc de réduire le risque de lessivage et la position de l'application a les mêmes
e�ets sur l'air que sur le ruissellement. Tandis que si le produit est incorporé ou injecté dans le
sol, alors la position d'application est défavorable pour les eaux souterraines et comme pour l'air
et l'eau de surface.La fonction d'appartenance, pour la classe �oue (ensemble de valeurs dans
]0, 1]), est dé�nie par :

0.5 + 0.5 sin(3.14(position− 0.5)) (5.11)
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

La couverture de sol

La couverture de sol par les plantes est un des facteurs principaux de la limitation de l'érosion
et du lessivage. Elle dépend de la culture présente et de la date de traitement. Comme par
exemple, pour un traitement du produit au début de mois de juillet sur une culture de maïs, le
sol est couvert à 75%.

La dose

La dose est la quantité de produit utilisée au champ. Elle est donnée par les techniciens
et les agriculteurs. Le domaine des valeurs de la variable dose est divisé en trois classes. Si
log10(dose) < log10(10) alors la dose est favorable, si log10(dose) > log10(10000) alors la dose
est défavorable pour l'environnement sinon la valeur appartient à la classe �oue dont la fonction
d'appartenance est dé�nie par :

f(dose) = 0.5 + 0.5 cos(3.14 log10(dose)−log10(10)
log10(10000)−log10(10)) (5.12)

5.8 Indicateur des produits phytosanitaires vis-à-vis des eaux
souterraines

L'indicateur phytosanitaire vis-à-vis des eaux souterraines Ieso est un indicateur qui évalue
le risque des pesticides sur les eaux souterraines. Il est calculé au niveau de la parcelle pour une
matière active en utilisant un système inférence �oue ayant GUS, position, DJA et potentiel de
lessivage. La base de règle est donnée sur l'arbre de décision de la �gure 5.4. Le nombre de règles

Figure 5.4 � Arbre de décision de l'indicateur Ieso

de la base est 16. Les valeurs favorables et défavorables servant au calcul de la valeur de vérité
sont données dans la section 5.7 et on a :

Ieso =
∑16
i=1 wixi∑16
i=1 wi

(5.13)

où wi est la valeur de vérité qui est la conjonction des fonctions d'appartenance aux classes
favorable et défavorable pour la règle i et xi est sa conclusion.
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5.9. Indicateur des produits phytosanitaires vis-à-vis des eaux de surface

5.9 Indicateur des produits phytosanitaires vis-à-vis des eaux de
surface

L'indicateur phytosanitaire vis-à-vis des eaux de surface évalue le risque d'utilisation des
pesticides sur les eaux super�cielles puisque les pesticides se trouvent dans l'eau de surface via
ruissellement ou dérive. Iesu est calculé en utilisant un système d'inférence �oue où les variables
d'entrées sont : DT50, position, aquatox, potentiel de ruissellement et potentiel de dérive. Les
fonctions d'appartenance sont données dans la section 5.7 et la base de connaissance est formée
de 32 règle données sur l'arbre de décision de la Figure 5.5. La valeur �nale de Iesu est donnée
par :

Iesu =
∑32
i=1 wixi∑32
i=1 wi

(5.14)

où wi est la valeur de vérité qui est la conjonction des fonctions d'appartenance aux classes
favorable et défavorable pour la règle i et xi est sa conclusion.

Figure 5.5 � Arbre de décision de l'indicateur Iesu

5.10 Indicateurs des produits phytosanitaires vis-à-vis de l'air

L'indicateur phytosanitaires vis-à-vis de l'air, Iair, évalue le risque de l'utilisation des produits
phytosanitaires sur l'air puisque les pesticides se déplacent dans l'air via la volatilisation (repré-
senté par la variable constante de Henri KH). Comme les autres indicateurs phytosanitaires
Ieso et Iesu, l'indicateur Iair se calcule en utilisant un système d'inférence �oue où les variables
d'entrées sont DT50, KH, DJA et Position. Avec les fonctions d'appartenance données dans la
section 5.7 et la base de règles est formée de 16 règles (voir �gure 5.6).

La valeur �nale de Iair est une moyenne pondérée comme suit :

Iair =
∑16
i=1 wixi∑16
i=1 wi

(5.15)

où wi est la valeur de vérité qui est la conjonction des fonctions d'appartenance aux classes
favorable et défavorable pour la règle i, et, xi est sa conclusion.
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

Figure 5.6 � Arbre de décision de l'indicateur Iair

5.11 Indicateur des produits phytosanitaires pour une matière
active

L'indicateur phytosanitaire évalue le risque des produits phytosanitaires sur tous les com-
partiments de milieu (eau et air). Les variables d'entrée du système d'inférence de Iphy sont :
(Ieso,Iesu, et Iair) et la variable dose. La base des règles de Iphy est formée de 16 règles données
sur l'arbre de décision de la �gure 5.7. Les fonction d'appartenance de la variable dose est donnée

Figure 5.7 � Arbre de décision de l'indicateur Iphy où (*) désigne un des indicateurs Ieso, Iesu
ou Iair

dans la section 5.7. Les limites favorables (respectivement défavorable) pour les trois indicateurs
(Ieso,Iesu, et Iair) sont 10 (resp. 0). Les fonctions d'appartenance sont données respectivement
pour les trois indicateurs Ieso,Iesu, et Iair par les équations (5.16), (5.17) et (5.18).

f(Ieso) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Ieso10 − 0.5) (5.16)

f(Iesu) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Iesu10 − 0.5) (5.17)
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5.12. Exemple de la matière active sulcotrione

f(Iair) = 0.5 + 0.5 sin(3.14 Iair10 − 0.5) (5.18)

La valeur de Iphy est une moyenne pondérée donnée par :

Iphy =
∑16
i=1 wixi∑16
i=1 wi

(5.19)

où wi est la valeur de vérité qui est la conjonction des fonctions d'appartenance aux classes
favorable et défavorable pour la règle i, et, xi est sa conclusion.

5.12 Exemple de la matière active sulcotrione

Les quatre indicateurs Iphy, Ieso, Iesu et Iair se calculent de la même manière pour la matière
active sulcotrione. Dans cet exemple, nous détaillerons que le calcul de l'indicateur Ieso.

5.12.1 Données

Données liées à la matière active

La Table 5.5 présente les valeurs des variables de la matière active sulcotrione fournies par les
experts. Ces valeurs sont choisies dans un ensemble de valeurs proposées par plusieurs sources
d'informations. Les experts favorisent les valeurs proposées par la base de données française
Agritox puisqu'elles sont calculés à partir des contextes similaires au contexte de notre étude
(nature de sol, matériel disponible, etc.). La variable GUS se calcule en utilisant l'équation (5.2),

DT50 koc DJA

6 17 0.00005

Table 5.5 � Valeurs des caractéristiques DT50, koc et DJA de la matière active sulcotrione

et GUS = 2.15.

Données liées aux conditions d'application

L'agriculteur a appliquée le sulcotrione au mois de mars, le sol est couvert à 10%, c-à-d
couverture = 10 et position = 0.1 (voir l'équation 5.10).

Données liées au milieu

La seule variable liée au milieu utilisée dans le calcul de l'indicateur phytosanitaires vis-à-vis
des eaux souterraines : le potentiel de lessivage (lessivage). En considérant les caractéristiques
du milieu précisée ici, on obtient lessivage = 0.9 (voir section 5.7).

5.12.2 Calcul des degrés d'appartenance

Les degrés d'appartenance aux classes pour chacune des variables d'entrée sont calculés à
l'aide des équations correspondantes données dans la section 5.7. La Table 5.6 présente les degrés
d'appartenance aux classes d'appartenance des variables d'entrée de l'indicateur Ieso.
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

Variable GUS DJA lessivage position

fonction d'appartenance à la classe favorable (F) 0.72 1 0.024 0.41

fonction d'appartenance à la classe défavorable (D) 0.28 0 0.976 0.59

Table 5.6 � Les degrés d'appartenance à la classe favorable pour les variables de Ieso

5.12.3 Calcul des degrés de vérité

Les degrés de vérité des règles, qui représentent les variables wi dans les équations (5.13),
sont calculés comme suit : pour tout règle i le degré de vérité est le minimum (la conjonction)
des fonctions d'appartenance des variables de la règle.

Revenons à la base de règles de l'indicateur Ieso montrée sur la Figure 5.4 et considérons les
deux règles suivantes :

1. Si GUS est favorable et si position est favorable et si lessivage est favorable et si DJA
est favorable alors la conclusion est 10

2. Si GUS est favorable et si position est favorable et si lessivage est favorable et si DJA
est défavorable alors la conclusion est 10

Les valeurs de vérité pour ces deux règles représentent les valeurs minimales des fonctions d'ap-
partenance aux classes favorables (et/ou défavorable) de toutes les variables de la règle et on
obtient w1 = min(0.72, 1, 0.024, 0.41) = 0.024 et w2 = min(0.72, 0, 0.024, 0.41) = 0.

5.12.4 Calcul des indicateurs

En calculant tous les degrés d'appartenance des bases de règles des indicateurs Ieso, à partir
des arbres de décision présentées sur les �gures 5.4, on obtient Ieso = 8.45. La valeur de l'indica-
teur Ieso est plus grande que 7 (la valeur de seuil de référence acceptable par l'environnement).
Par conséquent, les pratiques agricoles ne posent pas de problème pour l'environnement et elles
sont durables. Nous pouvons conclure que l'utilisation de la matière active sulcotrione au champ
avec un sol moins couvert (10%) ne pose pas de risque pour l'environnement.

5.13 Étude des imperfections sur l'indicateurs phytosanitaires
vis-à-vis des eaux souterraines

Dans cette section, nous présentons le calcul des indicateurs en tenant compte de l'imprécision
des données d'entrées en particulier les données multi-sources. Les autres variables (caractéris-
tiques de milieu et conditions d'application) sont considérées comme précises (�xes) dans cet
exemple ainsi que les conclusions des règles de décision associées au calcul des indicateurs restent
inchangées.

Dans un premier temps, nous modélisons l'information fournie par les sources d'informations.
Dans un deuxième temps, suivant les caractéristiques des sources d'information et la méta-
connaissance disponible sur les sources, nous choisissons une méthode de fusion qui s'adapte à
l'exemple, puis nous construisons le treillis et nous calculons les données d'entrées des indicateurs.
En�n, nous propageons l'information résultante dans le mode de calcul des indicateurs. Les
méthodes de propagation utilisées sont le calcul d'intervalles et le principe d'extension (voir
Annexe B) pour les données d'entrées de Ieso. Le résultat �nal de Ieso, représenté par une moyenne
pondérée des valeurs de vérité, est calculé en utilisant l'algorithme de Fortin (voir Section B.4.1
de l'Annexe B).
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5.13. Étude des imperfections sur l'indicateurs phytosanitaires vis-à-vis des eaux souterraines

5.13.1 Modélisation des informations fournies par les sources

Les variablesDT50, koc etDJA (intervenant dans le calcul de Ieso) sont fournies par plusieurs
sources d'informations sous la forme d'un ensemble des valeurs disjonctifs. Par exemple, les
valeurs de DT50 données par la base française Agritox sont : 24, 15, 74. Cette information est
modélisée par une distribution de possibilités dans {0, 1} ce qui se traduit par un intervalle dans
R : [min,max] où min est la plus petite valeur et max est la plus grande valeur de l'ensemble
des valeurs proposées par la source. Dans l'exemple de la base de données Agritox (données
calculées dans de laboratoires, noté AGXl dans la Table 5.7) , on obtient l'intervalle [15, 74].
D'autres sources d'informations délivrent l'information sous forme de deux valeurs : une valeur
minimale et une valeur maximale. Comme par exemple, suivant la base de données française
Agritox, les valeurs de DT50 calculées au champs appartiennent à l'intervalle [2, 6] (noté AGXf
dans la Table 5.7). Les informations fournies par les sources pour la matière active sulcotrione
sont présentées dans la Table 5.7.

DT50 koc
jour L/kg

BUS [2, 74] ?

PM11 [15, 72] ?

PM12 ? [44, 940]

PM13 ? [44, 940]

INRA ? [1.08, 8.98]

Com98 [2, 6] [17, 160]

AGXf [2, 6] [1.08, 160]

AGXl [15, 74] [1.08, 160]

Table 5.7 � Information fournie par les sources pour DT50 et koc

La valeur de DJA est 0.00005, cette valeur est proposée par toutes les sources. Notons que
les sources d'informations proposent parfois deux intervalles ou un intervalle et une valeur plus
vraisemblable que les autres. Ce type d'informations est représenté par des distributions des
possibilités dont le support est l'intervalle le plus grand et le noyau représente l'intervalle des
valeurs vraisemblables. Considérons l'exemple suivant : La valeur de DT50 est entre 2 et 74 mais
les valeurs entre 15 et 38 sont les plus vraisemblables.
Cette information est représentée par une distribution de possibilités dont le support est [2, 74]
et le noyau est [15, 38] (voir l'exemple de la Section 1.5 du chapitre 1). Les sources d'informations
sont décrites dans la Table 5.8. Elles ont des origines di�érentes (France, Angleterre, Etats-Unis,
etc.). Elles sont hétérogènes et indépendantes les unes des autres. Dans le cas où la sources
d'informations ne fournit aucune valeur pour la variable, nous considérons ce cas comme une
ignorance totale. Cela veut dire qu'on remplace la case vide par le symbole "?" qui représente
le plus petit intervalle contenant toutes les valeurs (c-à-d l'intervalle ayant le minimum (respec-
tivement maximum de toutes les valeurs comme borne inférieure (respectivement supérieure)).

5.13.2 Choix de mode de fusion

Aucune information n'est fournie sur la �abilité des sources. La méthode de fusion fondée
sur la notion des SMC est la plus adaptée, car elle fournit un résultat cohérent avec toutes les
sources et elle ne néglige aucune source d'informations. La Table 5.9 présente les résultats de la
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"

Base Origine
BUS Base de données anglaise, Angleterre
PM11 Livre, Angleterre, version 11
PM12 Livre, Angleterre, version 12
PM13 Livre, Angleterre, version 13
INRA �che de données INRA, France
Com98 Comité de liaison (données en 1996)
AGXf Base de données Agritox (valeurs calculées au champ), France
AGXl Base de données Agritox (valeurs calculées au laboratoire), France

Table 5.8 � Description des sources d'informations

fusion par SMC des variables liées à la matière active de l'indicateur phytosanitaire. Les SMC
obtenus pour chacune des variables sont donnés dans la Table 5.9.

Variable Résultats de la fusion Enveloppe convexe du résultat
DT50 [2, 6] ∪ [15, 72] [2, 72]

koc [1.08, 8.98] ∪ [44, 160] [1.08, 160]

Table 5.9 � Résultats de la fusion des SMC des variables de Ieso liées à la matière active
sulcotrione

Nous utiliserons les enveloppes convexes des résultats de la fusion par SMC des variables. La
variable GUS est une fonction continue de la variable DT50 et koc, et nous pouvons calculer son
intervalle en utilisant l'extension optimale (voir Annexe B). Les valeurs des variables position et
lessivage sont �xes dans cet exemple.

Pour calculer les bornes inférieure et supérieure de l'indicateur Ieso, nous propageons les im-
perfections des données d'entrée à travers la moyenne pondérée en utilisant l'algorithme de Fortin
puisque les conditions d'application sont bien véri�ées. En e�et, les fonctions d'appartenance des
variables DT50 et koc sont des fonctions continues. Donc nous utilisons l'extension optimale
pour obtenir les intervalles des fonctions d'appartenance pour chacune des variables GUS, DJA,
lessivage et position. Ensuite, nous calculons, à partir de des valeurs de ces variables, les inter-
valles de degrés de vérité à l'aide du principe d'extension de la fonction minimum. Le résultat
de l'indicateur est [4, 10]. Cette valeur n'est ni plus petite que 7 ni plus grande que 7 puisque les
valeurs de l'intervalle ne sont pas toutes inférieures (respectivement supérieures) à 7. Dans telle
situation, l'évaluateur ne peut pas prendre une décision concernant les pratiques agricoles.

Nous allons utiliser la méthode détaillée dans le chapitre 3 et nous allons construire le treillis
en utilisant le mode de fusion par SMC. D'abord, nous faisons le pré-traitement des données
(voir Section 3.3). puis, nous construisons, avec la structure des patrons résultante le treillis des
résultats de fusion par SMC des variables DT50 et koc.

5.13.3 Construction et interprétation du treillis

La Table 5.10 présente le contexte obtenu à partir du pré-traitement de la Table 5.7. La
Figure 5.8 montre le treillis obtenu à partir de la structure de patrons présentée dans la Table 5.10.
Le treillis contient 16 concepts. Une extension est présentée avec étiquetage réduit. L'intension
des concepts est obtenue à partir des intentions des sous-concepts. Par exemple, l'intension du
concept C1 est {(DT50, [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])}. Mais, si les intensions de deux sous-concepts
donnent des valeurs di�érentes pour le même attribut, alors l'union des valeurs est considérée.
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5.13. Étude des imperfections sur l'indicateurs phytosanitaires vis-à-vis des eaux souterraines

Par exemple, l'intension du concept C2 est {(DT50, [2, 6] ∪ [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])} et les
intensions de ses sous-concepts sont {(DT50, [2, 6])}, {(DT50, [15, 72])} et {(koc, [1.08, 8.98])}.

Les concepts qui subsument directement le concept ⊥ (appelés aussi atome du treillis)
représentent les SMC avec leurs valeurs pour chaque caractéristiques. Par exemple, pour le
concept ((BUS,Com98, AGXf) , (DT50, [2, 6])), la valeur DT50 = [2, 6] est le SMC des valeurs
fournies par les trois sources BUS,Com98 et AGXf . Autrement dit, chaque intension d'un
concept du treillis représente la fusion par SMC des objets dans l'extension. Par exemple, dans
le concept C3 = ({(BUS,Com98, AGXf) , (BUS,PM11, AGXl)} , (DT50, [2, 6] ∪ [15, 72])),
l'intension (DT50, [2, 6] ∪ [15, 72]) est le résultat de la fusion par SMC des sources
BUS,Com98, AGXf, PM11 et AGXl. Le concept général > représente le résultat de la fusion
globale de toutes les sources pour toutes les caractéristiques.

DT50 (days) koc (L/kg)
{BUS,PM12, PM13, INRA,Com98, AGXf} [2, 6] ∅
{BUS,PM11, PM12, PM13, INRA,AGXl} [15, 72] ∅
{BUS,PM11, INRA,AGXf,AGXl} ∅ [1.08, 8.98]

{BUS,PM11, PM12, PM13, Com98, AGXf,AGXl} ∅ [44, 160]

Table 5.10 � Table résultant du pré-traitement de la Table 5.7

Dans le treillis résultant, plusieurs concepts permettent de calculer l'indicateur Ieso. Nous
ne pouvons considérer que les concepts ayant des valeurs pour les deux caractéristiques simulta-
nément. Donc, on obtient 10 concepts valides pour lesquels il est possible de calculer Ieso. Par
exemple, le concept > donne une valeur d'indicateur Ieso = [4, 10] (voir le calcul dans la section
précédente). Cette valeur ne permet pas de prendre une décision puisque cet intervalle contient
la valeur de référence 7 acceptable par l'environnement. Donc, l'indicateur Ieso doit se calcu-
ler avec un autre concept valide (ayant des valeurs pour DT50 et pour koc). Pour le concept
({(BUS,PM11, AGXl) , (INRA,AGXf,AGXl)} , {(DT50, [15, 72]), (koc, [1.08, 8.98])}), la va-
leur de Ieso vaut [4.32, 4.32]. Cette valeur permet de prendre une décision puisque 4.32 < 7.
Cette valeur montre que l'agriculteur ne suit pas des pratiques durables pour l'environnement
(en particulier les eaux souterraines) et qu'il doit les changer.

Cependant, pour le concept ({(BUS,Com98, AGXf) , (PM12, PM13, Com98,
AGXf,AGXl)}, {(DT50, [2, 6]), (koc, [44, 160])}), on obtient Ieso = [9.97, 10]. Dans ce
cas, l'agriculteur ne doit pas changer son pesticide puisque la valeur de Ieso est plus grande
que 7. Ainsi, ce concept permet de prendre aussi une décision. Notons que les autres concepts
du treillis ne permettent pas non plus au décideur d'évaluer les pratiques agricoles utilisées
par l'agriculteur. Pour le choix entre plusieurs sous-ensembles de sources, l'utilisateur devra
faire appel à des critères extérieures (comme un classement des sources, �abilité, etc.). Ainsi,
pour justi�er une décision l'évaluateur peut donner des raisons (arguments). L'agriculteur doit
change de pratique quand le pesticide reste plus longtemps au champ (temps de demi-vie au
champs représenté par la variable DT50) et sa mobilité dans le sol (représentée par la variable
koc) est petite. Sinon, si le pesticide ne reste pas longtemps au champ mais il reste bien lié au
sol (puisque la valeur de koc est grande) alors l'agriculteur ne doit pas changer ce pesticide.
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Chapitre 5. Application à l'évaluation environnementale : indicateur "pesticides"
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5.14. Discussion

5.14 Discussion

Prendre en compte l'incertitude dans l'évaluation environnementale permet de donner plus
de choix aux agriculteurs dans le choix de leurs pratiques et de garder la qualité scienti�que des
indicateurs. Dans ce chapitre, nous avons considéré un exemple particulier des indicateurs de
la méthode INDIGO qui est l'indicateur "pesticide". Nous avons considéré une matière active
et nous avons calculé l'indicateur Ieso tel qu'il est calculé à l'INRA de Colmar avec les valeurs
choisies par les experts. Nous avons également pris en compte l'incertitude due aux variables
multi-sources de cet indicateur. Notons que les indicateurs Iesu, Iair et Iphy se calculent de la
même manière que Ieso. Les informations imprécises sont représentées par des intervalles. En
utilisant le mode de fusion par SMC, nous avons construit le treillis de la fusion par SMC
pour Ieso. Le treillis montre une divergence entre les sources d'informations utilisées pour le
calcul des indicateurs. Il permet les décideurs d'évaluer les pratiques agricoles en considérant des
groupements partiels des sources et leurs valeurs. Le regroupement global de toutes les sources
ne permet pas de prendre une décision à partir de la valeur associée à > dans le treillis. Dans ce
travail, nous n'avons considéré que les variables provenant de plusieurs sources d'informations.
Les imperfections des variables représentant le milieu et les conditions d'application du pesticide,
ainsi que les conclusions des règles de décision sont considérées �xes (précises) dans tout ce travail.
L'expertise dans le choix des fonctions d'appartenance et des seuils des variables intervenant dans
le calcul de l'indicateur n'est pas modélisée. D'autre part, les conclusions des règles de décision
des variables de milieu ainsi que les arbres de décision utilisés dans le calcul de l'indicateur ne sont
pas construits à partir des jeux de données et l'imperfection due à ce choix n'est pas représentée.
Notons qu'aucune information n'est disponible à propos des variables de milieu (potentiel de
lessivage, potentiel de ruissellement et potentiel de dérive), ce qui est due à la di�culté de
mesurer ces variables et leur donner des marges.

Si l'on dispose de plus d'informations sur les sources, par exemple, un ordre de préférence, ces
informations peuvent être introduites au moment de la construction du treillis. Dans l'exemple de
la matière active sulcotrione, pour l'indicateur Ieso, nous considérons deux caractéristiques. Mais
si l'on considère l'indicateur Iphy, il faut calculer les deux autres modules correspondants aux
eaux de surface (représentées par Iesu et à l'air Iair). La table de données du pesticide sulcotrione
n'est pas volumineux. Dans une telle situation, nous appliquons l'approche de la fusion contrainte
par un seuil de similarité θ (voir Annexe D), qui permet d'éliminer des groupements dont les
résultats de la fusion sont des intervalles de grande taille et qui ne permettent pas aux décideurs
d'évaluer les pratiques. Notons que le calcul de l'indicateur pesticide comporte plusieurs niveaux
d'agrégation, ce qui augmente parfois l'incertitude en particulier quand l'incertitude sur une
variable se propage plusieurs fois.
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6

Conclusion et perspectives

Sommaire

6.1 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

6.2 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.1 Conclusion

Pour calculer la valeur d'un indicateur, les experts doivent choisir une valeur parmi les valeurs
proposées par les sources. Dans cette thèse, nous avons proposé une méthode faisant appel
à la théorie des possibilités et à l'analyse formelle de concepts tout comme à par la fusion
d'informations et l'analyse d'intervalles pour calculer un indicateur environnemental à partir de
données imparfaites.

Dans la première partie de la thèse, nous avons présenté la théorie des possibilités pour la
modélisation des informations imparfaites, en particulier les informations fournies par plusieurs
sources d'informations di�érentes. Nous avons utilisé les intervalles (distributions de possibilités
dans {0, 1}), et les distributions de possibilités triangulaires et trapézoïdales (distributions de
possibilités dans [0, 1]), pour représenter les informations fournies par les sources. Cette repré-
sentation permet de prendre en compte l'imprécision des variables intervenant dans le calcul de
l'indicateur. De plus, elle est adaptée au mode de calcul de l'indicateur en utilisant une moyenne
pondérée.

Après une introduction de l'analyse formelle de concepts et de son extension aux structures
de patrons, nous avons présenté des liens existant entre la théorie des possibilités et l'analyse
formelle de concepts. Plusieurs connexions de Galois peuvent être dé�nies faisant appel aux
mesures de la théorie des possibilités. De plus, la connexion de Galois utilisée dans l'analyse for-
melle de concepts est fondée sur la mesure de "possibilité garantie" de la théorie des possibilités.
Notre contribution porte dans cette partie à étendre ces opérateurs de dérivation à des contextes
hétérogènes en utilisant les opérateurs de dérivation de la connexion de Galois introduite dans
les structures de patrons et faisant appel aux mesures de la théorie des possibilités. Ces opé-
rations permettent de décomposer un contexte, qu'il soit binaire ou hétérogène, en plusieurs
sous-contextes indépendants dont les objets � respectivement les attributs (et leurs descriptions
dans les contextes hétérogènes) � sont des ensembles disjoints.

La deuxième contribution de cette thèse porte sur l'utilisation de l'AFC pour combiner les
informations provenant de plusieurs sources di�érentes. Nous avons montré comment un opéra-
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives

teur de fusion peut être considéré comme un in�mum dans un inf.-demi-treillis, puis comment
construire le treillis permettant d'organiser les sources d'informations et de calculer les résultats
de la fusion.

Cette partie comporte deux méthodes s'appuyant chacune sur un opérateur de fusion. Les
opérateurs de fusion utilisés sont : l'opérateur conjonctif, l'opérateur disjonctif et l'opérateur
de compromis représenté par l'opérateur de fusion fondée sur la recherche des sous-ensembles
maximaux cohérents (SMC). La première méthode concerne la fusion des intervalles par treillis.
La deuxième méthode est une extension de la première et porte sur la fusion des distributions
par treillis.

Concernant la fusion des intervalles, nous avons construit les treillis de concepts des résultats
conjonctifs et disjonctifs, puisque ces opérateurs véri�ent les propriétés d'un opérateur in�mum
dans un treillis. Nous avons également proposé une méthode permettant d'appliquer malgré
tout des opérateurs de fusion qui ne véri�ent pas les propriétés d'un in�mum (essentiellement
l'associativité), puis de construire le treillis de concepts de la fusion par SMC.

Les treillis de concepts obtenus proposent des classi�cations des sources d'informations et
permettent de calculer les résultats de la fusion des intervalles fournis par les sources. En parti-
culier, chaque concept représenté par une paire (extension, intension) où l'extension correspond
au sous-ensemble maximal de sources ayant le résultat de la fusion donnée dans l'intension du
concept. Quand le résultat global de la fusion, c-à-d le résultat obtenu en combinant toutes les
informations réunies, n'est pas utile pour la décision, le treillis o�re plus de choix à l'utilisateur
pour le résultat de fusion. Le treillis o�re une vue structurée du résultats global et des résul-
tats partiels de la fusion qui sont obtenus à partir des sous-ensembles de sources. Ce choix peut
être fait sur la base du label représenté dans l'extension de chaque concept ou bien avec de la
méta-information sur les sources (comme la �abilité, ordre de préférence, etc.).

Nous avons également proposé une méthode de fusion contrainte par un seuil de similarité
pour combiner les informations disjonctivement. Cette méthode permet d'éliminer des concepts
inutiles dans le treillis quand le nombre de sources augmente. Elle permet de plus de garder
les concepts ayant des résultats de fusion su�samment précis pour respecter le seuil choisi par
l'expert.

Concernant la méthode de fusion des distributions : les informations sont représentées par
des distributions triangulaires et trapézoïdales. La fusion par treillis est plus riche que dans le
cas des intervalles. Outre les résultats de la fusion hierarchisés dans le treillis, le résultat global
et l'origine de l'information conservée par les extensions des concepts, des nivaux de con�ance
sont fournis avec le résultat de la fusion dans les intensions des concepts. Cela permet d'évaluer
la cohérence entre les sources d'informations des extensions.

Nous avons exploré également la fusion pour plusieurs variables simultanément. En e�et,
dans plusieurs applications, les sources fournissent des informations pour plusieurs variables.
Nous avons alors proposé une méthode consistant à choisir un opérateur de fusion pour chaque
variable à condition que les variables soient indépendantes. Cette méthode permet de trouver les
résultats de fusion pour plusieurs variables simultanément.

La dernière partie de ce travail de thèse a porté sur l'évaluation de la méthode fusion par
treillis en utilisant l'indicateur phytosanitaire qui mesure la qualité des eaux souterraines pour
un pesticide donné. Tout d'abord, nous avons utilisé la théorie des possibilités en particulier les
intervalles pour représenter les informations fournies par les sources agronomiques. Les intervalles
permettent de prendre en compte les imprécisions des valeurs délivrées par les sources. Ensuite,
nous avons choisi l'approche fondée sur les SMC pour construire le treillis de la fusion par SMC
des caractéristiques du pesticide. Le treillis fournit plusieurs concepts permettant de calculer
l'indicateur. Un algorithme faisant appel aux opérations d'analyse d'intervalles est choisi pour
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6.2. Perspectives

le calcul de l'indicateur. Le résultat global de la fusion est imprécis et ne permet pas d'évaluer
les pratiques agricoles utilisées au champ. Ceci est dû à la divergence entre les sources. Par
conséquent, il n'est pas intéressant de prendre en compte globalement toutes les sources mais il
faut les étudier séparément ou par blocs. En conséquence, l'approche fondée sur le treillis par
SMC permet d'identi�er des sources cohérentes ayant un résultat de fusion autorisant de calculer
un indicateur évaluant les pratiques agricoles. De plus, elle permet aux experts agronomes de
justi�er leurs diagnostics.

6.2 Perspectives

Les perspectives de ce travail sont nombreuses. Les liens entre la théorie des possibilités
et l'analyse formelle de concepts � en particulier les structures de patrons � sont à explorer.
Les relations entre les di�érents opérateurs de dérivation introduits restent à étudier. La fusion
d'informations dans le treillis peut apporter des solutions à di�érents problèmes rencontrés dans
toute application dans diverses disciplines faisant intervenir la fusion de plusieurs sources. En
particulier, le treillis des résultats de la fusion forme une base de choix de plusieurs sous-ensembles
maximaux et leurs résultats de fusion. Il serait donc intéressant d'étudier les sous-ensembles
obtenus et de proposer une méthode de choix entre les concepts. Ainsi une poursuite de ce
travail serait de considérer de la méta-information concernant les sources, comme la �abilité, et de
s'intéresser à la façon de l'introduire et la gérer dans le treillis. Un ordre sur les degrés des �abilités
des sources permettrait de choisir et de comparer deux concepts c-à-d deux groupes de sous-
ensembles de sources avec leurs résultats de fusion. Cela reviendrait ainsi à comparer des sous-
ensembles de degrés de �abilité. Il faudrait alors comparer la méthode proposée dans ce travail
avec d'autres méthodes de fusion et examiner son extension pour d'autres types d'informations.
L'idée de considérer les résultats partiels de la fusion et d'observer les sources distinctement est
étudiée dans le cadre de la logique possibiliste dans [70]. Ce travail a pour but de combiner
les informations dans un cadre possibiliste en intégrant des poids représentant la �abilité des
sources.
Néanmoins, la méthode de la fusion par treillis proposée pour plusieurs variables ne peut être
utilisée que si les variables sont indépendantes. Il serait donc intéressant de prendre en compte
la dépendance entre les variables.

Une autre ouverture de ce travail peut être l'étude des liens qui existent entre l'argumentation
et l'analyse formelle de concepts. En e�et, dans ce travail, nous avons utilisé la fusion au sein du
treillis dans le cadre de l'analyse formelle de concepts. Nous avons obtenu un treillis composé des
paires (sources, résultats) où le résultat représente la combinaison des informations des sources.
Il est possible de trouver des liens entre les systèmes d'argumentation et l'analyse formelle de
concepts qui permettent d'avoir un treillis d'arguments ainsi que d'évaluer la force d'un argument.

Cependant, la structure de treillis exige l'utilisation d'opérateurs qui véri�ent un certain
nombre de propriété comme l'idempotence, l'associativité et la commutativité. Dans ce travail,
nous avons abordé le problème des opérateurs ne véri�ant pas les propriétés d'un in�mum, essen-
tiellement l'associativité. En e�et l'associativité est importante en fusion lorsque les informations
ne sont pas combinées en même temps. Il serait donc intéressant d'étudier les cas où l'opération
de fusion ne véri�e pas toutes ces propriétés.

Néanmoins, l'application de ces approches peut poser quelques problèmes calculatoires. Il est
nécessaire de disposer d'un appui algorithmique performant et d'implémentations e�caces pour
mettre en ÷uvre les approches proposées (construction de treillis, calcul des résultats de la fusion
avec SMC, etc.).
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives

En�n, concernant les indicateurs environnementaux, il conviendrait d'estimer l'incertitude
lorsque les informations fournies par les sources sont modélisées par des distributions. Dans ce
cadre, la méthode proposée permet d'obtenir des sous-ensembles maximaux des sources avec
leurs résultats de fusion. Ces résultats sont des ensembles d'intervalles emboîtés, où pour toute
α-coupe nous pouvons appliquer la méthode proposée ici (algorithme de Fortin) pour le calcul
d'indicateur pour plusieurs niveaux a�n de calculer le résultat. Notons que le résultat obtenu
n'est pas une distribution.
Dans cette application sur les indicateurs, nous n'avons considéré que l'imperfection liée aux
variables multi-sources. L'indicateur est calculé en utilisant des mesures de terrain et un nombre
de variables estimées par les experts en utilisant les arbres de décision. Ces mesures de terrain
peuvent être aussi imparfaites de même que les conclusions des règles de décision peuvent être
imprécises (les conclusions des règles de décision sont considérées comme �xes dans tout notre
travail). Les perspectives pour cette partie consistent à chercher des solutions plus générales
permettant de représenter l'imperfection due à l'expertise lors du choix des conclusions (c-à-d la
conclusion d'une règle de décision serait alors un intervalle et non plus une valeur précise). En-
suite, d'envisager la propagation de ces imperfections à travers le mode de calcul de l'indicateur.
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A

Théorie des possibilités

La théorie des possibilités a été proposée par L.Zadeh en 1987 [189] en s'appuyant sur la
théorie des sous-ensembles �ous qu'il a inventé en 1965 [188]. Cette dernière permet de représenter
des classes d'objets dont les critères d'appartenance sont graduels [187]. La théorie des possibilités
est ensuite développée par Dubois et Prade [74] pour traiter dans un seul cadre l'incertitude et
l'imprécision inhérentes à certaines données.

A.1 Mesure de possibilité

La mesure de possibilité, Π, est une fonction dé�nie sur l'ensemble des parties P (U) de U , à
valeurs dans [0, 1] telle que :

Π(∅) = 0
Π(U) = 1

∀i, ∀Ai ∈ P (U) , Π(
⋃
i=1,...,nAi) = maxi=1,...,n Π(Ai)

(A.1)

La mesure de possibilité Π(A) quanti�e dans quelle mesure l'événement A ⊆ U est possible. Elle
est calculée ainsi à partir de la distribution de possibilités, on a :

∀A ∈ P (U) , Π(A) = sup
u∈A

π(u)

De plus, si Π(A) = 1, la distribution est normalisée. Cette mesure satisfait la relation :
max

(
Π(A),Π(Ā)

)
= 1. Cela signi�e que l'un des événements au moins est possible. La possibilité

de l'un ne veut pas dire l'impossibilité de l'autre. Plus un événement est dé�ni d'une manière
plus précise qu'un autre événement, plus la possibilité qu'il se réalise est forte c-à-d ∀A1 ⊆ A2 ⇔
Π(A1) ≤ Π(A2).

A.2 Mesure de nécessité

La mesure de nécessité N est une fonction dé�nie sur l'ensemble des parties P (U) de U , à
valeurs dans [0, 1] telle que :

N(∅) = 0
N(U) = 1

∀i, ∀Ai ∈ P (U) , N(
⋂
Ai) = minN(Ai)

(A.2)
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Annexe A. Théorie des possibilités

La mesure de nécessité N(A) quanti�e dans quelle mesure l'événement A ⊆ U est nécessaire.
Elle est calculée ainsi à partir de la distribution de possibilité, on a :

∀A ∈ P (U) , N(A) = 1− sup
u/∈A

π(u)

De plus, si N(A) = 1, l'événement A est certainement vrai. Si N(A) = 0 alors l'événement A
n'est pas certain du tout.

La mesure de nécessité est la mesure duale de la mesure de possibilité. La normalisation de
π garantit la relation Π(A) ≥ N(A) pour tout événement A (un événement est possible même
s'il n'est pas certain). La mesure de nécessité est liée à la mesure de possibilité par la relation
Π(A) = 1−N(A). De plus on a :

� Π(A) = 0 et N(A) = 0 alors A est impossible.
� Π(A) = 1 et N(A) = 0 alors A est possible mais il n'est pas certain.
� Π(A) = 1 et N(A) = 1 alors A est certain

On en déduit les relations suivantes :

N(A) > 0 ⇔ Π(A) = 1 (A.3)

Ainsi, si Π(A) = 0 et N(A) = 1 alors A est à la fois impossible et certain, ce qui est impossible.
L'incertitude d'un événement A, au contraire de la théorie des probabilités, est caractérisée par
les deux mesures : sa mesure de possibilité Π(A) et sa mesure de nécessité N(A).

A.3 Mesure de possibilité garantie

La mesure de garantie (appelée aussi mesure de su�sance) est une fonction dé�nie sur l'en-
semble U à valeurs dans [0, 1], véri�ant les axiomes suivants :

∆(∅) = 1
∀i, ∀Ai ∈ P (U) , ∆(

⋃
Ai) = min ∆(Ai)

(A.4)

Lorsque la mesure de possibilité est égale à 1, cela signi�e qu'il existe au moins un événement
élémentaire possible. L'utilisation de la mesure de garantie assure plus de certitude sur la possi-
bilité [77]. Une mesure de garantie signi�e que l'événement est certainement possible (on est sûr
de la réalisation de l'événement, c-à-d l'événement a été observé). La mesure de su�sance est
reliée à la distribution de possibilité par la relation

∀A ⊆ U, ∆(A) = infu∈A π(u) (A.5)

La mesure de su�sance est plus stricte que la mesure de possibilité, ∆(A) ≤ Π(A), puisque Π
n'évalue que dans quelle mesure un événement est possible ( ou l'existence d'une valeur dans A
qui est compatible avec l'information disponible), mais ∆ évalue dans quelle mesure toutes les
valeurs de A sont compatibles avec l'information disponible.

A.4 Mesure de certitude potentielle

La mesure de certitude potentielle évalue la possibilité d'existence d'un élément n'appartenant
pas à A (dans A) qui serait possible. La mesure de certitude ∇ est une fonction de U à valeurs
dans [0, 1]. Elle est liée avec la distribution de possibilité par la relation :

∀A ∈ P (U) , ∇(A) = sup
u/∈A

(1− π(u))
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A.4. Mesure de certitude potentielle

Cette mesure est la mesure duale de la mesure de su�sance. Ainsi, s'il existe un élément dans
U qui n'est pas possible (∃x ∈ U ;π(x) = 0), on a min(∆(A),∆(A)) = 0 et ∇(A) = 1 puisque
∆(A) > 0. Il est évident que N ≤ ∇.

Néanmoins, il n'existe pas de fortes relations entre les quatre mesures de la théorie des
possibilités, mais on a :

max(Π(A), 1−N(A)) = supu∈U π(u) (A.6)

min(∆(A), 1−∇(A)) = infu∈U π(u) (A.7)

Si la distribution π est normalisée, l'équation (A.6) vaut 1 et si la distribution 1−π est normalisée
alors l'équation (A.7) vaut 0. En utilisant la dualité entre les mesures, on a :

max(N(A),∆(A)) ≤ min(Π(A),∇(A)) (A.8)
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Annexe A. Théorie des possibilités
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B

Rappels sur l'analyse d'intervalles

B.1 Arithmétique par intervalles

L'arithmétique par intervalles, comme son nom le suggère, fait intervenir des intervalles avec
les opérations arithmétiques. L'idée est d'une part de garantir les résultats en calculant un inter-
valle dans lequel se trouve le résultat e�ectif. D'autre part, on cherche à fournir un encadrement
satisfaisant de la solution et à avoir un résultat su�samment précis. L'arithmétique par inter-
valles est présente très tôt dans la littérature [185, 85]. Brian Hayes propose un historique de
l'arithmétique par intervalles [110]. Quelques années plus tard, les principes fondamentaux du cal-
cul d'intervalles ont été étudiée par les trois mathématiciens Mieeczyslaw Warmus en Pologne,
Teruo Sunaga au Japon et Ramon E. Moore aux États-Unis. La version de Moore introduite
dans [144, 145] propose une alternative aux arithmétiques existantes. En e�et, si seule l'arithmé-
tique exacte répond à un besoin de �abilité, elle est lente et ne permet pas d'évaluer les fonctions
mathématiques (sin, exp, . . .) même si elle permet de les manipuler. Le principal point faible de
l'arithmétique par intervalles est cet encadrement que l'on obtient de la solution. En e�et on
peut obtenir un intervalle beaucoup trop large qui entraîne une grande imprécision sur le résul-
tat. Les calculs doivent donc être menés de telle sorte que l'encadrement obtenu soit de largeur
raisonnable.

Un des principaux buts de l'analyse d'intervalles est de calculer l'ensemble des valeurs d'une
fonction quand ses arguments varient dans des intervalles donnés [144]. Étant donné une fonction
à n arguments f(x1, x2, . . . , xn) de Rn à valeurs dans Rm, et n intervalles [ai, bi], i ∈ 1, . . . , n,
l'ensemble des valeurs y = f(x1, x2, . . . , xn) lorsque chaque xi varie dans l'intervalle [ai, bi], est
donné par l'équation suivante :

{y/y = f(x), x ∈ ×i[ai, bi]} (B.1)

Si f est une fonction continue de Rn dans R, et que l'on cherche à trouver sa variation sur un
produit cartésien d'intervalles, généralement sur un convexe fermé de R, alors le théorème des
valeurs intermédiaires permet de savoir que le résultat de de l'équation B.1 est un intervalle de
R.

B.2 Fonctions d'intervalles

Dé�nition 11 (Fonction d'intervalles) Une fonction d'intervalles est une fonction g : IRn →
IRm qui associe à un n-uplet d'intervalles un m-uplet d'intervalles.
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

L'extension d'une fonction f doit véri�er la dé�nition suivante :

Dé�nition 12 (extension d'une fonction aux intervalles [149]) Soient f : Rn → Rm une
fonction continue et g : IRn → IRm. g est une extension aux intervalles de f si et seulement si
les deux conditions suivantes sont véri�ées :

(i) ∀x ∈ Rn, g(x) = f(x)
(ii) ∀I ∈ IRn, {y/y = f(x), x ∈ I} ⊆ g(I)

Plusieurs fonctions d'intervalles sont donc possibles pour étendre une fonction réelle aux
intervalles. Parmi les extensions possibles d'une fonction f , il existe ce qu'on appelle l'extension
optimale. La valeur de l'extension optimale d'une fonction f sur un produit d'intervalles I est le
plus petit ensemble de IRm contenant {y/y = f(x), x ∈ I}.

Dé�nition 13 (Extension optimale) Soient f : Rn → Rm une fonction continue et g : IRn →
IRm une extension de f . L'extension g est optimale en I ∈ IRn si et seulement si ∀Z ∈ IRm

{y/y = f(x), x ∈ I} ⊆ Z ⊆ g(I)⇒ Z = g(I)

g est dite optimale si et seulement si elle est optimale pour tout I ∈ IRn.

La dé�nition B.2 induit l'existence et l'unicité de l'extension optimale d'une fonction f . Soit
f IR l'unique extension optimale de f . Notons que l'extension optimale d'une fonction f sur
un hypercube I et l'ensemble des valeurs de f atteintes par f sur I sont di�érents et on a :
f IR 6= {y/y = f(x), x ∈ I}, ce problème est appelé e�et d'enveloppe [151].

Lorsqu'on manipule des fonctions continues de Rn dans R, l'e�et d'enveloppe disparaît. En
e�et, l'image {y/y = f(x), x ∈ I} d'un hypercube I par une fonction f est un intervalle, et la
projection d'un intervalle sur l'axe des réels est identique à l'intervalle de départ. Ainsi, l'extension
de f est obtenue à partir des extensions de ses composantes :

f IR(I) = {y/y = f(x), x ∈ I} = [minx∈I f(x),maxx∈I f(x)] (B.2)

B.2.1 Extension optimale des fonctions élémentaires

Les fonctions élémentaires sont étendues de la même façon aux intervalles. Dans beaucoup
de cas, on obtient des formules très simples pour calculer l'extension optimale d'une opération
en fonction des bornes de ses arguments. Moore [146] dé�nit l'extension optimale de l'ensemble
Φ des fonctions élémentaires suivantes :

φ = {exp(x), ln(x), sin(x), cos(x), tan(x), arccos(x), arcsin(x), arctan(x), abs(x), xn, n
√
x∀x ∈ N∗}

On obtient par exemple les formules suivantes pour les fonctions exponentielle et logarithme
appliquées à l'intervalle [a, b] :

exp([a, b]) = [exp(a), exp(b)] (B.3)

ln([a, b]) = [ln(a), ln(b)] (B.4)
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B.2. Fonctions d'intervalles

B.2.2 Dé�nitions des opérations arithmétiques

Les opérations arithmétique standards +,−,× et ÷ sont étendues aux intervalles en utilisant
les extensions optimales.

Soient A = [a−, a+] et B = [b−, b+] deux intervalles réels, Les opérations d'addition, de
soustraction, de multiplication et de division sont dé�nies comme suit :

A⊕B = [a−, a+]⊕ [b−, b+]

= [a− + b−, a+ + b+] (B.5)

A	B = [a−, a+]− [b−, b+]

= [a− − b+, a+ − b−] (B.6)

A⊗B = [a−, a+]⊗ [b−, b+] (B.7)

= [min{a−b−, a−b+, a+b−, a+b+},
max{a−b−, a−b+, a+b−, a+b+}] (B.8)

A�B = [a−, a+]� [b−, b+]

= [min{a
−

b−
,
a−

b+
,
a+

b−
,
a+

b+
},max{a

−

b−
,
a−

b+
,
a+

b−
,
a+

b+
}] (B.9)

La dernière équation est dé�nie pour B ∈ IR\[0, 0]. De nombreuses propriétés découlent de ces
opérations [149]. Parmi ces propriétés on peut citer les suivantes, ∀A, B et C des intervalles de
IR :

� Associativité :

(A⊕B)⊕ C = A⊕ (B ⊕ C) (B.10)

(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C) (B.11)

� Commutativité :

A⊕B = B ⊕A (B.12)

A⊗B = B ⊗A (B.13)

� Présence d'un élément neutre

A⊕ 0 = A (B.14)

A⊗ 1 = A (B.15)

En revanche, certaines propriétés algébriques fondamentales des réels ne sont plus valides, en
particulier la multiplication n'est pas distributive sur l'addition et les intervalles ne possèdent
pas d'inverses, ni pour l'addition, ni pour la multiplication :

A⊗ (B ⊕ C) ⊆ (A⊗B)⊕ (A⊗ C) (B.16)

A	A 6= 0 (B.17)

A�A 6= 1 (B.18)
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

L'intervalle [0, 0] est un élément neutre par rapport à l'addition, de même que l'intervalle [1, 1]
par rapport à la multiplication. Notons que dans la théorie des intervalles, on ne peut pas obtenir
un inverse d'un élément pour l'addition et la multiplication. En e�et, si A est un intervalle de R
qui n'est pas réduit à un singleton, il n'existe aucun intervalle B ∈ IR tel que A+B = [0, 0]. Ainsi
la structure algébrique (IR,⊕) n'est pas un groupe et (IR,⊕,⊗) n'est pas un anneau. Ces deux
structures étant les structures de bases des nombres réels, et la plupart des outils mathématiques
sont inadaptés pour le calcul d'intervalles.

Puisqu'un intervalle est un ensemble d'éléments, la théorie des intervalles manipule les opé-
rations d'union, d'intersection et de complémentation. Un des problèmes de ces opérations est
que leur résultat n'est pas nécessairement un intervalle, c-à-d le résultat n'est pas convexe. Ansi
l'ensemble vide (∅) n'est pas un intervalle. Dans la suite nous verrons que l'intersection de deux
intervalles disjoints n'est pas un intervalle, de même que l'union et le complémentaire, puisque
les résultats obtenus ne sont pas forcément convexes.

A ∩B =

{
[max(a−, b−),min(a+, b+)] si b− < a+

∅ sinon
(B.19)

A ∪B =

{
[min(a−, b−),max(a+, b+)] si b− < a+

[a−, a+] ∪ [b−, b+] sinon
(B.20)

Les opérations min et max peuvent être étendues aux intervalles [72], et on a :

min([a−, a+], [b−, b+]) = [min(a−, b−),min(a+, b+)] (B.21)

max([a−, a+], [b−, b+]) = [max(a−, b−),max(a+, b+)] (B.22)

B.2.3 Extension naturelle

L'idée la plus naturelle pour aborder le calcul d'intervalles semble d'évaluer la valeur de la
fonction f sur des intervalles en remplaçant chaque opération arithmétique et élémentaire par
son extension optimale. Moore [146] a montré que l'on obtient alors bien une extension de f . On
appelle cette extension l'extension naturelle.

Théorème 1 (Extension naturelle) Soient f : IRn → IRm une fonction continue et f(x1, . . . , xn)
une expression de f mettant en jeu des opérations arithmétiques (+,−,×,÷) et des fonctions
élémentaires de φ. L'expression f est étendue aux intervalles en remplaçant les opérations réelles
par leurs extensions optimales.La fonction d'intervalles g dé�nie par g(x) = f(x) est alors une
extension de f , appelée extension naturelle de f .

Cette extension est simple, mais plusieurs problèmes apparaissent : il existe notamment une in�-
nité d'expressions pouvant conduire à des extensions di�érentes.Lorsque l'on utilise des intervalles
pour modéliser l'incertitude, plusieurs apparitions d'une même variable dans une expression re-
viennent à comptabiliser plusieurs fois l'incertitude sur la variable en question, rendant le résultat
d'un calcul bien plus imprécis qu'il ne pourrait l'être.

B.2.4 Autres extensions

L'extension optimale et l'extension naturelle ne sont pas les seules extensions aux intervalles
possibles d'une fonction f . En e�et, il y a une in�nité de fonctions d'intervalles possibles véri�ant
les deux conditions de la dé�nition B.2. On peut citer par exemple l'extension de la valeur
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B.3. Analyse d'intervalles �ous

moyenne (voir par exemple [146]), faisant intervenir l'extension naturelle de la dérivée de f ou
l'extension de Taylor fondée sur un développement limité de la fonction f (voir [2]). Le but de
ces extensions est de se rapprocher autant que possible des résultats de l'extension optimale, en
gardant une complexité de calcul raisonnable, quand l'extension optimale est trop complexe pour
être calculée explicitement.

B.3 Analyse d'intervalles �ous

L'arithmétique �oue a été développée pour étendre les opérations d'addition, de multiplica-
tion, de soustraction et de division sur des nombres �ous [71, 115] en accord avec le principe
d'extension de Zadeh [188], très utilisé dans le calcul des nombres �ous [187]. De nombreux au-
teurs ont essayé d'étendre d'une façon générale les opérations arithmétiques et de généraliser
l'extension naturelle des fonctions aux intervalles �ous. Ces travaux proposent un calcul fondé
sur l'application des méthodes classiques d'analyse d'intervalles sur une partie des α-coupes des
intervalles �ous considérés. Nguyen [148] a montré sous diverses hypothèses que l'α-coupe d'un
résultat �ou peut être obtenue grâce aux α-coupes des arguments �ous. Les travaux de Dong
et al. [64], Yang et al.[184], Anile [3], Hanss [109] proposent des méthodes de calcul e�caces
fondées sur l'idée d'appliquer les algorithmes d'analyse d'intervalles classiques sur une sélection
d'α-coupes. Ces techniques de calcul présentent des inconvénients : l'algorithme doit être exécuté
entièrement pour chaque α-coupe [109] et le résultat obtenu est une approximation du résultat,
reconstitué à partir des α-coupes calculées. On ne peut en aucun cas obtenir une formule exacte.
D'autres méthodes d'arithmétique d'intervalles sont fondées sur les nombres �ous paramétrés
L − R [71]. Cette méthode permet d'obtenir des formules exactes pour des opérations comme
l'addition, la soustraction, la multiplication et la division des nombres �ous positifs [86]. Plus
récemment, Fortin et al. [90] ont proposé une méthode (la méthode des pro�ls) pour calculer
les valeurs exactes pour tous les degrés de possibilités. Cette approche est fondée sur la notion
de nombre graduel [68, 89, 91]. Un intervalle �ou est représenté par une paire de bornes �oues
d'une manière similaire aux intervalles classiques représentés par une paire de deux réels. Les
techniques de l'analyse d'intervalles appliquées aux intervalles réels sont alors appliquées aux
intervalles �ous.

Dans la littérature, un nombre �ou M̃ désigne généralement un ensemble �ou de réels, dont
chaque α-coupe [M̃ ]α = {x|µM̃ (x) ≥ α} est un intervalle. Ainsi, la fonction d'appartenance à
l'ensemble �ou M̃ a la forme suivante :

� le noyau est un intervalle [m−1 ,m
+
1 ]

� µM̃ est non-décroissante sur (−∞,m−1 ]
� µM̃ est non-croissante sur [m+

1 ,+∞)

Cette structure généralise les intervalles et non les nombres. Le principe d'extension de Za-
deh [188] permet de calculer l'image de deux nombres �ous M̃ et Ñ par une fonction f :

µf(M̃,Ñ)(z) = sup
(x,y)|z=f(x,y)

min(µM̃ (x), µÑ (y)) (B.23)

La fonction d'appartenance µf(M̃,Ñ)(.) peut être construite en appliquant l'extension optimale
aux α-coupes [148] :

[f(M̃, Ñ)]α = f([M̃ ]α, [Ñ ]α) (B.24)

= {f(x, y)|x ∈ [M̃ ]α, y ∈ [Ñ ]α} (B.25)
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

Nous remarquons bien que le principe d'extension appliqué à des nombres �ous, plus géné-
ralement à des intervalles �ous, généralise le calcul d'intervalles. Fortin [89] a utilisé la notion
de nombre graduel, en considérant qu'un intervalle �ou peut être considéré comme une paire de
nombres graduels. À partir de cette notion et de sa similarité avec les nombres réels, les opérations
arithmétiques appliquées sur les nombres réels sont applicables sur les nombres graduels.

B.4 Moyenne �oue pondérée

La moyenne �oue pondérée fut introduite initialement par Baas et Kwakernaak [16] pour
traiter des problèmes d'évaluation d'incertitude. Elle est utilisée comme une méthode de fusion
de données dans les situations où les décisions et leurs poids peuvent être modélisés par des
sous-ensembles �ous, les décisions et/ou les poids peuvant être entachés d'incertitude.

La fonction de moyenne �oue pondérée est utilisée dans plusieurs domaines d'application
comme par exemple l'aide à la décision, l'analyse de risques, etc. Elle est dé�nie par :

fwa(ω1, ω2, . . . , ωn, x1, x2, . . . , xn) =
ω1x1 + ω2x2 + . . .+ ωnxn

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
(B.26)

où (x1, x2, . . . , xn) représente le vecteur de critères dont on veut calculer la moyenne et ωi les
poids positifs a�ectés aux critères xi. Le domaine de fwa(.) est R+n×Rn (∀i ∈ {1, . . . , n}, ωi ∈
R+ et xi ∈ R). Il existe une hiérarchie qu'on peut associer à la fonction dé�nie dans B.4 :

1. Si ωi et xi sont représentés par des nombres précis : dans ce cas la valeur de fwa est un
nombre précis et c'est la moyenne arithmétique classique.

2. Si ωi sont représentés par des nombres et xi sont des critères représentés par des intervalles,
c-à-d xi ∈ [ai, bi] où les bornes ai et bi sont précises : dans ce cas la valeur de fwa est
un intervalle de nombres (une moyenne pondérée d'intervalles) et fwa ∈ [fwaL, fwaU ] où
fwaL et fwaU sont calculées facilement en utilisant l'analyse d'intervalles classique puisque
la fonction ne contient que des intervalles dans son numérateur.

3. Si xi sont représentés par des nombres précis et ωi sont représentés par des intervalles de
nombres, c-à-d ωi ∈ [ci, di] où les bornes ci et di sont précises, dans ce cas fwa est un cas
particulier du problème de la moyenne �oue pondérée où on utilise des algorithmes existants
pour le calcul des bornes fwaL et fwaU de fwa, comme par exemple les algorithmes
présentés dans [90, 114, 133, 65]. Ces derniers travaux calculent les valeurs exactes de
fwaL et fwaU .

4. Si xi ∈ [ai, bi] et ωi ∈ [ci, di] où ai, bi, ci et di sont précis : c'est une autre forme de la
moyenne �oue pondérée appelée aussi "centroïde généralisé des intervalles �ous de type 2"
(generalized centroid of interval type-2 fuzzy sets) [114, 133]. Comme dans le cas précédent,
fwa est un intervalle de nombres pour lequel plusieurs algorithmes peuvent être utilisés
pour calculer fwaL et fwaU .

5. Si xi et ωi sont représentés par des intervalles �ous, fwa est un sous-ensemble �ou. Ce cas
peut être vu comme un cas général des cas précédents. Les bornes inférieure et supérieure
de la fonction sont calculées dans la littérature par plusieurs auteurs (voir [129, 114, 133,
65, 43]).

Dans la suite, nous rappellons les algorithmes existants pour le calcul de variation de la fonction
fwa en citant les points communs entre certains algorithmes. Leurs complexités respectives sont
illustrées par un exemple.
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B.4. Moyenne �oue pondérée

B.4.1 Algorithme de calculs de la moyenne �oue pondérée

Algorithme de Dong et Wong (VFWA :Vertex Fuzzy Weighted Average)

, Dong et Wong ont montré que les bornes de la fonction fwa sont atteintes à la suite de
22n permutations distinctes de 2n variables (x1, . . . , xn, ω1, . . . , ωn) avec xi = ai ou bi et ωi = ci
ou di, i = 1, . . . , n. L'intervalle de variation de la fonction est [mink{fwak},maxk{fwak}]. La
procédure de Dong et Wong se résume par les étapes suivantes :

1. Considérer m α-coupes où αj ∈ [0, 1].

2. Pour chaque valeur αj (j = 1, . . . ,m), calculer les intervalles [ai, bi] et [ci, di], i = 1, . . . , n.

3. Construire 22n permutations du vecteur (x1, . . . , xn, ω1, . . . , ωn) où xi = ai ou bi, et ωi = ci
ou di, i = 1, . . . , n

4. Calculer fwak = f(xk1, xk1, . . . , xk1, ωk1, . . . , ωk1) où (xk1, xk1, . . . , xk1, ωk1, . . . , ωk1) est la
kème permutation des 22n, k = 1, 2, . . . , 2n. L'intervalle de variation de la fonction est
[mink fwak,maxk fwak]

5. Répéter les étapes (2)(3)(4) pour tout αj , j = 1, 2, . . . ,m

VFWA se calcule à partir de 22n permutations. Cet algorithme exige 22n itérations pour chaque
α-coupe, donc m22n itérations, d'où la di�culté d'utilisation de cet algorithme dans les cas
pratiques, même avec un nombre de critères peu élevé.

Algorithme de Liou et Wang (IFWA :Improved Fuzzy Weighted Average)

La procédure de l'algorithme de Liou et Wang [132] est fondée sur la dé�nition de deux
fonctions fwaU et fwaL, en remplaçant les critères xi par ai pour la borne inférieure et bi pour
la borne supérieure :

fwaU (ω1, . . . , ωn) =

∑n
i=1 ωibi∑n
i=1 ωi

(B.27)

fwaL(ω1, . . . , ωn) =

∑n
i=1 ωiai∑n
i=1 ωi

(B.28)

L'intervalle de variation de la fonction fwa est [mink fwaLk ,maxk fwaUk ] où k est la kème

permutation de 2n, k = 1, . . . , 2n. La borne inférieure de l'intervalle est L = min fwaL et la
borne supérieure est U = max fwaU .

1. Calculer L = fL(c1, . . . , cn) et U = fU (c1, . . . , cn). Considérer les ensembles des indices I et
J tels que I = {i, |ai < L, i = 1, . . . , n} et J = {j, |bj > U, j = 1, . . . , n} et RL = RU = ∅.

2. Si I = ∅, alors la valeur minimale de fwaL est L et arrêter l'étape 2. Sinon, ωi prend la
valeur di pour i ∈ RL et ci pour i /∈ RL
� Déterminer li = fwaL(ω1, . . . , ωi−1, di, ωi+1, . . . , ωn) pour i ∈ I
� L = lm = mini∈I li, ajouter m à RL et retirer m de l'ensemble I ; considérer T = {i|ai >
L, i ∈ I}.

� Retirer i de I où i appartient à T . Si I 6= ∅ alors répéter l'étape 1 sinon arrêter l'étape
1 et min fwaL = L

3. Si J = ∅ alors la valeur maximale de fwaU est U et arrêter l'étape 3. Sinon, wi prend la
valeur di pour i ∈ RU et ci pour i /∈ RU
� Déterminer uj = fwaU (ω1, . . . , ωj−1, dj , ωj+1, . . . , ωn) pour j ∈ J
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

� U = um = mini∈I ui, ajouter m à RU et retirer m de l'ensemble J ; considérer T =
{i|ai > L, i ∈ I}.

� Retirer j de J où j appartient à T . Si J 6= ∅ alors répéter l'étape 1 sinon arrêter et
max fwaU = U

4. L'intervalle correspondant pour une α-coupe est [L,U ].

5. Répéter (2)(3)(4) pour plusieurs α-coupes.

Liou et Wang transforment l'ordre exponentiel de l'algorithme vFWA de Dong et Wong en un
ordre polynomial : 2 +n(n+ 1) pour chaque α-coupe, ce qui donne m(2 +n(n+ 1)) itérations au
total. En e�et, l'algorithme VFWA exige une multiplication, 2n(n− 1) additions et une division.
En revanche, l'algorithme IFWA de Liou et Wang n'exige qu'une multiplication, une soustraction,
2 additions et une division.

Algorithme de Guh et al. (PFWA : Programming Fuzzy Weighted Average)

Cet algorithme est fondé sur la formule introduite par Liou et Wang [132], qui forme également
une base pour la plupart des algorithmes FWA. Guh et al. [105] ont proposé une méthode plus
rapide pour atteindre la solution exacte. Une procédure d'élimination de paires max-min est
proposée. Les intervalles pour chaque α-coupe αj , j = 1, . . . ,m peuvent se calculer comme suit :

1. Déterminer les plus grands coe�cients a1 tel que a1 ≥ ai et b1 tel que b1 ≥ bi et les plus
petits coe�cients an tel que an ≤ ai et bn tel que bn ≤ bi, pour tout i = 1, . . . , n

2. Pour min{fwaL}, choisir c1 qui correspond au poids de a1 et dn qui correspond au poids
de an. Pour max{fwaU}, choisir d1 qui correspond au poids de b1 et cn correspondant à
bn

3. Déterminer le coe�cient a′ (respectivement b′) et son poids correspondant ω′ (respective-
ment ω′) pour le calcul de min{fwaL} (respectivement max{fwaU})

a′ =
a1c1 + andn
c1 + dn

ω′ = c1 + dn c′ = d′ = ω′

b′ =
b1d1 + bncn
d1 + cn

ω′ = d1 + cn c′ = d′ = ω′

4. Éliminer a1, an, c1, dn, les remplacer par a′ et son poids ω′. Éliminer b1, bn, d1, cn et les
remplacer par b′ et son poids ω′.

5. Répéter l'opération n−1 fois, l'intervalle résultant [a′, b′] est la solution pour chaque coupe
αj .

6. Répéter la procédure pour plusieurs coupes.

Algorithme de Lee et Park. (EFWA : E�cient Fuzzy Weighted Average)

Lee et Park [129] utilisent aussi les deux fonctions min{fwaL} et max{fwaL}. La nouveauté
de leur algorithme est de ranger par ordre croissant les coe�cients ai et bi en deux séquences
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B.4. Moyenne �oue pondérée

de coe�cients renommées {ai} et {bi}. Pour une séquence S = (e1, . . . , en), les deux seuils sont
dé�nis par :

δSi =
(a1 − ai)e1 + . . .+ (an − ai)en

e1 + . . .+ en
(B.29)

ξSi =
(b1 − bi)e1 + . . .+ (bn − bi)en

e1 + . . .+ en
(B.30)

L'algorithme est résumé comme suit :

1. Ranger par ordre croissant les coe�cients ai. Nommer (a1, a2, . . . , an) la séquence résul-
tante.

2. Considérer le seuil δ = (premier+dernier)
2 où premier = 1 et dernier = n. Prendre ei = di

pour tout i = 1, . . . , δ et ei = ci pour i = δ+1, . . . , n. Pour les n-uplets S = (e1, e2, . . . , en),
évaluer les valeurs δSδ et δSδ+1

3. Si δSδ > 0 et δSδ+1
≤ 0, alors, la valeur de la borne inférieure est fwaL(e1, e2, . . . , en)

et aller à l'étape (4) de l'algorithme. Si la condition n'est pas satisfaite exécuter l'étape
suivante :
� δSδ > 0 alors le premier terme de la séquence des coe�cients vaut δ+ 1 ; sinon le dernier
vaut δ et aller à l'étape (2) de l'algorithme.

4. Ordonner par ordre croissant les coe�cients bi. Nommer (b1, b2, . . . , bn) la séquence résul-
tante.

5. Considérer le seuil ξ = (premier+dernier)
2 où premier = 1 et dernier = n. Pour i = 1, . . . , ξ,

poser ei = ci et pour i = ξ + 1, . . . , n, poser ei = di. Pour les n-uplets S′ = (e1, e2, . . . , en),
évaluer les valeurs ξS′ξ et ξS′ξ+1

.

6. Si ξS′ξ > 0 et ξS′ξ1+ ≤ 0, alors la borne supérieure de la fonction fwa vaut fwaU (e1, e2, . . . , en)

et arrêter le processus, sinon passer à l'étape suivante.
� ξS′ξ+1

> 0 alors le premier terme de la séquence des coe�cients vaut ξ + 1 ; sinon le

dernier vaut ξ et aller à l'étape (5) de l'algorithme.

Le nombre d'itérations de l'algorithme EFWA est (2n log n) pour chaque α-coupe, c-à-d 2mn log n
au total pourm α-coupes. En comparant avec IFWA qui est plus e�cace que VFWA, l'algorithme
EFWA comporte un nombre d'itérations plus signi�catif que l'algorithme IFWA.

Algorithme de Guh et al. (LPFWA : Linear Programming Fuzzy Weighted Average)

Guh et al. [186] exprime les formules des deux fonctions fwaL et fwaU sous forme de systèmes
linéaires :

min fwaL =
ω1a1 + ω2a2 + . . .+ ωnan

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
(B.31)

max fwaU =
ω1b1 + ω2b2 + . . .+ ωnbn

ω1 + ω2 + . . .+ ωn
(B.32)

où ci ≤ ωi ≤ di pour tout i = 1, . . . , n.On détaillera le calcul de la borne inférieure, le calcul de
la borne supérieure étant similaire.

En e�et, la formule B.32 peut être exprimée comme un système linéaire simple comme l'in-
dique la formule B.33, où p et q sont deux vecteurs de dimension n, x ∈ Rn, A désigne une
matrice d'ordre m× n et b est un vecteur de dimension m, fwa est notée f .
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

min
px

qx
(B.33)

tel que Ax ≤ b
x ≥ 0

En supposant que qx 6= 0 et en considérant les changements de variables, on obtient :

z =
1

qx
zx = f

En multipliant par z, on obtient alors le système linéaire

min pf (B.34)

tel que Af ≤ bz
qf = 1

f ≥ 0 (B.35)

z ≥ 0

Les systèmes linéaires obtenus sont résolus à l'aide de l'outil Lindo 17. En comparant les perfor-
mances de l'algorithme LPFWA avec l'algorithme EFWA, nous ne trouvons pas de di�érence
signi�cative entre les deux algorithmes.

Algorithme de Kuo-Ping Chiao (DFWA : Direct Fuzzy Weighted Average)

Kuo-Ping Chiao [47] a étudié les seuils δ et ξ dé�nis par Lee and Park [129] et trouvé
quelques caractéristiques importantes pour lesquelles son algorithme donne les mêmes résultats
que l'algorithme de Lee et Park avec une complexité de O(n log n). L'intervalle de la moyenne
pondérée est alors déterminé par ces deux seuils qui représentent comme nous allons le voir
ci-dessous le minimum et le maximum de la fonction. Dans son algorithme, Kuo-Ping Chiao
utilise deux fonctions τ et σ où τ(i) = δi(vi) et σ(i) = ξi(ui). vi (respectivement ui) représente
la séquence S (respectivement S′) utilisée dans les travaux de Lee et Park [129]. La procédure
correspondante à chaque α-coupe est comme suit :

1. Ordonner les coe�cients ai par ordre croissant et renommer les poids correspondants par
[ci, di] en respectant ai pour la borne inférieure (respectivement, ordonner bi et renommer
les poids en concordance avec bi pour la borne supérieure).

2. Pour la borne inférieure, construire le vecteur τ(i) (respectivement σ(i) pour la borne
supérieure)

3. Pour la borne supérieure, chercher l'indice i tel que τ(i) > 0 et τ(i+1) ≤ 0 (respectivement
σ(i) > 0 et σ(i+ 1) ≤ 0). Ces deux indices correspondent aux deux seuils δ et ξ proposés
par Lee et al. [129].

Par conséquent, min{fwaL} = fwaL(vi) et max{fwaU} = fwaU (ui).

4. L'intervalle calculé pour chaque α-coupe est [min{fwaL},max{fwaU}].
5. Répéter les étapes (2) jusqu'à (4) pour plusieurs valeurs de α.

17. http ://www.lindo.com/

114

te
l-0

05
87

78
4,

 v
er

si
on

 1
 - 

21
 A

pr
 2

01
1



B.4. Moyenne �oue pondérée

Algorithme de Kao et Liu (PPFWA : Parametrized Programming Fuzzy Weighted

Average)

Kao et Liu [113] expriment les systèmes linéaires proposés par Guh et al. [186] comme une
fonction de paramètre α. Ils ont de plus essayé de trouver une solution générale pour ces systèmes
paramétrés. L'idée de Kao et Liu [113] est de remplacer xi, wi, ai, bi, ci et di par x̃i, w̃i, (xi)

L
α,

(xi)
U
α , (wi)

L
α et (wi)

U
α respectivement. La méthode est décrite comme suit :

� Les bornes inférieure et supérieure de l'α-coupe sont représentées par les deux systèmes
linéaires suivants : 

min fwa =
∑n

i=1wixi/
∑n

i=1wi
t.q.

(Wi)
L
α ≤ wi ≤ (Wi)

U
α , i = 1, . . . , n

(Xi)
L
α ≤ xi ≤ (Xi)

U
α , i = 1, . . . , n

max fwa =
∑n

i=1wixi/
∑n

i=1wi
t.q.

(Wi)
L
α ≤ wi ≤ (Wi)

U
α , i = 1, . . . , n

(Xi)
L
α ≤ xi ≤ (Xi)

U
α , i = 1, . . . , n

Où (.)Lα et (.)Uα représentent respectivement les bornes inférieure et supérieure du nombre �ou
correspondant à la coupe de niveau α. D'une manière similaire à la méthode donnée par Guh
et al. [186], ces systèmes linéaires sont transformés en deux systèmes paramétrés par α qui sont
résolus à l'aide de Lindo pour une valeur donnée de α. Nous verrons un exemple de transformation
et de calcul dans la section B.4.2.

Algorithme de Guu (MFWA : Median Fuzzy Weighted Average)

Guu [106] a proposé un algorithme utilisant un système linéaire dont la solution est présentée
dans les travaux de Hansen et al. [108]. L'algorithme de Guu est fondé sur le calcul des équations
linéaires dont la solution introduit la recherche de la médiane de la séquence des points extrêmes
des intervalles. Cet algorithme est aussi similaire à celui proposé dans les travaux [186] et [113],
mais il est plus facilement utilisable dans les situations où les outils mathématiques tels que
Lindo ne sont pas disponibles.

En e�et, pour une α-coupe donnée, les bornes inférieure et supérieure des intervalles de la
fonction de moyenne pondérée fwa sont données par les valeurs minωi∈[ci,di] fwaL(ω1, . . . , ωn)
et maxωi∈[ci,di] fwaU (ω1, . . . , ωn). fwaL atteint son minimum au point extrême de la région
[c1, d1]× . . .× [cn, dn], et fwaU atteint son maximum au point extrême de la même région. Plus
précisément, les auteurs utilisent un changement des variables ωi et montrent que les relations
suivantes restent vraies :

� L'équation (B.32) devient :

min
ω∗i ∈{0,1}

∑n
i=1 aici +

∑n
i=1 ai(di − ci)ω∗i∑n

i=1 ci +
∑n

i=1(di − ci)ω∗i
(B.36)

� l'équation (B.32) devient :

min
ω∗i ∈{0,1}

∑n
i=1(−bi)ci +

∑n
i=1(−bi)(di − ci)ω∗i∑n

i=1 ci +
∑n

i=1(di − ci)ω∗i
(B.37)

L'équation (B.32) est résolue en utilisant l'algorithme introduit par Hansen [108] et résumé par
les étapes suivantes :
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

� Considérer ā =
∑n

i=1 aici et b̄ =
∑n

i=1 ci. J0 = {1, 2, . . . , n}, J = {j ∈ J0|aj < ā
b̄
}, et

ω∗ = 0 ∀j ∈ J0\J .
� Recherche de la médiane : déterminer la valeur de l'indice k tel que ak est la médiane de
la séquence {aj |j ∈ J}. Considérer ensuite J1 = {j ∈ J |aj ≤ ak}, J2 = {j ∈ J |aj ≥ ak} et
J3 = {j ∈ J |aj > ak}.

� Calculer ā′ = ā +
∑

j∈J1
aj(dj − cj), b̄′ = b̄ +

∑
j∈J1

(dj − cj) et λ = ā′

b̄′
. Si λ < ak aller à

l'étape 4. Si J3 6= ∅, considérer at = min aj , j ∈ J3, alors si λ > at aller à l'étape 5. Sinon,
considérer λ∗ = λ et ω∗j = 1 pour tout j ∈ J3 et arrêter.

� Considérer ω∗j = 0 pour tout j ∈ J2. J = J\J2 et retourner à l'étape 2.
� Considérer ω∗j = 1 pour tout j ∈ J1. J = J\J1, ā = ā′, b̄ = b̄′ et retourner à l'étape 2.

Algorithme de Chang et al. (AFWA : Alternative Fuzzy Weighted Average)

Partant de la dé�nition de deux points de référence dé�nis ci-après, Chang et al. [43] ont
proposé un algorithme pour calculer les deux bornes inférieure et supérieure de la fonction fwa.
L'algorithme est similaire aux algorithmes EFWA [129] et MFWA [106]. De plus, il est linéaire.
La procédure pour chaque α-coupe est donnée comme suit :

1. Calculer les points de référence l0 et ρ0 tels que l0 = fwaL(c1, . . . , cn) et ρ0 = fwaU (c1, . . . , cn)
où fwaL et fwaU sont les fonctions dé�nies dans l'algorithme IFWA [132]. Ordonner les
coe�cients ai et bi respectivement en ordre croissant. Considérer I0 = {i|ai < l0} et
J0 = {i|bi > ρ0} pour i = 1, . . . , n et p = q = 1. l0 et ρ0 correspondent aux valeurs de L et
U calculées dans l'algorithme IFWA.

2. a) Pour min{fwaL}
� Calculer le point de référence lp = fwaL(ω1, . . . , ωn) où ωi = di pour i ∈ Ip−1 et
ωi = ci pour i /∈ Ip−1

� test d'optimalité. Considérer Ip = {i ∈ Ip−1|ai < lp} et ∆Ip = Ip−1\Ip. Si ∆Ip = ∅,
alors min{fwaL} = lp et passer à l'étape 2.2). Sinon, considérer p = p + 1 et
retourner à l'étape 2.1).

b) Pour max{fwaU}
� Calculer le point de référence ρp = fwaU (ω1, . . . , ωn) où ωi = di pour i ∈ Jq−1 et
ωi = ci pour i /∈ Jq−1

� test d'optimalité. Considérer Jq = {i ∈ Jq−1|bi > ρq} et ∆Jq = Jq−1\Jq. Si ∆Jq = ∅,
alors max{fwaU} = ρq et arrêter l'étape 2. Sinon, considérer q = q−1 et retourner
à l'étape 2.1).

3. Répéter les étapes (1) et (2) pour plusieurs α-coupes.

Algorithme de Fortin

La fonction de la moyenne pondérée fwa(.) est croissante par rapport aux variables xi. De
plus, si les coe�cients xi sont ordonnés tels que ∀j < i, xj ≤ xi, alors il existe k ∈ [1, n − 1]
tel que pour tout i ≤ k, fwa(.) est une fonction croissante par rapport à chaque argument ωi,
et pour tout i > k, fwa(.) est décroissante par rapport à chaque argument ωi. On peut alors
appliquer le théorème démontré dans [90], et calculer les deux bornes inférieure et supérieure de
la moyenne pondérée. On a alors :

min{fwaL} = min
i=1,...,n

[∑i
j=1 dixj +

∑n
j=i+1 cixj∑i

j=1 di +
∑n

j=i+1 ci

]
(B.38)
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B.4. Moyenne �oue pondérée

max{fwaU} = max
i=1,...,n

[∑i
j=1 cixj +

∑n
j=i+1 dixj∑i

j=1 ci +
∑n

j=i+1 di

]
(B.39)

L'algorithme de Fortin, de complexité linéaire, est facile à utiliser dans les cas pratiques où les
coe�cients xi sont ordonnés.

Algorithmes de Karnik-Mendel (KMFWA : Karnik Mendel Fuzzy Weighted Ave-

rage)

Karnik et Mendel [114, 133] ont proposé l'algorithme KMFWA pour calculer les bornes de
fwa. Récemment, Wu et Mendel [65] ont étendu KMFWA en EKMFWA, qui est la méthode
la plus e�cace pour le calcul de la moyenne �oue pondérée. Les deux algorithmes KMFWA et
EKMFWA ont une complexité linéaire. Ils sont fondés sur le calcul de la dérivée partielle de la
fonction de la moyenne pondérée comme dans l'algorithme de Fortin et al. [90]. Nous présentons
ci-dessous les algorithmes KMFWA puis EKMFWA pour le calcul des deux bornes de la moyenne
�oue pondérée.

A. L'algorithme KMFWA
Cet algorithme a été introduit en 2001 par Karnik et Mendel. Les étapes de calcul de la
borne supérieure et inférieure sont similaires, nous ne détaillons ici que le calcul de la borne
supérieure.

0) Dans la formule de la dé�nition de la moyenne �oue pondérée
∑n
i=1 ωixi∑n
i=1 ωi

, les coe�cients xi
sont remplacés par les coe�cients bi ordonnés par ordre croissant (b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn)
en associant à chaque coe�cient son poids correspondant.

1) Initialiser, pour i = 1, . . . , n, les poids ωi comme suit :

1. ωi = ci+di
2

2. ωi = ci pour i ≤
⌊
n+1

2

⌋
et ωi = di pour i >

⌊
n+1

2

⌋
où
⌊
n+1

2

⌋
est le premier entier

plus petit ou égal à n+1
2 .

Calculer ensuite la valeur suivante :

f ′max =

∑n
i=1 ωibi∑n
i=1 ωi

2) Chercher k ∈ 1, . . . , n− 1, tel que bk ≤ f ′max ≤ bk+1

3) Prendre ωi = ci pour i ≤ k et ωi = di pour i ≥ k + 1 et calculer f ′′max avec

f
′′
max =

∑k
i=1 bici +

∑n
i=k+1 bidi∑k

i=1 ci +
∑n

i=k+1 di

4) Tester si les deux valeurs f ′max et f ′′max sont égales. Si elles le sont alors arrêter le
processus et la borne supérieure de la fonction vaut f ′max, sinon passer à l'étape 5.

5) Prendre f ′max = f ′′max et aller à l'étape 2.

Pour la borne inférieure, il su�t de remplacer les coe�cient bi par ai dans toutes les étapes
de l'algorithme et de calculer le minimum de la même manière. Les valeurs des bornes
inférieure et supérieure calculées dans l'algorithme KMFWA étant calculées pour une α-
coupe, il su�t de choisir plusieurs valeurs pour α, de calculer leurs bornes correspondantes
puis d'appliquer le minimum et le maximum pour obtenir la plus petite et la plus grande
valeur atteintes par la fonction fwa.
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

B. L'algorithme EKMFWA
Wu et al. dans [65] ont étendu l'algorithme de Karnik et Mendel [114] et ont démontré que
leur algorithme EKMFWA est 40% plus rapide que l'algorithme KMFWA, ce qui signi�e
que cet algorithme est le meilleur parmi tous les algorithmes déjà cités. Nous ne détaillons
que le calcul de la borne supérieure de la fonction fwa et nous citons d'une manière similaire
le calcul de la borne inférieure de la moyenne �oue pondérée.

1) Ordonner et renommer les coe�cients bi pour i = 1, . . . , n en ordre croissant tels que
b1 ≤ b2 ≤ . . . bn, en a�ectant les poids respectifs aux coe�cients de la séquence
obtenue.

2) Prendre k = n
1.7 (le plus proche entier) et calculer les valeurs de A, B et Ymax données

par

A =
k∑
i=1

bici +
n∑

i=k+1

bidi

B =
k∑
i=1

ci +
n∑

i=k+1

di

Ymax =
A

B

3) Chercher k′ ∈ {1, . . . , n− 1} tel que b′k ≤ Ymax ≤ bk′+1

4) Tester si k et k′ sont égaux. Si oui arrêter et la borne supérieure est égale à Ymax = A
B .

Sinon continuer l'algorithme.

5) Calculer le signe s où s = signe(k′ − k) et

A′ = A− s
max(k,k′)∑

i=min(k,k′)+1

bi(di − ci)

B′ = B − s
max(k,k′)∑

i=min(k,k′)+1

(di − ci)

Y ′max =
A′

B′

6) Prendre Ymax = Y ′max, A = A′, B = B′ et k = k′ et aller à l'étape 3.

Pour la borne inférieure, il su�t de changer les coe�cients bi par ai et ci par di dans les
valeurs de A et B. Considérer k = n

2.4 et les valeurs de A′, B′ et Y deviennent :

A′ = A+ s

max(k,k′)∑
i=min(k,k′)+1

ai(di − ci)

B′ = B + s

max(k,k′)∑
i=min(k,k′)+1

(di − ci)

Y ′min =
A′

B′

Les valeurs de k pour les deux bornes sont choisies suite à une étude de comparaison de nombres
d'itérations pour atteindre les bornes de fwa [65].
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B.4. Moyenne �oue pondérée

B.4.2 Exemples

Dans cette section, nous utilisons l'exemple de Dong et Wong pour comparer les algorithmes
de calcul de la fonction fwa.

� Exemple de Dong et Wong
Pour illustrer l'exemple, supposons que les valeurs des critères Ai et leurs poidsWi sont exprimés
par les nombres �ous suivants :

µA1(x1) =

{
x1 si x1 ∈ [0, 1]

2− x1 si x1 ∈ [1, 2]
µA1(w1) =

{
w1/3 si w1 ∈ [0, 0.3]

(0.9− w1)/0.6 si w1 ∈ [0.3, 0.9]

µA2(x2) =

{
x2 − 2 si x2 ∈ [2, 3]

4− x2 si x2 ∈ [3, 4]
µA2(w2) =

{
(w2 − 0.4)/0.3 si w2 ∈ [0, 0.7]

(1− x2)/0.3 si w2 ∈ [0.7, 1]

µA3(x3) =

{
x3 − 4 si x3 ∈ [4, 5]

6− x3 si x3 ∈ [5, 6]
µA3(w3) =

{
(w3 − 0.6)/0.2 si w3 ∈ [0.6, 0.8]

(1− w3)/0.2 si w3 ∈ [0.8, 1]

Si on décrit les nombres �ous pour une coupe de niveau α, on obtient pour Ai et Wi respective-
ment, pour i = {1, 2, 3}, les sous-ensembles suivants : A1α = [α, 2−α], A2α = [2+α, 4−α], A3α =
[4 +α, 6−α],W1α = [0.3α, 0.9− 0.6α],W2α = [0.4 + 0.3α, 1− 0.3α],W3α = [0.6 + 0.2α, 1− 0.2α].
Pour la coupe α = 0.5, on obtient :

i = 1 i = 2 i = 3
critère i [0.5, 1.5] [2.5, 3.5] [4.5, 5.5]
poids i [0.15, 0.6] [0.55, 0.85] [0.7, 0.9]

Solution de l'algorithme VFWA

Comme indiqué dans la Section B.4.1, il existe 26 permutations pour la variable (x1, x2, x3, ω1, ω2, ω3),
par exemple (0.5, 2.5, 4.5, 0.15, 0.55, 0.85) qui donne fwa = 3.28. Le calcul de la valeur corres-
pondant à chaque permutation permet de calculer fwaL et fwaU , l'intervalle résultant étant
alors [2.59, 4.44].

Solution de l'algorithme IFWA

En partant de la dé�nition de Liou et Wong, on a :

fwaL =
0.5ω1 + 2.5ω2 + 4.5ω3

ω1 + ω2 + ω3

et (B.40)

fwaU =
1.5ω1 + 3.5ω2 + 5.5ω3

ω1 + ω2 + ω3
(B.41)

D'où, les étapes de l'algorithme :

1. Puisque (c1, c2, c3) = (0.15, 0.55, 0.7) alors L = fwaL(c1, c2, c3) = fwaL(0.15, 0.55, 0.7) =
4.6/1.4 = 3.2857 et U = fwaU (c1, c2, c3) = fwaU (0.15, 0.55, 0.7) = 6/1.4 = 4.2857

2. I = {1, 2} 6= ∅, J = {3} 6= ∅, RL = RU = ∅ donc w1 = c1, w2 = c2, w3 = c3

� L1 = fwaL(0.6, 0.55, 0.7) = 4.825/1.85 = 2.6081 et L2 = fwaL(0.15, 0.85, 0.7) =
5.35/1.7 = 3.1471
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

� L = min{L1, L2} = L1 alors m = 1 et RL = {1}, I = {2} et T = ∅
� I = {2} 6= ∅, répéter (2). Nous avons l2 = fwaL(0.6, 0.85, 0.7) = 5.575/2.15 = 2.59, alors
L = l2 ⇒ m = 2, RL = {1, 2}, I = ∅, et T = ∅. Nous arrêtons l'étape (2) et obtenons
L = 2.59

3. J = {3} 6= ∅, U = 6/1.4, RU = ∅, donc wi = ci for i = 1, . . . , 3

� u3 = fwaU (0.15, 0.55, 0.9) = 7.1/1.6 = 4.44
� U = max{4.44} = 4.44, c-à-d m = 3, par conséquent RU = {3}, J = ∅, et T = ∅. Nous
arrêtons l'étape (3) et U = 4.44. L'intervalle obtenu pour α = 0.5 est [2.59, 4.44].

Solution de l'algorithme PFWA

Nous avons deux boucles comprenant chacune quatre étapes. En e�et :

Boucle 1 : Pour la borne inférieure de la fonction fwa (respectivement la borne supérieure)

1. La plus petite valeur pour les critères est 0.5 (respectivement 1.5) et la plus grande
valeur est 4.5 (respectivement 5.5)

2. Les poids correspondants sont c1 = 0.6 et dn = 0.7

3. a′ = 2.65 (respectivement b′ = 4.929) et c′ = d′ = w′ = 1.3 (respectivement c′ = d′ =
w′ = 1.05)

4. On élimine les coe�cients 0.5 et 4.5 (respectivement 1.5 et 5.5), et leurs poids cor-
respondants [0.15, 0.6] et [0.7, 0.9] (respectivement [0.15, 0.6] et [0.7, 0.9]), et on les
remplace par a′ = 2.65 (respectivement b′ = 4.929) et c′ = d′ = 1.3 (respectivement
c′ = d′ = 1.05)

Boucle 2 : Pour la borne inférieure de la fonction fwa (respectivement la borne supérieure)

1. La plus petite valeur pour les critères est 2.5 et 2.65 (respectivement 3.5 et 4.929)

2. Les poids correspondants sont c1 = 0.85 et dn = 1.3

3. a′ = 2.59 et c′ = d′ = w′ = 2.15 (respectivement b′ = 4.44 et c′ = d′ = w′ = 1.6)

4. Éliminons les coe�cients 2.5 et 2.65 (respectivement 3.5 et 4.929) et leurs poids cor-
respondants [0.55, 0.85] et [1.3, 1.3] (respectivement [0.55, 0.85] et [1.05, 1.05]) ; ensuite
considérons a′ = 2.59 (respectivement b′ = 4.44) et c′ = d′ = 2.15 (respectivement
c′ = d′ = 1.6).

Par conséquent, pour α = 0.5, nous avons fwa ∈ [2.59, 4.44].

Solution de l'algorithme EFWA

1. Ordonner les coe�cients ai pour la borne inférieure de fwa (respectivement bi pour la
borne supérieure), la séquence résultante est (a1, a2, a3) = (0.5, 2.5, 4.5) (respectivement
(b1, b2, b3) = (1.5, 3.5, 5.5)), considérons premier = 1 (respectivement premier = 1), et
dernier = 3 (respectivement dernier = 3).

2. δ = 2 (respectivement ξ = 2), nous obtenons δS2 = 0.093 et δS3 = −1.907 (respectivement
ξS2 = 0.938 et ξS3 = −1.063).

3. Nous avons δS2 > 0 et δS3 < 0, alors L = fwaL(d1, d2, c3) = 2.59. En ce qui concerne la
borne supérieure, nous avons ξS′2 > 0 et ξS′3 < 0. Par conséquent, U = fwaU (c1, c2, d3) =
4.44.

L'intervalle �nal de fwa est donc [2.59, 4.44] pour α = 0.5.
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B.4. Moyenne �oue pondérée

Solution de l'algorithme LPFWA

Appliquons la procédure de l'algorithme LPFWA en considérant fi = ωiz (fwa = f), nous
obtenons les systèmes linéaires suivants :

min 0.5f1 + 2.5f2 + 4.5f3

0.15z ≤ f1 ≤ 0.6z
0.55z ≤ f2 ≤ 0.85z
0.7z ≤ f3 ≤ 0.9z
f1 + f2 + f3 = 1

z ≥ 0



max 1.5f1 + 3.5f2 + 5.5f3

0.15z ≤ f1 ≤ 0.6z
0.55z ≤ f2 ≤ 0.85z
0.7z ≤ f3 ≤ 0.9z
f1 + f2 + f3 = 1

z ≥ 0
Nous obtenons l'intervalle [2.59, 4.44]. Nous avons utilisé le programme Lindo pour résoudre

ces systèmes.

Solution de l'algorithme DFWA

1. Ordonner les coe�cients ai et renommer les indices des poids en respectant l'ordre des
coe�cients ai.

i = 1 i = 2 i = 3

[ci, di] [0.15, 0.6] [0.55, 0.85] [0.7, 0.9]

2. Déterminer la valeur de la fonction τ : τ = (2.1, 0.93,−1.90) (respectivement σ =
(1.842, 0.938,−1.063))

3. Nous avons τ(2) > 0, τ(3) < 0 pour min{fL} et σ(2) > 0, σ(3) < 0 pour max{fU}.
4. fL = f(d1, d2, c3) = 2.59 et fU = f(c1, c2, d3) = 4.44

5. L'intervalle recherché est alors [2.59, 4.44] pour α = 0.5.

Solution de l'algorithme PPFWA

Les systèmes linéaires obtenus par la méthode de Kao et Liu sont les suivants pour notre
exemple :

minαf1 + (2 + α)f2 + (4 + α)f3

(0.3α)t ≤ f1 ≤ (0.9− 0.6α)t
(0.4 + 0.3α)t ≤ f2 ≤ (1− 0.3α)t
(0.6 + 0.2α)t ≤ f3 ≤ (1− 0.2α)t

f1 + f2 + f3 = 1
t ≥ 0



max(2− α)f1 + (4− α)f2 + (6− α)f3

(0.3α)t ≤ f1 ≤ (0.9− 0.6α)t
(0.4 + 0.3α)t ≤ f2 ≤ (1− 0.3α)t
(0.6 + 0.2α)t ≤ f3 ≤ (1− 0.2α)t

f1 + f2 + f3 = 1
t ≥ 0

Les intervalles obtenus repectivement pour les α-coupes 0, 0.5 et 1 sont [1.68, 5.43], [2.59, 4.44]
et [3.55, 3.55] en utilisant l'outil Lindo. De plus Kao et Liu ont transformé ces deux systèmes
en deux équations paramétrées par α en utilisant les gradiants des deux bornes.

Solution de l'algorithme MFWA

En considérant l'algorithme MFWA pour notre exemple, nous trouvons deux itérations pour la
borne inférieure et une seule itération pour la borne supérieure. L'intervalle obtenu est [2.59, 4.44].

Solution de l'algorithme AFWA

1. Calculer l0 et ρ0. Nous obtenons alors l0 = fwaL(c1, . . . , cn) = 3.28 et ρ0 = fwaU (c1, . . . , cn) =
4.28. Alors, I0 = {1, 2}, J0 = {3}.
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Annexe B. Rappels sur l'analyse d'intervalles

2. Pour min{fwaL}, nous calculons l1 = 2.59 et I1 = {0, 1} alors ∆I1 = ∅ ce qui donne
min{fL} = l1 = 2.59.

3. Pour max{fwaU}, nous calculons ρ1 = 4.44 et J1 = {3}, alors ∆J1 = ∅ ce qui donne
min{fU} = ρ1 = 4.44.

4. L'intervalle résultant pour fwa est [2.59, 4.44]

Exemple de KMFWA

Pour l'algorithme KMFWA, il existe deux itérations pour la borne inférieure et deux itéra-
tions pour la borne supérieure tandis que pour l'algorithme EKMFWA nous trouvons une seule
itération pour la borne inférieure et la borne supérieure est obtenue dès la première comparaison.
L'intervalle obtenu est [2.59, 4.44] pour α = 0.5.

B.4.3 Discussion

La première solution proposée par Dong et Wong [64] exige 22n permutations pour un pro-
blème à n critères. L'algorithme VFWA de Dong et Wong a ainsi un ordre de complexité de O(2n).
Liou et Wang [132] ont amélioré cet algorithme et ont proposé de ne calculer que [n(n+ 1) + 2]
permutations, la complexité étant alors polynomiale en O(n2). Les algorithmes MFWA de Guu
et PFWA de Guh et al. exigent le même nombre d'opérations et ont une complexité linéaire en
O(n). En se fondant sur l'e�cacité de calcul, il n'y a pas de di�érence entre l'algorithme EFWA
et l'algorithme DFWA. Les deux algorithmes ont une complexité d'ordre O(n log n). L'algorithme
AFWA exige 2n opérations arithmétiques et est linéaire. Les algorithmes KMFWA et EKMFWA
sont les plus e�caces dans les cas pratiques et avec un grand nombre d'intervalles �ous. Nous
remarquons que les algorithmes VFWA et IFWA présentent une complexité nettement plus im-
portante que les autres algorithmes. En considérant les outils mathématiques tels que Lindo,
nous suggérons la méthode de transformation en systèmes linéaires proposée par Guh et al. en
première considération. L'algorithme de Fortin ne peut être utilisé que dans le cas où les coef-
�cients suivent un ordre spéci�que, il est linéaire et permet d'avoir une forme exacte pour la
fonction fwa.
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C

Rappels sur les treillis

C.1 Ensemble ordonné

Dé�nition 14 (Relation binaire) Une relation binaire R entre deux ensembles X et Y est
un ensemble de couples d'éléments (x, y) tels que x ∈ X et y ∈ Y , i.e. un sous-ensemble de
X × Y . (x, y) ∈ R (aussi noté xRy) signi�e que l'élément x est en relation par R avec l'élément
y. Si X = Y , on parle de relation binaire sur X. R−1 est la relation inverse de R, i.e. la relation
entre Y et X telle que yR−1x⇔ xRy.

Dé�nition 15 (Relation d'ordre partiel) Une relation binaire R sur un ensemble E est dite
relation d'ordre partiel sur E si elle véri�e les conditions suivantes pour tous x, y, z ∈ E :

1. R est re�exive ((x, x) ∈ R)
2. R est antisymétrique ((x, y) ∈ R et x 6= y alors (y, x) /∈ R)
3. R est transitive ((x, y) ∈ R et (y, z) ∈ R alors (x, z) ∈ R)

Une relation d'ordre R est souvent notée ≤ (R−1 est notée ≥) et on dit que "x est plus petit que
y" lorsque x ≤ y.

Dé�nition 16 (Ensemble ordonné) Un ensemble partiellement ordonné est un couple
(E,≤) où E est un ensemble et ≤ est une relation d'ordre sur E.

Dans un ensemble ordonné (E,≤), deux éléments x et y de E sont dits comparables lorsque
x ≤ y ou y ≤ x, sinon ils sont dits incomparables. Pour deux éléments comparables et di�érents,
x ≤ y et x 6= y, on note x < y. Un sous-ensemble de (E,≤) dans lequel tous les elements sont
comparables est appelé chaîne. Un sous-ensemble de (E,≤) dans lequel tous les éléments sont
incomparables est appelé anti-chaîne.

Dé�nition 17 (Successeur, prédécesseur, couverture) Soient (E,≤) un ensemble ordonné
et x, y ∈ E. y est dit successeur de x lorsque x < y et qu'il n'existe aucun élément z ∈ E tel
que x < z < y. Dans ce cas, x est dit prédécesseur de y et on note x ≺ y. Lorsque x est un
prédécesseur de y on dit que x couvre y (et que y est couvert par x). La couverture de x est
formée par tous ses successeurs.

Tout ensemble ordonné, (E,≤), peut être représenté graphiquement par un diagramme appelé
"diagramme de Hasse" (ou diagramme de couverture) obtenu comme suit :

1. Tout élément de E est représenté par un noeud.
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Annexe C. Rappels sur les treillis

2. Si x, y ∈ E et x ≺ y alors le cercle correspondant à y doit être au-dessus de celui corres-
pondant à x et les deux cercles sont reliés par un segment.

À partir d'un tel diagramme on peut lire la relation d'ordre comme suit : x < y si et seulement
s'il existe un chemin ascendant qui relie le cercle correspondant à x à celui correspondant à y.

Dé�nition 18 (Principe de dualité des ensembles ordonnés) Soit (E,≤) un ensemble or-
donné. La relation inverse ≥ de ≤ est aussi une relation d'ordre sur E. ≥ est appelée duale de
≤ et (E,≥) est appelé le dual de l'ensemble ordonné (E,≤).

Le diagramme de Hasse de (E,≥) peut être obtenu à partir de celui de (E,≤) par une simple
ré�exion horizontale. De plus, il est possible de dériver les propriétés duales de (E,≥) à partir
des propriétés de (E,≤).

C.2 Treillis

Dé�nition 19 (Majorant, minorant) Soient (E,≤) un ensemble ordonné et S un sous-ensemble
de E. Un element a ∈ E est dit majorant de S lorsque a ≥ s ∀s ∈ S. De façon duale, a ∈ E
est dit minorant de S lorsque a ≤ s ∀s ∈ S.

Le plus petit majorant (respectivement minorant) de S, s'il existe, est appelé borne supérieure
(respectivement borne inférieure) de S et noté

∨
S (respectivement

∧
S). Dans le cas où S =

{x, y},
∨
S et

∧
S sont aussi notés x ∨ y et x ∧ y respectivement.

Dans tout ensemble ordonné, lorsque la borne supérieure (respectivement la borne inférieure)
existe, elle est unique.

Dé�nition 20 (Treillis, treillis complet) Un treillis est un ensemble partiellement ordonné
(E,≤) tel que x ∨ y et x ∧ y existent pout tout couple d'éléments x, y ∈ E. Un treillis est dit
complet si

∨
S et

∧
S existent pour tout sous-ensemble S de E. En particulier, un treillis complet

admet un élément maximal (top) noté > et un élément minimal (bottom) noté ⊥.

Tout treillis �ni est un treillis complet.

Dé�nition 21 (Demi-treillis) Un ensemble ordonné (E,≤) est un sup-demi-treillis (respec-
tivement inf-demi-treillis) si tout couple d'éléments x, y ∈ E admet une borne supérieure x∨ y
(respectivement une borne inférieure x ∧ y).

C.3 Connexion de Galois

Dé�nition 22 (Connexion de Galois) Soient ϕ : P → Q et ψ : Q → P deux applications
entre deux ensembles ordonnés (P,≤P ) et (Q,≤Q). ϕ et ψ forment une connexion de Galois

entre (P,≤P ) et (Q,≤Q) si elles véri�ent les conditions suivantes pour tous p, p1, p2 ∈ P et
q, q1, q2 ∈ Q :

1. si p1 ≤P p2 alors ϕ(p2) ≤Q ϕ(p1),

2. si q1 ≤Q q2 alors ψ(q2) ≤P ψ(q1),

3. p ≤P ψ(ϕ(p)) et q ≤Q ϕ(ψ(q)).

Les conditions données dans la dé�nition précédente sont équivalentes à la formule suivante :

p ≤P ψ(q)⇔ q ≤Q ϕ(p)
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D

Exemple de calcul de l'indicateur

pesticide pour un programme de

traitement

Dans cette annexe, nous présentons un exemple de calcul pour un traitement. Nous considé-
rons un traitement de cinq matières actives : isoproturon, epoxyconazole, glyphosate, krésoxyme
et metsulfuron méthyle. Les variables de milieu sont données suivant leurs règles. On utilise pour
cet exemple ruissellement = 0.4 et dérive = 0. La dose utilisée est 1200. Dans un premier temps,
nous choisissons le mode de fusion à utilisé, qui est ici la fusion des SMC puisque les informations
de �abilité et de dépendance entre les sources ne sont pas disponibles. Ensuite, nous utilisons la
méthode de pré-traitement présentée dans le chapitre 3 pour construire la structure de patrons.
Dans cet exemple, les données sont plus volumineux que l'exemple de la matière active sulco-
trione utilisée dans le chapitre 5, par conséquent l'expert choisit des seuils pour éviter un grand
nombre de concepts ayant des valeurs imprécises et qui ne sont pas valides pour calculer les indi-
cateurs. A l'aide de l'opérateur de fusion contrainte par un seuil de similarité, nous construisons
les treillis correspondants à chaque matière active. En�n, l'analyste choisit un concept de chaque
treillis pour calculer les indices. Nous nous intéressons à l'indicateur pesticide de chacune des
matières actives pour pouvoir calculer un indicateur pour le traitement. La table D.1 présente les
valeurs des seuils de similarité choisis pour chaque matière active. Ces valeurs sont choisis en res-
pectant les valeurs des variables ainsi que les conditions de partitionnement en classes favorable
et défaroble les valeurs des variables intervenant dans le calcul des indicateurs. En�n, les résul-
tats des indicateurs pesticides pour chacune des matières active est présenté dans la Table D.2.
Chaque pesticide représenté par une ligne de la table est un concept choisi dans le treillis obtenu
pour chacun des pesticides étudiés. Notons que nous pouvons ainsi utiliser d'autres concepts à
condition que le concept soit valide (c-à-d il contient toutes les valeurs pour toutes les variables
intervenant dans le calcul de l'indicateur. L'intention du concept ne doit pas contenir l'élément
∗ qui désigne la non-similarité des sources.

L'indicateur phytosanitaire se calcule pour un programme de traitement à partir des in-
dicateurs Iphy pour chaque matière active utilisée dans le traitement [176]. En e�et, chaque
indicateur est transformé entre 0 (absence de risque) et 1 (risque maximum) par translation
et pondéré par un coe�cient avec le risque. Ces coe�cients restent faibles tant que l'indica-
teur Iphy pour chaque matière active est plus grand que 7. Donc, pour une matière active i on
a : ki = |(−1.7175) exp(−0.2913 ∗ Iphy)|. L'indicateur Iphy du traitement se calcule en utilisant
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Annexe D. Exemple de calcul de l'indicateur pesticide pour un programme de traitement

XXXXXXXXPesticide
Seuil

θDT50 θkoc θDJA θKH θaquatox

Isoproturon 100 20 0 90 10−9

Glyphosate 100 2200 0 50 0.001
Métsulfuron méthyle 120 20 0.01 0.01 0
Krésoxyme 0 0 0.01 0.05 10−2

Epoxiconazole 200 1000 0.05 6 0

Table D.1 � Seuils choisis pour chacune des matières actives

DT50 koc DJA aqu KH Iphy
Glyphosate [18, 47] 24000 0.3 [0.64, 15] [2.7 ∗ 10−10, 2.1 ∗ 10−7] [4.9, 6.1]
Isoproturon [12, 28] [80, 105] 6 ∗ 10−4 [0.03, 9] 4.7 ∗ 10−9 [4.8, 6.5]
Krésoxyme [25, 34] [219, 372] 0.4 [0.02, 0.06] 1.45 ∗ 10−7 [5.7, 6.7]
Metsulfuron Méthyle [27, 34] [35, 51] 0.0125 100 1.1 ∗ 10−6 [8.11, 8.15]
Epoxyconazole [62, 187] 1200 0.04 0.01 4.7 ∗ 10−4 [5.7, 6.3]

Table D.2 � Variables multi-sources intervenant dans le calcul de l'indicateur pesticide avec les
résultats pour les matières actives : glyphosate, isoproturon, krésoxyme, metsulfuron méthyle et
époxyconazole

l'équation :

Iphy = min(Iphyi)−
∑n

i=1 ki ∗%(surface traitée)
10−Iphyi

10
(D.1)

où n est le nombre des matières actives utilisées dans le traitement, Iphyi est l'indicateur phy-
tosanitaire de la matière active i, %(surface traitée) est le pourcentage de la surface traitée par
le produit. Dans cet exemple, nous considérons que le produit est appliqué sur le champ entier
donc le pourcentage de la surface traitée est 100%.

La variation �nale de l'indicateur pesticide d'un traitement se calcule en utilisant les tech-
niques d'analyse d'intervalles présentés dans l'annexe B. Pour cet exemple, l'indicateur global du
traitement est [4.06, 5.68]. Ce qui indique que l'utilisation du produit phytosanitaire contenant
les pesticides isoproturon, glyphosate, krésoxyme, époxiconazole et metsulfuron méthyle puisque
la valeur de l'indicateur ne dépasse pas le seuil de référence aceptable par l'environnement.
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Résumé

Titre. Analyse formelle de concepts et fusion d'informations : application à l'estimation et
au contrôle d'incertitude des indicateurs agri-environnementaux.

Résumé. La fusion d'informations consiste à résumer plusieurs informations provenant des
di�érentes sources en une information exploitable et utile pour l'utilisateur. Le problème de la
fusion est délicat surtout quand les informations délivrées sont incohérentes et hétérogènes. Les
résultats de la fusion ne sont pas souvent exploitable et utilisables pour prendre une décision,
quand ils sont imprécis. C'est généralement due au fait que les informations sont incohérentes.
Plusieurs méthodes de fusion sont proposées pour combiner les informations imparfaites et elles
appliquent l'opérateur de fusion sur l'ensemble de toutes les sources et considèrent le résultat tel
qu'il est. Dans ce travail, nous proposons une méthode de fusion fondée sur l'Analyse Formelle
de Concepts, en particulier son extension pour les données numériques : les structures de patrons.
Cette méthode permet d'associer chaque sous-ensemble de sources avec son résultat de fusion.
Toutefois l'opérateur de fusion est choisi, alors un treillis de concept est construit. Ce treillis
fournit une classi�cation intéressante des sources et leurs résultats de fusion. De plus, le treillis
garde l'origine de l'information. Quand le résultat global de la fusion est imprécis, la méthode
permet à l'utilisateur d'identi�er les sous-ensemble maximaux de sources qui supportent une
bonne décision. La méthode fournit une vue structurée de la fusion globale appliquée à l'ensemble
de toutes les sources et des résultats partiels de la fusion marqués d'un sous-ensemble de sources.
Dans ce travail, nous avons considéré les informations numériques représentées dans le cadre de
la théorie des possibilités et nous avons utilisé trois sortes d'opérateurs pour construire le treillis
de concepts. Une application dans le monde agricole, où la question de l'expert est d'estimer des
valeurs des caractéristiques de pesticide provenant de plusieurs sources, pour calculer des indices
environnementaux est détaillée pour évaluer la méthode de fusion proposée.

Mots clés. Imprécision, Théorie des Possibilités, Fusion d'informations, Analyse Formelle
de concepts, Structure de patrons, Indicateur

Title. Formal concept analysis and information fusion : application on the uncertainty esti-
mation of environental indicators.

Abstract. Merging pieces of information into an interpretable and useful format is a tricky
task even when an information fusion method is chosen. Fusion results may not be in suitable form
for being used in decision analysis. This is generally due to the fact that information sources are
heterogeneous and provide inconsistent information, which may lead to imprecise results. Several
fusion operators have been proposed for combining uncertain information and they apply the
fusion operator on the set of all sources and provide the resulting information. In this work,
we studied and proposed a method to combine information using Formal Concept Analysis in
particular Pattern Structures. This method allows us to associate any subset of sources with
its information fusion result. Then once a fusion operator is chosen, a concept lattice is built.
The concept lattice gives an interesting classi�cation of fusion results and it keeps a track of
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Résumé

the information origin. When the fusion global result is too imprecise, the method enables the
users to identify what maximal subset of sources would support a more precise and useful result.
Instead of providing a unique fusion result, the method yields a structured view of partial results
labelled by subsets of sources. In this thesis, we studied the numerical information represented
in the framework of possibility theory and we used three fusion operators to built the concept
lattice. We applied this method in the context of agronomy when experts have to estimate several
characteristics values coming from several sources for computing an environemental risk.

Keywords. Imprecision, Possibility Theory, Information Fusion, Formal Concept Analysis,
Pattern Structure, Indicator.
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