tel-00587631, version 1 - 21 Apr 2011

THESE pE DOCTORAT
DE L’UNIVERSITE PARIS-EST

présentée par

Qing CHU

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L'’UNIVERSITE PARIS-EST
Spécuialité : Mathématiques

Quelques problemes de convergence
et de récurrence multiple
en théorie ergodique

Soutenue le 6 Juillet 2010 devant le jury composé des professeurs :

M. Bernard HOST Directeur de these
Mme Bryna KRA Examinateur

M. Emmanuel LESIGNE Rapporteur

M. Alejandro MAASS Examinateur

M. Mathieu MEYER Examinateur

M. Jean-Paul THOUVENOT Rapporteur


http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00587631/fr/
http://hal.archives-ouvertes.fr

tel-00587631, version 1 - 21 Apr 2011

Remerciements

Je tiens tout d’abord & exprimer ma tres profonde reconnaissance a
Bernard Host, qui m’a fait I'honneur d’accepter de diriger cette these.

Sa disponibilité et sa ténacité ont permi a ces travaux de se dérouler
dans les meilleures conditions possibles. Sa rigueur mathématique et
ses conseils avisés m’ont été d'une grande aide, de méme que son in-
vestissement scientifique et humain.

Je remercie également sa femme Bati Chétanian pour son hospi-
talité ainsi que son soutien.

Pour l'attention minutieuse qu’ils ont portée a mon travail, pour
leurs remarques pertinentes, et pour m’avoir fait I’honneur de rapporter
cette these, je tiens a remercier Emmanuel Lesigne ainsi que Jean-Paul
Thouvenot, qui a suivi I’évolution de mes recherches avec attention.

Je souhaiterais également remercier Bryna Kra; ses conseils judi-
cieux et ses commentaires constructifs m’ont été d'un grand secours.
Je suis tres honorée par sa présence dans le jury, ainsi que par celle
d’Alejandro Maass et Mathieu Meyer.

Ma gratitude va également a Nikos Frantzikinakis, pour sa générosité
en temps et en idées, et dont le dynamisme et la perspicacité m’ont
constamment stimulée.

Je remercie Aihua Fan, mon ancien professeur, qui m’a aidée a venir
en France et m’a permis de rencontrer Bernard Host.

Un grand merci a I’ensemble du Laboratoire d’ Analyse et de Mathé-
matiques Appliquées de 1'Université Paris-Est - Marne-la-Vallée pour
leur accueil chaleureux, ainsi qu’a Anne Raskine et Pascal Romon pour
m’avoir permis d’enseigner. Pour leurs encouragements et leur aide, je
remercie également Francois Blanchard, Marco Cannone et Damien
Lamberton. Merci enfin a Christiane Lafargue pour sa gentillesse et
son efficacité.

Merci a Barbera Goossen et a ’ensemble du Bureau international
des chercheurs invités de 1’Université Paris-Est, qui m’ont bien aidée
alors que j’étais un peu perdue a mon arrivée.

Merci également a Sylvie Cach, responsable de I’Ecole Doctorale
de I'Université Paris-Est, pour m’avoir guidée dans mes démarches ad-
ministratives.

Ce travail n’a été possible que grace au soutien financier de la bourse
du gouvernement Chinois.

Je voudrais tout particulierement exprimer ma reconnaissance a
I’ensemble des doctorants du LAMA, & mes amis et a toutes les per-
sonnes qui m’ont soutenue par leur gentillesse et leur dévouement.

Enfin, un grand merci a mes parents, qui n’ont eu de cesse de
m’encourager durant ces trois années.



tel-00587631, version 1 - 21 Apr 2011

Avant-propos

Dans cette these, nous nous intéressons a certaines questions de
convergence et de récurrence multiple en théorie ergodique. Elle est
composée de cinq chapitres.

Le premier chapitre présente I'historique. Nous rassemblons des
résultats de convergence et de récurrence multiple dans un systeme
muni d’une ou de plusieurs transformations qui commutent, et en méme
temps, nous introduisons le contexte dans lequel nous travaillons.

Le deuxieme chapitre donne une présentation de la méthode et des
outils que nous utilisons a plusieurs endroits dans cette these. En par-
ticulier, nous détaillons le mécanisme de facteurs caractéristiques et
le role des nilsystemes que nous employons souvent pour les systemes
munis d'une transformation, ainsi que la machinerie des systemes mag-
iques que nous employons pour les systemes munis de plusieurs trans-
formations qui commutent.

Les trois chapitres suivants sont consacrés respectivement aux études
de trois questions indépendantes, chacune de ces questions donne lieu
a un article.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons des moyennes ergodi-
ques multiples pondérées le long de polynomes, dont la convergence
pour le cas linéaire a été démontrée par Host et Kra. Nous établissons
la convergence pour ces moyennes et comme une conséquence, nous
montrons que pour toute fonction f mesurable bornée sur un systeme
ergodique, la suite (f(7"x)) est universellement bonne pour la con-
vergence de moyennes ergodiques multiples le long de polynomes pour
presque tout .

Dans les deux derniers chapitres, nous nous intéressons tout parti-
culierement aux systemes munis de plusieurs transformations qui com-
mutent. Nous considérons une question de convergence et une question
de récurrence, mais pour les preuves, nous utilisons toute la machinerie
des systemes magiques introduite récemment par Host.

Le quatrieme chapitre concerne des moyennes sur les cubes, dont
la convergence dans le cas ou toutes les transformations sont égales a
été démontrée par Host et Kra. Nous proposons une preuve pour la
convergence générale.

Le cinquieme chapitre est consacré a une étude de la récurrence
multiple d’aspect quantitatif pour deux transformations qui commu-
tent. Nous obtenons un résultat qui est similaire mais pas identique a
celui en cas d'une transformation établi par Bergelson, Host et Kra.

Les références bibliographiques renvoient a la bibliographie générale
en fin de these.
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CHAPITRE 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons un bref historique de résultats
de récurrence multiple et de convergence en théorie ergodique et le
contexte dans lequel nous travaillons.

Nous commengons par une présentation de principes de correspon-
dance que nous allons utiliser pour déduire des résultats combinatoires
correspondant aux résultats de récurrence que nous allons présenter
dans la deuxieme section. La troisieme section sera consacrée a la
présentation des résultats de convergence qui sont étroitement liés a
ces résultats de récurrence.

1. Principes de correspondance

Le premier principe de correspondance a été établi par Fursten-
berg ([29],[30]) dans sa fameuse démonstration ergodique du théoreme
de Szemerédi [60]. D’autres généralisations ont été données subséquem-
ment. Ces résultats établissent un lien entre les deux domaines : la
théorie ergodique et la théorie combinatoire, et permettent de mon-
trer, a partir de résultats de récurrence de systemes dynamiques me-
surés, des résultats combinatoires. Ils constituent un nouveau domaine
appelé la théorie ergodique de Ramsey ou des problemes issus de la
combinatoire sont démontrés en utilisant la théorie ergodique. Beau-
coup de résultats combinatoires issus de ce domaine n’ont pas jus-
qu’a présent d’autres preuves (par exemple la version polynomiale du
théoreme de Szemerédi qu’on donne plus bas) :

Rappelons que la densité d'un sous-ensemble d’entiers £ C N est
définie par :

1
d*(E) = limsup NCard(E N[0,N —1)).

N—oo

THEOREME 1.1 (Furstenberg ([29], [30])). Soit E C N un ensemble
de densité positive. Alors il existe un espace probabilisé (X, X, i) muni
d’une transformation T qui est inversible mesurable et préservant p et
un ensemble A € X avec p(A) = d*(E), tels que

W(T™AN--NT™A) < d((E+my) N0 (E+my))
1
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pour tout entier k > 1 et tous mq,...,my € Z.

La densité d'un sous-ensemble de N* (ou de ZF) est définie de facon
parallele a celle d'un sous-ensemble de N, nous avons la généralisation
multidimensionnelle suivante du principe de correspondance :

THEOREME 1.2 (Furstenberg et Katznelson [31]). Soit E C N* un
ensemble de densité positive. Alors il existe k transformations inver-
sibles mesurables 11,75, ..., T, qui commutent et préservent la me-
sure de [’espace probabilisé (X, X, u) et un ensemble A € X avec
u(A) = d*(E) tels que

(o () TmeTA<d( () (Bt (m.me)

(ma,...,mp)EF (m1,....,mg)EF
pour tout sous-ensemble fini F' de ZF.

Il existe aussi le principe de correspondance pour des actions de
R* voir [33].

2. Résultats de récurrence et combinatoires correspondant

En dynamique, la notion de récurrence signifie que partant d’un
ensemble, on y revient d’'une maniere significative sous 1’action d’une
transformation ou de plusieurs transformations.

2.1. Récurrence simple. Dans la suite, aucun résultat n’uti-
lise I'hypothese d’inversibilité des transformations, mais on 'utilise en
vue de simplifier la notation. Commencons par deux résultats clas-
siques de récurrence dans la théorie ergodique. Soient (X, X', ;) un es-
pace probabilisé et T une transformation de X inversible mesurable et
préservant p. Soit A € X un ensemble de mesure positive. Le théoreme
de récurrence de Poincaré énonce que

p(ANT"A) > 0 pour une infinité de valeurs de n.

Khintchine [45] a renforcé ce résultat en montrant que sous les mémes
hypotheses, I’ensemble

neZ: w(ANT"A) > u(A)? — ¢}

est syndétique pour tout € > 0. Rappelons qu'un sous-ensemble F
de Z est dit syndétique si Z peut étre couvert par un nombre fini de
translatés de F.

Nous remarquons que la borne inférieure dans ce théoreme est
optimale en considérant les schémas de Bernoulli.

2
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Le théoreme de Poincaré peut étre considéré comme un résultat
de récurrence qualitatif alors que le théoreme de Khintchine peut étre
considéré comme un résultat de récurrence quantitatif.

Furstenberg [30] a démontré l'extension polynomiale suivante du
théoreme de Poincaré :

Un polynome a valeurs entiéres p(n) est un polynome qui prend
une valeur entiere pour chaque entier n.

THEOREME 1.3 (Fustenberg [30]). Soient (X, X, u) un espace pro-
babilisé et T' une transformation de X inversible mesurable et préservant
w. Soit p(n) un polyndme a valeurs entieres avec p(0) = 0. Soit A € X
un ensemble de mesure positive. Alors

p(ANTP™A) >0
pour une infinité de valeurs de n.

En appliquant le principe de correspondance de Furstenberg (le
théoreme 1.1), on obtient le théoreme suivant qui a été démontré
indépendamment par Sarkozy [59] lorsque p(n) = n? en utilisant la
méthode du cercle :

THEOREME 1.4 (Sarkozy [59], Furstenberg [30]). Si E C N un
ensemble de densité positive, p(n) un polynome a valeurs entieres avec
p(0) = 0. Alors il existe v,y € E, et n € N, n > 0, tels que v —y =

p(n).

2.2. Récurrence multiple. Les trois théoremes présentés ci-dessus
sont des résultats de récurrence simple. Furstenberg [29] a démontré
un théoreme de récurrence multiple :

THEOREME 1.5 (Fustenberg [29]). Soient (X, X, ) un espace pro-
babilisé et T une transformation de X inversible mesurable et préservant
. Soit A € X un ensemble de mesure positive. Alors pour tout entier
kE>1,

WANT"ANT*AN---NTA) >0

pour une infinité de valeurs de n.

En vertu du principe de correspondance de Furstenberg (le théoréme
I.1), ce théoréme entraine le théoreme de Szemerédi [60] :

THEOREME 1.6 (Szemerédi [60]). Tout sous-ensemble d’entiers de
densité positive contient des progressions arithmétiques de longueur
arbitraire.
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Le théoreme de Szemerédi a été conjecturé par Erdos et Turdn [24],
et a été démontré pour la premiere fois par Szemerédi [60]. Outre
la preuve ergodique de Furstenberg [29] résumée ci-dessus, de nom-
breuses autres preuves aussi importantes ont été données ensuite dans
les articles [34], [35], [57], [58], [64], et [36] via différentes approches.

Le théoréeme de récurrence multiple de Furstenberg peut étre consi-
déré comme une généralisation d'une grande portée du théoreme de
récurrence de Poincaré qui correspond au cas ou k = 1. Le théoreme
de Furstenberg a suscité de nombreuses études et généralisations que
nous allons décrire dans la suite.

D’abord, il est naturel de se demander s’il existe un théoreme
quantitatif de récurrence qui a la méme relation avec le théoreme de
Khintchine que le théoreme de récurrence de Furstenberg avec ce-
lui de Poincaré. Plus précisément, on peut se demander si la mesure
p(ANTPAN--- N T A) admet une borne inférieure sous la forme
p(A)¢ pour un certain entier ¢ > 0. Cette question a été résolue par
Bergelson, Host et Kra [14] :

THEOREME 1.7 (Bergelson, Host et Kra [14]). Soient (X, X, u)
un espace probabilisé et T une transformation de X inversible mesu-
rable et préservant p. Soit A € X un ensemble de mesure positive. Si
(X, X, 1, T) est ergodique, alors pour tout € > 0, les ensembles

neZ: w(ANT"ANT*A) > pu(A)® — €}

et
neZ: n(ANT"ANT"ANT*"A) > pu(A)* — ¢}

sont syndétiques.

De méme, en considérant les schémas de Bernoulli, on voit que la
borne inférieure dans ce théoreme est optimale.

Nous remarquons qu’'un résultat analogue n’est pas vrai si on
enleve 'hypothese d’ergodicité ou si la longueur des progressions arith-
métiques k est supérieure a 4 (voir des contre-exemples construits
dans [14]). De ce fait, pour la récurrence multiple, nous avons des
résultats quantitatifs analogues au théoreme de Khintchine dans cer-
tains cas, mais pas dans tous les cas.

2.3. Récurrence pour plusieurs transformations. Fursten-
berg et Katznelson [31] ont généralisé le théoreme de Furstenberg (le
théoreme 1.5) au cas de plusieurs transformations qui commutent :

THEOREME 1.8 (Furstenberg et Katznelson [31]). Soient k > 1 un
entier et T1,T5, ..., Ty des transformations inversibles mesurables qui

4
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commutent et préservent la mesure de ['espace probabilisé (X, X, ).
Soit A € X un ensemble de mesure positive. Alors

p(ANTTANTIAN---NTTA) >0
pour une infinité de valeurs de n.

Le théoréme de Furstenberg 1.5 correspond au cas on T; =T, j =
1,..., k. Nous remarquons que le théoreme n’est plus valable sans I’hy-
pothese de commutativité des transformations (voir par exemple [13]).

En vertu du principe de correspondance multidimensionnel (le
théoreme 1.2), ce théoréme entraine la version multidimensionnelle sui-
vante du théoreme de Szemerédi :

THEOREME 1.9 (Furstenberg et Katznelson [31]). Soit E C N¥ un
ensemble de densité positive. Alors pour tout sous-ensemble fini F de
N¥, il existe a € N* et un entier d > 0, tels que a +d-F C E.

Iei,a+d-F={a+dzx:x € F}.

Aucune preuve combinatoire de ce résultat n’a été connue jusqu’a
récemment. Gowers [35] en a donné une pour la premiere fois, des
résultats similaires avec des conséquences similaires ont été obtenus
indépendamment dans [57], [58], et [65].

Il est naturel de se demander s’il existe un résultat de récurrence
quantitatif par rapport au théoreme de récurrence multiple de Furs-
tenberg et Katznelson comme le théoreme de Bergelson, Host et Kra
par rapport au théoreme de récurrence multiple de Furstenberg. Cette
these comporte une étude sur le cas de deux transformations qui com-
mutent pour cette question. Cette étude est faite dans le Chapitre V
et a fait objet d’un article [19].

2.4. Récurrence polynomiale. Bergelson et Leibman [11] ont
démontré le théoreme suivant qui généralise simultanément le théoreme
de récurrence simple polynomiale de Furstenberg (le théoreme 1.3) et
le théoreme de récurrence multiple de Furstenberg et Katznelson 1.8 :

THEOREME 1.10 (Bergelson et Leibman [11]). Soient k > 1 un
entier et Ty, Ts, ..., Ty des transformations inversibles mesurables qui
commutent et préservent la mesure de ['espace probabilisé (X, X, ).
Soient pi1(n),p2(n), ...,pr(n) des polynomes a valeurs entiéres avec
p;j(0)=0,j=1,2... k. Soit A€ X un ensemble de mesure positive.
Alors

WANTI W ANTEW AN AT A) >0 .

pour une infinité de valeurs de n.
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En vertu du principe de correspondance multidimensionnel (le
théoreme 1.2), la contrepartie combinatoire de ce théoreme est :

THEOREME 1.11 (Bergelson et Leibman [11]). Soient E € N* un
ensemble de densité positive et p1(n), pa(n),...,pi(n) des polynomes
a valeurs entiéres avec p;j(0) = 0, j = 1,2...,1. Alors pour tous
vi,...,u € ZF, il exviste u € ZF et un entier n, tels que u+p;(n)v; € E
pour tous i =1,...,1[.

En particulier, quand T} = Ty, = --- = T = T, on applique le
principe de correspondance de Furstenberg (le théoreme 1.1), on en
déduit la version polynomiale suivante du théoreme de Szemerédi :

THEOREME 1.12 (Bergelson et Leibman [11]). Soient E C N un
ensemble de densité positive et p1(n), pa(n),...,pr(n) des polynomes
a valeurs entiéres avec p;j(0) =0, j =1,2... k. Alors il existe a € N
et un entier d > 0, tels que

{a,a+pi(d),a+p(d),...,a+pe(d)} C E .

Frantzikinakis et Kra [28] ont considéré un cas particulier ou les
polynomes sont linéairement indépendants, ils ont obtenu un résultat
de récurrence quantitative du méme type que le théoreme de Khint-
chine :

Rappelons qu’une famille de polynoémes {p;(n),...,pr(n)} est dite
linéairement indépendante si pour tous entiers mgq,...,m; avec au
moins un m; # 0, j € {1,...,k}, le polynoéme Zle m;p;(n) n'est
pas une constante.

THEOREME 1.13 (Frantzikinakis et Kra [28]). Soient (X, X, u) un
espace probabilisé et T' une transformation de X inversible mesurable
et préservant p. Soient k > 1 un entier et p1(n),p2(n),...,pr(n) des
polynomes linéairement indépendants a valeurs entiéres avec p;(0) =
0,7=12...,k. Soit A€ X un ensemble de mesure positive. Alors
pour tout € > 0, l’ensemble

{neZ: l(ANTPWANTEMAN ... QTP A) > (AR — ¢}
est syndétique.

Nous remarquons qu’ici le résultat est valable sans hypothese d’er-
godicité et pour tout k, ce qui contraste avec le cas linéaire.

2.5. Récurrence cubique quantitative. D’autres types de récu-
rrence ont été également étudiés. Par exemple la récurrence cubique
quantitative suivante a été démontrée par Bergelson pour k = 2 et par
Host et Kra [41] pour le cas général :

6
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Soit k& > 1 un entier, les éléments de {0,1}* s’écrivent comme
€ = €163 . . . €4, sans parenthese ni virgule, avec ¢; € {0,1},i=1,..., k.

THEOREME 1.14 (Host et Kra [41]). Soient (X, X, 1) un espace
probabilisé et T une transformation de X inversible mesurable et préser-
vant p. Soit A € X un sous-ensemble de X. Alors pour tout 6 > 0,
[’ensemble

{n=(ny,...,nx) € ZF: p( ﬂ Tt ek A) > i A)?

ec{0,1}k

k

— )

est syndétique.

Nous remarquons que la preuve pour ce résultat quantitatif pro-
vient de I'identification de la limite des moyennes associées. Cette these
comporte une étude sur la généralisation de ce résultat au cas de plu-
sieurs transformations qui commutent. Cette étude est faite dans le
Chapitre IV et a fait I'objet d’un article [18].

En vertu du principe de correspondance de Furstenberg (le théoréme
I.1), la contrepartie combinatoire de ce théoreéme est :

THEOREME 1.15 (Host et Kra [41]). Soit E C N un ensemble de
densité d*(E) > § > 0. Soit k > 1 un entier. Alors le sous-ensemble
de 7k

{n=(n,....m) €ZF:d*( [ (E+me+-mer)) > 0%}

ec{0,1}*

est syndétique.

3. Résultats de convergence

3.1. Convergence de moyennes simples. Rappelons le théoreme
ergodique de von Neumann :

THEOREME 1.16 (von Neumann). Soient (X, X, 1) un espace pro-
babilisé et T' une transformation de X inversible mesurable et préservant
w. Soit f € L*(n). Alors les moyennes

1 N
N Zf(T”x)
n=1

convergent dans L*(u) vers une fonction f qui est invariante sous T'.
Si (X, X, u,T) est ergodique, alors la limite [ est la fonction constante

J fdu.
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Soient A, B € X. En appliquant le théoreme ergodique de von
Neumann a la fonction indicatrice f = 1pg, on voit que les moyennes

%22: WANT"B) — %E [ ate) £ a)dno

convergent.

3.2. Convergence de moyennes multiples. En fait, pour mon-
trer le théoreme 1.5, Furstenberg a montré un énoncé plus fort : il a
considéré les moyennes des

WANT"ANT*" AN ---NT*A)

et il a montré que la limite inférieure de ces moyennes est positive :

THEOREME 1.17 (Fustenberg [29]). Soient (X, X,u) un espace
probabilisé et T une transformation de X inversible mesurable et préser-
vant p. Soit A un ensemble de X de mesure positive. Alors pour tout
entier k > 1,

N
1
liNrrLiong;M(AﬂT”AmT%Aﬂ---mT’“"A) >0.

D’ailleurs, les preuves pour la récurrence multiple de Furstenberg
et Katznelson (le théoreme 1.8) et celle de Bergelson et Leibman (le
théoreme 1.10) prennent le méme chemin et se déduisent du fait que
les limites inférieures des moyennes associées sont positives.

Il est naturel de se demander si les limites inférieures dans le
théoreme de récurrence multiple de Furstenberg ci-dessus et aussi dans
ses généralisations sont en fait des limites. De nombreux travaux ont
été réalisés pour établir la convergence de différents types de moyennes
ergodiques multiples :

Dans le cas d’une transformation 7', le premier théoreme montre
la convergence des moyennes ergodiques multiples le long des progres-
sions arithmétiques {n,2n, ... kn} :

THEOREME .18 (Host et Kra [41]). Soient (X, X, 1) un espace
probabilisé et T une transformation de X inversible mesurable et préser-
vant p. Soient k > 1 un entier et fy, fo..., fr des fonctions mesurables
et bornées sur X. Alors les moyennes

(1) % AT ) (T ) - fuT2)

convergent dans L*().
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Ce théoreme a été démontré par Furtenberg [29] pour k = 2. De
nombreux travaux ([21], [22], [23], [32], [40], [56]) ont été consacrés
au cas oul k = 3. Le cas général a été démontré par Host et Kra [41],
et plus tard par Ziegler [70].

3.3. Convergence de moyennes polynomiales. Un résultat
de convergence est aussi valable pour les moyennes ergodiques mul-
tiples le long de polynomes :

THEOREME 1.19 (Host et Kra [42], Leibman [52]). Soient (X, X, i)
un espace probabilisé et T une transformation de X inversible mesu-
rable et préservant . Soient k > 1 un entier, py(n),p2(n),...,pr(n)
des polynomes a valeurs entieres, et fi, fo..., fr des fonctions mesu-
rables et bornées sur X. Alors les moyennes

N
(2> % Z fi (Tpl(")x)fg (sz(n):t) o (Tpk(n)x) _
n=1

convergent dans L*(p).

Ce théoreme a été d’abord démontré par Bergelson [8] sous I’hy-
pothese que le systeme est faiblement mélangeant. Furstenberg et
Weiss [32] l'ont démontré dans deux cas particuliers pour k = 2 :
pour pi(n) = n, pa(n) = n? et pour pi(n) = n?, pa(n) =n?+n. Le
cas général a été démontré par Host et Kra [42] sous de petites restric-
tions. Ces restrictions ont été surmontées par Leibman [52]. Frantzi-
kinakis et Kra ont montré que si le systeme est totalement ergodique
et les polynomes sont linéairement indépendants, alors la limite de ces
moyennes est en fait une constante, égale au produit des intégrales de
chaque fonction f;.

3.4. D’autres types de convergence. D’autres types de moyen-
nes ergodiques multiples comme les moyennes pondérées de la forme

N-—1
3 AT (T) - ()
n=0

avec une suite bornée {c,: n € Z} ont été étudiées par Host et
Kra [43]. Cette these comporte une étude consacrée a généraliser leurs
résultats au cas polynomial. Cette étude est faite dans le Chapitre 111
et a fait 'objet d'un article [17].

Le résultat suivant de convergence sur les cubes est associé a la
récurrence cubique, et il est utilisé pour démontrer cette derniere :

Rappelons que nous écrivons € = €1€;... ¢, avec ¢; € {0,1} pour
un élément dans {0, 1}*.
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THEOREME 1.20 (Host et Kra [41]). Soit T une transformation
mesurable inversible préservant la mesure de l’espace probabilisé (X, X,
w). Soient k > 1 un entier et f., e € {0,1}*\{00...0}, 2*—1 fonctions
mesurables et bornées sur X. Alors les moyennes

1 N—-1
w2 I ramermes).

n1,n2,..,nk=0 ec{0,1}%
€£00..0

convergent dans L*(j1).

Par exemple, lorsque k& = 2 et toutes les fonctions sont égales,
I’expression ci-dessus est

1 23 FTa) F(T ) F(T )

n=1m=1

3.5. Convergence pour plusieurs transformations qui com-
mutent. Pour plusieurs transformations qui commutent 77,75, ..., T},
les résultats de convergence sont récents et les méthodes sont différentes.

THEOREME 1.21 (Tao [65]). Soient k > 1 un entier et Ty, Ty, ..., Ty
des transformations mesurables inversibles qui commutent et préservent
la mesure de l’espace probabilisé (X, X, p). Soient fi, fo..., fr des
fonctions mesurables et bornées sur X. Alors les moyennes

Q S AT foT3) - T

convergent dans L*(p).

Ce théoreme a été d’abord démontré par Conze et Lesigne [21]
pour k = 2. Sous I’hypothese tres particuliere que toutes les transfor-
mations 7T; et toutes les transformations TiTj_l, 1 # j sont ergodiques,
il a été démontré par Zhang [69] pour k& = 3, et par Frantzikina-
kis et Kra [27] pour k arbitraire. Le cas général a été initialement
démontré par Tao [65] en utilisant une méthode finitaire. D’autres
démonstrations ont été données par Austin [3], Host [39] et Tows-
ner [67]. Parmi celles-ci, les démonstrations d’Austin et de Host ont
procédé dans le cadre de la théorie ergodique, celle de Towsner utilise
I’analyse nonstandard.

La convergence de moyennes ergodiques multiples pour plusieurs
transformations qui commutent le long de polynomes reste une conjec-
ture (explicitement donnée dans [9]) :

10
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CONJECTURE (Bergelson et Leibman [9]). Soient & > 1 un en-
tier et T, 15, ..., T, des transformations mesurables inversibles qui
commutent et préservent la mesure de I'espace probabilisé (X, X, ).
Soient py(n), pa(n), ..., pr(n) des polyndmes a valeurs entieres et f1, fa,

.., fr des fonctions mesurables et bornées sur X. Alors les moyennes

N

1

& D AP (T ) f(T )
n=1

convergent dans L%(u).

Jusqu’a présent, quelques résultats partiels se trouvent dans une
série d’articles ([4], [5], [6]), [20] et [44].

3.6. Convergence ponctuelle. Parallelement a la convergence
en norme, il est naturel d’espérer 'existence des résultats de conver-
gence ponctuelle de ces moyennes. Le théoreme ergodique de Birkhoff
est la contrepartie de convergence ponctuelle du théoreme ergodique
de von Neumann. Néanmoins, la convergence ponctuelle de différentes
moyennes ergodiques multiples est un probleme plus difficile. Bour-
gain [16] a démontré la convergence presque partout des moyennes

1 N
o T )g(Ta)
n=1

ou a,b sont des entiers. Assani ([1], [2]) a montré la convergence
presque partout de certaines moyennes ergodiques multiples sur les
cubes.

Dans cette these, nous nous restreignons a la convergence en norme.

11
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CHAPITRE 1II

Outils

Dans ce chapitre, nous présentons les outils et les méthodes, sou-
vent récents, de la théorie ergodique que nous allons utiliser a plusieurs
endroits dans cette these.

1. Notation générale

Généralement, nous écrivons (X, ) pour un espace probabilisé,
omettant la o-algebre. En cas de besoin, la o-algebre de I'espace proba-
bilisé (X, ) s’écrit comme X. Tout sous-ensemble de X est supposé
implicitement étre mesurable.

Nous supposons implicitement que tous les espaces probabilisés
que nous considérons sont standards : c’est-a-dire que (X, X, pu) est
isomorphe au segment [0, 1] muni de sa o-algebre de Borel et de la
mesure de Lebesgue.

Etant donné un espace probabilisé (X, X, ), si Aet B sont deux
sous-o-algebres de X, on désigne par A\/ B la plus petite sous-o-
algebre de X contenant A et B.

Si (X, X, i) est un espace probabilisé et S est une transformation
de X mesurable et préservant la mesure, nous écrivons Z(.S) pour la
sous-o-algebre de X' formée des ensembles qui sont invariants sous S.

Un systéme (X, p,T1,...,T)) est un espace probabilisé X muni
d’une ou de plusieurs transformations inversibles mesurables qui com-
mutent et préservent la mesure p.

Toutes les fonctions que nous considérons sont supposées étre a
valeurs réelles.

Une fonction f est dite bornée si elle est mesurable et bornée.

2. Facteurs

2.1. Facteur. Un facteur d'un systeme (X, X, pu, T1,...,T})) est
défini par les deux facons suivantes qui sont différentes mais équivalentes :

D’abord, un facteur est une sous-o-algebre de X invariante sous
chaque transformation 7T;, i = 1,..., k.

12
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L’autre caractérisation est qu'un facteur est la donnée d’un systeme
(Y, Y,v,S1,...,S) et d'une application mesurable 7: X — Y telle
que I'image () de p sous 7 soit égale a v et que

Siom=moT;,

1 =1,...,k, p-presque partout.

On identifie toujours la o-algebre ) avec son image réciproque
7~1()), qui est une sous-o-algeébre invariante de X', donc un facteur au
sens de la premiere définition. Par abus de langage, on dit brievement
que Y est un facteur de X et 'application 7 est appelée 1’application
facteur dans ce cas.

Par exemple, si (X, X, u,T) et (Y, ), v, S) sont deux systeme, alors
chacun est un facteur du systéme produit (X x Y, X x Y, uxv,T x S)
et l'application facteur associée est la projection sur la coordonnée
appropriée.

Voici un autre exemple plus intéressant :

EXEMPLE. Soit X = T x T muni de la o-algebre de Borel X et de
la mesure de Haar u, a € T, et 'application T: X — X est définie
par

T(x,y)=(x+oy+z),
alors la projection sur la premiere coordonnée 7: X — T, (z,y) — =
est continue, elle est donc mesurable. Posons Y = T, on munit Y de la
o-algebre de Borel ) et de la mesure de Haar v, et de la transformation
S définie par x — x + «, alors on vérifie facilement que v = po 7!
et Som = mwoT. Il vient donc que (Y,Y,r,S) est un facteur de
(X, X, 1, T).

Si Y est un facteur de X avec 'application facteur 7w et si f est
une fonction intégrable sur X, nous considérons E(f | J)) comme une
fonction définie sur X. Nous appelons [’espérance conditionnelle de f
par rapport ¢ Y et nous notons E(f | V) la fonction sur Y définie par

E(f1Y)om=E(f]D).

Elle est caractérisée par
pour toute fonction g € L*(v), / frgomdu= / E(f|Y)-gdv .
X Y

2.2. Facteur de Kronecker. Un facteur important est le facteur
de Kronecker. Nous rappelons ici la définition et quelques propriétés
classiques. Dans cette section, (X, X, u,T) est un systeme ergodique
avec une seule transformation. Le facteur de Kroneckerde (X, X, u, T')
est la sous-c-algebre Z; de X engendrée par les fonctions propres de

13
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I'opérateur unitaire associé U au systeme X, ou U: L?(u) — L*(p)
est défini par

(Uf)(x) = f(Tz) .
Cette o-algebre est aussi la plus petite sous-o-algebre de X telle que
toute fonction invariante du systeme (X x X, p x p, T x T') soit mesu-

rable par rapport a Z; x Z;. Un résultat classique est que le facteur de
Kronecker peut étre muni dune structure de rotation sur un groupe :

THEOREME II.1. Le facteur de Kronecker d’un systéme ergodique
est isomorphe a un systeme (Zy, 21, m, R), ou Zy est un groupe com-
pact abélien, Z; est sa o-algebre de Borel, m est sa mesure de Haar,
et Rz = z+ « pour un o € Z fixé.

EXEMPLE. Soit X =T x T muni de la o-algebre de Borel X et de

la mesure de Haar m, a € T un nombre irrationnel, et ’application
T: X — X est définie par

T(z,y) = (r+a,y+x),

alors on peut montrer que le systeme (X, X, m,T) est ergodique. La
sous-o-algebre Z; est celle engendrée par la projection sur la premiere
coordonnée : X — T, (x,y) — x. Il vient que la rotation = — = + «
sur T est le facteur de Kronecker de X et la projection m est 'appli-
cation facteur.

3. Facteur caractéristique

La notion de facteur caractéristique a été utilisée depuis long-
temps de fagon implicite dans des ouvrages (par exemple dans [29])
et cette notion a été introduite explicitement pour la premiere fois
dans [32]. La définition précise dépend du contexte. Pour nous, étant
donné un systeme (X, u,T1,...,Tx), un facteur caractéristique pour
une moyenne ergodique Ay(f1,...,f;) (qui est une fonction multi-
linéaire de (fi,..., f;)) dont nous étudions la convergence est un fac-
teur Y de X tel qu’on peut remplacer une des fonctions f; par son
espérance conditionnelle E(f; | Y) sans changer le comportement
asymptotique des moyennes Ay(f1,..., fi). Autrement dit, s’il existe
un entier 1 < i < [ tel que E(f; | Y) = 0, alors les moyennes
AN(f1,..., fi) convergent vers 0 dans L?(u).

Le systeme lui-méme est toujours un facteur caractéristique. Un
exemple simple est que le facteur caractéristique pour le systeme (X, p,
T) et la moyenne + SV f(T7z) est la sous-o-algébre T-invariante
Z(T) d’apres le théoreme ergodique de von Neumann.

14
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Un autre exemple est que le facteur caractéristique pour le systeme
ergodique (X, i, T') et la moyenne double

1 N
N > A(T"2) fo(T)
n=1

est le facteur de Kronecker :

THEOREME I1.2 (Furstenberg [29]). Soient (X, u,T) un systéme
ergodique, (Z,21,m,T) son facteur de Kronecker, et fi, fo des fonc-
tions bornées. Alors la suite

N N
|5 3 A - S e 2o, 2)a),,

tend vers 0 lorsque N — o0.

La notion devient utile seulement quand on peut trouver un facteur
caractéristique qui a de bonnes propriétés, par exemple qui a de riches
structures géométriques ou algébriques. Pour illustrer comment on se
sert d'un facteur caractéristique, nous montrons comment on obtient
la convergence des moyennes

1 N
N AT AT

en admettant que leur facteur caractéristique est le facteur de Kro-
necker. D’apres le théoreme ci-dessus, il suffit de montrer que les
moyennes

%ZE(fl | Z2)(T"2)E(f2 | 21)(T7"x)

convergent. On peut donc se restreindre au cas ou les fonctions f; et fo
sont mesurables par rapport a Z;. Comme les combinaisons linéaires de
fonctions propres de X sont denses dans L?(Z;, u1), il suffit de montrer
la convergence quand f7, fo sont des fonctions propres de X. Suppo-
sons f1(Tx) = A\ fi(x), fo(Tx) = Ao f (), pour A1, Ay € C quelconques.
Alors les moyennes

1 N n 2n 1 - n\2n
¥ 2 NIRRT ) = fila) o)y DA

convergent, ce qui conclut la preuve.

15
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4. Semi-normes

4.1. Semi-normes. Les facteurs dans cette these sont construits
a partir de semi-normes. Dans cette section, nous présenterons une
définition générale de semi-normes : les semi-normes boites || - ||,...
introduites dans [39] associées a plusieurs transformations qui com-
mutent 11,75, ..., T.

Dans le cas ou toutes les transformations sont égales a T, soit
Ty =15 =---T, =T, les semi-normes obtenues sont en fait les semi-
normes de Host-Kra introduites dans [41]. Dans ce cas, on écrit || - [|x
pour les semi-normes.

La construction : Les semi-normes sont définies a partir de
certaines mesures qui se définissent par récurrence. Soient £ > 1
un entier et (X, pu,T1,Ts,...,T}) un systeme ou T3, T, ..., Ty com-
mutent. On pose X* = X 2" alors les points de X* s’écrivent comme
x = (x.: € €{0,1}).

Pour1 <i <k, TZ-A désigne la transformation diagonale T;x - - - xT;
sur X* :

(T z). = Tiz,, pour tout € € {0,1}"

et la transformation latérale T sur X* est définie par

W (.~ Z

D’abord nous définissons la mesure pug, sur X2 comme la mesure
produit relativement indépendant de p au-dessus de Z(1y), c’est-a-dire
pour tous fy, fi € L*(u), nous avons

(ﬂh@ﬂ@wﬂ@ﬂ%wﬂz/WMﬂﬂ»E%ﬂmDW-

Alors pr, est invariante sous toute transformation 7; xT;, i € {1,..., k}
et aussi sous 77 x Id.

Ensuite nous définissons la mesure pr, 1, sur X* = X?x X? comme
la mesure produit relativement indépendant de pp, au-dessus de Z (7T, x
T2> :

Tix, sie¢ =0,

k
. sie=1 POU tout € € {0,1}" .

Hry 1 = M1y XT(ToxTy) W1y -
Alors pp, 1, est invariante sous toute transformation diagonale 7T} X
T, x Ty x Ty, i € {1,...,k}, et aussi sous toutes les transformations
latérales Ty x Id xTy x Id et Ty, x Ty x Id x Id sur X*.
De la méme maniere, pour j < k, nous obtenons la mesure HTy Ty, T

sur X2 qui est invariante sous toute transformation diagonale T; x
T; x -+ x T, i€ {l,...,k} et aussi sous toutes les transformations

16
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latérales associées a 11,75, ...,T; comme dans (4) avec j substitué a
k. Nous définissons

By, Tipy = Ty, T XT(Tjpyx--xTyy1) Wy, Ty -
En itérant cette construction, apres k étapes, nous obtenons une
mesure j1* = fip, . q, sur X* = X2"
Dans le cas d’une transformation 7', autrement dit si 77 = 15 =
T}, =T, on note pl¥l ([41]) pour la mesure ;* = prr. 7.
Une propriété importante pour la mesure p* est le lemme suivant :

THEOREME I1.3 (Lemme 1, [39]). Soient f. € L>(u), € € {0, 1}*,
alors

1 Ni—1
[ I flwdw = Jim >
ec{0,1}k Njp—oo Nk ngk=0

(5) Mot N1

— - (I—e)n1  p(l—ex)ng
dm g 30 g 3 [T T T

n1=0 e€{0,1}*

De plus, la relation (5) est aussi valable pour les moyennes sur toutes
suites d’intervalles [My, Ny),...,[My, Ni) dont la longueur N; — M
(1 <i<k) tend vers cc.

Pour f € L*™(u), nous définissons

1/2F
) = ([ T1 seodw@)”.

e€{0,1}F
Il est montré dans la proposition 2 de [41] que || - ||y, 7, est une
semi-norme sur L>(u).
Dans le cas d'une transformation 73 = To = - T =T, || - [|lx =

I lz.r.. 7 est la semi-norme de Host-Kra([41]).

4.2. Les semi-normes contrdlent les moyennes. Les semi-
normes servent a controler le comportement asymptotique de moyennes

ergodiques multiples, par exemple les semi-normes de Host-Kra || - ||z
controlent celui des moyennes ergodiques multiples le long des pro-
gressions arithmétiques {n,2n, ..., kn} :

THEOREME 1.4 (Host et Kra [41]). Soient (X, pu,T) un systéme
et f1,..., fr des fonctions bornées avec |f;| < 1,i=1,... k. Alors

min (i fillx) -

L2 () 1< <k

limsupH—Zfl (T"x) fo(T*"x) - fk(Tk”x)‘

N—o0

17
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Un résultat similaire est aussi valable pour les moyennes ergodiques
multiples le long de polynomes :

THEOREME I1.5 (Host et Kra [42], Leibman [52]). Soient (X, u, T)
un systéme et p1(n),p2(n),...,pr(n) des polynémes non constants a
valeurs entiéres tels que pour tous 1 < i # j < k, le polynome p; — p;
n’est pas une constante. Alors il existe un entier | > 1, tel que pour
toutes fonctions bornées fi, fo..., fr sur X,

N
3 1 n n n
lim ”N;fl(Tpl( )2) fo(TP2 M) - oo f (TP )x)‘

N—oo L2 (p)
lorsque || fill: = 0 pour au moins une valeur des i =1,... k.
Les semi-normes boites || - ||z, 7, controlent le comportement

asymptotique des moyennes ergodiques multiples pour plusieurs trans-
formations qui commutent :

THEOREME I1.6 (Host [39]). Soit (X,u,T1,...,Tx) un systéme.
Alors pour toutes fonctions fi,..., fr € L>®(n) avec || fillrey <1
pour 2 <1 <k,

N
timsup |+ > AT ) fo(Tia) - il Ti) | < Wfilly gy
n=1

N—oo

L2(p)

5. Une o-algebre caractéristique sur X

Pour chaque k > 1, il existe une sous-o-algebre sur X qui corres-
pond a la semi-norme || - ||z, 7.. Nous décrivons dans cette section
cette o-algebre.

Il convient ici d’utiliser une autre notation : nous écrivons [k| =
{1,...,k} et identifions {0,1}* avec la famille de sous-ensembles de
[k]. Par conséquent, pour € € {0,1}* et 1 <1 < k, 'assertion “e; = 17
est équivalente & “i € €. En particulier, nous écrivons () pour 00...0 €
{0, 1}*.

Nous écrivons X* = X2~ et identifions X* avec X x X* en isolant
la coordonnée ) de chaque point : chaque point x € X* est écrit comme

x = (zg,2%), ot 2* = (z.: e € {0,1}F, e £ 0) € X*.
Nous écrivons pf pour I'image de u* sous la projection z +— .

LeEMME I1.7 (Lemma 4, [39]). Soit Z la sous-o-algébre sur X
formée des ensembles B tels qu’il existe un sous-ensemble A de X*
vérifiant la relation

(7) 1p(zg) = 1a(z?), pour u*-presque partout x = (xy, z%) € X*.
18
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Alors pour toute f € L®(p), nous avons
(8) I fllzy,..7. =0 si et seulement si E,(f | Z2) =0 .

En particulier, si le systeme X est muni d’une transformation 7',
nous désignons par Z;_; la sous-c-algebre associée a la semi-norme
Il lx (&> 1) et le facteur correspondant Z_; est appelé le facteur de
Host-Kra.

DEFINITION I1.8 (Host et Kra [41], voir aussi [20]). Le facteur de
Host-Kra Z),_1 est le facteur correspondant a la sous-o-algebre carac-
térisée par

9) I fllx = 0 si et seulement si E,(f | Zx-1) =0 .

Si le systeme (X, u, T') est ergodique, il est montré dans [41] que
le facteur Z;_; possede une structure “algébrique” que nous allons
détailler dans la section suivante. Nous avons vu que Z; est le facteur
trivial et Z; est le facteur de Kronecker.

Revenons au théoreme 1.18, en appliquant le théoreme I1.4, on
en déduit que les moyennes (1) convergent vers 0 dans L?(p) lorsqu’il
existe au moins une valeur de i € {1,..., k} telle que E(f; | Zx_1) = 0.
Il s’ensuit donc que le facteur Z;_; est un facteur caractéristique pour
la moyenne (1). Par conséquent, pour montrer le théoreme 1.18, il
suffit de le montrer quand toutes les fonctions f;, + = 1,...,k sont
mesurables par rapport a Z_;.

De méme, revenons au théoreme 1.19, en appliquant le théoreme I1.5,
on en déduit qu’il existe un entier [ > 1, tel que les moyennes (2)
convergent vers 0 dans L?(yu) lorsqu’il existe au moins une valeur de
i€ {l,...,k} telle que E(f; | Z,_1) = 0. Il s’ensuit donc qu'il existe
un entier [ > 1 tel que le facteur Z;_; est un facteur caractéristique
pour la moyenne (2). Par conséquent, pour montrer le théoreme 1.19,
il suffit de le montrer quand toutes les fonctions f;, 7 = 1,..., k sont
mesurables par rapport a Z;_;.

Revenons au théoreme 1.21, désignons par Z la sous-c-algebre as-
sociée a la semi-norme || [l 771, 7,71 On en déduit, en appliquant
le théoreme I1.6, que les moyennes (3) convergent vers 0 dans L?(p)
lorsque E(f; | Z2) = 0. Il s’ensuit donc que le facteur Z correspondant
a Z est un facteur caractéristique pour la moyenne (3).

Contrairement au cas d’une seule transformation, le facteur Z ne
possede généralement qu'une structure faible et nous ne pouvons pas
I'utiliser directement pour démontrer le théoreme 1.21.
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6. Nilsystemes et nilsuites

Dans cette section, nous traitons des systemes munis d’une trans-
formation (X, u, T).

6.1. Nilsystéemes. Supposons que (X, u,T') est un systeme ergo-
dique. Un des résultats principaux de [41] est le théoreme de structure
suivant qui donne une description “algébrique” de Z :

THEOREME I1.9 (Host et Kra [41]). Pour chaque k > 1, Z, est
une limite projective de nilsystemes d’ordre k.

DEFINITION II.10. Soient & > 1 un entier, G un groupe de Lie
nilpotent d’ordre k£ et I' un sous-groupe discret cocompact de G.

La variété X = G/T" est appelée une nilvariété d’ordre k.

Le groupe G agit naturellement sur X par translation a gauche : si
g € Getx € X, latranslation T, par g est donnée par T,(2I") = (gz)T".
Il existe une mesure de probabilité unique p (la mesure de Haar) sur
X qui est invariante sous cette action. Fixons un élément g € G ; le
systeme (X, p1, T,) est appelé un nilsystéme d’ordre k et I'action T} est
appelée une nilrotation.

Le résultat de convergence suivant pour les nilsystemes a été montré
par Lesigne [54] au cas ou le groupe G est connexe, et par Leibman
pour le cas général [50].

THEOREME II.11 (Lesigne [54], Leibman [50]). Soient (X = G/T, u,
T') un nilsysteme et f une fonction continue sur X . Alors les moyennes

LN
N Z f(1T")
n=1
convergent pour tout x € X.
En appliquant ce théoreme au systeme
(XF,S: =T xT?*x---xT"
avec la fonction continue

F(ay, @z, xp) = fi(e) fa(z2) - filak)
on en déduit que le théoreme 1.18 est valable dans un nilsysteme.
Ainsi, il est valable dans une limite projective de nilsystémes par un
argument de densité. D’apres le théoreme de structure I11.9 donné plus
haut, les moyennes (1) convergent si toutes les fonctions f;, i =1,..., k
sont mesurables par rapport a Z;_1, ce qui montre le théoreme 1.18
d’apres les raisonnements donnés dans la Section 5.
Le théoreme précédent a été généralisé par Leibman [51] :
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THEOREME I1.12 (Leibman [51]). Soient X = G/T une nilvariété,
Ty,.... T, € G, etpl, ..., P des polynomes Z& — Z. Alors les moyennes

S I T

ued

@N|

convergent lorsque N — oo pour toute f € C(X) et toute suite de
Folner {®n}S_, dans 7.

En appliquant ce théoréme au systéme (X* 51, S,,...,S) ot
Si: =Ty xIdx--- x1d,
So: =1d xTy x -+ x Id,

S =Idx -+ xId xTj,

avec la fonction continue

F(xy, w9, x) = fi(wn) fa(ze) - - fulzn)

on en déduit que le théoreme 1.19 est valable dans un nilsysteme. Par
le méme argument comme ci-dessus, le théoreme 1.19 s’en déduit.

6.2. Nilsuites. La notion de nilsuite est une généralisation de
celle de suite presque-périodique, obtenue en remplacant les groupes
abéliens par des groupes nilpotents.

DEFINITION I1.13 (Bergelson, Host et Kra [14]). Soient k > 1
un entier et (X, u, T') un nilsystéme d’ordre k. Soient f: X — C une
fonction continue et o € X. La suite (f(T"x): n € Z) est appelée une
nilsuite d’ordre k de base. Une suite d’ordre k est une limite uniforme
de nilsuites d’ordre k de base.

Les nilsuites ont été introduites pour la premiere fois en théorie
ergodique dans I’étude des corrélations multiples :
Avant de donner le théoreme, nous rappelons une définition :

DEFINITION I1.14. Soit {a,: n € Z} une suite bornée de nombres
réels , on dit que a,, tend vers 0 en densité uniforme, si
M+N-1

1
lim sup Z la,| =0 .

N—oo pez, iyt

THEOREME I1.15 (Bergelson Host et Kra [14]). Soient (X, pu, T)
un systeme et f € L>®(u). Pour chaque k > 1 un entier, on définit

/ fa o FT) dpa(z)
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Alors la suite It(k,n) est une somme d’une suite tendant vers zéro en
densité uniforme et une nilsuite d’ordre k.

Ce résultat a été utilisé dans [14] pour montrer le théoreme de
récurrence multiple quantitatif (le théoreme 1.7) concernant 'intersec-
tion ANT"AN---NTHA, k=2,3.

7. Systémes magiques

Dans cette section, nous traitons des systemes munis de plusieurs
transformations (X, u, 71, ..., Ty). Les systéemes magiques sont intro-
duits par Host [39] dans sa démonstration du théoréme 1.21. Désignons
par Z le facteur associé¢ a la semi-norme || - {l7y 77—t 571 Nous
avons vu dans la section 5 que Z est un facteur caractéristique pour
la moyenne (3), mais nous ne pouvons pas utiliser ce facteur puis-
qu’il ne posséde qu'une structure faible. Les approches d’Austin [3]
et de Host [39] pour le théoreme 1.21 procedent dans la direction
opposée en construisant une extension du systeme original, appelée
pleasant (suivant la terminologie dans [3]) et magique (suivant la ter-
minologie dans [39]), dans laquelle nous pouvons trouver un facteur ca-
ractéristique qui possede de bonnes propriétés pour montrer la conver-
gence. Dans I'extension introduite par Host, ce facteur caractéristique
est le facteur Z par construction.

Dans cette section, nous présenterons les systéemes magiques et
leurs propriétés.

DEFINITION 11.16 (Host [39]). Un systeme (X, p, 71, -+, Tj) est
dit magique si pour toute fonction f € L>(u) vérifiant

E(F |\ Z(1) =0,

nous avons || f|lz,..r, =0.
Un des résultats principaux de [39] est le théoreme suivant :

THEOREME I1.17 (Théoreme 2, [39]). Le systeme (X*, u*, T}, ...,
1) (voir Section 4.1) est magique.

COROLLAIRE I1.18. Chaque systéeme admet une extension magique.

Nous montrons dans cette these que ce résultat est aussi valable si
nous nous restreignons aux systemes ergodiques :

THEOREME I1.19 (Théoreme 3.12, [19]). Chaque systéme ergo-
dique admet une extension magique ergodique.
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8. Lemme de van der Corput

Pour montrer les inégalités dans la section 4.2, nous allons utiliser
plusieurs extensions de la classique inégalité de van der Corput, voir
par exemple [48]. Ces extensions traitent des suites dans un espace
de Hilbert H, avec la norme || - || et le produit hermitien < -|- >. On
désigne par Re(z) la partie réelle du nombre complexe z.

THEOREME I1.20 (voir par exemple [8]). Soit {z,} une suite dans
H. Alors pour tous entiers N et H tels que 1 < H < N,

N 9 N
H? an §H(N+H—1)Z||xn“2
n=1 n=1
H-1 H—h
+2(N+H—1)> (H—=h)Y_ Re < ay|tnen >
h=1 n=1

En passant a la limite, nous obtenons :

THEOREME 11.21. Soit {x,} une suite bornée dans H. Alors

H—oo

imsup 3
1m su — CL’n
N—»oop N n—

< hmsup—thsup —Z < Ty |Tpan >
=1

Le lemme suivant est une version multidimensionnelle du lemme
de van der Corput qui peut étre retrouvée dans la preuve du lemme
A6 de [12]. Ecrivons n = (ny, ..., n) pour un point dans Z*.

THEOREME 11.22. Soit {z,: n € ZF} une suite bornée dans H.
Supposons que pour tout h = (hy, ..., hy) € ZF

H N L 7 Z Re < xpip|x, >— 7

M1<n1<N1
Mk<nk<Nk

lorsque Ny — My, ..., Ny — My — +o0 et que

SO

~H<h<H i=1
—H<h,<H

lorsque H — +o00. Alors
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lorsque N1 — M, .

k
T
e —— X
L1 N — "
=1 Mi<ni<N;

M <np<Ng

..,Nk—Mk—>+OO.
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CHAPITRE III

Convergence de moyennes ergodiques multiples
pondérées le long de polynémes

L’étude présentée dans ce chapitre fait 1'objet de I'article [17].

1. Introduction

Commencons par un résultat classique dans la théorie ergodique :
Pour ¢ € T, on utilise la notation standard e(t) = e*".

THEOREME III.1 (Théoréme ergodique de Wiener-Wintner). Soient
(X, p, T) un systeme ergodique et ¢ une fonction bornée sur X. Alors il
existe un sous-ensemble Xo C X avec u(Xo) = 1 tel que les moyennes

1

¢(T"x)e(nt)

1 =

N

n=0

convergent lorsque N — oo pour tout x € Xy et toutt € T.

Le point important ici est que I'ensemble X, ne dépend pas du
choix de t.

Le résultat suivant est un corollaire immédiat du théoreme spec-
tral :

COROLLAIRE II1.2 (du théoreme spectral). Soit a = (a,: n € Z)
une suite bornée telle que les moyennes

convergent lorsque N — oo pour tout t € T. Alors pour tout systéeme
(Y,v,S) et toute fonction f € L>(v), les moyennes

=

> anf(sm)

i{ng

convergent dans L?(v).

En intégrant ces deux résultats, on obtient :
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THEOREME IIL.3. Soient (Y,v,S) un systéme ergodique et ¢ €
L>(v). Alors il existe Yo C'Y avec v(Yy) =1 tel que, pour tout y € Yy,
tout systeme (X, u,T), et toute fonction f € L>(u), les moyennes

=

1

T DS F(T)

Il
=)

convergent dans L*(p1).

On dit que pour tout y € Yy, la suite (¢(S™y)) est universellement
bonne pour la convergence en moyenne de moyennes ergodiques.

Host et Kra [43] ont généralisé ces résultats pour des moyennes
ergodiques multiples. Ils ont montré une généralisation suivante du
théoreme de Wiener-Wintner, ot la suite exponentielle est remplacée
par une nilsuite :

THEOREME I11.4 (Host et Kra [43]). Soient (X, u, T) un systéme
ergodique et ¢ une fonction bornée sur X. Alors il existe un sous-
ensemble Xo C X avec u(Xo) = 1 tel que les moyennes

=2

1

N o(T"x)by,

3
Il
)

convergent lorsque N — oo pour tout x € Xy et toute nilsuite b =
(bp: n€Z).

Parallelement, ils ont montré la version nilpotente suivante du co-
rollaire du théoreme spectral :

THEOREME II1.5 (Host et Kra [43]). Soient k > 1 un entier et
a = (a,: n € Z) une suite bornée telle que les moyennes

| V-l
N 2 nbn
n=0
convergent lorsque N — oo pour toute nilsuite b = (b,: n € Z) d’ordre

k. Alors pour tout systéeme (X, u,T) et toutes fonctions fi, ..., fr €
L*>(v), les moyennes

N—-1
5 3 T fo(T7) - flT2)
n=0

convergent dans L*(p).

En intégrant ces deux résultats, ils ont obtenu :
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THEOREME II1.6 (Host et Kra [43]). Soient (Y,v,S) un systéme
ergodique et ¢ € L>(v). Alors il existe Yo CY avec v(Yy) =1 tel que,
pour tout y € Yy, tout systeme (X, pu,T), tout entier k > 1 et toutes
fonctions fi, ..., fr € L>®(u) les moyennes

N—-1
5 3 G AT ) foT) - felT)

convergent dans L*().

Par conséquent, pour tout y € Yy, la suite (¢(S™y)) est universel-
lement bonne pour la convergence de moyennes ergodiques multiples le
long de progressions arithmétiques.

On dit qu’une suite (a,) bornée vérifie la propriété P, si pour
tout entier £ > 2, pour toute nilsuite b = (b,: n € Z) d’ordre k, les
moyennes

=2

M

% anbn
n=0
convergent.
La proposition suivante montre qu’une certaine classe de suites
vérifie la propriété P, donc est universellement bonne d’apres le théore-

me II1.5.

ProprosiTION II1.7 (Proposition 7.1, [43]). Soient (X, u,T) un
systeme uniquement ergodique et k > 1. Soit Zy_y le facteur défini
par la définition I1.8. Supposons que my: X — Zy_1 est une application
facteur continue. Soient f un fonction Riemann-intégrable sur X et
x € X. Alors la suite (f(T"x): n € Z) vérifie la propriété P.

En particulier, la suite ({p(n)}: n € Z) et la suite (e(p(n)): n €
Z), ou p est un polynome généralisé, sont des suites universellement
bonnes pour la convergence de moyennes ergodiques multiples le long
de progressions arithmétiques (voir [43]). Un polynome généralisé est
une fonction a valeurs réelles obtenue a partir de la fonction iden-
tité et des constantes réelles en utilisant des opérations d’addition, de
multiplication et de partie entiere.

Dans cette section, nous allons étendre leurs résultats aux moyennes
ergodiques multiples le long de polynomes :

THEOREME IIL.8. Soient (Y,v,S) un systéme ergodique et ¢ €
L>(v). Alors il existe Yo C Y avec v(Yy) = 1 tel que, pour tout
y € Yy, tout systeme (X, pu,T), tout entier k > 1, tous polynomes
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a valeurs entiéres py,...,pr et toutes fonctions fi,..., fr € L¥(u),
les moyennes

(10) —Z¢ (S™y) f(TP M) fo (TP M) - - fio(TP M)

convergent dans L3 (p).

On en déduit que pour tout y € Y, la suite (¢(S™y)) est aussi
universellement bonne pour la convergence de moyennes ergodiques
multiples le long de polynomes.

Nous allons suivre une démarche parallele a celle de [43]. Le but
principal est d’établir un critere de convergence pour les moyennes (10) :

THEOREME II1.9. Pour tous k,b € N, il existe un entier K > 1
avec la propriété suivante : pour toute suite bornée ¢ = (¢, : n € Z),
st les moyennes

convergent lorsque N — oo pour toute nilsuite d’ordre K, d = (d,, :
n € Z), alors pour tout systéme (X, u, T'), toutes fonctions fi, ..., fr €
L>(X), et tous polynomes py, ..., px @ valeurs entiéres et de degré < b,
les moyennes

(11) —chﬁ (T ™) fo (T2 ) - - fio(TP )

convergent dans L2 (X).

En intégrant ce théoreme et la généralisation du théoreme de Wiener-
Wintner (le théoreme I11.4), notre résultat principal (le théoreme I11.8)
s’en déduit.

Il y a deux ingrédients pour la preuve du théoreme II1.9 : 'un est
la proposition suivante qui montre que la suite polynomiale f (Tp(")xg)
dans un nilsysteme (X, T") est en fait une nilsuite, elle se déduit de deux
propositions (la proposition 3.14 et la proposition 3.9) de I'article de
Leibman [50] :

ProprosITION II1.10. Soient (X = G/I',T) un nilsysteme, xy €
X, p(n) un polynome a valeurs entiéres, et f € C(X). Alors il existe
un nilsysteme (Y,5), yo € Y, et une fonction h € C(Y), tels que
F(TP™xg) = h(S™yy) pour tout n.

L’autre est une variante pondérée du théoreme I1.5 qui dit que les
semi-normes controlent les moyennes multiples le long de polynomes :
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THEOREME I11.11. Soient (X, u, T') un systéme et p1(n), pa(n), ...,
pr(n) des polynomes non constants a valeurs entiéres tels que pour
tous 1 < 1 # j < k, le polynome p; — p; n’est pas une constante.
Alors il existe un entier | > 1, tel que pour toutes fonctions bornées
fi, faroos fu sur X avec || filli = 0 pour au moins une valeur des
i=1,...,k, et pour toute suite bornée c = (¢,: n € Z),

=0.
L2 ()

N—o0

N
. ]- n n n
lim Hﬁgcnﬁ(]ﬂh( )w)fQ(Tm( ):E) . ..fk(Tpk( )x)‘

Autrement dit, il existe un entier [ > 1 tel que le facteur Z;_; est
un facteur caractéristique pour la moyenne (11).

Pour montrer le théoreme II1.9, d’apres le théoreme I11.11, il suff-
it donc de le montrer en supposant que toutes les fonctions f; sont
mesurables par rapport a Z;_;. D’apres le théoreme de structure (le
théoreme I1.9) avec des raisonnements standards (voir section 6.1 du
chapitre II), on peut se restreindre au cas ou (X, u,T") est un nil-
systeme. D’apres la proposition II1.10, pour chaque (2k + 1)-uplet
(xaflv"'afka
D1, - -, Pk), il existe k nilsystemes (Y;, S;), k fonctions g;, et k éléments
y; €Y, tels que fi(TP™Wx) = g;(SPy;), i = 1,...,7. En passant au
systeme produit, puisque le produit des nilsystemes est encore un nil-
systeme, nous obtenons que la suite

{fl(Tpl(n)m) ) fg(TI’?(”):p) o fk(Tpk(n)x)}nez
est une nilsuite. Nous concluons la preuve en appliquant I’hypothese.
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CONVERGENCE OF WEIGHTED POLYNOMIAL
MULTIPLE ERGODIC AVERAGES

QING CHU

ABSTRACT. In this article we study weighted polynomial multiple
ergodic averages. A sequence of weights is called universally good
if any polynomial multiple ergodic averages with this sequence of
weights converges in L?. We find a necessary condition and show
that for any bounded measurable function ¢ on an ergodic system,
the sequence ¢(T™x) is universally good for almost every x. The
linear case was covered by Host and Kra.

1. INTRODUCTION

In his innovative proof of Szemerédi’s Theorem via ergodic theory,
Furstenberg introduced certain multiple ergodic averages. There have
been many results on these and other nonconventional ergodic aver-
ages, including the multiple ergodic theorems of Host and Kra [2], [3],
Leibman [5], Ziegler [10]. Recently Host and Kra studied weighted er-
godic theorems for multiple averages along arithmetic progressions. We
give a generalization of this result for polynomial averages, showing:

Theorem 1.1. Let (Y, v, S) be an ergodic system and ¢ € L>°(v). Then
there exists Yo C'Y with v(Yy) = 1 such that, for every yo € Yy, every
system (X, u, T), every r > 1, all integer polynomials py, ..., p, and all
functions fi,..., f, € L>(u), the averages

=

1

% 2 HS ) IO fy T,

Il
o

converge in L*(u) .

Throughout this article, by integer polynomial we mean a polynomial
all of whose coefficients are integers.
The case of p;(n) = in was proved by Host and Kra [4].

2000 Mathematics Subject Classification. 37A05, 37A30.
Key words and phrases. Weighted ergodic averages, universally good sequences,
Wiener-Wintner Ergodic Theorem, nilsequences.
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Remark 1.2. One may wonder why in the theorem S™ is not replaced
by 5P for some integer polynomial p(n). In fact, the latter would
be much harder to prove, even in the simplest case that r = 1 and
p1(n) = n. This problem is equivalent to showing the convergence of
the averages of ¢(SP™y)e? ™ for all t € T and all 3y € Y, where Y
does not depend on t. But this problem reduces to a question of almost
everywhere convergence of multiple ergodic averages along polynomials,
and this question is out of reach for the moment.

Note that the set Yy does not depend on X oron f;,i =1,...,r. We
say that for every yo € Yp, the sequence ¢(S™y) is universally good for
the convergence in the mean of polynomial multiple ergodic averages.

For r = 1 and p(n) = n, the result follows immediately from the
classical Wiener-Winter ergodic Theorem [9] and a corollary of the
Spectral Theorem. We follow a similar strategy, generalizing the proof
in [4] along arithmetic progressions to polynomial progressions, but
need to address some deeper technical issues.

We first recall some definitions, see [1] and [4] for details. Let G
be a k-step nilpotent Lie group and I' C G be a discrete, cocompact
subgroup of G. The compact manifold X = G/I" is called a k-step nil-
manifold. The Haar measure p of X is the unique probability measure
invariant under the left translations x +— gz of G on X. Letting T
denote left multiplication by a fixed element o € G, we call (X, u, T)
a k-step nilsystem. Let f: X — C be a continuous function, zy € X,
then the sequence (f(azg) : n € Z) is called a basic k-step nilsequence.
The family of basic k-step nilsequences forms a subalgebra of [*°. Un-
der the uniform norm |- | of [°°, we call a uniform limit of basic k-step
nilsequences a k-step nilsequence.

The proof of Theorem 1.1 is broken down into two pieces. First we
give a convergence criterion for weighted polynomial multiple ergodic
averages.

Theorem 1.3 (Convergence Criterion for Weighted Averages). For
any r,b € N, there exists an integer K > 1 with the following property:
for any bounded sequence ¢ = (¢, : n € Z), if the averages

=

cdn

M

1
N
n=0
converge as N — oo for every K-step nilsequence d = (d,, : n € Z).

Then for every system (X, u,T), all fi,..., f € L=(X), and all integer
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polynomials py, ..., p, of degree < b, the averages

1 —

- (n) £ () £ ... pr(n)
(1) N g_ ey TP TP fy TP

converge in L*(X).

The bulk of this paper is devoted to the proof of this theorem. Then
our main result follows from the following Generalized Wiener-Wintner
Theorem proved by Host and Kra in [4]. The case of a polynomial
version of the Wiener-Wintner theorem was proved by Lesigne ( [7], [8]).

Theorem 1.4 (Generalized Wiener-Wintner Theorem [4]). Let (X, u, T)
be an ergodic system and ¢ be a bounded measurable function on X.
Then there exists Xo C X with u(Xo) = 1 such that for every x € X,
the averages

2

]' mn
~ Z O(T")bn

n=0
converge as N — oo for every x € Xy and every nilsequence b = (b, :
nez).

While nilsequences do not appear in the statement of Theorem 1.1,
they are used as tools in its proof. Both Theorems 1.3 and 1.4 are of
interest on their own, as results on nilsequences.

Acknowledgement. We thank the referee for very useful remarks and
the simplification of the proof.

2. PROOF OF THEOREM 1.3

Using a standard ergodic decomposition argument, it suffices to
prove Theorem 1.3 for ergodic systems.

2.1. We first remind the reader of a definition from Leibman’s paper
[6]. We call a sequence {g(n)},ez with values in a nilpotent group G

a polynomial sequence, if g(n) is of the form g(n) = a]fl(") Cap™,
where aq,...,a, € G and py,...,p, are polynomials taking integer

values on the integers.

Before stating the next proposition, we explain briefly its meaning:
we can view the sequence of values of a continuous function along
a polynomial sequence on a nilmanifold as the sequence of values of
some other continuous function along an ordinary orbit of some other

nilsystem.
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Proposition 2.1. Let (X = G/I',T) be a nilsystem, xg € X, p be
an integer polynomial, and f € C(X). Then there exists a nilsystem
(Y, 8), yo €Y, h € C(Y), such that f(T?™xy) = h(S™y,) for every n.

Proof. Let (X = G/I',T) be a nilsystem. Suppose Tx := ax, for some
a € G. Then TPz = o?™z. Let g(n) := o™ then g is a polynomial
sequence in G. Let m : G — X be the factorization mapping. We will
assume that zo = 7(1g); otherwise if xy = 7(y),7 € G, we write

g(n)xy = g(n)ym(1g), and replace g(n) by g(n)y.

Now we have a nilpotent Lie group G, a discrete cocompact subgroup
[' and a polynomial sequence g in GG. By Proposition 3.14 in Leibman’s
paper [6], there exist a nilpotent Lie group é a discrete cocompact
subgroup F an epimorphism 7 : G — G with n(F) C I', a unipotent
automorphism 7 of G with 7(I') =T, and an element ¢ € G such that

g(n) =n(7"(¢)),n € Z.

Let X = CNJ/f and let 7 : G — X be the factorization mapping.
The epimorphism 7 : G — G factors to a map X — X, we also
denote it by n, which is onto and satisfies,

Ton=mnoT.

The map 7 induces a homomorphism X=X , which we also denote
it by 7. It satisfies,

Let 2y = %(1@), then
n(7"(¢ %o)) = g(n)zo, n € Z.

Let G be the extension of G by 7, then Gis a nilpotent Lie group
(see Proposition 3.9 in [6]). Let 7 be the element in G representing 7,
so that 7(a) = 7a7! for any a € G, the multiplication of G is given
by this formula. We have G = {g7": g € G,n € Z} and G is open in
G.

Let T be the subgroup of G spanned by [ and 7. As 7(I) = T,
we have [ = {A7:. 7 € F n € Z} and 'nG=T. By the definition
of the relative topology, [ is a discrete subgroup of G. Moreover,
G/T = (GF/F) can be identified with G/(T N G) = G/T = X. We
write 7: G — X for the quotient map.

Let 7 € X and § € G with 7(§) = Z. We have

A7) = 7(7(3)) = REGF) = 7(7g) = 7.
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because 7! € T'. So for every n,
g(n)zo = n(7"(¢ o)) = (7" (€ To))-
Let Y = (G/T,S) = (X,5), S% = 7%, and let h = fon, and yo =

¢ To. This system and this function satisfy the announced properties.

U

2.2. We recall a few properties of the seminorms and the factors intro-
duced in [2]. Let (X, i, T') be an ergodic system. For an integer k > 0,
we write X¥ = X2* and TH: XM — X for the map I'xT x...xT,
taken 2F times. We define by induction a probability measure p* on
X[ that is invariant under T, Set ul®) = u. For k > 0, let Z* be the
o-algebra of T¥-invariant subsets of X, Then p**+1 is the relatively
independent product of ul¥l over 7%, which means for F, F' € L= (X)),

/ F@F duttl = / E(F|ZME(F'|Z™) dpk),
X[k+1]

X [#]
For a bounded measurable function f, we define

1/2F

@ =T ) ate |

e€{0,1}*

where C': C — C is the conjugacy map z — Z, € = €169...6; with
g; €{0,1} and |e| =1 + &2+ - - - + &, It is shown in [2] that for every
k>1,| - is a seminorm on L*(u).

Moreover, for every £ > 2, X admits a factor Z;_; such that, for
every f € L¥(un), ||f|lx = 0 if and only if E(f|Z;_1) = 0. One of the
main results of [2] is that, for every k, Zj is an inverse limit of k-step
nilsystems. We call this result the Structure Theorem.

Let (Z = Z1(X),m,T) be the Kronecker factor of (X, u,T). For
s € Z, we define a measure ps on X x X by

/X I@FE) dinfa ) = / E(f12)(2) - E(f'|Z)(s2) dm(2).

For every s € Z the measure ug is invariant under 7' x T" and is
ergodic for m-almost every s. The ergodic decomposition of pu x p
under 7" x T is

uXuz/us dm(s).
Z

For each s € Z such that (X x X, us, T x T) is ergodic, and for
each integer k > 1, a measure () on (X x X)¥ can be defined in

the same way as u*l. Furthermore, a seminorm || - ||z, on L>=(us) can
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be associated to this measure in the same way as the seminorm || - ||
is associated to u*. It follows from the definition (2) that for every

[ e L>(u),

3) I = / If @ FIZ, dm(s).

2.3. We return to the proof of theorem 1.3. We may assume that the
polynomials pq, ..., p, are nonconstant and essentially distinct, that is
pi — p; # constant for ¢ # j.

The following theorem will be proved in the next section.

Theorem 2.2. For any r,b € N, there exists k € N, such that for
any nonconstant essentially distinct polynomials py,...,p, : Z — Z
of degree < b, for every ergodic system (X, u,T), every fi,...,fr €
L>(X) with || fi|lx = 0, and any bounded sequence ¢ = (¢, : n € 7Z),
one has

(4) lim

N—oo

= 0.
L3(X)

=
~ Z e, TP fy ™)
n=0

2.4. Now we give the proof of Theorem 1.3.

Proof of Theorem 1.3 from Proposition 2.1 and Theorem 2.2.
The proof is exactly the same as the proof of Theorem 2.24 in [4]. For
any 7,b € N, let £ € N be the integer in Theorem 2.2, let Z;_; be the
(k — 1)-th factor of (X, i, T'), as given by the Structure Theorem. By
definition, if E(f1|Zx_1) = 0, then || fi|lx = 0, and by Theorem 2.2, the
averages (4) converge to zero in L*(X). We say that the factor Z;_;
is the characteristic for the convergence of these averages. Therefore,
it suffices to prove the result when the functions are measurable with
respect to the factor Z;_;.

Since Zj_; is an inverse limit of (k — 1)-step nilsystems by density,
we can assume that (X, u,T) is a (k — 1)-step nilsystem and that the
functions fi,..., f. are continuous.

But in this case, by Proposition 2.1, for every x € X, and all poly-
nomials p1, ..., p,, there exist nilsystems (Y1, 51),..., (Y, S.), y; € Y,
and g; € C(Y;), such that f;(TP"™Mx) = ¢;(SPy:), i =1,...,7.

Let K be the maximal order of the nilsystems (Y;,5;),i = 1,...,r.
Then the system (Y =Y} x -+- xY,, 8 =5 x---xS,) is a K-step
nilsystem. Let g : Y7 X --- XY, — R be given by g(y) = g(y1,...,y,) =
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g1(y1) - ...+ g-(y,). So the sequence

(AT ™) [ (TP ) - [T M) b es
- {gl(S?yl) : gQ(S;LyQ) et gr(S;lyr>}n€Z
={9(5"y) }nez

is a K-step nilsequence and by hypothesis, the averages (1) converge
for every z € X. U

3. PROOF OF THEOREM 2.2

Note that our goal is very similar to the main result in Leibman’s
paper [5], the only difference being that in our case we are dealing
with the weighted averages. In fact, we can deduce Theorem 2.2 by
following very closely the arguments of Leibman in his paper to cover
our weighted case with some modifications. But here we adopt another
way that allows us to deduce it directly from Leibman’s result.

Proof of Theorem 2.2. We prove the result by several steps.

(i) The following assertion follows immediately from Theorem 3 in
Leibman’s paper [5]:

Let r,b € N be fixed. There exists an integer k = k(r,b) such
that for every family of nonconstant essentially distinct polynomials
Py Dr : Z2 — Z of degree < b, we have: for every ergodic system
(X,B,u,T), and every fi,..., f, € L>(X) with || fi]lx = 0, one has

=0.

L2(X)

lim
N—oo

1

0<m,n<N

(ii) We use the notation of Section 2.2. It follows from (3) that
I fille+1 = O implies || fi ® fi]lgs = 0 for m-almost every s. Using the
previous result to the ergodic system (X X X, us, T x T), one gets: if

Il f1llk+1 = 0, then
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2

[y g

0<m,n<N
hm— // (T x Ty fy @ f -
- Noa NP 0<n;<N XXX
(T x Ty f, @ ﬁdusdm(s>!
N_N)O XXX O<m NN
(T x T)Pr™m) £ & f,|dpsdm(s)
/ lim H_ TXT)pl(m’”)ﬁ@ﬁ"'
N=oo 0<m,n<N
(T x T)Prm™f @ f, dm(s) = 0.
L2(ps)
(iii) Expanding the square, one sees that
L Nl 2
~ Z e, TP fy o)
n=0 L2
is equal to
No Do e [ TP T TR T
0<m n<N

which is less than a constant times

6 w2

0<m,n<N

/Tpl(n)f1 .. ,Tpr(n)f Tp1(m)f Tp'r )JFr d,u :

since by our assumption the sequence ¢, is bounded. Notice that
pl(n)7 ce >p7“(n>7
pi(m),...,p(m) is a family of 2r essentially distinct polynomials of
degree at most b.

(iv) Combining the previous parts we see that if || fi[|k@re+1 = 0,
where k(r, b) is defined in part (i), then for every family of nonconstant
essentially distinct polynomials py,...,p, : Z — Z of degree < b, we
have that the average (5) converges to 0. This proves Theorem 2.2.

U
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CHAPITRE 1V

Convergence de moyennes ergodiques multiples
sur les cubes pour plusieurs transformations qui
commutent

L’étude présentée dans ce chapitre fait 'objet de 'article [18].

1. Introduction

En vue de faciliter la lecture, nous réécrivons les résultats suivants
qui ont été présentés dans le chapitre I :

Rappelons que nous écrivons € = €1€;... €, avec ¢; € {0,1} pour
un élément dans {0, 1}*.

THEOREME (Host et Kra [39]). Soit (X, X, u, T') un systéme. Soient
k > 1 un entier et f., e € {0,1}*\{00...0}, 2¥ — 1 fonctions bornées
sur X. Alors les moyennes

N-1
1 nie1+--+nge
(12) ~E 2 : H fe(T 1€1++ng kx) )
n1,n2,..,nk=0 ¢c{0,1}F
€£00...0
convergent dans L*(j1).

En conséquence, pour tout sous-ensemble A de X, la limite des

moyennes
N-1

n1,n2,...,ng=0  €€{0,1}k

existe. D’apres le fait que les moyennes (12) sont liées directement a la
mesure ¥ (le lemme I1.3), on en déduit que cette limite est supérieure
ou égale a ,u(A)Qk. Le résultat combinatoire correspondant se déduit
du principe de correspondance (voir la section 2.5 du chapitre I).

Une question naturelle est de savoir s’il existe des résultats ana-
logues a ceux présentés ci-dessus pour un systeme muni de plusieurs
transformations. Dans ce chapitre, nous établissons les résultats sui-
vants :
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D’abord un résultat de convergence pour des moyennes sur les
cubes pour plusieurs transformations qui commutent :

THEOREME IV.1. Soient k > 1 un entier et (X, u, Ty, -+ ,Tk) un
systeme. Soient fo,e € {0,1}*\{00---0}, 2 —1 fonctions bornées sur
X. Alors les moyennes

k

W Iyog( X I memees)

=1 ‘ n; €[M;,N;) e€{0,1}F
i=1,...,k  €#£00---0

convergent dans L?(u) pour toutes suites d’intervalles [My, Ny),. ..,
[My, Ni,) dont la longueur N; — M; (1 <1i < k) tend vers co.

Par exemple, lorsque & = 2, les moyennes (13) avec toutes les
fonctions égales sont

2 S A I (YT )

n=1m=1
En conséquence, pour tout sous-ensemble A de X, la limite des
moyennes

Hﬁ Z / H Tlnlﬁl,..T’:’kEklAdu

i=1"" " ni€[M;,N;) Y ee{0,1}F
i=1,...k

existe. D’apres le lemme 11.3, les moyennes (13) sont liées directement
a la mesure p*, on en déduit que cette limite est égale a ||1 A|\|%I;”.7Tk,
cette derniere expression est supérieure ou égale a u(A)Qk
THEOREME IV.2. Soient (X, u, T) un systéme et A un sous-ensemble

de X. Alors pour tout 6 > 0, [’ensemble

{n=(n,...om) €ZF:p( () T TP A) > p(A)? — 6}

e€{0,1}F

est syndétique.

En vertu du principe de correspondance de Furstenberg (le théoréme
I.1), nous avons le résultat combinatoire correspondant :

THEOREME. Soit E C N* un ensemble avec la densité d*(E) >
5 > 0. Alors le sous-ensemble de 7ZF

{n=(n,....m) €ZF:d*( () {E+ (mer,....me)}) = 0%}
ec{0,1}k
est syndétique.
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Nous allons utiliser les notations suivantes qui ont déja été intro-
duites dans la section 5 du chapitre IT :

NOTATION. Nous écrivons [k] = {1,...,k} et identifions {0, 1}"
avec la famille de sous-ensembles de [k]. Par conséquent, pour € €
{0,1}* et 1 <4 < k, lassertion “e; = 17 est équivalente & “i € ¢”. En
particulier, nous écrivons () pour 00...0 € {0, 1}*.

Par ailleurs, soit 1 < j < k un entier, pour chaque € = {iy,...,7;} C
[k], nous écrivons

" =T/ o---oT, " .

€ 15

Nous allons utiliser la machinerie des systemes magiques pour la
preuve du théoreme IV.1. En effet, nous allons montrer que le théoreme
est valable sur son extension magique (X*,u*, TY,...,T}) construit
dans la section 4.1 du chapitre I :

THEOREME IV.3. Soient f., e C [k],e # 0, 28 —1 fonctions bornées
sur X*. Alors les moyennes

(14) H DR 7

i=1 Ni ni€[M;,N;) eC[k]
i=1,..,k e£0
convergent dans L?(u*) pour toutes suites d’intervalles [My, Ny), . ..,
[My, Ni,) dont la longueur N; — M; (1 <1i < k) tend vers co.

Pour ce faire, nous montrons d’abord que nous avons la borne
supérieure suivante pour les moyennes (13), dont la preuve suit la
méme démarche que celle correspondant au cas d’une transformation
(voir [41]) en utilisant le lemme de van der Corput 11.22 :

THEOREME IV.4. Soit (X,pu,Ty,...,Tk) un systéme. Alors pour
toutes fonctions f. € L®(u), avec || fe|lpeoqny < 1, € C [k], € # 0,

lim sup HH T > 175, <miolfdn o

- L2(u Clk
NZ ]1\4 ko n€[Mi1,Ny)x-x [Mj,Nyi,) eC[k] #[@]

e#0

D’apres la définition d'un systéme magique (la définition I1.16) et le
fait que le systeme (X*, p*, T, . .., 1)) est magique (le théoreme I11.17),
on en déduit que la sous-c-algebre

=\ 2(T7)
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est un facteur caractéristique pour les moyennes (14). Alors pour mon-
trer le théoreme IV.3, nous pouvons nous restreindre au cas ou toutes
les fonctions f, sont mesurables par rapport a Z*. Par un argument
de densité, nous pouvons supposer que

fe = H fs,i

i€[k]

ou la fonction f,; est T;-invariante. Alors

Te*nfe = H T:\?i}fe,i )

i€[k]

si i ¢ €, on pose Ty =1d.
Nous constatons immédiatement que les moyennes (14) peuvent se

réécrire autrement. Fn effet, nous nous ramenons a traiter les moyennes

: > I

—_ T f. .
L1 N, — M; € e
i=1 n€[M1,N1)X--X[My,Ni)  eC[K]

0<|e|<k—1

Pour montrer que ces moyennes convergent, nous devons trouver
un facteur caractéristique pour elles. Pour ce faire, nous montrons
d’abord le résultat suivant qui est plus général que le théoreme 1V .4,
mais dont la preuve dépend de ce dernier :

NOTATION. Pour € C [k], € # ), nous notons ||-||. la semi-norme sur
L>(u) associée aux transformations T, i € €. Par exemple, || - ||110.--00
est la semi-norme associée aux transformations 77,7, puisque € =
110---0 € {0,1}¢ est identifié¢ avec {1,2} C [d].

THEOREME IV.5. Soit 1 < r < k un entier. Alors pour toutes

fonctions f. € L®(pn), avec || fe|lpeoqy < 1, € C [k], e #0,

k
. 1 .
I EC TSI | T

< min|| f[J.
L2(u) ~ eClK]
ne[Mlle)X"'X[Mk’ka) EC[]C] |5|:r
0<|e|<r
Ensuite, nous montrons qu’il existe un facteur qui correspond a
chaque semi-norme | - || dans un systéme magique.

THEOREME IV.6. Soit (X, u, T4, ..., T}) un systéme magique. Pour
e C [k], € # 0, nous définissons une sous-o-algébre

z:. =\/Z(T)) .
€€
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Par exemple Z(1 09y = Z(T1)VI(T2)VI(Ty). Alors pour toute fonction
feL=(u),
(15) siE,(f ]2 =0, alors | f|l = 0.

Grace a ces deux théoremes, nous montrons, par récurrence sur 7,
le théoreme suivant :

THEOREME IV.7. Soit f., € C [d], des fonctions bornées sur X*.
Soit v un entier avec 1 < r < d. Alors les moyennes

k
1 *M
5= 2 L[ 78
=1 nE[Ml,Nl)X-“X[Mk,Nk) EC[M
0<|e|<r

convergent dans L*(u*) pour toutes suites d’intervalles [My, Ny), ...,
[My, Ni) dont la longueur N; — M; (1 <1i < k) tend vers co.

En prenant r = d, le théoreme IV.3 s’en déduit immédiatement de
ce théoreme. Puisque le systeme (X*, p*, T, ..., 1)) admet le systeme
(X, 1, Ty, ..., T}) comme un facteur, notre résultat principal (le théore-
me IV.1) s’en déduit.
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CONVERGENCE OF MULTIPLE ERGODIC AVERAGES
ALONG CUBES FOR SEVERAL COMMUTING
TRANSFORMATIONS

QING CHU

ABSTRACT. We prove the norm convergence of multiple ergodic
averages along cubes for several commuting transformations, and
derive corresponding combinatorial results. The method we use
relies primarily on the “magic extension” established recently by
B. Host.

1. INTRODUCTION

1.1. Results. By a system, we mean a probability space endowed with
a single or several commuting measure preserving transformations. We
prove the following result regarding the convergence of multiple ergodic
averages along cubes for several commuting transformations :

Theorem 1.1. Let d > 1 be an integer and (X, B, u, Ty, -+ ,Ty) be a
system. Let fo,e € {0,132\ {00---0} be 2¢ — 1 bounded measurable
functions on X. Then the averages

d

1 M1 € M JE
(1) Hy—=— 2 I me-1is
i=1 n;€[M;,N;) e€{0,1}¢
i=1,d  €£00--0
converge in L*(u) for all sequences of intervals [My, Ny), ..., [My, Ny)

whose lengths N; — M; (1 <i < d) tend to cc.

To illustrate, when d = 2, the average (1) is

1
2 T T2 . a2 '
( ) (Nl_M1)X<N2—M2) Z 1 flO 2 fOl 1 4o f11
n1€[M1,N1)

na€[Ma,N2)

When Theorem 1.1 is restricted to the case that each function f, is
the indicator function of a measurable set, we have the following lower
bound for these averages:

2000 Mathematics Subject Classification. 37A05, 37A30.
Key words and phrases. Averages along cubes, commuting transformations,
magic system, ergodic seminorms.
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Theorem 1.2. Let (X,B,u, 11, - ,Tq) be a system and let A € B.
Then the limit of the averages

d

(3) Hﬁ doou( () T T A)

i=1 """ ' nie[M;,N;)  ec{0,1}4
; d

=1,...,

exists and is greater than or equal to ,u(A)Qd for all sequences of inter-
vals [My, Ny), ..., [Mq, Ng) whose lengths N; — M; (1 < i <d) tend to
00.

Recall that the upper density d*(FE) of a set E C Z¢ is defined to be

d
1

d'(F) =1 —|ENI1, N coox 1, N

(B) = limsup [ [ 1B 0 [1, M x -~ < [1, N

1<i<d =1

A subset E of Z% is said to be syndetic if Z¢ can be covered by finitely

many translates of F.

We have the following corresponding combinatorial result:

Theorem 1.3. Let E C Z¢ with d*(E) > § > 0. Then the set of
n=(ni,...,nq) € Z% such that

| ) B+ e ne)) | > 6

ec{0,1}¢
18 syndetic.

1.2. History of the problem. In the case where T} = T, = --- =
Ty =T, the average (1) is

d

(4) H N_; Z H TTLlEl-‘r...—Hld&de'

i=1 """ ' ni€[M;i,N;) e€{0,1}4

i=1,...,d €#£00---0
The norm convergence of (4) was proved by Bergelson for d = 2
in [4], and more generally, by Host and Kra for d > 2 in [7]. The
related pointwise convergence problem was studied by Assani and he

showed that the averages (4) converge a.e. in [1].

The lower bound for the average (3) was firstly studied by Leibman,
he provided some lower bounds for (3) in [8]. In the same paper,
he gave an example showing that the average (2) can diverge if the

transformations do not commute.
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However, Assani showed in [1] that the averages

N
Tz 2 FO (T (T )

n,m=1

do converge a.e. even if the transformations do not necessarily com-
mute. He extended this result to the case of six functions in [2].

The norm convergence of multiple ergodic averages with several com-
muting transformations of the form

N
1
(5) S T T,
n=1

was proved by Conze and Lesigne [5] when d = 2. The general case
was originally proved by Tao [6], and subsequent proofs were given by
Austin [3], Host [6] and Towsner [10].

1.3. Methods. The main tools we use in this paper are the seminorms
and the existence of “magic extensions” for commuting transformations
established by Host [6]. The “magic extensions” can be viewed as a
concrete form of the pleasant extensions built by Austin in [3].

Acknowledgement. This paper was written while the author was
visiting the Mathematical Sciences Research Institute and the author
is grateful for their kind hospitality. The author also thanks the referee
of this paper for remarks.

2. SEMINORM AND UPPER BOUND

2.1. Notation and definitions. Given a probability space (X, B, 1),
in general, we omit the o-algebra B from our notation and write (X, u).

For an integer d > 1, we write [d] = {1,2,...,d} and identify {0, 1}¢
with the family of subsets of [d]. Therefore, the assertion “i € €” is
equivalent to ¢; = 1. In particular, {) is the same as 00---0 € {0,1}<.
We write |e] = ), ¢ for the number of elements in e.

Let (X, u, Ty, ,Ty) be a system. For each n = (ny,...,ng), € =
{i1,...,1} C [d], and for each integer 1 < k < d, we write

T =T T

€ i1 i

Uz

For any transformation S of some probability space, we denote by
Z(S) the o-algebra of S-invariant sets.
We define a measure u; on X2 by

M1 = [ XZ(1y) M.
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This means that for fy, fi € L>(u), we have
/m®ﬁmmuMmeo=/MMﬂﬂ»Emumwm

For 2 < k < d, we define a measure yy, (see [6]) on X2 by
HEe = HE—1 XI(TkA) HE—1,
WhereTkA =T X - xT}.
~————

2k—1
We write X* = X2d, and points of X* are written as z = (z : € C
[d]). We write u* := pgq.
For f € L*>°(u), define

1/2¢

Wz, = /Ilﬂmwm

It was shown in Proposition 2 in [6] that || - ||7,,..r, is a seminorm
on L>*(p). We call this the box seminorm associated to 11, ..., Ty.

For ¢ C [d], ¢ # 0, we write || - || for the seminorm on L*(u)
associated to the transformations 7, i € e. For example, || - |l110.-00
is the seminorm associated to T, Ty because € = 110---0 € {0,1}% is
identified with {1,2} C [d].

By Proposition 3 in [6], if we rearrange the order of the digits in e,
the seminorm | - || remains unchanged.

2.2. Upper bound. In the following, we assume that all functions f,
€ C [d], are real valued and satisfy |f.| < 1.

Proposition 2.1. Maintaining the above notation and hypotheses,

(6)
lim sup HH N M Z H T fe 2 < mm\l\fe!Hn Ty
@

N M—mo n€[M1,N1)x---x[Mq,Ng) eCld] #
7 7 6#0

Proof. We proceed by induction on d. For d = 1, we have

1 ni 2 2 _ 2

= X ), [EGE@ = 1.
me[Ml,Nl)

Let d > 2 and assume that (6) is established for d—1 transformations.

We show that for every o C [d],« # (), the limsup of the the left

hand side of (6) is bounded by || fallz,...7,- By a permutation of digits
47
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if needed, we can assume that o # 0...01. The square of the norm in

d—1
the left hand side of (6) is equal to

1 . |
HNd o Md Z Tddf()...[)l ' E NZ M Z

ng€[Mq,Ng) b me[My,N1)x-x [My_ 1,Nd 1)

H Tm an T fnl)
nC[d—1]
n#0

2 )
By the Cauchy-Schwartz Inequality, this is less than or equal to

1
Ng— My HHN M; Z

) ng€[Mg,Ng) i=1 """ me[My,N1)x-x[Mg_ 1Nd 1)
T 7w T3 fm)

nC[d—1]
n#0

By the induction hypothesis, when N; — M; — o0, ¢t =1,...,d — 1,
the limsup of the square of the norm in (7) is less than or equal to

H[lc}nl ||f170 Tn fn1HT1, Tg—17

n#D

where || - ||7,....1,_, is the seminorm associated to the d — 1 transforma-
tions 14, ..., Ty_1.
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Note that « is equal to n0 or nl for some n C [d — 1], and by the
Cauchy-Schwartz Inequality, we have

. 1 n d—1
Lim - M Z anO'Tddme?Fl ..... Ta_1

Nd—Md—>OO N
d ng€[Mq,Nqg)

. 1 .
:Nd‘lfl‘gl*wm Z /®(f’70'Tddfn1)dud_1

ng€[Mgq,Ng) © nCld—1]

_ / E( Q) folZ(T2)-E( Q) fulZ(TE)dpa s

nCld—1] ncld—1]
1/2
< | [ B flz(T) Pduas
aC[d]
1/2
d—1
| [ @ futi | =rl
aC[d]
This completes the proof. O

The following proposition is a generalization of Proposition 2.1, al-
though its proof depends upon Proposition 2.1.

Proposition 2.2. Let r be an integer with 1 < r < d. Then

(8)

1
I H T, < minl
N1m MSI_l}C))O N M, Z H f gnl[gﬁﬂlf I
2:1 .... d ne[Ml N1)>< X[M,i Nd) GC[d] |E|=T

0<l|e|<r

Proof. We show that for every a C [d] with |a| = r, the limsup in (8)
is bounded by || fala -
By a permutation of digits we can restrict to the case that

a=11...100...0.
—

We show that

. 1 n
lim sup H m Z H Te fe < |||f0c|||a'
Nz impo =1 * " ne[My,N1)x-x[Mg,Na) eCld]

0<|E‘§T‘ LQ(M)

The norm in (9) is equal to
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(10)

d 1 " r 1
I w7 > 11 Tefe'Hlm

i=r+1 " " b me[Mp11,Nri1) X X[Mg,Ng) eC{r+1,...,d}
e£0

Z ( H T H T7ofoe) - (T - 'Tfrfa)Hp(u)'

n€[Mi,N1) XX [My,Ny) nC[r] 0cC[d—r]
n#£0 [n0|<r

where r +6 = {r +k: ke 6}.
Let

H Tiofne 0 <Inl<r;

— ) 0Cld—r]
n Inbl<r

Ja |7]’ =T.
Then (10) is equal to

M= X (I =)

mE[MT-+1,N,,»+1)><---><[Md,Nd) €C{T+1 ..... d}
(11) i

IS8 1 "
My— > (117
j=1"" J n€[M1,N1) XX [Mr,Nr) nC[r]
0
n#

By the Cauchy-Schwartz Inequality, the square of (11) is less than
or equal to

L2(u)

(12)
d 1 ’ 1
I Y || D s
1=r+1 mE[MT+17NT+1)X“-><[Md,Nd) j:1 ne[M1,N1)><~~><[MT,NT)
2
(13) 179,
L3(p)
nClr]
n#0

By Proposition 2.1, the limsup of (12) as N; — M; — oo, i =1,...,r
is bounded by

1
H —N M Z ||fa||§“1 ..... T, — ||fa||§“1 ..... T
i=r41 Y ! nie[M;i,N)
i=r+1,..., d
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This completes the proof. O

3. THE CASE OF THE MAGIC EXTENSION
We recall the definition of a “magic” system.

Definition 3.1 (Host, [6]). A system (X, pu,T3,...,T;) is called a
“magic” system if f € L*(u) is such that E(f|\/'_, Z(T})) = 0, then
I ll7....z0 = 0.

Given a system (X, pu,Ty,...,Ty), let X* and p* be defined as in
Section 2.1. We denote by T* the side transformations of X*, given by

Tix., ife=0;

for every e € {0,1}¢, (T7z). = .
Te ife; =1.

By Theorem 2 of [6], (X*, pu*, T}, ..., T;) is a “magic” system, and
admits (X, u, T, ..., Ty) as a factor.

For e C [d], € # (), we write || - ||* for the seminorm on L*(u*)
associated to the transformations 7%, ¢ € e. Moreover, we define the
o-algebra

0=\ T(T)
1€e
of (X*, u*). For example, 27, , , = Z(17) V I(T3) V I(I7).
We prove Theorem 1.1 for the magic system (X*, u*, T, ...,T5).

Theorem 3.2. Let f., e C [d], be functions on X* with || fe||pee(ur) < 1
for every e. Then the averages

d
) TR SR | K

" nE[M1,N1)x -+ x[My,Na) eCld]
e£0

converge in L*(u*) for all sequences of intervals [My, Ny), ..., [My, Ny)
whose lengths N; — M; (1 <1< d) tend to oc.

Since the system (X*, p*, 17, ..., T7) admits (X,pu,T1,...,Ty) as a
factor, Theorem 3.2 implies our main result Theorem 1.1.

Theorem 3.3. For every e C [d], € # (), and every function f €
L*>(u*), we have:

(15) B (f | 22) = 0, then || f] = 0.

Proof. Assume |e¢| = r > 0. By a permutation of digits we can assume
that
e={d—r+1,d—r+2,...,d}.
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We define a new system (Y,v,S;,...,5,), where Y = X277 1 =

Hd—r, the d — r step measure associated to 17, ..., T} . Define
Si=Tyqpyi X =+ X Td—r@‘
gdr

onY fore=1,...,r.
Note that by definition, Y* = X2* = X*, and

* vk VAN 2VAN
Si - Td—r—i—z" Sz _Td—r-i-i

for i = 1,...,r. Moreover,

Vv =V X5V = Hd—r XI(TA

) MHd—r = Hd—r41-
d—r+1

By induction,

V; =V; X A\ V= i X A
1 OIS T Hd—r+i Ty tin

y Hd—r+i = Hd—r+i+1;
fori=1,...,r—1.
Therefore (X*, u*, Ty, ,+,..., ;) is just the magic extension (Y™, v*,

Sty ..., 8k) of (Y,v,S1,...,5,). So

z: =\ Z(17) =\ (S)) = Wy,
ice i=1

If f e L°(w*) with E,-(f | Z7) = 0, this is equivalent to E,-(f |
Ws) = 0, and by Theorem 2 in [6], we have || f]

Il =15

Proposition 3.4. Let f., € C [d], be functions on X* with || f|| oo (ur) <
1 for every e. Let r be an integer with 1 < r < d. Then the averages
d

,,,,,

* —
Ch sz =0 U

.....

1 *n
(16) U= X I[ 7s.
LL N, — M,
i=1 n€[My,N1)x-x[Mq,Ng) eC[d]
0<lel<r
converge in L?(u*) for all sequences of intervals [My, Ny), ..., [Mg, Ng)

whose lengths N; — M; (1 <7 < d) tend to oo.

We remark that Theorem 3.2 follows immediately from this propo-
sition when r = d.

Proof. We proceed by induction on . When r = 1, the average (16) is

d
1 *N *n,
(17) N, — M, Y L fweor T foor.
i=1 """ ' nie[M;,N;)
i=1,...d

By the Ergodic Theorem, this converges to E( fi0. o|Z(17)) - - - E(fo..01|Z(T)).
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Assume r > 1, and that the proposition is true for » — 1 transforma-
tions.

For oo C [d], |a| =7, if E«(fo | 2%) = 0, then by Theorem 3.3, we
have || fo|lZ = 0. By Proposition 2.1, the average (16) converges to 0.
Otherwise, by a density argument, we can assume that

= Hfa,i

It

where f,; is T}-invariant. Then

Ti fo = [ Ty foi -

i€
Thus
H " fe= H T, gn
eC[d] nCld]
0<]e|<r 0<|n|<r—1
where
I In| <r—1;
= fo [ fovii Iml=r—1.
i#n
Therefore (16) converges by the induction hypothesis. O

4. COMBINATORIAL INTERPRETATION

Proof of Theorem 1.2. Apply Theorem 1.1 to the indicator function
1,4, we know that the limit of the averages

(18) H N, — M ) / [T e Ty 1adu
i=1 n; €[M;,N;) ec{0,1}4
i=1,....,d
exist. By Lemma 1 in [6], if we take the limit as N; — M; — oo,
then as Ny — My — o0, ... and then as Ny — My; — oo, the average
(18) converges to 142 Thus the limit of the average (18) is

Ty Ly
d .
I14l%....z,- Since

U1z, = IBC Q) FIZT))z2(,

eCld—1]
> ([ @ fdur? =111
eCld—1]
we have |Lallry,..z, > 1Lallry > [ Ladp = p(A), and the result follows.

O
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Theorem 1.2 has the following corollary:

Corollary 4.1. Let (X, B, u, T4, ...,T,) be a system, where Ty, ..., Ty
are commuting measure preserving transformations, and let A € B.
Then for any ¢ >0, the set of n € ZF such that

M( ﬂ Tl—nlel . Tc;ndedA) > ,LL(A)Qd e

ec{0,1}4

is syndetic.

The proof is exactly the same as Corollary 13.8 in [7].
Theorem 1.3 follows by combining Furstenberg’s correspondence prin-
ciple and Corollary 4.1.
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CHAPITRE V

Récurrence multiple quantitative pour deux
transformations qui commutent

L’étude présentée dans ce chapitre fait I'objet de larticle [17] qui
a été accepté pour publication dans Ergodic Theory Dynam. Systems.

1. Introduction

1.1. Résultats de récurrence. Nous avons vu dans le chapitre I
qu’il y a deux types de résultats de récurrence : les résultats de récurren-
ce qualitatifs représentés par le théoreme de Poincaré, et les résultats
de récurrence quantitatifs représentés par le théoreme de Khintchine.
Les théoremes 1.3, 1.5, 1.8 et 1.10 sont des résultats de récurrence qua-
litatifs tandis que les théoremes 1.7, 1.13, et 1.14 sont des résultats de
récurrence quantitatifs.

Puisque nous avons le théoreme 1.7 comme la contrepartie quan-
titative du théoreme 1.5, il est naturel de se demander s’il existe un
résultat comme la contrepartie quantitative du théoreme 1.8. Dans ce
chapitre, nous établissons le résultat suivant concernant deux trans-
formations qui commutent :

THEOREME V.1. Soit (X, X, u, T1,Ts) un systeme ergodique. Soit
A € X un ensemble avec u(A) > 0. Alors pour tout € > 0, 'ensemble

neZ: W(ANTPANTYA) > u(A)* — €}
est syndétique.

Nous remarquons que d’apres le méme contre-exemple dans [14],
I’hypothese d’ergodicité est nécessaire pour le théoreme.

A premiere vue, le fait qu'on a u(A)* pour la borne inférieure
n’est pas intuitif. On s’attend & p(A)3, la méme borne inférieure du
théoreme 1.7 pour une seule transformation, mais on ne peut pas faire
mieux a cause du théoréeme suivant qui indique que l'exposant 4 est
optimal :

THEOREME V.2. Pour tout 0 < ¢ < 1, il existe un systéme er-
godique (X, X, u,T1,T2) et un ensemble A € X avec p(A) > 0 tels
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que
p(ANTIANTYA) < cu(A)?
pour tout entier n # 0.

Pourtant, nous avons ’exposant 3 pour la borne inférieure dans
certains cas :

THEOREME V.3. Soient (Y1, V1,11, S1) et (Ya, Va, v, So) deux systémes
ergodiques. Soit (X, X, ) Uespace mesuré produit de Yy et Y. Soient
Ty =51 xId, Ty = Id xSy. Soit A € X un ensemble avec u(A) > 0.
Alors pour tout € > 0, ’ensemble

neZ: W(ANTPANTYA) > u(A)? — €}
est syndétique.

1.2. Reésultats combinatoires. La contrepartie combinatoire du
théoreme V.1 se déduit d’un principe de correspondance qui se base
sur la densité de Banach. Rappelons que la densité de Banach d’un
sous-ensemble F de Z? est définie par :

EN|[M;, Ny) x [Ms, N
d*(E): limsup ’ [ 1 1) [ 2 2) I

Ni—My—oo (N1 — M) X (No — My)

No—Ms—o00
La densité de Banach d’un sous-ensemble E de ZF, k > 1 se définit de
la méme maniere.

Nous allons utiliser une variante du principe de correspondance (le

théoreme 1.2) qui concerne seulement les systemes ergodiques :

THEOREME. Soit E C ZF un ensemble de densité positive. Alors il

existe un systéme ergodique (X, X, u, Ty, ..., Ty) et un ensemble A €
X avec u(A) = d*(F) tels que

W () T <d () (B me)
(ml,...,mk)EF (ml,...,mk)EF
pour tout sous-ensemble fini F' de ZF.

La preuve de ce théoreme se trouve dans [14] pour k = 1, et le cas
général se déduit de la méme démarche.

D’apres ce principe de correspondance et le théoreme V.1, on en
déduit :

COROLLAIRE V.4. Soit E C Z? un ensemble de densité de Banach
positive. Alors pour tout € > 0, ’ensemble

neZ: d(EN(E+ (n,0)N(E+(0,n))>d (E)*— ¢}
est syndétique.
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1.3. Contre-exemple. Dans cette section, nous présentons la
construction d’un contre-exemple pour montrer le théoreme V.2.

Soit (Y,v,S) le schéma de Bernoulli B(3,1,3). Clest-a-dire que
{0, 1,2} est muni de la mesure de probabilité uniforme 7, et que Y =
{0,1,2}% est muni de la mesure produit v = 7Z. Les points de Y
s’écrivent comme y = (y,: n € Z) ou y, € {0,1,2} pour chaque
n. La transformation (appelée shift ou décalage) S est définie par
(SY)n = Yn+1 pour chaque n.

Définissons
(X, 1,11, T5) = (Y xY xY,rxvxvySxIdxs IdxS x S).

Puisque (Y, v, S) est faiblement mélangeant, le systeme (X, u, 71, T5)
est ergodique.

On construit une fonction f sur {0,1,2}* en donnant une valeur
parmi 0 et 1 & f(i,7, k) pour chaque (i,7,k) € {0,1,2}3. Définissons
la fonction F' sur X par F(y,z,w) = f(yo, 20, wo). Alors F' est une
fonction indicatrice de certain sous-ensemble A C X par construction.

Si on a bien construit la fonction f, alors 'ensemble A obtenu de
telle maniere vérifie qu’il existe 0 < ¢g < 1 tel que pour tout n # 0

WANTFANTLA) < colp(A))° .

Pour 0 < ¢ < 1, il existe un entier [ > 0 tel que (¢p)" < ec.
Soient (X', u/, T}, Ty) le systeme produit (I-fois) de (X, pu, T1,Ts), et
A’ Tensemble-produit A x --- x A (I-fois). Puisque le systeme Y est
faiblement mélangeant, le systeme (X', i/, T}, T3) est ergodique. Donc
le systeme (X', p/,T7,Ty) et ’ensemble A’ satisfont aux propriétés de
I’énoncé.

l

1.4. Méthodes. Avant de présenter les méthodes, on introduit
des notations :

NOTATION. On dit que les moyennes de certaine suite (a,) convergent

uniformément vers une limite L, et on écrit :

. 1
ML TP

ne[M,N)

si les moyennes de a,, sur toutes suites d’intervalles [M;, NV;) dont la
longueur N; — M; tend vers l'infini convergent vers L :
1
lim ———— a, = L.
i—oo Ny — M; "
TLG[MZ',NZ')

Pour ¢ € T, on utilise la notation standard e(t) = e*™.
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Une méthode importante pour la preuve du théoreme V.1 et du
théoreme V.3 est la stratégie suivante introduite par Frantzikinakis
dans sa démonstration du méme théoreme 1.7 (le théoreme C de [25],
il a étudié en fait le cas ou la progression arithmétique {n,2n,3n}
est remplacée par des polynomes {p;(n),ps(n),ps(n)}). Grace a cette
méthode, sa démonstration est plus simple et courte que celle de [14].
Etant donnés une suite {a,} et un nombre réel a > 0, pour montrer
que ’ensemble

E: ={n€Z:a,>a—¢€}
est syndétique quel que soit € > 0, on introduit une rotation ergodique
(Z,a,0), et on introduit une fonction y (dépendant de €) non-négative,
continue sur Z avec [ xdf = 1, et bien choisie de sorte que la limite
inférieure uniforme des moyennes pondérées

1
N_M Z x(najar

n€[M,N)

soit supérieure a a — €/2. Cette fonction étant construite, on en déduit
que 'ensemble E est syndétique. Sinon, il existerait un € et une suite
d’intervalles [M;, N;) dont la longueur tend vers 'infini, tels que a, <
a—e pour tout i et tout n € [M;, N;). Prenons les moyennes de x(na)a,
sur ces intervalles. Comme la rotation (Z, a, ) est ergodique, la suite
{na} est uniformément distribuée dans Z, ce qui implique que les
moyennes de x(na) convergent vers 1. Il vient donc que

. 1
hgglfm Z x(na)a, <a—e,

n€[M;,N;)

ce qui est contradictoire.

Pour nous ici, a, = u(ANTPANTRA) et a = u(A)*. D’apres
cette méthode, pour montrer le théoreme V.1, 'objectif est de trouver
une rotation ergodique Z et une fonction y satisfaisant aux conditions
imposées. Avant cela, nous étudions d’abord les moyennes générales
de la suite sous la forme e(nt)a,.

Cette méthode est suffisante pour montrer le théoreme V.3 dit “cas
facile” tandis que pour montrer le théoreme V.1, on a besoin de plus
d’outils élaborés comme la machinerie des systémes magiques intro-
duite par Host [39]. En effet, d’apres la premiére méthode, nous vou-
lons étudier le comportement asymptotique des moyennes pondérées
de e(nt)ay,, il est naturel de penser de transférer le probleme & une ex-
tension magique du systeme original dans laquelle nous pourrions trou-
ver des facteurs caractéristiques pour cette moyenne. Nous détaillerons
cette méthode dans la section 1.6.
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En outre, nous allons utiliser I'inégalité suivante, qui est liée a une
classe d’inégalités étudiée par Sidorenko ([61], [62]). Un cas particulier
a été montré par Atkinson, Watterson et Moran [7].

LEMME V.5. Soient (X, X,u) un espace probabilisé, k > 1 un
entier, et X1, Xs, ..., X, k sous-o-algébres de X. Alors pour toute
fonction f bornée, non-négative sur X,

/f'le(f‘Xi)dME(/fdu)kﬂ‘

1.5. Schéma de la preuve du théoreme V.3. Dans cette sec-
tion, nous présentons 1’organisation de la preuve du théoreme V.3 afin
d’illustrer comment on se sert de la premiere méthode. Une démarche
similaire va étre reprise pour la preuve du théoreme V.1.

Dans la suite, (X, X, T, T5) est le systéeme comme décrit dans le
théoreme. Nous montrons en fait le théoreme suivant, le théoreme V.3
s’en déduit avec f = 14.

THEOREME V.6. Soit 0 < f < 1. Alors pour tout € > 0, ’ensemble

mezs [ ) s@1e) - f@0) dute) > ([ fau)® - o

est syndétique.

Dans la suite, on fixe la fonction f, et pour chaque n, on écrit

/ f( ) f(Ty) du(a)

Désignons par (Z, Z,0, R) le facteur commun des systemes Y; et
Y5 engendré par les fonctions propres associées aux mémes valeurs
propres. Alors Z est un groupe compact abélien, Z est sa o-algebre de
Borel, 0 est sa mesure de Haar, et R est la translation par un élément
fixé o € Z. On considere Z comme une sous-o-algebre de tous les
(Y1, 1) et (Yz,Va).

Posons
Fir=E(f|ZxW)et f: =E(f |1 x 2) .

On considere les fonctions ]? et f comme des fonctions définies
respectivement sur Z X Y5 et Y; x Z.
Posons

/ f(a ) F(Tpe) du(a) -
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Etape 1 : La premiere étape est de trouver des facteurs caractéristiques
pour la moyenne de e(nt)1,.

LEMME V.7. Soit e(t) une valeur propre commune des systémes
Y1 et Ys. Alors les moyennes de la différence e(nt) (1, — J,) convergent
uniformément vers 0.

D’apres ce lemme, pour étudier le comportement asymptotique des

moyennes pondérées de e(nt)I,, il suffit d’étudier celui des moyennes
de e(nt)J,.
Etape 2 : Maintenant, nous avons une rotation ergodique Z, il reste
a trouver une fonction y sur Z satisfaisant aux conditions imposées
dans la section 1.4. Fixons ¢ > 0 dans le théoreme. Par la continuité
de la translation dans L'(Z), il existe un voisinage ouvert U de 0 dans
Z, tel que

pour tout s € U, / P+ 5.2) — 2 ) [dO(=)dvayn) < e/4
et

pour tout ¢ € U,/ 1f(yr, 2+ ) — fyr, 2)|dv (y1)dB(z) < e/4 .

Alors
(16) |Jo — Jn| < €/2 pour tout n tel que na € U .

Choisissons une fonction x on Z continue et non-négative, vérifiant

[x@ase -1,
et
x(z)=0 if z ¢ U.
Par un argument de densité, il résulte du lemme V.7 le corollaire
suivant :

COROLLAIRE V.8. Les moyennes de la différence
convergent uniformément vers 0.

Etape 3 : Par construction de la fonction y, plus précisément, d’apres
la relation (16) et le corollaire V.8, on en déduit le lemme suivant :

LEMME V.9.

ST x(na) (- L)| < /2.

n€[M,N)

lim sup
N—M—oco -
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Comme la suite {na} est uniformément distribuée dans Z, cela
entraine

. 1
lim inf N Z x(na)l, > Jy—¢€/2 .

N—-M—oo N —
n€[M,N)

Etape 4 : Nous avons construit la rotation ergodique Z et la fonction
x vérifiant les conditions imposées pour la premiere méthode avec
a = Jy. Pour conclure la preuve, il suffit de montrer

hoz ([ £y
Cette inégalité découle immédiatement du lemme V.5.

1.6. Schéma de la preuve du théoreme V.1. Dans cette sec-
tion, nous présentons l'organisation de la preuve du théoreme V.1.

Dans la suite, (X, u, T1,T5) est un systeme ergodique.

Nous montrons en fait le théoreme suivant, le théoreme V.1 s’en
déduit avec f =14.

THEOREME V.10. Soit 0 < f < 1. Alors pour tout € > 0, l'en-
semble

(nez: /f@»ﬂﬂwmﬂnwmmm>§/ﬁmf—@
est syndétique.

Dans la suite, on fixe la fonction f, et pour chaque n, on écrit
Li = [ @) 5070 (T dulz)

Etape 1 : Comme nous avons expliqué plus haut, pour montrer le
théoreme, nous montrons en fait que le théoréeme est valable sur une
extension magique de X afin que nous puissions utiliser la machinerie
des systemes magiques. Comme nous avons remarqué que ’hypothese
d’ergodicité est nécessaire pour le théoreme, il faut que cette extension
soit ergodique. Pourtant, cette condition n’est pas évidente, comme le
systeme magique (X*, u*, T, Ty) construit dans la section 4.1 n’est
jamais ergodique, sauf si X est trivial. Donc, dans un premier temps,
nous montrons l'existence d’une extension magique et ergodique pour
le systeme X, c’est une étape importante :

THEOREME V.11. Chagque systéme ergodique admet une extension
magique ergodique.
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Pour prouver ce théoreme, on fait une désintégration ergodique

pour le systeme (X*, p* T}, T5), on montre en fait que presque tout
composant ergodique est magique.
Etape 2 : Dans cette partie, nous utilisons le théoreme V.11 et la
machinerie des systéemes magiques pour construire une extension ma-
gique ergodique de X, telle que notre probleme se transforme en un
nouveau probleme sur cette extension. Appliquons le théoreme V.11
trois fois pour différentes paires de transformations :

Posons Ty = T57;'. D’abord on prend les transformations 7}, 75,
on fait une extension magique ergodique (X', p',T7,T3). Notons 7’
: X’ — X Dapplication facteur et posons T4 = T3T; "

Ensuite, on prend les transformations 77, T3, on fait une extension
magique ergodique (X", p”, T}, Ty). Notons n”: X" — X' l'applica-
tion facteur et posons 13 = T7'T%.

Enfin, on prend les transformations 73/, 7%, on fait une extension
magique ergodique (X, fi,To,T3). Notons #: X — X" l'application
facteur et posons Ty = ToT, '

Alors les trois systemes (X, i, Ty, T'3), (X, i, T1,T3) et (X, 1, T1,T3)
sont ergodiques, et 7’ o " o T est une application facteur du systeme
(X, 1, T, Ty, T3) au systeme (X, u, Ty, To, T3).

Posons

h: = for'on"om

go: =E(h|Z(T1) VI(T2)) ,
g2 =E(h | Z(T1) VI(Ts))
g2: =E(h|Z(Ty) VI(T)) .

Pour chaque n, on écrit

ot = / 60(y) - n(Tr) - 9o(Toy) dii(y) -

Nous avons le théoreme suivant :

tel-00587631, version 1 - 21 Apr 2011

THEOREME V.12. Pour toutt € T, les moyennes de la différence
e(nt)(I, — J,,) convergent uniformément vers 0.

D’apres ce théoreme, nous pouvons désormais identifier les moyennes
de e(na)l, sur le systeme original X et les moyennes de e(na)J,
sur Iextension magique ergodique X en passant & la limite. Main-
tenant, nous nous trouvons dans une extension de X : le systeme
(X, 1, T1,T2,T3), et nous avons la suite J,, dans X pour a,, et ( [ hdi)* =
(J fdp)* pour a.
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Etape 3 : En fait, nous pouvons nous restreindre au cas ou les fonc-
tions go, g1, g2 sont mesurables par rapport a un facteur de X. Posons

M: =Z(T)VI(Ty)VI(Ts),

et
g: =E(h | M)
Nous remarquons que
E(g | Z(T1) VI(T5)) = go ,
E(g | I(Tl) \/I(T:s)) =01,
E(g | Z(T2) VI(Ts)) = g»

De plus, nous avons

[ oan= [ nan— [ ran.

Nous sommes maintenant dans un nouveau systeme (X, M, i, T,
T, Ts) et nous avons la suite .J,, pour a,, et ([ gdjix)* pour a.
Etape 5 : Il reste & donner des descriptions sur le systeme (X, M, [i,
Ty, T5,T3). En fait, nous nous retrouvons dans un contexte proche
de celui du cas facile (le théoreme V.3) : ce systeme est isomorphe
a un systeme sur un espace produit Y = Y; x Y5 X Y5, muni de la
mesure comme la mesure produit relativement indépendant au-dessus
de Z x Z x Z et des transformations définies par :

SlzldXRg XRg,
SQZRl XIdXRg,
Ss =Ry x Ry' x1d .
Ou les systemes (Y;, v, R;), i = 1,2, 3 sont ergodiques, et (Z, R) est le
facteur commun des systemes Y7, Y5 et Y3 engendré par les fonctions
propres associées aux memes valeurs propres.
A partir d’ici, nous utilisons une démarche similaire a celle pour la

preuve du théoreme V.3. En effet, nous avons le lemme suivant comme
le lemme V.9 pour le cas facile :

LEMME V.13.

lim sup
N—M—oco -

Z X(na)(Jo — Jn) < g :

n€[M,N)
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Et d’apres le lemme V.5, nous avons l'inégalité

Jo > (/ng)4= (/fdu)4~

Ainsi nous concluons la preuve.

1.7. Questions. Nous présentons ici quelques questions concer-
nant ’étude de ce chapitre :

Question 1 : Une question naturelle est : qu’est-ce qui se passe
pour le cas de trois transformations qui commutent ? Autrement dit,
on se demande s’il existe un entier s tel que pour tout systeme er-
godique (X, X, u, T1,T», T3) et pour tout sous-ensemble A € X avec
p(A) >0, ensemble {n € Z: p(ANTTANTFANTYA) > pu(A)* — €}
soit syndétique.

Question 2 : La récurrence polynomiale a été démontrée par Ber-
gelson et Leibman (le théoreme 1.10). Un résultat quantitatif a été ob-
tenu par Frantzikinakis and Kra (le théoreme 1.13) pour les systemes
munis d’une seule transformation sous ’hypothese que les polynomes
sont linéairement indépendants. Leur résultat peut-il étre généralisé
pour les systémes munis de transformations qui commutent 7 Autre-
ment dit, soient (X, X, u,T1,...,T;) un systéme, py,...,p; des po-
lynomes linéairement indépendants et A € X'. Peut-on dire que 1’en-
semble {n € Z: p(ANT"™MAN...N T,f’“(n)A) > p(A)F — €} est
syndétique ? Récemment, Chu, Frantzikinakis, et Host [20] ont donné
une réponse affirmative pour cette question lorsque p;(n) = ndi, i =
1,...,k pour des entiers positifs distincts dy, ..., d;.
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MULTIPLE RECURRENCE FOR TWO COMMUTING
TRANSFORMATIONS

QING CHU

ABSTRACT. This paper is devoted to a study of the multiple re-
currence of two commuting transformations. We derive a result
which is similar but not identical to that of one single transfor-
mation established by Bergelson, Host and Kra. We will use the
machinery of “magic systems” established recently by B. Host for
the proof.

1. INTRODUCTION

1.1. History and results. Let (X, X, u,T) be an invertible measure
preserving system, and A be a set of positive measure. The Khint-
chine’s Recurrence Theorem [14] states that for every e > 0, the set

{neZ: W(ANT"A) > u(A)? — ¢}

is syndetic. More recently, Furstenberg [9] proved a Multiple Recur-
rence Theorem, showing that under the same assumptions, the set

neZ: p(ANTANT™AN---NT"A) > 0}

is syndetic for every integer £ > 1. Aiming at a simultaneous exten-
sion of Khintchine’s and Furstenberg’s Recurrence theorems, Bergelson,
Host and Kra [4] established the following result:

Theorem (Bergelson, Host, Kra). Let (X, X, u,T) be an ergodic in-
vertible measure preserving system and A € X with u(A) > 0. Then
for every e > 0, the sets

neZ: n(ANT"ANT*A) > u(A)? — ¢}
and
neZ: n(ANT"ANT"ANT*A) > p(A)* — €}
are syndetic.
2000 Mathematics Subject Classification. 37A05, 37A30.
Key words and phrases. Multiple recurrence, commuting transformations, magic

system, ergodic seminorms.
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We recall that a subset E of Z is said to be syndetic if there exists
an integer N > 0 such that EN[M, M + N) # () for every M € Z.

It was shown in [4] that an analogous result fails both if we remove
the assumption of ergodicity and for longer arithmetic progressions.

Furstenberg and Katznelson [11] generalized Furstenberg’s Recur-
rence theorem to commuting transformations. It is therefore natural
to ask the question if a result analogous to the above theorem can be
established for commuting transformations. We prove the following
result regarding the case of two transformations:

Theorem 1.1. Let (X, X, pu) be a probability space, and Ty, Ty be two
commuting invertible measure preserving transformations. Assume that
(X, X, u, T1,Ty) is ergodic. Let A € X with u(A) > 0. Then for every
€ > 0, the set
neZ: W(ANTPANTEA) > u(A)* — €}

15 syndetic.

We remark that, by the same counterexample as in [4], the hypothesis
of ergodicity is necessary for the theorem.

The fundamental difference with the case of a single transformation
is that the exponent 4 can not be replaced by 3:

Theorem 1.2. For every 0 < ¢ < 1, there exist a probability space
(X, X, u), with two commuting invertible measure preserving transfor-
mations Ty, Ty such that (X, X, u, Ty, Ts) is ergodic, and a measurable
set A € X, with u(A) > 0, such that

WANTIANTYA) < cu(A)?
for every integer n # 0.

However, we have the exponent 3 for some class of systems:

Theorem 1.3. Let (Y1, V1,11,51) and (Yo, Vo, s, 5,) be two ergodic
invertible measure preserving systems. Let (X, X, u) be the product
measure space (Y1 X Y3, 1 @ Vo, 14 X 1), and let Ty = S; x Id, Ty =
Id xSy. Let A € X with u(A) > 0. Then for every e > 0, the set

neZ: W(ANTPANTYA) > u(A)? — €}
s syndetic.
We recall a definition:
Definition 1.4. The upper Banach density of a subset E of Z2 is:

. |Eﬂ[M1,N1)X[M2,N2) |
d'(F) =1
( ) Nllin]\/lslipoo (N1 - M1) X (N2 - MQ)

NQ—MQ—K)O
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Using a variation (see [4]) of Multidimensional Furstenberg’s Corre-
spondence Principle [10] and Theorem 1.1, we deduce:

Corollary 1.5. Let E C Z? be a subset with positive upper Banach
density. Then for every e > 0, the set

neZ: d(EN(E+ (n,0)N(E+(0,n))>d (E)*— e}
1$ syndetic.

1.2. Questions. We address here some questions which are related to
this paper and remain open.

Question 1: A natural question is how about the case of three
commuting transformations. We ask if there exists some integer s, such
that, for every ergodic system (X, X', u, 11, T3, T3) and every set A € X
with u(A) > 0, the set {n € Z: p(ANTTANTFANTTA) > p(A)* —e}
is syndetic.

Question 2: The Polynomial Recurrence Theorem was proved by
Bergelson and Leibman [3]. Frantzikinakis and Kra [8] provided a more
precise result for any family of linearly independent integer polynomi-
als:

Theorem (Frantzikinakis, Kra). Let (X, X, u, T) be an invertible mea-
sure preserving system, and p1,...,pr be linearly independent integer
polynomials with p;(0) = 0 for i = 1,... k, and A € X. Then for
every € > 0, the set

{nez: ;L(AﬂTpl(")A M- mTpk(n)A) > (AR — ¢}
15 syndetic.

Can this result be generalized for commuting transformations? Let
(X, X, 1) be a probability space, and T7, ..., T} be commuting invert-
ible measure preserving transformations. Let pi,...,pr be as in the
above theorem, and A € X. It is true that the set {n € Z: pu(AnN
T AN AT A) > u(A)RH — €} is syndetic? Very recently, Chu,
Frantzikinakis, and Host [6] gave an affirmative answer to this question
when p;(n) = n%, i=1,...,k for distinct positive integers dy, ..., dy.

1.3. Conventions and notation.

1.3.1. As usual, we can restrict to the case that all the probability
spaces that we deal with are standard.

In general, we write (X, ) for a probability space, omitting the o-
algebra. When needed, the o-algebra of a the probability space (X, i)

is written X.
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We implicitly assume that the term “bounded function” means real-
valued, bounded and measurable.

If S is a measure-preserving transformation of a probability space
(X, X, p) then we write Z(S) for the sub—o-algebra of X' consisting in
S-invariant sets.

Let (Xy, &1, p1), (Xa, X, o) be two probability spaces. Let f; €
L*>®(u1), and fo € L*(uz), we denote by f1® fy the function on X7 x X5

given by fi ® fg(ﬂﬁ, !EQ) = fl(xl)fQ(l?)'

1.3.2. Throughout this paper, by a system, we mean a probability space
(X, X, n) endowed with a single or several commuting measure preserv-
ing invertible transformations.

For a system (X, u,T1,T3), a factor is a system (Y,v,5;,5;) and a
measurable map 7: X — Y such that the image 7(u) of p under 7 is
equal to v and S;omr =mwo T}, i = 1,2, p-a.e.

If f is an integrable function on X, we write E(f | Y) for the function
on Y defined by

for all g € L>(v), /f-gOWdM:/E(f|Y)'9dV~
X 1%

1.3.3. We say that the averages of some sequence (a,) converge uni-
formly to some limit L, and we write:

, 1
LU ey >, =L

n€[M,N)

if the averages of a,, on any sequences of intervals [M;, N;) whose lengths
N; — M; tend to infinity converge to L:

, 1
by 2 =k
nE[Mi7Ni)

In other words, for every € > 0, there exists an integer R > 0 which
depends only on €, such that

’NiM > a"_L‘“

ne[M,N)

for all N, M such that N — M > R.
For ¢t € T, we use the standard notation e(t) = exp(2mit).

1.4. Methods.
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1.4.1. The first ingredient used in the proofs of Theorem 1.1 and Theo-
rem 1.3 is a method introduced by Frantzikinakis [7]: in order to show
some sequence [, is large for n in a syndetic set, we show that the aver-
ages of I, over an appropriately chosen sequence of intervals converge
uniformly to a large limit. More precisely, we introduce an ergodic
rotation (Z,a)), and we show that for some well chosen non-negative
continuous function y on Z, the weighted averages of x(n«a)I,, converge
uniformly to a large limit. This strategy is sufficient for the proof of
Theorem 1.3 (Section 2).

However, for the general case (Theorem 1.1), before using the first
ingredient, we need first to make some reduction. We will use more
elaborated tools such as the machinery of “magic systems” introduced
recently by Host [12].

Ever since Tao [17] proved the norm convergence of multiple ergodic
averages with several commuting transformations of the form

1 N

(1) O Tifa

n=1

several other proofs were given with different approaches by Austin [1],
Host [12] and Towsner [18]. Among these proofs, those by Austin
and Host were proceeded by building an extension of the original sys-
tem with good properties, called “pleasant” system (using terminology
from [1]) and “magic” system (using terminology from [12]). We will
follow this idea of building a suitable extension system.

We first prove that every ergodic system has an ergodic magic exten-
sion. Then we use this result three times with different transformations,
and we build an extension of the original system with good properties.
We translate our problem in the original system to a question in this
new system. By using the properties of magic systems, it suffices to
prove the result on a factor of the new system. Finally, we give a de-
scription of this factor, and we find that we are in a situation very
similar to that of the product case.

We will review “magic systems” and the corresponding properties
needed in Section 3, and give the proof of Theorem 1.1 in Section 4.

1.4.2. Another important ingredient is the following inequality related
to a class of inequalities studied by Sidorenko ([15], [16]). A particular
case was proved by Atkinson, Watterson, and Moran [2].
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Lemma 1.6. Let (X, X, ) be a probability space, k > 1 be an integer,
and X1, X, ..., X be k sub-o-algebras of X. For any bounded non-
negative function f on X, we have

2) / £ TLEG A dp= ¢ / fdu)t

Proof. We can restrict to the case that the function f is bounded below
by some positive constant €. Indeed, for the general case, it suffices to
apply the inequality to the function f + € and to take the limit of both
sides when € tends to 0.

We write

o (eI ) g )

i=1

Let J be the integral on the left hand side of (2). By the Hélder
Inequality and (3),

(4) (/fdu)k“ < JH/W@

On the other hand, for 1 < i < k,

f
———dpu =1,
/ E(f ] )
and this proves the inequality. ([l

Acknowledgement. The author would like to thank her advisor, Bernard
Host, for many helpful discussions and suggestions.

2. PROOF OF THEOREM 1.3

In this section, we assume that (Y7, 14, 51) and (Y3, 15, S3) are two er-
godic systems, and that (X, u, T1,T3) = (Y1 xYa, 11 X1, S1x1Id, Id X 55).
Then (X, u, 71, T5) is ergodic.

For every n, and all bounded functions 7, ¢, on X, we define

L(n,p,¢): = /n-T{”so-Té‘@bdu

= /Tl(yhy2)90(5?3/17y2)¢(y175§y2)dVl(yl)de(yz) .

We prove:
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Theorem 2.1. Let 0 < f < 1. Then for every e > 0, the set

(e LUL0) > ([ 1aw? -
15 syndetic.
Theorem 1.3 follows from Theorem 2.1 with f = 14.

2.1. An ergodic rotation. Let (Z, Z,6, R) denote the common factor
of systems Y; and Y, spanned by the eigenfunctions corresponding to
the common eigenvalues of these two systems.

We recall that Z is a compact abelian group, endowed with a Borel
o-algebra Z and Haar measure 6. R is the translation by some fixed
a € Z. We consider Z as a sub-g-algebra of both (Y7, V) and (Y2, Vs).

For a bounded function n on X, we write

n: =E(n|ZxY)andn: =E(n |1 x2).
We begin with a lemma:

Lemma 2.2.
Z(S1x 8) CZx2Z.

Proof. For i = 1,2, let K; be the Kronecker factor of (Y;,5;). It is
known (see for example [10], Lemma 4.18) that any S x Se-invariant
function on Y; x Y5 is measurable with respect to K; x Ks.

Let {f:} (resp. {g;}) be an orthonormal basis of L?(K1,v;) (resp.
L?(Ky, 1)) consisting of eigenfunctions of Sy (resp. Ss), then the set
{fi ® g;} is an orthonormal basis of L*(K; x Kz, 11 X 13).

Any F € L*®(Y; x Y3) such that F is invariant under S; x Sy can be
written as

F=) c¢;fi®g
ij

for some constants ¢;; with ), |c; ;> < oco. Write S\ fi = e(ti) fi,
S2g; = e(s;)g;. By invariance of F' under S; x S, we have

Y ciifi©g = cijelti—s;)f©g;
i i

Hence ¢; j # 0 only when ¢; = s;. This completes the proof. 0

Lemma 2.3. Letn, p,v be bounded functions on X. Then the averages
of the difference I,(n,p,v) — I,(n, p,1¥) converge uniformly to 0.

Proof. Without loss of generality, we can assume that max{|n|, |¢|, |¢|} <
1. By a density argument, we can suppose that n(y1, y2) = a1 (1) 51 (y2),

01, y2) = a2(y1)P2(y2), and that ¥(y1,y2) = as(y1)Fs(y2) for some
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bounded functions «; on Y; and (; on Y5, ¢ = 1,2, 3, all of them being
bounded by 1 in absolute value. Using the notation introduced above,
we have

By, y2) = E(az | 2)(y1)-Balye) and ¢(y1,y2) = az(y1)-E(Bs | 2)(y2) -
For every n,

In(n,¢,9) — L(n, @, ¢) /(041a3)(y1> (B152)(y2) - ( 2(STy1) - B3(S542)

~E(az | 2)(Si) - E(B | £)(S5ye) ) dvlyn)dv(ye) -

By the Ergodic Theorem, the averages of this expression converge uni-
formly to

[(@an) @ (315) - [B((02 ~ Blaz | 2)) 0 5 | (51 x 52) +

E(E(a2 1 2)® (B — E(Bs | 2)) | T(S x sg)}dy X v
By Lemma 2.2, this is equal to 0. This completes the proof. U

Lemma 2.4. For every common eigenvalue e(t) of Y1 and Y3, the
averages of the difference

e(nt) (Io(f, f. £) = L(f. F. )
converge uniformly to 0.

Proof. Let e(t) be a common eigenvalue of ¥} and Y3, h be a correspond-
ing eigenfunction of Y] with |h| = 1. Taking n(y1,y2) = f(y1, y2)h(y1),

01, y2) = f(y1, y2)h(y1), and P (y1,y2) = f(y1,y2), we have
e(nt)1,(f, f, f) = In(n, 0, ¢) .
Since B(y1,y2) = h(y1) f (1, y2) and ¥ (y1,y2) = F(y1, o), we have

e(nt)L(f, . [) = L(n,, ).

By Lemma 2.3, the averages of the difference I,,(n, ¢,v) — I,(n, §, 1;)
converge uniformly to 0. This completes the proof. U

2.2. A well chosen function yx. In the sequel, we fix f, € > 0 as in
Theorem 2.1. By continuity of the translation in L'(Z), we can choose
an open neighborhood U of 0 in Z, such that

for every s € U, [ |z + 5.0) = Flev )l db(e)ivatoe) < /1.
and

for every ¢ € U, / Flyns 2 1) — Flon, 2)|dn()0(z) < c/4 .
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We have
() |o(f, F. ) — In(f, . /)| < €/2 for every n such that na € U |

We choose a continuous function y on Z, non-negative, satisfying

/X(z)dé(z) =1

x(z) =0 if z ¢ U.
Since the linear combinations of characters are dense in the space
of continuous functions on Z in the uniform norm (Stone-Weierstrass
Theorem), from Lemma 2.4, we immediately get

and

Corollary 2.5. The averages of the difference
X(na) (L(f. £, 1) = T(f. £, )

converge uniformly to 0.
We have

Lemma 2.6.

(6) timsup | S7 xa)((f T )~ LS )| < /2

N=M—o0 n€[M,N)

Proof. By Corollary 2.5, it suffices to prove

1 ~ ~ o~
(7) limsup | = e%;mx(na)(lo(f,f,f)—In(f,f,f)) <e/2.

If nao ¢ U, then X(noz)(lo(f,f,f) - ]n(f,fA,f)) = 0. If na € U, then
by (5), . .

X(na)’[(](fafvf) - [n(fvfaf” < X(nOé) 6/2 :
By ergodicity of (7,60, R), the sequence {na} is uniformly distributed
in Z. Therefore the averages of y(na) converge uniformly to 1, and
this gives (7). O

2.3. End of the proof. Applying Lemma 1.6 with k = 2, X} = Z x
Vs and XQ V1 x Z, we immediately get the following estimate of

Io(f. f, f):
Corollary 2.7.

(P52 ([

We can now resume the proof of Theorem 2.1:
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Proof of Theorem 2.1. By Corollary 2.7, it suffices to prove that the

set E: ={n: L,(f, f, f) > Io(f,f,f) — €} is syndetic.
Suppose by contradiction that E is not syndetic, then there exists a

sequence of intervals [M;, N;) whose lengths tend to infinity such that
L.(f) < Iy(f, j/"\, f) — ¢ for every i and for every n € [M;, N;). Taking
averages of x(na)(Io(f, 7, e I,(f)) over these intervals, we have a
contradiction with Lemma 2.6. U

3. PRELIMINARIES: MAGIC SYSTEMS

In this Section, (X, X, u,T1,T,) is a system. We review some de-
finitions and properties of [12] needed in sequel, and establish more
properties that do not appear there.

The results of this section hold for any number of commuting trans-
formations, but we state and prove them only for two transformations.

3.1. The box measure and the box seminorm. Let X* = X%
The points of X* are written as z* = (zg, o1, 10, T11)-

3.1.1. Let gy = p Xz(ry) i be the relatively independent square of
over Z(T}). This means that i, is the measure on X? characterized by:
For fo, fi € L>=(u), we have

[ oo =[BT BT 0

Then py is invariant under the transformations 77 x T3, T x Id and
Ty, x Ty. We define the measure p* on X* = X* by

W= pi XI(TyxTy) M1 -

When needed, we write p7, 7, instead of y*. Then p* is invariant under
the transformations 77" and 73 given by

TV =Ty x Id xTy x 1d ,

TQ*ZTQXTQXIdXId .

The projection myg: @ +— g is a factor map from (X*, p*, 77, T5) to
(X, M, T17 Tg)
We remark that by construction,

* _ * _ *
(8) Py, = Byt py = By ot
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3.1.2. We recall the definition of the seminorm introduced in [12]:
For every f € L*>(u) on X,

©  Whans = ([ ) flan)f o) o) du @)

We generally omit the subscript p when there is no ambiguity. By (8),
we have

I e = W f e s
and by Proposition 2 of [12], we have
Iz = 1 oy -
Here are some properties that we need:

Lemma 3.1. Let fo, fi, fo € L>®(u) with |f;] < 1i=0,1,2, and for
every n, we write

LG fif)i= [ o T4 T3
Then for everyt € T,

(10) lim sup ! i Z e(nt)In(fo, f1, f2)| < Il follryz. -

N=M=c0 ne[M,N)

Proof. For t = 0, this is Proposition 1 of [12]. We rewrite the absolute
value in (10) as

/ﬁ

By Cauchy-Schwartz Inequality, this expression is less than or equal to

il | e(nt) - Ty fo - (BT £ |

e(nt) - T, fo - (TTT)" f2 ) d

ne[M,N)

N - ne[M,N) £2()

By Van der Corput Lemma, the limsup in (10) is bounded by

D e(nt)-e((n+h)t)
ne[M,N)

/Tfn(fonhfo) : (T2T1_1)n(f2(T2T1_1)hf2)dﬂ‘ :

Since |e(ht)| = 1, the expression above is less than or equal to

H-1
hglfi ZNIH};EEO Ni > / "(foTr " fo) (fz(Tszl)hfz)d/vb’-

h=0 ne[MN

lim sup g lim sup
H—oo N M—oco -
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This expression does not depend on t. Therefore, from this point,
the proof given in [12] for the case ¢ = 0 can be used without any
modification. O

Let fo, f1, f2 and L,(fo, f1, f2) be as in Lemma 3.1. For every n, we
have

Lofo fur fo) = / Ty fo - (T fy - fodp

Applying Lemma 3.1 to the pair of transformations (75, TyT5 '), we
have

(11) lim sup 1M Z e(nt)1,(fo, f1, f2)| < |Hf1H|T2,T1T2_1

_ N —
N—-—M—o0 ne[M,N)

and by the same argument,

(12)  limsup L Z e(nt)l(fo, f1, f2)| < |||f2|HT1,T1T;1

N-M—oo | N = M n€[M,N)

Lemma 3.2 ([12], Lemma 1). For every f € L®(u),
1 7. =

No—1 Ni—1

. ]‘ 77,1 TLQ n1 TLQ 1/4

no=0 n1=0

In fact, we can take the simultaneous instead of iterated limit by
Theorem 1.1 of [5].

By the Holder Inequality, Lemma 3.2 implies that, for every f €
L>(p),
(13) 102z < N1 f e -
Let m: (X, pu, Th,T2) — (Y, v, 51,52) be a factor map, and f € L*(v),
by Lemma 3.2, we have

(14) I o mllyz, = Ifllvs:.s. -

Moreover, by applying Lemma 3.2 to the measure y and to each element
of its ergodic decomposition, we get:

Lemma 3.3. If u = [ p, du(x) is the ergodic decomposition of p under
Ty and Ty then, for every f € L>(u

Ti . / |||f|||m ro di(z)
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3.1.3. We recall some properties about some o-algebra on X introduced
in [12]:

Lemma 3.4 ([12], Lemma 4). Let G be the o-algebra on X consisting
of sets B such that there exists a subset A of X3 satisfying the relation

(15) 15(x00) = 1a(zo1, T10, 211)

for u*-almost every x = (xoo, o1, T10, ¥11) € X*. Then for every f €
L*>(u), we have

(16) I fllzm, = 0 if and only if E,.(f | G) =0 .
Lemma 3.5.
GO2I(M)VIT) .

Proof. Let f € L>(u). If f is invariant under 7} then, by the construc-
tion of the measure p*, we have f(xg) = f(r10) p*-almost everywhere,
and f is measurable with respect to G. If f is invariant under 75 then,
by a similar reason, f(xo) = f(x¢1) p*-almost everywhere, and f is
measurable with respect to G. This proves the lemma. U

Combining Lemma 3.4 and Lemma 3.5, we immediately get:

Corollary 3.6. Let (X, pu,T1,Ts) be a system, then for every f €
L>(u), we have

if | fllzz =0 then E(f | Z(T7) VI(13)) =0 .
3.2. Magic systems. We recall the definition of the magic system:
Definition 3.7 ([12]). A system (X, u,T1,T3) is called a magic sys-
tem if for any f € L*°(u) satisfying E(f|Z(T1) V Z(T»)) = 0, we have
Iz = 0.
Corollary 3.8 (of Corollary 3.6). If (X, u,T1,Ts) is a magic system,
then
I fllz7 = 0 if and only if E(f | Z(T1) VZ(T3)) =0 .
The next Lemma plays an important role in Section 4.1.

Lemma 3.9. Let p: (Y,v,51,52) — (X, u, T1,T3) be a factor map and
assume that (X, u, T1,T3) is magic. Then for every f € L™(u),

Ilfop—E(fop|Z(S1))VI(S)|s,s.=0".

Proof. We write f = fi + f2, where f; is Z(17)) V Z(T3)-measurable,
and E(fy | Z(T1)) VZ(1T3)) = 0. Since (X, p, 171, T3) is magic, we have
[follnrs = 0. By (14), [lfs o plls, s, = 0. By Corollary 36, E(fs o |
Z(S1) VZI(Sy)) = 0. On the other hand, f; o p is measurable with
respect to Z(S1) V Z(Ss). Therefore E(fop | Z(S1)VZ(S2)) = fiop

and ||[fop—E(fop|Z(S1)VI(S2))lsis: = If20plls:,s, =0. O
7
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One of the main results of [12] is the following theorem:

Theorem 3.10 (Theorem 1, [12]). The system (X*, p*, Ty, T5) built
in Section 3.1 is magic.

Since mog: (X*, p*, T, T5) — (X, p, 11, Ty) is a factor map, we have:
Corollary 3.11. Fvery system (X, pu, Ty, Ts) admits a magic extension.

We can not use this result directly because we need to deal with
ergodic systems, and the system (X*, u*, T}, T5) is never ergodic, ex-
cept if X is trivial. Indeed, the projection z* — x1; from X* to X is
invariant under 77 and 75

3.3. The existence of ergodic magic extension. In this Section
we show:

Theorem 3.12. Every ergodic system (X, X, u, Ty, Ty) admits an er-
godic magic extension.

Recall that we assume that (X, X, 1) is a standard probability space.
Then X admits a dense countably generated o-algebra X”. Substitut-
ing this algebra for X', we reduce to the case that the o-algebra X is
countably generated. In the sequel,

= /ux du(z)

denotes the ergodic decomposition of 1 under 7 and 75.
Theorem 3.12 follows from the following proposition:

Proposition 3.13. Let (X, X, u, T1,T2) be a magic system. Then for
p-almost every x, the system (X, X, ., T1,Ts) is magic.

Proof of Theorem 3.12 assuming Proposition 3.13. By Corollary 3.11,
there exist a magic system (X*, u*, T}, T5) and a factor map m: X* —
X. Let p* = [ pk dp*(x) be the ergodic decomposition of * under T
and Ty. Then pu = [7(ut)dp*(x). Since the measures 7(uk) are in-
variant under 7 and 75 and since p is ergodic, then for p*-almost every
x we have w(pur) = p, and thus m: (X*, pt, 17, Ty) — (X, p, Ty, Ty) is
a factor map. O

Before giving the proof of Proposition 3.13, we need the following
two lemmas. We begin with the notation. We denote

A=T(T) ANL(Ty) and W = I(Ty) vV I(T3) .

We recall that for p-almost every x, the measure p, is invariant and

ergodic under T; and T5. The map = — pu, is A-measurable and for
78
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every bounded function f on X,

E.(f[A)X / f du, for p-almost every x.

Lemma 3.14. There exists a countable family ® of bounded VV-measurable
functions on X, which is dense in LP(W,v) for every p € [1,+00) and
every probability measure v on (X, X) which is invariant under Ty and
T5.

Proof. Let F = {f,: n € N} be a countable family of bounded X-
measurable functions on X which is dense in LP(v) for every p €
[1,400) and every probability measure v on (X, X'). For each n, define

(2) = I;nn — Z fo(TFz) if this limit exists;
gn\T —

0 otherwise.

By ergodic theorem, the limit exists r-almost everywhere for every
invariant measure v. Then each function g, is bounded and invariant
under T;. For every n, let h, be the function associated to Ty by the
same construction.

Let i = {gn: n € N} and F, = {h,: n € N}. Then, for i =
1,2, F; is dense in LP(Z(T;),v) for every p € [1,+00) and every T;-
1nvar1ant probability measure v on (X, X). Let ® be family of functions
consisting in finite sums of functions of the form gh with ¢ € F; and
h € Fy, then ® satisfies the lemma. O

Lemma 3.15. Let f be a bounded function on X and let f be a W-
measurable representative of E,(f | W). Then, for p-almost every z,
we have

E.(fIW)= [ pe-almost everywhere.

Proof. Let @ = {¢,: n € N} be the family of functions given by
Lemma 3.14. For every n, E,((f — f)¢n | W) = 0 and, since A C W,

E,.((f— f)qﬁn | A) = 0 p-almost everywhere. That is, [(f — f)qﬁnduw =
0 for p-almost every x. Thus there exists a set A,, with p(A,) = 1 such

that [(f — b dpiy = 0 for every z € A,.
Let A be the intersection of the sets A, for n € N. Then p(A) = 1.

Let © € A. We have [(f — f)% dp, = 0 for every n and, by density

of the family {¢,: n € N} in L'(W, y1), we have E,, (f — f | W) =0.

Since f is measurable with respect to W, we have E,.(f | W)= O
79
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Proof of Proposition 3.13. Let F = {f,: n € N} be a countable family
of bounded X-measurable functions on X which is dense in L?(v) for
every p € [1,+00) and every probability measure v on (X, X).

For each n, let f, be a W-measurable representative of E,(f,, | W).

By Lemma 3.15, for every n we have that f, = E,.(fa | W) p-almost
everywhere for p-almost every x, and there exists a set A, such that
wu(A,) =1 and,

for every x € A,, E, (fu | W)= fo  pa-ace.

Fix an integer n € N. Since E,(f, — Fo lW) =0 and (X, 1, Ty, Ts)

is magic, we have || f,, — full i, = 0.
By Lemma 3.3, we have

ozwﬁﬁmﬂnaﬂm—ﬁmm@wm.

S0 || fu=Fulluw.1y 7, = O for p-almost every z. There exists a set B, C X
such that u(B,) =1 and

for every x € By, || fn — J?nmuz,Tl,Tz =0.

Define
C=((4.NB,).

neN

We have p(C) = 1. We check that for every x € C' the system
(X, pte, Th, T») is magic.

Let z € C' and f be a bounded measurable function on X, we have
to show that [If — B, (/ | W)l 1., = 0.

Since the family {f,} is dense in L*(p,), there exists a sequence (n;)
of integers such that f,. converges to f in L*(u,). By (13) applied to
the measure p,, we have

(17) |||fm - f|||Na:7T17T2 — 0.

On the other hand, since f,. converges to f in L*(j,), we have that
E,.(fn, | W) converges to E,, (f | W) in L*(u,) and, as above,

(18) 1B, (i | W) = By, (f [ W)llo1.22 = 0 -

For every i, since = € A, we have that E,_(fn, | W) = fn, (1e-a.e.).
Since x € B,,,, we have || f,, — fu; |l o, = 0 and thus

(19) Ifn: = Bpe (e | Wl 2.2 = 0
80
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For every 1,

If = Bpe (F IW) e 1112
< i = Flle 22 + N (s

W) - ]E'Nx (f | W)|||I-L95,T17T2
+ 1 foi = By (frs | W)l 1 -

Combining (17), (18), (19), we get |f — By (f | W)l = 0 for
every x € (. This finishes the proof. 0

4. PROOF OF THEOREM 1.1

In this section, we prove:

Theorem 4.1. Let (X, u,Th,T3) be an ergodic system and 0 < f < 1.
Then for every e > 0, the set

mezs [raremrans ([ 't

s syndetic.

Theorem 1.1 follows from Theorem 4.1 with f = 14.
In this section, we fix the ergodic system (X, p, 71, T3), and the func-
tion f as in Theorem 4.1, and for every n, we write

Li =[5m0 Tgsdu.

4.1. Construction of ergodic magic extensions. We write T3 =
T\T, . We use Theorem 3.12 three times:

Let (X', 1/, T],T5) be an ergodic magic extension of (X, u, T, Ts)
and let 7': X’ — X be the factor map. Write T4 = 7|7, *. Then the
system (X', 1/, T7,T%) is ergodic.

Let (X7, p", TV, Ty) be an ergodic magic extension of (X', ', 17, T3)
and let 7”: X” — X’ be the factor map. Write Ty = TJ'Ty~'. Then
the system (X", p”, T, TY) is ergodic.

Let (X, 1, T2, T3) be an ergodic magic extension of (X", u", Ty, T4)
and let 7: X — X" be the factor map. Write T; = T5T5. Then
the three systems (X, fi, T2, T3), (X, i, T1,T3) and (X, ji, Ty, T3) are
all ergodic, and 7’ o 7" o 7 is a factor map from (X, i, 71, T2, T3)) to
(X, M, Tl, TQ, Tg)

81
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In the sequel, we write

h=:for or"ox

g =:E(h | Z(T1) VI(Ts)) ,
g1 =:E(h | Z(T) VI(Ty))
g2 =: E(h | Z(T2) VI(T3)) .

(20)

For every n, and all bounded functions 7, ¢, 1 on X, we define

In particular,

(21) Iy(h,h,h) =1, .
We write also

Jn: = jn(907gl792) .
We have

Proposition 4.2. Let t € T. Then the averages of the difference
e(nt) (In — Jn) converge uniformly to 0.

Proof. Since (X, fi, Ty, T3) is magic, by Definition 3.7 of magic systems
and the definition of ¢»,

th - 92|||T2,T3 = O .
Then by Lemma 3.1, the averages of the difference of
e(nt) (Lu(h, hy h) = In(h, 1, go))
converge uniformly to 0. Since (X", p”, T}, T4 is magic, by Lemma 3.9,
Ih = gillz, 7, =0
Then by Lemma 3.1, the averages of the difference of
G(Tlt) (jn(h7 h, 92) - fn(hu g1, 92))

converge uniformly to 0. Since (X', u/,T],T3) is magic, by the same
argument as above, the averages of the difference of

e(nt) (In(h, g1, 92) — Jn)

converge uniformly to 0. Summing up all the results above, we get the

announced result. O
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In the sequel, we write

M: =I(T\) VI(T) VI(Ts)

and
g: =E(h|M)
We remark that
E(g | Z(T1) VI(Ts)) = go ,
E(g | Z(Th) VI(T3) = g1
E(g | Z(Ty) VI(T3)) = g> .

Furthermore

(22) [ oan= [ nan= [ ra.

4.2. Reduction to a special system. For i = 1,2,3, let (Y;, Vi, ;)
be a factor of X which is isomorphic to (X,Z(T;), ji). Denote by 7; :
X — Y] the factor map. Then v; := m;(i).

Since for j = 1,2,3, every o-algebra Z(T;) is invariant under the
transformation Tj, then each of these transformations induces a mea-
sure preserving transformation on each factor Y;.

The transformation T induces the identity on Y; and the transfor-
mations T and T3 induce the same transformation on Y;, which we

write R;. Therefore we have
R107T1 :7T10T2:7T10T3 .

By ergodicity of (X, X, 1, T1,Ts), the system (X,Z(T1), i, T>) is er-
godic and thus (Y7, v, Ry) is ergodic.

In the same way, we get a measure preserving transformation Ry on
Y5 and a measure preserving transformation Rz on Y3 with

— =1
Ryomy=myoT) =m0l

R307T3:7T3071 :71‘3ng .
As above, we have (Y3, 15, R2) and (Y3, v3, R3) are ergodic.
Let_ Y_: Y1 x Yy x Y3 and Y be the product o-algebra on Y. Define
T (X,M) — (Y,)) by m = m X my X 3. Let v be the image of u
under 7. Define
Sl :IdXR2 XR3 ,
(23) S = Ry x Id xR3
S3:R1XR51XId .
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By construction, 7 is a factor map, so 3—1(32) C M. On ‘the other
hand, 7~(Y) contains the o-algebras Z(T), Z(T,) and Z(T3), so is
equal to M =Z(T1) VI(Ty)VZI(T3). We get

Lemma 4.3. 7 is an isomorphism from (X, M, i, T1,T,,T3) to
(Y, )/, v, Sl, 52, 53)

We can thus identify these two systems and consider g as a function
on Y. Then we have

90 =E(g [ Y1 xY3),

g1 =E(g [ Y1 xYs),

g2 =E(g | Yo x ¥3) .
By (22), we have

(24) [ oav= [ au.

4.3. Description of the special system. We recall the properties

that will be used in the sequel:

(a) Fori=1,2,3, (Y;, Vi, v, R;) is an ergodic system.

(b) Y =Y] x Yy x Y3 is endowed with the product o-algebra ). The
projection Y — Y; is written ;.

(¢) v is a joining of vy, v and v3, meaning that, for i = 1,23, the
projection of v on Y; is equal to v;. Moreover v is invariant under
the transformations S, Ss, S5 defined in (23).

(d) For ¢ = 172,3, yz = I(SZ)

(e) (Y,V,v,S1,S,) is ergodic.

Remark. For i # j, Y is ergodic under S; and S;. By (d), the o-
algebra ); and ), are independent. In other words, the projection of
vonY; x Yj is equal to v; X v;.

The following proposition is a more precise description of v:

Proposition 4.4. Let (Z,0, R) be the common factor of the systems
Y1,Ys, Y3 spanned by the eigenfunctions corresponding to the common
eigenvalues of these three systems. Then for any oy € L¥(Y}), as €
L>*(Ys) and as € L*(Y3), we have

(25)

[ astwmastuast) dv = [ Blar | 2)(e1)Eles | 2)(2)B(as | 2)(en)

where m is the image of v on Z X Z X Z. In other words, v is the
conditionally independent product measure over Z X Z X Z.
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Proof. For v = 1,2,3 let IC; be the Kronecker factor of Y;. Since v is
invariant under S, we have

[ estastmastus) = 53 [ ast) - Fieatys) - Rt v

for every N. Since Y5, Y3 are independent, taking the limit as N — oo,
we have

/ 0es (32 (ys) v = / 01 (32) Fupey (08013 | T(Ryx Ra))(t, ) d

Note that the functions ay ® ag and E(as | Kg) ® E(ag | K3) have the
same conditional expectation on Z,,x,, (R X R3). Therefore we have

/ 1 (1) a () s (ys) s = / s (2) E oz | KCo) (92)E s | KCs) () o

By the same computation, substituting Sy for S;, we obtain

(26)
/ et (32 () s (y) v = / Eon | Ka) () E(a | o) (92)Es | Ka)(ys) dv

On the other hand, for i = 1,2, 3, the right hand side of (25) remains
unchanged if E(q; | K;) is substituted for ;. Therefore we can reduce
to the case that «; is measurable with respect to IC;. By density, we
can suppose that «a; is an eigenfunction of Y; corresponding to the
eigenvalue \;. By invariance of v under S; again, we get

/Oél(yl)oé2(y2)043(y3) dv = e(Ay + A3) /Oél(yl)oé2(y2)043(y3) dv,

thus [ aq(y1)ae(y2)as(ys) dv = 0 except if Ay = —As.
By the same argument, we have that [ a;(y1)as(y2)as(ys)dv = 0
except if Ay = Ay = —A3. The announced conclusion follows. O

We have the following description of the measure m:

Proposition 4.5. The measure m is the Haar measure on the compact
subgroup H of Z X Z x Z, where

H = {(2’1,22,23),21 + 29 — 23 = O} .

Proof. Let @ € Z be the element defining the translation R. Since v
is invariant and ergodic under the transformations S; and S,, then
the measure m is invariant and ergodic under the transformations
Id x Rx R and Rx1Id x R, that is under the translations by (0, o, @) and
(o, 0, ). The function z; + 29 — z3 is invariant under these translations

and by ergodicity it is equal to a constant c.
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Since the map z — z — ¢ is an isomorphism from (Z, 6, R) to itself,
we can thus reduce to the case that ¢ = 0 and m is concentrated on H.
Since the subset Z« is dense in Z, m is invariant under the translations
by (0,z,2) and (Z/,0,2’) for any 2,z € Z. Since these elements span
H, m is invariant under translation by any element of H, and thus m
is the Haar measure on H. U

4.4. Study of J,. In this section, let (Y,r,S1,S) be as described
in Section 4.3. We keep using the notation g, go, 91,92 and J, =

I,,(go, g1, g2) introduced above. From this point, the proof is parallel to
that in Section 2.2.

Proposition 4.6. For every e > 0, there exists an open neighborhood
U of 0 in Z, such that
|J0 — Jn’ <E€E.

for every n such that na € U.

Proof. More generally, we show for all bounded functions hg on Y] X Y5,
hy on Y] x Y3, and hs on Y X Y3, that there exists an open neighborhood
U of 0 in Z, such that

y/ho.hl~h2du—/h0-5?h1-sgh2du\ <e

for every n such that na € U.

Without loss of generality, we can suppose that max{|ho|, |h1|, |h2|} <
1. We first suppose that hg, hy, hy are product functions: ho(yi,y2) =
a(y1)B(y2), h(y1,ys) = o' (y1)7(y3), and ha(ye,ys) = B'(y2)7'(ys), for
some functions a, o’ on Yy, 8,03 on Y,, and v,7" on Y3, all of them
being bounded by 1 in absolute value. Then, for every n

/ ho-Sphy - S hady = / (aa) () - (B8') (92)- (37 ) (REys) i (g, o, )

By Proposition 4.4, this is equal to
[ Blaa’ | 2)0B(55 | 2)B (| 2)( -+ na) dm )
Set
U={t: [ IBO | 2)(en 1) ~ B | 2)(an)| dB(z0) < e,

then U is an open neighborhood of 0 in Z and|Jy — J,,| < € when na €
U.

By linearity, the neighborhood U with the announced property exists
when each h;, © = 1,2, 3, is a finite sum of product functions of the type

described above. The general case follows by a density argument. [
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Let € > 0 be as in Theorem 4.1, and let U be the neighborhood of 0
in Z defined by Proposition 4.6 with €/2 substituted for e. Let x be a
non-negative continuous function on Z, such that

/Xdﬁzl,

x(z)=0ifz ¢ U .

We keep the notation €, U, yx in the sequel.
By Proposition 4.2 and a density argument, we have

and

Corollary 4.7. The averages of the difference of
X(TLO&) (In - Jn)
converge uniformly to zero.

Lemma 4.8.

27 lim su
( ) N—M—»EO N —

Z X(na)(JO — Jn) < g .

ne[M,N)

Proof. If na ¢ U, then x(na)(Jo — J,) = 0. If naw € U, then by
Proposition 4.6,

€
x(na)|Jo — Jn| < 3 x(na) .

Since {na} is uniformly distributed in Z, the averages of x(n«) con-
verge uniformly to 1, this gives (27). O

4.5. End of the proof. We have the following estimate of Jy:
Corollary 4.9 (of Lemma 1.6).

Iz ([ gyt = ([ oyt
Proof. Since 0 < g < 1, we have
Jo=/go-91-g2dvz/g-go-gl-gzdv.
Applying Lemma 1.6 to the probability space (Y, r) with & = 3, A} =

Y1 x Yy, &, =Y x Y3 and A3 = Y, x Y3, the announced conclusion
follows. O

We can now resume the proof of Theorem 4.1:
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Proof of Theorem 4.1. By Corollary 4.9, it suffices to prove that the set
E: ={n€Z: I, > Jy— €} is syndetic. Suppose by contradiction that
E is not syndetic. Then there exists a sequence of intervals [M;, N;)
whose lengths N; — M; tend to infinity and such that I,, < Jy — € for
every ¢ and every n € [M;, N;). Therefore

1 1
(28) N, — M, Z x(na)(Jo = I,) > N, 0, Z x(na) - €
n€[M;,N;) n€[M;,N;)

for every ¢. Taking the limsup of both sides, since the averages of
X(na) converge uniformly to 1, we get that the limsup of the left hand
side of (28) is greater than or equal to e.

On the other hand, it follows from Corollary 4.7 and Lemma 4.8 that
the lim sup of the left hand side of (28) is less than or equal to €/2. We
have a contradiction. 0

5. PROOF OF THEOREM 1.2

Let (Y,v,S) be the two-side (3,3, 5)-Bernoulli-shift. This means
that {0, 1,2} is endowed with the uniform probability measure 7, and
that Y = {0,1,2}% is endowed with the product measure v = 7Z. The
points of Y are written y = (y,: n € Z) where y,, € {0, 1,2} for every
n. The shift map S is given by (Sy), = yn11 for every n.

Define
(X, 1,11, T5) = (Y xY xY,rxvxvySxIdxS Id xS x S).
Since (Y, v, S) is weakly mixing, the system (X, u, T, T3) is ergodic.
For (i,7,k) € {0,1,2}3, let f(i, j, k) be defined by the following table:
i=0 | i=1 | i=2
0(001{001 (111

—.
Il

j=1/011{001[1160
j=21110{111[1060
k=1012]012]012

Let F' be the function on Y xY xY defined by F(y, z, w) = f(yo, 20, Wo)-
Then F' is an indicator function of some measurable subset A C X. For
every n # 0, we have

WANTPANTIA) = / F-T"F - Ty F dy
= /F(y, z,w) - F(S ™y, z,S"w) - Fy,S™ "z, S "w) du(y, z,w)

= /f(y07 20, wO) : f(yfny 20, 'wfn) ' f(yO; Z—ny wfn) dlu’(y7 Z, U))
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Since n # 0, the variables at the position 0 are independent with
those at the position —n, we have

WANTIANTLA)

= /f(y, 2w )y z,w) [y, 2 w) dr(y)dr (y )dr (2)dr (') dr (w)dr (w')

= 5 X SGRRGRGT R

i7j7k7i/7j/7kl
By computation, for every integer n # 0, we have

145 16
ANTPANTIA) = — < 0.96(—)3
PANTTANTYA) 729<096(27)

1
= 0.96(5 > fi.4, k)7 = 0.96(u(A)) .
irjok
Let 0 < ¢ < 1. There exists an integer [ > 0 such that (0.96)! < c.
Let (X', p/,T],T3) be the [-times product system of (X, u, T7,T5), and
A" be the [-times product of set A. Then the system (X', u/, 77, T3) is
ergodic and the set A’ satisfies the announced property.
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