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Présentation de ’auteur

Commengons par une description extraite du film Le cave se rebiffe (1961), dite par le personnage
qu’interpréte Bernard Blier d’un tenancier d’une maison close qui s’adresse & son notaire véreux :

Parce que j’aime autant vous dire que pour moi, Monsieur Eric, avec ses
costards tissés en Ecosse a Roubaix, ses boutons de manchette en simili et ses
pompes a l’italienne fabriquées a Grenoble, eh ben, c’est rien qu’un demi-sel.
Et 13, je parle juste question présentation, parce que si je voulais me lancer
dans la psychanalyse, j’ajouterais que c’est le roi des cons ... Et encore, les
rois, ils arrivent a l’heure ... Parce que j’en ai connu, moi, mon cher Maitre,
des Rois ... Et pis pas des p’tits ... Des Hanovre ... Des Hohenzollern ... Rien
qu’du micheton garanti croisade ... Mais vous m’voyez-la, maintenant, mais moi,
j’ail pas toujours tenu un clandé! ... Vous avez pas connu la rue du chalabais ...
Soixante chambres! ... Et y z’ont filé tout ¢a aux P’tites Soeurs des Pauvres!
... Quand j’y pense, tiens ... Alors, c’est pour vous dire que votre ami Eric, ses
grands airs, y peut s’les cloquer dans 1l’baba!

Il se peut qu’il y ait un lien avec ma formation universitaire :

1991 — 1994 Classes préparatoires au Lycée Descartes de Tours.

e 1994 — 1998 Eléve a I'Ecole Normale Supérieure. Etudes a Paris VI et a Orsay.

1999 — 2001 Theése de doctorat a 1'Université Jean Monnet de Saint-Etienne, sous la
direction de Sinnou David, Guy Diaz et Michel Waldschmidt.

e 2002 — x x x Maitre de Conférences a I’Université Joseph Fourier de Grenoble.
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Textes issus de la thése de doctorat
(soutenue en décembre 2001).

[G1] Mesures d’indépendance linéaire de logarithmes dans un groupe algébrique commu-
tatif. Invent. Math., 162(1) : 137-188, 2005. (Résultats annoncés dans C. R. Acad. Sci, 1
333 : 1059-1064, 2001.)

[G2] Formes linéaires de logarithmes effectives sur les variétés abéliennes. Ann. Sei. Ecole
Norm. Sup., 39(5) : 699-773, 2006.

Textes postérieurs a la thése de doctorat.

[G3] (avec M. ABLY). Approximation diophantienne sur les courbes elliptiques & multi-
plication complexe. C. R. Acad. Sci. Paris, 337 (Sér. 1) : 629-634, 2003.

[G4] Etude du cas rationnel de la théorie des formes linéaires de logarithmes. .J. Number
Theory, 127(2) : 220-261, 2007.

[G5] Minorations simultanées de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques.
Texte au repos avant corrections. 20 p., mai 2009.

[G6] Pentes des fibrés vectoriels adéliques sur un corps global. Rend. Sem. Mat. Univ.
Padova, 119 : 21-95, 2008.

[GT7] Géométrie des nombres adélique et lemmes de Siegel généralisés. Manuscripta Math.,
130(2) :159-182, 2009.

Les textes [G1] & [G5] concernent la théorie des formes linéaires de logarithmes. Les textes [G6] et
[G7] portent sur la théorie des fibrés vectoriels adéliques. Afin de rendre plus lisible les références
a nos articles, nous les noterons [G1] ... comme ci-dessus, contrairement aux articles d’autres
auteurs référencés par un nombre entre crochets, qui renvoie a 'une des deux bibliographies qui se
trouvent a la fin de chaque partie de ce mémoire.
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1. Introduction

La géométrie des nombres est un outil incontournable de l’approximation diophantienne,
comme nous le verrons dans la seconde partie avec les lemmes de Siegel par exemple. Une des
facettes de cette théorie s’intéresse a la question de l'intersection d’un ensemble convexe® de R™
avec un réseau complet’ de cet espace. Cependant ces objets de base s’avérent étre des carcans
assez rigides a 'usage, par exemple lorsque I'on a un corps de nombres k qu’il faut plonger dans
R*Ql avant de pouvoir travailler. De plus Panalogie entre corps de nombres et corps de fonc-
tions d’une variable (c.-a-d. une extension finie de (Z/pZ)[X]) ne peut pas se manifester dans ce
contexte. C’est une des raisons pour lesquelles a été percue au début du vingtiéme siécle la né-
cessité de considérer simultanément toutes les places de k, c.-a-d. a la fois les plongements de k
dans les corps archimédiens R et C (les « places a U'infini » de k) et les plongements dans les corps
p-adiques liés aux idéaux premiers de 'anneau des entierst O, de k (les « places ultramétriques »
de k). L’essor de la notion d’adéle a travers les travaux de Hensel, Hasse, Chevalley, Artin et Weil
(pour ne citer que quelques-uns des mathématiciens qui ont contribué a cette entreprise) a permis
de concrétiser ce besoin. Pour se rafraichir la mémoire, rappelons simplement qu’un élément x de
lanneau des adéles Qa de Q est un multiplet (2o, (2)p), OU p parcourt les nombres premiers de
Q, tel que z € R, x, € Q,, pour tout p et tel que x, € Z,, pour tout nombre premier p en dehors
d’un ensemble fini (qui dépend de z). Cette définition se généralise a un corps global &k (corps de
nombres ou corps de fonctions) et ensemble ka des adéles de k posséde une structure d’anneau
topologique, localement compact, pour I’addition et le produit composante par composante. A
chaque place v de k correspond un morphisme injectif de corps ¢, : k — k, (k, est le complété
de k en la place v) qui permet de considérer le plongement diagonal k — ka, x +— (t,(2)),. Via
ce plongement, I’on montre que k est un sous-groupe discret de (ka,+) tel que le quotient ka /k
est compact. Plus généralement, étant donné un k-espace vectoriel E de dimension finie, I’espace
FE se présente comme un réseau de Eap := E ® ka, analogue aux réseaux de la géométrie des
nombres classique. C’est pour fournir un équivalent des corps convexes qu’il est utile de considérer
la notion de fibré vectoriel adélique sur Spec k. Sans entrer dans les détails pour 'instant, disons
qu’un fibré vectoriel adélique E est la donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension finie et de
normes ||HEU sur chaque espace E @, C,,, soumises & quelques conditions techniques. Etant donné
un adeéle r = (r,,), € ka, la boule adélique

B(0,r) := {x = (2,)0 € Ea; Vv, |allg, < |r1,|v}

a les propriétés d’un corps convexe. L’on se trouve ainsi en présence de tous les ingrédients requis
pour élaborer une géométrie des nombres adélique. L’article [GT] présente les théorémes classiques
de Blichfeldt, Minkowski et van der Corput, écrits dans ce cadre. Ce méme article compare plusieurs
notions de minima successifs, qui ne sont pas équivalentes entre elles. Ce point est nouveau par
rapport & la théorie classique, dans laquelle, le i*™¢ minimum relatif au corps convexe C et au réseau
Q) est la borne inférieure des nombres réels » > 0 tel que rC'N<) posséde i vecteurs libres. Toutefois,
au commencement, ce n’est pas la souplesse du langage de la théorie des fibrés vectoriels adéliques
sur Speck qui nous a conduit a 1’étudier. La terminologie « fibré vectoriel adélique (hermitien) »
provient de la géométrie d’Arakelov et plus précisément des travaux de Bost des années quatre-
vingt-dix qui mit en place le formalisme des pentes de fibrés vectoriels hermitiens sur le spectre de
I’anneau des entiers d’un corps de nombres. Un tel objet est la donnée d’un Og-module projectif £
de type fini et d’une collection de normes ||.||¢ ., aux places archimédiennes v de k, invariantes par
conjugaison complexe. On peut I'interpréter comme un cas particulier de fibré vectoriel adélique. A
de tels fibrés sont associés des nombres réels appelés degrés d’Arakelov qui, divisés par le rang de &,
deviennent des pentes d’Arakelov. A I'occasion de cours de troisiéme cycle donnés a I'Institut Henri
Poincaré en 1997 et 1999, Bost a effectué une étude systématique de ces nombres, élaborant ainsi
une véritable théorie des pentes. De ces cours et de Darticle fondateur [3] est issue une méthode —
dite méthode des pentes — destinée a prouver des énoncés de transcendance et d’approximation

*On demande souvent & cet ensemble de posséder 1’origine comme point intérieur, d’étre compact et symétrique
par rapport & l'origine. C’est alors une boule unité fermée pour la norme jauge.

fC.-a-d. un Z-module de rang n de R™.

#1’ensemble des éléments = € k pour lesquels il existe un polynéme unitaire P € Z[X] tel que P(z) = 0 est un
sous-anneau de (k, +, X), appelé anneau des entiers de k.
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diophantienne. La grande force de la méthode des pentes est de s’adapter naturellement a un
probléme de nature arithmético-géométrique. Son utilisation renforce la clarté de 'argumentation
en séparant distinctement les contributions, tout en faisant ressortir les invariants naturels et
géométriques des objets qui sont en jeu. Par exemple, elle a permis de mettre en lumiére et de
démontrer un critére d’algébricité de feuilles formelles [4]. Nous Pavons également utilisée pour
fournir des minorations de formes linéaires de logarithmes de variétés abéliennes principalement
polarisées, minorations qui sont totalement explicites en la dimension et la hauteur de Faltings de
la variété [G2]. A I'usage, il arrive parfois que le cadre des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Oy,
dans lequel s’applique la méthode des pentes s’avére lui aussi trop rigide. A la suite des travaux
de Zhang [26], Maillot [17] ou bien encore de Rumely et al. [21], il est apparu que, si ’on souhaite
construire une hauteur canonique sur les cycles d’une variété projective X munie d’un fibré en
droites ample M, les métriques que ’on doit mettre sur M ne sont pas en général hermitiennes mais
seulement continues. Cela empéche alors de mettre en ceuvre la méthode des pentes telle quelle,
comme on aimerait le faire par exemple avec I'espace vectoriel des sections globales H(X, M).
Ces observations nous ont amené & examiner & nouveau le formalisme des pentes pour des fibrés
vectoriels munis d’une structure plus souple que celle des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O.
La généralisation de la théorie des pentes de Bost au champ adélique est le sujet de l'article [G6]. La
plupart des résultats de cet article sont obtenus au moyen d’une comparaison avec le cas des fibrés
adéliques hermitiens, comparaisons qui induisent un terme d’erreur constitué de deux éléments :
le défaut de pureté (relatif aux places ultramétriques de k) et le défaut d’hermitianité (qui ne
concerne que les places archimédiennes). Cette démarche comparative est courante dans 1’étude
de la géométrie des espaces de Banach de dimension finie (dite géométrie de Minkowski), source
d’inspiration pour notre travail. Un aspect intéressant de cette approche est que les termes d’erreurs
induits sont trés bien controlés. Ils sont bornés par une fonction explicite de la dimension du fibré
vectoriel adélique et du degré de k. De plus, ils disparaissent dans le cas hermitien. Ceci assure que
les énonceés établis dans Uarticle [G6] sont des généralisations du cas « classique », hermitien sur
Spec O.

Dans les pages qui suivent, nous donnons quelques éléments de la théorie des fibrés vectoriels
adéliques sur Spec k (k corps global), sans démonstration (pour lesquelles on peut se référer a [G6]
et [GT]). Cette théorie revét un aspect assez élémentaire et I'on ne supposera connu du lecteur
aucune connaissance particuliére relative a la théorie des pentes « classique ».

2. Fibrés vectoriels adéliques

Suivant en partie Rumely et al. [21], nous définissons ici une notion de fibré vectoriel adélique
sur Spec k, qui généralise celle de fibré vectoriel hermitien sur Spec Oy, qui est a la base méme de
la géométrie d’Arakelov.

Soit k£ un corps global et v une place de k. On note C, la complétion d’une cléture algébrique
de k,. Si K est une extension finie de k et w une place de K au-dessus de v, on a un isomorphisme
topologique de corps valués C,, ~ C,. Soit F un k-espace vectoriel. Une norme sur E ®; C, est
une application |||, : £ ® C, — R" qui satisfait aux trois conditions :

(i) Ve e EQC,, ||z|ly =0 < z=0.

(ii) Va € E® C,, VA € Cy, || Az|ly = [Alv [|12]]0-

(iii) Va,y € E@ Cy, |lz 4+ yllo < [lzflo + 1yl

Commengons par trois définitions qui plantent le décor de cette histoire.

FIBRE VECTORIEL ADELIQUE . Soit n un entier naturel. Un fibré vectoriel adélique E =
(E, (||-]lv)v) de dimension n sur Speck est la donnée d’un k-espace vectoriel E' de dimension finie n
et d’une famille de normes ||.||, sur £ ®;, C,, aux places v de k, soumise aux contraintes suivantes :

1) Tl existe une k-base (e, ...,e,) de E telle que, pour toute place v ultramétrique en dehors
d’un nombre fini, la norme sur F ®; C, est donnée par

n
E Ti€4
i=1

2) Soit Gal(C,|k,) I'ensemble des automorphismes continus qui laissent invariants les élé-
ments de k,. Alors ||.|, est invariante sous l'action de Gal(C,lk,) : étant donné une

= max {lail,}
v
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k,-base (aq,...,ap) de E®y ky, et (x1,...,2,) € C?, 0 € Gal(C,|k,), on a
lo(x1)ar + ...+ o(zn)an|le = |lx101 + - - + Zpan|v -
3) Siwv est ultramétrique alors
Va,y € E® Cy, |z +yllo < max{[[zfl, [[yllo}
(ultra-norme selon la terminologie de Bourbaki).

Un fibré en droites adélique est un fibré vectoriel adélique de dimension 1.

Pour mesurer les défauts des normes aux places ultramétriques d’un tel objet, nous avons
besoin de la notion suivante.

PURETE . Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec k et v une place de k. Nous dirons que E
est v-pur si, pour tout x € E, la norme ||z[|5 , de x appartient a 'image |k, |, de k, par sa fonction

valeur absolue. Lorsque cette propriété est satisfaite en toutes les places de k, nous dirons que E
est pur.

Cette propriété est toujours vraie aux places archimédiennes de k (lorsqu’il y en a).

HERMITIANITE . Un fibré adélique hermitien est un fibré vectoriel adélique pur dont toutes
les normes aux places archimédiennes de k£ sont hermitiennes.

Ezemples. Pour tout p € [1,+00], on dispose du fibré vectoriel adélique pur (k™,|.|,) (qui est

hermitien lorsque p = 2) o1, pour toute place v de k et tout vecteur (z1,...,x,) de CI! on a
>, |z [2)"/* si v est archimédienne et p < +o00
|($1,...,£L’n)|p7v = p .
max {|Z1|v,- -, |Tnly} sinon.

Au-dela de cette famille d’exemples, il y a aussi ceux qui établissent le lien avec la géométrie des
nombres classique. Soit n un entier > 1 et C' C R’ une partie convexe ayant 0 comme point
intérieur, compacte et symétrique par rapport a l'origine. Cet ensemble est la boule unité fermée
de R™ muni de la norme jauge :

VzeR" |zlc:= inf{A> 0; ; € C} .

Soit © un réseau complet de R™. 1l existe une base (w1, ...,w,) de R™ telle que Q = @?:1 Z.w,.
Le Q-espace vectoriel {2 ®z Q peut alors étre muni d’une collection de normes (||.||,)», indexée par
les places v de Q, de la maniére suivante :
e Si v est la place archimédienne oo de Q alors, pour tout x = a+ib € Q®z C (a,b € R"),
on a ||z := (llallE + [IblI2) "3,
e si v est ultramétrique alors, pour tout (z1,...,z,) € CZ, on a

n
> wjw|| = max{|@ilu, .. |Talu} -
j=1 v

Les normes aux places ultramétriques ne dépendent pas du choix de la Z-base (w1, .. .,w,) de  car
une matrice de GL,,(Z) est une isométrie pour la norme du maximum ultramétrique. Sa structure
entiére est donnée par €, i.e.

ND={zeQ®zQ; Vv#oo, |z|,<1}.
Avec un léger abus d’écriture, on notera (€2, ||.||¢) le fibré vectoriel adélique pur ainsi construit.
Défauts de pureté et d’hermitianité. Soit v une place de k et E un fibré vectoriel adélique
sur Spec k, de dimension n > 1. Etant donné une k,-base (ey, ..., e,) de E, := EQyk,, considérons

le nombre réel dg(eq, . . ., €, ) défini comme la borne inférieure des produits ab ot a et b appartiennent
a |k, |, et satisfont a la condition suivante : pour tout x = Z?:l ze; € EQy ky, o0 a

(2) a_1|(x1,...,xn)

2,v < ||xHF7U < b‘(xh cee 7mn)|2,v .



tel-00585976, version 1 - 14 Apr 2011

3. DEGRE D’ARAKELOV ET HAUTEUR 15

De telles quantités a, b existent toujours par équivalence des normes en dimension finie. Soit kg := Q
si k est un corps de nombres et ko := Fp[T] si k est un corps de fonctions (de caractéristique p).
On note n, := [ky : (ko),] le degré local* de k en la place v.

DEFINITIONS .

(i) Le défaut de E en la place v est la quantité §(E,, [l ,,) définie comme la borne inférieure
des do(eq,...,e,) lorsque (eq,...,e,) parcourt les k,-bases de F,.
(i) Le défaut de pureté (normalisé) de E est 6,(E) = [[, ;. 6(E., ||.||E,U)””/[k:k°] (dans ce
produit v parcourt les places ultramétriques de k).
(iii) Le défaut d’hermitianité (normalisé) de E est A, (E) := I1,)00 6 (B0, H,||Ev)"v/[kik0] (dans
ce produit v parcourt les places archimédiennes de k). Ce produit vaut 1 lorsque & est un
corps de fonctions.

vfoo

Ces quantités mesurent la distance qui sépare E d’un fibré vectoriel adélique pur ou hermitien.
L’on peut montrer que E est pur si et seulement si 6, (E) = 1. De méme, le fibré adélique E est
hermitien si et seulement si A, (E) = 0,(E) = 1. On a aussi un controle assez fin de ces défauts :

PROPOSITION .

(i) Soit v une place ultramétrique de k et 7, une uniformisante de l’anneau de valuation de
ky. Alors on a 6(Ey,|.||5,) € {1,|mu|5 '} De plus §(E,, [-15.,) =1 si et seulement si E
est v-pur.

(i) Soit v une place archimédienne de k. Alors on a 6(Ey,|.||5,,) € [1, V2n]. En particulier,

on a lencadrement 1 < AL (E) < v/2n.

Si le point (i) résulte des définitions, le point (ii) repose sur le célébre théoréme de John [15]
suivant. Rappelons qu'un ellipsoide de R™ est la boule unité fermée d’une norme euclidienne sur
R"™.

THEOREME DE L’ELLIPSOIDE DE JOHN . Etant donné un corps conveze C de R", symétrique

par rapport & origine, il existe un unique ellipsoide J(C) inclus dans C et de volume mazimal.
De plus on a C C \/nJ(C).

Dans la pratique, si 'on dispose d’un fibré vectoriel adélique E = (E, (||.||% ,)v) quelconque sur
Speck, 'on peut 'approcher d’aussi prés que I'on souhaite par un fibré adélique hermitien. Plus
précisément, pour tout € > 0 il existe une collection de normes (||.|[5 . ,)v telles que

1) E. = (E,(||.|l§.,)v) est un fibré adélique hermitien sur Speck,
2) pour toute place v de k, pour tout x € E ®y, ky,, on a

2z e < l2lz0 < 6B, [I-IE,,) (1 +e)*

2|50
ou ¢, € {0,1} est nul si et seulement si v est ultramétrique.

Cette propriété permet d’utiliser ponctuellement des métriques hermitiennes pour des démonstra-
tions de cas généraux. De plus, la petitesse des termes d’erreurs mentionnée dans la proposition
ci-dessus est souvent suffisante pour les problémes d’approximation diophantienne.

3. Degré d’Arakelov et Hauteur

Dans ce paragraphe, on introduit des quantités qui permettent de mesurer la taille globale d’un
fibré vectoriel adélique et la taille des vecteurs de celui-ci. Rappelons auparavant la définition de
boule adélique vue dans l'introduction : pour r = (r,), € ka, on pose

B (0,7) == {a: — (@)y € Ea; Vv, |allg, < |7"U|U}-

Sir=(1,1,...), on note plus simplement r = 1.

*L’entier n, vaut 1 (resp. 2) si v est une place archimédienne réelle (resp. complexe). Si k est un corps de
nombres et si v est ultramétrique au-dessus du nombre premier p, on a ny, = [ky : Qp).
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DEFINITIONS . Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck de dimension n > 1. Soit vol une
mesure de Haar sur le groupe localement compact (k’x,+) et ¢ : E — k™ un isomorphisme de
k-espaces vectoriels. La hauteur normalisée de E est le nombre réel

2 ((YlBen ) (0. 1)\ T
(B = ( Vol(6(B(0, 1)) ) |

Le degré d’Arakelov normalisé (que I'on peut aussi appeler degré adélique normalisé) de E est

d/e\gnE := —log H,(E). La pente d’Arakelov normalisée (ou pente adélique normalisée) de E est

fin(E) = (deg, B)/n.
Les définitions de ces quantités ne dépendent ni du choix de la mesure de Haar (proportionnelles
entre elles) ni du choix de Iisomorphisme ¢ (formule du produit). Le terme au numérateur dans

H, (E) est un terme de normalisation qui assure que la hauteur du fibré adélique hermitien (™, |.|2)
vaut 1 (héritage d’Arakelov!). Par exemple, la hauteur de (€, ||.||c) vaut

V., covol(Q2)

HQ, |lo) = vol(C)

- V,, désigne le volume de la boule euclidienne de R™ mesuré par rapport & la mesure de
Lebesgue usuelle,

- vol est une mesure de Haar sur R,

- covol(Q) est la mesure du quotient R™/ induite par vol (*).

De la méme maniére, on a une notion de hauteur pour les vecteurs de F : si x € FE, la hauteur
(normalisée) de x relative a E est

Hy(x) = (H xllzijv>
v

(dans ce produit, v parcourt toutes les places de k). Si E = (Q, (||, (|-|5)p)) (c-a-d. Q muni des
valeurs absolues usuelles sur chacun de ses complétés) alors la hauteur de a/b € Q\ {0}, pour des
entiers a et b premiers entre eux, est simplement max {|al, |0/}

Propriétés. L’article [G6] décrit de maniére systématique les propriétés de la hauteur et du
degré d’Arakelov relatives aux diverses opérations que 1’on peut faire sur la catégorie des fibrés vec-
toriels adéliques : sous-fibré, quotient d’un fibré par un sous-fibré, somme directe, dualité, produit
tensoriel, produit symétrique, produit extérieur, déterminant. Plutét que de faire une longue liste
de ces propriétés, mentionnons simplement quelques difficultés et la maniére dont nous les avons
résolues. Dans cette discussion, E désigne un fibré vectoriel adélique sur Spec k.

w Tout d’abord, un sous-fibré adélique de E est la donnée d’un sous-espace vectoriel F' de E,
que 'on munit des normes de E restreintes 4 F. Mais si E est 'exemple (€2, ||.||c) de la géométrie des
nombres classique, il faut prendre garde que si U est un sous-groupe de {2, le fibré adélique (U, ||.||¢)
n’est pas a priori un sous-fibré adélique de (€, ||.]|c) car les structures entiéres ne coincident pas
en général. Pour que cela soit le cas, il faut et il suffit que U soit égal & (U ®z Q) N i.e. que le
quotient /U soit sans torsion, ou, ce qui revient au méme, que U soit facteur direct dans 2. C’est
la raison pour laquelle apparait parfois dans les calculs de hauteur 'indice [(U ®z Q) N : U].

w Le dual E' de E est Pespace vectoriel dual EY = Homy, (E, k) muni des normes duales de
celles de E. Si E est hermitien alors HH(E)HH(EV) = 1. Mais, dans le cas général, cette égalité
n'est plus vraie a priori et nous savons seulement montrer que H,(E)H,(E") € [1,¢"] pour une
certaine constante absolue ¢ > 1, qui n’est pas connue!. Si la minoration par 1 est la conséquence
d’un théoréme ancien de Blaschke-Santalo [1,23], la majoration résulte du théoréme suivant de
Bourgain & Milman [5] (1987). Si C est un corps convexe de R™, le polaire de C est 'ensemble
C°={pe R")"; |p(C)| C0,1]}.

*Si vol est la mesure de Lebesgue usuelle sur R™ alors covol(2) = |det(wi,...,wn)| pour toute Z-base
(wiy...,wn) de Q.
TToutefois 1’'on peut montrer le résultat explicite Hy(E)Hy (EV) < (en)™ a l’aide d’un théoréme de Mahler [16].
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THEOREME DE BOURGAIN & MILMAN . Soit vol une mesure de Haar sur (R"™,+) et vol" la
mesure adjointe” sur le dual (R™)V. Alors il existe une constante absolue ¢ > 1 telle que, pour tout
corps convexe C' de R™, on a

vol(b2) vol(2)") _
vol(C) vol’(C°) —

ot b2 est la boule unité fermée de l’espace euclidien (R™,|.|2).

w e produit tensoriel de fibrés vectoriels adéliques posent de sérieux problémes. La raison est
que l'on aimerait que le produit ® soit « naturel » et défini de sorte que si E et F sont hermitiens
alors il en est de méme pour E ® F. Cela ne fonctionne pas si I’'on choisit les normes d’opérateurs
sur E ®y F ~ Homy(FE, FV¥) (7). Cette problématique est en réalité du ressort de la géométrie des
espaces de Banach (de dimensions finies pour nous). Comment faire « naturellement » le produit
tensoriel de deux espaces de Banach? La réponse est qu’il existe beaucoup de stratégies, toutes
plus naturelles les unes que les autres, dont les descriptions, études, comparaisons requiérent de
savants ouvrages® (par exemple [9,22]). Heureusement nous avions deux atouts pour résoudre cette
difficulté. Les espaces que 'on considére sont de dimension finie, ce qui élimine d’emblée d’affreux
ennuis et, d’autre part, les propriétés du produit tensoriel d’espaces normés que 'on demande
pour pouvoir travailler sont trés modestes. En réalité, si E := (E, ||.|[g) et F := (F, ||.||r) sont deux

R-espaces vectoriels normés, il suffit que la norme «(.;E, F) sur E ®g F vérifie deux conditions :

(i) Pour touse € Eet f € F, on a a(e ® f;E,F) < |le|lel/fllF,
(ii) siu: E— E et v: F — F sont deux applications linéaires alors la norme d’opérateur de
u ® v est plus petite que le produit des normes d’opérateur de u et v.

Ces conditions sont celles d'une (finitely generated) uniform crossnorm, selon la terminologie de
Schatten (voir [22], chap. 6). On ajoute souvent une troisiéme condition, & savoir que si E et F sont
euclidiens alors a(.; E, F) est la norme euclidienne usuelle sur le produit tensoriel E®g F (on dit alors
que la norme « est euclidienne). Un point crucial est que 'on peut exhiber au moins une norme
euclidienne « ; par exemple, les normes de Chevet-Saphar d’ordre 2 conviennent (voir [22] ou [G6,
p. 34]). Tout ceci se transpose aux fibrés vectoriels adéliques, ce qui nous a conduit a introduire
la notion de norme tensorielle adélique d’ordre ¢ (éventuellement hermitienne). Le ¢ qui apparait
est le nombre de fibrés dont on fait le produit tensoriel. La conclusion est que pour faire le produit
tensoriel de ¢ fibrés vectoriels adéliques, il faut ces ¢ fibrés et le choix d’une norme tensorielle
adélique d’ordre ¢. En particulier, les normes sur les produits symétrique et extérieur d’un fibré
vectoriel adélique dépendent elles-aussi du choix d’une norme tensorielle adélique, car elles sont
obtenues par quotient de normes sur des produits tensoriels. Une fois ces obstacles surmontés, il
n’est pas difficile de voir que la pente d’Arakelov d’un produit tensoriel de fibrés adéliques (E;);,
relatif & une norme tensorielle hermitienne, est la somme des pentes de chacun d’entre eux plus un
terme d’erreur borné par Y, log (An(E;)én(E;)).

4. Géométrie des nombres adélique

Une des questions les plus courantes en géométrie des nombres est ’estimation du nombre de
points d’un réseau dans un corps convexe. Ici, selon la correspondance mentionnée dans l'intro-
duction, cela revient & s’intéresser & I'intersection £ N Bx(0,7) pour un fibré vectoriel adélique E
et un adéle r € ka. Cet ensemble est un ensemble fini car E est discret dans Ea et la boule est
compacte. Dans [G7], nous avons établi une minoration du cardinal de cet ensemble, qui dans sa
forme classique est attribuée a van der Corput [8].

*Soit e = (e1,...,en) une base de R™. Soit & C R"™ l'ensemble {z1e1 + -+ + znen;Vi, 0 < z; < 1} et
#¥ C (R™)" 'ensemble construit de la méme maniére avec la base duale de e. Alors volY est 'unique mesure de
Haar sur (R™)" telle que vol(Z?) vol" (V) = 1.

fSauf si k est un corps de fonctions! En réalité la discussion qui suit n’est intéressante que si k est un corps de
nombres, c.-a-d. si k posséde au moins une place archimédienne.

11 semble méme que ce soit Grothendieck qui ait véritablement lancé le sujet avec une série de résultats
fondamentaux, dont certains sont issus de sa thése! (voir, par exemple, [12,13]).
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INEGALITE DE VAN DER CORPUT ADELIQUE . Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck,
de dimensionn > 1, et r € k‘z. Alors on a
vol(B(0, )
2n[k:kold covol(E)

< card(ENB%(0,7))

ot § vaut 1 si k est un corps de nombres et O si k est un corps de fonctions.
C’est une conséquence directe du

THEOREME DE BLICHFELDT ADELIQUE . Soit £,n € N\ {0} et E un fibré vectoriel adélique
sur Speck, de dimension n > 1. Soit e € E ® ka. Soit vol une mesure de Haar sur (Ea,+) et
covol(E) la mesure du quotient Ea /E induite par vol. Supposons que

(%) Lcovol(E) < vol(Bg(e, 1)) .

Alors il existe £ + 1 points distincts e, ..., e, de Bg(e, 1) tels que, pour tous i,j € {0,...,£}, on a
ei —e; € E. Si k est un corps de nombres, cet énoncé reste vrai lorsqu’il y a égalité dans (%).

Les démonstrations de ces résultats suivent de prés celles du cas classique. Si r = (1), € ka,
on note |r|a le produit (parfois nul) ], Iro|me /Rl - appelé module (normalisé) de r. L'inégalité

de van der Corput montre que, pour tout r = (r,), € k tel que

1
covol(E) ' kol
20 [
a2 (igao)

il existe z € E \ {0} tel que ||z, < |rv|o pour toute place v (variante du premier théoréme de
Minkowski). Plutot qu’un seul x on aimerait une base de E et cela conduit a la notion de minima
successifs de E. La premiére propriété de la définition d’un fibré vectoriel adélique légitime une

partie des trois définitions suivantes de minima successifs que ’on rencontre dans la littérature.

DEFINITIONS DES MINIMA SUCCESSIFS . Soit i € {1,...,n}. Le i®™® minimum (normalisé)
relatif a F est :

1) Selon THUNDER [24] : la borne inférieure \;(E) de 'ensemble des nombres réels positifs
de la forme |r|a ot 7 € ka est tel que E N B%(0,r) contienne ¢ vecteurs k-linéairement
indépendants.

2) Selon BOMBIERI & VAALER [2] : la borne inférieure APV (E) de I'ensemble des nombres
réels positifs A tel que £ N B#(0,7) contienne i vecteurs k-linéairement indépendants ot
r désigne 'adéle valant 1 aux places ultramétriques et A aux places archimédiennes.

3) Selon ROY & THUNDER [20] et VAALER [25] : la borne inférieure A;(E) des nombres réels
A pour lesquels il existe une famille libre de E & i éléments et dont chaque élément est de

hauteur normalisée plus petite que A.

La définition 2) de Bombieri & Vaaler n’est possible que si k est un corps de nombres (puis-
qu’elle requiert 'existence d’au moins une place archimédienne). Avoir trois définitions possibles
et relativement naturelles pour les minima successifs peut sembler déroutante au début. De ces
définitions découlent immédiatement les inégalités

(3) Vie{l,...,n}, M(E)<NE)<IBV(E).

Si E est pur on peut montrer que A\ (E) = A;(E). De plus, si k = kg alors les trois inégalités de (3)
sont des égalités. Cela explique pourquoi dans le cas classique (kg = Q) l'on n’a dégagé qu’une
seule définition de minima successifs A;(C, 2) (rappelée dans l'introduction, p. 12) car dans ce cas
tout coincide :

A [ lle) = M@ [1le) = A2V (Il lle) = M(C, Q)
Mais ’exemple suivant, que m’avait suggéré Gaél Rémond, montre que ce fait ne s’étend pas en

général aux minima autre que le premier si k n’est plus le corps de base.

EXEMPLE . Soit k = Q(v/2) et w,w’ ses deux places archimédiennes : |a + bv/2|,, = |a 4+ bv/2]
et |a+bv2|y = |a—byv/2|. Posons 7o := (141/2)/2. Soit E le fibré vectoriel adélique sur k d’espace
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vectoriel k2 et de normes :
max {|z|v, [ylv/2} siv=uw,
V(z,y) €kl (zy)lg, = max{|z|, 2y} siv=u
max {|x|y, |y|v } si v est ultramétrique.
Alors on a A1 (E) = A\ (E) = ABV(E) = 1 tandis que A2(E) = 1, \o(E) = /70 et \ZV(E) = ry.
Mentionnons que ces différents minima, méme s’ils sont distincts en général, restent toutefois
comparables, comme Pavaient remarqué avant nous Christensen & Gubler (voir lemme 2.11 de [7]).
La comparaison fait intervenir le discriminant ou le genre de k selon la caractéristique de k.
Grace a l'inégalité d’Hadamard®, on montre facilement que le produit A1 (E) - - A, (£) est plus
grand que Hy(FE)/(An(E)dy(E))"™. Une majoration de ce produit est plus difficile a obtenir. Il
s’agit pour l'essentiel d’un résultat de Bombieri & Vaaler [2] si k est un corps de nombres et de
Thunder [24] sinon.

SECOND THEOREME DE MINKOWSKI ADELIQUE . Soit x := 2[FQl si k est un corps de nombres
et £ le cardinal du plus grand corps fini inclus dans k si k est un corps de fonctions. Le produit
des minima successifs de E vérifie

M(E) - M(E) < (m%)” Su(E)" .

Les résultats que nous venons de présenter sont les bases modernisées de la géométrie des
nombres classique. Voici une version adélique d’un théoréme plus récent de Henk [14] (2002) qui
est un des pivots de [GT7].

THEOREME DE HENK ADELIQUE . Soit k un corps de nombres et E un fibré vectoriel adélique
sur Speck, de dimension n > 1. Alors, pour tout r € ka, on a

Qln1 T I7[a
card(E N B5(0,7)) < 23nk:Ql—n=1 H (1 +——"
i=1 )‘i(E)[k'Q}

5. Pentes maximales et inégalités de pentes

Dans le paragraphe 3, nous avons introduit la notion de pente d’Arakelov d’un fibré vectoriel
adélique sur Spec k. Ici nous approfondissons un peu cette notion, avec le regard porté vers les ap-
plications diophantiennes. Ceci implique que nous n’évoquerons pas la famille de n pentes associées
a un fibré vectoriel adélique de dimension 7, a l'exception de la premiére (la pente maximale). Bien
que cette famille et ses propriétés constituent la « véritable théorie des pentes » mentionnée dans
Iintroduction, seule la premiére est utilisée actuellement dans les applications et dans nos articles
diophantiens.

Le célebre théoréme de Northcott affirme que I'ensemble des droites {k.x; x € E et Hz(z) < a}
est fini, pour tout nombre réel a. De cet énoncé 'on déduit qu’il n’existe qu’un nombre fini de sous-
fibrés vectoriels adéliques F de E tels que fi, (F') > a. Cela justifie la définition suivante.

DEFINITION . La pente maximale d’un fibré vectoriel adélique E, notée fimax(E), est le nombre
réel
ﬂmax(E) ‘= max {ﬂn(ﬁ) ) FC E} :
La pente maximale posséde un certain nombre de propriétés intéressantes. Par exemple, elle se
comporte presque comme un maximum vis-a-vis de la somme directe hermitienne’ de deux fibrés
vectoriels adéliques :

0 < fimax(E @2 F) — max {fimax(E), fimax(F)} < log max { A (E)5n(E), An(F)on(F)} -

*Le déterminant d’une famille de n vecteurs de R"” est plus petit que le produit des normes euclidiennes de ces
vecteurs.

tLa somme directe hermitienne E @2 F de E et F est ’espace vectoriel E @ F muni des normes : pour tous
e ERCy,yc FRCy,

I ze, 7,0 = {

max {||z]|5 , l¥llF .} siwv est ultramétrique,
, )

1/2
(ng”%m + Hy||%,v> si v est archimédienne.
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Une autre caractéristique trés utile de la pente maximale est son comportement par rapport aux
produits tensoriel et symétrique. Soit £ € N\ {0} et E1,..., E, des fibrés adéliques hermitiens sur
Spec k. La définition de la pente maximale et additivité de la pente d’Arakelov par rapport aux
produits tensoriels hermitiens* permettent de montrer aisément que

Zumax i) < Fimax (@E )

Il y a méme égalité si k est un corps de fonctions. Si k est un corps de nombres, on conjecture qu’il
y a encore égalité, ce qui démontrerait la conjecture de semi-stabilité de Bost!. Chen a démontré
une inégalité inverse [6].

THEOREME DE CHEN . Soit Ey,...,E, des fibrés adéliques hermitiens sur Speck (k corps de
nombres). Alors on a

¢ ‘

Fimax <® Ez) < Nmax ) + log dlmE)
i=1 i=1

La démonstration est difficile. L’on se raméne au cas semi-stable au moyen d’une version

explicite d’'un théoréme de Ramanan & Ramanathan [18], cas que l'on traite ensuite au moyen

de la théorie des invariants classique. Il est beaucoup plus élémentaire de démontrer une version

plus faible de ce résultat ou logdim E; est remplacé par 2(dim F;)logdim F; (résultat de Bost

dont une variante est démontrée dans [G6]). Décliné sous la forme d’un énoncé pour les puissance

symétriques d’un fibré adélique hermitien E :

fimax (S(E)) < £ (fimax(E) + logn) ,
ce type de résultat s’avére indispensable dans les applications en transcendance, car la puissance
symétrique gouverne la partie « dérivation » des démonstrations (voir la seconde partie de ce
meémoire).
Une des raisons d’étre de la pente maximale est qu’elle apparait dans plusieurs inégalités de
pentes. Deux de ces inégalités sont particuliérement remarquables. La premiére affirme qu’étant
donné un fibré vectoriel adélique E et un vecteur x € E \ {0}, on a

Hp(z) > e Fmex(B) |

De démonstration immédiate a partir des définitions, cette inégalité est une reformulation savante
du fait qu’un entier x non nul vérifie |x| > 1. Ceci n’altére en rien sa profondeur, bien au contraire !
Pour énoncer 'autre inégalité, commencons par une définition. Soit E, F des fibrés vectoriels adé-
liques sur Speck et ¢ : E — F une application k-linéaire. La hauteur de ¢ relative & E et F, notée
h(E, F; o) est la somme

WEFip) = e > mlos ol

(ny = [ky : (ko)o] est le degré local). La norme ||p||, est la norme d’opérateur de I’application induite

v E®ky, — FQp k, et la somme ci-dessus ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls.
Par la simple observation que I'inégalité [[o(2)[|7, < 1 est satisfaite dés que [|z[5, < lellst, on
montre que si ¢ est injective alors

ﬁmaX(F) < ﬁqu(f) + h(E, F? ©) -

Il y a plusieurs facons d’étendre cette inégalité et I'une d’entre elles est au cceur de ce que 'on
appelle la méthode des pentes. L’on considére une filtration

O0=FNCFN_1C--Cly:=F

d’un espace F par des k-espaces vectoriels F;. On ne suppose pas que F' est muni d’une structure de
fibré vectoriel adélique. En revanche, chacun des espaces quotients G; := F;_1/F;, 1 <i < N, est

*Les difficultés pour définir un produit tensoriel de fibrés adéliques, évoquées au § 3, ne se rencontrent pas ici
car les fibrés sont hermitiens.

tUn fibré vectoriel adélique E est dit semi-stable si la pente d’Arakelov normalisée de E est égal & sa pente
maximale. La conjecture de Bost affirme que le produit tensoriel de deux fibrés adéliques hermitiens semi-stables
est encore semi-stable.
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muni de normes ||.||;,, aux places de k telles que (G, (||-||s,0)v) soit un fibré vectoriel adélique. Soit
E un fibré vectoriel adélique sur Spec k de dimension n et ¢ : E — F une application k-linéaire.
On pose

Vie{l,...,N+1}, E;:=¢ '(Fi_1).
Chacun des espaces E; est pourvu de la structure adélique E; induite par E. On pose Eny1 := {0}.
Soit ; : E; — G; la composée de la restriction de ¢ a F; et de la projection canonique F;_; —
Fi,1 /Fz .

PROPOSITION . Awec les notations ci-dessus, si ¢ est injective alors
N
~ dlm(El El 1 R - JE— o .
MESY % {Timax(@) + h(Br Gis 01)} + log(An(B)3u(E)) -
i=1
Pour étre utilisée en approximation diophantienne, cette inégalité requiert un mode d’emploi
(voir [3,4] ou [G2] par exemple).

6. Lemmes de Siegel avec contraintes

Le § 9 de la seconde partie rassemblera plusieurs lemmes de Siegel utilisés en transcendance.
Dans ce paragraphe, nous présentons une généralisation du lemme de Bombieri & Vaaler, extraite
de [GT], ot l'on exige du petit vecteur que I'on produit de ne pas appartenir & un nombre fini de
sous-espaces vectoriels. Plus précisément, soit £ un fibré vectoriel adélique sur un corps de nombres
k. Soit M € N\ {0} et F, Ey,..., Ep des sous-espaces vectoriels de E' de dimensions respectives
m,ni,...,ny. Par un argument élémentaire d’algébre linéaire, la condition max {ny,...,ny} <m
entraine F' # vail E;. La question que l'on se pose alors est de trouver x € F'\ U£1 E; de hauteur
relative & E aussi petite que possible. Si M = 1 et E; = {0} il s’agit du cas étudié¢ par Bombieri
& Vaaler [2]| (voir p. 31). Toujours si M = 1 la réponse a la question est facile puisqu'il suffit de
travailler avec le quotient F'/ E1NF et d’appliquer le résultat précédent. Cet argument ne fonctionne
plus avec plusieurs sous-espaces. Pour y remédier, nous nous sommes inspiré de la stratégie de
Fukshansky, qui a déja étudié ce probléme dans un cadre plus restreint [10,11] (2006). Le principe
est trés simple. Etant donné un idéle r = (r,), € kx, Pexistence d'un vecteur = € F \ {0}, de
hauteur plus petite que le module normalisé |r|a, est garantie dés lors que 'on prend x # 0 dans
I'intersection de F et de la boule adélique B5(0,7) = {z = (2,), € E®kka; Vo, |2o5, < [rolo}

de rayon r. Et si 'on veut que = ¢ Uf‘il E;, il suffit de choisir r de sorte que

M
(4) Z card(E; N B£(0,7)) < card(F NBx(0,7)).

i=1
Ainsi tout le travail consiste a encadrer les cardinaux qui interviennent ici. Il s’agit de la variante
adélique du probléme classique de géométrie des nombres de I’évaluation du nombre de points d'un
réseau (F') dans un corps convexe (B5(0,7)), que nous avons abordé au § 4. La minoration de
van der Corput du cardinal de F N B4(0,r) et la majoration de Henk™ pour chacun des cardinaux
des E; N B5(0,7) apportent des réponses & ce probléme. La condition (4) devient une contrainte
polynomiale

M

D (@i +blr[f 7 +elrx) < Irl&

i=1
a laquelle doit satisfaire le module de r (avec ay,b;,¢; nombres réels positifs pour tout ¢ €
{1,...,M}). En observant que pour qu’une inégalité de la forme 3¢ +. ..+ s3ps < 3¢ soit satisfaite,
il suffit que »¢; < 5¢/(3M) pour tout i € {1,...,3M}, l'on est parvenu a démontrer I’énoncé suivant.

LEMME DE SIEGEL AVEC CONTRAINTES . Soit k un corps de nombres de degré D et de dis-
criminant absolu Dy,. Soit E un fibré vectoriel adélique sur Speck et F C E un sous-fibré vectoriel
adélique, de dimension m. Soit M € N\ {0} et Ei,...,Ey des sous-espaces vectoriels de E de
dimensions respectives ni,...,ny. Posons

H := \/41m|Dy|Y/*P MY/™P |, (F)Y/™

*Qu’il sied de retravailler pour remplacer les minima successifs des F; par leurs hauteurs et premiers minima
seulement.
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A BB BT (B )

Hy(Ey)

R:=H max <1, < —
A (E;)

1<i<M

(les trois termes entre accolades sont remplacés par 1 lorsque m; est nul). Supposons que
max {n,...,ny} < m. Alors, pour tout r = (r,), € kx de module supérieur a R, il existe

x € F\ U£1 E; tel que, pour toute place v de k, on a ||z||g5 , < |rv|o-

En particulier, I'on peut trouver x € F \ Uf\il E; tel que Hyi(z) < R. Si tous les E;
sont nuls, cet énoncé redonne le théoréme de Bombieri & Vaaler a la constante /41 prés.
On vérifie aisément qu’avec le fibré adélique hermitien standard E = (k™,|.|2) tous les termes
A (E;), Hy(F), Hy(E;) sont supérieurs a 1. De cette observation et du théoréme, l'on déduit
lexistence d’une fonction ¢ = ¢(n,m,M,D) > 0 et d'un vecteur z € F \ Uf\il E; tels que
Hpn |15y (2) < c(|Dk|m/2DHn(F))l/(mfs) ot s := max{ni,...,ny}. A titre de comparaison,
le théoréme 3.1 de [11] donne la borne Hgn |1,y (7) < ¢|Dy|™/*P H,,(F). Le gain est particuliére-
ment important lorsque tous les E; sont des droites. En effet, si e1,...,ep € E'\ {0}, le théoréme
ci-dessus assure 'existence de x € F'\ Uf‘il k.e; tel que

H m—1
() < _ .
gt < H {1, 70 |

Par une argumentation encore plus simple que celle qui a conduite au théoréme ci-dessus, Rémond
a montré un lemme de Siegel avec contraintes donnant un majorant uniforme en les E; (voir le § 3
de [G7] et les pages 115 & 117 de [19]) :

LEMME DE REMOND . Soit E,F,Ei,...,Ey comme ci-dessus. Supposons que s =
max {ny,...,nay}t < m. Alors il existe x € F'\ U7]\i1 E; tel que Hz(x) < ((s + 1)M) A1 (F).

De nature géométrique, cet énoncé a ’avantage de rester valide lorsque k£ est un corps de
fonctions (dans ce cas, on peut supprimer le terme (s + 1)M). De plus, on pourrait obtenir un
résultat plus général avec un ensemble algébrique de degré M ne contenant pas F, & la place de

Ui]\il E;.
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Théorie des formes linéaires de logarithmes
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7. Introduction

Peu aprés qu’Hermite eut démontré en 1873 la transcendance de la constante de Néper e =
2,71..., les travaux de Lindemann (1882, [38]) et de Weierstrafs (1885, [61]) aboutirent a ’énoncé
suivant.

THEOREME DE LINDEMANN-WEIERSTRASS . Soit aq, ..., a, des nombres algébriques distincts
et B1,...,Bn des nombres algébriques non tous nuls. Alors on a B1e** + - + Bpe®™ # 0.

Par contraposée, ce résultat entraine la transcendance de 7 (car ei™ + 1 = 0) et plus gé-
néralement de toute détermination loga du logarithme d’un nombre algébrique a non nul. Ces
conséquences ont conduit Hilbert & proposer au congrés international des mathématiciens de Paris
en 1900 le probléme suivant, 7°™¢ sur la fameuse liste des 23 :

SEPTIEME PROBLEME D’HILBERT . Soit a € Q\ {0} et u un logarithme non nul de a.. Soit
BeQ\Q. Alors of = e ¢ Q.

On peut reformuler cette question en termes d’indépendance linéaire de logarithmes : Soit
uy,uz € C tels que e, e*2 € Q. Alors la famille {uy,us} est Q-libre si et seulement si elle est
Q-libre. A 1’époque, cet énoncé semblait inaccessible. Hilbert lui-méme le présumait beaucoup
plus difficile que le dernier théoréme de Fermat ou ’hypothése de Riemann! Mais il se trompait
et, en 1934, Gel’fond et Schneider résolurent indépendamment cette question®. L’année suivante,
Gel’fond obtint méme une minoration (qui n’est pas entiérement explicite) de |B1u1 + Baus| pour
B1, 32 € Q. Venait alors d’étre déposée la premiére pierre de la théorie des formes linéaires de
logarithmes, qui s’intéresse aux nombres de la forme Byu; + - - + Buu, ot B; € Q et (uy, ..., u,)
est le logarithme d’un point algébrique. Historiquement le point algébrique en question est un
multiplet (aq,...,a,) € (Q\ {0})". Mais I'on peut regarder la question sous un angle beaucoup
plus général.

Soit G' un groupe algébrique commutatif’ défini sur Q, de dimension finie g, et p € G(Q). Le
groupe de Lie G(C) posséde un espace tangent a lorigine ¢ (C) (qui est un espace vectoriel de
dimension g¢) et une application exponentielle expq : t¢(C) — G(C) surjective. Un logarithme u
du point p est un vecteur u € t¢(C) tel que p = exps(u). Pour simplifier, nous avons convenu dés
le départ que G était défini sur Q vu comme sous-corps de C. En réalité nous pourrions plonger Q
dans C,, le corps algébriquement clos qui joue le role de C dans la théorie des nombres p-adiques
(ici p est un nombre premier?). Dans ce cas 'exponentielle exps : t(C,) — G(C,) n’est plus
nécessairement surjective, ni méme définie sur tout t¢(Cp). Mais I'on peut mimer la construction
précédente en choisissant d’abord u € tg(Cp) de sorte que expg(u) = p existe et appartienne a
G(Q). 1l existe donc une théorie des formes linéaires de logarithmes p-adiques, similaire & celle sur
C, a la fois pour les résultats et les techniques employées pour les obtenir. Une des différences,
qui induit une difficulté supplémentaire, réside dans le rayon de convergence fini de I’exponentielle
p-adique. Dans la suite, nous n’évoquerons ce cas que par allusion, sans nous y attarder.

Revenons donc a notre point p € G(Q) et a son logarithme u € tg(C). La théorie des formes li-
néaires de logarithmes consiste a étudier la distance d(u, W) qui sépare v d’un sous-espace vectoriel
Wy de tg(C), défini sur Q. Cette derniére hypothése signifie qu’il existe une base e = (e1, ..., e,) de
tc(Q) dans laquelle Wy est le lieu d’annulation de formes linéaires de Qg tz1e1+- - tzgey € Wosiet
seulement si, pour tout i € {1,...,t}, Bi1z1+ +Big2y =0 (Vi,4, Bi; € Qet t = g—dimWp). Si
l'on note (u1, ..., uy) les coordonnées de u dans la base e, il revient au méme d’étudier d(u, Wy) ou
maxi<;<¢ {|Biiu1 + - + ﬁi’gug|}. Le verbe étudier signifie expliquer quelles sont les raisons pour
lesquelles 1'on peut avoir u € Wy et, si ce n’est pas le cas, donner une minoration de d(u, Wy), en
termes des invariants algébriques (hauteurs de G, p, Wp), analytique (norme de u) et des parameétres

*L’article de Gel’fond est paru le 1° avril 1934 et celui de Schneider le 28 mai. Bien que les deux méthodes soient
différentes, elles sont duales I’'une de 'autre via la transformée de Fourier-Borel, comme I’a expliqué Waldschmidt
dans [59].

fSoit k un corps commutatif. Un groupe algébrique sur k est une variété algébrique sur k munie de deux
morphismes p : G X G — G (addition) et ¢ : G — G (inverse) de k-variétés et d’un élément neutre 0 € G(k) tel
que (G, p,t,0) vérifie formellement les axiomes d’un groupe. En termes plus concrets, si k est algébriquement clos
comme l'est Q par exemple, et si G est connexe, cela signifie que I'ensemble G(k) est localement le lieu des zéros
d’une famille d’équations polynomiales et qu’il est doté d’une structure de groupe.

#Ne pas confondre le nombre p et le point p = expg (u).
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secondaires comme les dimensions de G et Wy ou le degré absolu d’un corps de nombres dans lequel
vivent tous les objets algébriques considérés. Pour qualifier une minoration de d(u, Wy), on parle
aussi de mesure d’indépendance linéaire de logarithmes. Soit G, (resp. Gn,) le groupe algébrique ad-
ditif (resp. multiplicatif). Les points K-rationnels de ces schémas en groupes sont G, (K) = (K, +)
et G (K) = (K \ {0}, x) respectivement (ici K est un corps commutatif quelconque). Dans la
problématique générale ainsi présentée, le cas étudié par Hermite et Lindemann est G = G, X Gy,
p=(B,e*) € G(Q) et Wy est 'hyperplan 2; = z5. De méme, le cas étudié par Gel’fond est G = G2,
p=(e"1,e"2) € G(Q) et Wy 'hyperplan 3121 + 3222 = 0. Ces deux cas concernent le cas dit linéaire
oit G est un produit G% x G” (dg,n € N). Les logarithmes sont des nombres algébriques ou des
logarithmes (au sens usuel) de nombres algébriques non nuls. A la suite des travaux de Gel’fond et
Schneider, et pendant 30 ans, seuls quelques résultats fragmentaires concernant des groupes G de
petites dimensions ont été obtenus.

Et puis Alan Baker est arrivé! En reprenant le travail de Gel’fond, il surmonta la principale
difficulté située dans la partie analytique de la démonstration, difficulté semblable & celles qui
apparaissent lors du passage d’une & plusieurs variables en analyse complexe. Par une méthode
ingénieuse, congue au milieu des années soixante et qu’il perfectionna ensuite, il obtint le fameux
théoréme :

THEOREME DE BAKER . Soit n € N\ {0} et uy,...,u, des nombres complexes tels que
e ... et € Q. Alors la famille {u1,...,u,} est Q-libre si et seulement si {1,uy,...,u,} est
Q-libre.

La méthode de Baker permet aussi d’obtenir des énoncés quantitatifs, c.-4-d. des minorations
explicites de d(u, W) (le groupe algébrique sous-jacent est le groupe linéaire G, x G). La théo-
rie resta cantonnée pendant une quinzaine d’années au cas d’un groupe linéaire. Wiistholz* puis
Philippon développérent alors un outil fondamental, appelé lemme de multiplicités, obtenu par le
biais de ’algébre commutative, qui permit de généraliser en partie les théorémes de Baker et al.
a un groupe algébrique commutatif quelconque (cadre dans lequel nous avons posé la probléma-
tique, quelques lignes plus haut). L’énoncé de Baker ci-dessus est un cas particulier du résultat
suivant [62,64].

THEOREME DE WUSTHOLZ . Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur Q et u € ta(C)
tel que expg(u) € G(Q). Alors le plus petit sous-espace vectoriel de ta(C) défini sur Q et qui
contient u est Uespace tangent & lorigine d’un sous-groupe algébrique (connezxe) de G, défini sur

Q.
Le lien avec le théoréme de Baker repose sur le fait qu’un sous-groupe algébrique (connexe) de

i gbr =1 0w (by,...,b,) parcourt un sous-groupe

G est défini par des équations monomiales x o

(saturé) de Z™.

Par ailleurs, je disais « généraliser en partie » pour I’aspect quantitatif car si les articles fon-
dateurs de la théorie générale de Philippon & Waldschmidt [46,47] fournissent des minorations
de d(u, Wy), ces derniéres étaient nettement moins bonnes que les mesures déja connues pour un
groupe linéaire. Ces petits défauts de jeunesse ont depuis été supprimés en deux temps. Tout
d’abord une amélioration spectaculaire a été obtenue dans les années quatre-vingt-dix gréce a
une idée géniale’ d’Hirata-Kohno [31,32]. Puis, la combinaison de cette idée avec un argument
plus ancien de Chudnovsky a permis & David & Hirata-Kohno, pour un produit de courbes ellip-
tiques [21,23], et au doctorant que j’étais, pour un groupe algébrique quelconque [G1], de mettre
la théorie générale & un niveau comparable a celui du cas linéaire.

En brossant succinctement ce tableau de la théorie des formes linéaires de logarithmes, nous
avons dii omettre beaucoup de détails et de noms de personnes qui ont contribué a cette épopée
(comme Ably, Anderson, Bertrand, Bosser, Brumer, Bugeaud, Cijsouw, Coates, Denis, Diaz, Dong,
Fel’dman, Lang, Laurent, Loxton, Masser, Matveev, Mignotte, Nesterenko, van der Poorten, Ra-
machandra, Rémond, Stark, Shorey, Urfels, Villani, Yu). Les lecteurs intéressés par cette histoire
peuvent consulter les livres de Baker [5|, Baker & Masser [6] pour la période d’avant 1976, de

*Dans son habilitation (Wuppertal, 1983)!

fCet adjectif se justifie & la fois par la simplicité et le caractére mystérieux de ’argument (sur lequel nous re-
viendrons au § 12.2). La modestie de ’auteure 1’a conduite & mentionner les travaux de Fel’dman [25], de Masser [39)]
et de Reyssat [48] comme source d’inspiration.
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Waldschmidt [60] et de Baker & Wiistholz [7] pour la période contemporaine. Avant d’énoncer les
résultats que nous avons obtenus et de donner un apergu des techniques employées, il peut étre
utile & ce stade de mentionner quelques données chiffrées.

Les formes linéaires de logarithmes, combien de divisions ? Sur environ 90 articles
de la théorie des formes linéaires de logarithmes qui contiennent un résultat original*, 90% traite
uniquement le cas d’une seule forme linéaire (W, hyperplan), 10% concerne le cas d’un groupe
algébrique commutatif quelconque, 13% le cas d’une variété abélienne, 12% le cas d’un produit de
courbes elliptiques, 22% le cas d’un groupe linéaire quelconque (commutatif), 33% le cas rationnel
linéaire et 10% le cas de deux logarithmes usuels (comme dans le théoréme de Gel’fond-Schneider).
Le cas rationnel linéaire est le cas d’une puissance du groupe multiplicatif G, et ot de plus les
coeflicients des formes linéaires sont des entiers relatifs. Plus généralement le cas rationnel est celui
ot le sous-espace Wy de t¢(C) que 'on considére est espace tangent d’un sous-groupe algébrique
de G. A travers ces pourcentages, I’on percoit que la théorie des formes linéaires de logarithmes
a longtemps été développée dans les directions qui ménent directement aux applications!. A ce
titre, la popularité du cas rationnel linéaire, qui permet de minorer les expressions de la forme
|al{1 cowaln — 1|, a;,b; € Z, est emblématique. Mes travaux se situent de l'autre coté de la rive,
moins explorée.

Reprenons les données du contexte général dans lequel nous avons formulé les problémes posés
par la théorie des formes linéaires de logarithmes. L’on dispose d’un groupe algébrique commutatif
G sur Q, d'un élément u € tg(C) d’exponentielle p = expy(u) algébrique et d'un sous-espace
vectoriel Wy de tg(C), défini sur Q. Soit log a (resp. log b) un nombre réel qui mesure la « taille » du
couple (p,u) (resp. de Wy). Le mot taille comprend a la fois la hauteur (logarithmique) des données
algébriques p et Wy et la norme de u. Le lecteur néophyte peut trouver étrange d’appeler log a, logb
ce que 'on pourrait appeler plus simplement a et b. La principale raison & cela est historique. Elle
permet aussi de se souvenir que ces quantités mesurent des hauteurs logarithmiques. Nous allons
donner quelques mesures clefs en fonction de loga et logb qui serviront de points de repéres a
la discussion qui va suivre. Mais auparavant il peut étre utile de rappeler qu'une minoration de
d(u, Wy) n’est acceptable que si elle est petite a la fois pour log a et pour log b. Et 1a est ’enclouure
car il est assez facile de fournir — méme dans le cas d’un groupe algébrique commutatif quelconque
— la minoration

log d(u, Wy) > —cb®loga

(ici et dans toute la suite, ¢ est une constante qui ne dépend pas des paramétres qui entrent en ligne
de compte pour a et b, mais qui peut dépendre de la dimension de G, du degré d’un corps de nombres
de définition des objets algébriques etc.). Une telle mesure, qui découle de I'inégalité de Liouville,
est optimale en loga mais sa dépendance en logb la rend quasi-inutile pour les applications (sauf
lorsque b est trés petit). Toutefois 'un de ses mérites est de rendre en partie crédible (la version
simplifiée de) la

CONJECTURE DE LANG-WALDSCHMIDT . Siu & Wy ® C alors on alogd(u, Wy) > —clog(ab).

Graal de la théorie, cette conjecture semble inaccessible aujourd’hui (d’autant qu’elle est liée
a la conjecture ABC'). Lorsque Wy est un hyperplan et u € Wy, les meilleurs résultats connus sont
les suivants (g = dim G) :

1) Cas général : logd(u, Wy) > —c(log b)(log a)?(loglog a)?*? ([G1], 2005).

2) Cas rationnel général : log d(u, Wy) > —c(log b)9*(loga)? (|[G4], 2007).

3) Cas rationnel elliptique C.M. : log d(u, Wp) > —c(logb)(log a)? ([G3] (avec Ably), 2003)

4) Cas rationnel linéaire : logd(u, Wy) > —c(logb)(loga)? (Philippon & Waldschmidt [45],
Wiistholz [63], 1986)

REMARQUES .

*Postérieur a 1966 et I’on ne tient pas compte des survols ou des articles qui utilisent seulement ces résultats.

TEt elles sont nombreuses ! Dans ce texte, nous avons pris le parti de n’aborder aucune de ces applications car,
d’une part, nous n’avons nullement contribué & cette aventure jusqu’a maintenant, et, d’autre part, comme ’écrit
Lenstra [37], in his innermost self he [the mathematician] will know that in the end his own work will turn out to
have the widest application range, exactly because it was not done with any specific application in mind.
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i) Dans la littérature ces résultats ne sont pas tous écrits avec Wy de dimension quelconque

i) Dans la littérat ésultat t t écrit Wy de di i 1
raison pour laquelle nous avons supposé Wy erplan). Il en est ainsi de sauf pour
(raison pour laquell pposé Wy hyperplan). 11 t ainsi de 1) (sauf p
un groupe algébrique linéaire, voir [G5]) et de 4).

(ii) La référence [G4] contient une hypothése supplémentaire sur u (qui ne doit pas étre une
période en un sens fort), que je saurais supprimer aujourd’hui avec les techniques de [G5].

(iii) Le cas elliptique C.M. signifie que G est une puissance d’une courbe elliptique & multipli-
cation complexe.

(iv) Le résultat de Philippon & Waldschmidt est encore plus précis car ’on pourrait remplacer
par logb par log(b/loga).

Les mesures que nous venons d’écrire sont des conséquences de théorémes beaucoup plus précis
qui sont dans les articles originaux. En effet, écrire un résultat complet devient trés rapidement
ésotérique, en raison du nombre élevé de paramétres. Toutefois, voici, a titre d’exemple, un énoncé
raisonnable dans sa technicité et conforme dans sa présentation & ceux que ’on trouve dans la litté-
rature. Etant donné un nombre algébrique «, on désigne par h(a) la hauteur de Weil logarithmique
absolue de «. Si z est un nombre réel alors [z] est la partie entiére de x.

THEOREME ([G5]). Soit n € N\ {0}. Il existe une constante ¢ > 0, qui ne dépend que de
n, ayant la propriété suivante. Soit k un sous-corps de mombres de C, de degré D sur Q. Soit
te{l,...,n} et
(Big) 1sise € Men (k)

une matrice de rang maximal t. Pour tout j € {1,...,n}, soit u; € C tel que a; 1= e* € k. Soit
b,ay,...,an,e des nombres réels strictement positifs tels que ¢ > e,
: efu;|
Vjed{l,...,n}, loga; > max {h(aj), Dj}7 logb > D max {1, h(Bi )}
15520

Soit a ’entier défini par

D D
a:= [1og <e++1og(a1~-an)>} +1.

loge log e
Si {u1,...,u,} est une famille libre sur Q alors les formes linéaires de logarithmes
A= Biur+ -+ Binun, (1 <0 <0)

ne sont pas toutes nulles et elles vérifient la minoration

Dlogaj>1/t

N> g/t
loglrg?%(tﬂAA}_ ca (logb+aloge)j1_[1(1+ Tog ¢

Toutes ces mesures s’obtiennent au moyen de la méthode de Gel’fond-Baker, méthode que nous
allons présenter avec les ingrédients qui la composent dans les paragraphes qui vont suivre. Aupa-
ravant, nous rappelons au lecteur que les exigences d’intelligibilité d’une habilitation a diriger des
recherches nous ont conduit a ne pas préciser certaines données (choix des métriques par exemple).
Nos textes publiés regorgent de détails techniques qui devraient satisfaire les plus exigeants de nos
lecteurs !

8. Description succincte de la méthode de Gel’fond-Baker

La démonstration d’'une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes comporte plusieurs
étapes. Le prototype d’une telle démonstration s’est simplifié au cours du temps, en particulier
grace aux progrés accomplis dans les années 80 avec les nouveaux lemmes de multiplicités de
Wiistholz et Philippon. L’esquisse que nous présentons ici est un point de vue moderne, qui tient
compte de la disponibilité d’outils performants et qui omet certaines difficultés techniques (comme
le cas dit périodique).

Soit £ € C un corps de nombres sur lequel sont définies toutes les données algébriques du
probléme. La démonstration ne met en jeu qu'un nombre fini de quantités algébriques supplémen-
taires. Par conséquent ’on peut choisir au préalable une extension K/k dans lequel vivent tous les
nombres algébriques considérés. Les moyennes sur les différentes places de K que l’on fait au cours
de la démonstration permettent de faire disparaitre le degré relatif [K : k] que l'on ne contrdle
pas. Ceci étant fait, on commence par compactifier G et a le plonger dans un espace projectif P%
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au moyen d’un diviseur adéquat (compactification de Serre). On peut alors voir Pexponentielle de
G(C) comme une application analytique expg : C9 — PN(C), z +— (Og(2) : -+ : On(2)), dont
on connait I'ordre de croissance analytique, plus petit que 2. Pour G = Gy, cette application est
simplement z +— (1 : e*) € P1(C). On construit un polynéme P € K[Xj,..., Xy], homogéne et
de petite hauteur, tel que 'application F': z — P(©¢(2),...,0On(z)) s’annule a 'ordre Tp le long

de Wy aux multiples mu, m € {0,...,S0} (To et Sp sont des entiers strictements positifs). Cette
condition signifie que, pour tout m € {0, ..., Sy}, pour toute base (wq, ..., wq) de Wy, Papplication
Fo:(z1,...,2q) — F(mu+ z1w1 + -+ - + zqwg) s'annule a Pordre T en (0,...,0). Le principe de

la méthode de Baker consiste a observer par un argument du type principe du maximum (pour
une variable complexe) que si la distance d(u, Wy) est trop petite alors la fonction F' ainsi batie
s’annule & un ordre T} < Ty en S7 > Sy multiples de u. Le point crucial qu’a réussi & obtenir Baker
est que le produit 7757 est plus grand que TSy ; en général on a 1151 = coTpSy avec ¢y > 1 une
constante qui ne dépend que de la dimension du groupe algébrique. Pour montrer cette propriété
d’annulation de F' en d’autres points épaissis que ceux initialement utilisés pour sa construction, on
raisonne par I’absurde. On considére le plus petit entier m pour lequel F;,, ne s’annule pas a l’ordre
T1 en 0 et on note £ un coefficient de Taylor du premier jet de F},, non nul. Aprés renormalisation
éventuelle, ce nombre £ s’identifie & un nombre algébrique non nul, auquel s’applique la formule
du produit ], [£]3» = 1 (v parcourt les places de K et n, = [K, : Q,] est le degré local). Pour
obtenir une contradiction on majore chacune des valeurs absolues v-adiques de £, de maniére suffi-
samment fine pour que le produit ], [£[7* soit strictement inférieur a 1. En général I'on distingue
trois sortes de places : celles ultramétriques, celles archimédiennes et, mises & part, les places vy
qui correspondent aux plongements complexes de K qui étendent 'inclusion £ C C. La distance
d(u, Wy) n’intervient que pour Uestimation de |€|,,. Sa petitesse influe directement sur celle de |£],,
et I'on aboutit alors & une contradiction avec la formule du produit. Le nombre £ n’existe donc pas.
Par conséquent la fonction F, construite nulle sur {0, ..., Sou} a lordre Ty le long de Wy, s’annule
également sur {0, ...,Sju} a Pordre T7. C’est a ce stade qu’entre en action (théoriquement, dans la
pratique c’est plus compliqué) le lemme de multiplicités qui, aprés plusieurs transformations assez
techniques, permet d’aboutir & une contradiction. C’est donc que la petitesse supposée de d(u, Wy)
qui débouche sur la non-existence de £ est fausse, ce qui donne une minoration de cette distance. Si
au départ u € Wy, la démonstration fonctionne quand méme mais la derniére étape ou intervient
le lemme de multiplicités n’aboutit pas & une contradiction mais a ’existence d’un sous-groupe
algébrique G de G, de degré controlé et tel que u € t5(C) (version faible mais quantitative du
théoréeme de Wiistholz). Cette démonstration simplifiée souffre de quelques inexactitudes dont une
— sérieuse — est relative a I'emplacement du lemme de multiplicités dans la preuve. Ce lemme
fournit l'existence d’un sous-groupe G de G dont on controle le polynome de Hilbert-Samuel. Mais
si on l'utilise & la fin comme je I'ai affirmé, il n’est pas possible de se débarrasser du groupe G
qui apparait pour pouvoir conclure. Aussi I’astuce, mise en place par Philippon & Waldschmidt en
1986, consiste a intégrer des le départ ce G dans la construction des parametres et de la fonction F,
comme si l’on raisonnait avec un simili groupe quotient G/G. Si cette maniére de procéder permet
de surmonter brillamment I'obstacle technique, sans cott significatif pour la qualité de la mesure,
elle contribue malheureusement & rendre un peu plus difficile la lecture de la démonstration pour
les non-initiés. La structure globale de la démonstration étant présentée, nous allons maintenant
détailler les outils qui aident a réaliser chacune des étapes.

9. Lemmes de Siegel

La plupart des démonstrations de transcendance requiert 1'utilisation d’une fonction auxiliaire
qui doit satisfaire & un nombre fini de conditions linéaires. En général il s’agit de conditions d’an-
nulations en des points particuliers avec des ordres de multiplicités dans certaines directions (on
parle parfois de « points épaissis »). Aux prémices de la théorie (travaux d’Hermite et Lindemann
par exemple), on exhibait hardiment une fonction auxiliaire ezplicite. Toutefois sont rapidement
apparues les difficultés et les limitations inhérentes & cette approche presque impudique®. En fili-
grane dans les articles de Thue [53,54], 'on doit & Siegel d’avoir conceptualisé en 1929 'idée qu’il
suffisait de connaitre une estimation de la « taille » de la fonction auxiliaire. Le mot générique taille

*Cependant, ce procédé reste encore trés actuel au travers par exemple des approximants de Padé et des
fonctions hypergéométriques car, comme ’avait noté Chudnovsky, elle conduit souvent a de meilleurs résultats.
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peut signifier la hauteur d’un polynéme & coefficients algébriques utilisé pour la construction de
ladite fonction. Dans le contexte des formes linéaires de logarithmes (avec GZ, p. ex.), Pexemple
typique de fonction auxiliaire est

F(z1,...,24) = P(e™,...,€%)

ot P € Q[Xy,...,X ¢]- Demander 'annulation de F' en un nombre fini de points épaissis équivaut
a réclamer que les coefficients de P satisfassent & un systéme linéaire
g
(5) Vie{l,...,m}, Zaiﬁjxj =0
j=1
d’inconnues 1, ..., z4. Lors de ’étude de la transcendance des valeurs des fonctions de Bessel [52],

Siegel formula I’énoncé précis suivant.

LEMME DE SIEGEL . Supposons que m < g et que, pour tous i,j, on a a;; € Z. Soit A =
max; ; {|a; ;|}. Alors il existe une solution (z1,...,x4) € Z9\ {0} au systeme (5) telle que

max {|z1],..., |z,|} <1+ (gA)7m.

Ce résultat découle simplement du principe des tiroirs de Dirichlet. Comme 'a remarqué Mi-
gnotte, il est possible de I’étendre & un systéme a coefficients algébriques (voir lemme 1.3.1 de [57]).
Cependant I'on s’est apercu qu’un tel lemme n’était rien d’autre qu’une variante du premier théo-
réme de Minkowski sur les corps convexes (voir la premiére partie, p. 18). Ce point de vue s’est
révélé fécond en débouchant sur une version adélique du lemme de Siegel, démontré par Bombieri
& Vaaler [8].

LEMME DE BOMBIERI & VAALER . Soit k un corps de nombres de discriminant absolu Dy,.
Soit E un fibré adélique hermitien sur Speck (*), de dimension n > 1. Alors il existe v € E \ {0}
tel que

Hy(z) < vn (\Dk|1/(2["‘Q])) Hy(E)V/n
(les hauteurs sont normalisées).

Le lemme de Siegel original se retrouve en prenant k = Q, Dj, = 1 et E C (QY,|.|o) d’espace
vectoriel sous-jacent E défini par le systéme (5). Dans ce cas, la hauteur Hz(z) est la norme infinie
de z, une fois les coordonnées de x choisies entiéres et premiéres entre elles. Le lemme de Bombieri
& Vaaler a connu un grand succés, a la fois grace a sa simplicité et a sa précision (supérieure a la
version de Mignotte p. ex.). Plusieurs développements de ce lemme existent. On peut demander
que l'élément € E \ {0} évite un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E. Ceci constitue le
fil directeur de notre article [G7], évoqué dans la premiére partie, § 6. Mais la variante la plus
importante est celle qui permet de s’affranchir de la dépendance en le discriminant du corps de
nombres. On recherche une solution z non nulle non pas dans E mais dans E® Q. Un tel lemme de
Siegel est dit absolu. Si le premier énoncé de ce type est di & Roy & Thunder [51], nous présentons
ici un raffinement signalé par David & Philippon [24], & partir d’une inégalité de Zhang relative
aux minima successifs d’une variété arithmétique [66].

LEMME DE SIEGEL ABSOLU . Soit E un fibré adélique hermitien sur Speck, de dimension
n > 1. Alors il existe z € (E® Q) \ {0} tel que

Hp(z) < VnHy(E)Y™ .
L’énoncé de Roy & Thunder fournit €™ au lieu de /n. Il existe une généralisation qui donne
une base (e1,...,e,) de F® Q telle que
Hg(er) - Hylen) < n™/?Hy(E).

Afin de combler une lacune de la littérature qui ne fournit aucune démonstration de cet énoncé,
nous prouvons cette inégalité dans ’'appendice. Si, autrefois, dans les démonstrations de mesures
d’indépendance linéaire de logarithmes, le discriminant du corps de nombres était absorbé par

“La notion de fibré adélique hermitien sur Speck est définie dans la premiére partie de ce mémoire, p. 14. Ici
I'on peut suivre la discussion en sachant seulement que F est la donnée d’un k-espace vectoriel E et de normes
II.lIz , sur E ® Cy en toutes les places v de k, qui doivent satisfaire certaines conditions supplémentaires.
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des termes plus gros, aujourd’hui les mesures sont devenues assez fines pour que ce discriminant
devienne un facteur limitant. Je m’en suis apercu a ’occasion de ma thése de doctorat (2001), ce qui
m’avait obligé a formuler I’énoncé principal de [G1] au moyen d’un maximum sur deux quantités,
dont 'une est directement due au discriminant de k. Comme il supprime cette imperfection, le
lemme de Siegel absolu a pris une grande importance ces derniéres années, ainsi que le prouve
son utilisation dans plusieurs articles récents de la théorie des formes linéaires logarithmes [23]
et [G3,G4,G5]. Le fait que Pon ne maitrise pas le (degré du) corps de nombres dans lequel vit
la solution x est sans conséquence car, en définitive, 'on est amené & effectuer un produit sur
les différentes places de ce corps, produit duquel émerge directement H(x). Néanmoins quelques
soucis techniques peuvent surgir.

Tout d’abord, la hauteur de E peut s’avérer difficile a évaluer avec précision. Si, comme dans
le lemme de Siegel original, I’espace vectoriel E est défini par le systéme linéaire (5), la hauteur de
E se calcule au moyen des mineurs maximaux de la matrice A := (a; ;); ;. En général, on estime la
taille de ces mineurs avec 'inégalité d’Hadamard (le déterminant d’une famille de vecteurs est plus
petit que le produit des normes hermitiennes de ces vecteurs), qui, in fine, fait ressortir la hauteur
des a; ;. Il arrive souvent que les a; ; soient petits aux places archimédiennes (ce qui est trés bien)
mais avec un dénominateur trop grand aux places ultramétriques. L’astuce consiste alors & trouver
un systéme

g
(6) Vie{l,...om}, Y biz;=0,
j=1

équivalent a (5) et définissant ainsi le méme espace vectoriel E, mais, ot, cette fois-ci, les nombres
algébriques b; ; sont petits aux places ultramétriques et de tailles quelconques aux autres places.
Dans ce cas, la partie archimédienne de la hauteur de E est évaluée avec (5) et la partie ultramé-
trique avec (6). Cette technique fonctionne assez bien avec le procédé de changement de variables
de Chudnovsky qui fournit un systéme (6) adéquat (voir § 10.2), au moins dans le cas non pério-
dique que nous avons présenté*. Dans le cas périodique, le changement de variables n’est pas licite
et le systéme linéaire qui en résulte n’est plus équivalent au premier.

Une autre difficulté est que les coefficients a; ; qui se présentent naturellement ne sont pas
algébriques, méme aprés renormalisation. Le systéme (5) ne posséde alors en général aucune solution

algébrique hormis (0, ..., 0). C’est pourquoi il est plus raisonnable de demander au lemme de fournir
une solution algébrique (x1,...,z,) non nulle au systéme d’inéquations
g
(7) Vie{l,...,m}, Zai,jxj <e
j=1

(ici € est un nombre réel strictement positif). Un énoncé qui garantit l'existence d’une solution
algébrique a ce systéme d’inéquations est appelé lemme de petites valeurs. En voici un exemple,
extrait de l'article de Philippon & Waldschmidt [46], qui a servi a la construction de la fonction
auxiliaire de plusieurs articles marquants de la théorie des formes linéaires de logarithmes [31,32,
46,47] (aussi utilisé¢ dans [G1]) :

LEMME DE PETITES VALEURS . Soit A = (a;;), 1 < i < m, 1
nombres complexes et A un nombre réel tel que maxi<i<m Z§:1 la; ;
Soit H € N\ {0} et e €]0,+00] tels que

<2mHA

7 < g, une matrice de

<
< A. Soit p le rang de A.

2p
E +1> < (H+1)9.

Alors il existe (x1,...,24) € Z9\ {0} tel que

g
11;1?%<g{|xj|} <H et max Zlai’jflfj <e.
j:

*C’est-a-~dire lorsque u n’est pas une période en un sens assez fort et que 'on peut extrapoler sur les multiples
de u.
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Tout comme pour le lemme de Siegel original, la démonstration repose sur le principe des
tiroirs. S’il est facile de généraliser & un corps de nombres au moyen d’une Q-base (1, ...,&p) de ce
corps, ceci fait intervenir la hauteur de cette base. Et souvent, dans la pratique, le corps considéré
est le corps de nombres dans lequel vivent tous les nombres algébriques de la démonstration.
En particulier, pour les formes linéaires de logarithmes, la hauteur de (&1,...,£p) est liée aux
parameétres loga et logb. Pour faire disparaitre la dépendance en le corps de nombres ambiant,
I’on peut imaginer écrire un lemme de petites valeurs absolu. J’étais resté sur cette constatation au
moment de ma thése de doctorat avant de m’apercevoir quelques années plus tard qu’un lemme de
Siegel (classique ou absolu) donnait automatiquement un lemme de petites valeurs par déformation
des normes. On procéde de la maniére suivante. Soit k& un corps de nombres plongé dans C et vy
la place de k induite par ce plongement. Soit £ = (E, (||.|5,)v) et F = (F,(||.||5,)v) des fibrés
vectoriels adéliques sur Speck. Soit € > 0 et a: £ ®,, C —'F ®qy, C une applicaﬁion C-linéaire.
Sur E ®,, C, on considére la norme tordue :

o\ 1/2
Vi€ B, C, el = (|x||;,m + (7M@), ) )

Si v est une place de k, différente de vo, on pose |[.[|z_, = |.[[5,. Alors le couple E. =
(E,(Illl5. ,)v) forme un fibré vectoriel adélique. De plus, si x € E, on a Hg(r) < Hg (z) et
||a(x)Hf,UO’ < ¢llz[l5, ,,- Dés lors, savoir majorer finement Hg (z), pour un vecteur z particulier,
revient a établir un lemme de petites valeurs. Celui que nous avons présenté ci-dessus correspond au
cas E = (Q%,].|0), F = (Q™,|.|o0) et a(x) = (>-9-1 @i jj)1<i<m- L'emploi du lemme de Bombieri

& Vaaler ou du lemme de Siegel absolu pour évaluer Hg (z) pose le probléme de 'estimation de la

hauteur de E. en fonction de celles de F, Im(a) et du rang de a. Pour simplifier, supposons que les
normes ||.||z ,, et [|.|7,,, sont hermitiennes (hypotheses bénignes). Le choix de bases orthonormées
sur £ ®,, C et F' ®,, C respectivement permet d’identifier ’application linéaire a & une matrice
A € M,, 4(C). Pour tout z € E ®,,, C de coordonnées x = (z1,...,24), on a

125, v = (tiAgx)l/2 avec A :=1,+ (e72)'AA .
Puisque E et E. ne différent qu’en la place vy, la définition de la hauteur d’un fibré vectoriel

adélique donne la formule

[kvg ‘BRI

(8) Hn(%) _ ( vol ({x c k;go; t2x < 1}))) TEQT

H,(E) vol ({x € k3, ; *xAx < 1}

(vol est une mesure de Haar quelconque sur (kf ,+)). En vertu de la décomposition en valeurs
singuliéres de A, il existe des éléments o1(A),...,0,(A) de ]0,400] et deux matrices orthogonales
U € U(m,ky,) et V € U(g, ky,) tels que UAV est la matrice diagonale (non carrée) dont le i®™m°
élément sur la diagonale est 0;(A) sii € {1,...,p} et 0sii € {p+1,...,min{m, g}}. Le quotient (8)
se calcule en fonction de ces valeurs singuliéres :

[kvg R]
Hy(E.) { ai(A)\7) T
e 1+ (7))

En particulier, si e <1, on a

Hn(ﬁe) _ plkug:R] _1 - M
e e [k:Q] 1+ tr (YAA QI
H,(F) (1+p ox (AA))

IN

Ces calculs et le lemme de Siegel absolu appliqué a E. conduisent au résultat suivant.

LEMME DE PETITES VALEURS ABSOLU . Soit k un corps de nombres et vy une place archimé-
dienne de k. Soit E et F' deux fibrés adéliques hermitiens sur Speck. Soita: E ®,, C — F ®,, C
une application C-linéaire, de rang p, et de norme de Hilbert-Schmidt ||al|ns. Pour tout nombre
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réel e > 0, il existe v € (E® Q) \ {0} tel que

[kvo Q]

la@) e, )\
e + ( F) Hy(x)

[E5o0

< Vi (14 7 allis) 7 e0=0)) TS By
avec n := dim E.

Cet énoncé s’étend sans grande difficulté pour une place vy ultramétrique ou des fibrés adéliques
qui ne sont pas nécessairement hermitiens. Bien qu’un peu apre, il s’avére assez facile d’utilisation.
Une caractéristique importante est que I’exposant de € dans le membre de droite est proche de
1 lorsque le quotient p/n est petit, ce qui est le cas dans le contexte des formes linéaires de
logarithmes. Ce lemme de petites valeurs absolu est la cheville ouvriére de notre texte [G5]. Il
permet de surmonter toutes les difficultés techniques évoquées ci-dessus®™ et 'on bénéficie de la
disparition du discriminant de k. L’usage d’un lemme de petites valeurs n’est pas confiné a la
théorie des formes linéaires de logarithmes. Il peut participer a la construction d’une fonction
auxiliaire, en une variable complexe, petite sur tout un disque centré en l'origine (sans condition
d’annulation). Parfois, cette stratégie se montre efficace, comme P'atteste par exemple 'article [58]
de Waldschmidt, qui a formalisé ce type de construction a cette occasion.

L’on ne peut pas conclure ce paragraphe sans mentionner qu’il est possible de se passer d’un
lemme de Siegel dans la démonstration d’une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes. En
effet, il existe la méthode des déterminants d’interpolation de Laurent et la méthode des pentes de
Bost, qui ne requiérent aucune construction de fonction auxiliaire. La premiére de ces méthodes
s’est révélée extrémement intéressante pour les formes linéaires en deux logarithmes (travaux de
Laurent et al. [34-36|) grace a la petitesse des constantes numériques qu’elle fournit (alliée a la
méthode de Schneider-Waldschmidt). 1L’autre méthode a permis au doctorant que j’étais d’obtenir
les premiéres mesures d’indépendance linéaire de logarithmes sur une variété abélienne quelconque
entiérement explicites en tous les parameétres (dont la hauteur de Faltings de la variété) [G2]. Pour
ces deux méthodes la question du discriminant ne se pose pas car il n’apparait pas, de maniére
naturelle. Aux constantes numériques prés, toutes ces approches donnent en définitive la méme
estimation, pour ce qui nous concerne.

10. Outils ultramétriques

Toutes les démonstrations de transcendance exigent ’estimation de nombres algébriques aux
places p-adiques (formule du produit). Parfois cette partie des preuves se résume a sa plus simple
expression : le nombre algébrique en question est un entier relatif (par construction) et donc ses
valeurs absolues p-adiques sont plus petites que 1. Il en est ainsi des nombres

d ‘ z z d ‘ z
(dz) P(e 7eb )|z:0 et <dz) P(bz;e )‘2:0

ouleN,beZet PecZ[X,Y]. Sous certaines hypothéses, I’on peut dire beaucoup mieux et c’est
ce que nous allons expliquer dans les deux sections qui vont suivre.

10.1. Tailles de sous-schémas formels et lemme de Raynaud. Dans I'introduction, nous
avons mentionné le fait que les mesures d’indépendance linéaire de logarithmes étaient meilleures
lorsque Pespace vectoriel Wy est I’espace tangent d’un sous-groupe algébrique connexe de G (cas
rationnel). En effet, dans ce cas I'on peut supprimer le terme parasite logloga (lié¢ a la hauteur
du point p), qui est dans les mesures d’indépendances linéaires de logarithmes. Lorsque G = GY,,
I’hypothése de rationalité de Wy signifie que Wy est défini par 'annulation de formes linéaires en
les coordonnées canoniques de ts dont les coefficients sont entiers relatifs. Le cas rationnel le plus
simple (mises & part les puissances du groupe affine G,) est G = G2, et Wy I'hyperplan défini par
29 = bz, b € Z. Sous sa forme la plus dépouillée, le résultat clef qui permet d’exploiter I’hypothése
b € Z dans la démonstration de Gel’fond-Baker est le suivant.

*Et, en particulier, les problémes du cas périodique sont dissous.
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THEOREME . Soit P € Z[X,Y] et £ un entier naturel. Supposons que Uapplication analytique
2+ P(e*,e"*) s’annule a Uordre £ en 0. Alors le nombre

1/d\" . ..
£|<dZ> P(eaeb )|z:0

Il y a au moins deux preuves assez différentes de ce résultat. La premiére utilise les polynémes
binomiaux

est un entier relatif.

© Bo(X) =1, Ay (x) = FEFUEARZY oy oy

qui prennent des valeurs entiéres aux points entiers. En considérant un monéme X*Y7 qui intervient
dans P (avec le coefficient p; ; € Z), la dérivée divisée £°™¢ de z — e("F7%)% en 0 vaut (i + jb)’/0!.
On observe alors que ce terme est la somme de Ag(i+jb) et d’une combinaison linéaire des (i +jb)"
avec h < ¢ dont les coefficients ne dépendent que de ¢. L’hypothése d’annulation de P se traduit
alors par I'égalité

‘
(10) 5 (5) P = Ssdti+ .
i,
Le membre de droite est manifestement un entier, ce qui conclut la preuve. Aussi astucieux soit-
il, ce procédé comporte néanmoins une limitation consubstantielle puisque b ne peut étre qu’un
entier (ou au pire un nombre rationnel), faute de quoi il est difficile d’envisager une généralisation™.
La seconde preuve du théoréme que nous connaissons est basée sur un changement de variables.
On pose t = e — 1. Comme b € Z, chacune des fonctions e(*+7%% = (1 + ¢)"*3% appartient a
I'anneau de séries formelles Z[[t]]. Il en est donc de méme pour P(e*,e%). L’hypothése sur P et

Pégalité t = z + o(z) font que 4 (%)Z P(e*,€"%) . est le coefficient de ¢’ dans la série définie par

P(e?,eP?). C’est donc un entier. Contrairement & la démonstration précédente, cette méthode peut
étre généralisée a un groupe algébrique quelconque. Pour expliquer comment, nous allons décrire
un formalisme particuliérement adapté aux évaluations ultramétriques de tailles de jets, introduit
par Bost au § 3.1 de [12]. Le langage géométrique de ce formalisme, qui s’exprime en termes de
« tailles de schémas formels lisses », éclaire le role exact joué par 'hypothése sur Wy. Cependant
une difficulté technique échappe & I'analyse du cas d’un tore telle que nous venons de la faire.
Dans le cas général, si Wy est I’espace tangent & l'origine d’un sous-groupe algébrique connexe H
de G, nous avons besoin de modéles lisses des groupes G et H sur des spectres d’anneaux de la
forme Oy[1/m] avec Oy 'anneau des entiers d’un corps de nombres k et m un entier > 0. Si pour
le groupe G cela ne pose aucun probléme (Uentier m dépend de G et il finira dans la constante
effective’, selon 1'expression consacrée), le groupe H, quant a lui, admet un modéle lisse mais sur
un anneau plus « gros » Of[1/(mm')] ou m’ est un entier qui dépend de H (et qui exprime en
partie 'information en les places de mauvaises réductions de H). Par conséquent, il est important
de controler 'entier m’ en fonction du modeéle de H. Si le formalisme de Bost clarifie le probléme,
I’on doit & un théoréme de Raynaud de le résoudre. Ce théoréme donne une condition pour que
Iinclusion entre variétés abéliennes se prolonge en une immersion fermée pour les modéles de
Néron correspondants, et il permet un controéle trés précis de Ientier m/.

10.1.1. Nous rappelons la notion de taille d’un sous-schéma formel lisse telle quelle a été
définie par Bost au § 3.1 de [12]. Soit k un corps de nombres de définition de G et G — Spec Ok[%]
un schéma en groupes lisse de fibré générique G. Soit v une place ultramétrique de k et p la
caractéristique résiduelle de v. Si v ne divise pas m, nous pouvons considérer le complété formel
G, de G x Spec(0,) a l'origine (O, étant I'anneau de valuation du complété k,). C’est un groupe
formel lisse sur Spec(O,) et le choix de coordonnées locales étales au voisinage de l'origine fournit

*Ceci étant, I’égalité (10) peut aussi étre utilisée aux places archimédiennes de k, en lesquelles les polyndomes
binomiaux croissent plus lentement (en un sens & préciser) que les monémes divisés X¢/£!. Cette observation intégrée
4 la démonstration d’une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes permet d’améliorer la dépendance en log b,
remplacé par log(b/log a), dans le cas rationnel (voir remarques (iv), p. 28).

fConstante que 1’on dit effectivement calculable et qu’effectivement 1’on ne calcule presque jamais !
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un isomorphisme de schémas formels (sur O,)
G, = A% = Specf O,[[X1, ..., X,]] .

Si X est un sous-schéma formel lisse de ékv ~ @,@ Speck,, on dispose d’un nombre réel
Rg (%) € [0,1], appelé taille de X relativement au modéle G, de G, , défini de la maniére sui-
vante. Considérons I'image de X (notée encore X) dans sz via le choix de coordonnées précé-

dent. Le groupe Aut(;xz“) des automorphismes de A\gv s’'identifie & I'ensemble des g-uplets de
séries formelles f = (fi,...,fq) € ko[[X1,..., X ]]? tels que f(0) = 0 et la matrice jacobienne
Dof = (9fi/02(0))s,; soit inversible. Pour ¢ =3 -y anX™ € ky[[X]] et 7 > 0, on note

ol :== sup |an|vr‘n‘ € [0, +o<]
neN9g

et
G,(r) = {f € Au‘o(;&‘,gC ); Dof € GLg(Oy) et || f|r :== max | fil| < r} .

v 1<i<g

Alors, par définition, la taille de X est
Rg,(X) i=sup {r €]0,1]5 3 f € Gu(r); f*(X) = AL, x {0}}

ot d := dim X. La borne supérieure est prise dans [0, 1], ainsi Rg ,(X) = 0 si I’ensemble précédent
est vide. Dans cette écriture, f*(X) désigne I'image inverse de X par f. Le nombre Rg ,(X) est stric-
tement positif lorsque X est analytique. Observons également que si X provient d’un sous-schéma
de G x Spec O,, lisse le long de Vorigine, alors Rg ,(X) = 1. Lorsque cette derniére condition de
lissité n’est pas remplie, nous disposons parfois d’une estimation un peu meilleure que seulement
Rg.,(X) > 0. Supposons que X est le complété formel le long de l'origine d’un sous-groupe al-
gébrique de Gy,. Rappelons que le groupe formel év posséde une exponentielle formelle qui, en
termes des coordonnées X;, s'écrit comme un g-uplet E = (E1(X), ..., E,4(X)) de séries formelles
de k,[[X]], telles que les coefficients de X™ (n € NY) de E4, ..., E; sont de la forme ay/n! avec
an € O,. On peut normaliser cette exponentielle de sorte que la différentielle a4 lorigine DyoE
soit Iidentité. Soit r, = p~*/(P~1). Le g-uplet E est un élément de G, (r,) puisque |n!|, > 7“,',“‘71.
Au moyen de cette application exponentielle, il est alors aisé de construire un automorphisme
f € Gu(rp) tel que f*(X) = sz x {0}. Ceci entraine la minoration Rg ,(X) > r, (pour toute place
v 1 m). Toutefois cette estimation n’est vraiment utile qu’en un nombre fini de places v puisque le
produit infini [ r, diverge.

Revenons au cas d’un sous-schéma formel lisse X quelconque de G k,- L’espace tangent & 1’ori-
gine tx de X est muni d’une structure entiére en considérant le module

tx Ntg, ={z € tx Cta(ky); |z, <1}

sur I'anneau O, ce qui confére & 'espace dual t% puis a I'espace symétrique Sz(t‘ge) de degré £ € N
une norme notée |[.[[se(p ).
Ces définitions conduisent alors directement au résultat suivant (lemme 3.3 de [12]).

LEMME . Soit £ € N, Q un sous-schéma ouwvert de G, contenant la section nulle et s une
fonction réguliére sur § telle que s, s’annule ainsi que ses dérivées d’ordre < £ le long de X en

lélément neutre de Gy, . Alors le jet jetge s d’ordre 0 le long de X en 0 — vu comme élément de
St(tx)Y (*) — vérifie
(11) et sllse (e < Rg.o(X)7" -

Lorsque Rg (%) vaut 1, le jet jetge s est entier sur O,, ce qui procure un analogue local du

théoréme qui ouvre le § 10.1.

*C’est-a-dire, si 'on écrit s(z) = F(z).s0(z) ot © = exp, (z) et F analytique dans un voisinage de 0 de t¢(Cy),
on a jetgE s = jetfa€ F(0).s0.
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10.1.2. Dans le cadre qui nous intéresse ici, ’espace Wy est ’espace tangent & ’origine d’un
sous-groupe algébrique connexe H C (. Nous allons prendre pour X le complété formel & I'origine
H du schéma H x Speck,. C’est un sous-schéma formel lisse de G’k Quant a la section s, elle
provient de la composée d’un polyndéme homogene et de ’exponentielle de Gy, (vue a valeurs dans
un espace projectif). De la sorte, la démonstration de Gel’fond-Baker nous améne a faire un produit
des normes || jet%v sllse(wy),v en les différentes places v de k. En vertu du lemme de Bost ci-dessus,

cela revient & majorer la quantité y g définie comme la somme (finie en réalité)

(12) XH = [k 1Q] Z Ufu : Qp] log Rg,v(ﬁy)_l cRt -

vtm
v ultramétrique

Dans [G4], nous avons montré l'estimation uniforme suivante.

LEMME . Il existe une constante ¢ > 1, qui ne dépend que de G (en particulier indépendante
du corps k et du groupe H ) telle que xg < c.

Cet énoncé est trivial pour les groupes algébriques linéaires car ’on dispose de la

PROPOSITION . Soit H un sous-groupe algébrique conneze de G x G, défini sur un corps
de nombres kg. Il existe un sous-schéma en groupes H — GZOO X Gdlo , lisse sur Spec Oy, et
,Okg m, O,
de fibre générique H .
DEMONSTRATION. 11 suffit de traiter les cas H C G et H C G%. Dans le premier cas, on
choisit le fibré vectoriel V ((t (ko) N (’),Cclg )") Dans le second cas, il existe un sous-groupe facteur

direct ® de Z% tel que, si M := Z% /® et si Z|[M] est la Z-algébre engendrée par M, on a
= Spec Z[M] Xgpecz Specko. On choisit H := SpecZ[M] Xgpecz Spec O,, qui est lisse sur
Spec O, car M est sans torsion. O

Le théoréme de décomposition de Chevalley® que 'on applique & la composante neutre de G
raméne alors la difficulté aux variétés abéliennes. Le lemme ci-dessus apparait alors comme une
conséquence du théoréme suivant de Raynaud, que 'on trouve comme corollaire du théoréme 4
de [9], § 7.5, p. 187.

THEOREME DE RAYNAUD . Soit kg un corps de nombres et H C G deuz variétés abéliennes
sur ko. Soit H,G leurs modeéles de Néron respectifs sur Ok,. Soit v une place finie de ko, de
caractéristique résiduelle p et d’indice de ramification e((ko)y | Qp) (7). Si e((ko)y | Qp) < p—1
et si G a bonne réduction en v alors H a bonne réduction en v et l'unique morphisme H — G issu
de la propriété de modeéle de Néron de G est une immersion fermée.

Ainsi, dans la somme qui définit x g, les places qui posent probléme sont celles pour lesquelles
Iindice de ramification plus un est plus grand que la caractéristique résiduelle p, car pour les
autres on a Rg7v(ﬁv) = 1. Comme e((ko)y | Qp) < [ko : Q], les « mauvaises » places ont toutes
leurs caractéristiques < [kg : Q]+ 1. Il n’y en a donc qu’un nombre fini, et, en ces places, on utilise
la minoration simple Rg’v(l/{:,) > p~1/(P=1) gyoquée un peu plus haut pour conclure.

10.1.3. En réalité, pour démontrer les théorémes de [G4], il n’est pas nécessaire d’avoir une
estimation aussi fine de x g. Lorsque nous laissons x g « indéterminé » au cours de la démonstration,
nous constatons qu'il apparait dans le facteur max {1, h(Wy)} (intervenant dans le paramétre a), qui
devient alors max {1, h(Wy), x g }. Autrement dit, il suffirait de montrer I’existence d’une constante
c telle que xg < cmax {1, h(Wy)} pour obtenir ezxactement les mémes énoncés que les théorémes
de [G4]. Et cela est possible de maniére élémentaire sans avoir recours au résultat de Raynaud. La
démarche consiste a se ramener comme ci-dessus au cas abélien puis & comparer la structure entiére
sur tp donnée par le modéle de Néron B de B et celle donnée par le module saturé t g Nt 4, & partir
duquel se calcule la norme des jets le long de tp. Le calcul du quotient (tg Nt4)/ts (}) fournit

*Ce théoréme stlpule qu’un groupe algébrique commutatif connexe est une extension d’une variété abélienne
par un groupe linéaire G aky X ch aprés une éventuelle extension finie du corps de nombres de définition kg de
G.

De la sorte, si @ est une uniformisante de I’anneau de valuation O, C (ko)v, I'idéal engendré par p est
(w)e((ko)vIQp)

#Voir, par exemple, [10], p. 33.

m,kq’
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alors une constante ¢’ telle que yg < ¢’ max{1,logdeg B} ou le degré est relatif a un plongement
(quelconque) de A dans un espace projectif. Il ne reste plus qu’a observer que logdeg B est du
méme ordre de grandeur que la hauteur de tp (*), elle-méme majorée par ¢’ max {1, h(Wy)} pour
une certaine constante ¢”.

10.2. Procédé de changement de variables de Chudnovsky. Comme nous venons de le

voir avec % (%)L] P(e?, eb* )|2=0, certaines propriétés des coefficients de Taylor de fonctions analy-
tiques se dévoilent a I'occasion d’un changement de variables. Au paramétre z sur ’espace tangent
du groupe algébrique Gy, s’est substitué le paramétre ¢ = e* — 1 sur le groupe algébrique lui-
méme. En soi, cette idée, bien que révolutionnaire, n’est pas nouvelle puisqu’il s’agit d’une version
élémentaire du théoréme d’inversion locale. Seulement ici le changement de variables modifie com-
(="~

plétement les propriétés arithmétiques des coefficients de Taylor : % pour t = e* — 1 et “——

pour z = log(t + 1). Pour illustrer la puissance de cette technique, nous allons démontrer I’énoncé

arithmétique essentiel des démonstrations de [23] et de [G1,G2,G5].

THEOREME . Soit P € Z[X,Y] de degré partiel Dy en la variable X . Soit £,b € N. Soit 6¢(Dy)
le ppem des produits my - - -m; ot (my,...,m;) € (N\{0})? est de longueur my+- - -+m; inférieure
al eti < Dgy. Supposons que ((f—z)h P(bz,e%).—0 = 0 pour h € {0,...,£ —1}. Alors on a

0¢(D L (d ZPb o Z

A priori cet énoncé n’a rien d’évident. En effet, si p; ; désigne le coefficient de X'Y7 de P, la
formule de Leibniz donne ’égalité

1 d ¢ ; bijl—i
n (dz) P(bz,e )|z:0 = ;pi,jma
i<l

dont seul le dénominateur naif ¢! semble convenir. Par ailleurs, le théoréme des nombres premiers
fournit 1’existence d’une constante absolue ¢ > 0 telle que 6,(Do) < (cDp)*. Aussi, lorsque Dy est
beaucoup plus petit que ¢, le dénominateur dy(Dg) est meilleur que £!.

DEMONSTRATION. Soit t = e*—1. Développons en série la fonction z — P(bz, €*) en la variable

t: )
. N e D N
2,] m=1
L’hypothése d’annulation sur P et le fait que t = 2z + o(z) permettent d’affirmer que

¢ . . .
% (%) P(bz,€?)|.—q est le coefficient de t* dans cette série. Ce coefficient est une somme de termes

de la forme ¢;(m)/(my ---m;) ot m = (my,...,m;) € (N\ {0})? est de longueur < £ et g;(m) € Z.
Le théoréme découle de cette observation et de la définition de d¢(Dy). 0

1

Le nombre 7 ( d

dz
rithme usuel sur G, X Gy, lorsque 1'on veut minorer |1 —blogal avec a € Q \ {0}. Contrairement
au résultat du § précédent, I'hypothése b € N est totalement superflue et 'on pourrait prendre b
ainsi que les coeflicients de P dans le corps des nombres algébriques (en adaptant la conclusion).
Les généralisations adéquates de cette méthode de changement de variables ont profondément
fait évoluer plusieurs domaines de I’approximation diophantienne cette derniére décennie, dont la
théorie des formes linéaires de logarithmes. L’on doit probablement & la thése de P. Graftieaux
(1998, [28]) d’avoir déclenché la reviviscence de ces techniques pour des groupes algébriques plus
complexes que Gy,, comme les variétés abéliennes, techniques que ’on retrouve formalisées pour les
courbes elliptiques & plusieurs endroits de 'ceuvre des fréres Chudnovsky [14-16]. Afin de mieux
comprendre les solutions apportées aux complications techniques rencontrées lors de la mise en
ceuvre du changement de variables dans le cadre d’une variété abélienne, regardons tout d’abord
Panalogue de la série logarithme usuelle log(1 + ¢) pour une courbe elliptique E sur un corps de
nombres k C C. Soit A le réseau des périodes de E(C) et y?> = 42% — gz — g3 un modele de

¢ . . o
) P(bz,e*)|.—o apparait dans I'estimation des formes linéaires en un loga-

*Voir, par exemple, le lemme 4.8 de [G2].
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Weierstral de E. L’application exponentielle expy : tg(C) — E — P?(C) peut étre décrite au
moyen des coordonnées x,y :

Vzetg(C), expg(z) =

(l:z:y) sizgA,
(0:0:1) sizeA,

ou z,y et z sont reliés par la fonction elliptique p de Weierstrafs
1 1 1
-5+ 2 (=)
AeA\{0}

via les formules © = p(z) et y = p'(z). La connaissance de expy repose sur celle des paramétres

t:= _72”” et s:= _72 L’équation de Weierstra® fournit la relation s = ¢3 — %%s2 — %353, a partir de
laquelle il est facile de voir que s = »° -5 a,t" avec a, € Rp := Z[%, 2] de degré < n. Le quotient

t/s s'écrit (3.2, ant™)/t? avec @, € Rp et la forme différentielle 2dz = d?’” = —sd(%) appartient
a Rpl[[t]]dt. Par intégration, la coordonnée locale z sur 'espace tangent & E(C) s’exprime comme

une série en t :
b
n
n
n=1

avec b, € Rg de degré < n. Cette série est I’analogue de log(1 + t) pour les courbes elliptiques.
Elle est appelée logarithme formel du groupe formel a ’origine construit & partir de E et de son
modéle de Weierstrafl. Le point important est que I'arithmétique des coefficients de ce logarithme,
qui se lit sur b,, est connue avec précision. On ne peut pas se contenter de savoir qu’ils sont
dans un corps de nombres de définition de la courbe elliptique, comme c’est souvent écrit dans la
littérature. Pour une variété abélienne A, les choses deviennent nettement plus compliquées pour
au moins trois raisons. Il n’y a pas une unique équation aussi simple et explicite que I’équation de
Weierstrak ; il n’y a pas de choix particuliérement évident pour les g := dim A paramétres locaux
t1,...,t, qui généralisent le parameétre ¢ ; s’il est facile de voir que les coeflicients du logarithme
formel* sont de la forme b, /n avec b, dans un anneau R4 = Z[g1,...,gm], 9; € k, il est difficile de
relier ces éléments (inconnus) g;, qui dépendent de la variété abélienne, & un invariant comme la
hauteur de Faltings ou une hauteur théta! de la variété. La résolution de cette derniére difficulté
n’est utile que si 'on veut in fine avoir une dépendance explicite en tous les invariants de A. Les
deux premiers problémes peuvent se résoudre finalement de maniére assez simple avec un argument
de type fonctions implicites ou l'on surveille attentivement ’anneau engendré par les coefficients
des polynémes qui remplacent I’équation de Weierstrak (voir lemme 13 de [G1]). En revanche, la
troisieme difficulté est beaucoup plus sérieuse. Il revient a Eric Villani d’avoir écrit dans sa thése
(2005, [55]) tous les détails qui conduisent & résoudre ce probléme (pour les variétés abéliennes
principalement polarisées), en s’appuyant sur les techniques introduites par David (thése 1989,
voir aussi [20] et 'appendice A de [28]). Bien qu’intéressante en soi et aussi pour la théorie des
groupes formels associés aux variétés abéliennes, il me semble que cette question a un peu perdu de
son attrait depuis que Bost a introduit sa fameuse théorie des pentes arakeloviennes, qui devient
surpuissante lorsqu’elle est alimentée par des résultats profonds de géométrie d’Arakelov. Gréce a
ces pentes, I’on peut déplacer une grande partie du probléme de 'arithmétique des coefficients b,,
dans le calcul de la pente d’Arakelov de ’espace des sections globales d’un fibré ample et symétrique
L sur la variété A. Sans entrer dans les détails, en voici la fragrance.

THEOREME DE BOsT . Soit HO(A, L) le fibré adélique hermitien, de dimension h®(A, L), obtenu
au moyen d’un modéle de Moret-Bailly du couple (A, L). Alors la pente d’Arakelov normalisée de
ce fibré vaut

—_ 1 1. hY%A,L)
In(HY(A, L)) = —=hp(A) + = log ———=
n(HO(A, L)) = =5 hir(A) + 7 log =5 50

(hp(A) est la hauteur de Faltings de A).

*Le logarithme formel du groupe formel obtenu a partir d’un groupe algébrique de dimension g par complétion
le long de l’origine s’identifie & un g-uplet de séries formelles en les paramétres t1,...,t4.

fC.-a-d. quelque chose que I’on peut théoriquement calculer si ’on dispose d’une description suffisante de la
variété.
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Ce calcul (difficile) a été effectué par Bost [11]. Il repose sur les travaux de Moret-Bailly [43,44)]
et sur le théoréme de Riemann-Roch de Gillet & Soulé [27]. Dans cette approche arakelovienne, la
seule information nécessaire pour b, est que cet élément peut étre choisi entier algébrique via le
choix d’un modéle de Néron de A. La perte de précision que 'on s’autorise pour b,, (par rapport a
Papproche de David) est rattrapée par ce calcul de Bost. Ce tour de magie fait partie des charmes
de la méthode des pentes! Dans le second article issu de ma thése de doctorat, j’ai montré comment
cette approche pouvait étre mise en ceuvre dans le contexte des formes linéaires de logarithmes
sur A. Néanmoins cet article comportait une hypothése technique sur le point p = exp(u) (voir
lintroduction), qui stipule qu’aucun des multiples entiers non nuls de p ne doit appartenir a une
sous-variété abélienne stricte de A(Q)*. Grace au lemme de petites valeurs absolu que nous avons
présenté au § 9 et qui est au coeur de notre texte [G5], nous pouvons maintenant supprimer cette
hypothése.

A travers cette discussion, il est apparu que si I'idée originale du changement de variables
s’avére trés fructueuse, sa mise en ceuvre pour des groupes algébriques quelconques peut se réveler
délicate, surtout dans la perspective de prendre en compte tous les invariants liés au groupe.
Les travaux de David & Hirata-Kohno [21-23] ont résolus toutes les difficultés techniques pour
une courbe elliptique (et donc aussi pour les variétés abéliennes produits de courbes elliptiques).
Mais, pour le passage & une variété abélienne quelconque, et plutot que de persévérer dans une
approche « constructiviste », nos articles [G2,G5] témoignent que la théorie des pentes de Bost,
éventuellement accompagnée du théoréme de Moret-Bailly & Bost évoqué plus haut, est d’une aide
précieuse pour déplacer puis dissoudre le probléme !’

11. Lemmes d’interpolation analytique

Ce paragraphe traite de 1’étape d’évaluation fine de la norme archimédienne du nombre algé-
brique £, qui apparait dans la démonstration de Gel’fond-Baker (voir § 8). La description de la
démonstration d’'une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes selon cette méthode a mis en
lumiére la nécessité de pouvoir donner une information sur les valeurs aux entiers d’une fonction
holomorphe qui satisfait & certaines propriétés d’annulations. Pour mieux comprendre l'intérét des
lemmes d’interpolation qui vont suivre, il nous faut entrer un peu plus dans les détails de la preuve
(les notations sont celles du § 8).

Apreés usage d’un lemme de Siegel et via une représentation analytique adéquate de exp, I'on
dispose d’une fonction holomorphe F': C9 — C telle que les dérivées de F' le long de Wy a l'ordre
To en les multiples mu, m € {0, ..., Sp}, sont nulles :

(13) Vme{0,...,8}, VreN™Wo delongueur < Ty, Dfy, F(mu)=0.

Et 'on souhaiterait que ces dérivées soient encore nulles (ou, dans un premier temps, trés « petites »)
pour m € {0,...,S1} avec S; > Sp, quitte & diminuer lordre de dérivation, disons nulles jusqu’a
Pordre T7 < Tj. Le probléme est que I'on ne sait pas travailler efficacement avec des fonctions de
plusieurs variables. L’on devrait donc s’intéresser & fy : C — C, z — D;VOF(ZU), ou 7 € NdimWo
est de longueur fixée < T7. Mais la nouvelle difficulté qui surgit est que les dérivées de fj :

VIeEN, f9(z) = DDy, F(zu)

ne sont pas des dérivées de F' le long de W mais le long de Wy + C.u (et, a priori, u ¢ Wy puisque
l'on cherche précisément a évaluer la distance d(u, Wp)). Par conséquent, si 'on essaye de travailler
avec fo, on ne sait pas utiliser les équations (13). La solution de Baker consiste a choisir w € Wy tel
que d(u, Wo) = [|lu — w|| et a poser f(z) = Dfy, F(zw). La difficulté évoquée juste avant disparait
car w € Wy cette fois-ci. En revanche, les dérivées de f : f()(z) = Df;D;VOF(zw)7 ne s’annulent
pas (a priori) pour z € {0,...,S0} et £ € {0,...,Ty — T1}. L’inégalité des accroissements finis
appliquée a la fonction d’une variable réelle h : [0,1] — C définie par

h(zx) := D¢, wo F'(mu + xm(w — u))

*L’hypothése écrite dans [G2] est un peu plus faible en réalité.

fCe que, du reste, Graftieaux avait déja montré avant nous, dans un autre contexte. Il est tout de méme assez
impressionnant d’observer la différence de lisibilité entre Papproche « paramétres effectifs » de sa thése [28] et celle
des articles |29, 30| rédigés ensuite avec la méthode des pentes.
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et les équations (13) permettent toutefois d’obtenir une majoration de la forme
‘f(z)(m)‘ < d(u, Wy) X (un autre terme, gros mais pas trop).

Nous sommes donc en présence d’une fonction holomorphe f d’une variable complexe telle que
fO(m) est petit pour m € {0,...,80} et £ € {0,...,Ty — Ty }. L’on veut montrer que f(m) est
aussi petit pour m € {Sp+1,...,S1}. C'est pour cette phase d’extrapolation qu’intervient un lemme
d’interpolation. De tels lemmes existent depuis les débuts de I'analyse complexe avec la formule
des résidus de Cauchy, dont la formule d’interpolation d’Hermite* suivante est une conséquence :
soit Q(z) := an 10(2 —m)T, C C C le cercle de centre 0 et de rayon R > |z, et Cp, le cercle de
centre m et de rayon 1/2. Alors on a
S—1T-1

(x) f([) (x —m)’ dx -
(2) 2m/ Yax —z QWZZZ /Cm Qx) z—=z2

=0 ¢=0

(14)

De cette formule découle le lemme d’interpolation suivant, extrait de l'article [17] de Cijsouw &
Waldschmidt (1977). Si = est un nombre réel positif et si D(0,z) désigne le disque fermé {z €
C; |z| <z}, on note |f|, la borne supérieure des |f(z)], z € D(0, z).

LEMME D’INTERPOLATION . Soit S > 2 et T des entiers naturels strictement positifs et soit
R >r > 2S des nombres réels. Soit f une fonction analytique dans le disque D(0, R). Alors on a

o\ 1% 9r\ 1% f(g)(m)
se=ae () +o(5) e {15}
0<m<

Dans le contexte qui nous intéresse ici, ce lemme s’applique avec S := So + 1, T := Ty — 11,
r:= 257 et R :=er, ol ¢ est un paramétre libre > e. L’on voit que cet énoncé résout le probléme
de I'évaluation de |f(m)| < |f|,. La petitesse de ce terme est donc conditionnée par celle de e~ 7252
et celle de d(u, Wy) (qui controle le maximum & droite). Dans la pratique, comme nous I’avons dit
au § 8, on raisonne par ’absurde en supposant que

(15) d(u, Wp) < e~ 1252,

Ainsi |f(m)| et élément algébrique &, qui est proportionnel a f(m), sont petits. La formule du
produit (qui ne s’applique qu’avec un nombre algébrique, d’ou le passage par £) entraine la nullité
de £ puis de f(m). Le lemme de multiplicités interdit cette possibilité, ce qui contredit (15). Une
minoration de d(u, Wy) en découle.

Le lemme d’interpolation présenté ici est devenu un classique de la théorie des formes linéaires
de logarithmes. Il existe plusieurs variantes. Par exemple, pour la démonstration des résultats que
nous avons obtenu dans [G3] (avec Ably), nous avons utilisé un lemme d’interpolation de Masser
(1978, [39,40]), qui permet de prendre les éléments m dans un réseau de C (et non sur une droite,
comme ci-dessus). En voici une version, extraite de l'article d’Ably [1].

LEMME D’INTERPOLATION POUR UN RESEAU . Soit O un réseau de C. Soit S, T des entiers
strictement positifs et R,r des nombres réels tels que R > 3r > 0 et v > S. Soit f une fonction
analytique dans le disque D(0, R). Alors il existe une constante ¢ = ¢(O) > 0, qui ne dépend que

de O, telle que
TS%/c T S? ()
3r cR f (m)
|f|r§|fR<R) +<S> Jhax, {’E"} .
meo, m|<s

Ce lemme est intéressant car le premier terme du membre de droite fait apparaitre une petitesse
en e~ 15%/c (en posant ¢ = R/3r) meilleure que celle du lemme précédent, qui donnait ¢~7%. En
contrepartie le maximum & droite porte sur plus de termes. Ce lemme s’avére utile par exemple
lorsque que le groupe G est la puissance d’une courbe elliptique E (définie sur Q) a multiplication
complexe. Ceci signifie que 'anneau des endomorphismes de F est I’anneau des entiers d’un corps
quadratique imaginaire. Il s’identifie alors & un réseau O de C, qui agit sur 'espace tangent a

FE en préservant la structure algébrique de cet espace. De la sorte, 'on peut extrapoler sur les

*L’interpolation d’Hermite consiste & trouver un polynéme dont les développements de Taylor en certains
points a des ordres fixés (qui dépendent de ces points) sont donnés a lavance. L’interpolation lagrangienne est le
cas particulier ou 'ordre est toujours nul.
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multiples mu avec m € O dans la preuve de Gel’fond-Baker. Utiliser la multiplication complexe
pour augmenter le nombre de points & disposition et améliorer ainsi la phase d’extrapolation est
une idée due a Coates™.

Pour conclure ce paragraphe, nous allons évoquer une troisiéme variante de lemme d’inter-
polation qui s’applique dans le cas ultramétrique. Dans l'introduction, nous avons fait allusion &
I’existence d’une théorie des formes linéaires de logarithmes p-adique, analogue a la théorie archi-
médienne. Soit p un nombre premier et C, le complété topologique du corps valué (Qp, |.|p). Dans
cette expression, Qp est le corps des nombres p-adiques, Q7p est une cloture algébrique de Q, et |.|,
est la valeur absolue p-adique sur C, normalisée par |p|, = p~'. Soit G un groupe algébrique com-
mutatif défini sur un corps de nombres inclus dans C,. Comme exps est de rayon de convergence
fini en général', le logarithme u doit étre pris dans une boule ouverte de tg(C},) centrée en I'origine.
Une fois cette précaution prise, tout se déroule de la méme maniére que dans le cas complexe et
I'on a besoin d’un lemme d’interpolation p-adique. Les fonctions analytiques sur le corps valué
ultramétrique complet et algébriquement clos (C,, |.|,) jouissent de bonnes propriétés (principe du
maximum en particulier), analogues a celles des fonctions holomorphes sur un ouvert de C (1)
Les travaux du groupe de travail d’analyse ultramétrique® ont permis a Robba (sous I'impulsion
de Bertrand) de donner un lemme d’interpolation p-adique [49], qui ressemble & celui présenté
ci-dessus dans le cas complexe. La démonstration repose sur une formule d’interpolation compa-
rable a celle d’Hermite, mais avec une teneur plus formelle, les intégrales étant remplacées par
des fonctionnelles. Récemment, en 2002, Roy s’est intéressé & ces questions et il a résolu quelques
problémes qui restaient en suspens. L’énoncé suivant est un cas trés particulier du corollaire 1.2
de [50]. Si x est un entier naturel, on note o,(z) la somme des chiffres de x écrit en base p.

LEMME D’INTERPOLATION p-ADIQUE . Soit S,T des entiers strictement positifs et R >r > 1

des nombres réels. Soit
- S —op(5) N [logS}

p—1 logp
Soit f: D(0,R) = {z € Cp; |z|p < R} — C, une fonction analytique. Alors on a
. N (S+DT ) (m)
[l <o maxq () Wl 0T s |
0<m<s P

Ce résultat est utilisé lors des phases d’extrapolation de nos article [G4,G5].

12. Artifices supplémentaires

Nous venons de présenter quelques ingrédients que 1’on trouve dans les démonstrations de
mesures d’indépendance linéaire de logarithmes. La liste n’est pas exhaustive et plusieurs thémes
n’ont pas été abordés, comme la théorie de Kummer, abondamment utilisée par Baker et plus
récemment par Matveev [41]. Mais si le lecteur arrivé jusqu’ici connait la méthode générale et les
outils principaux, nous ne lui avons pas encore dévoilé les secrets de fabrication qui permettent
d’avoir une bonne mesure. Car maintenant nous devons sortir du domaine de la raison pour pénétrer
Pantre de la sorcellerie !

D’une maniére générale, un des faits les plus mystérieux de la théorie est que 'on ne doit pas
toujours travailler avec le groupe algébrique G que 'on se donne au départ (voir l'introduction)
mais avec une déformation de celui-ci. Si 'on ne procéde pas a un certain « conditionnement »
des données originales (G, p,u, Wy), les mesures d’indépendance linéaire de logarithmes que 'on
obtient sont souvent moins bonnes. La plupart du temps, la déformation du groupe G consiste
a lui attacher un groupe algébrique affine Gy pour former le groupe Gy x G. Cela conduit a

adapter les autres données p, u, Wy. Par exemple, 'on peut choisir py € Go(Q) (de logarithme wug)

*Qui, rappelons-le, est un éléve de Baker ! Pour les historiens, la trace de cette idée est un texte non publié [18]
de Coates (pour les courbes elliptiques), évoqué dans l'introduction des articles de Lang [33] (1975) et de Coates &
Lang [19] (1976), qui traitent le cas plus général des variétés abéliennes C.M.

fUne exception est par exemple le groupe affine G, pour lequel expg, (2) = 2.

#Le lecteur intéressé par ces questions peut consulter le livre classique d’Amice [4] qui est une trés belle
introduction au sujet.

8Ce groupe de travail, animé par Y. Amice, A. Escassut et P. Robba, a eu lieu & Paris de 1973 & 1988.
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et composer ¢ := (po,p) € (Go x G)(Q). Ensuite 'on modifie Wy de maniére & avoir un sous-
espace W de tg,xc(Q) et tel que le probléme de I'évaluation de d(u, Wp) soit le méme que celui de
d((ug,w), W). Nous verrons sur deux exemples tirés de nos articles [G3,G4,G5] comment 1’on peut
préciser ce concept général de déformation. Si, a posteriori, il est relativement aisé de comprendre
les avantages et les désavantages d’avoir modifié les données de départ, la véritable compréhension

de ce phénomeéne n’est pas encore élucidée.

12.1. Poids de la droite affine. La déformation la plus simple et qui est aussi la premiére
& avoir été mise en ceuvre consiste a ajouter G, au groupe G et & considérer G, X G. Le point
p devient ¢ = (1,p) € (G, x G)(Q) (*) et Wy est remplacé par W = tg, & Wo. 1l est clair que
d((1,u), W) = d(u, Wy). A priori cela ne semble pas faire évoluer le probléme de la minoration de
d(u, W), a cela prés que maintenant ’on dispose d’une variable supplémentaire pour construire la
fonction auxiliaire. Cela va constituer un atout incroyable. Pour simplifier la présentation et aussi
parce que c’est 'exemple historique de Baker, prenons G = GJ,,. Le polynéme auxiliaire P de la
méthode de Gel’fond-Baker (voir § 8 et 9) appartient a k[Xo, X1,...,X,] (k corps de nombres

C C). 1l est bati de sorte que la fonction
F:(20,...,2n) € C"" s P(zg,€™,...,e™)

satisfasse a des conditions d’annulation aux points (m,mu) pour les entiers naturels m < Sy (7).
La ruse, notée par Fel’dman & la fin des années soixante, est que rien ne nous oblige a choisir la
base canonique des monoémes de k[X] pour écrire P et que I'on a méme intérét a choisir une autre
base! Soit (P;,)i,es une famille libre finie de k[X,]. Lorsque lon écrit a priori

P=> piP,(Xo) X} - X)r

(i = (ig,...,in) € N"L et p; € k), de la démonstration de Gel’fond-Baker dans son ensemble se
dégage une quantité mi-arithmétique mi-analytique qui mesure l'influence du choix de la famille
(Pyy)iger sur la minoration finale de d(u, Wy) que l'on obtient. C’est ce que nous voulons évoquer
par la terminologie poids de la droite affine (ou plus simplement « poids de G, »), concept que
nous avons introduit dans [G4] (et présenté ici sous une forme trés légérement différente de celle
de Particle original). On désigne par la lettre h la hauteur de Weil logarithmique absolue.

DEFINITION DU POIDS . Soit 7', S des entiers naturels et R > 0 un nombre réel. Le poids de
G, relatif a la famille (P;,);,er, aux paramétres (T, S, R), est le nombre réel R((P;, )i er) égal &

L () inel 1 1 . W€l
h({T!Pz‘o (m), |m|<S +mlogmax R g} To<Tr<T(
0<7T<T lzI<R

7!

Si le premier terme embrasse plusieurs étapes de la démonstration de Gel’fond-Baker, le
deuxiéme terme, quant & lui, ne concerne que la majoration analytique fine du nombre £ que
I’on établit lors de la phase d’extrapolation. Le poids de G, est la grandeur résiduelle qui provient
de l'introduction méme du groupe G, dans la preuve. Plus il est petit, plus la mesure de d(u, Wp)
que 'on obtient & la fin sera meilleure. Le nombre m qui est dans la définition est un entier relatif.
Mais lorsque G est une puissance d’une courbe elliptique ’on peut prendre m dans un réseau O de
C, lié aux endormorphismes de la courbe. Il me semble que le poids de G, tel qu’il est défini est
une grandeur sous-jacente a un grand nombre de résultats sur les aspects quantitatifs de la théorie
des formes linéaires de logarithmes. A ma connaissance, actuellement il n’existe pas de procédé
pour construire une base (P;,);,cr qui soit la mieux adaptée aux données en minimisant le poids
de G,. Toutefois, Fel’dman a remarqué qu’il existait au moins une famille de tels polynémes qui
convenaient mieux que les polyndmes de la base canonique [26]. Elle provient des polyndmes bino-
miaux que nous avons déja rencontrés au § 10.1 (voir (9), p. 35) et se trouve a mi-chemin entre ces
polynomes et ceux de la base canoniquet. Dans D’article [G4], nous avons utilisé une variante de ces

Pz‘(OT)(Z)

11 est préférable de choisir (1,p) plutot que (0, p) afin de rendre le point ¢ moins vulnérable aux phénomeénes
de torsion modulo des sous-groupes particuliers G’ de G, X G (& commencer par le sous-groupe nul, g n’étant alors
jamais de torsion). Cela est particuliérement important pour le lemme de multiplicité qui fait intervenir le cardinal
du quotient (X4(S) + G'(C))/G'(C) ou 24(S) :={0,¢,2q,...,Sq}.

fRappelons qu’ici u = (log a1, ...,log ay) est un logarithme d’un point (a1, ...,an) € (k\ {0})".

tEtant donné deux entiers « et 3, la famille des polynémes de Fel’ldman en question est 1, Ao(X+z)¥,0< 2 < a
1 <y < B. On vérifie qu’elle forme une base de ’espace des polynoémes de degré < af + 1.
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polyndémes, imaginée par Matveev, qui s’avére plus maniable au moment du choix des paramétres,
tout en conservant les avantages de la base de Fel’dman. Etant donné i, D}, Dy € N, le polynome
de Matveev 4 (X;ip) est ADE(X)qAr(X) ol les entiers g et r sont respectivement les quotient et

reste de la division euclidienne de iy par D(b). Le degré de § D} (X;ip) est ig. Par conséquent, lorsque
D est fixé, la famille Opy (Xsdo), do € I :={0,..., Do}, forme une base de k[X]<p,. On retrouve

la base canonique en choisissant D'(’) = 1. L’intérét d’une telle base peut se comprendre & partir du

LEMME TECHNIQUE . Awvec les notations ci-dessus, il existe une constante absolue ¢ > 1 telle

que
R ((%g (X;io))iOU)

D
<c <D0 log <e + gg) -+ min (DO,T)DE + fo log (1 + l];)))

(16)

La démonstration de ce lemme n’est pas trés difficile. Elle découle des estimations sur les
polynémes de Matveev qui sont données dans le livre de Waldschmidt [60], p. 269 et suivantes.
Lorsque I'on choisit D} = 1, I'on trouve une estimation du poids de la famille (X%); ¢ :

log R
D

R((X%);.e1) < oDy <log S+

En comparant cette majoration avec (16), 'on comprend que I’on peut ajuster D(b) de maniére a
minimiser le poids de G,. C’est grace a ce coup de maitre que Fel’dman a pu obtenir pour la
premiére fois une minoration de logd(u, W) linéaire en la hauteur logb de Wy (pour un groupe
linéaire). Au-dela de I'aspect technique du lemme ci-dessus, les raisons qui expliquent un plus petit
poids de G, pour les polynémes de Matveev sont qu’ils prennent des valeurs entiéres aux points
entiers tout en ayant une croissance analytique moindre que les monémes standards. En suivant le
méme principe, I’on peut construire les polynoémes de Lagrange

(17) YR>0,  Api(X)= [[ 22E

eeZ[i]\{0}
le|<R

qui ont un bon comportement™ aux entiers de Gauss Z[i]. Plus généralement, Ably & M’Zari ont
obtenus des lemmes techniques, comparables & celui que nous avons présenté, pour des polyndmes
associés a un ordre O d’un corps de nombres k (7) [2,3]. Dans ce cas le nombre m dans la définition
du poids de G, n’est plus un entier mais un élément de ’ordre. Formellement ces polynémes sont
définis comme ceux de Lagrange mais le produit porte sur les € O\ {0} tels que |z|]2 < R (ici
|.|2 est la norme euclidienne sur RP, espace dans lequel se plonge k). C’est en partie grace a ces
polynomes qu’a linstar de Fel’dman, Ably a obtenu une minoration de log d(u, W) optimale* en
log b pour une puissance d’une courbe elliptique a multiplication complexe [1], en travaillant avec
Pordre constitué des endomorphismes de la courbe. Dans notre article en commun [G3] avec Ably,
qui se situe dans le méme cadre que [1], nous avons repris cette idée pour conserver une mesure
optimale en logb.

12.2. Réduction d’Hirata-Kohno. Au milieu des années quatre-vingt, Philippon & Wald-
schmidt obtinrent pour la premiére fois une mesure d’indépendance linéaire de logarithmes vraie
dans le cadre d’un groupe algébrique commutatif quelconque [46]. Ils montrérent que si Wy est un
hyperplan et u € Wy alors on a

log d(u, Wy) > —c(logb)9™!

(g est la dimension de G, logb un majorant de la hauteur de Wy et ¢ une fonction qui dépend
de tous les parameétres sauf Wy). Puis en 1991 [31], Hirata-Kohno améliora cette minoration en

*Si z € Z[4] alors il existe § € N \ {0}, plus petit que < 103R2, tel que AR 1(z) € Z[i].

"Le sous-ensemble O de k est un ordre de k si O est a la fois un sous-anneau de k et un Z-module de rang
[k : Q.

Bt ceci pour la premiére fois dans le cadre d’un groupe qui n’est pas linéaire, avant les généralisations ulté-
rieures [21,23] et [G1] obtenues différemment (voir § 10.2 en particulier).
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montrant que
(18) log d(u, W) > —c(logb)(loglog b)9 ™! .

Ces deux mesures se généralisent a Wy de codimension quelconque, modulo une hypothése plus
forte sur u [32,47]. Dans ce paragraphe, nous expliquons I'idée originale d’Hirata-Kohno ainsi que
linterprétation géométrique que nous en avons faite dans [G2] (reprise en partie dans [G5]).

Soit G un groupe algébrique commutatif, de dimension g, défini sur un corps de nombres k. Soit
(#1,...,24) des coordonnées sur tg en lesquelles I'équation de Wy s’écrit 8121 +- - -+ 8424 = 0, avec
0i € k. Ajoutons G, a G pour former G, X G et considérons 'hyperplan W de tg, @ t¢ défini par
20 = ».9_, Bjzj (ici zo est la coordonnée canonique sur tg, ). En posant «’ := (0,u), I'on dispose
du logarithme d’un point k-rationnel p’ := (0,p) de G, x G tel que les trois quantités d(u', W),
d(u, W) et | Z§:1 Bju;| sont égales, & peu de choses prés. Ces transformations, que l'on place sous
Pappellation générale de réduction d’Hirata-Kohno (il y a plusieurs variantes), vont jouer un role
modérateur sur les dérivations. Pour simplifier, prenons maintenant G = G¥, dont ’exponentielle
est facile & décrire

(21, .., 2¢) — (€71,...,€%9) .
Dans la démonstration de Gel’fond-Baker apparaissent les dérivées le long de W au point (0,...,0)
de la fonction
F:(20,...,29) € CIT1 s P(zg,e™,...,e%)
ou P € k[Xy,...,X,]. Dériver le long de W signifie que 'on dérive I’application restreinte

Fiw : (z1,...,29) = P(Brz1 + -+ Bgzg, e, ..., e79)

dans toutes les directions restantes. En développant en série chacune des exponentielles qui est
dans cette fonction et en développant ensuite tous les produits, on montre que le coefficient

est un polynome en f31,. .., By, de degré < Dy := degy, P, a coefficients dans le Z-module engendré
par les coefficients de P. Le point crucial est que le degré en les 3; ne dépend plus de l'ordre de
dérivation. Sans réduction d’Hirata-Kohno, on aurait été amené a considérer P(e*',...,e%7) le long
de Wy : Brz1 + -+ Bgzg = 0, c.-a-d. que 'on aurait regardé

! Tg—1
1 ( o ) ( 0 ) ’ P(eﬁgm’._.,eﬂng—l,e—Eﬁ;fﬂjzj)

7'1!"'7'971! 821 82’971

au point (21,...,24-1) = (0,...,0). Et dans ce nombre la dépendance en les 3; est nécessairement
polynomiale de degré T = || (la longueur de 7). L’argument d’Hirata-Kohno se généralise a W)
de codimension ¢ > 1 en considérant cette fois-ci Gf x G et 'espace W défini par
Zi_tzﬁi7121+"'+ﬂi,gzg, 1€ {1,...,t}.

In fine, de cette réduction émerge la contribution D log b au lieu de T log b. Le choix des paramétres
autorise Dy < T et ce gain se répercute sur la mesure finale, pour aboutir a (18). La présence
du facteur G, a neutralisé la pression de 'ordre de dérivation sur le sous-espace Wy. Il y a eu un
transfert de la hauteur de Wy sur la partie affine du groupe nouvellement créé. Le regard que ’on
porte sur cet artifice évolue considérablement lorsqu’on I’écrit sous une forme plus géométrique et
intrinseque, comme dans [G2] (avec la méthode des pentes) ou [G5] (avec une autre méthode, que
Pon pourrait appeler méthode de la section auziliaire). En effet, reprenons le sous-espace Wy de

te et considérons le groupe affine Gg défini comme le spectre de 'algébre symétrique du k-espace
vectoriel dual (tq/Wo)" :

Gp = SpecS (tc/Wy)" .
L’espace tangent a l'origine de G s’identifie a to/Wy. Soit A : tg — ta /Wy la projection canonique
et W le sous-espace de tg,x¢ défini par le graphe de A :

W:={Ay)®y; y €tc}.
La encore on a d((0,u), W) = d(u, Wy) = ||A(u)||. La différence est qu’il n’y a eu aucun choix
de base. Pour harmoniser la présentation intrinséque, la dérivée (19) est remplacée par le jet de
F le long de W a l'ordre T en 0, que ’on notera jetjv;/ F(0). Ce jet appartient naturellement au
produit symétrique ST (W), espace que 'on peut munir d’une structure de fibré adélique hermitien
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ST(WV) en se donnant en amont une telle structure sur ¢¢ (ce qui, du reste, est nécessaire pour
parler de distance et de norme de vecteur sur cet espace). Si la quantité jet;, F((0) n’est pas nulle
(ce qu'il est naturel de supposer dans la suite pour que la discussion ait un intérét), elle vérifie une
variante de la formule du produit :

(20) hietly F(0)) = ~fimax (ST(WY))

Dans cette inégalité, h est la hauteur logarithmique associée au fibré adélique hermitien ST (V)

et fhmax (ST(WV)) est la pente maximale de ce fibré (voir p. 20). Or Pon peut montrer qu’il existe

une constante ¢(g), qui ne dépend que de g, telle que
fimax (STOV9)) < T (fimax (W¥) + clg)) -

La pente maximale de WV est directement reliée 4 la hauteur de W, ainsi qu’a d’autres quantités
qui ne dépendent que du groupe algébrique G. Dans les temps anciens, avant qu’Hirata-Kohno ne
propose sa réduction, apparaissait

T lmax (W(‘J’) < e(G)Tlogh .

Ici on a
Tﬁmax (WV) < C(G)T y

c.-a~-d. que la hauteur de W est majorée par une constante qui ne dépend que de G. La raison est
simple : la hauteur de W est plus petite que la somme des hauteurs d’une k-base (quelconque)
de W. Or si (e1,...,e4) est une base de tg alors (A(e1) @er,...,A(eq) B eg) est une base de W.
En toutes les places v du corps de nombres k, la norme v-adique de A(e;) @ e; est plus petite que
2¢0/2||e;||» (€, = 1 si v est archimédienne et 0 sinon) car ||A(e;)|l» < |lej|l» (la norme & gauche étant
la norme quotient). La hauteur de A(e;) ®e; est donc plus petite que celle de e; plus log V2, somme
que l'on peut mettre dans une constante qui ne dépend que de G et de la distance choisie sur t¢s.
Comme dans la présentation classique de la réduction d’Hirata-Kohno , la quantité T log b a disparu.
Toutefois, comme la mesure finale dépend nécessairement de la hauteur de Wy, cette hauteur s’est
déplacée dans h(jetd;, F(0)). Plus précisément, elle est dissimulée dans la hauteur du polynome
P qui sert a batir F', hauteur qui, en vertu du lemme de Siegel, dépend du degré d’Arakelov de
Pespace (adélique) dans lequel vit P. Une partie de cet espace — qui donne naissance & la partie
polynomiale de F' — est Pespace des sections globales H(Xy, Ox,(Dp)) ot Xg := P(k® (tg/Wo)¥)
est la compactification naturelle de Gg. Il est muni d’une structure adélique au moyen des métriques
de Fubini-Study. Un calcul élémentaire® montre alors que le degré d’Arakelov du fibré adélique
hermitien HO( Xy, Ox,(Do)) vaut Dglogb plus une constante qui ne dépend que Dy et de G (mais
pas de logb). On retrouve donc exactement le méme transfert de T'logb a Dglogb que dans la
réduction d’Hirata-Kohno originale. Quel que soit la forme sous laquelle on la met en ceuvre, cette
réduction ne fait pas disparaitre pour autant la quantité 7 logT qui vient du dénominateur 7T"! des
dérivées considérées ici (estimations ultramétriques). Pour cela, il faut utiliser en plus le procédé
de changement de variable de Chudnovsky qui transforme T logT en T log Dy (voir § 10.2).

*Voir proposition 4.2 de [G2].
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13. Appendice
Nous démontrons ici le

LEMME DE SIEGEL ABSOLU . Soit E un fibré adélique hermitien, de dimension n > 1. Pour
tout nombre réel € > 0, il existe une base (e1,...,e,) de E® Q telle que

(21) H Hp(e;) < e H,(E)

—yiy
0l Op—1 1= 51 > iy ;-

Une comparaison série-intégrale permet de montrer que 20,1 < nlogn dés que n > 2 (I'in-
égalité est nécessairement stricte car o,_1 € Q contrairement a logn). Dans ce cas le choix de

€= "IZJ — 0,1 conduit au lemme de Siegel absolu que nous avons présenté p. 31.

DEMONSTRATION. On reprend 'argumentation donnée dans la preuve du lemme 4.7 de [24]
et la remarque qui la suit. Soit X := P(EY) et L le fibré en droites hermitien sur X constitué
du faisceau canonique Ox (1) et des métriques de Fubini-Study induites par les normes de E. La
hauteur relative & L sur les points de X (Q) est la hauteur relative au fibré adélique hermitien E.
Pour tout entier ¢ € {1,...,n}, considérons les nombres réels e; définis par

e;:= sup inf{Hgz(z); z€X(Q)\Y}
codim Y =4
ot Y parcourt les sous-variétés (fermées) de X (Q) de codimension i. Le couple (X, L) satisfait aux
hypothéses du théoréme 5.2 de [66] (’hypothése de semi-amplitude arithmétique de L résulte par
exemple du théoréme 3.5, ibid.) qui, en termes des e; ci-dessus, s’écrit alors*

(22) [[e <exp{Hp(X)} on Hp(X):= deg, (a ()" \X)

i=1
est la hauteur de Faltings de la sous-variété X, au sens de [13], définition 3.1.1 et § 4.1.2 (cTeTgm est le
degré d’Arakelov normalisé). Cette quantité se compare 4 la hauteur de E via la premiére formule
de la proposition 4.1.2 de [13] et la remarque qui lui succéde : exp {Hp(X)} = Hy(E)e° 1. En
vertu de l'inégalité de Zhang (22), il ne reste donc plus qu’a prouver lexistence d’une base ey, .. ., e,
de F telle que

(23) H Hf(ez) < e H e; .
i=1

i=1
Cela résulte presque immédiatement de la définition méme des e;. En effet, on a
n=inf{Hg(z); z € X(Q)}
donc il existe e; € X(Q) = (E® Q) \ {0} tel que Hx(e1) < e,e/™. Soit Y7 'adhérence de Zariski
de {e1} dans X(Q). On a
e,—1 > inf {Hg(2);z € X(Q) \ Y1}

donc il existe e2 € X(Q) \ Y1 (c’est-a-dire que e; et e; — vus comme vecteurs de E —
sont linéairement indépendants) tel que Hz(e2) < e, 1€€/™. De méme, la minoration e, o >
inf {Hz(z);2 € X(Q) \ Y2} otl Yz est le sous-espace linéaire de X (Q) provenant de Q.e; & Q.ez

entraine l'existence de ez etc. Nous avons ainsi construit une base eq,...,e, de E qui satisfait a
I'inégalité (23) et donc a (21). O

11 faut noter ici que le degré géométrique de P(EY) vaut 1.
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Résumés des articles

[G1] Mesures d’indépendance linéaire de logarithmes dans un groupe algébrique commutatif. Soit G
un groupe algébrique commutatif, défini sur le corps Q des nombres algébriques. Soit W un hyperplan de ’espace
tangent & Porigine, défini sur Q, et u un vecteur de tc(c) tel que 'image de w par 'application exponentielle du
groupe de Lie G(C) est un point algébrique. Dans ce texte, nous obtenons une minoration de la distance de u & W
qui est optimale en la hauteur de W. La démonstration repose sur la méthode de Baker, la réduction d’Hirata-Kohno
ainsi que sur un nouvel argument arithmétique (le procédé de changement de variables de Chudnovsky).

[G2] Formes linéaires de logarithmes effectives sur les variétés abéliennes. Nous établissons de nouvelles
mesures d’indépendance linéaire de logarithmes de points algébriques d’une variété abélienne définie sur Q, mesures
qui sont entiérement explicites en les invariants liés a la variété en question (dimension, hauteur de Faltings, degré
d’une polarisation). Moyennant une hypothése supplémentaire sur les points algébriques considérés et une constante
numeérique moins bonne, ces résultats généralisent ceux — comparables — de David, avec, en particulier, la présence
dans le théoréme principal d’un groupe algébrique qui, en variant, induit de nombreuses mesures différentes. Une
caractéristique importante de la preuve est la mise en ceuvre, pour la premiére fois dans ce contexte, de la méthode
des pentes de Bost et de certains résultats de géométrie d’Arakelov qui lui sont attachés.

[G3] Approximation diophantienne sur les courbes elliptiques 4 multiplication complexe. Soit £ une
courbe elliptique C. M., définie sur Q. Considérons une famille de formes linéaires sur 'algébre de Lie de £7, a
coefficients dans le corps de multiplication complexe de £. Dans ce cadre, nous présentons une mesure d’indépen-
dance linéaire de logarithmes, analogue aux estimations connues actuellement pour les tores (commutatifs) de type
(log b)(log @)™. Ainsi, a I'instar des récentes avancées dans ce domaine (travaux d’Ably, David, Hirata-Kohno), cette
mesure est optimale en la hauteur des formes linéaires considérées (logb) et, en outre, elle est plus précise en la
hauteur des points de la courbe elliptique (log a) avec la suppression d’un terme en log log a.

[G4] Etude du cas rationnel de la théorie des formes linéaires de logarithmes. Dans ce travail, nous
établissons des mesures d’indépendance linéaire de logarithmes d’un groupe algébrique commutatif dans le cas
rationnel. Plus précisément, soit k un corps de nombres et vg une place quelconque de k. Soit G un groupe algébrique
commutatif défini sur k et H un sous-groupe algébrique connexe de G, d’algébre de Lie Lie(H). Soit u € Lie(G(Cy,))
un logarithme d’un point p de G(k). Dans le cas non périodique (le point p n’est pas de torsion modulo certains
sous-groupes de G), nous obtenons des minorations de la distance de u & Lie(H) ®j Cy, qui généralisent en partie
les mesures déja connues dans le cas d’un groupe linéaire. Les principales caractérisques de ces résultats sont d’une
part d’améliorer la dépendance en la hauteur loga du point p, en supprimant une puissance de loglog a, et, d’autre
part, d’étre valides dans un contexte trés général. La démonstration utilise le formalisme des tailles de sous-schémas
formels au sens de Bost en association avec un lemme arithmétique de Raynaud. Nous avons également recours a
un lemme de Siegel absolu et, lorsque vg est ultramétrique, & un lemme d’interpolation de Roy.

[G5] Minorations simultanées de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques. Soit n €
N\ {0}, k un corps de nombres et v une place de k. Soit u1,...,un € C, tels que e*i € k pour tout j € {1,...,n}.
Soit (3,5), 1 <14 <t, 1< j < n, une matrice t X n & coefficients dans k et de rang t. Soit (81,0,...,8t0) € kt.
Posons A; := ;0 + Z?:l Bi,ju; € C, pour tout ¢ € {1,...,t¢}. Le résultat principal que nous présentons ici est une
minoration de max {|A;|»; 1 <1 <t}, explicite en tous les paramétres sauf n, lorsque, par exemple, {u1,...,un}
est une famille libre sur Q. La démonstration repose sur la méthode de Baker-Philippon-Waldschmidt, la réduction
d’Hirata-Kohno, le procédé de changement de variable de Chudnovsky, repensés avec les outils modernes de la théorie
des pentes adéliques.

[G6] Pentes des fibrés vectoriels adéliques sur un corps global. Dans les années 90, J.-B. Bost a développé
tout un formalisme des pentes des fibrés vectoriels hermitiens sur ’anneau des entiers d’un corps de nombres. Au
cours de ses recherches, une nouvelle méthode d’approximation diophantienne — dite méthode des pentes — a
été élaborée. Cet article propose une généralisation de ces travaux & une classe plus large de fibrés vectoriels, dits
adéliques, définis sur un corps global. Ces fibrés possédent aux places archimédiennes des normes qui ne sont plus
nécessairement hermitiennes. Nous examinons également le lien avec la théorie des minima successifs adéliques. Pour
parvenir & ces résultats, nous avons recours & plusieurs concepts de géométrie des espaces de Banach de dimension
finie.

[G7] Géométrie des nombres adélique et lemmes de Siegel généralisés. Ce texte présente plusieurs énoncés
qui assurent l’existence d’un vecteur non nul de petite hauteur dans un espace vectoriel de dimension finie sur un
corps de nombres et qui évite un nombre fini de sous-espaces donnés au préalable (lemmes de Siegel avec contraintes).
Les démonstrations reposent sur des résultats de géométrie des nombres adélique, dont, en particulier, une variante
adélique d’un théoréme de Henk sur la fonction de dénombrement des points d’un réseau dans un corps convexe

symétrique.
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Summaries of the articles

[G1] Linear independence measures of logarithms in a commutative algebraic group. This work falls
within the theory of linear forms in logarithms over a connected and commutative algebraic group, defined over the
field of algebraic numbers Q. Let G be such a group. Let W be a hyperplane of the tangent space at the origin of
G, defined over Q, and u be a complex point of this tangent space, such that the image of u by the exponential
map of the Lie group G(C) is an algebraic point. Then we obtain a lower bound for the distance between u and
W ® C, which improves the results known before and which is, in particular, the best possible for the height of the
hyperplane W. The proof rests on Baker’s method and Hirata’s reduction as well as a new arithmetic argument
(Chudnovsky’s process of variable change) which enables us to give a precise estimate of the ultrametric norms of
some algebraic numbers built during the proof.

[G2] Effective linear forms of logarithms in abelian varieties. We prove new measures of linear independence
of logarithms on an abelian variety defined over Q, which are totally explicit in function of the invariants of the
abelian variety (dimension, Faltings height, degree of a polarization). Besides, except an extra-hypothesis on the
algebraic point considered and a weaker numerical constant, we improve on earlier results (in particular David’s lower
bound). We also introduce into the main theorem an algebraic subgroup that leads to a great variety of different
lower bounds. An important feature of the proof is the implementation of the slope method of Bost and some results
of Arakelov geometry naturally associated with it.

[G3] Diophantine approximation on elliptic curves with complex multiplication. Let £ be an elliptic
curve with complex multiplication, defined over Q. We consider linear forms on Lie(€™) with coefficients in the
CM field of £. Within this framework, we present a new measure of linear independence for elliptic logarithms in
(log b)(log a)™. Like recent advances in this domain (works by Ably, David, Hirata-Kohno), our result is best possible
in terms of the height of the linear forms (logb) while providing a better estimate in the height of algebraic points
considered (loga), removing a term in logloga.

[G4] Study of the rational case of the theory of linear forms in logarithms. We establish new measures
of linear independence of logarithms on commutative algebraic groups in the so-called rational case. More precisely,
let & be a number field and vg be an arbitrary place of k. Let G be a commutative algebraic group defined over k
and H be a connected algebraic subgroup of G. Denote by Lie(H) its Lie algebra at the origin. Let u € Lie(G(Cy,))
a logarithm of a point p € G(k). Assuming (essentially) that p is not a torsion point modulo proper connected
algebraic subgroups of G, we obtain lower bounds for the distance from u to Lie(H) ®j Cy,. For the most part, they
generalize the measures already known when G is a linear group. The main feature of these results is to provide
a better dependence in the height loga of p, removing a polynomial term in logloga. The proof relies on sharp
estimates of sizes of formal subschemes associated to H (in the sense of Bost) obtained from a lemma by Raynaud
as well as an absolute Siegel lemma and, in the ultrametric case, a recent interpolation lemma by Roy.

[G5] Simultaneous lower bounds for linear forms in logarithms of algebraic numbers. This work falls
within the theory of linear forms in logarithms over a commutative linear group defined over a number field. We
give a lower bound for simultaneous linear forms in logarithms of algebraic numbers, treating both the archimedean
and p-adic cases. The proof includes Baker’s method, Hirata’s reduction, Chudnovsky’s process of variable change.
The novelty is that we integrated into the proof the modern tools of adelic slope theory, building an auxiliary section
of a metrized line bundle over a projective space.

[G6] Slopes of adelic vector bundles over global fields. At the end of the twentieth century, J.-B. Bost deve-
lopped a slope theory of hermitian vector bundles over number fields. A new method of diophantine approximation,
the so-called slope method, has emerged from his research. Our article proposes a generalisation to adelic vector
bundles over global fields. The norms at the archimedean places are no longer supposed to be hermitian. The link
with adelic successive minima is also mentioned. To get these results, we use several concepts from the geometry of
finite dimensional Banach spaces.

[G7] Adelic geometry of numbers and generalized Siegel’s lemma. A Siegel’s lemma provides an explicit
upper bound for a non-zero vector of minimal height in a finite dimensional vector spaces over a number field. This
article explains how to obtain Siegel’s lemmas for which the minimal vectors do not belong to a finite union of vector
subspaces (Siegel’s lemmas with conditions). The proofs mix classical results of adelic geometry of numbers and an
adelic variant of a theorem of Henk about the number of lattice points of a centrally symmetric convex body in

terms of the successive minima of the body.
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