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Résumé

Etant donné un nombre premier impairet un corpsp-adique K, on développe dans cet article,
un analogue de la théorie dég,I")-modules de Fontaine en remplacanplaxtension cyclotomique
par I'extensionK », de K obtenue en ajoutant un systéme compatible de ragiféémes d’'une uni-
formisanter fixée. Ceci nous conduit a une nouvelle classification desgseptationg-adiques de
Gk = Gal(K/K) via des(p, 7)-modules. Nous caractérisons ensuite (gs)-modules correspon-
dant a des représentations semi-stables. Comme corpiiaire répondons a une question de Tong Liu en
démontrant que toute représentation/gle:)-hauteur finie d&5x est potentiellement semi-stable. Nous
obtenons en outre une nouvelle classification des réseasdemreprésentations semi-stables en termes
de la récente théorie de Kisin.

Abstract

Let p be an odd prime number and be ap-adic field. In this paper, we develop an analogue of
Fontaine’s theory ofp, I')-modules replacing the-cyclotomic extension by the extensiéf., obtained
by adding toK a compatible system of"-th roots of a fixed uniformizer of K. As a result, we obtain
a new classification of-adic representations @i x = Gal(K/K) by some(p, 7)-modules. We then
caracterize thé¢p, 7)-modules, that correspond to semi-stable representatians corollary, we answer
a question of Tong Liu : we prove that every representatioty gf of E(u)-finite height is potentially
semi-stable. We finally describe a new classification ofdestis semi-stable representations in terms of
recent Kisin theory.
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Soitp un nombre premier impair. Salt” un corps de caractéristique nulle, complet pour une valoati
discréte, dont le corps résiduelest parfait de caractéristique On fixe K une cl6ture algébrique d&
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et on s'intéresse aux représentatipradiques du groupe de Galdig; = Gal(K /K). Plusieurs théories
ont déja été développées pour étudier ces représentagibnstamment celle des, I')-modules die a
Fontaine [11]. Dans cette théorie deextension cyclotomique d&, notéeK ((,- ) et obtenue en ajoutant
a K les racineg™-iémes de 'unité, joue un rdle essentiel. En effet, une jegrétape cruciale consiste
a démontrer que le®,-représentations (resp. I&s-représentations libres ou de torsion) de type fini du
groupe de Galoiglx = Gal(K /K ((,~)) sont classifiées par certaipsmodules sur le corps (resp. sur
I'anneaus™) défini comme suit

_ { Zaiui ’ a; € W[1/pl, (a;) bornee lim_a; = o}

—o0
€L

(resp.£™ = { > a ‘ a; €W, lim a; =0 })

—o0
1€

oUW = W (k) désigne I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients daAgartir de 1a, on retrouve I'ac-
tion compléte de&7 ;- en ajoutant & ce-module une action du quotieft= Gk /Hx = Gal(K ((p-)/K),
obtenant au final un objet appélg, I')-module.

Certains travaux récents de Breuil et Kisin (voir [4] et [18ht montré que, plus encore quega
extension cyclotomique considérée précédemment, I'sidai ., de K, obtenue en ajoutant un systeme
compatible de racingsg’-iemes d’'une uniformisantefixée, joue un réle particulier pour I'étude des repré-
sentations semi-stables @&c. Le but de cet article est de développer un analogue de lai¢haes(p, I')-
modules a partir de I'extensioR .. La premiére étape, qui consiste a classifier les reprégamade
G = Gal(K/K), fonctionne comme dans le cas classique : a une telle repediem est associée un
¢-module suE ou &M (selon que les coefficients soient pris d@hsou Z,,), et celui-ci suffit & la décrire
complétement. Par contre, une fois arrivé a ce niveau, dtrpkis possible de copier a la lettre la méthode
de Fontaine, tout simplement parce que I'extengiap/ K n’est pas galoisienne. Cela n’a donc aucun sens
d’ajouter aup-module précédent I'action résiduelle de @&l /K) puisque ce dernier groupe n'est pas
défini!

Suivant certains travaux de Liu (voir [18] et [19]), on peuttefois procéder comme suit. On considere
un élémentr € G agissant trivialement suk ({,~) — ou méme seulement suf ((,) — tel quer
et G, engendrent ensembigx . Dans ces conditions, connaitregjemodule M et I'action der suffit a
reconstruire I'action compléte d&y surT'. Cette action supplémetaire @dea un pendant au niveau des
p-modules. Elle ne correspond certes pas a un simple endbisore deM/ (comme cela aurait été le cas
si I'extensionk .,/ K avait été galoisienne), mais & un endomorphisme semiisdas™ g M 00 EM
est une certain€™-algébre munie d’une action d& . Ceci nous conduit & définir Uy, 7)-module sur
(g, £ty (resp. sur€,&,) ou &, = EM[1/p]) comme la donnée d’'up-module de type finiV/ sur&™
(resp.£) muni d’une application supplémentaire EM @gm M — EM @ M vérifiant un certain nombre
de conditions (voir définition 1.18 pour plus de précisiohgus démontrons alors le théoréme suivant (se
reporter au 881.2.2 et 1.3.2 pour la définition des foncjeurs

Théoreme 1. Il existe des équivalences de catégories :

Qj-représentations de
{ dimension finie d& i { )-modules suté, £-) }
Z,-représentations )-modules
libres de type fini d& ' i I|bres sur (g, ginty

et, pour tout entien :

Z,-représentations de typd  ~, (¢, 7)-modules sur
fini de Gx annulées pap™ (&M, £ annulés pap™

Malgre les apparences, le résultat précédent n’est pasemiznt satisfaisant. La raison principale en est
la complexité de 'annea&l™, qui s’exprime comme un certain complété du perfectisé déuaion d’une
suite croissante d’extensions finis étafé$ (m > 1) de£'™. De fagon peut-étre un peu plus parlante, cela

1. Les définitions précises seront données par la suite. Gmgpee contenter pour I'instant de savoir quedesiodules sont des
modules munis d’un opérateur semi-linéaire, généralemetdt,p.
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signifie qu'écrire de fagon explicite un élément® demande d'écrire une série en une infinité de variables
faisant intervenir des puissances fractionnaires, ledtaurit soumis a des conditions de convergence subtiles.
Dans le 82, nous introduisons la notion (@e 7)-réseau qui fournit quelques éléments pour contourner ce
désagrément. Si/ est un(y, 7)-module, un(y, 7)-réseau dé\/ est un sous¥ [[u]]-module de type fini
de M, qui engendré/ comme&™-module, qui est stable paret dont I'extension des scalairesg (un
certain sous-anneau d&" qui sera défini dans le corps du texte) est stablerpame notion importante
liée aux réseaux est celle de hauteur : étant donné un élémers -, on dit qu’un réseatt est de hauteur
divisantU si le conoyau de

d®p:6; Q6 M— 6, Qs M

est annulé pal/. Nous démontrons un théoréme (théoréme 2.25) qui énoncertaircnombre de congru-
ences permettant de contrdler I'actiondsur un(y, 7)-réseau en fonction de sa hauteur. Le résultat que
nous obtenons est en fait particulierement intéressart ldacas des représentations de torsion puisqu'il
implique que, quitte a procéder a quelques transformasiomgle du(y, 7)-module, on peut travailler avec
I'un des anneau¥™ (pour un entiem explicite) en lieu et place dé™. En d’autres termes, au lieu de
séries en une infinité de variables a puissances fractimmain est ramené a des polynémes (définis dans
un anneau quotient) en une unique variabje(dont, malheureusement, le lien avec la variabiéest pas
encore bien compris). Le cas des représentations libre&,sast, quant & lui, un peu plus subtil et nous
n’en dirons pas davantage a son sujet dans cette introduBtiaur plus de précisions, nous renvoyons bien
entendu a I'énoncé exact du théoréme 2.25 ainsi qu’a lasigmu qui le suit.

Signalons, par contre, dés maintenant que la démonstrdtidghéoréme 2.25 repose de fagon essen-
tielle sur I'existence de bornes pour la ramification deséspntations associées agHmodule du hauteur
divisant un élément/ fixé. Chemin faisant, nous sommes donc amenés a démontherdeetne suivant,
qui nous parait intéressant en lui-méme.

Théoréme 2. On noteG' etGﬁ?) les filtrations de ramification en numérotation supérieudes groupes
de Galois respectif6 ., etG k. On fixe un nombre entier > 1 et un élément/ € & qui n’est pas multiple
dep. On poseh = vr (U modp).

1. Soit T' une Z,-représentation déx., qui est de type fini comnig,-module et annulée pgs”. On
suppose que le-module étale su€™ associé " admet unp-réseau de hauteur divisabt. Alors pour

touty > max(1, Z%Z), le sous-groupé‘fﬁ.ﬁ) agit trivialement suff".
2. Il existe une constanig K') ne dépendant que du corpStelle que I'assertion suivante soit vraie : pour
touteZ,-représentatiorf’ deG g de type fini commEg,-module, annulée pa™, dont la restriction &G
> 4 int i 1
correspond a up-module étale su€™ de hauteur divisan¥/, et pour toutu > ¢(K) + e - maX(F, n+
logp(%)), le groupeG&?) agit trivialement suf7".
La constante:(K) dépend de fagon assez explicite de la ramification absoluE dear exemple,

lorsquee est premier avep (i.e. lorsque K est absolument modérément ramifi€), elle peut étre choisie
égale al + e + —=. Signalons encore que la deuxieéme partie du théoreme 2lisjappen particulier,

p—1°
avecU = E(u)", lorsqueT est un réseau dans une représentation semi-stable a pditiglde-Tate dans
{0, ...,r}. Nous démontrerons toutefois au §3.4 de cet article untedglls précis pour ce type particulier

de représentations, qui n’est autre que la conjecturel) @([7].

Nous nous intéressons enfin plus particulierement (@ux)-modules qui sont de hauteur divisant
E(u)" pour un certain entier (on dit aussi :de E(u)-hauteur< r). L'intérét de cette notion a été ré-
cemment mis en lumiéere dans un premier temps par Breuil dgrujs Kisin dans [13]. Ce dernier a
notamment démontré que toute représentation semi-stsibtke & (u)-hauteur finie. Dans la derniére sec-
tion de cet article, nous raffinons le résultat de Kisin eracgfrisant legy, 7)-modules donnant lieu a
des représentations semi-stables. En guise de corolains,obtenons le théoréme suivant, qui donne une
réponse positive a la question 4.3.1.(2) de [19].

Théoréme 3. Soit s le plus grand entier tel quéd contienne une racine primitivg®-iéme de l'unité.
Alors toute représentation dE(u)-hauteur finie d&7x devient semi-stable en restriction au sous-groupe

(distingué)Gal(K / K (»/T)).

2. Pour le group& i, il s'agit de la ramification usuelle telle que définie, paemple, dans [11]. Sur le groufgs, la ramifica-
tion est définie de méméa l'isomorphisme de corps des norm@s, ~ Gal(Fiy*"/Fp) ol Fo = EM/pEM ~ k((u)). Pour plus de
précisions a ce sujet, on renvoie au §2.2.1.
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L =Frac R W(L) W(L)[1/p]

g ¢

F — e ¢,
OFz/‘ 62/

b — gt ¢,
OFI/‘ 61/

F‘O 7gint(—> 5
OFO/ 6/

FIGURE 1 — Principaux anneaux intervenant dans la théorig des)-modules

La partie gauche (resp. centrale, resp. droite) du diageonuncerne la théorie siiy, (resp.
Z,, resp.Q,). Les anneaux qui apparaissent au second plan concerrifébiae géenérale
des(p, 7)-modules; ils sont présentés et étudiés dans le §1. Au preafaie, au contraire,
nous trouvons les anneaux nécessaires a I'étudedes-réseaux ; ceux-ci sont introduits et
utilisés dans le §2.

Comme second corollaire, nous obtenons dans le §3.3 unel®uiassification des réseaux dans les
représentations semi-stables en terme$éVy, )-modules a la Kisin. Bien que proche dans I'esprit de
celle proposée par Liu dans [19], elle nous parait netteiplestsimple dans sa formulation. Dans le cas
général, elle fait toutefois encore intervenir des condgidélicates & manipuler, dont le nombre augmente
avec les poids de Hodge-Tate de la représentation. Poupitsge Hodge-Tate compris enfretp—1, ces
conditions disparaissent et la classification que nousholoies’apparente alors plutot a celle de Breuil-Liu
(voir [17]).

Ce travail puise son origine et son inspiration dans de neadas discussions avec Tong Liu ; a travers
ces quelques lignes, l'auteur souhaite lui témoigner tesisemerciements. Il le remercie en particulier pour
lui avoir suggéré I'argument du §3.2.3 qui permet de se paisee hypothése additionnelle technique dans
le théoreme 3. L'auteur est également reconnaissant aféghlationale de la Recherche (ANR) pour son
soutien financier par I'intermédiaire du projet CETHop @#d Effectifs en Théorie de Hodgeadique)
référencé ANR-09-JCJC-0048-01.

1 Lathéorie générale degyp, 7)-modules

L'objectif principal de cette premiére partie est de défieérfoncteurs qui réalisent les équivalences de
catégories énoncées dans le théoréme 1 de l'introductiao(e de définir, aussi, en particulier, I'anneau
£, puis de démontrer ce théoréme. Tout au long de cette seetide la suivante, nous allons petit &
petit définir un certain nombre d’anneaux. La figure 1 présentdiagramme qui fait apparaitre les plus
importants d’entre eux, ainsi que les morphismes essemgglreliant. Nous espérons que celui-ci pourra
faciliter la lecture de cet article.

Comme dans l'introduction, on fixe un nombre premier impaét un corpsk’ muni d’une valuation
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discrete pour laquelle il est complet. On supposefuest de caractéristique nulle et que son corps résiduel
k est parfait de caractéristigpeOn rappelle également qlié désigne I'anneau des vecteurs de Witt & coef-
ficients dang: ; son corps des fractio®'[1/p] s'identifie canoniquement au plus gros sous-corpk deh-
solument non ramifiée. L'extensidii/ W [1/p] est totalement ramifiée et on netson degré. On considére
(¢ps) un systeme compatibles de racines primitivggemes de I'unité et on Not& (¢, ) = (J, K ((pe)-
L'extensionK ({,~) est galoisienne et son groupe de Galosidentifieviale caractére cyclotomiquea

un sous-groupe ouvert &g .

1.1 Lextension K : définition et propriétés galoisiennes

Nous commencons par quelques préliminaires, en grande piEja connus, concernant I'extension
K, de Breuil-Kisin. Soitr une uniformisante d®x. On choisit une fois pour toutes une systéme com-
patible (7,) de racinegp®-iémes der. On poseK, = K(m,) pour tout entiers et Ko, = J, K. Les
extensionsK; /K ne sont pas galoisiennes, sauf éventuellement pour lesigmeentierss. De fagon
plus précise, la cloture galoisienne fig /K est I'extensionk’;((,- ). Ainsi K/ K est galoisienne si, et
seulement si,- € K,. L'extensionK. /K, quant a elle, n'esfamais galoisienne et sa cléture galoi-
sienne est I'extension composée,, ((p=~) = Koo' K ({p=). On poseG., = GalK/K) C Gk et
Hy = GallK /K ((pe)) C Goo-

1.1.1 Le cocycle:

Bien queG, ne soit pas distingué darf$x, on peut définir une application continue (qui bien sar,
n'est pas un morphisme de groupes)Gx — Z, dont le « noyau »i(e. 'image réciprogque dé € Z,)
s'identifie aG.. Pour cela remarquons qu’étant donné un élément G et un entiers, il existe un
unique élément,(g) € Z/p*Z tel queg(ms) = ;S(g)ws. La famille des(c;(g))s>1 Vérifie la congruence
cs+1(9) = ¢s(g) (mod p®), et définit donc un élément d&,, que 'on appelle:(g). On vérifie sans peine
quec est continue et que le fait qu€g) s’annule signifie exactement qyegit trivialement sur chacun des
75, C'est-a-dire su .. Ainsi, comme nous le disions précédemment, an'q0) = G.. L'applicationc
n’est certes pas un morphisme de groupes mais vérifie malgréme relation dé-cocycle a savoir :

Vg, h € Goo, c(gh) = c(g) + x(g)c(h). (1.1)

On en deduit que, $i, x Z, désigne le produit semi-direct @, parZ,; ouZ, agit surZ, par multiplica-
tion, 'applicationx : Gk — Zy x Z), g = (c(g), x(g)) est un morphisme de groupes dont le noyau est
exactemenft{... En particulier, lel-cocyclec : Gx — Z, se factorise pa x / H, et ce dernier groupe
se plonge dang, x Z, via x. Voici un diagramme qui résume les liens entre les différgnbupes que
I'on vient d’introduire :

0 — Gal( Koo (Ge )/ Koo) —= Gic[Hoo —— L

| -

0 Zp ZPNZ;—>Z;—>O

Soulignons que les groupes qui apparaissent sur le diageaont tous profinis, tandis que les morphismes
sont tous continus pour la topologie profinie. Par ailleulrsésulte du diagramme que le morphisme
Gal(Koo(Cpe)/Koo) — Z, est injectif. Le lemme 5.1.2 de [17] (qui stipule que les astensK, et

K (¢pe ) sont linéairement disjointes séf) montre méme que c’est un isomorphisme. On déduit également
du méme lemme que(Gw) = x(G k). On remarque encore quegse G esttel quey(g) =1 (mod p),
alorsy . (g) appartient a I'unique pre-Sylow deZ,, x Z ; il en résulte que(g)?" converge vers I'élément
neutre de ce groupe lorsqudend vers l'infini, et donc que la suite dg8 modH,, converge elle aussi
(vers I'élément neutre d€'x / Ho.). En particulier, sk est un entiep-adique, I'élémeng® est bien défini
dansGk /H., etil en est donc de méme dgy*). Une récurrence a partir de (1.1) suivie d'un passage a la
limite conduit enfin a la formule

C(ga) = C(g) : [a]x(g) ou [a]x(g) = a Six(g) =1

a _ 1.2
ROt S N (-2
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Dans la suite, le nombie], (,) sera appelé lg (g)-analoguedea.

1.1.2 Lélémentr

Soit7 : Ko, — K le K-plongement défini par(ms) = (,=7s. Les extensions,, et K(¢,) étant
linéairement disjointes suk’, on peut prolonger a K de fagon a ce qug(r) = 1 (mod p). En réalité, le
lemme 5.1.2 de [17] nous dit méme que 'on peut impager = 1. Toutefois, bien que cela complique
Iégerement les calculs, nous préférons continuer & trewaec unr plus général vérifiant seulement
x(7) =1 (mod p). Il suit de la définition de- quec(r) = 1. En outre, en vertu de ce qui a été dit juste
en dessous de cet alinéa, on peut défifit*) et x(7)* pour touta € Z,. La formule (1.2) s’écrit alors

simplement(7%) = [a]y(r)-

Lemme 1.1. L'application Z, — Z,, a — [al,(,) €st une bijection. De plus, pour tout< Z,, on a
a = [aly () (mod p) et les valuationg-adiques dex — 1 et de[al, () — 1 sont égales.

Démonstration.Si x(7) = 1, I'application est I'identité et il n’y a rien & démontrerabs le cas contraire,

pour démontrer que — [a],(-) est bijective, il suffit de remarquer que l'inverse est danpérb —
W, application qui est bien définie cg{7) = 1 (mod p) etp > 2. Pour la deuxiéme asser-
tion, on écrity(7) = 1 4+ pxz. On a alors

ala—1 ala—1)(a—2 ala—1)---(a—n+1
@D) 0D e, ool )

[a’]X(T) =a+

etil est déja clair que = [a],(-) (mod p). Onremarque ensuite quede= 1 (mod p*), il suit[al, () = a
(mod p**1) car% est toujours multiple dg dansZ, (on rappelle que I'on suppoge> 2) eta — 1 est lui,
par définition, multiple de®. La conclusion en résulte. O

D’aprés le lemme, pour tout élément G, il existe un unique € Z, tel quelal, () = x(g). Notons
x-(g) cet élément; on définit de cette maniére une foncfion Gx — Z, qui, d'aprés la congruence
a = [a]y(r) (mod p), prend ses valeurs dafig . On prendra garde au fait que n’est pas un morphisme
de groupes; cependant, son « noyaue: (image réciproque dé € Z,) est le sous-groupH . L'égalité
entre valuations établie dans le lemme 1.1 assure en outrgoqur tout entiern, I'image réciproque du
sous-groupé + p™Z, deZx est le sous-groupe Gal / K (¢,~)) deGk.

Lemme 1.2. 1. Tout élémeny € Gk /H s'écrit de fagon unique sous la formég’ aveca € Z, et
9 € Goo/Heo
2. Pourtouty € G/ Hye, le produitr—X+(9) g7 calculé dansG i / H,, appartient 3G o / H ..

Démonstration.Pour le premier alinéa, il s'agit de montrer que I'équatidgn—%g) = 0 a une unique

solution dang,,. Or on ac(t—%g) = [—al,(r) + x(7)"“c(g) = x(7)~*(c(g) — [alx(r)) & partir de quoi le
lemme 1.1 permet de conclure. Pour le deuxieéme alinéa,fit siefvérifier quec(—X~(9) g7) = 0, ce qui
se fait comme précédemment. O

Proposition 1.3. SoitI" un groupe topologique et: G/ H- — I' un morphisme de groupes continu. Se
donner un prolongement contifi G /H, — I dep revient & se donner un élémentc I' ('image de
7) tel que pour touy € G,/ Hx, Vérifiantx,(g) € N, on ait :

p(g) ST = I)‘(T(g) . p(T_XT(g)gT). (13)

Démonstration.D’aprés le premier point du lemme 1.2, il est clair qge= 5(7) détermine entiéremept
L'unicité en résulte. Pour I'existence, montrons dans wenper temps quéim;_ TI’JS = 1. Etant donné
quex(Gs) = x(Gk) est ouvert dang,;, il existe un enties, tel quex(G) D 1+ p*°Z,. Comme
d'apres le lemme 1.1, I'applicatian— [a], (- réalise une bijection de+p°Z, dans lui-méme pour tout
il existe une suitég;)s>s, d’éléments de&7 .,/ H,, convergeant vers 'identité et telle qne(gs) = p°® + 1.
En appliquant la relation (1.3) aveg, il vient 72 = p(gs) - 7 - p(7—X*9:)g,7) - 7. Un passage a la
limite pour s tendant vers l'infini donne alors la conclusion annoncéei Geus permet de définit* pour
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tout élément: € Z, et en passant a la limite dans (1.3), on montre que cetteéterrélation est valable
pour toutg € G,/ H . Il suffit maintenant de montrer que I'applicatigrdéfinie par

Va € Zy, Vg € Goo/Hoo,  p(m%9) = 1 p(9)

est un morphisme de groupes. Il s’agit donc de vérifier qgesi= 7°h aveca, b € Z, etg, h € Goo/Hoo,
alorsp(g)r = 72p(h). Tout d'abord, en appliquanta I'égalité gv* = r°h, on obtienty(g) - [a],(-) =
[b]y(-)- Sia = 1, on voit & présent que I'égalité que I'on a a démontrer n'asteaque I'hypothése. Pour
a € N, I'égalité se démontre par récurrence, tandis qu’enfint paiZ,, on utilise un argument de passage
ala limite. O

Bien entendu, le cas qui nous intéressera particuliéredsard cet article est celui ou le groupest le
groupe des automorphismes linéaires ou semi-linéairgsaBttain espace. Dans cette situation, la propo-
sition dit exactement ce qu'il faut ajouter & une représemaleG ., / H., pour définir une représentation
dEGK/HOO.

1.1.3 Comment se dispenser de quotienter pafl .

Dans le lemme 1.2 et la proposition 1.3, nous avons systquaatient quotienter pdf ... Toutefois, on
peut s’affrachir de cela en prenant soin de choisir au poéalen élément € Gk Vvérifiantlim,_,., 77 =
id. Un tel choix est toujours possible car, étant donné ciednsionk .,/ K n’admet pas de sous-extension
modérément ramifiée, on peut choisidans le sous-groupe d'inertie sauvage ; comme celui-cirestap-
groupe, la convergence requise en résulte. Une fois ce thitixes démonstrations du lemme 1.2 et de la
proposition 1.3 s’étendent mot pour mot en remplacant pa€ia. / Ho. parGg et Go./Hoo parGoo. En
particulier, on voit que se donner une action(@g revient, dans ce cas, a se donner une actiof deet
un automorphismer (correspondant a I'action dg vérifiant la relation de commutation (1.3). Toutefois,
dans la suite, nous nous contenterons d’appliquer la pitiro4.3 au groupe quotierf i / H, €t il ne
nous sera donc pas nécessaire de particulariser ainsiileddne.

Un fait notable, par contre, est qu’un corollaire de la gahigation que I'on vient d’évoquer permet de
donner une description d&x en termes dé7 ., a I'aide d’'une construction de type « produit semi-direct ».
On choisit pour cela un élémentdans le groupe d’inertie sauvage vérifiant a la fgis) = 1 etx(r) =0
(un tel choix est possible). On a alors les propriétés stign

— tout élément dé&/ i s’écrit de fagon unique sous la formég aveca € Z, etg € G ;

- sig € G eta € Z,, alorsh = 7~XWgr* € G, eton a bien sdr la relatiopr® = 79X(9) h.,

Ainsi si I'on se donn&i, la restriction du caractére cyclotomigye: G, — Z, et I'applicationy) :
Goo — Goo, g — 7 XWgr on peut reconstruire le groug@y tout entier en considérant 'ensemble
Z, x G muni de la loi de groupe suivante :

(a,g) - (b,h) = (a+bx(9),¥"(g)h).

On prendra garde néanmoins au fait que I'application’est pas un morphisme de groupes mais vérifie
néanmoins une relation, & savgitgh) = X" (g)y(h).

1.2 Les(p, 7)-modules en caractéristiquep

Dans ce paragraphe, nous mettons au point la théoriédeg-modules en caractéristique c’est-a-
dire que nous établissons la troisieme équivalence de aaégdu théoréme 1 de I'introduction lorsque
n = 1 (les anneauf™ et £ étant alors remplacés par des variantes plus simples). todeest simple
et naturelle : elle consiste a mettre ensemble ce qui viéttalfait et le théoréme de Fontaine et Fontaine-
Wintenberger de classification des représentations devia les o-modules étales. Nous commencgons par
guelques rappels a ce sujet.

1.2.1 Rappels sur la classification des représentations d&,,

On considére I'anneal? = lim O /p ou les morphismes de transition sont donnés par I'élévation
la puissance : un élément: € R est donc une suitér;)s> telle que:z:{ZJr1 = x pour touts. On note

FracR le corps des fractions dB; c’est un corps algébriquement clos. A coté de cela, il est gueR
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est muni d'une action canonique d&¢ qui s'étend a Fra®&. Par ailleurs, si I'on notex la valuation
sur K normalisée paty (K*) = Z, on démontre que la formulez (z) = lim_, o p*vi (z5) définit une
valuation (non discréte) sut pour laquelle il est complet. La valuatien, s’étend naturellement a Frat
et on note encoreg ce prolongement. Le corps résidues’injecte canoniquement daiis: a un élément
\ € k, on associe la suite ded/?” vus comme éléments @@ /p. Les systémes compatiblés,.: ) et ()
de racineg®-iemes de l'unité et de respectivement définissent, eux aussi, des élémenis gige 'on
note respectivementet . On avg(e) = 0 etvg(x) = 1. On pose) = 1 — ¢ de sorte querr(n) = ;75.
Par construction le group i agit trivialement sue ety tandis que= .., lui, agit trivialement sugr. Dans
la suite, on plongera systématiquement I'annkfwl]] dansR en envoyant. surz. Ce morphisme s’étend
aux corps des fractions et définit ainsi un plongement duscBsp= k((u)) dans Frad?. On appelleF;°°
la clotOre séparable d&, dans Fradz. Etant donné qué’., agit trivialement sui, vu dans Frad, tout
élément dei . stabiliseF,;°" et on obtient comme ceci un morphisifie, — Gal(F;*/Fy). La théorie
du corps des normes de Fontaine et Wintenberger (voir [Zfijin@ que c’est en fait un isomorphisme.
Comme corollaire du théoréme de Hilbert 90, Fontaine déreators la proposition suivante.

Proposition 1.4. SoitT" unelF,-représentation du group&... On suppose qué est de dimension fini¢
surF,,. Alors I'espaceHom (T, F;-") est de dimensiod sur Fy et, plus précisément, le morphisme
naturel

Fy®®p, Homg (¢ (T, F5™) — Homg, (T, F3*P)

est un isomorphisme.
Démonstration.C’est un cas particuli€rde la proposition A.1.2.6 et de la remarque A.1.2.7 de [11[3

Remarquel.5. Le vrai contenu de la proposition réside dans la surjeétidé I'application. Linjectivité,
quant a elle, est un fait beaucoup plus général, qui restbhlasi I'on remplacér, par n'importe quel
groupe topologiquél, F,*° par n'importe quel corpé de caractéristique sur lequelH agit continument,
et [, par LY (la démonstration étant en tout point identique).

A partir de la proposition précédente, Fontaine déduit éotéme de classification dBs-représentations
de dimension finie dé/ .. Pour I'énoncer, on doit d’abord définir la notion gemodule étale sufj : il
s’agit de la donnée d'un espace vectofi¢lde dimension finie suFy, muni d'une applicationp,, : M —
M semi-linéaire par rapport au Frobenius syi(défini comme I'élévation a la puissangg et dont I'image
contient une base di&. Etant donné ug-module étaleV/ sur Fy, il est souvent commode de considérer
le linéarisé dep,; défini comme I'application it vy : Fo @45, M — M. On a alors affaire a une ap-
plication Fy-linéaire, et la condition selon laquelle 'image gdg; contient une base d& se traduit alors
en disant que ich ¢, est un isomorphisme. 3i est une représentation de,, alors Homg 1 (7, F3*P)
est naturellement muni d’un endomorphismeéduit du Frobenius usuel sBf°®, et il est facile de vérifier
gue c’est en fait ugp-module étale sufy.

Théoreme 1.6.Les foncteurs suivants sont des équivalences de catégpres-inverses I'une de I'autre :

{ FF,-représentations de

dimension finie dé/., } — { y-modules étales sufy }

T Homﬁp[cm](T,Fgep)
Homg, o (M, F3®™) 1 M

ou Homg, ., signifie que I'on considére les morphism&slinéaires commutant & I'action de (celui-ci
agissant par I'élévation a la puissangesur F;.

Démonstration.Voir proposition A.1.2.6 et remarque A.1.2.7 de [11]. O

1.2.2 Une équivalence de catégories

On pose a partir de maintenant pour simplifier les écritiiresFracR. Le sous-corps dé&, formé des
éléments fixes pakl,, contient manifestemertf;°")#= et donc en particulieFy. On le noteF; .

3. Dans cette référence, on travaille déja avec des coetfictlan<Z,,, ce que, de notre c6té, nous ne ferons que dans le §1.3 (voir
théoréme 1.6).
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Définition 1.7. Un (p, 7)-module suf Fy, F;) est la donnée de

— uny-module étale sufy, notéM ;

— un endomorphisme-semi-linéairery, : £y @ g, M — F ® p, M quicommute &, ® o (OU@E,
est le Frobenius usuel sit.) et qui vérifie, pour touy € G/ H tel quex-(g) € N, la relation
suivante :

Vee M, (¢g®id)ory(z) = 7';\([(9) (x). (1.4)

On est en droit de se demander d’ou vient la différence eateation précédente et celle de la proposition
1.3 dans laquelle il apparaissait un terme supplémentaie & membre de droite. La raison en est — et
nous attirons I'attention du lecteur sur ce point — que I'enrdemande a I'égalité (1.4) de n’étre satisfaite
que pourr € M et non pas pour tout € Fr ® s, M. La semi-linéarité de montre en réalité que l'identité
(1.4) est équivalente a I'égalité suivante entre appbeest

(9@id)orar =737 o (7 Dgr) @id)

ce qui correspond bien & la formule de la proposition 1.3.

On montre comme dans la preuve de cette méme propositionayuregqut(p, 7)-module M, les ap-
pIicationST}{; forment une suite qui converge vers l'identité. On peut ddéfinit 7§, poura € Z, et la
relation (1.4) est alors satisfaite pour tgut G, sans la restrictiory, (¢) € N. Ceci montre en particulier
queT]\}1 est défini, c’est-a-dire quey : Fr @, M — F, ®r, M est une bijection. Dans la suite, lorsque
cela ne prétera pas a confusion, on notera simplemart place de,; et de méme, on écrira souvent
la place depy;.

Le but de ce paragraphe est de démontrer que la catégoilig deprésentations de dimension finie de
G est équivalente a la catégorie dgs 7)-modules suf Fy, F,). A ce sujet, nous aimerions signaler au
lecteur que Tavares Ribeiro s’est déja intéressé, dan®fier chapitre de sa thése [20], a des questions
semblables. Toutefois, le point de vue que nous adoptonsnegeu différent et en fait plus proche des
travaux de Liu ; notamment, nous avons constamment le sewgaudier explicitement la trace gumodule
M décrivant I'action du sous-group&., alors que celui-ci n'apparait pas du tout dans les travaux de
Tavares Ribeiro.

Construction d'un foncteur On considére, dans un premier temps, ipgeprésentatiofi’ de Gx de
dimension finied et on noteM(T') = Homg _1(T, F;™) le p-module associé par le théoréme 1.6. On
sait queM(T) est de dimensiod sur Fy. Pour définir une structure de, 7)-module sutM(T), il reste &
construire un automorphismede F» ® r, M(T'). On commence par un lemme qui donne une description
alternative de cet espace.

Lemme 1.8. L'application naturellel’; @, M(T) — Homg g (T, L) est un isomorphisme.

Démonstration.Par la remarque 1.5, on sait que I'applicatibm® r, Homg (T, L) — Homg, (7', L)
est injective, et donc que I'espace Hemy (7', L) est de dimension au plussur F... Il suffit donc de
montrer gue le morphisme du lemme est injectif. Or, cels*€trit 3 o (F; @O (F5P) Hoo a) ou« etg sontles
morphismes canoniques suivants :

a: (Fg™H= @p, Homg, ¢ (T, F5™) — Homg, 1 (T, F5™)
B Fr @ HOMe 1 1 (T, F3™) — Homg, g (T, L).

Il suffit donc de montrer que et 8 sont injectifs. Poury, cela résulte du diagramme commutatif

(F3®P)H~ @ p, Homg ) (T, F3™P) —*= Homg (17 (T, F3™)

F3®®p, Homg (¢ (T, 3 Homg (T, Fy°

et de la proposition 1.4 qui affirme que la fleche du bas estamasphisme. On en vient maintenant a
B. Il suffit de montrer que sf1, ..., f, est une famille d'éléments de Hemy__ (7', F3™) qui est liée sur
F,, alors elle I'est déja sufF, )=, Soit A1 f1 + --- + A\.f, = 0 une relation de liaison avec tous les
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A; dansF;. Puisquel est un ensemble fini, il existe un sous-groupe distingu&dienfini H C H
qui agit trivialement sufl”, ce qui signifie que les fonctiong prennent leurs valeurs da(]E(fep)H. Les
extensiond.” / F, et(F;*)H /(F3®)H~ sontalors galoisiennes de groupes de Galois isomorpHes/1 .
On considére une forme linéaife L — (F3*P) quienvoie); sur un élément dont la trace Uy ")
ne s’annule pas, et on définit une applicatipn, : L7 — (F5°)H en moyennant comme suit :

ly, (x) = Z he(h~ ).

h€H/Hq

On vérifie sans difficulté quéy_ est encore une forme linéaire. Elle est en oufig-équivariante, et
donc appliqueF, sur (Fy*")f=. Par ailleurs, puisqu#; est fixé parf,,, son image pat;; est égale a
tr(Fgep)H/(Fgep)Hmﬂ()\l), et n’estdonc pas nulle. Ainsi, en appliquépt_ a I'égalité A, f1+-- -+ A\ fn, =0,
on obtient une relation de liaison non triviale entre fegui est a coefficients darig;°")#~, ce qui est
bien ce que I'on cherchait. O

Remarquel..9. La preuve que I'on vient de donner montre plus généralementalemme précédent vaut
pour un sous-groupe fermé quelcondiiede G, et un sous-corpg de Frack contenant; " et stable
seulement paf.

Il n’est maintenant plus difficile de définir lautomorphism. A cette fin, on note que pour € Gx
et f € Homg (4 )(T,L), lapplicationg : = — of(c~'z) est encorefl.-équivariante; la formule
précédente définit donc une action @g sur Homy (5 1(T,L) = Fr ®p, M(T) qui est, comme on
le vérifie directement, semi-linéaire par rapport a la stmecdeF--espace vectoriel. De plus, pour cette
action, le sous-groupH, agit trivialement (ce qui signifie que I'action se factons® Gk / Ho.), tandis
que le group& ., de son cté, agit trivialement sur le sous-ensemld’). On définit enfin I'application
7 comme 'automorphisme dE; ® r, M (T') donné par I'action de. Les remarques que I'on vient de faire,
combinée au second point du lemme 1.2 assurent que I'ombbiien comme ceci ufip, 7)-module dans
le sens de la définition 1.7.

Construction d’un quasi-inverse On part a présent d'ufip, 7)-module M sur (Fy, F;) et on cherche
a lui associer une représentati@ii}/) de Gx qui soit de dimension finie suf,. Bien entendu, en tant
que représentation d&,, 7 (M) est la représentation associé @gumodule sous-jacent,e. T(M) =
Homg, (M, F3®). Il reste donc & expliquer comment étendre cette actiGhaen utilisant 'automor-
phismer. La clé est le lemme suivant.

Lemme 1.10. L'application 7 (M) = Homg, (M, F;*) — Homg,_ ,(F, ®r, M, L) déduite de I'exten-
sion des scalaires dE; & F, est un isomorphisme.

Démonstration.On fixe une basées, . . ., eq) de M et on appell€ 'unique matrice pour laquelle I'égalité
(pler), ... p(eq)) = (e1,...,eq)G est vérifiée. Se donner un élément de Hom(M, F;°P) (resp. de
Homg, (F, ®r, M, L)) revient a se donner les images elequi sont des éléments; € F,°° (resp.

z; € L) vérifiant le systeme d’équatioris?, ..., z5) = (z1,...,z4)G. Or, un tel systéme a au plyé
solutions dans n’importe quel corps, et on sait qu'il en @& a& nombre dfgep. Toutes les solutions dans
L sont donc dang;*P et le lemme est démontré. |

Etant donné les conditions satisfaites pada proposition 1.3 s’applique et montre qu'il existe une
unique action de~ x /Ho, sur le produit tensorieF, @z, M pour laquelle les éléments € G /Hoo
agissent pafg ® id) et I'éléméntr agitvia 'automorphismer. En composant par la projection canonigque
Gk — Gk /H, On obtient une action d€'x sur F. ® g, M. Par ailleursG x agit également suk et
donc sur I'espacd (M) = Homg, ,(F, ®F, M, L) viala formule usueller - f : z +— o f(¢c~'z). La
forme particuliére de I'action dé&', sur F; ® s, M montre immédiatement que I'action qu’on vient de
définir sur7 (M) prolonge celle d&7 .

Théoréeme 1.11.Les deux foncteurdt et 7 précédents induisent des équivalences de catégoriesawer
l'une de l'autre entre la catégorie dd8,-représentations de dimension finie @g et la catégorie des
(¢, 7)-modules suf Fy, F,).

10
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Démonstration.On sait déja, par le théoréme 1.6, que les morphismes caresiidf — M (T (M)) et
T — T(M(T)) sont des isomorphismes pour tdit, 7)-module M sur (Fy, F;) et toutelF,-représen-
tationT de dimension finie dé& . Il ne reste donc qu’a vérifier que le premier commute a kacter
tandis que le deuxiéme &5t -équivariant, ce qui ne pose aucune difficulté. O

Remarquel.12 En considérant non pas I'action demais celle de?”, on obtient de la méme fagon une
equivalence de catégories entre, d’'une part, la catéges& gdreprésentations du grouge, et, d’autre
part, la catégorie deg, 77" )-modules sut Fy, F,) dont les objets sont la donnée de :
— uny-module étale sufy, notéM ;
— un automorphismeps-semi-linéairerl(bﬁs) : F, ®p, M — F, ®p, M qui commute ap et tel que,
pour toutg € Goo/Ho

Ve e M, (g@id)ory ) (z) = (r))(z)

ola est 'unique elément d&, tel quex(g) - [p°]x(r) = [alx(r)-

1.2.3 Quelques mots sur le corp$’;

Le corpsE’; estimportant car c’est celui qui sert de base a I'action dar un(p, 7)-module. Il semble
donc crucial de bien le comprendre. Or, malheureusememiyeonous allons le voir dans ce paragraphe,
sa structure est loin d’étre simple.

Proposition 1.13. Soit H un sous-groupe fermé d&... Alors L est 'adhérence (dang) du perfectisé
de (FH)H.

De plus, si on noteng I'idéal maximal deR, la projection canonique induit, pour tout € R, un
morphisme surjectifR’! — (R/zmpg)*.

Démonstration.La premiére partie de la proposition s’obtient en mettasearble les deux ingrédients
suivants : le corpsF(fep est dense dank (ce qui est contenu dans la théorie du corps des normes) et le
théoréme principal de [1] qui décrit les points fixes, soastion du groupe de Galois, du complété de la
cléture algébrique d’'un corps local. La seconde assergaésnontre de maniére analogue en utilisant, &
la place du théoreme principal de [1], la proposition 2 de &mm article (p. 424), qui est un peu plus
précise. O

La proposition précédente s'applique en particulier agegbupei ., et montre donc qué’. s'identifie
a l'adhérence du perfectisé du corps, = (F,°")f>. L'élément (importanty; = 1 — ¢ € R, qui est
clairement stable par I'action d€..,, doit donc s’écrire comme une série faisant intervenietestéléments
du perfectisé dé,,. Cependant, obtenir une telle écriture de fagon explicdtsemble pas du tout facile.
Voici une autre fagon d’appréhendBr (qui montre encore que décrire les éléments de ce corps est un
question délicate). Pour tout entier, on noteH,,, = Gal(K /K. (¢?")) etF,,, = (F;*)H=. CommeH,,
est d'indice fini dans7.., I'extensionF;, /F; est finie. La réunion de ces extensions, que I'on g
définit donc un sous-corps dé qui est algébrique sufFy. Par ailleurs, on peut considérer le morphisme
¢ : k[[X,Y]] — F, obtenu en envoyar¥ suru etY surn. La proposition 1.14 ci-aprés montre que le corps
des fractions de I'image deg noték((u,n)), définit un sous-corps dE. qui est isomorphe & un corps de
séries formelles en deux variables. C'est donc en particulie extension purement transcendantéde
Les sous-corpsug etk((u, n)) apparaissent donc, d’un point de vue algébrique, comme clenstituants
«orthogonaux» dé’.. D’un point de vue topologique, par contre, ces corps semblentreméler de fagon
subtile.

Proposition 1.14. Le morphisme : k[[X, Y]] — R, X — u, Y — n estinjectif.

Démonstration.Soit une série formellé” ¢ k[[X, Y]] telle queF(u,n) = 0 dansR. En faisant agir le
groupe de Galoi&, on obtient I'annulation dé"(u (1 4 1)), (1 +)X(¥) — 1) pour toutg € G. Il en
résulte les égalités :

Flu+unp” ,n)=0 et Flun+n" +77" ) =0

pour tout entier: suffisamment grand. Pour tout ent:iesoitag I’applicationi—llaa—);i agissant suk[[X, Y]]
(qui est bien définie). On dispose de la formule de Taylorasuiv :

F(u+un?,n) = Flu,n) +up” O F(u,n) + -+ uln®" 0P F (u,n) + - (1.5)

11
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epn+1
p—1 °
Comme ceci est vrai pour tout il vient 8§]F(u, n) = 0. Sachant cela, I'égalité (1.5) implique maintenant

quevR(ag]F(u, n)) = egil. et donc que?E?]F(u,n) s’annule lui aussi. Par récurrence, on démontre de

la méme maniére qu@[)?F(u,n) = 0 pour touti. Un raisonnement analogue a partir Béu,n + n?" +
n?"+1) = 0 montre queﬁylF(u,n) = 0 (avec des notations évidentes) pour tguEn appliquant cela
non pas a la sérié’ mais a@E?F on obtient mém@%ﬁ]a@F(u, n) = 0 pour tousi et j. En réduisant cette
derniére égalité daris on s’apercoit alors que le coefficient @Y’ dans la série formell€' s’annule lui
aussi. Il en résulte que la sétieest, elle-méme, nulle. O

grace a laquelle on déduit, a partir des annulations précé@mt citées, queR(c’)@F(u, n)) =

Remarquel.15 Le théoréme 1.11 reste vrai lorsque le codpgst remplacé par la cléture séparable
k((u,n))**Pdek((u,n)) dansL. Dans ce cas, la premiére partie de la proposition 1.13 sglifiEméme

un peu lorsquéf est d’indicefini dansG.,, puisque I'on peut démontrer qu'alofi((u, n))%eP)? s'identifie
simplement { F;*") . Ce résultat simple n’est par contre pas valable gdus H., : I'éléments appar-
tient manifestement & ((u, n))%®?) ", mais il n’est pourtant pas dang, ") = car, comme cela a été vu,
il N’est pas algébrique suf,. Ainsi, décrire le corps des points fix€s((u, n))%®?) = n'est, semble-t-il,
pas non plus une question facile. En outre, le céfis, n))P a deux inconvénientsprimo, il n'est pas
évident de le relever en caractéristique nullsetundoil n'est pas complet pour la topologieadique
ce qui, sans toutefois étre un obstacle insurmontable, kguepl’exposition de certains arguments. Par
exemple, la deuxiéme partie de la proposition 1.13, quedtiisera a plusieurs reprises dans la suite, ne
vaut pas lorsqué est remplacé pak((u,n))Se".

Terminons ce paragraphe en revenant un instant sur les EgrsextensionF; / Fy se comprend assez
bien, et on sait méme la décrire complétement lorsque lesddrgst absolument non ramified. sie = 1).
En effet, dans ce cas, une uniformisantefdlg,,) est donnée par une racife— 1)-iéme de—p, que I'on
notews. Si A désigne un élément detel quep = —7 A (mod p?), la suite d’éléments dé ; /p suivante :

1 \l+p+tp™ w q
()\l/p") B modp

définit un élément de R, qui appartient manifestementra. Par ailleurs, un calcul immédiat montre que
vP~1 = \u. CommeF est de degré — 1 sur Fy, il s'ensuit queF, = Fy[v] = Fy| "V Au]. Lorsque

e > 1, l'extensionF; / F, est encore totalement et modérément ramifiée, et son degégasa celui de
I'extensionK (¢,)/ K. Par contre, dés que > 1, il semble bien plus difficile de comprendre I'extension
F,.+1/F,,. On sait néanmoins gu’elle est soit triviale, soit de degr@’aprés la théorie d’Artin-Schreier,
dans le deuxieme cas, elle s’écrit comme le corps de ruptungdlynéme de la form&® — X — a,,, avec
anm € F,,.L'étude de la ramification sauvage #g, 1/ F,,, permet d’accéder a la valuation dg, mais ne
permet pas de répondre a la question plus générale suivaimeus parait intéressante.

Question 1.16. Est-il possible, peut-étre seulement sous I'hypothese 1, de décrire explicitement un
élément,, € F,, tel queF,,,; soit le corps de rupture suf;,, du polyndmex? — X — q,,, ?

Plus généralement étant donné deux entiaret m’ avecl < m < m/, peut-on décrire I'extension
F,. /F,, en termes d’extensions d’Artin-Schreier-Witt ?

Comme me I'a signalé Berger, la compatibilité entre corpsrimes et corps de classe (démontrée dans
[14], §83) semble priori une bonne piste pour étudier ce probléme. Les calculs testaigré tout, encore
a faire.

1.3 Relevement modul@” et en caractéristique nulle

Le théoréme 1 de l'introduction se déduit enfin du théoremé pourl = F,, a l'aide d’arguments
classiques de dévissage. Ce sont ces arguments que nougrapasons de présenter dans cette partie.
Afin surtout de mettre en place les notations, nous commerganrappeler brievement comment ceux-ci
fonctionnent dans le cas classique gesiodules et des représentationsig.
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1.3.1 Lathéorie de Fontaine modulg™ et en caractéristique nulle

L'idée de base consiste a remplacer 'ann&aquar 'anneau des vecteurs de Witt(FracR) ; c’est natu-
rellement uné¥ -algébre munie d’une action d&x . L'anneauc™ défini dans l'introduction par, rappelons-

le:
int % :

EM = { ;azu ‘ a; €W, i_l)lglooaz 70}
se plonge dandV (FracR) en envoyant: sur le représentant de Teichmilled. Muni de la valuation
p-adique,ve (3,4, aiui)_ = min;ez vp(a;), ENt est un anneau de valuation discréte qui admgpour
corps résiduel. On not@"Y" 'unique sous-algébre étale (infinie) &é(FracR) ayant pour corps résiduel
F3® C R. Sil'on poseé = FracE™ et £ = Frac€™', le groupe de Galois de I'extensidi'/&
s'identifie & celui de I'extension résiduelig "/ I, et donc finalement & .. LanneaulV (FracR)[1/p] est
naturellement muni d’un opérateur de Frobenius et celdiédinit par restriction des endomorphismes de
gint gintur e etgUr SurgM, par exemple, on voit aisément qu'il agit en appliquant elenius traditionnel
aux coefficients et en envoyansuru?. On définit unp-module étalesurE™ (resp. su€) comme la donnée
d’un £M-module de type fini (resp. d'ufi-espace vectoriel de dimension finie) munie d’une application
¢ : M — M semi-linéaire par rapport au Frobenius et dont 'image edge\/.

Théoreme 1.17.Les foncteurs suivants sont des équivalences de catégo@ssinverses I'une de l'autre :

Q,-représentations de
dimension finie dé&7

} s { ¢-modules étales suft }

T — HOTT}Q)TJ[GOO] (T, gur)
Homg (M, EY) <+ M

On dispose d’énoncés analogues pouZlgseprésentations libres d’une part, et annuléegparautre
part, que nous laissons au lecteur le soin d'écrire. On éamitarquer quand méme qu’afin d’obtenir ces
énoncés, il convient de remplacer 'anneau de périgepar EMU et £iNLur/;n gintur regpectivement.
On peut également écrire une équivalence de catégorieamett jeu a gauche la catégorie de toutes les
Z,-représentations annulées par une puissange(den précisée); dans le cas, I'anneau de périgdes
doit étre remplacé par le produit tensor@}/Z, ©z, gintur (qui n'est pas un anneau, mais seulement un
ENLU-module) ou, ce qui revient au méme, par le quotifitentur,

1.3.2 Définition générale degy, 7)-modules

On poses™ = W (F,) et&, = FracE™. Le corpsF, étant parfait, la valuatiop-adique fait deS™
un anneau de valuation discréete, complet, dont le corpduéks’identifie aF.-. En outre,£, s’obtient
a partir de€™ simplement en inversant Tous les anneaux que I'on vient de définir sont munis d’'un
endomorphisme de Frobenius que I'on ngteu ¢ 4 (A étant 'anneau sur lequel le Frobenius afit) dans
les cas ou il sera important de le préciser. La définition(¢es)-modules est désormais la méme qu’en
caractéristique (voir définition 1.7) a part que les anneaux de base sont ceeiXan vient de définir. On
la redonne ci-dessous pour plus de clarté.

Définition 1.18. Un (¢, 7)-module suf&™, £MY) (resp.(£, £,)) est la donnée de
— uny-module étale suf™ (resp. SUE), NotéMM/ ;
— un endomorphisme-semi-linéairery; : EM @em M — EM @ M qui cOmMmute dpgim @ @i €t
vérifie, pour touly € G/ H tel quex(g) € N, la relation suivante :

Vee M, (g®id)ory(z)= 7';\([(9) (x). (1.6)

On souhaite a présent démontrer le théoreme 1 de lintramyat’est-a-dire que les catégories de
(¢, 7)-modules sont équivalentes aux catégories corresporgldateeprésentations galoisiennes. L'étape
essentielle pour cela consiste a étendre les lemmes 1.80{dui constituaient la clé de la démonstration
dans le cas de caractéristigu)éi la nouvelle situation relevée. A partir de maintenangupposera toujours
implicitement que le§),-représentations (resp,-représentations) considérées sont de dimension finie sur
Q,, (resp. de type fini commg,-module). SiI" est une telle représentation du grodpg, on noteM(T')
le o-module étale su€™ ou sur€ qui lui est associé par la théorie de Fontaine. De méméa{ sist un
¢-module étale défini sS#™ ou sur&, on note7 (M) la représentatiop-adique qui lui correspond.
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Lemme 1.19.Pour touteZ,,-représentation de torsion (resp,-représentation libre, resfi),-représentation)
T deG ., I'application naturelle

Ei_m Rgim M(T) — HOTT‘ZP[HOO] (T, Qp/Zp ®z, W(L))
(resp.EM™ @gim M(T) — Homy, (T, W (L)),
resp-gr (4 M(T) — Horn@p[Hoo] (T7 W(L)[l/p]))

est un isomorphisme.
Pour tout-module étaleVf défini surO¢ et de torsion (resp. défini sP¢ et libre, resp. défini suf),
I'application naturelle

T (M) — Homgine , (EM @gine M, Qp/Zyy @7, W (L))
(resp.T (M) — Homgi , (EM @em M, W (L)),
resp.7 (M) — Homg, o(E- @e M, W(L)[1/p]))
est un isomorphisme.

Démonstration.On ne démontre que la premiére partie du lemme, la secondetétalement analogue.
On prouve tout d’abord le résultat lorsgifieest uneZ,-représentation annulée pglt. On raisonne par
récurrence sut. Pourn = 1, le résultat & démontrer est exactement I'assertion du k8 il n’y a donc
plus rien a faire. Pour passerdén + 1, on considerd” une représentation annulée par . Elle s'insére
dans la suite exacte— pT — T — T'/pT — 0 qui donne naissance au diagramme suivant :

0 —— EM @ g M(T/pT) ———> EM @ e M(T) EM @ e M(pT') —— 0

| l l

0 — Homy, ;7 (T/pT, W (L)) —= Homy, (T, CW (L)) — Homy, ;_;(pT, CW (L))

ou CW(L) = Qp/Z, ®z, W(L). La ligne du haut est exacte car, d’'une part, le foncteti’est et,
d’autre part£I" est plat su€™. Les fleches horizontales de gauche et de droite sont desiiphismes par
hypothese de récurrence, et finalement la ligne du bas estegxar exactitude a gauche du foncteur Hom.
Une chasse au diagramme montre alors que la fleche vertmatialte est aussi un isomorphisme.

Le cas oul" est unez,-représentation quelconque (toujours supposée de typeofimineZ,-module)
s'obtient alors par passage a la limite, tandis que celuf’ogst uneQ,-représentation s’en déduit en
inversanip. O

Il nous reste a définir des foncteurs dans les deux sens antegdgorie de&,-représentations (resp.
Q,-représentations) dé et celle degy, 7)-modules sufE™, €Nt (resp. su(&, £;)) puis a montrer que
ceux-ci réalisent des équivalences de catégories inveusesde I'autre. Pour cela, a la lumiere du lemme
précédent, il suffit de reprendre presgeebatimles constructions du §1.2.2, ce que nous laissons en exer-
cice au lecteur. On réécrit toutefois explicitement lesdenopriétés essentielles qui fagonnent la construc-
tion de ces foncteursprimo, le po-module sous-jacent aly, 7)-module associé a une représentafion
estM(T) etsecundodans le cas off" est définie sufZ, par exemple, I'action de sur &M @z M(T')
provientvia le lemme de son action naturelle sur I'espace Hom_; (7, W (L)).

1.3.3 Deux exemples

Le premier exemple que nous aimerions présenter est celnedeprésentatidhl (définie au choix sur
F,, Z, ouQ,) dont la restriction au sous-grougk,, est triviale, c’est-a-dire dont lg-module correspon-
dant est trivial. Cette hypothése est en réalité tres oéisicar, si I'action du sous-groupe,, est triviale,

il en est nécessairement de méme de tous ses conjugués.s@esgne le plus grand entier pour lequel
le corpsK admet une racine primitive®*-iéme de l'unité, les conjugués de,, engendrent ensemble le
sous-groupe (distingué) d’indice fi6l,. En particulier, siK” ne contient pas de racine primitiveiéme de
I'unité (par exemple si son indice de ramification absokst strictement plus petit que— 1), une repré-
sentation dé&7 i, dont la restriction &7, est triviale, est, elle méme, triviale. Dans le cas généaatkion

se factorise par le quotietitx /G5 qui est un groupe cyclique de cardipélengendré par I'image de
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Autrement dit, se donner une représentafibdont la restriction &, est triviale, revient a se donner
un automorphisme de T" d’ordre p®. Le (¢, 7)-module M associé & se décrit alors comme suit (la
vérification estimmédiate et laissée au lecteur) : af a= £ ®z, T etl'automorphisme, SUréMt @ gim
M =gn ®z, T estr @ 7.

Venons-en maintenant a notre second exemple, qui est eedairdctére cyclotomique, ou plus générale-
ment d’une de ses puissances. En réalité, cet exemple aiééépiar Liu dans son article [19] (voir exemple
3.2.3) au cours de son étude des réseaux dans les reprigsensaini-stables. Comme le calcul n'est pas
évident et demande de connaitre un peu de théorie de Hoeddigue, nous préférons nous contenter ici de
donner le résultat en renvoyanici. cit. pour la preuve.

Soitt € W(R) un élément non divisible parvérifiantp(t) = c 1 E(u)tolic = @ est un élément
inversible dan<Z,, (on rappelle, & toutes fins utiles, qégv) désigne le polyndme minimal sW¥’[1/p]
de l'uniformisanter choisie, et que c’est donc un polynéme d’Eisenstein). k&xice d’'un tel élémertt
découle du calcul diBc. cit. mais peut aussi se voir comme la conséquence du lemme 2 &rguiémontré
dans la suité. Avec ces notations, l&p, 7)-module associé a la représentatityin) (avecn € Z), c’est-
a-dire la représentatidfi = Z,w ou I'action de Galois est donnée pav = x(g)"w, est engendré par la
fonctionf : T — £MUr ) — ¢, Concrétement, il est décrit par les formules suivantes :

i —n n T(H)\"
M= f gy =By f et x(n) = (T0)" g
Les éléments, 7(t) et E(u) sont inversibles dan§™, de sorte que les égalités précédentes ont bien un
sens, méme lorsqueest négatif. Legy, 7)-modules correspondani@ (n) etQ,(n) sont donnés par des
formules analogues.

2 Réseaux dans legp, 7)-modules

Nous avons démontré dans la section précédente que la HatdgeZ,-représentations galoisiennes
deG est équivalente a celle dég, 7)-modules sufE™, £N). Ce résultat peut paraitre satisfaisant, mais
il se heurte néanmoins & un probléme pratique importanalféiaque 'annead™ est difficile & manipuler
concrétement. On peut certes écrire ses éléments commeéraes mais celles-ci requiérent une infinité de
variables et des conditions de convergence subtiles.

Dans cette partie, nous aimerions montrer en quoi l'intotidn de réseaux a l'intérieur dég, 7)-
modules permet d’apporter des éléments de réponse au p®pigcédent. Nous commengons par intro-
duire la notion de réseau dans lgeamodules étales dans le §2.1, puis montrons dans le §2.2 eatnm
celle-ci peut étre utilisée pour établir des bornes exglécportant sur la ramification des représentations
galoisiennes. Forts de ces résultats préliminaires, noasrezons ensuite, dans le §2.3, au cceur de notre
probléme en introduisant la notion de, 7)-réseau puis en démontrant le théoréme 2.25 qui donne des
contraintes fortes sur la forme des élémentgfle— et notamment de leur représentation sous forme de
séries — qui interviennent dans I'expression de l'autorh@mmper (par exemple sous forme matricielle
dans le cas d’un module libre).

2.1 Réseaux dans leg-modules étales
2.1.1 Définitions et rappels

Comme dans [13], on pos& = W|[u]]. Cet anneau se plonge naturellement déiffeet dansV (R) en
envoyant comme d’habitudesur le représentant de Teichmiiller deEn particulier,& apparait comme
un sous-anneau de l'intersecti6f' N T (R), et on démontre en fait facilement qu'il s’identifie a cette
intersection. Il est clair par ailleurs que le Frobeniudgsant sui?’ (L) par exemple) stabilis&, et que ce
dernier anneau est également stable par 'actiofi de

Définition 2.1. Soit M unp-module étale défini sug™. Un p-réseaudansM est la donnee d’'un sous-
module de type find)t de M qui est stable pap et qui est tel qué'™ g MM = M.

4. Le méme lemme assure également que la conditih = c~! E(u)t déterminet & multiplication prés par un élément
inversible dezZ,,.
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Remarque.2 Dans le cas odl/ est un module libre su8™, on se restreindra souvent agxéseaux qui
sont eux-méme libres (de type fini et méme rang)&u€Ce n’est en fait pas une véritable restriction car il
suit du théoréme de structure des modulesZ(voir, par exemple, théoréme 3.1, chap. 5 de [15] pour un
énoncé de ce théoréme) quéRiest unp-réseau quelconque dans, alors(E™ @ 9) N IM[1/p] estun
p-réseau libre.

Voici une autre définition importante qui est essentielletrtifie & Fontaine et qui, en un certain sens,
mesure la complexité d’un réseau.

Définition 2.3. Soit9t un-réseau a l'intérieur d’'up-module étale suf™. Soit encord/ un élément de
W (R) eth un nombre entier positif ou nul.

On dit queMt est dehauteurdivisantU (resp. dd/-hauteur< h pour un certain entief) si le conoyau
de l'application id® ¢ : W(R) ®, ¢ M — W(R) @e M est annulé pal/ (resp.U")>.

Finalement, on dit qu#t est del/-hauteur finie s'il est dé&/-hauteur< A pour un certain entief.

Remarque.4. La définition précédente de la hauteur a, en réalité, suntouttérét lorsqué’ € &, auquel
cas on peut se contenter de vérifier que le conoyau dedd: G @, e M — M est annulé pal/ (sans
aller jusqu’a étendre les scalaire81& R)). Toutefois, lorsque, dans la suite, nous manipulerongdes)-
réseaux, nous aurons besoin a plusieurs reprises de carsigslU ¢ &, et c’est pourquoi nous avons
préféré donner directement la définition générale prédéden

Dans le cas deg-modules de-torsion, on a le lemme suivant qui dénote un comportemearhelaire
des réseaux.

Lemme 2.5. Toute-module étale su€™ annulé par une puissance gedmet unp-réseau.

Toutp-réseau dans up-module étale su€™ qui est annulé par une puissance gest deu-hauteur
finie.

Démonstration.La premiére assertion résulte de la remarque suivante gulisectement de la définition
de&nt: siMt est un réseau quelconque dansamodule étale suf™ annulé par une puissancegelors
il existe un entien tel queu™t soit stable pap.

La seconde assertion, quant a elle, peut se voir comme urségqoence du théoréme de classification
des modules su& = W][u]]. En effet, étant donné ufy, 7)-réseaut comme dans la définition, le
théoréme en question assure que le conoyau degd: & ®, ¢ M — M est de longueur finie comme
&-module. Il suffit alors pour conclure de remarquer gugest pas inversible darg. (]

Les résultats du lemme précédent ne s'étendent pas au casndesgules libres suf™. Dans le §2.1.2
ci-aprés, nous examinerons I'équivalent de la premiergepdu lemme. En ce qui concerne la deuxiéme
partie du lemme, nous attirons I'attention du lecteur sufaletrivial suivant : toutp-réseau vivant dans
un p-module étale libre est de hauteur divis&hipour un certairl/ € & (il suffit de prendre pout/ le
déterminant de agissant sur le réseau). Par contre, il n’est pas vrailfjpeut toujours étre choisi de la
formew™ pour un certain entiet.

2.1.2 Un critére pour I'existence dep-réseaux

Soit M un p-réseau étale libre s@™. Soit T la Zy-représentation dé', qui lui correspond. Les
donnéed et M sont alors liées par la formulel = Homy, (T, £™"). Une structure entiére naturelle
alintérieur deM (et donc un candidat potentiel pour étre un réseau) esele@d = Homy, (¢ 1(T, GY)
oUG" = W(R) N gnur,

Proposition 2.6. En reprenant les notations précédentes, les conditionastes sont équivalentes :

1. le sous-modul@t de M est unp-réseau;

2. lep-moduleM admet unp-réseau qui est libre su® ;

3. lep-moduleM admet unp-réseau.

5. On notera en particulier que les locutions <déauteur< 1 » et « de hauteur divisasf » sont synonymes.
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Démonstration.Le lemme 2.1.10 de [13] montre que la premiére conditionigua la deuxieme. Comme
cette derniére implique clairement la troisieme, il sufétrdontrer que la troisieme condition implique la
premiere. Soifdt’ un e-réseau dand/ (qui existe, par hypothése). La premiéere étape consistenarmtéer
queM’ est inclus dangit. On considére les éléments M comme des morphismés,-linéaires etG -
équivariants dg” dansg™™\". Soit X le sous&-module de€™™\" engendré par les images des éléments de
M. Il est stable pap (puisquedt’ I'est) et de type fini suS (puisquedt’ I'est). On en déduit qu'’il est
inclus dansV (R), ce qui est bien ce que I'on avait annoncé. La conclusiorti#obmaintenant facilement.
En effet, de I'inclusiort’ c M, on déduit quE™ U @ M contientE ™ @& M’ = M et, par suite, que

M est unp-réseau dé/. O

La proposition précédente permet en particulier de mormjuer certaines représentatigfiscorres-
pondent & deg-modules n'admettant pas geréseau. C'est par exemple le cas de la représentégionl ),
comme nous nous proposons de le vérifier pour conclure ce nour@6itw un générateur dé,(—1).
D’apres le deuxieme exemple traité dans le §1.3.3-faodule associé/ est engendré par la fonction
f i Zy(—1) — EMU s VL o0V vérifie I'équationy(V) = ¢~ 'E(u)V et ol, dans cette derniére
égalité,F(u) désigne le polyndme minimal de l'uniformisantetc = @ € Z, . D'apres la proposition
2.6, pour montrer qué/ n'admet pas de-réseau, il suffit de montrer qu’aucun élément non nulfl@e
prend ses valeurs da#ig(R). Autrement dit, il suffit de montrer qu&™ N VIV (R) est réduit &.

On posed’ = EMN VW (R). De VW (R) C W(R), on déduit facilement qué’ C &. Il est clair
par ailleurs que cette inclusion induit un morphisme infegt /p&’ — &/pS = k[[u]]. On en déduit que
&’ /p&’ est unk[[u]]-module libre de rang: 1, et donc ques’ est unG-module libre de rang< 1. Soita
un élément d&5, éventuellement nul, qui engend®. D’aprées une variante du théoréme de préparation de
Weierstrass (voir, par exemple, théoreme 2.1, chap. 5 di Hirbpeut supposer queest un polynéme; on
le note a partir de maintenadi(u). Soit A° le polyndme obtenu a partir dé en appliquant le Frobenius
o a chacun de ses coefficients. Op@d(u)) = A?(u?). D'autre part, on vérifie que le quotie A(Ef)))
appartientencore@’. Il en résulte qued (u) E(u) divise A (u?) dansS. Les éléments d& définissant des
séries convergentes sur le disque de cehiede rayon, la divisibilité trouvée implique que le polyndéme
A° s’annule enr?. Par la théorie des polygones de Newton, il en résulte4jg@annule en un élément de
valuationp, a partir de quoi on trouve qué&” admet une racine de valuatiph. Par récurrence, on démontre
que A admet une racine de valuatipfi pour tout entiem. Ceci n’est évidemment possible queiu)
est le polynéme nul, c’est-a-dire& = 0. On a donc finalement bien demontré ce que I'on souhaitait.

2.1.3 Calcul de la représentation galoisienne associée

On fixe unp-moduleM sur&™, ainsi qu’unp-réseat a l'intérieur deM . On suppose que I'on est
dans l'alternative suivante : sdit’ est annulé pap™ pour un certaim, soit M est libore comme module sur
£, Dans le deuxiéme cas, on pase= oo, et on convient quéV,.(R) = W (R). Soit 7 (M) la repré-
sentation galoisienne associédf Dans ce paragraphe, nous donnons plusieurs formules fieninde
calculer7 (M) directement & partir d®t. La plus simple consiste évidemment & commencer par regrouv
M en étendant les scalaire€®, ce qui conduit & I'expression suivante :

T (M) = Homgn ,(E™ @ M, EMUT/prentun),

Toutefois, on aimerait justement éviter cette solution/'ca des intéréts d'utiliser des réseaux est bien sar
de travailler ave® a la place d&€™. La proposition B.1.8.3 de [11] permet de faire cela. Ellpligue par
exemple que :

T (M) = Homg , (9, W,,(R) N EMYT/pnguny — Homg , (90T, W, (R)). (2.1)

Cette formule implique en particulier que tout morphisméXeansiv,, (1?) qui est compatible & prend
nécessairement ses valeurs défis’ /p"£MU" (ce que I'on peut démontrer directement sans difficulté).

En s’inspirant de [7], on peut enfin donner une troisieme rdetien de 7 (M) qui fait intervenir non
pasW,,(R), mais plutét certains de ces quotients. Cette idée, quirpsembler inutilement complexe a
premiére vue, va en fait s’avérer trés fructueuse tout ag ttnce chapitre (comme elle I'a déja d’ailleurs
été dans [7]) : elle sera la clé pour obtenir des bornes swanhdfication dans le §2.2, mais aussi dans le
§2.3.3 lorsque I'on s’évertuera a établir des congruenfiesla préciser la forme de I'opératetirOn se
donne a partir de maintenant un éléménte W (R) qui n’est pas multiple dg et on suppose qu¥t est
de hauteur divisant/.
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Lemme 2.7. Il existe un élémerit’ € W (R) qui n’est pas multiple dg et qui vérifiep(V) = UV.

Démonstration.On construitl” par approximations successives : par récurrence, on cdénsitre suite
(Vi)n>1 d’éléments déV (R) telle queV,, 1 =V, (mod p") etp(V,,) = UV, pourtoutn. Pour construire
V1, il suffit d’extraire une racingp — 1)-iéeme deU dansR, ce qui est possible puisque Fiaest algé-
briquement clos et qu& est intégralement clos. Si maintenat est construit, on cherché, . ; sous la
formeV,, + p" X avecX € W (R). La condition que doit vérifieX s'écrit :

_ UVa—o(Va)

X)-UX
o(X) pe

(mod p).

Siz eta désignent respectivement la réductionXiet “X=—£% modulop, trouverX revient a résoudre
I'équationz? — Uz = a dansR. Or, par le méme argument que précédemment, cette équatien ane
solution dansR, et la récurrence se termine ainsi. Effin= lim,,_, o, V;, existe et vérifieo(V) = UV. O

Remarque.8. Il est évident que sV vérifie (V') = UV etsia € Z,, alorsaV vérifie la méme équation.
Un examen de la preuve précédente montre que ce sont lesAetrlsment dit, I'ensemble des solutions
de I'équationy(V) = UV est unZ,-module libre de rang@. On notera en particulier que 'idéal engendré
parV est uniguement déterminé en fonctionlde

Soitmyy, (r) I'idéal maximal de I'anneau local/,, (R) : il est formeé des élémenisc W, (R) tels que
vr(2 modp) > 0. Pour tout élémenX € W (R), on pose

Tx (M) = Home o (M, Wi (R)/(Xmyy, (r)))-

La réduction modulaXmyy, () définit des morphismes canoniques : 7 (M) — Tx (M) etpy x :
Ty (OM) — Tx (9N) pour toutY” € W (R) multiple deX . En particulier, on a le diagramme suivant :

T(M)

) Tv (90)

TUV (9..),{ PUV,V

qui est manifestement commutatif.
Proposition 2.9. Le morphismey est injectif, et son image s’identifie dafs (M) a 'image depyv,v

Démonstration.On démontre d’abord l'injectivité. Soierft et g deux éléments d& (M) tels quef =

g (mod Vmyy, (ry). En utilisant quedt est de type fini et que tout élément dgy, (z) S'écrit sous la
forme 2@0 p"[x,] pour desx,, € mpg, on montre qu'il existe une suite d'éléments demp, telle que

la congruenceg = g ait lieu moduloV'I ou I est I'idéal engendré par les élémeptd\,,]. On a alors
Nnso ©™ (1) = 0 et, commep(,,) est multiple de\,, dansR pour toutn, on a aussi l'inclusiop (1) C I.
Pour tout entiern, on posel,, = V" (I) et on notef,, (resp.g,) la réduction def (resp. deg) modulor,,.
On va montrer, par récurrence, gfie = g,, pour tout entiem. Puisqueﬂn20 I, = 0, il en résultera que
f = g, etdonc l'injectivité souhaitée. L'égalith = go ayant déja été justifiée, il suffit de traiter I'hérédité.
Soity : M — 6 Ry e M, z + (id ® ¢) 1 (Ux). Le morphismef induit alors une application linéaire :

WER) 60s,W(R) 6&peW(R)

d® frn: 6 RpeM— 6 Qe LW(R)  oI,)W(R) ~ UlL,W(R)"

Le fait quef commute ap implique la commutativité du diagramme suivant :

S ®pr6 m P om z—Ux om

lid@f,l lf modU I, 41 (2 2)
G®,,6 W(R) id®p W (R)
Ul, 11 W(R) Ul 1 W(R)

Comme on a bien sdr un diagramme analogue goan déduit que I'égalit¢,, = g,, implique

U-(fmodUIl,+1)=U"(gmodUlI,+1)
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et donc finalemenf,, 11 = gn+1-

On en vient maintenant a la preuve de la propriété concetaaritnages. Soiff;yy un élément de
Tuv (OM). Il s'agit de démontrer queyv,v (fuv) qui est une application d@t dansW (R)/Vmyy (g,
compatible au Frobenius se reléve en un morphi&ne: W (R) encore compatible au Frobenius. Etant
donné quelnt est de type fini, il existe un idédl comme précédemment tel qyey se reléve en un
morphismefyy; : 9 — W(R)/UVI. On posefy, = fyy;modly. On va construire par récurrence sur
n, une suite d'applicationg, : M — W(R)/I,W(R) telle quef,+1 = f, (mod I,) pour toutn. Le
diagramme (2.2) assure que, si I'on pose

anp=(d®@p)o(i[d® fp)ov: M — W(R)/UI,+1

un bon candidat pouf,+1 est ¢-. Mais pour pouvoir le définir ainsi, il faut montrer au préataque
U divise a,,. Or, ce dernier fait est vrai et suit des deux remarques sta@sa primo, du fait quef, se
réleve modulodUV I (le releve étant donné pdi;v ), on déduitU (et méme en fai/'V) divise «q, et
secundodu fait quef,, = fo (mod V'), on déduit quey,, = oy (mod UV'). On peut donc bien considérer
I'application g+ qui est défini sublt mais, a cause de la division pidy prend ses valeurs dais(R)/ I, 11
(et pasW(R)/U1,+1 comme c'était le cas pour,,). Enfin, de la congruencg,—; = f,, (mod I,,_1), on
déduita,—1 = o, (mod ¢(I,—1)), PUiS fr, = frn41 (mod I,,) étant donné que(1,—1) = UI,. Enfin,
en passant a la limite, on obtient une applicatfortlt — W (R) qui relévef, et qui commute &. O

Il suit de la proposition précédente qU&M ) s’identifie & I'image depyv,y et donc, comme nous
I'avions annoncé, nous avons bien obtenu une descriptiaettie représentation galoisienne qui ne fait pas
interveniriW,, (R) lui-méme mais seulement deux de ces quotients.

Remarque2.10 Une adaptation simple de la démonstration de la proposti®montre que, st et M
sont deuxp-réseaux, on a l'égalité :

Hom,, (21, ') = image(Hom,, (9/U VIR, M /UVIN') — Hom,, (M/ VIR, ' /VI')) (2.3)

ou, dans un abus de notation, on a nBEMNT au lieuM N (UVW(R) ®s M) (le probléme étant que
UV n’appartient pas priori a G) et de méme pou/ V', VOt et VOY'. On en déduit que la réduction
modulo V' (resp. moduldy V') définit un foncteur fidéle (resp. pleinement fidéle) de la&gatie desp-
réseaux dans up-module étale suf€™ dans la catégorie dont les objets sont(€s'V &)-modules (resp.
les (6/UV &)-modules) de type fini munis d’'un endomorphisme semi-lirdaiet dont les morphismes
sont les application§-linéaires commutant @ (resp. dont les morphismes sont donnés par la formule du
membre de droite de (2.3)).

2.2 Bornes pour la ramification

Sans surprise, le but de ce numéro est de démontrer le thé@éml'introduction. On commence par
quelques brefs rappels au sujet des filtrations de ramiicatans le §2.2.1. Les deux paragraphes suivants
sont consacrés a la preuve du théoréme, tandis que dang14,8 établit une réciproque partielle.

2.2.1 Rappels sur les filtrations de ramification

Soit x un corps complet pour une valuation discréte dont le corgiduél est parfait de caractéristique
p (dans les applications qui nous intéressent, on prenefads ourx = Fy = k((u))). Pour toute extension
finie ' de k, on appellev, la valuation surx’ normalisée pap, (x'*) = Z. Si k' est une extension
galoisienne finie de de groupe de Galoi€, lafiltration de ramification en numérotation inférieude G
est la filtration(G'() ) xer+ définie comme suit :

Gy ={oeCG|vu(o(x)—z) =\ VeeO,}

ou O, est'anneau des entiers dé LesG ) sont des sous-groupes distinguéget la filtration qu'ils
forment est décroissante, exhaustive et séparée. On iiitteattore la fonctiorp,.. /. : R™ — R définie

par:
A CardG(t)
11e(A) = ———=dt.
¥ /H( ) /0 CardG(l)
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C’est une fonction affine par morceaux, concave et bijectiomt on notey,.,,. l'inverse. Lafiltration

de ramification en numérotation supérieust définie par I'égalités () = G(%//N(H)) pour tout réel

1 > 0. On renvoie a [21], chap. IV pour les propriétés usuellemlaernant, et en particulier le théoréme
d’'Herbrand. La filtration de ramification en numérotatiopértieure s'étend a une extension galoisienne
k' /k non nécessairement finie en posant :

Ga'(lﬁ//ﬂ)(u) = ]gl Ga|(li”/li)(u)

ou la limite projective est prise sur toutes les extensiarisdigaloisiennes’ dex incluses dans’. Dans le
cas olk'/k est une extension algébrique séparable non galoisienme, peut certes pas définir de filtration
sur le groupe de Galois puisque celui-ci n’existe pas maioectionsy,. /. et ., elles, ont encore un
sens; on peut les définir, par exemple, grace aux formules :

I
wn//n(ﬂ) = / [IK : IK'G/({t)]dt et SD;{//;{ = w;z'l/n
0

ou I, et I, sont respectivement les sous-groupes d'inertie des gsadp&alois absolus deet s’ (voir
[23], 81.2.1). La théorie qui vient d’étre rappelée brieesins’applique en particulier aux corps= K
etk = F,. Les groupes de Galois absolGs et Gal Fy;**/Fy) ~ G, héritent ainsi d’'une filtration de
ramification en numération supérieure.

2.2.2 Bornes pour les représentations dé€' .,

On démontre dans ce paragraphe I'assertion 1 du théoréno@edt$/ unp-moduleM surEM annulé
parp™, et un p-réseau dé\/ de hauteur divisarl/, pour un élément/ € & qui n'est pas multiple de
p. Comme dans I'énoncé du théoréme, on ridta représentation galoisienne associée a ces données et on
poseh = vr(U modp). Pour tout nombre réel > 0 et tout anneaul muni d’'une valuation (par exemple
A C R), on note encore;" I'idéal des éléments dd de valuation strictement plus grande queEnfin,
si F' est une extension algébrique fig, on désigne pa®r son anneau des entiers. Dans le cag'ogst
inclus dang;*", on a simplemen®r = F N R.

Comme cela se fait usuellement dans ce genre de situationg, utiliser la propriétéP,,) de Fontaine
(introduite dans [10], proposition 1.5). Rappelons quiiciest un nombre réel positif ou nul et que, par
définition, une extensioR' de Fj vérifie (P,,) si, et seulement si pour toute extension algébrifuie Fy,

s'il existe un morphisme dé@,-algebresDr — Og /a7, alors il existe unfy-plongement dé” dansk.
Le lien avec la filtration de ramification en numérotationésigure est donnée par la proposition suivante
qui, dans cette formulation, est dQe & Yoshida (voir [24]).

Proposition 2.11. Soit ' une extension finie galoisienne fig de groupe de Galoi&'. On définit :
— I'entier my comme la borne inférieure des réelstels que(P,,) soit satisfaite, et
— lentier o comme la borne inférieure des régisel queG*) = {idr}.

Alorsmg = pg.

Notonsp : Go, — GL(T') le morphisme donnant I'action d&., surT, et F' I'extension finie galoi-
sienne def;, qui est en correspondance avec le sous-groupe distinguéde G,. D'aprés la proposition
précédente, pour démontrer la premiére assertion du timéoge il suffit de prouver que I'extensiafi
vérifie la propriété P,,,) pourm = 225
Lemme 2.12. Soit E une extension dgy incluse dang7;*". Alors I'application injective naturelle

HornG,LP(ma WW(OE)) — HornG,tﬂ(ma Wn(R)) = T
(déduite de l'inclusioiv,, (Og) — W, (R)) est un isomorphisme si, et seulement siontientF'.

Démonstration.ll est clair que si I'application du lemme est un isomorphesmlors le groupe de Galois
absolu de¥ agit trivialement suf”. D'ou F' C E. Pour la réciproque, on remarque qu’en vertu de I'égalité
(2.1), on sait que tous les morphismgs 9t — W, (R) compatibles & prennent leurs valeurs dans
gintur et donc, en particulier, daﬁ@n((’)pgep). Par ailleurs, par définition d€, son groupe de Galois absolu
G agit trivialement sufl’, ce qui implique que tous les morphismggomme précédemment prennent
leurs valeurs daan(OFgep)GF = W,(Or). ll enrésulte que, si* C E, 'application du lemme est bien
bijective. O
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Pour tout réeb > 0, on introduit a présent le sous-ensembilg(az,") de W, (R) formé des éléments
dont toutes les coordonnées sont daps. C'est un idéal déV,,(R), et le quotient déV,,(R) /W, (az;")
s'identifie aW,, (R/az"). D'apres le lemme 2.7, il existé € W (R), non multiple dep, tel quep(V) =

h

UV. on fixe un tel élémerit ; il vérifie V?~! = U (mod p), ce qui implique quer(V modp) = r—

S pn
Lemme 2.13.0n aWy,(a™) C UVmyy, () POUrm = 55
Démonstration.On raisonne par récurrence suret donc, pour éviter les confusions, on notetén) a

la place dem tout au long de la démonstration. Pour= 1, on remarque quer(UV modp) = m(1)
et donc que les deux idéaux considérés sont égaux. On suppoésent que I'incIusioWn(a;m(”)) C
UVmy, (g est satisfaite et on considére un élém&nt= (z1,...,z,41) € W1 (a7, On veut
montrer queX € UVmyy, (g Soienth € R un élément quelconque de valuatiomet[\] € W (R) son
représentant de Teichmiiller. Un calcul immédiat sur lesatédns montre que les composantes du vecteur

de Witt de longueur suivant :

1 _(T1 T2 Tn
me o= (55 )

sont toutes darrs;m("). L'hypothese de récurrence s'applique donc et assureepisteY” € myy, (r) tel
que[—i](:cl, ...,x,) = UVY.Onnote encorg” un élément denyy, ., (») qui relevey” et on pose

A= (21,...,Zn,Tns1) — [NJUVY.

Lesn premiéres coordonnées desont nulles, tandis que, sion pds@/VY = (z1, ..., zn+1), laderniére
coordonnée d& s’exprime comme un polynéme homogéne de degrén leszy, ..., Tpt1, 21, - -+ Znt1s
a condition de donner le poidé—! aux variables:; et ;. Comme, en outrey; est divisible par>\P7', on
en déduit que la derniére coordonnéefl@st de valuation strictement supérieursén + 1). Ainsi, A
appartient@"UVmyy, . (r) etdonaca fortiori deUV -myy, ., (g). Il s’ensuitenfinqueX € UV -my, | (r)
comme voulu.

Nous sommes préts a vérifier la propriété,) pour le corpsF’ et le nombren = max(1, %_P—j). Soit
E une extension algébrique dg incluse dang’;*". Soit égalemenf : Or — Og/az™ un morphisme de

Or,-algébres. On considére la composée suivante :
Uy . T =Hom(M, W,,(Or)) = Hom(M, W,,(Op /az™)) — Hom(9M, W,,(Or/az™))

Wn(OF) ) Wn(OF) )
"UVayy, gy N Wi (Og) "V, () N Wa(ORg)

— Hom(im — Hom(im

ou la deuxiéme fléche est induite paet I'existence de la troisiéme résulte du lemme 2.13. Unetatian

de la proposition 2.9 assure que, pour toute T, il existe une unique applicatiaf, € Hom(9t, W, (Og))
telle queVy (vr) s'identifie ar modVmy gy N W, (Og). Ceci permet de construire un morphisme
U : T — Hom(M, W, (Og)) relevant¥y,.

Lemme 2.14. Le morphismel précédent est injectif.

Démonstration.On raisonne par récurrence surPourn = 1, on considére;z une uniformisante dé'.
Son polyndme minimal suF, est un polyndme d’Eisenstein que I'on ndte L'élementz = f(ur) €
Og/az™ est alors une racine dé. Commem > 1, le coefficient constant d& ne s’annule pas dans
Og/az™. On en déduit que: a la méme valuation quer puis quef induit une application injective

Thim—1) : Op/azh/(pfl) — OE/azh/(pfl). Ainsi le morphisme

Hom(M, 7+-2£5-) = Hom(M, O /az"/?~) = Hom(, Or /az" P~1) = Hom(M, 1-9%,-)

' VmpNOg

est, lui aussi, injectif, ce qui permet de conclure.

Pour I'hérédité, on suppose gl est annulé pag™+! et on considére la suite exaéte- pt — M —
M/pM — 0. Les modulepMt et N/pMt sont encore deg-réseaux a l'intérieur, respectivementyde et
M/pM. En outre, ils sont tous les deux de hauteur divisiblelpaEn effet, c’est évident poidt/pt et,
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pourpt, on raisonne comme suit. On note tout d’abord que I'appticdt © ¢ : W(R) ®, e /pMN —
W(R) ®s 9M/pMN est injective, ce qui implique que le morphisme suivant indar I'inclusion naturelle
depMt dansin :

coker(id @ ¢ : W(R) ®y,e (pM) = W(R) @ (pM)) — cokel(W(R) ®y.e M — W(R) @s M)

est, lui aussi, injectif. Comme I'espace d’'arrivée est daparU, on en déduit qu'il en est de méme de
I'espace de départ, ce qui veut bien dire g8 est de hauteur divisarif. On considére maintenant le
diagramme suivant :

0 T (9m/pin) T (M) T (p2) 0
Hom(Mt/p9n, Og) Hom(9, W,,4+1(Og)) Hom(po, W,,(Og))
0 T (9m/pin) T (M) T (p2) 0

ou les fleches verticales du haut sont les morphiskhesrrespondant respectivemeridd/ pt, Mt et pIn,
et les fleches verticales du bas sont les inclusions canesidar hypothése de récurrence, on sait que les
fleches verticales en haut a gauche et en haut a droite sedtiveis. Un chasse au diagramme termine alors
la récurrence. O

Il est maintenant aisé de conclure. Du lemme 2.14, il déoguéel’ensemble Hoift, W, (Og)) a au
moins autant d’éléments qde L'inclusion naturelle Hor(dt, W,,(Og)) — T est donc nécessairement
une bijection. Le lemme 2.12 assure glieontientF, ce qui est exactement ce qu'il fallait vérifier pour
établir la propriété P,,).

2.2.3 Boarnes pour les représentations dé' i

Expliquons a présent comment la deuxieme partie du théo2eseedéduit de la premiere. on rappelle
tout d'abord que la théorie du corps des normes ne se corgastee fournir un isomorphisme canonique
entre les groupe§',, etGr, = Gal(F;°"/Fy), mais qu'elle compare aussi les filtrations de ramification
en numérotation supérieure. Précisément, le corollaB& le [23] affirme que pour tout réel > 0, les
groupei};ﬁ;) etGy ﬂGngx/K(“)) se correspondenta l'isomorphisme du corps des normes. De surcroit,
la fonctiony /i a été calculée dans [7], 84.3. Voici sa représentation gnaph

4

Hs
Hs—1

M3

H2

H1

(LI S V) A3 As—1 As

ouN, =1+ ;%51 etus =1+e(s+ p—il). Si I'on souhaite une formule explicite, on peut écrire pimut
A > )\1 .

pls}
Y. /k(A)=1+es+e- p—l_{s} (2.4)
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ols = logp(wg’l)) > 1 et ou{s} désigne sa partie décimale. On voit en particulier que pour s
lintervalle [A;, +-o0f, la fonctiony g sk s'écrit comme la somme de la fonction— e - log,, A et d’'une
fonction bornée.

Rappelons qu’au début de I'introduction, nous avions déértensionk (¢, )/ K obtenue en ajoutant
toutes les racines primitiveg-iéme de I'unité et que nous avions pdsé- Gal(K (¢,~)/K). Le caractére
cyclotomiquey identifieI" a un sous-groupe d'indice fini d&;. Ce groupe est, par ailleurs, muni de la

filtration de ramification en numérotation supérieure, e@fés>)s>0 dans la suite.

Lemme 2.15. Il existe une constantg(K) > 0 ne dépendant que d&€ telle que pour touty € T', on ait
v € T(ttes—co(K)) oy 5 est la valuationp-adique dex () — 1.

Démonstration.Le lemme est une conséquence directe d’'un théoreme tresajdaésSen (voir [22]). Nous
donnons toutefois ci-dessous une autre démonstrationéfmentaire. Si le corgs n’est pas absolument
ramifiée, le lemme résulte d’'un calcul classique que I'ort pewver par exemple dans [21], chap. IV, 84;
on peut alors méme choisig(K) = 0 (attention au décalage d’indice dans la numérotation dasgs de
ramification entre notre convention et cellelde. cit)).

Pour le cas général, on po&€ = W[1/p| (C'est la sous-extension maximale non absolument ramifiée
deK)etl” = Gal(K'((p~)/K') ~ Z) . Le groupd’ apparait naturellement comme un sous-groupe’de
et d’aprés le théoréme d’Herbrand, on a I'égalité :

'™ =1n (F’)(s@w/x(#))_

Ainsi, en utilisant le cas déja traité d’un corps de base hsolment ramifié, on obtiente I'(Vx//x(1+5)),
Or a partir d’'un certain moment, la fonctiafy,x est affine de pente. On en déduit qu’il existe une
constantey(K) > 0telle queyg /(1 +s) = 1 +es — co(K). Le lemme s’ensuit. O

Remarque.16 Dans le cas ou I'extensioi / K’ est modérément ramifiée — c’est-a-dire dans le cas ou
est premier avep —, la fonctiony k- i vaut I'identité surf0, 1], et est tout de suite apres affine de pente

On en déduit que, dans ce cas, on peut preagdi) = 0, c’est-a-dire quey € T+es),
Etant donné que I'image de : T' — Z, est d’indice finie dan&., il existe un entiesy(K) — ne
dépendant bien sOr que dé— tel quel + p*°Z, C x(I"). Soits un nombre entier vérifiant :
(K)

s=s0(K) et s> COT + max (ﬁ,n +log,(%)). (2.5)

D’aprés la premiére inégalité, il existe un élémere I' tel quev,(x(y) — 1) = s. La deuxiéme inégalité,
quant a elle, implique, grace au lemme précédentnged ) avecuo = 1 + ¢ max(;1y, 7 +log, (%)).
Par ailleurs, étant donné que les extensilins/ K et K ({,~ )/ K sontlinéairement disjointes, le groupe de

Galois Gal K (¢p- )/ Koo ) s'identifie canoniquementR Via cette identification, on a en outre I'égalité :
Gal(K oo (Cpe )/ Koo) N G = T

pour toutréel, > 0. On en déduit que € T se reléve en un élement @& qui appartient &, QG%") =

Gfokw“(“"). Or, un calcul facile basée sur la formule (2.4) montre gue_/x (10) > max(1, Z%T;).
L'assertion 1 du théoréme 2 implique alors guegit trivialement sufl’. Si I'on choisit en outrer dans
Gal(K o (¢ )/ Koo) (i-.tel quex(r) = 1), on a 'égalitéyr = 7x(")y = 72"+, qui implique quer?”
agit, lui aussi, trivialement suf'.

Considérons maintenant un nombre rget> 1 + e(s + pTll). On ayu > po et donc & nouveau
Vi k(1) > %. En particulierG, N Gg’(‘) agit trivialement surl’. Soit g un élément deGg’(‘). En
vertu de l'inégalitéy > 1 + e(s + p—il) et de ce que I'on sait a propos de la ramification de I'extensio
K. /K,onag € Gs. D'aprés le lemme 1.2 et la discussion menée au §1.1.3equithodifier encore
un peur, on peut écrirgy sous la formgy = ¢’ pour un certainy’ € G,. Du fait queg stabilise K,
on déduit qu'’il en est de méme pout, et donc quey® divisea. En particulier, on a® € G%‘), et donc

g €GN Gg‘(‘). Il s’ensuit que ce dernier élément agit trivialement suiComme c’est aussi le cas de
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7%, on en déduit finalement queagit aussi trivialement suf. Comme ceci est valable pour taue G%‘),
touty > 1+e(s + ﬁ) et touts vérifiant les inégalités (2.5), on a finalement démontré mp@san®

o(K)=1+ zﬁ +e - s0(K) + co(K),

le sous—groupélf,?) agit trivialement sufl” pour touty > ¢(K) +e- max(% n+ 1ogp(%)). Le théoréme

—1>
2 est démontré.

LorsqueK est absolument modérément ramifiée, on a déja vu, dans laqeena.16, que I'on pouvait
prendreco (K) = 0. Par ailleurs, il est facile de voir que I'entieg( K') peut étre, dans ce cas, choisi égal a

1. La formule qui a été obtenue précédemment donne alorsdanial- e + pr=) pourc(K). En réalité, un

examen de la preuve précédente montre que, déh gue, on peut méme prende¢ K) = 1 + -

2.2.4 Une réciproque partielle au théoreme 2

Le théoreme 2 que nous venons de démontrer permet de comdrédenification d’'une représentation
de torsion de7 ., ou Gk en fonction de la hauteur do-module associé. Dans le cas des objets annulées
parp, il se trouve qu'étre de hauteur divisalit(pour un élément/ € &) équivaut a étre da-hauteur
< h = vr(U modp). Ainsi, la ramification d'unéF,-représentation est contrélée parddnauteur dup-
module associé, qui est simplement un nombre entier : daresldes représentations@g, par exemple,
si cetteu-hauteur esK h, alors le sous—group@é‘é) agit trivialement pour tout, > thl.

On peut alors se demander si, réciproquement, la ramificd@da représentation contréledahauteur
du p-module associé. La proposition suivante apporte une s&paffirmative a cette question.

Proposition 2.17. SoitT" unelF,-représentation de dimension finie @g,, et soith un entier tel queﬁgﬁ)
agisse trivialement suf” pour toutu > % Alors le p-module étale associé’B admet unp-réseau de
u-hauteur< hp.

SoitT uneF,-représentation de dimension finie @&, et soith un entier strictement positif tel que
Gf,’(‘) agisse trivialement suf’ pour touty > 14 245 +e- (1 + logp(%)). Alors le (¢, 7)-module associé
aT admet un(p, 7)-réseau dei-hauteur< hyp.

Remarque2.18 On prendra garde d'une part & ce que la borne portani.sue fait pas intervenir la
constante (K ) comme c’était le cas dans le théoréme 2 et d’autre part a cladpoene que I'on obtient au
final pour lau-hauteur est biehp, et non pag..

Démonstration.La deuxieme partie de la proposition se déduit facilemerlag@emiéere en utilisant les
liens rappelés précédemment entre les filtrations de ratidit surG, et G . Nous laissons cet exercice
au lecteur et nous concentrons a partir de maintenant suelev@ de la premiére affirmation.

Le p-module étale associé a la représentafiast]) = Homy (T, Fy™) et admet unp-réseau ca-
nonique donné pant = Homg 1 (7, OFgep). Montrons quet est deu-hauteur< hp. Etant donné notre
hypothese, il existe une extension galoisienne fineur F; telle que, d’une parft = Homg (| (T,OF)
et, d’autre part, le sous-groupe de ramification(G4lE, )™ soit trivial pour touty, > ph_l. Le corpsF
est a I'évidence urky-espace vectoriel de dimension finie muni d'un opérateurrdednius, qui est tout
simplement I'élévation & la puissanpe c’est donc unp-module. Son anneau des enti€?s définit en
outre unp-réseau a l'intérieur dé’. Le lemme 3.2 de [16] implique que ceréseau est da-hauteur
< [(p— vr(dp/p,)] OUDR, R, est la différente de I'extensiol/ Fy et ou[z] désigne la partie entiere
supérieure du nombre réel De la proposition 1.3 de [10] et de la borne sur la ramificate F, il suit
vr(0(F/Fy)) < %, d’ou on déduit que le-réseaudr est deu-hauteur< hp.

Reste & montrer comment cela implique @ileest, lui-méme, de-hauteur< hp. Soit f un élément de
901 ; c’est un morphisme d& dansO compatible & I'action de Galois. On veut montrer qtié f est dans
limage de id® pon : 6 ®,.¢ M — M. Or, l'applicationu” f prend manifestement ses valeurs dans le
sous-ensemble"?O qui est inclus dans I'image de id vo,. : & ®, e O — OF puisqueOy est de
u-hauteur< hp. Par ailleurs, on vérifie facilement que cette derniéreiappbn est injective. Il existe par
suite un morphisme : T' — 6 ®,,¢ OF qui est compatible & I'action de Galois, et permet de faséori

6. La constante peut étre encore lIégerement améliorée Jarfaisne que nous donnons nous a semblé un peu plus agréable.
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uh? f comme suit u"? f = (id ® po,.) o g. Ce morphisme définit un élément d& ®¢ ,, M qui s’envoie
sur f par id® woy. Ceci montre bien que™” f est dans I'image de ieh @gy. O

En utilisant qu'une extension de deuxréseaux de hauteur divisafii et U, respectivement est de
hauteur divisant/1Us, il est possible d’étendre la proposition 2.17 aux reprigems annulées par une
puissance dg. Le résultat obtenu peut se formuler comme suit.

Corollaire 2.19. SoitT uneZ,-représentation de longueur finie d&,, (resp. deG k), soitn un entier tel
quep™T = 0, et soith un entier tel querfé) (resp.G%"”)) agisse trivialement suf’ pour touty > %
(resp pour touf: > 1+]Df1 +e-(1+1ogp(%))). Alors, pour tout élémerif € W (R) tel quevg (U modp) >
h, le o-module étale (resp. lép, 7)-module) associé & admet unp-réseau (resp. utiy, T)-réseau) de
U-hauteur< n.

Démonstration.C’est un dévissage immédiat a partir de la proposition 2.17. O

On remarquera que, si pour= 1, I'écart entre les bornes appraissant dans le théorémeri2 giart
et la proposition 2.17 ne différaient que par la constatf€) dans la borne sys et par un facteup dans
celle sur lau-hauteur, ce méme écart se creuse de fagon drastique lorsgugmente : dans le corollaire
2.19, la présence den’apparait plus dans la borne sumais dans celle sur la hauteur!

2.3 Les(y, 7)-réseaux

Avant de pouvoir définir des réseaux dans(lesr)-modules sutE™, £t il est nécessaire introduire
des sous-anneaux d&' et £™ sur lesquels ces réseaux seront définis. Le sous-anneili dae I'on va
considérer est bien enten@y qui est déja I'anneau qui intervenait dans la définitiopdéseaux. L'égalité
& = &M N W(R) nous conduit & choisir comme sous-anneadffe 'intersection€™ N W (R) que I'on
noteS. . Celle-ci est stable par le Frobenius et I'action(dg.

Définition 2.20. Soit M un (p, 7)-module sur(EM £MN). Un (p, 7)-réseaudansM est la donnée d’un
@-réseadt dansM tel que le sous-moduld, @ M de&M @qm M soit stable par 'opérateur.

PourU € W(R) eth € N, on dit queMt est de hauteur divisafif (resp. deJ/-hauteur< h) s'il I'est
en tant queo-module.

Remarque2.21 Comme—1 est la limite dansZ, d’'une suite d’entiers positifs, la définition ci-dessus
implique que toufp, 7)-réseat de M est tel queS, g M est stable par—!.

2.3.1 Unthéoréme d’existence dans le cas de torsion
Le but de ce paragraphe est de démontrer la propositionrgaiva

Proposition 2.22. Tout (¢, 7)-module su(&™, £ qui est annulé par une puissancegdadmet unp, 7)-
réseau.

Pour cela, on fixé/ un (o, 7)-module sur €™, £ annulé par une puissancepet on considére I'en-
sembleF, (M) (resp.F, - (M)) desp-réseaux (resfiyp, 7)-réseaux a l'intérieur d@/. On veut démontrer
queF, (M) est non vide. On sait déja (voir lemme 2.5) glg(]M) n'est pas vide. Pour tout entiér
soit 5" (M) le sous-ensemble d&, (M) formé desp-réseaux dei-hauteur< h. Etant donné qué/
est annulé par une puissanceyd®n sait par la deuxiéme partie du lemme 2.5 gyg)/) est la réunion
desF5"(M). On en déduit qu'il existe un entiértel queFs" (M), lui-méme, est non vide. Par ailleurs,
la relation d’inclusion fait de7-'§h(M) un ensemble partiellement ordonné dont les propriétéantstes
sont dégagées dans [6], §3.2. En particulier, le corol&i2e56 nous apprend qu‘e‘jh(M) admet un plus
petit et un plus grand élément. La proposition 2.22 que noukons démontrer résulte ainsi directement du
lemme suivant.

Lemme 2.23. Le plus petit élément d&5" (M) appartient &7 % (M).
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Démonstration.Soit 01 ce plus petit élément. C'est en particulier grréseau dand/ de u-hauteur< h.
On veut montrer qu&, ®g M est stable par et, pour cela, on pose

M =MnN 7S, 2 M).

Du fait quep etT commutent, on déduit facilement gii&’ est unp-réseau dansd/. Pour conclure, il suffit
de montrer qu'il est dei-hauteur< h. En effet, par minimalité dé, on aura alor9)t c 9t d'ou, en
appliquantr, on trouverar(9t) C 7(M') C &, ®es M. Reste donc a montrer qOB’ est deu-hauteur< b,
c'est-a-dire quéid @ )1 (u"M') € W(R) ®, & M'. Comme I'image inverse commute a I'intersection
et quep commute ar, il suffit de justifier que

(id @ )" Hr(u") - W(R) @6 M) C W(R) @y M.

Or, puisque%hh) = [g]" est inversible dan®/(R) (car sa réduction modulp est de valuation nulle), il
revient au méme de remplaceu) paru” dans 'inclusion précédente, et celle-ci résulte alorsaitLofue
M est deu-hauteur< h. O

2.3.2 Réduction moduloUV des(yp, T)-réseaux

Nous avons vu dans la remarque 2.10 quaréseau de hauteur divisatit(ou U est un élément de
W (R) non divisible parp) dans unp-module étale su€™ est entierement déterminé par sa réduction
moduloV ouV est un élément d& (R) non divisible pamp tel quep(V) = UV. Nous établissons ici un
résultat analogue pour l¢@, 7)-réseaux.

On fixe un élément/ comme précédemment, et on se donne pour I'instant simplaimenréseat
de hauteur divisarlt dans unp-module étale suf™. On se donne également un élément W (R) non
divisible parp tel quep (V) = UV'; un tel élément existe toujours par le lemme 2.7. On mate I'idéal
maximal de I'anneau locab . et siX est un élément d&/(R), on s’autorise a écrire, dans un léger abus
de notationsXme, a la place d&&, N Xmyy (). Etant donné un entigr-adiquea, ainsi qu'un élément
X € W(R), on définitAx (99t) comme I'ensemble des automorphisméssemi-linéaires

79 (8,/Xme,) 96 M — (6,/Xme, ) Og M

commutant & et tels que pour touf € G,/ Hoo, ON ait
(g@id) o7 = ()P o ((r9%g7) @ id). (2.6)

oub est I'unique élement dé,, tel quex(g) - [b]y () = [a]y(r)- Si X diviseY’, la réduction modulX me,
définit une application canoniqug’, x : Ay (M) — Ax(9). Par ailleurs,4y(91) est exactement 'en-
semble des qui font deft un (¢, 7)-réseau. La proposition suivante, qui est trés semblabl@#éoposition
2.9, montre quedy (9M) se retrouve entiérement a partir du morphigme,v : Ayy () — Ay ().

Proposition 2.24. Comme précédemment, on se dofihen ¢-réseau de hauteur divisabt L'application
po.v : Ag(9IM) — Ay (90) est injective et son image s'identifie a celleda, v : Ayy () — Ay (9N).

Démonstration.En utilisant la commutation de~* ety, on démontre tout de suite 0# est de hauteur
divisantr—¢(U) pour touta € Z,. En reprenant la preuve de la proposition 2.9, on démortrs gl’étant
donné un éléme (“& € Apy (M), il existe une unique applicatiorf-semi-linéairer® : &, ®s M —
S, ®s M qui commute & et est congrue q(]a& moduloVmg . Linjectivité de py v résulte de cela, tandis
pour établir 'égalité annoncée entre les images, il suéfiptbuver que I'application(*) construite vérifie
la relation (2.6).

Pour cela, le plus rapide est sans doute de remarquer quiané un élémerti € Z,, on peut
appliquer ce qui précede avet a la place dei. On obtient comme cela en particulier I'existence d’'une
unique applicatiom*’-semi-linéairer(*?) : &G, ®s M — &, ®s M qui est congrue aré“))b modulo
Vmg, etqui commute &. Or, pourg € Go./Hoo etbtel quex(g) - (bl () = [aly(r), les deux applications

7 et(g®@id) o 7o ((r~bgr)~! ® id) sontrt-semi-linéaires, congrues(a\*))* modulol, et commutent
a; on en déduit donc bien qu’elles coincident. O
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Comme annoncé, le résultat que I'on vient de démontrer pesiméire suite a la remarque 2.10. En
effet, étant donnén etOM’ deux(yp, 7)-réseaux, il implique I'égalité

Hom,, (90, 9') = imageHom,, - (9/U VO, M’ /UVI') — Hom,, - (90/V O, M’ / V')

a partir de quoi on déduit que la réduction modUlg définit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie
des(y, T)-réseaux dans une catégorie(ger)-modules sufG/UV S, S, /UV S, ) dont les morphismes
sont twistés (et dont on laisse au lecteur le soin d’écric&faition exacte).

2.3.3 Lactionder surun (p, 7)-réseau

L'objectif de ce numéro est de montrer qu'il est possibl&sane certaine mesure, de contrdler I'action
de T agissant sur ufip, 7)-réseau en fonction de la hauteur de celui-ci. Le résul&tipque nous allons
démontrer a ce sujet est le théoreme 2.25 ci-aprées, mais @@dignoncer, il nous faut définir une suite
croissantgS,,, ), >1 de sous-anneaux d&,. On rappelle, pour cela, qu’on a introduit dans le §1.2.3 les
corps F,,, définis parF,, = (Fy;®)m avecH,, = Gal(K/K.((m)) C Go. Ces corps définissent
une suite croissante d’'extensions finies séparableg,dacluses dang’.. Par ailleurs, pour toutn, il
correspond &',, une unique extension non ramifieeflec’est celle qui admek;,, pour corps résiduel. On
la note&,,,, on définitﬁjflt comme son anneau des entiers et on pose €hfin= Ej?} N W (R). On vérifie
aisément que pour tous entieretm, on ap"&,, = p"EM N W (R) et&,,/p"S,, = (EM/prEMY N
Wi(R).

Théoreme 2.25.1l existe une constanté(K ) ne dépendant que d€ telle que pour toute donnée de
— deux éléments etV deW (R) non multiples de tels quep(V) = UV, et
— un(y, 7)-réseauNt de hauteur divisant/ a I'intérieur d’un (¢, 7)-module)/,

on ait, en notans, le plus petit entiee> log,, (vr(U modp)) + ¢'(K), linclusion suivante :

(Tps - Id)(gﬁ) C <Vm67- + Z pn6su—s+n) ®e M (27)
n>=0
n>s—so

pour tout entiers > 0.

Faisons tout de suite trois remarquBsimo, on sait par le lemme 2.7 que, dés que I'on se donne un
élémentU € W(R), il existe V' vérifiant la condition requise. En outre, d’aprés la remarg8, I'idéal
engendré pa¥’ — et donc en particulier I'inclusion (2.7) — ne dépend qué/ddinsi, I'élémentV ne joue
pas véritablement de role dans le théoreme précédent, hitamait qu'il permet de I'énoncer relativement
simplementSecundple théoreme 2.25 implique l'inclusion (2.8) ci-aprés nsoprécise mais également
moins technique :

(" —id)(M) C (Vi) +p" O VW (R)) 0 M. @8)

Tertio, il est intéressant de combiner le résultat du théoremetdest avec celui du §2.3.2. En effet, on a
démontré 1a que la connaissanceriemoduloVme _ suffit & retrouver complétement”. En outre, il suit
de la preuve (voir aussi la démonstration de la propositioh@uer?” s’obtient & partir de”” modVmeg
grace a un processus itératif simple. En appliquant ce psoisatératif a I'inclusion (2.7), on obtient des
renseignements encore plus précis sur la forme de I'opérate.

Ceci étant dit, venons-en a la démonstration du théorémeaguiaintenant nous occuper jusqu’a la fin
de ce numéro. On se donne des éléméhis € W (R) tels quel ne soit pas multiple deetp(V) =UV.
On fixe un (g, 7)-module M sur (€M™, €M) ainsi qu'un (o, 7)-réseaut de M de hauteur divisant/.
Comme d’habitude, on désigne par la leffida représentation dé i associée d/. On suppose en outre
pour commencer qu@t est annulé pap™ pour un certain entier, et on considére un nombre entier
vérifiant les deux conditions suivantes :

—onar? (u) =u (mod p",UVmeg. );

— il existe un élément, € G agissant trivialement suf et tel quev,(x(y:) — 1) = ¢ (ol v, est la

valuationp-adique normalisée pay,(p) = 1).
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On expliquera, dans la suite de la démonstration, commegtrdiéer un telt, mais pour l'instant on
se contente de supposer qu'il est donné. Afin de minimisecdagusions, on notera tout au long de la
preuveryy I'automorphismer agissant su6.. ®g M. Der?’ (u) = u (mod p",UVmg_), on déduit que
I'application?' -semi-linéaire

S, Res M — S

) _  p* id : S
Tm,trlv T ® : Uva,. Uva,.

Rg M

est bien définie. La proposition 2.24 s'applique et montré existe une applicatiorfg(};;)ﬁv : 6; Qs

M — S, ®s M qui commute avee, vérifie la relation (2.6) et est congruergiymv moduloVme . .

L’automorphismeig(};;)riv prolongé &M @z M définit une structure dep, 77 )-module supt a laquelle
il correspond une représentatidiy, du sous-groupé&’;. Puisque les représentatidii®t Tz, sont liées au
mémeyp-module, leurs restrictions@,, coincident.

On rappelle que I'on a supposé l'existence d'un élément G, qui agit trivialement sufl” et qui
est tel quay, (x () — 1) = t. LélémentrX-(+)=1 est égal au produit; 7y, '7~*, et donc agit également
trivialement sufl’. Comme, par le lemme 1.1, la valuatipradique dey- (;) — 1 est égale &, on en déduit
enfin querpt, aussi, agit trivialement suf. Puisquey; appartient &, il agit également trivialement
surTiqy €t, en reprenant le raisonnement précédement, on obtiﬁntqemTpt agit aussi trivialement sur
Ttiv- Il S’ensuit que tout le sous-groups agit de la méme maniére siiret T, . Autrement dit, T34, n'est
rien d’autre que la représentatidirestreinte au sous-grougg. Au niveau degy, 7)-modules, cela nous

t
donne I’égalitér;@,; = %é}%t)riv, d'ouil résulte notammentqutg?,; = 7' ®id (mod Vms_ ). Pourz € 9, on
obtient en particuliergg; () =2 (mod Vmg_ ). Cette congruence reste clairement vraieesit remplacée

par un enties > t. Autrement dit, on a I’inclusiov(ng; —id)(9M) C Vmg, ®e M pour touts > t. Celle-ci
se généralise a un entiex ¢ sous la forme suivante :

(72 —id)(9M) C (&1, + Vime, ) @ M. (2.9)

Pour démontrer cela, on fixe un entiex ¢, et on considére un élément G tel quev, (x(v)—1) > t—s.
Le commutateury7? v~ 17" est alors égal & (x-(")=1) et appartient donc &;. Ainsi, par ce qui a été
fait avant, on sait que cet élément agit trivialement8umoduloV mg, . |l en résulte que pour € 9t, on
a(y®id)or? (z) = 7 (z) (mod Vmg, ). Comme ceci est vrai pour toyttel quev, (x(y) —1) >t —s,
on en déduit en utilisant la deuxiéme partie de la proposttid 3 que

(thy — id)(M) C W (O ) @ jpne M+ Ve, @ M

ou, pour un entiern donné, on a not®%"" I'anneau des entier du perfectisé &) avecH,, =
Gal(K /Ko (¢ym)). Etant donné quén est de type fini, il existe un entieg tel que I'on puisse remplacer
dans I'inclusion précédeﬂlﬁii par I'anneau plus petip—>° (OF, _). En écrivant que et7?" commutent,
on démontre par récurrence syrde méme que dans la premiére partie de la preuve de la ptiopdsio,
quelona:

(5 — i) (M) C ((&/p"6) - Wi(9" ™ (OF,_,))) e pre M+ UVime, @ M
pour tout entier > 0. L'inclusion (2.9) résulte alors du lemme suivant.

Lemme 2.26. Avec les notations précédentes, o1, (o™ (OF, .)) C &is/p"Si_s avecN,, =
n(n—1)
re—L

Démonstration.On posen = t — s et on raisonne par récurrence suPourn = 1, le quotientS,,, /pS,,

est égal &0y, , et il N’y a donc rien a démontrer. Par ailleurs, si le résudtst vrai pourn et siz €

Wit1(Fi—s), on peut écrirep™(z) = y + z avecy € &;—/p"'S;—y C Wypt1(Op,_,) €tz €

Wi+1(OF,_,) multiple dep™. L'élement%: est alors bien défini dar@%’j’fs etil appartientd " (OF,_.).

Il s'ensuit quep™ ™ (z) appartient &,_,/p"1&,_, et par suite qu'il en est de méme @é~*+"(z) =
Npi1

Qi (z). O
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Il nous reste a présent a déterminer des conditions simptde siombret permettant d’assurer gu'il
satisfait aux deux hypotheses faites au début de la dénatinstrOn a en fait déja étudié la deuxieéme
hypothése au §2.2.3 (voir en particulier la formule (2.%)) a montré qu’elle est vérifiée dés que

CO(K)

t>s0(K) et t>——=4max (p—il,n—l—logp(%))
e

ouU so(K) eteg(K) étaient des constantes ne dépendant que du édrps

Examinons maintenant la premiére condition. Elle stipule ' (v) = v (mod p",UVms_ ), c'est-
a-dire que la réduction moduj¢ de?' (u) — u est dans lideal/Vmy, (g). Or la différencer?’ (u) — u
se calcule facilement; elle vaut[c]?" — 1) € W (R) ot on rappelle que est I'élément deR défini par le
systeme compatibl&,-) de racines primitivep®-iémes de I'unité, qui avait été fixé au début de I'article.
En particulier, étant donné que:(e) = -5, on voit clairement sur cette écriture que (u) — u €

W(a;pm/(”_l)). Par le lemme 2.13, on en déduit que la réduction mogtlde 7' (u) — u est dans
lidéal UVmyy, (r) dés que’ > hp™~!, c’est-a-dire des que> n — 1 + log,, h.

Au final, en mettant ensemble les résultats des deux alinéaggents, on trouve qu'il existe une
constante’(K) ne dépendant que du corpStelle que tout nombre entiér> ¢'(K) +n — 1+ log, h
vérifie les hypothéses requises. Linclusion (2.9) est doai pour de tel$. Si, comme dans I'énoncé du
théoreme 2.25, on notg le plus petit entier supérieur ou égal'adk’) + log, h, on obtient donc :

(e =) (M) C (Sy—sn—1 + UVme,) O M.

Enfin, si on ne suppose plus gl est annulée pa¥*, on peut quand méme appliquer ce que I'on vient de
faire au quotienf)t/p™t, ce qui conduit & l'inclusion :

(B —id) (M) C (Sy—sin1 +UVme, +p"6,) @ M.

Linclusion du théoréme 2.25 en résulte finalement en prelfiatersection sur tous les.

3 Le cas des représentations d&(u)-hauteur finie

L'élement E(u) qui apparait dans la locutationk(w)-hauteur finie » est le polynéme minimal de
l'uniformisanter sur W1 /p]. Il sagit d’un polyndme d’Eisenstein de degréC’est donc en particulier
un élément déV (R) qui n'est pas multiple de. Ainsi, il fait bien sens de parler de-modules deF (u)-
hauteur< r pour un certain entier ou deE(u)-hauteur finie. Uné,-représentation d€',, ou deGx est
dite deE'(u)-hauteur< r (resp. deF(u)-hauteur finie) si le--module qui lui est associé I'est, tandis qu’une
Q,-représentation est ainsi qualifiée si elle admet un rédahiegpar Galois satisfaisant & cette propriété.
Reprenant des idées de Breuil, Kisin a élaboré dans [13]héwie prometteuse pour étudier les repré-
sentations semi-stables (ainsi que leurs déformatiores) & passage, montré que celles-ci entretenaient
un lien étroit avec les représentationsidé:)-hauteur finie. Précisément, il a démontré qu’une représen-
tation semi-stable dont tous les poids de Hodge-Tate sorgt{da1,...,r} est deE(u)-hauteur< r. Or,
la théorie que nous avons développée dans cet article dorenéascription des représentationg#e de
E(u)-hauteur< r en termes déyp, 7)-modules. Dans ce dernier chapitre, nous étudions comnettet ¢
nouvelle description s’'insére dans la théorie de Kisin. @@ntorollaire, nous obtenons le théoréme 3 de
I'introduction, ainsi qu’une description, en termes deHadrie de Kisin, des réseaux dans les représen-
tations semi-stables.

3.1 Les(y,7)-modules comme complément de la théorie de Kisin

Le polynémeE () étant un polyndme d’Eisenstein, son coefficient conskgn) s’écrit sous la forme
pec oul ¢ est un élément inversible dafs. On posel/ = @ ; il est alors clair qu’étre dé&(u)-hauteur

< r est équivalent & étre dé-hauteur< . Soitt un élément déV (R) tel quep(t) = Ut (un tel élément
existe bien d’'apres le lemme 2.7).
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3.1.1 Un concentré de théorie de Kisin

On commence par quelques rappels trés sommaires concBamaeiauA..s de Fontaine. Il est défini
comme le complétg-adique de I'enveloppe a puissances diviséeBd&) par rapport a I'idéal principal
engendré paF(u) (et compatibles avec les puissances divisées canoniquiésiéal (p)). La série

log((e)) = 2 L

nz1

converge dangis vers un élémentqui joue un rble trés important en théorie de Hodgadique. Il vérifie
o(t) = pt ety(t) = x(v)t pour touty € G.

On en vient a présent aux rappels sur la théorie de [13]. Onsela présenter uniquement ce qui sera
utile dans la suite. So® I'anneau des séries en la variableonvergant sur le disque ouvert de certtet
de rayonl. Il contient clairemen&[1/p| et se plonge dand..s en envoyant comme d’habitudesur [z].
L'élément\ défini par le produit convergeant suivant :

- (5 - () co

est solution de I’équatio% -()\) = A Par ailleurs, d’aprés I'exemple 5.3.3 de [18]l est possible de
choisirt de fagon a ce que I'égalitg(\t) = —t¢ soit satisfaite, ce que nous supposerons dans la suite.
L'élément\ permet de munir 'anneaf? d’un opérateur de dérivatioNy, défini parNy = qu%, puis
de définir la catégorie Mdt MY dont un objet consiste en la donnée des points suivants :
— unO-moduleM libre de rang fini;
— un morphisme-semi-linéairep : M — M qui est tel que le conoyau deddy : O ®, 0 M — M
soit annulé par une puissanceBéu) ;
— un opérateuNy : M — M vérifiant la loi de Leibnizi(e. Ny (az) = Ny (a)z + aNv () pour tout
a € Oetre M)etlarelationNy oo =p- ’é%; - o Ny.
Sil'on note Re@é,ﬂo[(GK) la catégorie des représentations semi-stablé#da poids de Hodge Tate posi-
tifs ou nuls, un résultat essentiel de [13] est la constonatiun foncteur pleinement fidéké : Repf57+oo[(GK) —

Mod“/”bNV. On note Mo bNV’O son image essentieffe Kisin démontre encore deux résultats importants

pour ce qui va suivre, a savoir que pour tout obyétde Mod"bNV"o,
A. le p-module€ ®» M (muni de I'opérateup déduit par extension des scalaires) est étale et corres-
pondvia la théorie de Fontaine & la représentafion' (M) restreinte &, et
B. pour tout résead’ C K~!(M) stable paiG., il existe dans lep--module surE™ correspondant
(qui vit & l'intérieur de€ ®» M) un uniquep-réseau libre su® qui est deF'(u)-hauteur finie.
La propriété B précédente permet de construire un fon@eur Modj’bNV’O — Mod“/”6 ® Qp, ou Modf6
désigne la catégorie desréseaux (dans up-module étale su€™) libres sur&, et ou Mo% ® Q, est
sa catégorie a isogénie pfesEnfin, si 'on note7,, le foncteur qui & unp-réseaut fait correspondre
la représentation d€'., associée & ®Rg M, et si I'on définit Reﬁ(z)oo[(Goo) comme la catégorie des
représentations d&.., qui sont deE(u)-hauteur finie, la propriété A nous dit que la compagge R, o K
n'est autre que la restriction de I'action @& a G.. Le carré commutatif suivant :

Repf57+oo[(GK) — ® . Re 07(3_)00[(6'00)
’ClN TD 3.1)
Mod?,"~"° Re Mod7s ® Q,

dans lequel res désigne le foncteur de restriction de daadeG i a G, résume de fagcon concise — et,
qui plus est, commode pour notre propos — les résultats de gis viennent d'étre rappelés.

7. Les notations de cette référence correspondent a cellestdrticle selon I'égalité = ().

8. Kisin donne en fait une caractérisation de cette imagenéisie en termes de filtrations par les pentes a la Kedldgas ne
détaillons par ce point dans ces rappels car il ne nous senatifmdans la suite.

9. Cela signifie que les objets sont les mémes, mais que lembles de morphismes sont tensorisés(par
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3.1.2 Une démonstration directe de I'unicité dans la propité B

La démonstration que Kisin donne dans [13] de la propriét@dhéée précédemment utilise de fagon
essentielle des théorémes difficiles portant surdenodules sur 'annea®. Dans ce paragraphe, nous
nous proposons de donner une démonstration alternatieegatie « unicité », qui est plus élémentaire (et
plus simple), dans le sens ou elle ne fait intervenir & aucomemt ni 'anneal©, ni la théorie de Kisin.
Nous démontrons méme un résultat treés Iégerement plusaéniés’énonce comme suit.

Proposition 3.1. Soient; et9N, deuxy-réseaux libres su6 de F(u)-hauteur finie. Soit également un
morphismef : M @g My — EM @e M. Alors f(D;) C Ma.

On rappelle avant d’entamer la démonstration @& st unp-réseau (pas nécessairement libre&ur
alintérieur d’'ung-moduleM libre sur(£™, £M), il résulte du théoréme de classification des modules sur
& que LibrdM) = (EM @ M) NM[1/p] est unp-réseau libre sud. En outre, shit est deF (u)-hauteur
finie, il en est de méme de Lib{#1) et lesFE(u)-hauteurs sont, dans ce cas, égales.

Quitte a remplace®t; par Libreg(f(9;) + 9M3) (qui est encore dé&(u)-hauteur finie comme on le
vérifie sans peine), on peut supposer ¢uest I'identité et quélt; contient,. |l s'agit alors de montrer
queMt; = M. En passant aux déterminants, on peut supposedyuet N1, sont libres de rang surG.

Si le vecteure; forme une base d#t, il existe un élément € & tel quees = ae; Soit une base d#n,.
D’apres une variante du théoréme de préparation de Weisssvoir par exemple théoréme 2.1, chap. 5 de
[15]), a s’écrit comme le produit d'un élément inversible @eet d’'un polyndmeA(u) a coefficients dans
W de la formeA(u) = u? + p(ag_1u?=t + - -- + ap). On veut montrer quel(u) est inversible dane,
c’est-a-dire concrétement gde= 0. Soit A? le polyndme obtenu en appliquant le Frobeniusi$ua tous

les coefficients del. On ap(A(u)) = A°(u?). Du fait que, par hypothés®}, est unp-module de hauteur
E(u)-hauteur finie, on déduit I'existence d’un élémér¢ & qui divise une puissance d&(u) dansS et

qui vérifie I'égalitép(es) = bes.

Lemme 3.2. L’élementh s'écrit sous la forme=(u)™b’ oun est un entier eb’ est inversible dan&.

Démonstration.Le fait queS soit un anneau intégre et que I'idéal principal engendréfa) soit premier
(puisque le quotient s’identifie a I'anneau intedig ) implique le résultat dans le cas bast un diviseur de
E(u) (et non d’'une puissance d&(u)). Pour le cas général, on raisonne de la méme fagon par eécerr
sur la plus petite puissance @&u) queb divise. O

On utilise maintenant qu#; est, lui aussi, par hypothese, yamodule deFE (u)-hauteur finie. La
formuley(e;) = A (uP)bes implique queA(u) divise A% (u?)b dansS (puisquedt; est stable pap) et
quele quotien% est divisible par une puissance Béu) (puisquent; est deF (u)-hauteur finie). En
écrivant sous la form&®(v)™b’ comme dans le lemme précédent, on obtient les deux diviébduivantes
dansG :

A(u) divise A% (uP)E(u)" et A7 (uP) divise A(u)E(u)™

pour un certain entiem. Quitte & augmenter et m, on peut supposer que ces deux hombres sont stric-
tement positifs. Comm& C O, on peut évaluer les séries appartena &n tout élément de I'idéal
maximal deO. Les divisibilités qui viennent d’étre écrites assurensague toute racine du polynéme
A(u) (resp.A? (uP)) qui appartient & I'idéal maximal d@; est également racine du produit (u?) E(u)™
(resp.A(u)E(u)™). On suppose a présent, par I'absurde, due 0. La théorie des polygdnes de New-
ton affirme que les polyndmefu) et A? (u) admettent chacusiracines (comptées avec multiplicité) dans
I'idéal maximal de0j; et que les valuations de ces racines, notges . , vg4, se correspondent deux a deux.
On peut bien entendu supposer quedgsont triées par ordre croissant..Sdésigne une racine dé(u)

de valuatiorv, et sivg < oo, on ne peut avoirl? (2P) = 0 puisque la valuation de” dépasse tous les.
Ainsi, on a nécessairemehYz) = 0, ce qui signifie que: est un conjugué de. En particulierpy; ne peut
valoir que+-oo ou 1. De la méme facon, gi désigne une racingiéme d’une racine dd? (u) de valuation
vy, onad(y) # 0, etdoncE(y) = 0. Il s’ensuit quev; € {p, +oo}. Clairement la seule fagon de concilier
les contraintes que I'on vient d’obtenir est d'avejr= +oo pour touti, c’est-a-dired(u) = u?. Mais, ce
cas n’est pas non plus possible eti(u) = uP? ne divise manifestement pau) E(u)™ = u?E(u)™ si

d est strictement positif. Ainsi se termine donc la démottisinade la proposition 3.1.
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3.1.3 Lapportdes(p, 7)-modules

La théorie degy, 7)-modules, qui a été développée dans cet article, fournibbgss qui s'inserent
de facon tres naturelle dans le diagramme (3.1) et permet derhpléter de facon satisfaisante. C'est
ce que nous nous proposons de présenter dans ce paragragharééisément, nous allons construire le
diagramme suivant :

Ref; oo (Gx)—— Repy v (Gx) —=—=Refyt, (Gx)

0,-+o00[
IClN NTT%T NTTV (3.2)
Modz,/abNV,O R~ Mod%/”g ® @p % MOdL;)G X @p

Re

Les notations Rqﬁfﬁo[(c‘;{) et Mod/"’g qui apparaissent dans le diagramme (3.2) font respectiveme
référence a la catégorie des représentationsdele E(u)-hauteur finie et a celle dés, 7)-réseaux libres
sur® de E(u)-hauteur finie. Le foncteur, -, quant & lui, est celui qui fait correspondre a(ynr)-réseau
oM de F(u)-hauteur finie la représentation d&, associée aly, 7)-module™ @s M. Le diagramme
(3.2) indique que c’est une équivalence de catégories, iaesgaffectivement le cas :

Proposition 3.3. Les foncteurd, et7,, - sont des équivalences de catégorie.

Démonstration.La pleine fidélité de deux foncteurs suit de la propositich Bessentielle surjectivité
de 7, est vraie par définition des représentationstie)-hauteur finie. Il ne reste donc qu'a démontrer
I'essentielle surjectivité d&, -, et il suffit pour cela de justifier que Sit est uny-réseau libre su®, de
E(u)-hauteur finie, dans ufy, 7)-module sur(™, £M), alors&, ®g M est automatiquement stable par
7. On adapte pour ce faire 'argumentation présentée darstadstration du lemme 2.23. On se dofilie
comme précédemment, et on pose :

M = (EM e M N 77HS, @ M)

I'intersection étant calculée dafB (L) ®g M. Soit pr: W(L) g M — L @ M le morphisme
canonique déduit de la réduction modpld_image de2l = (€™ ®s M) sous pr s'identifie &, @e M,
vu de fagon canonique comme un sous-espack des M. De méme, l'image d& = 771(&, ®s M)
n'est autre que ~ ! (F, ®g M) respectivement. On a la suite exacte

x> (z,x) (z,y)—z—y

0 om’ A DB A+B 0

dont la réduction modulp s’'insére dans la diagramme suivant :

0 ' /po’ 2A/p2 @ B /pB ) 0
pr lpr@pr lpr
z—(x,x) (z,y)—~z—y
0 LosM—"" s (LoeM) @ (L os M) —L2% [ oe M 0

La suite du haut est exacte a droite par exactitude du prazhsbriel, et on vérifie par ailleurs directement
gu’elle est exacte a gauche du fait quBt’ = p2l N pB (ce qui est clair car la multiplication parsur
W (L) ®s M est injective). On obtient de méme l'injectivité de la fleckeatrale verticale p® pr, ce qui
implique par une chasse au diagramme l'injectivité de ®lae fleches verticales. Il en résulte que I'on a
légalité :

M /pIN = (Fy @ M) N 7 HF, @ M)
dansL ®s M. Ainsi (M /p9N)[1/u] = Fy @e M = Fy @e M, ce qui signifie que le morphisme naturel
f:EMeeM — EMee M induit un isomorphisme moduja CommeE™ est complet pour la topologie
p-adique, il s’ensuit qug est lui-méme un isomorphisme, c’est-a-dire §iteest unp-réseau a l'intérieur
de&f™ g M. En outre, toutr € &M g M, qui est tel qu'il existe des entierset m tels queu”z et
p™x soient tous les deux da®dl’, appartient déja &1’. On en déduit, grace au théoréme de structure
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des modules de type fini s@&, queMt’ est libre surS. Par ailleurs, en utilisant que les idéaux principaux
engendrés respectivement fgafu) et 7(E(u)) sont conjugués dard’(R), on démontre, de méme que
dans le lemme 2.23, quBt’ est deF(u)-hauteur finie. La proposition 3.1 appliqué&aet M’ entraine
alors I'égalité de ces deux réseaux. Ainét) = 7(M') C &, ®s M comme souhaité. O

On en vient enfin & la construction du fonctéRig, - : Mod%\lv’0 — Mod7g ® Q,. On considére

pour celaM un objet de MO%NV’O, et on fixe un réseall de X ~!(M) stable paiGx. Soit M le (¢, 7)-
module sur(E™, £M) qui lui est associé. D’aprés la propriété B, il existe dafsin uniquep-réseat
qui est libre surS et de E(u)-hauteur finie, et d’aprés la démonstration de la propasBi@, le produit
tensorielS, ®s M est stable par. L'objet 9t est donc ur{y, 7)-réseau qui, a cause du choixfen’est
défini qu'a isogénie pres. Autrement dit, c’est un objet deslgégorie Mo(;ig ® Qp, et on peut donc poser
Ry (M) =M.

3.2 Limage essentielle du foncteufR, ,

3.2.1 Enoncé des résultats

Du diagramme 3.2, il suit immeédiatement gidg ;. est pleinement fidéle. Se pose alors naturellement
la question de décrire son image essentielle. Une prem@reainte la concernant résulte de précédents
travaux de Liu. Plus précisément, étant dofnéin objet de Moi;ig ® Q,, cela a un sens de considérer le

produit tensorielV ®s, (6, @s M). En effet, le morphisme de projectidh— & induit par fonctioralité
une applicatio?V (R) — W (k) qui envoie&, surl¥. Il suit alors des résultats de [19] (voir notamment
les formules (2.3.1) et (3.2.1)) queBt est dans I'image essentielle &, -, alors id® 7 agit surlV ®s,
(6, ®s M) comme l'identité. Le théoréme suivant énonce la réciprogaes une hypothése technique

supplémentaire.

Théoreme 3.4.SoitMt un objet dd\/lodj’g ® Q,. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. I'objetMt est dans I'image essentielle &, -
2. l'opérateurid ® 7 agit trivialement suil ®¢_ (6, ®@c M)
3. l'opérateurid ® 7 agit trivialement suk g, (6, ®g M).

Ce théoréme sera démontré dans le §3.2.2 sous I'hypotiudsedae supplémentaif& [1/p|(7?) = K
(qui permet d’éviter d’avoir recours a la théorie de Breaildans le cas général dans le §3.2.3. Donnons
pour l'instant quelques unes de ses conséquences. Laaitlaplus favorable est celle ou le corsne
contient pas de racines primitivesémes de I'unité (ce qui se produit, par exemple, déseqquep — 1).
On a, dans ce cas, le corollaire suivant.

Corollaire 3.5. On suppose quE ne contient pas de racines primitivesémes de I'unité. Alors le foncteur
R, est essentiellement surjectif.

Démonstration.Soit 9t un objet de Mot}g ® Qp. Lhypothése sutk’ assure qu’il existe dan§x un
élémenty tel quex () — 1 soit de valuation nulle. La relation (1.6) qui apparait dard&finition degp, 7)-
modules implique alors queX(")—! agit trivialement suk @ . (&, ®@s M). Par ailleurs, étant donné que
la suite des?" tend vers l'identité, il existe un exposantel que I'action der?” surk ®gs. (6, ®c M)
soit triviale. Comme la différencg(y) — 1 est un nombre premier ave¢ on en déduit que agit aussi
trivialement sukk ®s . (6, ®s MM). La conclusion en résulte grace au théoréme 3.4. O

Le résultat du corollaire 3.5 n’est plus vrai Ki contient une racine primitive-ieme de l'unité. Il
n'est pas nécessaire d’aller chercher loin un contre-el@mpisquek’ = Q,(¢,) convient déja. En effet,
I'extensionK; /K est alors galoisienne de groupe de Galois cyclique de ardiNotonsT la représen-
tation réguliére suf), de Ga[K;/K); c'est aussi une représentation@g puisque G&lk;/K) en est
un quotient. En restriction @, cette représentation est triviale, ce qui indique que-feodule qui lui est
associé est, lui aussi, trivial. Ce cas reléve donc du presemple traité dans le §1.3.3. Des résultats de
ce numéro, il suit que agit surk ®s, (6, ®s M) de la méme fagon qu'il agit sdr, et donc en tout cas
non trivialement. En particulier, la représentatibm’est pas dans l'image de., ..
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Enfin, si I'on retourne un instant voir le diagramme (3.2apparait clairement que les résultats précé-
dents permettent de caractériser I'image essentiellerdiéar d’inclusion Re?gﬂo[(GK) — Reqﬁfi)w[(GK),
c’est-a-dire de donner un critére pour reconnaitre parsmdprésentations dé(u)-hauteur finie celles qui
sont semi-stables. Lorsque les hypothéses du coroll&reodit satisfaites, ce critere disparait méme et 'on
obtient ainsi le théoréme 3 de l'introduction peue 0. Pour less supérieurs, il suffit de remplacer partout
dans la démonstration du théoréme 3.4 (voir §3.2.2 ci-aetéu corollaire 3.5 'opérateurparr?”.

3.2.2 Démonstration du théoréme 3.4 lorsqu&/[1/p](7?) = K

Comme le titre I'indique, on suppose dans ce huméro quefbumisanter est telle quer? engendrds
sur le corpd¥V[1/p]. On a déja vu que la premiére condition du théoréme 3.4 imelig deuxiéme, et il est
clair que la deuxieme implique la troisieme. Il ne reste dolns qu’'a démontrer que la troisieme implique
la seconde comme suit. SOt un (¢, 7)-réseau pour lequel i@ r agit trivialement suk @ (6, ®c M).
Pour simplifier les notations, on nofd’endormorphisméV -linéaire ide 2° deW ®s. (6, s M). Par
hypothése, on a dont = id (mod p). Par ailleurs, si on considére un entietel gu'’il existe un élément
v dansG avecy(y) = 1 (mod p?®), les arguments de la démonstration du corollaire 3.5 impii
que f»° = id (mod p™) pour tout entiem, c’est-a-dire quef?” = id. Or, si I'on suppose qu¢ n’est
pas l'identité, on peut I'écrire sous la forme-dp™g ol n est un entier supérieur ou égall &t g un
endomorphisme d&/ ®¢. (&, @ M) non divisible pap. On a alors

id= f7" = (id+p"g)?" =id +p"*g"" (mod p"**'),

d’ou il résulte quey est divisible pap. C’est une contradiction de laquelle on déduit ¢fuest I'identité.

Il ne reste donc plus qu’a démontrer que la deuxiéme comditiothéoreme 3.4 implique la premiére.
On remarque tout d’abord qu’étant donné que les éléments dagissent trivialement supt, on peut
supposer, quitte & composerpar un tel élement, qug(r) = 1 (on rappelle gu’un tel élément existe
toujours par le lemme 5.1.2 de [17] et qu'il s’écrit sous lenfe o g, avecg € G, par le lemme 1.2 de
cet article). On fixe urfp, 7)-réseaut libre sur& qui vérifie la troisieme condition du théoréme, et on
cherche a construire un objatl de MO(:}/"(’QNV’0 dont 'image parR,, - est isogéne &1. La définition du
foncteurR,, . conduit a poser simplemetmt = O ®s 9 pour définir sa structure d8-module, et & munir
celui-ci du Frobeniug ® . Ne reste donc plus qu’a définir 'opératedi;. La discussion menée dans le
85.1 de [17] montre que celui-ci doit s’obtenia la formule :

1 1 & (id—7)
Ny =—-logr=—-Y ~—~=~.
vl

Toutefois, il n’est pas clair que cette formule ait un senisque aussi bien la division paque la conver-
geance de la somme posenpriori probléme. Nous allons démontrer dans la suite que ce n'sdepzs,
puis que I'opérateulNy ainsi obtenu est défini si?. Lors de la démonstration, nous allons étre amené a in-
troduire un certain nombre de modules &uypour donner au lecteur une vision d’ensemble de la sitoatio
nous les avons regroupé dans le diagramme de la figure (2).

Construction du logarithme de ~  Justifier I'existence dig 7 revient a démontrer que la série de terme
général('d;—.”l converge. En réalité, si I'on s’autorise a considérer dpa@ss suffisamment grands, la
convergence s'obtient sans grande difficulté. En effentétanné que par hypothésedd agit trivialement
sur 9t/udM, il existe un élémenfZ € W(mpg) tel quer(z) — x € Z W(mpg) + p W(mpg) pour tout

r € W(R) ®s M. On peut en outre supposer gden’est pas multiple de. Etant donné que lidéal
Z W(mpg) + p W(mp) est stable par, on en déduit que

(7 —id) (M) (ZpiijW(mR)> Re M
j=0
puis que, pour tout € 9N, la seried _, -, (T_l.id)i (z) converge dans 'espad® (R)[Z/p]" @ I ou, par
définition, W (R)[Z/p]" est le complété-adique de I'anneau quotieflt (R)[Z’]/(pZ' — Z). En exami-
nant plus précisément les dénominateurs, on s’apercoitengra(log 7)(9) C W(mg)% P s M ol

W (mpg)? 9 est 'adhérence dan¥ (R)[Z/p]" du W (R)-module}_, -, %W(mR).
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(c/’int,y—dpc 5 gir1t,¢77L,V—dp( 5 (c/’int,perf,y—dp Xt | W(L)Z—dp

| s |

i - W () e——— W(R)[Z/p]"

gint x4 W(
/ /
mg)

6 xt W(

L)

FIGURE 2 — Divers&-modules intervenant dans la démonstration du théoréeme 3.4

La stratégie de la preuve est la suivante. Le logarithme ést tout d’abord construit dans
I'anneauW (R)[Z/p]". On montre ensuite qu'il redescendaen empruntant le chemin
suivant :W (mpg) 29, T (L)%, gintpertr-dp  gintv-dp Gv-dp et enfin0©.

Il est & noter que le moduld’ (mz)% 9 est stable a la fois par et G... En effet,p(Z) s'écrit sous la
formeaZ + pb aveca,b € W(mp) etona alors“’(pZT)f =a?" - £ (mod pW (mp)) & partir de quoi on

déduit que“”fT)f € W(mp)Z%, puis la stabilité dé¥ (my)%% par. La stabilité paiG.,, quant a elle,
se démontre de maniére analogue.

La suite de la démonstration consiste a borner, par étapesssives, I'image de I'applicatidng 7
définie suft jusqu’a parvenir finalement a prouver qu’elle est inclusesd® ® s 99t. Ceci nous permettra
de définirNy comme nous I'avons indiqué précédemment, puis de conclure.

Un argument galoisien Le premier argument utilisé pour restreindre I'imageloler met a profit la
relation de commutation (1.6) qui apparait dans la défimities( o, 7)-modules. Etant donné qugr) = 1,
celle-ci s’écrit simplementx(9) = (g @ id) o 70 (g ®id)~" (pourg € G /Hs), I'égalité ayant lieu dans
I'espace des endomorphimes @e ®s 9. En prenant le logarithme, on obtient, pour taute 9, la
relation

x(g) - (log7)(z) = (g ®id) o (log 7) o (9 ® id) "' (z) = (9 @ id) o (log 7) (),

I'égalité ayant cette fois-ci liea priori dansW (R)[Z/p]" ®s 9. |l s’ensuit que(log 7)(x) appartient &
I'ensemble
{ze€ W(mg)2%® | g(z) = x(g9)z, Vg € G }.

On est ainsi amené a étudier cet ensemble précédent. Papooehppelle que I'on avait pogé—= FracR.
On définit leW (R)-moduleW (L)Z-% comme la somme amalgamée A& L) et W (mz)% 9 au-dessus
deW (mg). Il est important de noter que I'élémeftconsidéré jusqu’a présent est inversible dBAE. ),
étant donné qu’il n'est pas multiple gedansi¥ (R). Les actions dé& ., et dey s’étendent naturellement
aw (L)%, On poser = vr(Z modp) ; c’est un nombre rationnel strictement positif. Soiente@e¢ - |,
la norme suf¥V[1/p] normalisée pajfp|, = % etgntrertv-dp respace des séries formelles de la forme

Z aquq7 aq € W[l/p]
q€Z[1/p]

vérifiant les conditions de convergence suivantes :

a) pour tout € Z[1/p], on ajay|, < max(p, L) ;
b) le coefficient, tend verd) lorsqueg tend vers—oo;

c) pour touts > 0, 'ensemble deg € Z[1/p] tels quela,|, > ¢ est discretC.

10. Avec la condition précédente, cela revient a dire gutiéisecte tous les intervallgs- oo, A] selon un ensemble fini.
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On peut reformuler la premiére condition de fagon peut-giius parlante comme suit: 8i: N - R U
{—o0} est la fonction définie par(0) = —oco ets(m) = > 1, elle dit exactement que le
coefficienta, est dang~™W lorsqueg est dans l'intervallés(m ), (m + 1)]. On en déduit la description
suivante du quotiergt"tpert-dp/gintperiv-dp gonnée par le lemme suivant :

Lemme 3.6. Soit F*°" 'adhérence dand, = FracR du perfectisé de, et, pour tout élément € R U

{—o0}, soita”? e 'ensemble des éléments Eée de valuation strictement supérieurevdAlors on a un
|somorph|sme canonique :

>s(m) .
0 ClF(,;e,f N glnt,perf,u—dp

H >s(m+1) D gint,perf,r-dp”

m=0 F(;))erf

Démonstration.La clé consiste & remarquer qﬁée” s'identifie a 'ensemble des sérigs, ;. /) aqu’
telles quea, € W pour toutq et satisfaisant aux conditions b) et ¢) mentionnées préual t et que,
sous cette identificatiorm” " oo correspondant aux séries pour lesquelje= 0 pour toutg < v. Le mor-

phisme qui apparait dans I énoncé du lemme est alors celeiyoie une famillg Py, ),,>0 sur la somme
Zm>0p mp_ (calculée dang"-pet-dp quant d’étre réduite modulp bien entendu). Le fait qu'il soit
bien défini et qu'il réalise un isomorphisme entre les espaoasidérées est enfin une vérification immeé-
diate. n

Les conditions a), b) et c) assurent par ailleurs que l'aation }_ aqu? — t3 ag[r?] definit
un morphisme (injectifig™pertv-de- —, 1i/(1)%9. Dans la suite, son image sera noté&-rertv-dp oy
gintpertr-dp(1) tandis que I'image d’'un élémentc ntPertr-de sera notée simplemett.

Lemme 3.7. Les éléments d&M-Pert-dP(1) sont exactement les € W (L)% tels queg(z) = x(g)x
pour toutg € G

Démonstration.Soit X I'ensemble des: € W (L)#"% tels queg(z) = x(g)x pour toutg € G.. Etant
donné3, agit trivialement sur les éléments?] et par la formulg(t) = x(g)t sur I'élémentt, il est clair
que siz € £ntpertr-dp(1) alorsg(x) = x(g)x pour toutg € G., C'est-a-dire quempertr-dp(1) ¢ X,
Comme ces deux derniers espaces sont complets pour lagigeladique, il suffit pour conclure de mon-
trer que I'inclusion précédemment trouvée induit un isgohisme modul@. On considére la composée :

int,perf,v-dp Z-dp
€ W(L)
f:IW%X/pXe yeW 9(y) = x(9)y, Vg € Goo V.
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Le second morphisme étant clairement injectif, il suffit dentner quef est bijectif. Le lemme 3.6 donne
une description de I'espace de départfdet, par un argument analogue, on obtient une description du

Z-d|
quotient%g)z,zp qui s’écrit comme suit :

ﬁ azS(m) ~, W(L)Z'dp
o Clzs(m+1) pW(L)Z‘dP

ou la fleche provient, cette fois-ci, de la multiplicatiorr paVia ces isomorphismes, I'applicatighn’est
autre que l'inclusion canonique

o atm) ) O a;;ﬁ?”)
H >5(m+1) - H >5(m+1) )
m=0 = Fperf

et la deuxiéme partie de la proposition 1.13 montre finalémefil s’agit bien d’'une bijection. O

Il résulte du lemme que la formuléL définit une applicationVy : 9 — L . gintpertr-dp gy,

36



hal-00528714, version 2 - 8 Apr 2011

Vérification de deux relations L'ensemble d’arrivée que nous venons d’'obtenir pour I'apéurNy est
encore largement plus grand que ce qui avait été annonce aveait de continuer a le réduire, nous allons
démontrer quéVy satisfait aux deux relations qui apparaissent dans la tiéfirdes objets de M%NV’O,

a savoir la formule de Leibniz, qui s'écrit mainten&nt
Va € &, Vx € M, Ny(az) = Ny(a)® x + aNv(z) (3.3)

et la relation de commutation ave¢ qui s’écrit maintenant :

Ve €M, Nyop(x)=p- gigg (p®p)oNy(z)=U-(p®¢)oNy(z) (3.4)

ou 'opérateury agissant sug™ e envoiey" a,u? sury- o(a,)ur?, 1a lettrec désignant le Frobe-
nius classique sui’[1/p]. Par linéarité et passage a la limite, il suffit de démonaeelation de Leibniz
lorsquea = u? pour un entier positif. On écrit :

d = (i) = 3 (§) v - 3 (§) 1 @) = ur - d - ),

j=1 j=1

d’ou on déduit les égalités suivantes d&iigmp)Z P :
log7(ulz) = u? - log([e]?7)(x) = qu? - log([g])x + u? - log 7(x) = quit - x + u9 - log 7(x).

La formule attendue s’ensuit finalement en divisantygaet en se rappelant quet\) = —t = —p(t/p),
i.e. ﬁ = —\. Enfin, larelation de commutation avegésulte directement du fait qlies ~ et,o commutent,
ce qui est vrai cap et commutent par hypothéese.

Elimination des puissances fractionnaires Nous revenons a notre problématique consistant a resteeind
l'image delog . Soit™¢ "-#% |e sous-espace d@"-Pert+-dP formé des série} ", a,u? pour lesquelles
aq = 0 dés que™q n'est pas un entier. On note simplemétit+ au lieu degint":n-dp et on se propose
dans ce paragraphe de démontrer &jisg(1) est inclus dan% - Enbu-dp @ < . Etant donné) et N des

nombres entiers positifs, on appellg v le sous&-module de™Per#-dp formé des sériegq aqud pour
lesquellev,(a,) > N pour toutg < Q. On a alors le lemme suivant, qui est la clé de la preuve.

Lemme 3.8. SoientQ et N deux entiers positifs aveg > N + e. Soitx € £MNPertidp tel queUz € Ig N
Alorsz € Ig_N—e,N-

Démonstration.Par définition, I'élément/ s’écrit sous la formeu®+pF(u) ol estun élément inversible
de W et ou F est un polyndme a coefficients daris. On en déduit qué/ est inversible dandV’ (L) et
que son inverse s'écrit sous la forme! = >° % ou lesa, sont des éléements d&. Ainsi,
si on suppose qug = Uz est élément dég n, on en déduit ques = U~'y est dans I'adhérence de
Z@Op"u*e("“UQ_’N, et donc en particulier darfg)_ y .,y cOMme annonce. O

Par hypothése, il existe un entietel que lep-réseadlt est del/-hauteur< h. Soit(Q, N) un couple
d’entiers positifs tels quép — 1)@ > (N + e)h. De la troisiéme condition de convergence imposée dans
la définition deg"-perti-dp on déduit que, pour tout € EMPeti-dp & o 9N, il existe un entien tel que
x € (EMe "t 1 [ ) ®e M. Etant donné, d’une part, la relation de Leibniz (3.3) eautie part, le
fait quet est unG-module de type fini, on obtient I'existence d’un entier- 0 tel que :

pNy (M) C (EMe w4 15 n) ®e M. (3.5)

Soitz € M. Le fait queM soit deU-hauteur< h implique quel/ "z s’écrit comme une somme dgp(;)
aveca; € G etx; € M. En appliquant la relation (3.4) avec= z;, on obtient

n

PNy 0 p(x;) = U - (9 @ 9) 0 Ny (a;) € (EMe P 4 [ v) 0 M.

11. On remarquera que, quitte & modit#ron peut supposer que< e de sorte queVy (a) € % . gintperty-dp noyr touta € &.
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—n+1

On en déduit queU" Ny (z) est lui aussi élément dg™¢ HdP 4 [oo.N) @ M. Une application
itérée du lemme 3.8 montre qpéVy (z) appartient §E™¢ TP LT vL o y) @6 M qui, d'apres
l'inégalité supposée sup et N, estinclus dan&fi”w’*nﬂ“"’p + I n) ®e M. Autrement dit, on vient de
démontrer que l'inclusion (3.5) est encore valable si 'emplacen parn — 1. En itérant I'argument, on
montre qu’elle reste valable lorsque= 0, c’est-a-dire que 'on aNy (M) C (EMHP 1 [ v) @e M.

En prenant l'intersection sur tous les coup(és N) valides, on en déduit la propriété que I'on souhaitait
démontrer.

Elimination des puissances négatives Soit 5% le sous-espace d&"*% formé des série§" a,u’
(avecq € Z) pour lesquelles:, = 0 dés quey est strictement négatif. Le but de ce paragraphe est de
démontrer que, sous I'hypothé®é[1/p|(7?) = K (que I'on a pour l'instant pas encore utilisée), on a
Nyg(IM) C 16" %P e M.

Lemme 3.9. L’élementt appartient 2l (mp).

Démonstration.Il s’agit de démontrer que l'imagede t dansWW (k) est nulle. Or, en réduisant I'équation
©(t) = Ut dansW (k), on trouves(t) = pt ol o désigne le Frobenius naturel sidf(k). En prenant les
valuations, on obtientx (t) = vk (t) + 1, ce qui n’est possible que sést nul. O

Lemme 3.10. On supposéV[1/p](7?) = K. Alors, 'ensemble des élémentsc M-+ tels quetr €
W (mpg)% 9 est exactemerg+P,

Démonstration.Puisquec™-+dP/Gr-dp = gt /& il suffit de démontrer qu& s'identifie & 'ensemble’
des éléments de&™ tels quetr € W (mp). La démonstration suit alors d’assez prés 'argumentafion
a été donnée ala fin du §2.1.2 pour démontrerZ(e-1) n'est pas de&&(u)-hauteur finie.

L'ensemble desr(z modp) pour 2 parcourantS’ est clairement minoré paﬂﬁ; on peut donc
considérer un élémente &' tel quevr (e modp) soit minimal. Le lemme 3.9 assurant que &/, on a
de surcroivr (e modp) < 0. Lélémenta esttel querS C &', et il est facile de vérifier que cette inclusion
induit un isomorphisme module. On en déduit qué&>’ = ¢&. Par ailleurs, commé € &', il existe un
élémentb € & tel queab = 1. D’aprés une variante du théoréme de préparation de Weissstvoir par
exemple théoréme 2.1, chap. 5 de [15])'écrit comme le produit d'un élément inversible @eet d'un
polynémeB € Wu] de la formeB(u) = u? + p(bg—1u?~! + - - + by). Ainsi & est aussi l&5-module
engendré pa%(l—u). De % € &', on déduit quel < —5- Pour conclure, il suffit de montrer que(u)
est inversible dan§, c’est-a-dire quel = 0. Sie < p — 1, la démonstration est donc terminée. Dans le
cas général, on procéde comme suit. Iitle polyndme déduit dé&3 en appliquant a chacun de ses
coefficients. On a I'égalité

E(u) t
=c- sa( )

Y B (ar) B(w)

qui montre que la fractior}% appartient &', et s’écrit donc sous la form%% pour une certaine
sérieC(u) € 6. 0On en déduit qud (u?) divise le produitB(u) E(u) dansG. On suppose maintenant par
I'absurde quel > 0. Les polyndme® et B° ont chacun leurd racines dans I'idéal maximal @@y, et les
valuations de celles-ci se correspondent deux a deux.

On suppose pour commencer gée@dmet une racine non nulle. Soiantine racine dé3? de valuation
minimale (parmi toutes les racines 8¢) ety une racing-iéme dex ; c’est un zéro du polyndmB? (u?)
qui, par la condition sur les valuations, n’annule pasAinsi, il résulte de la divisibilité que I'on a démon-
trée précédemment, que(y) = 0. Cela signifie quey et sont conjugués sur le corpg[1/p|, et donc
gu'il en est de méme de = y? etw?. Commex est, par hypothése, annulé par le polyn&Bfequi est a
coefficients dansl” et de degre/ < <7, on en déduit que I'extensidi’[1/p] (") /W[1/p] est de degré
au pluspf1 , Ce qui est incompatible avec I'hypothése que nous avotes fai

Reste & traiter le cas off(u) = u?. Mais alorsB° (u?) = u?? et il est clair qu'il ne peut diviser
B(u)E(u) = u?E(u) sid est strictement positif. O

Remarque.11 Le lemme précédent n’est pas vrai si I'on retire I'hypothgseant surr?. Voici un contre-
exemple trés simple. On considére le cafps= Q,(¢/—p) muni de I'uniformisanter = ¢/—p. On a alors
e = p et le polyndme minimal de surQ,, estE(u) = u? + p. LélémentU est égal & (u), tandis que
vérifie I'équationp(t) = (uP+p)t. En appliquanp—! a cette derniére égalité, on obtignt (u-+p)e—1(t).
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La fractionz = = = 307 CUP" est donc un élément dg™ tel quets = ¢~ (t) € W (mg).

Pourtant, on n'a manifestement pag G.

Précédemment, nous avions déja démontrédig(Mt) C £M+9Pg 9t et quelog 7(IM) = ptNy (M) C
W(mpg)? % @ M. Il suit donc du lemme 3.10 que, si I'on suppd&él /p](7?) = K (comme c’est le cas
dans I'énoncé du théoréme que I'on veut démontrer), aldks(9) ¢ &+ @ M.

La conclusion Comme&H% c O et que 'annea® contient% (et est donc stable par division pgt on
déduit de ce qui vient d’étre prouvé qdg; (M) C O ®s M. La relation de Leibniz permet de prolonger
Ny en un endomorphisme d@ @¢ M = M. De cette fagon, on fait de1 un objet de Mod;,"~* (les
diverses relations de commutations ont déja été vérifiBesi. conclure, il ne reste plus qu’a démontrer que
M s’envoie par le foncteuR,, - sur I'objetMt de départ. Or, le corollaire 3.2.3 et le §5.1 de [17] entnaine
que si I'on noter’ 'endomorphisme deVt déduit duNy qui vient d’étre construit, I'égalitbg 7 = log 7/

est vérifiée. En outre, les opérateurst 7’ agissent trivialement moduld (mz). On en déduit qu'il existe
un élémentZ € & tel que les séries

exp(log ) = Z (log 7 et exp(log7’) = Z M

: il ; i!
20 >0

convergent dan®/ (R)[Z/p]" et que leurs limites valent respectivemergt 7'. Ainsi les opérateurs et
7/ agissant sUlV (R)[Z/p]" ®s 9 sont égaux, d’ol on déduit gu’il sont aussi égaux lorsqs’dgissent
sur&, ®s M puisque ce second espace se plonge dans le premier.

3.2.3 Elimination de I'hypothése surr

L'argument que je vais présenter ci-aprés m’'a été suggérégng Liu. En quelgues mots, son idée est
de ne pas se focaliser sur(e, Nv)-module a la Kisin, mais de plutdt chercher a reconstruirgleV)-
module filtré de Fontaine en passant par la théorie de Breuil.

D’un point de vue pratique, la démonstration reste idemtiggqu’au lemme 3.10. En fait, le premier
argument de la démonstration de ce lemme s’applique entom@eire, en conservant les notations du
§3.2.2, que I'ensemble des éléments &P tels quetz € W (mp)? P estinclus dans*® + 5156

ol B(u) est un polyndme a coefficients dait§ de degrél et congru & modulop. On en déduit que

1

N () © (6“"”’ + 5

6) D M. (3.6)
Soit S le complétép-adique de I'enveloppe & puissances diviséeBde] relativement a I'idéal principal
engendré par le polyndmE(u). Cet anneau est muni d’'un Frobenius noté encort d’'un opérateur
N : s — —u%. On considere le5-module M défini par le produit tensorieM = S ®, e 9t ou
l'applicationy : & — S est celle déduite du Frobenius. On pose end@re- M][1/p]. Le Frobenius
surdt s’étend par semi-linéarité a ces deux modules en des opé&safee I'on note encore. L'inclusion
(3.6) assure que siest un entier suffisamment grand, oVa (z) € S ®e 9t pour toutr € M. La formule

ps

® @"Ny(z) + ¢"N(s) ® " (x) (s € S[1/p], x € M) (3.7)
définit alors un opérateuv,, : D — D. Un calcul montre que celui-ci vérifi&y,, o = ppN,, ainsi que la
relationN,, (sz) = ¢"N(s) - " (z) + ¢™(s) - N, (s) valable pour tous € S[1/p] et toutz € D. Soit f; la
projection canoniqué — W qui consiste a évaluer une sériewer= 0. Elle permet de former le produit
tensorielD = W ®g D, sur lequel le Frobeniug agit de fagcon bijective. On a en outre une application
surjective canoniqu® — D. La proposition 6.2.1.1 de [3] assure que celle-ci admetumigue section

s : D — D qui est compatible au Frobenius. L'espd@eapparait ainsi comme un solig{1/p]-espace
vectoriel deD, et I'applicationS[1/p] ®wr1,p D — D qui s’en déduit est un isomorphisme compatible a
. Dans la suite, on identifiera sans commentaire suppléinefaa un sous-espace @&

Lemme 3.12. L'opérateurN,, défini par la formulg(3.7) stabilise D.
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Démonstration.Commey est bijectif surD, il résulte de la relation de commutatidv,p = ppN,, que
N,, envoieD sury(D). Une récurrence immédiate, utilisant le méme argumenttra@ius généralement
que N, (D) C ¢™(D) pour tout entiern > 1. Or, il résulte de 'isomorphism® ~ S[1/p] @1/ D
compatible &y (I'action sur le membre de droite se faisant pak ), que I'intersection de®™ (D) n'est
autre queD. Le lemme est ainsi démontré. O

Le Frobeniusy étant bijectif sutD, on peut définir I'applicatiodV : D — D parN = ¢~ "o N,,. Il est
clair queNyp = ppN et, en déroulant les définitions, on vérifie par ailleurs quérpoutz € D,ona:

T(x) = Z (_f)l ® N(z)

2!
=0

cette relation ayant lieu dans un espace suffisamment gaogxemplelV (mz)Z%. A partir de 1a, on
conclut par le méme argument que celui expliqué dans le &7[28].

3.3 Réseaux a l'intérieur des représentations semi-stalde

Un probléme classique et important consiste & de décrireélEsaux a l'intérieur des représentations
semi-stables. Dans ce dernier paragraphe, nous aimewxiphgleer sommairement comment cela peut étre

réalisé a I'aide de structures entiéres a l'intérieur dgstelile MoquV’o.

3.3.1 Une borne plus précise pour I'action deVy

Le point de départ de notre analyse consiste a remarquergqiéniontration du théoréme 3.4 (voir
§3.2.2) donne en réalité un peu plus que ce qui a été énormpedusmrésent. Précisément, en reprenant les
notations du §3.2.2, elle assure que I'on n’a pas seulefieli®t) C O ®s M, mais aussi

Ny(OM) c R"M @s M (3.8)

ol R désigne le souss-module de® formé des sérieg = > ns0anu™ pour lesquelles la quantité
vp(an) + log,(n) est minorée poun. > 1. Ce n'est pas la premiére fois qu'un tel espace est introduit
il a été, par exemple, déja considéré dans [9], 8ll.1, réfalans laquelle I'auteur montre en particulier
gu'il s’agit d’un espace de Banach pour la valuatiqgln définie, en reprenant les notations précédentes,
parvgn(f) = inf>1 vp(an) + £(n) ot £(0) = 0 etl(n) = log,(n) sin > 1. La proposition 11.3.1 déoc.

cit. montre en outre quR™ s'identifie & I'espace des distributions continues&yd’ordre 1, c’est-a-dire
définissant une forme linéaire continue sur I'espace destifors de classé’.

Proposition 3.13. Soientl” une représentation semi-stable @&, et7' unZ,-réseau dé’ stable parG .
On noteMt un'? (¢, 7)-réseau deZ(u)-hauteur finie a l'intérieur du'y, 7)-module associé &. Soit M
lobjet deMod?,"™* associé & . Alors

Ny () C 6y ®s M

ol Gy est I'ensemble des séries de la foring, . izﬁ)ue(pn*l)/(p*” ou lesP, (u) sont des polynémes
a coefficients dan¥’.

Remarqued.14. D’aprés ce qui a été expligué dans le §3.1.1, ol a= O R M. On peut ainsi considérer
21 comme un sous-module det, et cela a donc bien un sens de regarder I'imag®idear Ny . De plus,

comme le modul&y est inclus dan®R'™, la proposition apparait comme un raffinement de I'inclasio
(3.8). En lien avec cela, signalons encore Gug est borné dan®'™ ; de fagon explicite, il est inclus dans

la boule de centré et de rayor?’€—2.

Démonstration.Comme préliminaire a la démonstration, il nous faut d’abexgliquer comment I'action
de 7 se retrouve a partir de la connaissanceNdg. Bien entendu, on a envie d’appliquer simplement
la formuler = exp(ptNv) = > .5, (p”;],V)', mais cela demande quelques précautions, car les itérés

successifs dgtNy ne sont pas clairement définis.

12. Il est en fait unique d’'aprés la proposition 3.1.
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Pour tout entier positif ou nul, soit R'™ I'ensemble des sériep = 2@0 an,u™ pour lesquelles la
quantitév,(a,) +ilog,(n) est minorée pour > 1. Sii et;j sont deux entiers, le produit d'une fonction de
RN par une fonction dézijf“ appartient éizﬂj. La relation de Leibniz permet de prolonger I'opérataiy
a0 ®g M, tandis que la remarque que I'on vient de faire montre quera®ipgement, que I'on appelle
encoreNy, envoieR™ @ M surRi™ | @ M. Les formulesVy = id et

. d\ . ,
Ny =iu- 2 NG+ Ny o N

définissent alors des applicatidﬁslinéairesl\f(vi) : M — RM@e M qui, d’un point de vue intuitif, doivent
étre pensées comme les quotie%\f)v%. A partir du fait queNy prend ses valeurs das” %, il n’est

pas difficile de démontrer que la somme infidig . , (- N(VZ) converge vers un opératelr-linéaire

k2

7: M — W(R)[Z/p]" ®s M. Une récurrence surmontre que, pour tout € 9 et tout entier, on a la
formule :

7 : { i—7 j

NP (uz) =u- Y ( ) (=N IN (2).
=0 M

Il en résulte par un nouveau calcul qu@.x) = [g]-7(«) pour toutz € 901, relation qui permet de prolonger

queN(vl) ety satisfont a la relation de commutatiw(g) ocp=U'-po N(l), a partir de quoi il suit que
T ety commutent. Finalement, on laisse en exercice au lectewiriede vérifier que la série définissant le
logarithme der converge vers un endormorphismeliié¢ R)[Z/p]" ®s 9 qui coincide avept Ny surd.

On est maintenant prét a démontrer la proposition. La cocisbn de I'opérateur donnée ci-dessus
montre que celui-ci envoi®t surt (R) ® s M. Sachant cela, on peut reprendre 'argumentation du §3.2.2
en remplacanky (mz)#-% par (R)“9, La proposition en résulte. O

La proposition 3.13 permet, a son tour, de contraindre #esepd’arrivée de I'opérateur. Soit, en
effet, pour tout entief, G(Vi) le sous&-module de® engendré par les produits déléments d&v . Par
convention, on pose égalem@fvo) = &. Pour touti, G(Vi) est alors un sous-ensemble bornéRjg et
IeSpiG(vi) se plongent également dai$(R)[t/p]" en envoyant, comme d’habitudesur [z]. Il est alors

immédiat de vérifier que les morphism@g) définis précédemment prennentleurs valeurs ﬂiﬁﬂ@@ m,
etdonc que:

AN
(M) C (Zﬂe@ t) ®s M (3.9)
i>0

ou le produitpiG(vi) est vu dans¥ (R)[t/p]" et I'exposant” signifie que I'on prend I'adhérence dans
W (R)[t/p]". Linclusion que I'on vient d’obtenir est, bien sdr, a meten paralléle avec I'inclusion (2.7)
donnée par le théoreme 2.25, I'élémé&hpouvant étre alors choisi égal & une certaine puissante de

3.3.2 Structures entiéres a I'intérieur des objets d(B/Iodf(’QNV’0

Le résultat de la proposition 3.13 conduit naturellemeat@é&finition (sans doute provisoire) suivante.

Définition 3.15. Un (p, Ny )-réseauest la donnée d’'un objéit de Mod;’6 muni d’un morphismeVy :
M — Gv s M vérifiant la relation de Leibniz (3.3) et la relation de comation (3.4).

Un morphisme entre dely, Nv )-réseaut et9t’ est un morphismé¢ entre les objets de ng faisant
commuter le diagramme suivant :

M—" > Sy e M
fl/ lid@f
o' Ny Gv @ M
On note Mo éNV la catégorie de§p, Ny )-réseaux. Si, par ailleurs, Eg‘foo[(GK) désigne la catégorie

des réseaux stables p@y; a l'intérieur des représentations semi-stables a poidsadigét Tate positifs ou
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nuls, on a construit précédemment un fonctéti : Re %"i‘oo[(GK) — ModféNV qui s'insére dans le
carré commutatif suivant :

Red) S (G) Ref 4o (GK)

’Cl ~l1<

Y ,Nv,0
Modf6 v Modf(9 v

Proposition 3.16. Le foncteurK™ est pleinement fidéle. De plus, Gp, Nv)-réseaudt est dans son
image essentielle si, et seulement si I'endomorphisrde W (R)[t/p]" ®c M défini ci-dessus stabilise
W(R) ®s M.

Démonstration.C’est immédiat. O

La condition qui vient d’appatraitre n’est pas trés commaatalme semble priori pas facile de décider

si un élément d&V (R)[t/p]" appartient 3V (R). Typiquement, si I'on écrit cet élément comme une série
en %, on obtient un nombre infini de conditions a examiner. La psifion suivante explique comment 'on
peut se remener a un nombre fini de vérifications.

Proposition 3.17. Soitd un (¢, Ny )-réseau. On suppose quegderéseau sous-jacent est d&u)-hauteur
< r. Alors, 2 est dans 'image essentielle 82" si, et seulement si, pour toute 91, la somme finie

t)2 t)" ,
z+pt- N (z) + (p; NP @)+ + (i,) N (2) (3.10)

appartient a(W(R) + (%)TmW(R)W(R)[t/p]A) Qe M.

Remarques.18 Bien entendu, il suffit de vérifier que la somme (3.10) est densemble souhaité pour
parcourant une base @8 surG.

Démonstration.Comme dans la preuve de la proposition 2.9, on démontre queem de la relation
de commutation aveg, I'opérateurr s'obtient par un procéde itératif a partir de sa réductiorduhm
(%)TmW(R)W(R)[t/p]A. Le corollaire résulte de cela. O

Corollaire 3.19. Tout(y, Ny )-réseau deF(u)-hauteur< p — 1 est dans I'image essentielle #&™.

Remarques.2Q En d'autres termes, le corollaire dit que le fonctéiit, une fois restreint a la catégorie
des réseaux dans les représentations semi-stable a pdittgide-Tate dan§0,...,p — 1}, et corestreint
a la catégorie desp, Ny )-réseaux de&/(u)-hauteur< p — 1, est une équivalence de catégories.

Démonstration.Puisquevy (u® modp) > vr(tP~2 modp), on au® € pW (R) + "~ *myy(g). Il en résulte

facilement que tous les modulp"sis(vi) sontinclus dan§V (R) + (é)piQmW(R)W(R)[t/p]/\. Le corollaire
est alors une conséquence de la proposition 3.17 appliqeée a& p — 1.

3.4 Bornes pour la ramification sauvage des représentatiorsemi-stables

Nous concluons cette section en expliguant sommairememinent la combinaison de plusieurs idées
qui ont été développées dans les pages précédentes petndetteompléter les méthodes de [7] et de
démontrer la conjecture 1.2.(1) dont voici I'énonceé.

Théoréme 3.21.Soitr un entier positif. Soifl" le quotient de deux réseaux stables gax dans une
représentation semi-stable a poids de Hodge-Tate fléns ., r}. On se donne un entiertel quep™T = 0.

Si pfl s'écrit sous la forme* 3 aveca’ € N et% < ' < 1, alors pour tout

1 e

‘U,> 1+e(n+o¢)+max(eﬂfw, E)

le sous-groupe de ramficatitmgﬁ) agit trivialement suff".
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Démonstration.Elle est analogue a celle présentée dans [7] sauf que, commsdal§2.2 de cet article, on
remplace les quotient®,, (R)/[a3] etW,,(R)/[a3"] (avec les notations dec. cit. parW,, (R)/(E(u)"t")mw, (r)
et W, (R)/t'my, () respectivement. La clé réside en fait dans une généralisappropriée du lemme
3.2.1 de [7] qui stipule que, 9t est 'unique(p, 7)-réseau dd”(u)-hauteur< r dans le(p, 7)-module
associé a un réseau dans une représentation semi-stabtis @dediodge-Tate dar9), . . ., r}, alors pour
touts > n — 1+ log, r etpourtoutr € Gs,ona:

(0 —id)(M) C (C'me, +p"G,) @ M.

Il suffit bien str d’établir cette inclusion lorsque = 77°. Dans ce cas, elle découle d’une expression
de 77" en fonction de l'opérationVy analogue a celle qui a été établie poudans la démonstration
de la proposition 3.13. Si I'on préfére, elle peut égalensaoibtenir, de méme que dans [7], comme une
conséquence de la théorie desG)-modules de Liu. Le reste de la démonstration est absolusitaitaire
a[7]; on ne le répete donc pas ici. O

4 Quelques perspectives

Lecasp =2

Tout au long de cet article, nous avons supposé que le nombngigrp était impair. Bien que cette
hypothése ait été utilisée a plusieurs reprises au fil deodsimations, I'auteur est d’'avis que I'ensemble
des résultats obtenus devrait s'étendre (sans doute aedgqugs modifications mineures) au gas= 2.
L'exercice reste cependant a faire.

Lien avec les(¢, I')-modules

Comme cela a été démontré dans cet article, la catégorigdesmodules est équivalente a celle des
représentations galoisiennes@g . Ainsi elle est aussi équivalente a la catégorie @eg")-modules de
Fontaine. Expliciter cette équivalence sans passer pagpedsentations dé x nous semble une question
naturelle etintéressante. L'obtention d’un tel résuletrdit permettre de déduire du théoréme 3.4 un critére
pour reconnaitre les représentations semi-stables ersedm leurgy, I')-modules. Se poserait alors la
guestion de comparer celui-ci avec celui qui découle dedarth de Berger (voir [2]). Le rapprochement
des deux points de vue pourrait peut-étre conduire a unéemglcompréhension des représentations semi-
stables.

Dans le méme veine, on peut chercher a rendre explicitedas Entre les différentes catégories de
(¢, 7)-modules que I'on obtient en faisant varier I'uniformisant la famille desr,,, ou encore I'élément
7. Ceci devrait permettre une meilleure compréhensior(@des)-modules. Un moyen, qui semble raison-
nable, pour aborder cette question consiste a adapterssrgctions du 83.1 de [5] en gardant a I'esprit
quer joue le role de I'opérateurxp(tN) out = logle] € Acris-

Surconvergence degy, 7)-modules

Un résultat important de la théorie dés, I')-modules est le théoréme de Cherbonnier-Colmez (voir
[8]) qui affirme que tout(p, T")-module étale su€ admet un «p,T')-réseau défini sur un anneau des
séries surconvergentes, c’est-a-dire convergentes swaronne infinitésimale sur le bord du disque unité.
Dans cet article, nous nous sommes contentés de consid&seéseaux définis sur 'anne&udont les
éléments ne se contentent pas de surconverger, mais cenvelans tout le disque unité. Comme nous
I'avons vu, cela suffit pour I'application aux représentati semi-stables a poids de Hodge-Tate positifs ou
nuls car, d’apreés les résultats de Kisin, {es7)-modules qui leur sont associés admettent toujours de tels
réseaux. Par contre, comme nous I'avons montré dans |&§Rf'est pas vrai que tous l€s, 7)-modules
admettent un tel réseau. Le contre-exemple que nous aveome dist celui de la représentatidp(—1),
représentation que I'onapriori pas envie d'écarter. Pour pouvoir continuer a travaillecaset exemple
basique (et bien d’autres), il parait donc important de aemgre si — et, le cas échéant, comment — le
théoréme de Cherbonnier-Colmez s'étend @uixr)-modules.
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Utilisation du logarithme dans le cas de torsion

Dans le §3, nous avons vu que, dans le cas(ges)-modules libres sué™, la considération du lo-
garithme der s’est relévé étre un outil puissant pour décrire cet opérat@est par exemple elle qui
nous a permis d’'obtenir I'inclusion (3.9). On peut donc smdeder dans quelle mesure des arguments
similaires s’appliquent dans le cas desT)-modules de-torsion. Bien entendu, la considération du loga-
rithme devient alors bien plus délicate a cause des divsgparp qu’il faudra désormais contr6ler avec plus
d’attention'3. Le théoréme 2.25 pourrait avoir un réle important a jouersdzette histoire.

Le probléme du rélévement des représentations

Dans [7], les auteurs ont posé dans le 85 un certain nombraiegions sur la possibilité de rele-
ver en caractéristique nulle des représentations gatmiegede torsion. Typiquement, on se donnene
représentatiofi’ de G, et on se demande s'il existe un rés@adans une représentation cristalline (resp.
semi-stable), dont les poids de Hodge-Tate sont éventaetiefixés, et un morphisme surjectif — 7.

La théorie deg, 7)-modules nous semble étre une approche intéressante poulealze type de pro-
blémes (au moins dans le cas des représentations sen@sjtphisqu’elle permet a la fois de décrire les
représentations libres et de torsion, et de reconnaitragimfparticulierement simple les réseaux dans les
représentations semi-stables.
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