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Le lemme des Mariages est un énoncé de théorie des ensembles qui peut se décrire en imaginant
une société dans laquelle tous les mariages sont décidés de facon centralisée. Une application
inattendue du lemme des Mariages a un probleme d’approximation numeérique s’avére pertinente
pour Uétude des propriétés statistiques de certains systémes dynamiques.

que nous portons ne sont que des copies. Chaque jour, I’ordinateur compare entre elles les clés de sept ans. Il sait ce que je suis,
et aussi ce que je serai. Il trouve parmi les garcons ceux qui sont et qui seront ce qu’il me faut, ce qui me manque, ce dont j’ai
besoin et ce que je désire. Et parmi ces garcons il trouve celui pour qui je suis et je serai ce qu’il lui faut, ce qui lui manque, ce
dont il a besoin et ce qu’il désire. Alors, il nous désigne ’un a I’autre. K VEL |

I ’ORDINATEUR central posséde toutes les clés, de tous les vivants de Gondawa, et aussi des morts qui ont fait les vivants. Celles

Le garcon et moi, moi et le garcon nous sommes comme un caillou qui avait été cassé en deux et dispersé parmi tous
les cailloux cassés du monde. L’ordinateur a retrouvé les deux moitiés et les rassemble.

— C’est rationnel, dit Leonava.

René Barjavel, «La Nuit des Temps» E '

Le lemme des Mariages

A la suite de René Barjavel, imaginons une société dans laquelle tous les mariages sont décidés de fagon centralisée. Tous les ans, on
organise une Journée du Mariage. Chaque fille en age de se marier fournit a 1’Ordinateur Central la liste des gargons qui lui conviennent
— avec I’accord de ceux-ci, évidemment. Sur la base de ces listes, I’ordinateur effectue le Mariage, c’est-a-dire qu’il associe a chaque
fille le nom de 1’un des garcons de sa liste. Comme la ndtre, cette société est strictement monogame : chaque fille est mariée a un seul
garcon, chaque garcon a une seule fille. Et personne ne doit rester célibataire.

Bertrand Germain

Benjamin

Rosinete  Orelina Adelicia

Une société avec six garcons et six filles. Odete a désigné Bertrand et Pamphile, Marinete a choisi Gontrand et Pamphile, etc..
Saurez-vous réaliser le Mariage ? ...

L’ordinateur de Barjavel semble avoir la partie facile : il lui suffit de rassembler les deux moitiés du caillou... Mais dans notre société
imaginaire, le Mariage n’est pas toujours possible. Pour pouvoir marier tout le monde, il doit évidemment y avoir autant de filles que de
gargons. Comme ce n’est pas un point trés important pour notre histoire, nous allons simplement supposer que c’est le cas. Mais ce n’est
pas tout. Si deux filles ont choisi le méme gargon, et aucun autre, I’ordinateur ne va pas pouvoir les marier simultanément. Et si ce
probléme n’arrive pas avec deux filles, il peut encore arriver lorsqu’on confronte les choix de trois filles : elles peuvent avoir toutes les
trois choisi les deux mémes garcons. Plus généralement, 1’ordinateur échoue des qu’il existe un groupe d’un certain nombre de filles dont
les listes réunies contiennent un nombre inférieur de gargons.

On a donc trouvé une condition nécessaire pour que 1’ordinateur puisse établir un Mariage.

Condition de Mariage : la réunion des listes d’un groupe quelconque de filles contient au moins autant de noms de garcons différents
qu’il y a de filles dans le groupe.

Le lemme des Mariages, formulé en 1935 par le mathématicien Philip Hall, est un énoncé mathématique qui dit que cette condition, dont
on vient de voir qu’elle était nécessaire, est aussi suffisante :

Lemme des mariages Si la condition de Mariage est satisfaite, alors il est possible de marier toutes les filles, chacune a l'un des
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| gargons de sa liste.

Démonstration

Le vocabulaire du mariage est un langage bien commode pour discuter de cet énoncé, et nous allons filer la métaphore pour aborder la
démonstration. Je vous propose donc de considérer une société constituée de filles et de garcons en age de se marier. Chaque fille a établi
une liste de garcons, et on suppose vérifiée la condition de Mariage :

La réunion des listes d’un groupe quelconque de filles contient au moins autant de noms de garcons différents qu’il y a de filles dans le
groupe.

Il s’agit maintenant de montrer qu’il est possible de marier toutes les filles, en respectant les veeux de chacune.
Une fille, deux filles

Pour commencer doucement, essayons de marier un petit groupe de filles, sans se soucier des autres. Lorsqu’on 1’applique aux “groupes”
d’une seule fille, la condition de Mariage nous dit que la liste de chaque fille comporte au moins un nom. Autrement dit, si on ne se
préoccupe que d’une seule fille, on peut toujours la marier. Essayons avec un groupe de deux filles. On vient de voir que chacune avait
mis au moins un nom sur sa liste ; pour qu’on ne puisse pas les marier toutes les deux simultanément, il faudrait que leurs listes ne
comportent qu’un seul nom, et que ce soit le méme ; mais ceci contredirait la condition de Mariage, puisque la réunion de leur deux listes
doit comporter au moins deux noms distincts. On peut donc toujours marier deux filles quelconques (encore une fois, pour le moment,
sans se soucier des autres).

Pour essayer de marier un groupe de trois filles, on pourrait commencer par marier deux d’entre elles sans se soucier de la troisiéme : on
vient de voir que c’était possible. Puisque les listes des trois filles réunies ne comportent pas moins de trois noms distincts, on peut avoir
I’impression qu’il est possible de marier la derniére a un troisiéme gargon. Cependant, la figure suivante montre que c’est parfois
impossible. Cette remarque est importante, parce qu’elle disqualifie la stratégie la plus simple, qui serait d’essayer de marier les filles les
unes apres les autres, en ne se préoccupant que d’une seule a la fois.

- Pamphile

Odete voudrait se marier avec Bertrand ou Pamphile ; Marinete a choisi Gontrand et Pamphile ; Rosinete n’accepterait que Bertrand. La
condition de Mariage est vérifiée. Mais si on marie Odete a Bertrand et Marinete a Gontrand, c’est fichu pour Rosinete !

Rosinete

Trois filles

Essayons de marier un groupe de 3 filles. Le raisonnement va étre plus délicat. Nous distinguerons deux cas. Le premier, que nous
appellerons le cas facile, est celui ou les filles ont choisi beaucoup de garcons, plus que ce qui est réclamé par la condition de Mariage. Le
deuxieéme cas, qualifié de difficile, est simplement le cas contraire ; paradoxalement, dans le cas difficile, I’existence d’un groupe de filles
dont les listes réunies contiennent juste assez de noms de gargons distincts sera la clé du Mariage. [1]
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Précisons tout ceci. Pour le cas facile, nous supposons vérifiée une condition de Mariage renforcée :

o la liste de chaque fille contient au moins deux noms distincts ;

o la réunion des listes de deux filles quelconques contient au moins #rois noms distincts.

Marions alors n’importe laquelle des trois filles a I’'un des garcons de sa liste ; pour fixer les idées, nous 1’appellerons Anatole. On
examine maintenant les listes des deux filles restantes, et on raye le nom d’Anatole s’il y apparait. Grace a la condition renforcée, les listes
amputées du nom d’Anatole comportent encore chacune au moins un nom, et leur réunion en contient au moins deux distincts. Nous
sommes ramenés au cas de deux filles a marier vérifiant la condition de Mariage, et nous savons que nous pouvons encore marier ces deux
filles conformément a leurs veeux. Le Mariage est fini... dans le cas facile seulement !

Comment faire dans le cas difficile, c’est-a-dire lorsque la condition de Mariage est satisfaite, mais pas la condition renforcée ? Si la
condition renforcée n’est pas satisfaite, c’est que

o la liste de I’une des filles contient exactement un nom,

o ou la réunion des listes de deux des filles contient exactement deux noms distincts.

Supposons par exemple qu’on est dans le deuxieme cas: la réunion des listes de deux des filles contient exactement deux noms
distincts [2], disons Anatole et Basile. Nous marions ces deux filles avec ces deux garcons. Il reste a marier la troisieme fille. D’apres la
condition de mariage, les trois listes réunies contiennent au moins trois noms distincts ; mais nous savons d’autre part que les listes
réunies des deux premiéres ne contiennent pas d’autre noms que ceux d’Anatole et de Basile. Le troisieme nom, disons Charles, vient
donc nécessairement de la liste de la troisieme fille : nous pouvons la marier a Charles. Ceci acheéve le Mariage dans le cas difficile.

Nous savons maintenant marier un groupe de trois filles. Le lecteur a probablement remarqué qu’a plusieurs endroits du raisonnement,
nous nous sommes ramenés au cas d’un groupe de deux filles dont les listes vérifient la condition de Mariage. On peut résoudre le cas
d’un groupe de quatre filles de facon tout a fait analogue, en utilisant le cas des groupes de deux ou trois filles que nous venons
d’expliquer. On peut ensuite passer du cas de quatre filles au cas de cinq filles, et ainsi de suite. En pratique, pour ne pas avoir a rédiger
une infinité de raisonnements, on démontre ceci (simultanément pour toutes les valeurs possibles du nombre 72) :

Si I’on peut marier tout groupe de N filles ou moins vérifiant la condition de Mariage, alors on peut marier tout groupe de n + 1 filles
vérifiant la condition de Mariage.

On en déduit que le résultat est vrai pour un groupe de filles en nombre quelconque : puisqu’il est vrai pour 77 = 3 filles ou moins il est
vrai pour =3+ 1 =4, donc pour n =4+ 1 =25, et ainsi de suite. Ce type de raisonnement s’appelle un raisonnement par
récurrence. On trouvera la démonstration générale permettant de passer de 722 1 + 1 dans les blocs dépliants ci-dessous.

> Démonstration, version matrimoniale

On suppose que I’on a un procédé permettant de marier tout groupe de n filles ou moins vérifiant la condition de Mariage ; cette hypotheése est appelé « hypothése
de récurrence ». On considére un ensemble de n + 1 filles vérifiant la condition de Mariage, et on cherche a les marier simultanément. On va envisager deux cas
disjoints.

Premier cas. Le premier cas est celui ou notre ensemble de filles vérifie la propriété suivante :
Pour tout sous-ensemble de filles [3], en nombre p, la réunion des listes de ces filles contient au moins p + 1 noms de garcons différents.

On peut alors marier simultanément les n + 1 filles de la facon suivante. On choisit n’importe quelle fille de I’ensemble, et on la marie a n’importe quel garcon de
sa liste. On efface maintenant le nom du marié de toutes les listes on il apparaissait. Considérons I'ensemble des N filles restantes, munies de leurs listes modifiées.
Pour tout sous-ensemble de p filles parmi celles qui restent, la réunion des listes de ces p filles contient au moins p noms de garcons (elle en contenait au moins
p + 1 avant panachage, et on a enlevé le nom d’un unique gargon). Autrement dit, la condition de Mariage est encore vérifiée. D’aprés I’hypothése de récurrence,
on peut marier les N filles restantes. Le Mariage est fini dans ce cas.

Second cas. On peut maintenant supposer qu’on n’est pas dans le premier cas, ce qui signifie exactement ceci :

11 existe un sous-ensemble de filles dont la r des listes tient exac autant de noms de garcons différents qu’il y a de filles.

L’hypothése de récurrence nous permet de marier ce groupe de filles avec le groupe des garcons désignés par leurs listes, du moment que I’on ne se soucie pas des
autres. Le point délicat consiste a vérifier qu’il est encore possible de marier [’e ble des filles r s parmi I’ensemble des gargons restants.

Pour bien comprendre ce point délicat, on peut imaginer que toutes les filles a marier, depuis le début, sont réunies en un méme lieu. Le groupe des p filles que
nous venons de marier est rassemblé. Dans le groupe restant, on isole un sous-ensemble de filles, disons qu’il y en a q. Et pour y voir plus clair, on demande
(gentiment) aux autres de quitter provisoirement la scéne. Il reste devant nous p filles déja mariées et q filles qui ne le sont pas encore. L'une apres ’autre, on
demande a ces p + q filles de venir écrire leur liste sur un grand tableau, en omettant les noms qui 'y ont déja été inscrit par une autre fille. On obtient ainsi la
liste réunie, et on sait, d’apres la condition de Mariage, qu’elle ne contient pas moins de p + g noms. On efface ensuite le nom des p garcons qui ont été mariés
aux p filles : il reste alors une liste d’au moins ¢ noms. Le point clé est que tous les noms restants ont été inscrits par U'une des q filles non mariées. En effet,
aucun des noms restants n’était sur la liste de I'une des filles déja mariée, puisque la liste réunie de ces p filles contenait exactement les p noms de ceux qui sont
devenus leur maris.

Sur les listes des filles restant a marier, on efface les noms des gar¢ons déja mariés. La discussion du paragraphe précédent revenait a vérifier que le groupe des
filles restantes, munies de leurs listes modifiées, satisfait a nouveau la condition de Mariage : la réunion des listes modifiées de tout groupe de q filles restantes
contient au moins ¢ noms. On invoque une derniére fois I’hypothése de récurrence pour marier les filles restantes. Et c’est fini !

> Enoncé et démonstration, version « théorie des ensembles »

Donnons d’abord I’énoncé complet, dans la langue de la théorie des ensembles.
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Lemme des mariages Considérons deux ensembles finis Fy G, et une application ¢ de F dans I’ensemble des parties de G. Pour toute partie FO de F, on note
c(F\) la réunion des ensembles c(f) lorsque f parcourt Fy. Supposons que I’hypothése suivante est réalisée :

pour chaque partie Iy de I, I'ensemble c(F\,) contient au moins autant d’éléments que F,.
Alors il existe une application m de F' dans G, injective [4] et telle que, pour tout | dans F', m(f) appartient a c(f).

Démonstration On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments de F . Le résultat est facile lorsqu’il n’y a qu’un seul élément. Soit N un entier supérieur ou
égal a 1. Supposons que le lemme est vrai pour tout ensemble F ayant n éléments ou moins. On considére un ensemble F de n + 1 éléments, et G et ¢ vérifiant
I’hypothese de 1I’énoncé.

Premier cas. On éuudie d’abord le cas oi pour toute partie F(y de ' qui n’est ni vide ni égale a I, I'ensemble c¢(F\)) contient au moins un élément de plus que

F,.

On construit alors m de la fagon suivante. Soit f;, n’importe quel élément de F, et 8o un élément de C(fo) On note F' Uensemble F privé defo, G’ Iensemble
G privé de g, et, pour chaque élément f de F", on définit Iensemble C’(f), qui vaut c(f) privé de g,. On vérifie que F' G et ¢ satisfont les hypothéses du
lemme des mariages. Par hypothése de récurrence, il existe une application injective m' de F' dans G telle que, pour tout f dans FI, ml(f) appartient a c(f)
privé de g. On étend cette application en une application m de F dans G en posant m(fo) = 8- L’application m vérifie les propriétés voulues.

Second cas. Si I’hypotheése du premier cas n’estlpas réalisée, c’est qu’il existe une partie non vide FO de F telle que I’ensemble GO = c(F,)) contient exactement
le méme nombre d’éléments que FO' On note F" 'ensemble F privé de F()’ G Iensemble G privé de GO, et, pour chaque élémentf de F', on définit I’ensemble
CI(]‘), qui vaut c(f) privé de GO. Vérifions que FI, G e satisfont I’hypothése du lemme des Mariages. Soit Fé une partie de F'*. On consideére la réunion des
ensembles disjoints F(; et Fy. L’ensemble L(F(; U Fy) est U'union des ensembles disjoints C’(F(;) et Gy ; d’apres I'hypothése du lemme des mariages, il contient
au moins autant d’éléments que F(; U Fy. D'autre part Fy et Gy = c(F) ont exactement le méme nombre d’éléments. On en déduit que C(F(;) a au moins

autant d’éléments que F é : la condition de Mariage est satisfaite. On applique I’hypothése de récurrence deux fois, la premiére fois a F I, G et CI, la seconde fois

a F0> GO et la restriction de ¢ a FO' On définit ainsi, indépendamment sur F et sur FO, une application m qui vérifie a nouveau les propriétés voulues.

Une application aux systéemes dynamiques

QUARTERLY OF LIED MATHEMATICS

A la fin des années 1960, I’astronome Michel Hénon étudiait numériquement, selon ses propres termes, des « applications quadratiques
préservant les aires ». L’article publié¢ en 1969 cite des motivations d’origines diverses, comme le probléme restreint des trois corps en
astronomie, le mouvement d’une étoile dans une galaxie asymétrique, ou encore la trajectoire de particules dans des accélérateurs [5].
Qu’y a-t-il de commun a toutes ces situations ? Il s’agit a chaque fois d’étudier un systeme qui évolue au cours du temps, et qui est
suffisamment simple pour qu’on puisse, a I’aide de coordonnées, représenter chaque état du systeme par un point du plan. La physique
fournit des lois d’évolution qui permettent, pour chaque état du syst¢me, de calculer I’état “suivant”, disons une seconde plus tard.
Puisque chaque état est assimilé & un point du plan, la loi d’évolution devient une transformation 7" du plan, qui fait correspondre a
chaque point le point suivant. Cette transformation possede des propriétés mathématiques issues des propriétés physiques des systémes
étudiés. Comme les modeles considérés sont réversibles (on peut inverser les lois de la physique et remonter le temps), la transformation
est inversible : il existe une autre transformation qui envoie chaque point sur le point précédent. D’autre part, dans chacun de ces modeles,
I’énergie du systéme est préservée, et ceci se traduit par une condition géométrique étonnante : la transformation T' préserve les aires.
Ceci signifie que chaque petit carré se déforme en une nouvelle figure qui occupe la méme surface que le petit carré initial. Ce qui ne
I’empéche pas de pouvoir prendre des formes biscornues, comme sur cette animation.
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Une famille de transformations préservant les aires. Chaque point p se déplace jusqu’a son état suivant T (D), qu’il atteint a la fin de
I’animation. La grille se déforme sous I’effet de la transformation, mais l’aire des carrés déformés reste constante au cours du temps.

A vrai dire, Hénon ne s’intéressait pas directement aux systémes physiques évoqués plus haut. A la place, il avait trouvé une application
T décrite par une formule trés simple [6], et qui semblait présenter la méme richesse de comportement que ces systémes physiques. Etant
donné un état initial du systeme représenté par un point p, les états successifs sont représentés par les images successives du point p par la
transformation 7T ; la suite de ces états successifs s’appelle [’orbite du point p. L'allure de I’orbite traduit le comportement a longue
échéance du systeme étudié. Hénon utilisait un ordinateur pour tracer des orbites de sa transformation, et obtenait des dessins comme
celui-ci. [7]

Quelques orbites de I’application de Hénon. La transformation T envoie successivement p sur g, q sur I, I sur S, et ainsi de suite.



hal-00583949, version 1 - 7 Apr 2011

L’orbite de p est la suite des points (D, q, 1, S, 1, ...).

Le mathématicien Peter Lax a recu le prix Abel 2005 pour ses contributions a 1’étude théorique et numérique des équations aux dérivées
partielles. En entendant Hénon présenter ses travaux, Lax s’est fait la réflexion suivante. Comme tous les ordinateurs, celui utilisé par
Hénon pour faire ses dessins calcule avec une précision importante mais limitée, et doit effectuer des approximations numériques.
Supposons par exemple qu’on travaille avec 6 chiffres apres la virgules, et que, pour calculer un point suivant pour la transformation 7,
on doive calculer le carré du nombre

0, 123456.
Le résultat exact est
0,015241383936
mais I’ordinateur, qui ne garde que 6 décimales, utilisera le résultat approché

0,015241.

Ainsi, la transformation réellement utilisée par I’ordinateur ne préserve les aires qu’approximativement, et elle n’est plus inversible : si
deux points ont des états suivants trop proches, I’approximation va tronquer les décimales différentes et confondre les deux états suivants ;
il ne sera alors plus possible de remonter au point initial. Peter Lax s’est alors demandé s’il était possible, au moins en théorie, d’utiliser
une approximation numérique qui soit encore inversible.

Reprenons 1’exemple de 1’animation montrant une grille qui se déforme. Imaginons que chaque petit carré de la grille initiale représente
un pixel (un point) de I’écran de I’ordinateur. Imaginons également que la précision avec laquelle calcule 1’ordinateur soit exactement la
taille d’un pixel (cette précision est en réalité trés supérieure, mais ceci ne changera rien au raisonnement). L’approximation effectuée par
I’ordinateur revient alors 2 remplacer chaque carré déformé, représentant I’image d’un pixel par la transformation T, par un petit carré de
la grille initiale. Pour que I’approximation ne soit pas trop mauvaise, c¢’est-a-dire pour qu’elle ressemble suffisamment a la transformation
T, on demande que le petit carré déformé rencontre le petit carré de la grille initiale qui va le remplacer. D’autre part, pour que la
transformation approchée obtenue soit inversible, on ne doit pas remplacer deux carrés déformés différents par le méme petit carré. La
question de Lax s’exprime alors ainsi :

Peut-on choisir, pour chaque carré déformé, un petit carré de la grille initiale parmi ceux qui le rencontrent, de facon a ce que deux petits
carrés déformés ne soit jamais associés au méme petit carré ?

Imaginons maintenant que chaque petit carré déformé représente une fille, et que chaque petit carré initial représente un garcon. On
superpose alors la grille déformée (représentant le groupe de filles) et la grille initiale (représentant le groupe des garcons). Imaginons
encore que chaque carré-fille inscrit sur sa liste de mariage tous les carrés-garcons qu’elle rencontre sur le dessin. Par exemple, la liste du
carré-fille colorié en rose comporte les quatre carrés-gargons coloriés en bleu.

Le probleme de Lax revient alors a savoir si le Mariage est possible dans cette société de carrés. Avec le lemme des Mariages, la question
devient : la condition de Mariage est-elle réalisée ? Autrement dit, la liste réunie de tout groupe de carrés-filles contient-elle au moins
autant de carrés-gargons ? Considérons un ensemble de carrés-filles. Leur liste réunie contient tous les carrés-gar¢ons rencontrés par
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I'une d’entre elles. Ainsi, la réunion des carrés-filles est contenue dans la réunion des carrés-garcons de leur liste. Il est temps de se
rappeler la propriété essentielle de notre transformation 7 : elle préserve les aires. Chaque carré-fille occupe donc la méme surface que
chaque carré-gargon. Puisque la réunion des garcons de la liste contient la réunion des filles, il doit y avoir au moins autant de garcons que
de filles : la condition de Mariage est remplie. Ceci montre que le probleme d’approximation de Lax admet une solution.

Conséquences du théoreme de Lax

La remarque de Lax, et son raisonnement que nous venons de reproduire, sont trés élégants [8]. Ce résultat a cependant peu d’intérét en
pratique : a ma connaissance, personne ne 1’a utilisé pour améliorer les approximations numériques. Par contre, le résultat de Lax a des
conséquences théoriques : il est a la base d’une théorie plus récente, due au mathématicien Steve Alpern, qui établit un lien entre les
systemes dynamiques topologiques et la théorie ergodique [9]. Je ne peux évidemment pas entrer dans les détails, mais j’essaie
d’expliquer ceci briévement.

Nous avons vu que la transformation 7' de Hénon, et celle représentée sur I’animation, préservent les aires. Mais elles ont également une
propriété de continuité : elles étirent les petits carrés sans les déchirer. Les transformations continues sont les objets d’étude des systeémes
dynamiques topologiques. Les ergodiciens, eux, considérent des transformations qui préservent les aires, mais qui ne sont pas
nécessairement continues : elles transforment chaque petit carré en une poussiére de points — mais dont la réunion occupe la méme
surface que le carré initial. Le théoréme d’Alpern dit que les propriétés dynamiques statistiques typiques des transformations de la théorie
ergodique sont également typiques des transformations continues préservant les aires. Le mot « typique », ici, permet de mettre de coté
les cas trop particuliers, comme celui de la transformation qui ne bouge pas les points (que les mathématiciens appellent l'identité). Par
exemple, une propriété dynamique statistique typique de ces systemes est le « mélange faible », qui est une certaine forme de
« chaos » [10].

Fin

Dans ce texte, j’ai essayé d’expliquer comment un énoncé mathématique élémentaire, le lemme des Mariages, en rencontrant dans le
cerveau d’un mathématicien une question suscitée par des simulations sur ordinateur de phénomenes physiques, a donné naissance a des
résultats théoriques difficiles. Le lemme des Mariages, qui permet de marier bien d’autres choses que des pixels, est régulierement utilisé
dans différents contextes mathématiques [11]. Je vous propose d’essayer a votre tour de jouer au Mariage, avec ce petit probleme en
forme de devinette emprunté a la page wikipedia sur le sujet.

Devinette On distribue un jeu de 52 cartes en faisant treize paquets de quatre cartes chacun. Expliquer pourquoi il est possible d’ordonner
les treize paquets de fagon a ce que le premier contienne un as, le second un 2, et ainsi de suite jusqu’au treizieéme qui contient un Roi. Qui
sont les filles ? Qui sont les garcons ? Pourquoi la condition de Mariage est-elle satisfaite ?

PS.:

L’auteur remercie les personnes suivantes pour leurs remarques constructives : Muriel Altabef, Frangois Brunault, Jérome Buzzi, Eric Dumas,
Vincent Guirardel, Claire Lacour.

Notes

[ A 1] L’explication qui suit n’est certainement pas la plus courte possible, mais elle a I’avantage de se généraliser a un nombre quelconque de
filles.

[ A2] Le premier cas se traite de fagon analogue.

[ A 3] Ce sous-ensemble doit étre un « vrai » sous-ensemble : il doit contenir au moins une fille, et ne pas les contenir toutes.
[ A4] C’est-a-dire telle que 71(f) est différent de m(f”) lorsque f est différent de f”.

[ A 5] Hénon, M. Numerical study of quadratic area-preserving mappings. Quart. Appl. Math. 27 (1969) 291-312.

[ A 6] 11 s’agit en fait d’une famille de transformations, dont les formules se trouve au bas de cette page.

[ A 7] En réalité, les systemes physiques évoqués par Hénon sont décrits initialement par trois coordonnées, et leur évolution est modélisée par
des équations différentielles. On se ramene a ’itération d’une transformation du plan en utilisant une section de Poincaré (voir par exemple
ici). Le lien entre la conservation de 1’énergie et la propriété de conservation des aires est expliqué ici.

[a8] Le théoréeme d’approximation uniforme qui en découle est publié dans Lax, Peter D. Approximation of measure preserving
transformations. Comm. Pure Appl. Math. 24 (1971) 133-135.

[ A 9] Voir par exemple Alpern, Steve ; Prasad, V. S. Properties generic for Lebesgue space automorphisms are generic for measure-preserving
manifold homeomorphisms. Ergodic Theory Dynam. Systems 22 (2002), no. 6, 1587-1620.

[A10] La transformation de Hénon dont on a dessiné plus haut quelques orbites n’est pas typique : chaque orbite évolue le long d’une courbe,
et ceci est une propriété tres spéciale, qui interdit le mélange faible.



hal-00583949, version 1 - 7 Apr 2011

[A11] Deux exemples au hasard, pour spécialistes uniquement ! En analyse harmonique, voir 1’appendice de H . Weyl, Almost periodic
invariant vector sets in a metric vector space, American Journal of Mathematics, 71 (1949), 178-205 ; en probabilités, voir Chapitre 11 de R.
Dudley, Real Analysis and Probability, Wadsworth, Pacific Grove, CA, 1989.
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