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Introduction

La modélisation probabiliste de l'évolution du prix d'actifs risqués a débuté avec
les travaux de Bachelier en 1900 ([4]) qui proposait l'utilisation du Mouvement Brow-
nien. Par la suite, de nombreux modèles ont été introduits parallèlement au dévelop-
pement de la théorie des processus stochastiques. Le plus connu d'entre eux, intro-
duit par Samuelson en 1965 ([67]), consiste à représenter le prix d'un actif risqué par
un Mouvement Brownien géométrique. L'obtention de formules relativement simples
pour les prix d'options par Black-Scholes [9] et Merton [55] a valu une grande popu-
larité à ce modèle, encore utilisé aujourd'hui dans l'industrie �nancière. Cependant,
sa capacité à représenter de façon convenable les réalités du marché a été critiquée.
En particulier, des tests statistiques sur des données issues des marchés montrent
que l'adéquation pour la loi des log-retours est relativement mauvaise (cf. Eberlein,
Keller [25]). On représente par exemple ici les log-retours journaliers des prix de l'ac-
tion �Société Générale� sur la période allant du 3 janvier 2007 au 22 septembre 2008
ainsi que la densité de la loi normale obtenue par maximisation de la vraisemblance.

(a) échelle naturelle (b) échelle logarithmique

Fig. 1: Log-retours journaliers �Société Générale�

On observe de façon générale, et en particulier sur cet exemple, que la loi nor-
male ne donne pas assez de poids aux très petites variations (Fig. (1.a)), ni aux très
grandes variations (Fig. (1.b)). Ces défauts ont conduit dans les années 80 à l'intro-
duction de nouveaux modèles basés sur des processus stochastiques plus complexes.
Plusieurs d'entre eux reposent sur l'idée que l'échelle de temps économique suit une
horloge �nancière di�érente de l'échelle de temps naturelle, pouvant néanmoins être
représentée par un processus stochastique (Geman [84]). Par exemple, dans les mo-
dèles hyperboliques généralisés (Eberlein, Keller [25], Eberlein [21],[22], Prause[63]),
on suppose que l'horloge (τt)t≥0 est donnée par un processus GIG(λ, δ,

√
α− β)
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INTRODUCTION 4

(Barndor�-Nielsen [5]), où λ ∈ R, δ > 0, α > 0 et 0 ≤ |β| < α. Le logarithme du prix
de l'actif risqué est alors représenté par un processus de la forme

Xt = µt+ βτt +Wτt

où µ est le drift déterministe et W est un Mouvement Brownien standard, indé-
pendant du processus τ . Tout comme dans le modèle de Black-Scholes, X est un
processus de Lévy, c'est-à-dire que ses accroissements sont indépendants et station-
naires. Cependant, contrairement au cas Brownien, les trajectoires d'un processus
hyperbolique généralisé ne sont pas continues. On peut d'ailleurs montrer qu'un tel
processus n'admet pas de composante martingale continue et qu'il existe une in�nité
de sauts sur tout intervalle de temps. Cette famille de modèles permet d'obtenir
une excellente adéquation pour la loi des log-retours des prix d'actions. On peut par
exemple comparer pour les données considérées précédemment l'adéquation à une loi
normale et celle à une loi hyperbolique, c'est-à-dire une loi hyperbolique généralisée
avec λ = 1. Les estimations des paramètres du maximum de vraisemblance sont ici
obtenues par une méthode de descente de gradient, décrite par Blaesild, Sorensen
[10].

(a) échelle naturelle (b) échelle logarithmique

Fig. 2: Comparaison de l'adéquation aux lois normale et hyperbolique

Il a été montré dans Eberlein, Ozkan [26] que cette qualité de l'ajustement est
préservée lorsqu'on considère des données à des intervalles très courts. De plus, plu-
sieurs modèles populaires, dont celui de Black-Scholes, peuvent être obtenus comme
des cas limites de modèles hyperboliques généralisés. Malgré ces qualités, les pro-
cessus de cette famille sont tous à variation in�nie. Or il a été suggéré par Carr,
Geman, Madan, Yor [12] qu'il est parfois plus approprié d'utiliser des processus à
variation �nie dans la modélisation d'actifs �nanciers. Une famille de modèles de
Lévy exponentiels qui inclut à la fois des processus à variation �nie et in�nie est ob-
tenue lorsque X est un processus CGMY. Il s'agit d'un processus de Lévy purement
discontinu dont la mesure de Lévy est de la forme

ν(dx) =
C

|x|Y+1
(e−G|x|1{x<0} + e−Mx1{x>0})

où C > 0, G ≥ 0,M ≥ 0, Y < 2 sont les paramètres du modèle. Cette famille
généralise le modèle Variance-Gamma, introduit en 1991 dans Madan, Seneta [54] et
qui correspond au cas Y = 1.
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INTRODUCTION 5

On considère plus généralement dans cette thèse que l'évolution du prix de d
actifs risqués est représentée par un processus S = (eX

(1)
, ...eX

(d)
), où X est un

processus de Lévy à valeurs dans Rd. Dans le Chapitre 1, on dé�nit le cadre du
travail. On rappelle les résultats principaux sur les processus de Lévy utilisés par la
suite et on décrit quelques caractéristiques d'un marché �nancier associé à un modèle
de Lévy exponentiel.

Le Chapitre 2 est consacré à l'étude de propriétés de continuité des prix d'op-
tions. En e�et, les paramètres d'un modèle sont généralement calibrés à partir de
données du marché et sont supposés constants sur un certain intervalle de temps.
Cependant, l'information dont disposent les acteurs du marché croît continument ; il
est légitime de supposer que les paramètres du modèle varient en conséquence. Il est
donc intéressant de se demander quelle in�uence une petite variation des paramètres
peut avoir sur les prix d'options associés. On considère ici toutes les options avec une
échéance �xée T , pour lesquelles la fonctionnelle g qui dé�nit le payo� est continue
et telle qu'il existe des constantes A,B positives pour lesquelles

g(S) ≤ A sup
s≤T

Ss +B. (1)

En particulier, les options de vente et d'achat européennes, asiatiques ou lookback
véri�ent ces propriétés. On rappelle qu'on associe alors à l'option le prix EQ[g(S)],
où Q est une mesure martingale équivalente, c'est-à-dire une mesure équivalente à la
mesure initiale, sous laquelle le processus de prix S est une martingale. On suppose
de plus que les mesures martingales considérées préservent la propriété de Lévy, c'est-
à-dire que le processus X est encore un processus de Lévy sous cette nouvelle mesure.
Cette condition n'est pas très contraignante puisqu'il a été montré dans Eberlein,
Jacod [24] et Jakubenas [42] que pour un grand nombre de modèles et de fonctions
de payo�, l'intervalle de prix correspondant à ces mesures recouvre entièrement l'in-
tervalle de non-arbitrage. On formalise alors le problème de la façon suivante : on
considère une suite d'espaces probabilisés �ltrés (Ωn,Fn,Fn, Pn) à laquelle est asso-
ciée une suite de processus de Lévy Xn, de caractéristiques (bn, cn, νn).

Le premier résultat principal de ce chapitre est le Théorème 2.1. On considère
une suite de mesures martingales Qn associées aux paramètres de Girsanov (βn, Yn)
et on obtient des conditions de convergence sur les suites de caractéristiques et de
paramètres de Girsanov qui garantissent la convergence de la suite de prix associés
pour toutes les options qui véri�ent (1). Ce résultat se montre d'une part à partir des
résultats sur la convergence en loi des processus de Lévy de Jacod, Shiryaev [41], et
d'autre part, par une propriété d'uniforme intégrabilité qui découle de la factorisation
de Wiener-Hopf.

Dans un deuxième temps, on suppose que la suite de processus de Lévy converge
en loi sous les mesures initiales. On s'intéresse alors aux conditions sous lesquelles
la suite de prix d'options associée converge. Ce type de problème a par exemple
été étudié par Shiryaev [74] et Hubalek, Schachermayer [37] dans le cadre d'une
suite de modèles discrets convergeant vers le modèle de Black-Scholes. Le deuxième
résultat important de ce chapitre (Théorème 2.2) consiste à obtenir pour une suite
de modèles de Lévy exponentiels, des conditions sur les paramètres de Girsanov
(βn, Y n) qui impliqueront la convergence de la suite de prix associés.

Aucune hypothèse n'est faite dans ces premiers résultats sur le choix de la me-
sure martingale. Dans la pratique, on choisit en général une mesure en appliquant
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INTRODUCTION 6

un critère d'optimisation sur l'ensemble des mesures martingales équivalentes. Les
choix les plus classiques consistent à rechercher la mesure martingale Q qui minimise
E[f(dQdP )], où f est une fonction strictement convexe et P désigne la mesure initiale.
On s'intéresse ici aux mesures minimales associées aux fonctions les plus couramment
employées, à savoir l'entropie relative donnée par f(x) = x ln(x), et étudiée par Miya-
hara, Fujiwara [32], [56] et Hubalek, Sgarra [38], la divergence logarithmique donnée
par f(x) = − ln(x) et considérée par Kallsen [49], et les f q-divergences qui sont les
fonctions puissances de la forme f(x) = xq, avec q > 1 ou q < 0 ( Jeanblanc, Klöppel,
Miyahara [43]). On peut noter que toutes ces fonctions véri�ent f ′′(x) = axγ pour
un a > 0 et γ ∈ R. On étudie alors en fonction de γ le comportement asymptotique
de la suite de prix associés à une mesure minimale (Théorèmes 2.8, 2.15,2.19). On
obtient en particulier des exemples et des contre-exemples, (cf. exemples 2.1 à 2.5),
à la convergence vers le prix associé à la mesure minimale pour le modèle limite.

La �n du chapitre est consacrée à un nouveau problème de continuité qui apparaît
en lien avec l'étude précédente : on considère un modèle de Lévy �xé et on cherche à
obtenir des propriétés de continuité en γ des prix associés aux mesures fγ-minimales,
où f ′′γ (x) = axγ .

Le Chapitre 3 est consacré à l'étude de la préservation de la propriété de Lévy
et de l'invariance par changement d'intervalle de temps pour les mesures minimales.
En e�et, il a été noté dans Essche, Schweizer [29] et Klöppel [49] que pour l'entropie
relative, la divergence logarithmique ou les f q-divergences, la mesure minimale, lors-
qu'elle existe, préserve la propriété de Lévy : le processus X reste un processus de
Lévy sous la mesure minimale Q. De plus, pour ces fonctions, la mesure minimale ne
dépend pas de l'intervalle de temps considéré. On cherche dans ce chapitre à détermi-
ner plus précisément les fonctions régulières qui véri�ent ces propriétés. On montre
d'abord par l'étude de modèles élémentaires, que la préservation de la propriété de
Lévy n'est pas nécessairement véri�ée par une mesure minimale. Le résultat principal
de ce chapitre est le Théorème 3.2. On y montre que pour la plupart des modèles
de Lévy, et sous certaines conditions d'intégrabilité sur la densité de la mesure mini-
male, les fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R, sont les seules à préserver
la propriété de Lévy.

On s'intéresse ensuite plus en détail aux fonctions de la forme f ′′(x) = axγ . On
donne dans le Théorème 3.1, des conditions nécessaires et su�santes d'existence
d'une mesure minimale ainsi qu'une expression des paramètres de Girsanov qui lui
sont associés.

L'intérêt de l'étude des mesures minimales réside en grande partie dans leur uti-
lisation pour la détermination de stratégies optimales. En e�et, il a été montré dans
Bellini, Frittelli [6], Frittelli [31], et Goll, Rüschendorf [34] qu'une dualité existe entre
la recherche d'une stratégie maximisant une certaine fonction d'utilité u et la minimi-
sation de la f -divergence associée à la fonction convexe conjuguée à u sur l'ensemble
des mesures martingales. Ainsi, la minimisation de l'entropie relative est liée à la
maximisation d'une utilité exponentielle, la minimisation d'une f q-divergence à la
maximisation d'une utilité puissance et la minimisation d'une divergence logarith-
mique à la maximisation d'une fonction d'utilité logarithmique. On donne dans le
Théorème 3.24 une expression des stratégies optimales pour les fonctions d'utilité
associées aux f -divergences qui préservent la propriété de Lévy et pour lesquelles la
mesure minimale est invariante par changement d'échelle. Ceci signi�e que la mesure
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INTRODUCTION 7

f -minimale Q∗, si elle existe, minimise sur l'ensemble des mesures martingales la
quantité EP [f(cdQtdPt

)], pour tout t ≥ 0 et tout c > 0. On obtient en particulier une
expression uni�ée de la stratégie optimale pour les utilités exponentielle, logarith-
mique, ou puissance qui correspondent aux f -divergences de la forme f ′′(x) = axγ .

Le Chapitre 4 concerne l'étude de modèles de Lévy exponentiels avec change-
point. Dans un marché �nancier, di�érents événements peuvent entraîner un chan-
gement du comportement du prix d'un actif risqué. Certains d'entre eux, comme
la divulgation d'information dans la presse ou un changement brutal du prix d'une
matière première ne dépendent pas du prix de l'actif lui-même, tandis que d'autres,
comme le premier instant d'atteinte d'un seuil psychologique pour le prix de l'actif
risqué en sont une fonction directe. Ce type de dépendance du temps des paramètres
peut être modélisé à l'aide de fonctions constantes par morceaux. Nous appelons
un tel modèle, modèle avec change-point. L'étude de problèmes de change-point a
probablement débuté avec les articles de Page [59],[60] dans un contexte d'a poste-
riori et les travaux de Shiryaev dans le cadre de la détection la plus rapide [73]. Ces
questions ont ensuite été considérées dans de nombreux articles, par exemple par
Vostrikova [79],[80],[81],[82] en ce qui concerne la détection de changements dans la
moyenne de processus de Wiener, ou par Kutoyants pour la détermination d'instants
de changement pour les paramètres de di�usions [51]. Dans un contexte �nancier, la
question de la détection a notamment été étudiée dans Shiryaev [75], Dias, Embrechts
[20], Andreou, Ghysels [2]. Le problème du calcul de prix d'options a également été
considéré par Guo [35], Elliott, Chan, Siu [27]. Nous nous limitons ici à un cas très
simple : on considère un instant de change-point τ de loi α, indépendant de l'évolu-
tion du prix de l'actif risqué, et on suppose que le prix de l'actif risqué est modélisé
de part et d'autre du change-point par des modèles de Lévy exponentiels associés à
des processus de Lévy L et L̃ respectivement. Le but de ce chapitre est d'obtenir dans
ce cadre des résultats concernant la minimisation de f -divergence sur l'ensemble des
mesures martingales, puis de les appliquer à la détermination de stratégies maximi-
sant une fonction d'utilité. Une f -divergence étant donnée, on suppose que les deux
modèles de Lévy associés aux processus L et L̃ admettent des mesures f -minimales.
On suppose de plus que ces mesures minimales préservent la propriété de Lévy et
sont invariantes par changement d'échelle. On montre alors dans le Théorème 4.10
que la mesure minimale pour le modèle avec change-point peut s'exprimer en fonc-
tion des mesures minimales associées aux deux processus de Lévy sous-jacents. En
particulier, pour les fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ , on obtient une expression
entièrement explicite de la densité de la mesure minimale. Ce résultat nous permet
alors d'obtenir une expression des stratégies optimales pour les fonctions d'utilité
associées aux fonctions convexes de la forme f ′′(x) = axγ (Théorème 4.16). On
donne �nalement les expressions pour quelques prix d'options dans un modèle avec
change-point. On étudie plus particulièrement le cas du modèle de Black-Scholes et
on compare, dans ce cadre, les prix associés aux di�érentes mesures fγ-minimales.
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Chapitre 1

Modèles de Lévy exponentiels

1.1 Processus de Lévy

Soit (Ω,F ,F, P ) un espace probabilisé �xé.

Dé�nition 1.1 Un processus X = (Xt)t≥0 dé�ni sur l'espace (Ω,F ,F, P ), à valeurs
dans Rd, adapté et càdlàg, est un processus de Lévy si :

i) Pour tous s, t ≥ 0, Xt+s −Xs est indépendant de Fs.
ii) Pour tous s, t ≥ 0, Xt+s −Xs a même loi que Xt.
iii) X0 = 0 p.s

Dans la suite on supposera que F = (Ft)t≥0 est la complétée de la �ltration
engendrée par le processus X. L'indépendance et la stationnarité des accroisse-
ments du processus X permettent de montrer la continuité à droite de la �ltration
F (cf.[8],Ch1.Prop 4) : pour tout t ≥ 0,

Ft =
⋂
s>t

Fs.

Il découle immédiatement de la dé�nition qu'un processus de Lévy est un processus
de Markov, mais on peut également montrer que la propriété de Markov forte est
véri�ée :

Théorème 1.2 (Propriété de Markov forte, [8] Ch1.Prop.6) Soit τ un temps
d'arrêt tel que P (τ < +∞) > 0. Alors conditionnellement à {τ < +∞}, le processus
(Xτ+t −Xτ )t≥0 est indépendant de Fτ et a même loi que X.

On rappelle maintenant quelques propriétés des sauts d'un processus de Lévy. On
note µX la mesure de sauts associée à X dé�nie par

µX(ω, dt, dx) =
∑

0≤s<+∞
1{∆Xs(ω)6=0}δ(s,∆Xs)(dt, dx)

où δ représente la mesure de Dirac. L'indépendance et la stationnarité des accrois-
sements de X se re�ètent dans les processus de sauts associés :

Théorème 1.3 ([64],Ch1. Th.39) Soit X un processus de Lévy et Λ1,Λ2 ∈ B(Rd∗)
tels que 0 /∈ Λ1

⋃
Λ2 et Λ1

⋂
Λ2 = ∅. Alors les processus

Y =
∑

0<s≤.
∆Xs1{∆Xs∈Λ1} et Z =

∑
0<s≤.

∆Xs1{∆Xs∈Λ2}

8
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 9

sont des processus de Lévy indépendants.

Ici, et dans toute la suite, Rd∗ représente l'ensemble Rd \ {(0, ..., 0)}.
On dé�nit également la mesure de Lévy ν de X : pour tout B ∈ B(Rd∗),

ν(B) = E[Card(s ≤ 1,∆Xs ∈ B)].

On note P la tribu prévisible, c'est-à-dire la tribu sur Ω × R+ engendrée par les
processus continus à gauche. On dit aussi qu'une fonction f : Ω × R+ × Rd∗ −→ R
est prévisible si elle est P ⊗ B(Rd)-mesurable.

Du fait de l'indépendance et de la stationnarité des accroissements, le compensa-
teur de la mesure µ est déterministe et égal à ν(dx)ds. On rappelle que ceci signi�e
que pour toute fonction prévisible positive f : Ω× R+ × Rd∗ −→: R+,

E
[ ∑

0<s≤t
f(ω, s,∆Xs)

]
= E

[ ∫ t

0

∫
Rd∗

f(ω, s, x)ν(dx)ds
]
.

On peut alors déduire de cette égalité et de la formule d'Itô le résultat suivant :

Théorème 1.4 (Formule exponentielle, [8],Ch0.p8) Soit X un processus de Lévy
et ν sa mesure de Lévy. Soit f : Rd → C une fonction borélienne véri�ant f(x) = x
sur un voisinage de 0 et telle que

∫
Rd |1− ef(x)|ν(dx) < +∞. Alors pour tout t ≥ 0,

E
[

exp
( ∑

0<s≤t
f(∆Xs)

)]
= exp

[
− t
∫

Rd∗
(1− ef(x))ν(dx)

]
.

Cette formule permet notamment d'obtenir la condition d'intégrabilité qui doit être
véri�ée par la mesure de Lévy ν :∫

Rd
(1 ∧ |x|2)ν(dx) < +∞.

En se basant en particulier sur le Théorème 1.3 et les propriétés des martingales de
carré intégrable, on peut alors montrer le théorème de décomposition suivant :

Théorème 1.5 ([52], Th2.1) Soit X un processus de Lévy et h une fonction à
support dans [−1, 1]d et valant x sur un voisinage de 0. Alors X se décompose en la
somme de trois processus de Lévy indépendants :

X
(1)
t = cWt + bt

X
(2)
t =

∫ t
0

∫
Rd∗ h(x)(µX(dx, ds)− ν(dx)ds)

X
(3)
t =

∑
0<s≤t

(
∆Xs − h(∆Xs)

)
où b ∈ Rd, c est une matrice symétrique positive, et ν est la mesure de Lévy de X.

Ce résultat s'énonce habituellement pour la fonction de troncation h(x) = x1{|x|≤1}.
Cependant, certains résultats du Chapitre 2 nécessiteront l'utilisation d'une fonction
continue. On suppose donc ici, et dans toute la suite, que la fonction h a été �xée
continue.

En utilisant la formule exponentielle, on déduit de cette décomposition la formule
de Lévy Khintchine :
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 10

Théorème 1.6 Soit X un processus de Lévy. Alors il existe une fonction ψ telle que
pour tout t ≥ 0 et tout u ∈ Rd, E[ei<u,Xt>] = e−tψ(u).

Avec les notations du Théorème précédent,

ψ(u) = i < b, u > +
1
2
>ucu+

∫
Rd

(
ei<u,x> − 1− i < u, h(x) >

)
ν(dx)

Le triplet (b, c, ν) est appelé triplet caractéristique du processus de Lévy X.

On reconnaît ici la forme générale de l'exposant caractéristique d'une distribution
in�niment divisible. Il existe donc une bijection entre l'ensemble des lois in�niment
divisibles et l'ensemble des lois des processus de Lévy.

Ainsi, le triplet (b, c, ν) caractérise la loi d'un processus de Lévy. Dans tout ce
travail, on donnera autant que possible les résultats en fonction de ce triplet. Pour
�nir ce paragraphe, on rappelle la caractérisation de la famille des processus de Lévy
monotone en fonction du triplet (b, c, ν) qui nous sera utile par la suite. On dit qu'un
processus de Lévy à valeurs réelles est monotone si la fonction t 7→ Xt(ω) est soit
croissante pour tout ω ∈ Ω, soit décroissante pour tout ω ∈ Ω.

Proposition 1.7 ([52],Lemme 2.14) Soit X un processus de Lévy de caractéris-
tiques (b, c, ν) à valeurs dans R. X est monotone si et seulement si l'une des deux
conditions suivantes est véri�ée :

c = 0, supp(ν) ⊆ R+∗, b− ∫R∗ h(x)ν(dx) ≥ 0.
c = 0, supp(ν) ⊆ R−∗, b− ∫R∗ h(x)ν(dx) ≤ 0.

1.2 Description du marché �nancier

On considère dans ce travail un marché �nancier constitué de d actifs risqués
modélisés par un processus stochastique S à valeurs dans R+∗d. Chaque composante
de S est de la forme

S(i) = S
(i)
0 eX

(i)

où S
(i)
0 > 0 et X = (X(1), ..., X(d)) est un processus de Lévy à valeurs dans Rd dé�ni

sur l'espace probabilisé �ltré (Ω,F ,F, P ).
On suppose qu'il existe également un actif non-risqué B dont la valeur à l'instant

t est donnée par la fonction
Bt = B0e

rt

où B0 ≥ 0 et r ≥ 0 représente le taux d'intérêt, ici supposé constant.

Un investisseur partage alors à chaque instant son capital entre les di�érents
actifs. Cette stratégie est représentée par un processus Φ = (η, φ) où η est la quantité
investie sur B et φ = (φ(1), ..., φ(d)) est la quantité investie sur les d actifs risqués.

On rappelle que si chaque composante φ(i) est intégrable par rapport à S(i), alors
l'intégrale φ · S de φ par rapport à S est donnée par

(φ · S)t =
d∑
i=1

∫ t

0
φ(i)
s dS

(i)
s .

On dé�nit plus généralement l'intégrale vectorielle stochastique de la façon suivante :
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 11

Dé�nition 1.8 ([15], Déf. p.130) On dit qu'un processus prévisible φ est S-intégrable,
et que φ · S = Y , si Y est une semimartingale telle que φ1|φ|≤n · S converge dans la
topologie des semimartingales d'Emery vers Y .

De façon générale, si S est une martingale locale, φ · S n'est pas nécessairement une
martingale locale (cf. [28]). On a cependant le résultat suivant, qui découle de Ansel,
Stricker [3], Cor.3.5 :

Proposition 1.9 Soit S une martingale locale et φ un processus prévisible S-intégrable.
Si il existe a ∈ R tel que φ · S ≥ a presque sûrement, alors φ · S est une martingale
locale.

On dé�nit maintenant l'ensemble des stratégies admissibles relativement à notre
modèle :

Dé�nition 1.10 Une stratégie admissible est un processus prévisible Φ = (η, φ) à
valeurs dans Rd+1 tel que η est B-intégrable, φ est S-intégrable et pour lequel il existe
un réel a ∈ R tel que pour tout t ≥ 0,

(φ · S)t ≥ −a.

On note A l'ensemble des stratégies admissibles.
La valeur à l'instant t du portefeuille associée à une stratégie Φ ∈ A est

Vt(Φ) = V0 + ηtBt +
d∑
i=1

φ
(i)
t S

(i)
t .

On dit qu'une stratégie est auto-�nancée si elle est admissible et pour tout t ≥ 0,

Vt(Φ) = V0(Φ) +
∫ t

0
ηsdBs + (φ · S)t.

Une stratégie auto�nancée est donc une stratégie pour laquelle il n'y a ni retrait,
ni apport extérieur au portefeuille mais pour laquelle les variations de capital pro-
viennent uniquement de l'évolution des prix des actifs.

L'actif non-risqué B joue le rôle de numéraire. Le gain d'une stratégie est donc
mesuré par la valeur actualisée du portefeuille V ∗t (Φ) = Vt(Φ)

Bt
. Plus généralement, on

a�ectera d'une étoile toute les quantités actualisées, en particulier le prix actualisé
de l'actif risqué S∗ = S

B . Une application simple de la formule d'Itô donne alors le
résultat suivant.

Lemme 1.11 ([58], Lemma 3.1.3) Soit Φ une stratégie auto�nancée. Alors

V ∗t (Φ) = V ∗0 (Φ) + (Φ · S∗)t.

Notons qu'il découle alors de la dé�nition d'une stratégie admissible et de la
Proposition 1.9, que si S∗ est une martingale locale, alors V ∗ est également une
martingale locale.

On considérera dans la suite le marché sur un intervalle de temps �xé et �ni
[0, T ].
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 12

Dé�nition 1.12 Une stratégie auto�nancée Φ constitue une opportunité d'arbitrage
si

V ∗0 (Φ) = 0 , P (V ∗T (Φ) ≥ 0) = 1 , P (V ∗T (Φ) > 0) > 0.

L'arbitrage modélise donc la possibilité de faire un pro�t sans prendre de risque, et
on supposera par la suite qu'il n'y a pas d'opportunité d'arbitrage dans le marché.
On utilisera également une condition légèrement plus forte :

Dé�nition 1.13 Une suite de stratégies admissibles (Φn)n≥0 constitue un "Free
Lunch with Vanishing Risk" (FLVR) s'il existe une variable aléatoire strictement
positive bornée f telle que pour tout n,∫ T

0
φns dS

∗
s ≥ f −

1
n

et véri�ant

lim
n→+∞

∫ T

0
φns dS

∗
s = f p.s

On dit qu'un marché est NFLVR s'il n'existe pas de telles opportunités.

Un marché NFLVR exclut donc la possibilité d'avoir une suite de stratégies pour
laquelle le risque devient arbitrairement petit.

Un problème important sur le marché consiste en la détermination du prix et la
réplication d'actifs conditionnels. On considère dans ce travail des options sur l'actif
risqué S avec une échéance �xée �nie T ≥ 0. La valeur de l'actif conditionnel à
l'instant T est alors donnée par une fonction de payo� g : D([0, T ]) −→ R+ dé�nie
sur l'espace des fonctions càdlàg sur [0, T ]. On rappelle en particulier les exemples
suivants pour des options d'achat dans le cas unidimensionnel :

Options européennes :

g(S) = (ST −K)+ , K ≥ 0

Options asiatiques :

g(S) = (
1
T

∫ T

0
Ssds−K)+ , K ≥ 0

Options lookback :

g(S) = ( sup
0≤s≤T

Ss −K)+ , K ≥ 0.

Dé�nition 1.14 Le modèle est dit complet si pour tout actif conditionel dont la
fonction de payo� g est bornée, il existe une stratégie admissible auto�nancée φ pour
laquelle :

i) il existe des constantes a et b telles que P (∀t ≤ T, a ≤ V ∗t (φ) ≤ b) = 1
ii) g(S) = V ∗T (φ) P.ps.

Notons que d'après le Lemme 1.11, on aura g(S) = V ∗T (φ) si et seulement si il existe
un réel x∗ et un processus prévisible S-intégrable φ tel que

g(S)
BT

= x∗ +
∫ T

0
φsdS

∗
s . (1.1)

Ainsi, la complétude d'un marché est liée à la possibilité d'obtenir des décompositions
du type (1.1) pour les variables aléatoires bornées FT -mesurables.
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 13

1.3 Modèles de Lévy et mesures martingales équivalentes

Les notions d'arbitrage et de complétude d'un marché dé�nies dans la section
précédente peuvent s'exprimer en termes de mesures martingales équivalentes.

Dé�nition 1.15 On appelle mesure martingale équivalente (MME) toute mesure Q
équivalente à P sous laquelle S∗ est une martingale. On note M l'ensemble de ces
mesures.

Dans le cadre des modèles de Lévy, un sous-ensemble intéressant deM est constitué
des mesures martingales qui préservent la propriété de Lévy.

Dé�nition 1.16 On dit qu'une MME Q préserve la propriété de Lévy si X est encore
un processus de Lévy sous Q. On noteM′ l'ensemble de ces mesures.

On cherche maintenant à caractériser l'ensemble des éléments de M et de M′.
Pour cela, on commence par rappeler le théorème de Girsanov qui permet d'exprimer
les caractéristiques de semimartingales (bQ, cQ, νQ) deX sous la mesureQ en fonction
des caractéristiques (b, c, ν) sous P .

Théorème 1.17 (cf [41],Th III.3.24) Soit Q une mesure localement absolument
continue par rapport à P . Il existe alors une fonction prévisible positive ou nulle Y
et un processus prévisible β véri�ant Q-p.s et pour tout t ≥ 0,∫

Rd
|h(x)(Yt(x)− 1)|ν(dx) < +∞

d∑
i,j=1

∫ t

0

>βisc
ijβjsds < +∞

et tels que 
b
Q,(i)
t = b(i) +

∑d
j=1 c

ijβjt +
∫

Rd h
(i)(x)(Yt(x)− 1)ν(dx)

cQt = c

νQt (dx) = Yt(x)ν(dx).

(1.2)

Nous appelerons par la suite β et Y les paramètres de Girsanov du changement de
mesure.

Ce résultat est vrai pour toute mesure absolument continue par rapport à P . On
peut alors caractériser les éléments deM et deM′ en fonction de leurs paramètres
de Girsanov.

Théorème 1.18 Soit Q une mesure localement absolument continue par rapport à
P de paramètres de Girsanov β et Y . Alors

Q ∈M si et seulement si P -p.s et pour tout t ≥ 0,

Yt(x) > 0 (ν − pp) et
∫

Rd
(
√
Yt(x)− 1)2ν(dx) < +∞,

∫
x≥1

(ex − 1)Yt(x)ν(dx) < +∞,
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 14

b+
1
2
diag(c) + cβt +

∫
Rd

(ex − 1)Yt(x)− h(x)ν(dx) = 0. (1.3)

Q ∈ M′ si de plus il existe β ∈ Rd et une fonction borélienne Y strictement
positive telle que P -p.s, pour tout t ≥ 0 et tout x ∈ Rd,

βt = β et Yt(x) = Y (x). (1.4)

Parmi les conditions de ce théorème, la première garantit l'équivalence des me-
sures Q et P et la deuxième assure EQ[eXt ] < +∞. On peut ensuite montrer par la
formule d'Itô que (1.3) est véri�ée si et seulement si S est une martingale sous Q. De
plus, la mesure Q préserve la propriété de Lévy si et seulement si les caractéristiques
(bQ, cQ, νQ) sont déterministes et indépendantes du temps. Par (1.2), ceci sera le cas
si et seulement si (1.4) est véri�é.

Une première conséquence de ce résultat est la suivante :

Proposition 1.19 (cf [42], Th 1.) Soit X un processus de Lévy. Les propriétés
suivantes sont alors équivalentes pour le marché associé :

(i)M 6= ∅
(ii)M′ 6= ∅
Tout élément de M′ appartient bien sûr à M. Pour montrer que (i) implique

(ii), il su�t de remarquer qu'étant donnée une mesure martingale Q de paramètres
de Girsanov (β, Y ), le couple (βt(ω), Yt(ω)) véri�e les conditions du Théorème 1.18
pour presque tout ω ∈ Ω et pour tout t ≥ 0. Ainsi, on obtient une mesure martingale
qui préserve la propriété de Lévy en considérant la mesure associée à (βt(ω), Yt(ω))
pour ω et t �xés.

Du fait de la propriété de représentation des martingales pour les processus de
Lévy, les paramètres de Girsanov (β, Y ) déterminent entièrement le changement de
mesure de P àQ ∈M. Ils permettent en particulier d'écrire explicitement sa densité :

Proposition 1.20 (cf [41] Th III.5.19) Soit Q ∈ M et soit (Zt = dQ
dP |Ft)t≥0 sa

densité de Radon-Nikodym. Alors Z = E(N) où

Nt = (β ·X(c))t +
∫ t

0

∫
Rd∗

(Ys(x)− 1)(µX − ν(dx)ds)

On peut maintenant caractériser les propriétés NFLVR et de complétude du
marché par des conditions sur l'ensembleM.

Théorème 1.21 Dans le cadre d'un modèle de Lévy exponentiel, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Le marché �nancier associé est NFLVR.
(ii)M 6= ∅.
Remarque 1. Il s'agit du Théorème Fondamental du Calcul de Prix d'Options

de Delbaen et Schachermayer (cf. [18],[19]). Ce résultat donne dans le cadre beaucoup
plus général des semimartingales l'équivalence entre (i) et l'existence d'une mesure
équivalente sous laquelle S est une sigma-martingale. Or, si X est un processus de
Lévy, S = eX est une sigma-martingale si et seulement si S est une martingale ce
qui donne l'équivalence avec (ii).
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 15

Remarque 2. Dans le cadre des modèles unidimensionnels, il a été noté dans
[42], [72] que ces propriétés sont véri�ées si et seulement si le processus de Lévy X
n'est pas monotone. Ainsi, par le Lemme 1.7, la propriété NFLVR peut s'écrire en
terme de conditions sur le triplet caractéristique de X. Un résultat similaire a été
obtenu dans [47] pour le cas multidimensionnel mais dans le cadre de modèles avec
contraintes.

On caractérise maintenant de même la complétude d'un marché �nancier :

Théorème 1.22 ([47],Prop 3.12) On considère un modèle de Lévy exponentiel
pour lequel le marché associé est NFLVR. Alors, les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le marché �nancier associé est complet.
(ii)M est réduit à un point.
(iii) supp(ν) contient au plus k points, où k est la dimension du noyau de c, et

supp(ν) ⊆ {x ∈ Rd, c(ex − 1) = 0}.
L'équivalence entre (i) et (ii) a par exemple été montrée dans [19] et l'équivalence

entre (ii) et (iii) se montre à partir de (1.3).

1.4 Prix d'options et stratégies optimales

Dans un marché complet, le processus de prix S a la propriété de représentation
prévisible relativement à l'unique mesure martingale équivalente Q ([76], Th1.17).
Ceci signi�e que pour toute variable aléatoire H, FT -mesurable et intégrable par
rapport à Q, il existe un unique processus prévisible φ̂ tel que

H = EQ[H] + (φ̂ · S)T

et pour lequel φ̂ · S est une Q-martingale. On associe alors à l'option de fonction de
payo� H le prix EQ[H] et φ̂ est une stratégie admissible qui permet de répliquer la
valeur H à l'instant T . Dans des cas simples, le prix d'une option peut être déterminé
explicitement. On rappelle en particulier que pour une option d'achat européenne,

EQ[(ST −K)+] = Φ
( ln(S0

K ) + T (r + σ2

2 )

σ
√
T

)
−Ke−rTΦ

( ln(S0
K )− T (r + σ2

2 )

σ
√
T

)
où Φ est la fonction de répartition de la loi normale standard.

Cependant, la plupart des modèles de Lévy sont incomplets et l'ensemble des
prix admissibles {EQ[H], Q ∈M} recouvre un intervalle de R+. Cet ensemble a plus
particulièrement été étudié pour des fonctions de payo� qui ne dépendent que de la
valeur �nale : H = g(ST ). Il a notamment été montré (cf [24],[42]) que pour une
large classe de modèles de Lévy et de fonctions g,

{EQ[g(ST )], Q ∈M} =]e−rT g(S0), S0[

et que les prix associés aux éléments deM′ sont denses dans cet ensemble. L'inter-
valle ici obtenu est l'intervalle de non-arbitrage : toute valeur en-dehors permet un
arbitrage pour l'acheteur ou pour le vendeur.
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 16

D'autre part, une mesure martingale étant choisie, il est en général di�cile de don-
ner une forme explicite du prix EQ[g(S)]. On peut toutefois obtenir des expressions
sous forme intégrale par transformation de Fourier (cf. [11],[63],[61]). On rappelle ici
un résultat de [61] valable pour tous les modèles de semimartingales et qui concerne
les options dont le payo� ne dépend que de la valeur �nale :

Théorème 1.23 (cf [61], Th 3.5) On suppose que le prix d'un actif est modélisé
par une semimartingale exponentielle : S = eX . On considère une option de payo�
g(XT ). On suppose de plus qu'il existe deux intervalles I1 et I2 de R tels que :

i) Pour tout R ∈ I1,
∫

R e
−Rxg(x)dx < +∞

ii) Pour tout z ∈ I2, EQ[ezXT ] < +∞
iii) I1

⋂
I2 6= ∅

Alors, pour tout R ∈ I1
⋂
I2,

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫
R
EQ[e(R−iu)XT ]Fg(u+ iR)du

avec Fg(z) =
∫

R e
izxg(x)dx.

L'expression de la fonction caractéristique est donnée par les caractéristiques de X
sous la mesure Q. En particulier, si X a pour caractéristiques (b, c, ν) sous P , et si
(β, Y ) sont les paramètres de Girsanov du changement de mesure de P à Q ∈ M′,
on a EQ[ezXT ] = e−TψQ(z) avec

ψQ(z) = (b+ cβ)z +
c

2
z2 +

∫
R

(
(ezx − 1)Y (x)− zh(x)

)
ν(dx)

La transformée de Fourier de la fonction de payo� peut se calculer explicitement
dans certains cas simples ([61], Section 3.4). En particulier, pour une option d'achat
européenne, c'est-à-dire pour laquelle g(x) = (x−K)+,

Fg(z) =
K1+iz

iz(1 + iz)
.

Lorsqu'un modèle est incomplet, il n'existe généralement pas de stratégies ad-
missibles permettant de répliquer une option. On utilise cependant di�érents critères
d'optimalité pour choisir une des stratégies appartenant à A. Une possibilité consiste
à chercher une stratégie qui maximise une certaine fonction d'utilité des gains.

Dé�nition 1.24 On appelle fonction d'utilité une fonction u :]x,+∞[→ R de classe
C1, strictement croissante, strictement concave et telle que

lim
x→+∞u

′(x) = 0

lim
x→xu

′(x) = +∞

où x = inf{x, x ∈ dom(u)} ∈ [−∞, 0].

Les fonctions les plus couramment employées sont u(x) = ln(x), u(x) = xp

p avec

p < 1 ou u(x) = 1 − e−x. On dé�nit �nalement la stratégie optimale associée à la
fonction d'utilité u.
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CHAPITRE 1. MODÈLES DE LÉVY EXPONENTIELS 17

Dé�nition 1.25 Une stratégie φ̂ ∈ A est u-optimale sur [0, T ] si

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].

Une suite de stratégies (φ̂(n))n≥1 est asymptotiquement u-optimale sur [0, T ] si

lim
n→+∞E[u(x+ (φ̂(n) · S)T )] = sup

φ∈A
E[u(x+ (φ · S)T )].
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Chapitre 2

Propriétés de continuité des prix

d'options

2.1 Introduction

Les modèles mathématiques pour les actifs �nanciers dépendent d'un certain
nombre de paramètres qui doivent être estimés. Par exemple, les paramètres d'un
modèle de Black-Scholes sont le drift et la volatilité ; il y a quatre paramètres pour
un modèle CGMY et cinq pour un modèle hyperbolique généralisé. Ces di�érents
paramètres sont généralement calibrés à partir de données du marché, et on les
suppose constants sur un certain intervalle de temps. Il est cependant légitime de
penser qu'ils varient en fonction de l'information croissante dont disposent les acteurs
du marché et il est donc intéressant d'étudier l'in�uence d'une petite variation des
paramètres sur les prix d'options. Les di�érents paramètres n'auront pas la même
importance dans ce type de problème et certains ne devraient jouer aucun rôle. En
e�et, le drift n'apparaît par exemple pas dans la formule de Black-Scholes.

On s'intéresse ici à une suite de modèles de Lévy exponentiels qui converge en un
sens à préciser vers un modèle limite et on cherche des conditions de convergence sur
les caractéristiques du modèle qui entraîneront la convergence du prix des options. Un
problème de ce type a d'abord été considéré dans [37], où on étudie en particulier la
convergence de la suite de prix d'options associés à des modèles discrets convergeant
vers un modèle de Black-Scholes. La question du lien entre la convergence de la suite
de processus de prix sous les mesures initiales et leur convergence sous les mesures
martingales a également été étudiée dans [74] pour une suite de modèles de Cox-
Ross-Rubinstein convergeant vers un modèle de Black-Scholes.

On introduit le formalisme suivant : on considère une suite de bases stochastiques
(Ωn,Fn,Fn, Pn), où Fn est une �ltration continue à droite et complétée telle que
Fn =

∨
t≥0Fnt . On considère sur chaque espace un processus de Lévy Xn à valeurs

réelles de caractéristiques (bn, cn, νn) et on y associe un modèle de Lévy exponentiel :
l'actif risqué est modélisé par le processus

Snt = Sn0 exp{Xn
t } (2.1)

et l'actif non-risqué par
Bn
t = Bn

0 exp{rnt}.

18
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 19

On considère également une option d'échéance �xée T . On suppose que la fonction
de payo� g qui lui est associée est continue sur l'espace de Skorokhod D([0, T ]) et
qu'il existe des constantes positives A et B telles que

g(S) ≤ A sup
0≤s≤T

|Ss|+B. (2.2)

Cette condition est en particulier véri�ée pour les options d'achat européennes dont
la fonction de payo� vaut g(S) = (ST − K)+, pour une option asiatique donnée

par g(S) = (ST − 1
T

∫ T
0 Ssds)+, pour une option lookback qui correspond au cas

g(S) = (sup0≤s≤T Ss −K)+ ainsi que pour les options de vente correspondantes.

On suppose également que pour tout n ≥ 1, l'ensemble des mesures martingales
équivalentes (MME) associées au modèle est non-vide. On rappelle que par le Théo-
rème 1.21, ceci est équivalent à supposer que les processusXn ne sont pas monotones.
De plus, d'après la Proposition 1.19, l'ensemble des MME qui préservent la propriété
de Lévy est également non-vide et on choisit une de ces mesures que l'on note Qn.
On note alors (βn, Y n) les paramètres de Girsanov de ce changement de mesure et
on rappelle qu'ils véri�ent les conditions énoncées dans le Théorème 1.18. On ne fait
pour l'instant aucune hypothèse sur Qn mais on supposera dans la section 2.3 que ces
mesures sont les solutions de problèmes de minimisation sur l'ensemble des mesures
martingales équivalentes. Qn étant choisie, on associe à l'option le prix

Cn
T = EQn [g(S̃n)]

où S̃n = Sn/Bn représente le prix actualisé de l'actif risqué. Dans la suite de ce
chapitre, on supposera que rn = 0 et on considèrera donc Sn plutôt que S̃n. Le cas
général s'obtient en remplaçant le drift du processus de Lévy Xn bn par bn − rn.

On suppose que notre suite de modèles tend dans un sens à préciser vers un
autre modèle de Lévy exponentiel. Celui-ci est dé�ni par un processus de Lévy X
de caractéristiques (b, c, ν) dé�ni sur un espace (Ω,F ,F, P ). On note alors comme
précédemment les deux actifs

St = S0e
Xt

Bt = B0e
rt

où S0, B0 sont les valeurs initiales et r ≥ 0 est le taux d'intérêt. Comme pour les
modèles de la suite, on suppose dans la suite que r = 0.

Le chapitre s'organise de la façon suivante. On donne d'abord des conditions de
convergence sur les paramètres (bn, cn, νn, βn, Yn) qui entraînent la convergence de la
suite de prix d'options associés (section 2.2). On applique ensuite ces résultats lorsque
les mesures martingales sont choisies selon di�érents critères d'optimisation (section
2.3). On étudie �nalement l'in�uence du choix de la mesure sur le prix (section 2.4).

2.2 Continuité des prix d'options

On suppose dans un premier temps que le modèle limite admet une mesure
Q ∈ M′. On note (β, Y ) ses paramètres de Girsanov qui véri�ent les conditions
du Théorème 1.18. On cherche alors à déterminer des conditions sur les caractéris-
tiques et les paramètres de Girsanov sous lesquelles la suite de prix converge vers le
prix dans le modèle limite.
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 20

Théorème 2.1 On suppose que la fonction de payo� g véri�e (2.2). On suppose de
plus que

1. limn→+∞ Sn0 = S0

2. limn→+∞ cn +
∫

R∗ h
2(x)Y n(x)νn(dx) = c+

∫
R∗ h

2(x)Y (x)ν(dx)
3. Pour toute fonction continue bornée f telle que limx→0

f(x)
x = 0,

lim
n→+∞

∫
R∗

(ex − 1)f(x)Y n(x)νn(dx) =
∫

R∗
(ex − 1)f(x)Y (x)ν(dx)

Alors
lim

n→+∞Cn
T = CT (2.3)

La preuve de ce résultat se fait en deux temps. On utilise d'abord la caractéri-
sation de la convergence en loi de processus de Lévy en termes de caractéristiques
donnée dans le Th VII.2.9 de [41] pour montrer que

L(Sn|Qn) −→ L(S|Q).

Il reste alors à véri�er que la famille (sups≤T Sns )n≥1 est uniformément intégrable.
Ceci s'obtient grâce à la factorisation de Wiener-Hopf pour les processus de Lévy.

Les hypothèses du Théorème 2.1 combinent des conditions sur les caractéris-
tiques des processus sous les mesures initiales et sur les paramètres de Girsanov des
changements de mesure. Il peut également être intéressant de supposer que

L(Xn|Pn) −→ L(X|P ) (2.4)

et de déterminer sous quelles conditions sur les changements de mesure cette conver-
gence se transmet sous les mesures martingales. Les conditions générales pour un tel
résultat sont basées sur la convergence en loi du couple

L((Sn, Zn)|Pn) −→ L((S,Z)|P ).

Cependant, dans le cas des processus de Lévy, on peut donner des conditions simples
en termes de caractéristiques. On introduit pour cela les conditions suivantes : on
suppose que les paramètres de Girsanov (βn, Yn) associés aux changement de mesure
de Pn à Qn véri�ent sur un voisinage de 0 :

Y n(x) = 1 + βnx+ xεn(x) (2.5)

avec limx→0 εn(x) = 0. On suppose de plus qu'il existe β ∈ R et Y une fonction
borélienne positive véri�ant

Y (x) = 1 + βx+ xε(x) et
∫
|x|≥1

Y (x)ν(dx) < +∞ (2.6)

tels que εn converge uniformément vers ε sur un voisinage de 0. On a alors le résultat
suivant :

Théorème 2.2 On suppose que (2.4), (2.5) et (2.6) sont véri�ées. On suppose de
plus que
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 21

j) limn→+∞ βn = β
jj) Pour tout η > 0,

lim
n→+∞

∫
|x|≥η

Y n(x)νn(dx) =
∫
|x|≥η

Y (x)ν(dx).

Alors, pour toute fonction de payo� continue bornée g, on a

lim
n→+∞Cn

T = EP ∗ [g(S)]

où P ∗ est absolument continue par rapport à P et donnée par les paramètres de
Girsanov (β, Y ). De plus, P ∗ est une mesure martingale équivalente pour S si et
seulement si les conditions suivantes sont satisfaites : Y > 0 ν-p.p et

lim
n→+∞

∫
x≥1

exY n(x)νn(dx) =
∫
x≥1

exY (x)ν(dx).

Sous ces conditions supplémentaires, la convergence des prix a lieu pour toute fonc-
tion de payo� qui véri�e (2.2).

On donne d'abord la preuve du Théorème 2.1. Pour cela, on commence par mon-
trer que la suite de processus de Lévy (Xn)n≥1 converge en loi sous les mesures
martingales.

Lemme 2.3 Sous les hypothèses du Théorème 2.1,

L(Xn|Qn) −→ L(X|Q). (2.7)

Preuve D'après le Thèorème VII.2.9 dans [41], la convergence en loi (2.7) est équi-
valente aux trois conditions suivantes sur les caractéristiques :

i) limn→+∞ bQ
n

= bQ

ii) limn→+∞ cQ
n

+
∫

R∗ h
2(x)νQ

n
(dx) = c+

∫
R∗ h

2(x)νQ(dx)
iii) Pour toute fonction continue bornée f telle que limx→0

f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

∫
R∗
f(x)νQ

n
(dx) =

∫
R∗
f(x)νQ(dx)

On rappelle que par le théorème de Girsanov, les caractéristiques de Xn sous Qn

sont 
bQ

n
= bn + βncn +

∫
R∗ h(x)(Y n(x)− 1)νn(dx)

cQ
n

= cn

νQ
n
(dx) = Y n(x)νn(dx)

(2.8)

et que puisque Qn est une mesure martingale,

bQ
n

= −1
2
cn −

∫
R∗

[
(ex − 1− h(x))Y n(x)

]
νn(dx). (2.9)

Des égalités semblables sont véri�ées pour les caractéristiques de X sous Q :
bQ = − c

2 −
∫

R∗
[
(ex − 1− h(x))Y (x)

]
ν(dx)

cQ = c

νQ(dx) = Y (x)ν(dx).
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 22

La condition ii) coïncide alors avec la condition 2. du Théorème 2.1 et la condition
iii) se déduit de 3. Il reste donc à véri�er i). Par (2.9),

bQ
n

= −1
2

[cn +
∫

R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx)]−

∫
R∗

[ex − 1− h(x)− h2(x)
2

]Y n(x)νn(dx).

Les conditions 2. et 3. appliquée à la fonction f(x) = [ex− 1−h(x)− h2(x)
2 ]/(ex− 1)

impliquent alors que les deux termes à droite de l'égalité convergent et que i) est
véri�ée. Ainsi, par le Théorème VII.2.9, (2.7) est véri�ée. 2

On cherche maintenant à montrer l'uniforme intégrabilité de la famille (sups≤T Sns )n≥1.
Celle-ci se déduit de la factorisation de Wiener-Hopf pour les processus de Lévy. On
commence donc par énoncer une version de ce résultat :

Théorème 2.4 (Factorisation de Wiener-Hopf) Soit L un processus de Lévy et
τ un temps exponentiel indépendant de L. Alors, pour tout u ∈ R,

E[eiuLτ ] = E[eiu sup0≤s≤τ Ls ]E[eiu inf0≤s≤τ Ls ].

Cette décomposition peut s'étendre à l'ensemble {z ∈ C : E[|ezL1 |] < +∞} (cf.
[78],[57]). On peut maintenant montrer le lemme suivant :

Lemme 2.5 Supposons que Xn et X sont des processus de Lévy sous des mesures
martingales Qn et Q et que

L(Xn|Qn) −→ L(X|Q).

Alors, pour toute variable aléatoire τ indépendante de Xn et X de loi exponentielle
µq de paramètre q, on a

lim
n→+∞EQ

n×µq( sup
0≤t≤τ

eX
n
t ) = EQ×µq( sup

0≤t≤τ
eXt). (2.10)

Preuve Soit τ une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre q, notée µq et
donnée sur un espace (E, E). On considère un élargissement de l'espace probabilisé
initial (Ω̃n, F̃n, F̃n, Q̃n) où Ω̃n = Ωn × E, F̃n = Fn × E , F̃n = (F̃nt )t≥0 avec F̃nt =
Fnt ⊗ E et Q̃n = Qn × µq. On dé�nit de même un élargissement (Ω̃, F̃ , F̃, Q̃) de
(Ω,F ,F, Q). Les processus Xn et X restent des processus de Lévy avec les mêmes
caractéristiques sous cet élargissement. Comme Qn est une mesure martingale, et
donc EQn [eX

n
1 ] = EQn [eX

n
0 ] = 1, la factorisation de Wiener-Hopf s'étend à u = −i

de sorte que

EQ̃n [esup0≤t≤τ Xn
τ ] =

1
EQ̃n [einf0≤t≤τ Xn

t ]
. (2.11)

D'autre part, les processus Xn et X sont des processus de Lévy et n'ont donc pas
d'instant �xe de discontinuité, et τ est une variable aléatoire indépendante de ces
processus, donc

L( inf
0≤t≤τ

Xn
t |Q̃n) −→ L( inf

0≤t≤τ
Xt|Q̃). (2.12)

Comme einf0≤t≤τ Xn
t ≤ eXn

0 ≤ 1, on déduit du théorème de convergence dominée que

lim
n→+∞EQ̃n [einf0≤t≤τ Xn

t ] = EQ̃[einf0≤t≤τ Xt ]. (2.13)

Finalement, on déduit (2.10) de (2.11) et (2.13). 2

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 23

Lemme 2.6 On suppose que (2.10) est véri�ée. Alors pour tout T ≥ 0, la famille
(sup0≤s≤T Sns )n≥1 est uniformément intégrable.

Preuve On rappelle que
sup

0≤t≤T
Snt = Sn0 e

sup0≤t≤T Xn
t

Pour un q > 0 �xé, on a

esup0≤t≤T Xn
t ≤ eqT

∫ +∞

T
qe−quesup0≤t≤uXn

t du ≤ eqT
∫ +∞

0
qe−quesup0≤t≤uXn

t du

de sorte que
sup

0≤t≤T
Snt ≤ eqTEµq( sup

0≤t≤τ
Snt ). (2.14)

L'égalité (2.10) entraîne par le théorème de Fubini l'uniforme intégrabilité de la fa-
mille de variables aléatoires (Eµq(sup0≤t≤τ Snt ))n≥1. On déduit alors de (2.14) l'uni-
forme intégrabilité de la famille (sup0≤t≤T Snt )n≥1. 2

Ces di�érents lemmes nous permettent maintenant d'obtenir le Théorème 2.1.
Preuve du Théorème 2.1 Par le Lemme 2.5 et la condition 1. du Théorème 2.1, nous
avons

L(Sn|Qn) −→ L(S|Q)

et comme la fonctionnelle g est continue sur D([0, T ]), on a également

L(g(Sn)|Qn) −→ L(g(S)|Q).

On rappelle de plus que par hypothèse, il existeA,B ≥ 0 tels que g(S) ≤ A sup0≤s≤T Ss+
B. Or, d'après le Lemme 2.6, la famille (sup0≤s≤T Sns )n≥1 est uniformément inté-
grable. On en déduit donc la convergence des prix :

lim
n→+∞EQ

n [g(Sn)] = EQ[g(S)] 2

On cherche maintenant à montrer le Théorème 2.2.
Preuve du Théorème 2.2 On commence par noter que par (2.6), on a∫

R∗
(
√
Y (x)− 1)2ν(dx) < +∞.

Ainsi, la martingale

Nt = βX
(c)
t +

∫ t

0

∫
R

(Y (x)− 1)(µX − ν(dx)ds)

est bien dé�nie. Le processus Z∗ = E(N) est alors une martingale positive et dé�nit
donc la densité d'une mesure P ∗ absolument continue par rapport à P dont les
paramètres de Girsanov sont (β, Y ). On cherche maintenant à véri�er les conditions
i), ii) et iii) introduites dans la démonstration du Lemme 2.1. On écrit pour cela

bQ
n

=bn + β(cn +
∫

R∗
h2(x)νn(dx)) +

∫
R∗
h(x)[Y (x)− 1− βh(x)]νn(dx)

+ cn(βn − β) +
∫

R∗
h(x)(Y n(x)− Y (x))νn(dx).
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 24

La condition (2.4) entraîne la convergence des trois premiers termes de la somme.
De plus, on déduit de (2.5) et (2.6) qu'il existe une suite (Cn)n≥1 tendant vers 0 telle
que

h(x)|Y n(x)− Y (x)| ≤ (|βn − β|+ Cn)h2(x).

Ainsi, j) entraîne la convergence vers 0 des deux derniers termes de la somme et on
a donc

lim
n→+∞ b

Qn = b+ cβ +
∫

R∗
h(x)(Y (x)− 1)ν(dx).

On obtient de même ii) en écrivant :

cn +
∫

R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx) =cn +

∫
R∗
h2(x)νn(dx) +

∫
R∗
h2(x)(Y n(x)− Y (x))νn(dx)

+
∫

R∗
h2(x)(Y (x)− 1)νn(dx)

et iii) en écrivant pour toute fonction bornée f qui véri�e limx→0
f(x)
x2 = 0,∫

R∗
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫
R∗
f(x)(Y n(x)− Y (x))νn(dx) +

∫
R∗
f(x)Y (x)νn(dx).

Ainsi, i), ii) et iii) sont véri�ées et donc

L(Xn|Qn) −→ L(X|P ∗).

Comme g est continue et bornée sur D([0, T ]) et limn→+∞ Sn0 = S0, on en déduit la
première partie du théorème.

D'autre part, P ∗ sera une mesure martingale équivalente pour S si et seulement
si on a Y > 0 ν-p.p et

b+
c

2
+ cβ +

∫
R∗

(ex − 1)Y (x)− h(x)ν(dx) = 0.

Par la formule de Girsanov pour bP
∗
, cette dernière égalité est équivalente à

bP
∗

= − c
2
−
∫

R∗
(ex − 1− h(x))Y (x)ν(dx). (2.15)

Or, comme bP
∗

= limn→+∞ bQ
n
, on a

bP
∗

= lim
n→+∞−

cn
2
−
∫
x<1

(ex − 1− h(x))Y n(x)νn(dx)− lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Y n(x)νn(dx)

= lim
n→+∞−

1
2

(cn +
∫

R∗
h2(x)νn(dx))−

∫
x<1

(ex − 1− h(x)− h2(x)
2

)Y n(x)νn(dx)

− 1
2

∫
|x|<1

h2(x)(Y n(x)− 1)νn(dx)− lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Y n(x)νn(dx).

On déduit alors de (2.4) et jj) que

bP
∗

= − c
2
−
∫
x<1

(ex − 1− h(x))Y (x)ν(dx)− lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Y n(x)νn(dx).
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Ainsi, on aura (2.15) si et seulement si

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Y n(x)νn(dx) =
∫
x≥1

(ex − 1)Y (x)ν(dx)

Dans ce cas, les conditions du Théorème 2.1 sont satisfaites et la convergence des
prix est assurée. 2

2.3 Application au cas de mesures f-minimales

On cherche maintenant à appliquer ces résultats lorsque les mesures martingales
Qn sont choisies selon des critères d'optimisation sur l'ensemble des mesures martin-
gales équivalentes. On s'intéresse généralement aux mesures qui réalisent
minQ∈ME[f(dQdP )], où f est une fonction strictement convexe. L'intérêt de telles me-
sures minimales réside notamment dans leur lien avec des problèmes d'optimisation
de stratégies. Nous étudierons plus précisément ces questions dans le chapitre suivant
et nous nous limitons ici à quelques choix classiques de fonctions. On considère en
particulier le cas de l'entropie relative, correspondant à la fonction f(x) = x ln(x)
et étudié dans [32], [56],[29],[38], le cas des fonctions puissances f(x) = xq, q > 1
ou q < 0 étudiées dans [43] et f(x) = −xq, 0 < q < 1 ([16]) ainsi que la divergence
logarithmique donnée par f(x) = − ln(x) ([49]). Pour chacune de ces fonctions, des
conditions d'existence de la mesure minimale ainsi que ses paramètres de Girsanov
sont connus. Il a en particulier été noté que les mesures minimales associées pré-
servent la propriété de Lévy. Ainsi, les résultats de la section précédente peuvent
s'appliquer. On peut également remarquer que toutes ces fonctions ont une dérivée
seconde de la forme f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R. Plus précisément, si f ′′(x) = axγ , il
existe p, q ∈ R tels que

f(x) =


ax ln(x) + px+ q si γ = −1
−a ln(x) + px+ q si γ = −2

a
(γ+1)(γ+2)x

γ+2 + px+ q si γ 6= −1,−2.

L'étude qui suit se fait en fonction des valeurs du paramètre γ.

2.3.1 Mesures minimisant l'entropie relative (γ = −1)

On commence par rappeler une condition nécessaire et su�sante d'existence de
la mesure d'entropie minimale ainsi qu'une expression explicite de ses paramètres de
Girsanov. Il a d'abord été montré dans [32] qu'il s'agit d'une condition su�sante,
puis dans [38] que la condition est nécessaire.

Proposition 2.7 On suppose que f(x) = x ln(x). Une mesure f -minimale existe si
et seulement si il existe β∗ ∈ R tel que∫

|y|≥1
(ey − 1)eβ

∗(ey−1)ν(dy) < +∞

b+
c

2
+ cβ∗ +

∫
R∗

(
(ey − 1)eβ

∗(ey−1) − h(y)
)
ν(dy) = 0 (2.16)

Les paramètres de Girsanov de la mesure minimale sont alors β∗ et Y (y) = eβ
∗(ey−1).
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Il a également été montré que cette mesure peut être obtenue par une transforma-
tion d'Esscher : si on considère l'écriture de S sous la forme d'une exponentielle
de Doléans-Dade, S = E(X̂), on rappelle (cf [46] Lemme 2.7.2 par exemple) que
l'exposant caractéristique du processus X̂ est

ψ̂(u) = (b+
c

2
)u+

c

2
u2 +

∫
R∗

(
eu(ex−1) − 1− uh(x)

)
ν(dx). (2.17)

On introduit alors l'ensemble

D = {u ∈ R : EP (euX̂1) < +∞}
et on considère la mesure d'Esscher P u associée à X̂ et u ∈ D :

dP ut
dPt

=
euX̂t

EP (euX̂t)
.

La mesure P u sera alors une mesure martingale si et seulement si le paramètre u est
égal à θ, où θ est la solution de l'équation

b+
c

2
+ cθ +

∫
R

(
(ex − 1)eθ(e

x−1) − h(x)
)
ν(dx) = 0, (2.18)

c'est-à-dire ψ̂′(θ) = 0. On retrouve donc la condition (2.16) énoncée dans la Propo-
sition 2.7.

On suppose ici que chaque modèle de la suite considérée admet une mesure d'en-
tropie relative minimale. Ceci revient donc à supposer que pour tout n ≥ 1, l'équation

bn +
cn
2

+ cu

∫
R

(ex − 1)eu(ex−1) − h(x)νn(dx) = 0 (2.19)

admet une solution θn.

On cherche à obtenir des conditions de convergence sur les caractéristiques qui
entraînent d'une part l'existence d'une mesure minimale pour le modèle limite et
d'autre part, la convergence des prix. Pour cela, on commence par introduire l'en-
semble

U = {u ∈ R : limn→+∞
∫
x>1

eu(ex−1)νn(dx) < +∞}. (2.20)

U est donc le sous-ensemble de R sur lequel ces intégrales sont uniformément bornées
pour de grandes valeurs de n. Il est de la forme ]−∞, α[ ou ]−∞, α] où α = sup{u :
u ∈ U}. Notons en particulier que α ≥ 0. On a le résultat suivant :

Théorème 2.8 Soit g une fonction de payo� qui véri�e (2.2). On suppose de plus
que :

1. limn→+∞ Sn0 = S0

2. limn→+∞ bn = b
3. limn→+∞ cn +

∫
R∗ h

2(x)νn(dx) = c+
∫

R∗ h
2(x)ν(dx)

4. Pour toute fonction continue bornée f telle que limx→0
f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

∫
R∗
f(x)νn(dx) =

∫
R∗
f(x)ν(dx).
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Alors, si limu→α− ψ̂′(u) ≥ 0, il existe une mesure martingale équivalente d'entropie
minimale pour le modèle limite. De plus, si limu→α− ψ̂′(u) > 0, nous avons la conver-
gence (2.3) pour les prix et si lim→α− ψ̂′(u) = 0, (2.3) est vrai au-moins pour une
sous-suite.

Si limu→α− ψ̂′(u) < 0, l'existence d'une mesure martingale minimale n'est pas
garantie, mais si g est bornée, nous avons

lim
n′→+∞

Cn′
T = EP ∗ [g(S)] (2.21)

où n′ est une sous-suite et P ∗ est une mesure équivalente à P qui n'est pas une
mesure martingale et dont les paramètres de Girsanov sont (α, exp(α(ex − 1))).

Remarque. Dans le cas limu→α ψ̂′(u) < 0, la mesure d'entropie minimale pour le
modèle limite peut ou peut ne pas exister (cf. Exemples 2.1 et 2.2) et même si cette
mesure existe, la limite pour la suite des prix d'options n'est pas CT en général (cf
Exemple 2.1). De plus, on peut montrer par la factorisation de Wiener-Hopf que

lim
n→+∞EQ

n [ sup
0≤t≤T

Snt ] 6= EP ∗ [ sup
0≤s≤T

St]

car EP ∗ [ST ] 6= 1. Ainsi, la famille de variables aléatoires (sup0≤t≤T Snt )n≥1 n'est pas
uniformément intégrable et on ne peut généralement pas étendre l'égalité (2.21) à des
fonctions de payo� non bornées. Cependant, il est possible d'obtenir une expression
explicite de la limite dans certains cas simples. On a par exemple pour une option
de type Call Européen,

lim
n→+∞Cn

T = lim
n→+∞EQ

n(SnT −K)+ = EP ∗(ST −K)+ + 1− EP ∗ [ST ].

Pour montrer le Théorème 2.8, on cherche à véri�er les conditions d'application
du Théorème 2.2. Le point central consiste à déterminer les conditions sous lesquelles
la suite θn converge vers la solution de l'équation pour le modèle limite. Pour cela,
on introduit pour chaque n ≥ 1 l'ensemble

Dn = {u ∈ R :
∫
x>1

eu(ex−1)νn(dx) < +∞}

sur lequel est dé�ni l'exposant caractéristique ψ̂n de X̂n. On rappelle que pour tout
u ∈ Dn,

ψ̂n(u) = (bn +
cn
2

)u+
cn
2
u2 +

∫
R∗

(
(ex − 1)eu(ex−1) − 1− uh(x)

)
νn(dx).

On considère également l'ensemble

D = {u ∈ R :
∫
x>1

eu(ex−1)ν(dx) < +∞}

sur lequel est dé�ni la fonction ψ̂ introduite en (2.17). On peut par exemple noter
que R− est inclus dans D et Dn, n ≥ 1. Avant de s'intéresser à la convergence des
fonctions ψ̂n, on donne une caractérisation des processus de Lévy monotones par le
comportement asymptotique de ψ̂.
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Lemme 2.9 X est un processus de Lévy monotone si et seulement si

lim
u→−∞ ψ̂

′(u) ≥ 0 ou lim
u→+∞ ψ̂

′(u) ≤ 0. (2.22)

Remarque. On rappelle que chaque modèle associé à un processus de Lévy Xn

admet une mesure martingale équivalente et n'est donc pas monotone d'après le
Théorème 1.21. Ainsi, on a en particulier pour tout n ≥ 1, limu→−∞ ψ̂′n(u) ≤ 0.
Cette partie du Lemme 2.22 qui nous servira par la suite a par exemple été montré
dans [38], Lemme 1.

Preuve On rappelle que

ψ̂′(u) = b+
c

2
+ cu+

∫
R∗

(ex − 1)eu(ex−1) − h(x)ν(dx).

On voit alors que si c 6= 0 ou ν(R−) 6= 0, on a limu→−∞ ψ̂′(u) = −∞. De plus, on
a dans les autres cas limu→−∞ ψ̂′(u) = b− ∫R+ h(x). Ainsi, limu→−∞ ψ̂′(u) ≥ 0 si et
seulement si

c = 0, ν(R−) = 0 et b−
∫

R
h(x)ν(dx) ≥ 0 (2.23)

et ces conditions sont véri�ées si et seulement si les trajectoires de X sont croissantes.
On obtient de même que limu→+∞ ψ̂′(u) ≤ 0 si et seulement si

c = 0, ν(R+) = 0 et b−
∫

R
h(x)ν(dx) ≤ 0 (2.24)

ce qui équivaut à la décroissance des trajectoires de X. 2

On s'intéresse maintenant à la convergence des fonctions ψ̂n. Notons que sur
l'ensemble

⋃
n≥1

⋂
k≥nDk, les fonctions ψ̂

n sont dé�nies pour n su�samment grand,
et on peut donc étudier leur limite. De plus, l'ensemble U dé�nit en (2.20) véri�e

U ⊆
+∞⋃
n=1

⋂
k≥n

Dk.

On énonce maintenant un premier résultat de convergence :

Lemme 2.10 Sous les hypothèses du Théorème 2.8, les fonctions ψ̂n et ψ̂ appar-

tiennent à C∞(
◦
Dn) et C∞(

◦
D). De plus,

lim
n→+∞ ψ̂

′
n(u) = ψ̂′(u) (2.25)

uniformément sur tout compact K ⊂ ◦U .

Preuve On montre que ψ̂ ∈ C∞(
◦
D). La démonstration est similaire pour ψ̂n ∈

C∞(
◦
Dn). Il su�t de considérer un compact K de

◦
D. On véri�e que ψ̂ est bien

dérivable. Notons que pour tout u ∈ K,

d

du
eu(ex−1) − 1− uh(x) = (ex − 1)eu(ex−1) − h(x).
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Comme h(x) = x sur un voisinage de 0, il existe une constante C > 0 telle que pour
tout u ∈ K et pour |x| ≤ 1,

|(ex − 1)eu(ex−1) − h(x)| ≤ Cx2.

Il existe également C ′ > 0 tel que pour tout u ∈ K et pour x < −1, |ex−1|eu(ex−1) ≤
C ′ et il existe δ ∈ ◦D tel que pour x > 1, (ex− 1)eu(ex−1) ≤ eδ(ex−1). Ainsi, la fonction
ψ̂ est dérivable et pour tout u ∈ K,

ψ̂′(u) = b+
1
2

+ cu+
∫

R∗
((ex − 1)eu(ex−1) − h(x))ν(dx).

On obtient des expressions similaires pour les fonctions ψ̂′n. On montre alors que
les fonctions ψ̂n et ψ̂ sont de classe C∞ en raisonnant de la même manière sur les
dérivées successives.

On montre maintenant la convergence uniforme (2.25). Comme les fonctions ψ̂′n et
ψ̂′ sont continues et croissantes sur K, la convergence uniforme sur K est équivalente
à la convergence ponctuelle. Par les conditions 2. et 3., il su�t de montrer que pour
tout u ∈ K,

lim
n→+∞

∫
R∗
f(u, x)νn(dx) =

∫
R∗
f(u, x)ν(dx) (2.26)

où f(u, x) = (ex − 1)eu(ex−1) − h(x) − h2(x)(u + 1
2). Comme limx→0

f(u,x)
x2 = 0, on

a par la condition 4. la convergence des intégrales sur l'ensemble {x < 1}. De plus,

il existe δ > u qui appartient à
◦
U et donc tel que supn

∫
x>1 e

δ(ex−1)νn(dx) < +∞.
Comme

lim
x→+∞

eδ(e
x−1)

(ex − 1)eu(ex−1)
= +∞,

on en déduit l'uniforme intégrabilité de la famille ((ex−1)eu(ex−1)νn(dx))n≥1 et donc
(2.26). 2

On peut maintenant étudier la convergence de la suite θn. On rappelle que α =
supU .

Lemme 2.11 Sous les hypothèses du Théorème 2.8 :
Si limu→α− ψ̂′(u) > 0, l'équation (2.18) a une solution θ < α et

lim
n→+∞ θn = θ. (2.27)

Si limu→α− ψ̂′(u) = 0, θ = α et

lim
n→+∞ θn = θ. (2.28)

Si limu→α− ψ̂′(u) < 0, l'équation (2.18) peut ou peut ne pas avoir de solution, mais

limn→+∞θn = α. (2.29)

Preuve On commence par supposer que limu→α− ψ̂′(u) > 0. On rappelle que l'on sup-
pose queX n'est pas monotone ce qui entraîne par le Lemme 2.9 que limu→−∞ ψ̂′(u) <
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0. Comme ψ̂′ est continue sur
◦
U⊂

◦
D, il existe θ < α tel que ψ̂′(θ) = 0. De plus, comme

pour tout n la fonction ψ̂′n est croissante, la convergence des fonctions ψ̂′n sur U en-
traîne en particulier

lim
n→+∞ lim

u→α−
ψ̂′n(u) ≥ lim

u→α−
ψ̂′(u). (2.30)

On a donc pour n ≥ n0, limu→α− ψ̂′n(u) > 0, ce qui implique θn < α. Comme θ
est l'unique solution de l'équation ψ̂′(u) = 0, on peut alors déduire de l'uniforme
convergence montrée dans le Lemme 2.10 que limn→+∞ θn = θ.

On suppose maintenant que limu→α− ψ̂′(u) ≤ 0. Par le lemme de Fatou,∫
x>1

(ex − 1)eα(ex−1)ν(dx) ≤ lim inf
u→α−

∫
x>1

(ex − 1)eu(ex−1)ν(dx) < +∞.

Ainsi, ψ̂′(α) est bien dé�ni, et donc par le théorème de convergence monotone, on
a ψ̂′(α) = limu→α− ψ̂′(u). En particulier, si cette limite est 0, l'équation ψ̂′(u) = 0
admet pour solution θ = α. Dans les deux cas, pour tout u < α, ψ̂′(u) < 0 et donc
par le Lemme 2.10, on a ψ̂′n(u) < 0 pour n assez grand. Ainsi, à partir d'un certain
rang, θn > u et donc limn→+∞θn ≥ α. D'autre part, par dé�nition de l'ensemble U ,

il existe pour tout u > α, une sous-suite n′ telle que limn′→+∞ ψ̂′n(u) = +∞, et donc
telle que limn→+∞θn′ ≤ u. On en déduit que limn→+∞θn ≤ α, et donc �nalement
que limn→+∞θn = α. 2

On peut maintenant montrer le Théorème 2.8 :
Preuve du Théorème 2.8 : Dans le cas limu→α− ψ̂′(u) ≥ 0, on peut appliquer le
Théorème 2.1 ou le Théorème 2.2. On montre ici que les hypothèses du Théorème
2.2 sont véri�ées. On rappelle que Y n(x) = eθn(ex−1) et que Y (x) = eθ(e

x−1). On a
donc

Y n(x) = 1 + θnx+ xεn(x) et Y (x) = 1 + θx+ xε(x) (2.31)

avec limx→0 εn(x) = 0 et limx→0 ε(x) = 0. Par le lemme 2.11, on a limn→+∞ θn = θ.
Ainsi, pour n assez grand

|εn(x)− ε(x)| ≤ e|θ+1||ex−1||θ2
n − θ2|x

et εn converge donc uniformément vers ε sur les compacts. De plus, la condition j)
du Théorème 2.2 est véri�ée. Comme ψ̂′n(θn) = 0, on a∫
x≥ε

(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) = −
[
bn + cn(

1
2

+ θn) +
∫
x<ε

(ex − 1)eθn(ex−1) − h(x)νn(dx)
]

=−
[
bn + (

1
2

+ θn)(cn +
∫

R
h2(x)νn(dx))−

∫
x≥ε

(
1
2

+ θn)h2(x)νn(dx)
]

−
∫
x<ε

(
(ex − 1)eθn(ex−1) − h(x)− (

1
2

+ θn)h2(x)
)
νn(dx).

(2.32)
Les hypothèses 2.,3. et 4. du Théorème ainsi que limn→+∞ θn = θ entraînent alors

lim
n→+∞

∫
x≥ε

(ex−1)eθn(ex−1)νn(dx) = −b−c(1
2

+θ)−
∫
x<ε

(
(ex−1)eθ(e

x−1)−h(x)
)
ν(dx).

(2.33)
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On en déduit en particulier

sup
n

∫
x≥ε

(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) < +∞. (2.34)

Ceci, et le fait que la fonction à intégrer est bornée par eθ+1 sur {x ≤ −ε}, implique
que la famille (eθn(ex−1))n≥1 est uniformément intégrable sur {|x| ≥ ε}, de sorte que

lim
n→+∞

∫
|x|≥ε

eθn(ex−1)νn(dx) =
∫
|x|≥ε

eθ(e
x−1)ν(dx). (2.35)

Finalement, on déduit de (2.33) et de ψ̂′(θ) = 0 que

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)eθn(ex−1)νn(dx) =
∫
x≥1

(ex − 1)eθ(e
x−1)ν(dx) (2.36)

et donc que P ∗ est une mesure martingale équivalente.
Si maintenant limu→α− ψ̂(u) < 0, les conditions (2.31), (2.35) et 1. restent vraies

avec α à la place de θ. Cependant, (2.36) n'est plus véri�ée et P ∗ n'est donc pas une
mesure martingale pour le modèle limite.

Dans tous les cas, les conditions du Théorème 2.2 sont véri�ées et on a montré
le Théorème 2.8. 2

On donne �nalement deux exemples, qui montrent deux comportements di�érents
qui peuvent apparaître lorsque limu→α− ψ̂′(u) < 0.
Exemple 2.1. Les processus NIG(α, β, δ, µ), avec α > 0, 0 ≤ β < α, δ > 0 et
µ ∈ R sont des cas particuliers de processus hyperboliques généralisés, introduits par
Barndor�-Nielsen [5]. Le paramètre µ est le drift alors que α, β, δ interviennent dans
la dé�nition de la mesure de Lévy :

ν(dx) =
δα

π

eβx

|x| K1(α|x|).

Ici, K1 désigne une fonction de Bessel modi�ée de troisième espèce dont une repré-
sentation intégrale est donnée par

K1(z) =
1
2

∫ +∞

0
e
− 1

2
z(y+ 1

y
)
dy.

Il s'agit d'une fonction dérivable, décroissante, et son comportement en 0 et +∞ est
donnée par les formules suivantes (cf. formules 9.6.9 et 9.7.2 de [1]) :

K1(z) ∼ 1
z
quand z −→ 0 et K1(z) ∼

√
π

2z
e−z quand z −→ +∞.

La fonction cumulant κ du processus NIG(α, β, δ, µ), dé�nie par E[euXt ] = etκ(u),
est alors donnée par (cf [38]),

κ(u) = µu+ δ(
√
α2 − β2 −

√
α2 − (β + u)2). (2.37)

Soit maintenant pour tout n ≥ 1, V n un processus NIG(n, 0, n, 0) et Zn un proces-
sus NIG(1

4 , 0,
1
n , 0), indépendant de V n. On considère la suite de processus de Lévy

(Xn)n≥1 dé�nie par
Xn
t = bt+ V n

t + Znt .
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On note κn la fonction cumulant de Xn. On déduit alors de (2.37) que

lim
n→+∞κn(u) = bu+

u2

2

de sorte que
L(Xn|Pn) −→ (bt+Wt)t≥0

où W est un mouvement Brownien standard. D'autre part, on a pour tout n ≥ 1,

ψ̂n(u) = ub+
∫

R∗
(eu(ex−1) − 1− uh(x))νn(dx)

où

νn(dx) =
n2K1(n|x|) + 1

4nK1( |x|4 )
π|x| .

Pour chaque n, ψ̂n est convexe, dé�nie sur ] − ∞, 0] et dérivable sur ] − ∞, 0[, de
sorte que α = 0. De plus, pour tout u ≤ −1,

ψ̂n
′
(u) ≤ b+

∫
x≥−1

(ex − 1)e−(ex−1) − h(x)νn(dx) + (e−1 − 1)
∫
x<−1

eu(ex−1)νn(dx).

Ainsi, par le théorème de convergence dominée,

lim
u→−∞ ψ̂

n′(u) = −∞.

D'autre part, pour u > −1, on a

ψ̂n
′
(u) ≥b+

∫
x≤1

(ex − 1)e−(ex−1)νn(dx) +
∫
x≥ln(1+ 1

2
√
u

)
(ex − 1)e−(ex−1)νn(dx)

+ e
√
u

2

∫ ln(1+ 1
2
√
u

)

1
(ex − 1)νn(dx)

Comme limA→+∞
∫ A

1 (ex − 1)νn(dx) = +∞, on en déduit que

lim
u→0

ψ̂n
′
(u) = +∞.

Ainsi, il existe pour tout n ≥ 1, un unique réel βn < 0 tel que ψ̂n
′
(βn) = 0 et on peut

associer au modèle (eX
n
) une mesure martingale équivalente d'entropie minimale. On

étudie maintenant la limite des prix associés lorsque n tend vers +∞. Notons que
comme le modèle limite est un modèle de Black -Scholes, on a limu→0 ψ̂

′(u) = b+ 1
2 .

Ainsi, d'après le Théorème 2.8, si b+ 1
2 ≥ 0, on a la convergence de la suite de prix

vers le prix dans le modèle de Black-Scholes, pour toutes les options qui véri�ent
(2.2). Si par contre b+ 1

2 < 0 et g est bornée, on a

lim
n→+∞Cn

T = EP [g(S)]

où P est la mesure initiale. On peut illustrer cette di�érence de comportement en
représentant quelques fonctions ψ̂n et ψ̂ lorsque b = 1 et b = −1.
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 33

(a) Le cas b = 1 (b) Le cas b = −1

Fig. 2.1: Les fonctions ψ̂ et ψ̂n

Dans le premier cas, limn→+∞ θn = −(b + 1
2) alors que dans le deuxième cas

limn→+∞ θn = 0 < −(b + 1
2). Notons toutefois que lorsque b + 1

2 < 0, Le modèle
limite a une unique mesure martingale équivalente Q 6= P . On peut donc compa-
rer le prix d'une option dans ce modèle à la limite de la suite de prix obtenue par
minimisation de l'entropie. En particulier, si on considère une option européenne de
vente d'échéance T et de prix d'exercice K,

lim
n→+∞EQ

n(K − SnT )+ = EP (K − ST )+ > EQ(K − ST )+.

En e�et, sous P , la variable aléatoire ln(ST ) a pour loi N (bT, 1) alors que sous Q,
elle a pour loi N (−1

2 , 1). Ainsi, la di�érence entre les deux prix croît lorsque b tend
vers −∞. On peut par exemple représenter cette di�érence en fonction de b, pour
K = 1 et T = 1 :

Fig. 2.2: Prix dans le modèle limite et limite des prix en fonction de b

Exemple 2.2 On considère maintenant une suite de processus NIG(αn,−αn, 1,−1)
avec αn = 1

2 − 1
4n . On a alors

ψ̂n(u) = −u+
αn
π

∫
R∗

(eu(ex−1) − 1− uh(x))e−αnx
K1(αn|x|)
|x| dx

Les fonctions ψ̂n sont dé�nies sur ] −∞, 0] et dérivables sur ] −∞, 0[ de sorte que
α = 0 comme dans le cas précédent. On véri�e également comme dans l'exemple
précédent que limu→−∞ ψ̂′n(u) = −∞ et que pour tout αn <

1
2 , limu→0 ψ̂

′
n(u) = +∞.
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 34

Ainsi, l'équation ψ̂′n(u) = 0 admet une solution et il existe une mesure martingale
équivalente d'entropie minimale. On a pour tout n ≥ 1, bn = −1. De plus, comme
les fonctions K1 sont décroissantes et αn = 1

2 − 1
4n , on a

lim
n→+∞

∫
R∗
h2(x)νn(dx) =

1
2π

∫
R∗
h2(x)e−

x
2
K1( |x|2 )
|x| dx

et pour toute fonction continue bornée f telle que limx→0
f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

∫
R∗
f(x)νn(dx) =

1
2π

∫
R∗
f(x)e−

x
2
K1( |x|2 )
|x| dx.

Ainsi, les conditions 2., 3. et 4. du Théorème 2.8 sont véri�ées pour le processus limite
X qui est un processus NIG(1

2 ,−1
2 , 1,−1). La fonction ψ̂′ est alors dé�nie sur ]−∞, 0]

et ψ̂′(0) = −1. L'équation ψ̂′(u) = 0 n'a donc pas de solution et le modèle limite n'a
pas de mesure martingale d'entropie minimale. Cependant, le Théorème 2.8 permet
d'obtenir pour certaines options la limite de la suite de prix. En particulier, pour
une option européenne de vente,

lim
n→+∞Cn

T = EP (K − ST )+.

2.3.2 Mesures minimisant une f q-divergence, q > 1 (γ > −1)

Le cas γ > −1 correspond aux fonctions de la forme f(x) = xq, q > 1. Des condi-
tions d'existence des mesures minimales similaires à celles du paragraphe précédent
ont été données ([43], [16]). Cependant, a�n de pouvoir regrouper di�érents cas, on
énonce ici un résultat du chapitre suivant valable pour tout γ 6= −1. On renvoie au
paragraphe 3.3.7 pour sa preuve.

Proposition 2.12 On suppose que f ′′(x) = axγ, a > 0, γ 6= −1. Alors il existe une
mesure f -minimale si et seulement si il existe β∗ ∈ R tel que

1 + (γ + 1)β∗(ey − 1) > 0 (ν − p.p), (2.38)∫
|y|≥1

(ey − 1)(1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))
1

γ+1 ν(dy) < +∞, (2.39)

b+
c

2
+ cβ∗ +

∫
R∗

(
(ey − 1)(1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))

1
γ+1 − h(y)

)
ν(dy) = 0. (2.40)

Ses paramètres de Girsanov sont alors β∗ et Y (y) = (1 + (γ + 1)β∗(ey − 1))
1

γ+1 .

On se restreint maintenant au cas γ > −1. On considère comme précédemment
un processus de Lévy non monotone X de caractéristiques (b, c, ν). A�n de pouvoir
véri�er (2.39), on suppose de plus que

I(γ) =
∫
x≥1

e
γ+2
γ+1

x
ν(dx) < +∞.

On associe alors à X la fonction continue

F (u) = b+
c

2
+ cu+

∫
R∗

(
(ex − 1)Yu(x)− h(x)

)
ν(dx)
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 35

où

Yu(x) =

{
(1 + (γ + 1)u(ex − 1))

1
γ+1 si (γ + 1)u(ex − 1) ≥ −1,

0 sinon.
(2.41)

On a alors un résultat analogue au Lemme 2.9 :

Lemme 2.13 Un processus de Lévy X est monotone si et seulement si

lim
u→−∞F (u) ≥ 0 ou lim

u→+∞F (u) ≤ 0.

On commence par remarquer qu'il est toujours possible de minimiser la fγ+2-divergence
sur l'ensemble des mesures martingales absolument continues par rapport à P .

Lemme 2.14 Soit X un processus de Lévy non monotone tel que I(γ) < +∞. Alors
l'équation F (u) = 0 admet une unique solution β∗, et (β∗, Yβ∗) sont les paramètres de
Girsanov de la mesure Q∗ qui minimise la f q-divergence sur l'ensemble des mesures
martingales absolument continues par rapport à P . De plus, Q∗ est équivalente à P
si et seulement si Yβ∗ > 0 (ν-pp).

Preuve Comme X n'est pas monotone et F est continue, l'équation F (u) = 0 admet
une solution β∗ qui est de plus unique car F est strictement croissante. Notons que

Yβ∗(x) = 1 + β∗x+ o(x)

au voisinage de 0 et que I(γ) < +∞, de sorte que∫
R∗

(
√
Yβ∗(x)− 1)2ν(dx) < +∞.

Ainsi,

Nt = β∗X(c)
t +

∫ t

0

∫
R∗

(Yβ∗(x)− 1)(µX − ν(dx)ds)

est une martingale bien dé�nie et Z∗ = E(N) dé�nit la densité d'une mesure Q∗

absolument continue par rapport à P , de paramètres de Girsanov (β∗, Yβ∗). De plus,
comme F (β∗) = 0, Q∗ est une mesure martingale. On peut alors suivre par exemple
la démonstration du Théorème 2.9 dans [43] pour montrer que Q∗ minimise la f q-
divergence parmi l'ensemble des mesures absolument continues par rapport à P : par
la formule d'Itô, si Z est la densité d'une mesure martingale Q de paramètres de
Girsanov (β, Y ), on a E[Zγ+2

T ] = eκ(β,Y )T où

κ(β, Y ) =
(γ + 2)(γ + 1)

2
β2c+

∫
R∗
Y γ+2(x)− 1− (γ + 2)(Y (x)− 1)ν(dx)

On montre alors que pour toute mesure martingale Q, κ(β∗, Y ∗) ≤ κ(β, Y ). Par
convexité des fonctions β 7→ β2 et y 7→ yγ+2 − 1− (γ + 2)(y − 1), on a

κ(β, Y )− κ(β∗, Y ∗) ≥ (γ + 2)
(γ + 1

2
2β∗c(β − β∗)

+
∫

R∗
(Y ∗γ+1(x)− 1)(Y (x)− Y ∗(x))1{Y ∗(x)>0}ν(dx)

)
≥ (γ + 2)(γ + 1)β∗

(
c(β − β∗)

+
∫

R∗
(ex − 1)(Y (x)− Y ∗(x))1{Y ∗(x)>0}ν(dx)

)
.
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Or comme Q et Q∗ sont des mesures martingales, on a

b+
c

2
+cβ∗ +

∫
R∗

(ex − 1)Y ∗(x)− 1− h(x)ν(dx)

= b+
c

2
+ cβ +

∫
R∗

(ex − 1)Y (x)− 1− h(x)ν(dx) = 0

de sorte que le membre de droite de la dernière inégalité vaut 0 et donc κ(β, Y ) ≥
κ(β∗Y ∗). De plus, Q∗ sera équivalente à P si et seulement si Yβ∗ > 0 ν-p.p. 2

On considère maintenant une suite de modèles associés aux processus de Lévy
(Xn)n≥1 de caractéristiques (bn, cn, νn). On suppose que pour chaque n,

In(γ) =
∫
x≥1

e
γ+2
γ+1

x
νn(dx) < +∞

et on dé�nit les fonctions analogues à F :

Fn(u) = bn +
cn
2

+ cnu+
∫

R∗
(ex − 1)Yu(x)− h(x)νn(dx). (2.42)

On note pour tout n ≥ 1, βn l'unique réel tel que Fn(βn) = 0 et Y n la fonction
Y n = Yβn . (βn, Y n) sont alors les paramètres de Girsanov associées à la mesure f -
minimale Qn. On suppose que Qn est équivalente à Pn et donc que Y n > 0 νn-pp.
On suppose également que ν({m}) = ν({M}) = 0, où m et M désignent les bornes
inférieures et supérieures du support de ν. On a alors le résultat suivant :

Théorème 2.15 Soit γ > −1. On suppose que la fonction de payo� g véri�e (2.2)
et que les conditions 1., 2., 3. et 4. du Théorème 2.8 sont véri�ées. Alors :

Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞, le modèle limite a une mesure martingale
équivalente qui minimise la fγ+2-divergence. De plus,

lim
n→+∞Cn

T = CT .

Dans les autres cas, l'existence d'une mesure martingale de fγ+2-divergence minimale
n'est pas garantie.

Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a, a > 0 et si g est bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP ∗ [g(S)]

où P ∗ est une mesure équivalente à P sous laquelle S n'est pas une martingale.
Si limn→+∞ In(γ) = +∞, et si g est bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP [g(S)]

où P est la mesure initiale.

Comme dans le cas de l'entropie relative, le résultat repose sur la convergence de
la suite (βn)n≥1 qui s'obtient à partir de la convergence uniforme des fonctions Fn.
On commence donc par étudier la convergence des fonctions Fn :
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Lemme 2.16 Si
lim

n→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞, (2.43)

alors Fn converge uniformément sur les compacts vers F . Si

lim
n→+∞ In(γ) = I(γ) + a, a > 0, (2.44)

alors Fn converge uniformément sur les compacts vers F̃ > F . Si

lim
n→+∞F

n(u) = +∞, (2.45)

alors pour tout u > 0, limn→+∞ Fn(u) = +∞.

Preuve Pour tout u ∈ R, les conditions 2., 3. et 4. impliquent

lim
n→+∞ bn +

cn
2

+ cnu+
∫
x<1

[(ex − 1)Yu(x)− h(x)]νn(dx)

= b+
c

2
+ cu+

∫
x<1

[(ex − 1)Yu(x)− h(x)]ν(dx)
(2.46)

où Yu est dé�nie par (2.41). On remarque qu'il existe une constante positive C telle
que pour tout x ≥ 1,

0 ≤ (ex − 1)Yu(x) ≤ Ce γ+2
γ+1

x
. (2.47)

Si (2.43) est véri�ée, ceci entraîne par le théorème de convergence dominée

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Yu(x)νn(dx) =
∫
x≥1

(ex − 1)Yu(x)ν(dx).

On a donc limn→+∞ Fn(u) = F (u).
Si par contre (2.44) est véri�ée, on a pour u 6= 0,

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Yu(x)νn(dx) >
∫
x≥1

(ex − 1)Yu(x)ν(dx)

de sorte que limn→+∞ Fn(u) = F̃ (u) > F (u). De plus, dans ces deux cas, toutes
les fonctions considérées sont continues et strictement croissantes, de sorte que la
convergence est uniforme sur les compacts.

Finalement, si (2.45) est véri�ée, alors νn({x ≥ 1}) > 0 pour n assez grand. Ainsi,
pour tout u > 0, Yu > 0 sur {x ≥ 1}, et on a au voisinage de +∞,

(ex − 1)Yu(x) ∼ (u(γ + 1)
) 1
γ+1 e

γ+2
γ+1

x
.

Comme limn→+∞ In(γ) = +∞, on en déduit

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Yu(x)νn(dx) = +∞

de sorte que limn→+∞ Fn(u) = +∞. 2

On en déduit alors le résultat suivant pour (βn)n≥1 :
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 38

Lemme 2.17 Si limn→+∞ In(γ) < +∞, la suite (βn)n≥1 converge vers β où β est
l'unique solution de l'équation F (u) = 0 si (2.43) est véri�ée, et est l'unique solution
de l'équation F̃ (u) = 0 si (2.44) est véri�é.
Si limn→+∞ In(γ) = +∞, alors limn→+∞ βn = 0.

Preuve On commence par considérer le cas (2.43). On suppose que

β = lim inf
n→+∞ βn < β = lim sup

n→+∞
βn.

Tout d'abord, comme X n'est pas monotone, on déduit du Lemme 2.13 que β 6= −∞
et que β 6= +∞ de sorte que [β, β] est un compact de R. Soient alors (βn

′
) et (βn

′′
)

deux sous-suites telles que βn
′ −→ β et βn

′′ −→ β. Par la convergence uniforme

montrée au Lemme 2.16, ceci entraîne que F (β) = 0 et F (β) = 0 ce qui est impossible
car la solution à l'équation F (u) = 0 est unique.

Le cas (2.44) se traite de la même façon en remplaçant F par F̃ .
Si on a maintenant (2.45), alors par le Lemme 2.16, on a pour tout u > 0,

limn→+∞ Fn(u) = +∞. Ainsi, pour tout u > 0, βn < u pour n assez grand, de sorte
que lim supn→+∞ βn ≤ 0. D'autre part, (2.45) implique également
limn→+∞ sup supp(νn) = +∞. Comme la mesure Qn est équivalente à Pn, on doit
avoir Y n > 0 νn-p.p et donc pour n assez grand, 1 + βn(γ + 1)(ex − 1) > 0
pour de grandes valeurs de x. On a donc lim infn→+∞ βn ≥ 0, et donc �nalement
limn→+∞ βn = 0. 2

Preuve du Théorème 2.15 On véri�e les conditions d'application du Théorème 2.2.
Par le lemme précédent, dans chaque cas, il existe un réel β tel que limn→+∞ βn = β

et on dé�nit la fonction Y (x) = (1+β(ex−1))
1

γ+1 . Comme supp(νn) ⊆ {x : Y n(x) >
0}, la condition 4. et l'hypothèse ν({m}) = ν({M}) = 0 impliquent que supp(ν) ⊆
{x : Y (x) > 0}.

On a pour chaque n ≥ 1,

Y n(x) = 1 + βnx+ xεn(x) et Y (x) = 1 + βx+ xε(x)

avec limx→0 εn(x) = 0 et limx→0 ε(x) = 0. De plus, comme limn→+∞ βn = β, il existe
sur tout compact une constante C > 0 tel que pour n assez grand,

|εn(x)− ε(x)| ≤ C|βn − β|x.

Ainsi, εn converge uniformément vers ε sur tout compact.
Dans le cas limn→+∞ In(γ) < +∞, la famille de fonctions (Y n)n≥1 est uniformé-

ment intégrable sur {|x| ≥ ε}. En e�et, les fonctions Y n sont bornées sur x ≤ −ε et
pour x ≥ ε, on a (2.47) pour une certains constante C = C(ε). On en déduit donc
que

lim
n→+∞

∫
|x|≥ε

Y n(x)νn(dx) =
∫
|x|≥ε

Y (x)ν(dx)

et on peut appliquer le Théorème 2.2. De plus, si (2.43) est véri�ée, on a également

lim
n→+∞

∫
x≥1

exY n(x)νn(dx) =
∫
x≥1

exY (x)ν(dx)
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de sorte que P ∗ = Q est une mesure martingale équivalente. Comme F (β) = 0, il
s'agit de la mesure de fγ+2-divergence minimale. Par le Théorème 2.2, la convergence
des prix est assurée pour toutes les fonctions de payo� qui véri�ent (2.2).

Finalement, si (2.45) est véri�ée, on a d'après le Lemme 2.17, β = 0 et donc
Y (x) = 1. Les fonctions Y n convergent uniformément vers 1 sur {x ≤ −ε} de sorte
que ∫

x≤−ε
Y n(x)νn(dx) = ν({x ≤ −ε}).

De plus, on peut déduire des conditions 2., 3. et 4. et de Fn(βn) = 0 que

lim
n→+∞

∫
x≥ε

(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −b− c

2
−
∫
x<ε

(ex − 1)− h(x)ν(dx).

Ainsi, la famille (Y n(x)I{|x|≥ε})n≥1 est uniformément intégrable et donc

lim
n→+∞

∫
x≥ε

Y n(x)νn(dx) =
∫
x≥ε

ν(dx).

Les conditions d'application du Théorème 2.2 sont donc véri�ées. 2

On donne �nalement quelques exemples qui illustrent les di�érents comporte-
ments possibles.
Exemple 2.3. On considère le cas γ = 0, ce qui correspond à q = 2, et donc aux
mesures de variance minimale. Dans ce cas, on a en particulier

Yu(x) = 1 + u(ex − 1). (2.48)

On rappelle qu'un processus CGMY(C,A,B, α, b) est un processus de Lévy purement
discontinu de caractéristiques (b, 0, ν) où

ν(dx) =
C

|x|α+1
(e−A|x|1{x<0} + e−Bx1{x>0}).

On suppose ici que les processusXn, n ≥ 1, sont des processus CGMY(1, 1, Bn, 0, bn),
où il existe B ≥ 2 tel que

Bn = B +
1
n
et bn =

∫
[−1,1]

h(x)νn(dx)−
∫

R+∗
(ex − 1)νn(dx)

avec νn(dx) = 1
x(e−|x|1{x<0} + e−(B+ 1

n
)x1{x>0}). Comme Bn > 2, la fonction Fn est

alors bien dé�nie sur [0, 1] et est donnée par

Fn(u) = bn +
∫

R∗
(u(ex − 1)2 + ex − 1− h(x))νn(dx). (2.49)

On a pour tout n ≥ 1,

Fn(0) =
∫ +∞

0

e−2x − e−x
x

dx < 0.

D'autre part, limB→2+

∫
x≥1(ex − 1)2 e−Bx

x dx = +∞. Il existe donc B0 > 2 tel que
pour tout B, 2 ≤ B < B0, et tout n assez grand,∫

R∗
(ex − 1)2 e

−(B+ 1
n

)x

x
dx+

∫ +∞

0

e−2x − e−x
x

dx > 0.
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On a alors Fn(1) > 0. Ainsi, pour tout B tel que 2 ≤ B < B0, il existe une mesure
de variance minimale associée au modèle eX

n
pour n assez grand. On cherche alors

à appliquer le Théorème 2.15. Par le théorème de convergence dominée,

lim
n→+∞ bn =

∫
[−1,1]

h(x)ν(dx)−
∫

R+∗
(ex − 1)ν(dx)

avec ν(dx) = 1
x(e−|x|1{x<0} + e−Bx1{x>0}). On note b cette limite. De même, on a

lim
n→+∞

∫
R∗
h2(x)νn(dx) =

∫
R∗
h2(x)ν(dx)

et pour toute fonction continue bornée f qui véri�e limx→0
f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

∫
R∗
f(x)νn(dx) =

∫
R∗
f(x)ν(dx).

Ainsi, les conditions 2., 3. et 4. du Théorème 2.15 sont satisfaites pour le processus
limite qui est un processus CGMY(1, 1, B, 0, b).

Si B > 2, on a limn→+∞ In(0) = I(0) < +∞, et donc par le Théorème 2.15, pour
toutes les fonctions de payo� qui véri�ent (2.2),

lim
n→+∞Cn

T = CT .

Si maintenant B = 2, limn→+∞ In(0) = +∞. De plus, I(0) = +∞, de sorte que le
modèle limite n'a pas de mesure martingale équivalente de variance minimale. Mais
par le Théorème 2.15, on a pour toute fonction de payo� bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP [g(S)].

Exemple 2.4. On considère encore le cas γ = 0 et donc q = 2. On suppose que
Xn
t = −t + Wt + Znt , où W est un Mouvement Brownien Standard et Zn est un

processus de Lévy purement discontinu indépendant de W pour lequel νn(dx) =
1
ne
−(2+ a

n
)x1[n;2n](x)dx avec a ∈ R. On considère à nouveau la mesure de variance

minimale. On a alors

Fn(u) =− 1 +
1
2

+ u+
∫ 2n

n

[
(ex − 1)(1 + u(ex − 1))

e−(2+ a
n

)x

n

]
dx

=− 1
2

+ u+
1
n

∫ 2n

n

[
(ue2x + (1− 2u)ex + (u− 1))e−(2+ a

n
)x
]
dx

=− 1
2

+ u+ u(e−a − e−2a) +
(1− 2u)
n+ a

(e−(n+a) − e−2(n+a))

+
u− 1

2n+ a
(e−(2n+a) − e−2(2n+a))

=− 1
2

+
γn

n+ a
− δn

2n+ a
+ u(α− 2γn

n+ a
+

δn
2n+ a

)

où

α = e−a − e−2a + 1, γn = e−(n+a) − e−2(n+a), δn = e−(2n+a) − e−2(n+a).
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 41

On a alors pour n assez grand, Fn(0) ≤ −1
4 < 0 et Fn(1) ≥ 1

4 + e−a − e−2a > 0 et il
existe donc une solution βn ∈ [0, 1] à l'équation Fn(u) = 0. On en déduit qu'il existe
une mesure de variance minimale associée au modèle eX

n
. On a pour tout n ≥ 1,

bn = −1 et cn +
∫

R∗ h
2(x)νn(dx) = 1. De plus, lorsque n tend vers +∞, pour toute

fonction continue bornée véri�ant limx→0
f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

1
n

∫ 2n

n
f(x)e−(2+ a

n
)xdx ≤ lim

n→+∞
sup f(x)

n
= 0.

Ainsi, les conditions d'application du Théorème 2.15 sont véri�ées pour un processus
limite Xt = −t+Wt.

De plus, on a limn→+∞ In(0) = limn→+∞
∫ 2n
n e−

a
n
xdx = e−a − e−2a alors que

I(0) = 0. Par le Théorème 2.15, on a donc pour toute fonction de payo� continue
bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP ∗ [g(S)]

alors que le modèle limite a une unique mesure martingale équivalente Q qui est
di�érente de P ∗ si a 6= 0. En particulier, pour une option européenne de vente, on
obtient

lim
n→+∞Cn

T = KΦ
( ln(K) +BaT√

T

)
− e( 1

2
−Ba)TΦ

( ln(K) + (Ba − 1)T√
T

)
(2.50)

où Ba = e−a−e−2a

a+e−a−e−2a et Φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite. On peut ainsi comparer, en fonction de a, la di�érence entre le prix dans
le modèle limite et la limite des prix associés à la mesure de variance minimale. On
obtient pour K = 1 et T = 1 le graphique suivant.

Fig. 2.3: Prix dans le modèle limite et limite de la suite de prix en fonction de a

Les prix coïncident seulement si a = 0, dans quel cas la mesure initiale est la
mesure martingale pour le modèle limite. Pour a > 0, on a Ba <

1
2 et on déduit

de (2.50) que limn→∞Cn
T < 0. De plus, lima→+∞Ba = 0, et on en déduit que

lima→+∞ limn→+∞Cn
T = 1

2 − e
1
2 Φ(−1). De même, on a lima→−∞Ba = 1, et donc

lima→−∞ limn→+∞Cn
T = Φ(1)− e 1

2 .
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 42

2.3.3 Mesures minimisant une f q-divergence, q < 1 ou une diver-
gence logarithmique (γ < 1)

Ce cas regroupe les fonctions de la forme : f(x) = −xq, 0 < q < 1, f(x) = xq,
q < 0 et f(x) = − ln(x). On obtient ici des résultats très similaires au cas γ > −1.
Cependant la fonction Yu introduite en (2.41) et dé�nie par

Yu(x) =

{
(1 + (γ + 1)u(ex − 1))

1
γ+1 si (γ + 1)u(ex − 1) ≥ −1

0 sinon

n'est plus continue sur R, et la fonction F associée ne l'est pas non plus. Plus préci-
sément, pour tout n ≥ 1, la fonction Fn dé�nie en (2.42) sera continue et croissante
sur l'intervalle

Dn = {u : 1 + u(γ + 1)(ex − 1) > 0 νn-pp} (2.51)

et de même pour la fonction F sur l'intervalle

D = {u : 1 + u(γ + 1)(ex − 1) > 0 ν-pp}.

On remarque que quel que soit le modèle, on a [ 1
γ+1 , 0] ⊆ D et que si le support de

ν est R, on a D = [ 1
γ+1 , 0]. Contrairement au cas γ > −1, l'existence d'une solution

βn ∈ Dn à l'équation F (βn) = 0 ne garantit plus une solution β ∈ D à l'équation
F (β) = 0. Ceci nous conduit à introduire l'intervalle

U =
⋃
n≥1

⋂
k≥n
Dn.

On remarque que sous l'hypothèse 4. du Théorème 2.8, U ⊆ D. Les résultats de la
section précédente se transposent alors facilement sur l'ensemble U . En particulier,
le Lemme 2.16 devient

Lemme 2.18 Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞, alors Fn converge uniformément
sur les compacts de U vers F .

Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a < +∞, a > 0, alors Fn converge uniformément
sur les compacts de U vers F̃ .

Si limn→+∞ Fn(u) = +∞, alors pour tout u ∈ U , limn→+∞ Fn(u) = +∞.

On dé�nit

m = lim inf
n

inf supp(νn) et M = lim sup
n

sup supp(νn)

Dans le cas où (m,M) = R, le résultat de la section précédente reste vrai :

Théorème 2.19 Soit γ < −1. On suppose que (m,M) = R. On suppose de plus que
la fonction de payo� g véri�e (2.2) et que les conditions 1., 2., 3. et 4. du Théorème
2.8 sont véri�ées. Alors :

Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞, le modèle limite a une mesure martingale
équivalente minimale. De plus,

lim
n→+∞Cn

T = CT
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 43

Dans les autres cas, l'existence d'une mesure martingale équivalente minimale n'est
pas garantie.

Si limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a, a > 0 et si g est bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP ∗ [g(S)]

où P ∗ est une mesure équivalente à P sous laquelle S n'est pas une martingale.
Si limn→+∞ In(γ) = +∞, et si g est bornée,

lim
n→+∞Cn

T = EP̃ [g(S)]

où P̃ est la mesure équivalente à P donnée par les paramètres de Girsanov (β∗, Yβ∗),
avec β∗ = 1

γ+1 .

Remarque. L'hypothèse limn→+∞ In(γ) = I(γ) < +∞ est toujours véri�ée lorsque
−2 ≤ γ < −1.

On donne d'abord un analogue au Lemme 2.17.

Lemme 2.20 Si limn→+∞ In(γ) < +∞, la suite (βn)n≥1 converge vers β où β est
l'unique solution à l'équation F (u) = 0 si (2.43) est véri�ée, et à l'équation F̃ (u) = 0
si (2.44) est véri�ée.

Si limn→+∞ In(γ) = +∞, alors limn→+∞ βn = 1
γ+1 .

Preuve On commence par remarquer que l'hypothèse (m,M) = R entraîne en parti-
culier que

1
γ + 1

≤ β = lim inf βn ≤ β = lim supβn ≤ 0

On suppose d'abord que limn→+∞ In(γ) = I(γ). Comme Fn converge uniformément
vers F sur [ 1

γ+1 , 0], on a F (β) = F (β) = 0. Par unicité de la solution à l'équation

F (u) = 0, on en déduit que β = β. Si maintenant limn→+∞ In(γ) = I(γ) + a, on

raisonne de même en considérant la fonction F̃ .
Si maintenant (2.45), alors pour tout u ∈ [ 1

γ+1 , 0], on a limn→+∞ Fn(u) = +∞,

de sorte que lim supn βn ≤ 1
γ+1 . Comme on doit avoir lim infn βn ≥ 1

γ+1 , on en déduit

que limn→+∞ βn = 1
γ+1 . 2

Preuve du Théorème 2.19 Si limn→+∞ In(γ) < +∞, la preuve du Théorème 2.15
reste valable. On considère donc le cas limn→+∞ In(γ) = +∞. On pose β∗ = 1

γ+1 .
Par le Lemme 2.20, limn→+∞ βn = β∗. Les fonctions Yβn sont bornées et convergent
uniformément sur {x ≤ −ε} vers Yβ∗ de sorte que

lim
n→+∞

∫
x≤−ε

Y n(x)νn(dx) =
∫
x≤−ε

Yβ∗(x)ν(dx).

De plus, comme Fn(βn) = 0, on a∫
x≥ε

(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −b− c

2
− cβn −

∫
x<ε

(
(ex − 1)Y n(x)− h(x)

)
νn(dx).
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 44

On déduit alors des conditions 2., 3. 4, que

lim
n→+∞

∫
x≥εε

Y n(x)νn(dx) = −(b+
c

2
+ cβ∗ +

∫
x<ε

(ex − 1)Yβ∗(x)ν(dx)) < +∞

de sorte que la famille (Y n)n≥1 est uniformément intégrable sur {x ≥ ε} et

lim
n→+∞

∫
x≥ε

Y n(x)νn(dx) =
∫
x≥ε

Yβ∗(x)ν(dx).

Ainsi, les conditions d'applications du Théorème 2.2 sont véri�ées. 2

Lorsque (m,M) 6= R, on a

a = inf U < 1
γ + 1

ou b = supU > 0.

Les hypothèses du théorème ne garantissent plus l'existence d'une solution à l'équa-
tion F (u) = 0 qui appartient à U . Si une telle solution existe, le résultat reste valable.
Dans le cas contraire, on a le résultat suivant :

Théorème 2.21 Soit γ < −1. On suppose que (m,M) 6= R. On suppose de plus
que la fonction de payo� g est continue et bornée et que les conditions 1., 2., 3. et
4. du Théorème 2.8 sont véri�ées. Alors :

Si F (u) > 0 sur U , on a

lim
n→+∞Cn

T = EP̃ [g(S.emL)]

où P̃ est la mesure équivalente à P donnée par les paramètres de Girsanov (a, Ya) et
L est sous P̃ un processus de Poisson indépendant de S d'intensité F (a)

1−em .
Si F (u) < 0 sur U , on a

lim
n→+∞Cn

T = EP̃ [g(S.eML)]

où P̃ est la mesure équivalente à P donnée par les paramètres de Girsanov (b, Yb) et
L est sous P̃ un processus de Poisson indépendant de S d'intensité |F (b)|

eM−1
.

Preuve On suppose par exemple que pour tout u ∈ U , F (u) > 0. Le cas F (u) < 0

se traite de façon similaire. On rappelle que pour tout u ∈ ◦U , limn→+∞ Fn(u) =
F (u). Comme les fonctions Fn et F sont croissantes, on a donc nécessairement
limn→+∞ βn = a. On montre maintenant la convergence en loi

L(Xn|Qn) −→ L(X +mL|P̃ ) (2.52)

en véri�ant les conditions i),ii) et iii) du Th VII.2.9 dans [41]. Tout d'abord, on note
que

bQ
n

=bn + a(cn +
∫

R∗
h2(x)νn(dx)) +

∫
R∗
h(x)

(
Ya(x)− 1− ah(x)

)
νn(dx)

+ (βn − a)cn +
∫

R∗
h(x)(Y n(x)− Ya(x))νn(dx)

.
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 45

On déduit de 2., 3 et 4. la convergence des trois premiers termes de la somme. De plus,
limn→+∞ βn = a et le quatrième terme tend donc vers 0. La convergence du dernier
terme s'obtient en remarquant qu'au voisinage de 0, Y n(x)−Ya(x) ∼ (βn−a)(γ+1)x.
On a donc

lim
n→+∞ b

Qn = b+ ca+
∫

R∗
h2(x)Ya(x)ν(dx) = bP

∗
.

On a de même

lim
n→+∞ cn +

∫
R∗
h2(x)Y n(x)νn(dx) = c+

∫
R∗
h2(x)Y (x)ν(dx)

et pour toute fonction continue bornée f véri�ant limx→0
f(x)
x2 = 0,

lim
n→+∞

∫
|x|≤1

f(x)Y n(x)νn(dx) =
∫
|x|≤1

f(x)Y (x)ν(dx).

De plus, comme limn→+∞ βn = a < 0, il existe une constante C telle que pour tout
n assez grand et tout x ≥ 1, Y n(x) ≤ C, de sorte que 4. entraîne

lim
n→+∞

∫
x≥1

f(x)Y n(x)νn(dx) =
∫
x≥1

f(x)Y (x)ν(dx).

De même, par l'hypothèse 4., on a pour tout η > 0 �xé,

lim
n→+∞

∫
m+η<x<−ε

f(x)Y n(x)νn(dx) =
∫
m+η<x<−ε

f(x)Y (x)ν(dx). (2.53)

Comme Fn(βn) = 0, on a∫
x<m+η

(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −bn − cn
2
− cnβn

−
∫
x>m+η

(ex − 1)Y n(x)− h(x)νn(dx) +
∫
x<m+η

h(x)νn(dx)

et par les hypothèses 1., 2., 3., 4., on a

lim
n→+∞

∫
x<m+η

(ex − 1)Y n(x)νn(dx) = −F (a) +
∫
x<m+η

(ex − 1)Y (x)− h(x)ν(dx).

Finalement, par (2.53) et en faisant tendre η vers 0, on obtient

lim
n→+∞

∫
x<−ε

Y n(x)νn(dx) =
∫
x<−ε

Y (x)ν(dx) +
F (a)

1− em

ce qui implique que

lim
n→+∞

∫
R∗
f(x)Y n(x)νn(dx) =

∫
R∗
f(x)νX+mL(dx).

La convergence en loi (2.52) est donc véri�ée et on en déduit le Théorème 2.21. 2

Exemple 2.5 On considère le cas γ = −2, c'est-à-dire celui d'une divergence loga-
rithmique. On suppose que Xn

t = −5
2 t+Wt +Jnt où W est un mouvement Brownien
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 46

standard et Jn est un processus de Lévy purement discontinu, de mesure de Lévy
νn(dx) = ex

n(ex−1)1[ln( 3
2

),ln(2)](x)dx. On a alors

Fn(u) = −2 + u+
1
n

∫ ln(2)

ln( 3
2

)

ex

1− u(ex − 1)
dx

de sorte que Fn est continue et croissante sur ]−∞, 1[ et

lim
u→−∞F

n(u) = −∞ et lim
u→1

Fn(u) = +∞.

Ainsi, il existe un unique βn ∈] − ∞, 1[ tel que Fn(βn) = 0, et donc une mesure
log-minimale. D'autre part, pour tout borélien A, limn→+∞ νn(A) = 0 et la suite
de processus Xn converge donc en loi vers Xt = −5

2 t + Wt. On a en particulier
F (u) = −2 + u < 0 pour tout u ≤ 1. Donc, d'après le Théorème 2.21,

L(Xn|Qn) −→ L(X + ln(2)L|P̃ )

où P̃ est la mesure équivalente à P donnée par les paramètres de Girsanov (1, Y1) et
L est un processus de Poisson d'intensité 1 sous P̃ , indépendant de X.

2.4 Continuité en γ des prix associés aux mesures fγ-

minimales

On considère maintenant un nouveau problème de continuité en lien avec le pa-
ragraphe précédent. On cherche en e�et pour un modèle de Lévy �xé à étudier la
continuité en γ des prix associés aux mesures fγ-minimales. La question de la conver-
gence de la densité des mesures f q-minimales vers la mesure d'entropie relative a par
exemple été considérée dans [43],[7]. On va ici s'intéresser plus généralement à des
problèmes de continuité en γ et appliquer le Théorème 2.2 pour obtenir des résultats
de convergence sur le prix des options. Cependant, avant de considérer ce problème,
on détermine pour un modèle �xé la forme de l'ensemble des valeurs γ pour lesquelles
une mesure fγ-minimale existe.

2.4.1 Ensemble d'existence d'une mesure fγ-minimale

On a vu dans les sections précédentes que l'existence d'une mesure fγ-minimale
est liée à l'existence d'une solution pour une équation de la forme Fγ(u) = 0 pour

γ 6= −1 et ψ̂′(u) = 0 pour γ = −1. A�n d'uni�er les notations, on notera ici F−1

la fonction ψ̂′. On commence par énoncer une condition nécessaire d'existence d'une
mesure minimale qui découle des Propositions 2.7 et 2.12. On considère un processus
de Lévy tel que supp(ν) = R. Il est donc en particulier non monotone.

Lemme 2.22 On suppose qu'il existe une mesure fγ-minimale. Alors

(γ + 1)F−1(0) ≤ 0.

Preuve S'il existe une mesure martingale fγ-minimale Q, il doit nécessairement exis-
ter d'après les Proposition 2.7 ou 2.12 un réel βγ tel que Fγ(βγ) = 0. De plus,
a�n que Q soit équivalente à P on doit avoir Yβγ > 0 (ν-p.p) ce qui implique que
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 47

βγ(γ + 1) ≥ 0, et donc, comme Fγ est croissante, (γ + 1)Fγ(0) ≤ 0. On conclut en
remarquant que pour tout γ, Fγ(0) = F−1(0). 2

Ceci implique en particulier qu'il ne peut pas exister à la fois une mesure fγ-
minimale pour un γ > −1 et pour un γ < −1. On a également le résultat suivant.

Proposition 2.23 Si F−1(0) = 0, la mesure initiale P est la mesure martingale
fγ-minimale pour tout γ ∈ R.

Si limu→0 F−1(u) > 0, il existe un réel γ0 < −1 tel qu'une mesure martingale
fγ-minimale existe si et seulement si γ ∈ (γ0,−1].

Si limu→0 F−1(u) < 0, soit il n'existe aucune mesure fγ-minimale, soit il existe
des réels γ1 ≥ γ0 ≥ −1 tels qu'une mesure martingale fγ-minimale existe si et
seulement si γ ∈ (γ0, γ1].

Remarque. Les notations (γ0,−1] et (γ0, γ1] signi�ent ici qu'on ne peut pas se
prononcer sur l'existence d'une mesure fγ0-minimale.

Preuve Si F−1(0) = 0, la mesure initiale P véri�e

b+
c

2
+
∫

R∗
(ex − 1− h(x))ν(dx) = 0

et est donc une mesure martingale équivalente. P est donc la solution de tout pro-
blème de minimisation de f -divergence sur l'ensemble des mesures martingale équi-
valentes.

On suppose que limu→0 F−1(u) > 0. Notons d'abord que comme X n'est pas
monotone, limu→−∞ F−1(u) < 0 et par la Proposition 2.7, il existe une mesure d'en-
tropie minimale. On note maintenant γ1 = inf{γ < −1 : I(γ) < +∞} et on peut
remarquer que γ1 ≤ −2. Alors, pour tout γ ∈ (γ1,−1[, la fonction Fγ est bien dé-
�nie et croissante sur [ 1

γ+1 , 0]. De plus, limu→0− Fγ(u) = limu→0− F−1(u) > 0 et

limγ→−1 Fγ( 1
γ+1) < 0. Ainsi, il existe γ2 tel que pour tout γ ∈ [γ2,−1[, Fγ( 1

γ+1) ≤ 0.
On pose alors γ0 = sup(γ1, γ2). Par la Proposition 2.12, il existe une mesure minimale
si et seulement l'équation Fγ(u) = 0 admet une solution, c'est-à-dire si et seulement
si γ ∈ (γ0,−1].

Si on suppose maintenant que limu→0 F−1(u) < 0, on a pour tout γ ≤ −1,
limu→0 Fγ(u) < 0 et comme les fonctions Fγ sont croissantes et dé�nies sur [ 1

γ+1 , 0], il
n'existe pas de solution à Fγ(u) = 0, et donc pas de mesure martingale fγ-minimale.
De plus, si pour tout γ > −1, I(γ) = +∞, il ne peut pas exister de mesure fγ-
minimale pour γ ≥ −1. On suppose donc que γ0 = inf{γ : I(γ) < +∞} < +∞ et
on note que I(γ) est alors �ni pour tout γ > γ0. De plus, la fonction γ 7→ Fγ( 1

γ+1)
est décroissante et limγ→+∞ Fγ( 1

γ+1) = F−1(0) < 0. Ainsi, soit pour tout γ > γ0,

Fγ( 1
γ+1) < 0 et il n'existe donc pas de mesure fγ-minimale ; soit au contraire il existe

γ1 ≥ γ0 tel que Fγ1( 1
γ1+1) = 0, et l'équation Fγ(u) = 0 admet une racine, et donc

une mesure fγ-minimale si et seulement si γ ∈ (γ0, γ1]. 2

2.4.2 Continuité en γ des prix

On s'intéresse maintenant au problème de la continuité par rapport à γ des prix
associés aux mesures fγ-minimales. Nous avons montré que ces mesures existent sur
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 48

un intervalle de la forme

I = (γ0,−1], avec γ0 < −1 ou I = (γ0, γ1] , avec γ0 ≥ −1.

On considère une option dont la fonction de payo� g est continue et véri�e (2.2).
On note alors pour tout γ ∈ I, Cγ(g) le prix associé à la mesure martingale fγ-
minimale. On montre ici à partir du Théorème 2.2 la continuité de la fonction Cγ(g)
sur l'intervalle I.

Théorème 2.24 Soit g la fonction de payo� d'une option qui véri�e (2.2). Alors la
fonction γ 7→ Cγ(g) est continue sur l'intervalle I. De plus, si I =]γ0, γ1], on a pour
toute option dont le payo� est borné,

lim
γ→γ0

Cγ(g) = EP [g(S)] (2.54)

où P est la mesure initiale.

Remarque 1. On ne peut pas obtenir de même la limite des prix lorsque I est de
la forme I =]γ0,−1]. Comme dans le paragraphe 2.3.3, la di�culté provient de ce
que la fonction Fγ n'est pas continue sur R.

Remarque 2. La limite (2.54) provient de ce que le processus X sous la mesure
fγ-minimale converge en loi vers X sous la mesure P lorsque γ tend vers γ0. Il est
en fait assez naturel que la mesure initiale P apparaisse. En e�et, si γ0 /∈ I, alors
I(γ0) = +∞ et on peut montrer que dans ce cas, la f -divergence entre l'ensemble
des mesures martingales et la mesure P est nulle. On montre ce résultat avant de
donner la preuve du Théorème 2.24.

Proposition 2.25 Soit γ > −1 tel que I(γ) = +∞. On suppose que F−1(0) < 0.
Alors

inf
γ∈M

fγ(Q,P ) = 0

Preuve En se basant sur une construction similaire à celle utilisée dans la preuve
du Théorème 9 de [38], on obtient une suite de mesures martingales Qn telles que
limn→+∞ fγ(Qn, P ) = 0. Pour cela, on considère la suite de fonctions F̃nγ dé�nie par

F̃nγ (u) = b+
c

2
+ cu+

∫
x≤n

(ex − 1)Yu,γ(x)− h(x)ν(dx) +
∫
x>n

(ex − 1)ν(dx).

Les fonctions F̃nγ sont continues, croissantes et véri�ent F̃nγ (0) = F−1(0) < 0 et

limu→+∞ F̃nγ (u) = +∞. Il existe donc un unique réel βn > 0 tel que F̃nγ (βn) = 0.
On note alors Qn la mesure absolument continue par rapport à P donnée par les
paramètres de Girsanov (βn, Yn) où

Yn(x) =

{
Yβn,γ(x) si x ≤ n
1 sinon

Notons que pour tout u > 0, limn→+∞ F̃nγ (u) = +∞ ce qui implique limn→+∞ βn =
0. En particulier, on a pour n assez grand βn <

1
γ+1 et donc Yβn,γ > 0 ν-p.p. Ainsi

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 49

Qn dé�nit une mesure équivalente à P . De plus, comme F̃nγn(βn) = 0, Qn est une
mesure martingale. Finalement, on rappelle que

fγ(Qn, P ) = E[Zγ+2
T ]−1 = exp

(
T (
β2
nc

2
+
∫

R∗
Y γ+2
n (x)−1−(γ+2)(Yn(x)−1)ν(dx))

)
−1.

Comme limn→+∞ βn = 0, il nous faut montrer que

lim
n→+∞

∫
R∗
Y γ+2
n (x)− 1− (γ + 2)(Yn(x)− 1)ν(dx) = 0.

Pour cela, on remarque d'abord que la fonction à intégrer est nulle pour x ≥ n. Elle
est de plus bornée au voisinage de −∞ et équivalente à (γ+2)(γ+1)

2 x2 au voisinage de
0. Ainsi, par le théorème de convergence dominée,

lim
n→+∞

∫
x≤1

Y γ+2
n (x)− 1− (γ + 2)(Yn(x)− 1)ν(dx) = 0.

De plus, pour tout n ≥ 1 et tout x ≥ 1,

|Y γ+2
n (x)− 1− (γ + 2)(Yn(x)− 1)| ≤(γ + 2)(Y γ+1

n (x)− 1)(Yn(x)− 1)
≤(γ + 2)βn(ex − 1)Yn(x)

Or, on rappelle que pour tout n ≥ 1, Fnγ (βn) = 0 de sorte que

lim
n→+∞

∣∣∣ ∫
1≤x≤n

(ex − 1)Yn(x)νn(dx)
∣∣∣ =

∣∣∣− b− c

2
−
∫
x≤1

(ex − 1− h(x))ν(dx)

− lim
n→+∞

∫
x≥n

(ex − 1)ν(dx)
∣∣∣ < +∞

Ainsi, on en déduit que

lim
n→+∞(γ + 2)βn

∫
1≤x≤n

Y γ+2
n (x)− 1− (γ + 2)(Yn(x)− 1)ν(dx) = 0.

Finalement, on a bien
lim

n→+∞ fγ(Qn, P ) = 0

de sorte que
inf
Q∈M

fγ(Q,P ) = 0 2

On donne maintenant la preuve du Théorème 2.24. Celle-ci se fait en deux temps,
en montrant d'abord la continuité de Cγ(g) puis en étudiant la limite de la fonction
lorsque γ tend vers γ0.
Preuve du Théorème 2.24 On �xe γ ∈ I et on considère une suite (γn)n≥1 d'éléments
de I qui converge vers γ. On cherche à appliquer le Théorème 2.2 pour montrer la
convergence de la suite Cγn(g) vers Cγ(g). On note βγn l'unique solution de l'équation
Fγn(u) = 0. On rappelle que βγn ∈ [ 1

γn+1 , 0] si γn < −1 et βγn ∈ [0, 1
γn+1 ] si γn > −1.

On note de même βγ la solution de l'équation Fγ(βγ) = 0. On remarque alors que
pour tout u ∈] 1

γ+1 , 0] si γ < −1 ou [0, 1
γ+1 [ si γ > −1, on a

lim
n→+∞Fγn(u) = Fγ(u).
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 50

Comme les fonctions Fγn et Fγ sont croissantes, on peut en déduire que

lim
n→+∞βγn = βγ .

Ainsi la condition i) du Théorème 2.2 est véri�ée. On cherche maintenant à véri�er
la condition ii). Soit ε > 0 �xé. Les fonctions Yγn sont uniformément bornées sur
{x < −ε} et on a donc

lim
n→+∞

∫
x≤−ε

Yγn(x)ν(dx) =
∫
x≤−ε

Yγ(x)ν(dx).

De plus, il existe une constante C telle que pour tout γn et tout x ≥ ε,

Yγ(x) ≤ Ce γ+2
γ+1

x

où γ = inf γn ∈ I. Comme γ ∈ I, on doit avoir
∫
x≥1 e

γ+2
γ+1

x
ν(dx) < +∞. On en déduit

que la famille (Yγn)n≥1 est uniformément intégrable sur {x ≥ ε}, et donc que ii) est
véri�ée. De plus, on rappelle que Fγn(βγn) = 0 de sorte que pour tout n,∫

x≥1
(ex − 1)Yγn(x)ν(dx) = −b− c

2
− cβn −

∫
x<1

(ex − 1)Yγn(x)− h(x)ν(dx).

On en déduit alors comme précédemment que

lim
n→+∞

∫
x≥1

(ex − 1)Yγn(x)ν(dx) =
∫
x≥1

(ex − 1)Yγ(x)ν(dx)

et les conditions d'application du Théorème 2.2 sont véri�ées. Ainsi, pour toute
fonction de payo� qui véri�e (2.2),

lim
n→+∞Cγn(g) = Cγ(g).

On suppose maintenant que (γn)n≥1 converge par valeurs supérieures vers γ0 >
−1 et que I(γ0) = +∞. Par le Lemme de Fatou, on a

lim
n→+∞

∫
x≥1

e
γn+2
γn+1

x
ν(dx) ≥

∫
x≥1

e
γ0+2
γ0+1

x
ν(dx) = +∞.

Ceci implique que pour tout u > 0, limn→+∞ Fγn(u) = +∞. Comme les fonctions
Fγn sont croissantes et que l'équation Fγn(u) = 0 admet une unique solution positive
βn, on en déduit que limn→+∞ βγn = 0. Il reste à véri�er que la condition ii) du
Théorème 2.2 est véri�ée avec Yγ(x) = 1. Les fonctions Yγn sont uniformément
bornées sur {x ≤ −ε} de sorte que

lim
n→+∞

∫
x≤−ε

Yγn(x)ν(dx) = ν({x < −ε}).

De plus, on a pour tout n ≥ 1,

lim
n→+∞ |

∫
x≥ε

(ex − 1)Yγn(x)ν(dx)| = lim
n→+∞ |b+

c

2
− cβn +

∫
x<ε

(ex − 1)Yγn(x)− 1− h(x)ν(dx)|

= |b+
c

2
+
∫
x<ε

(ex − 1− h(x))ν(dx)| < +∞
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CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS DE CONTINUITÉ DES PRIX D'OPTIONS 51

On en déduit que la famille (Yγn)n≥1 est uniformément intégrable sur {x > ε} et
donc que

lim
n→+∞

∫
x≥ε

Yγn(x)ν(dx) = ν({x ≥ ε}).

Ainsi, la condition ii) est véri�ée et on peut appliquer la première partie du Théorème
2.2. On a donc pour toute fonction de payo� continue bornée,

lim
n→+∞Cγn(g) = EP [g(S)] 2
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Chapitre 3

Mesures martingales minimales et

préservation de la propriété de

Lévy

Un problème important dans l'étude d'un marché incomplet consiste dans le choix
d'une des mesures martingales équivalentes. Nous avons déjà considéré dans le cha-
pitre précédent quelques mesures obtenues par minimisation d'une certaine fonction
convexe. Ces choix ont été étudiés pour l'entropie relative dans [29],[32],[38],[56],
pour une f q-divergence et pour une divergence logarithmique dans [33],[43],[16],[48].
Nous donnons ici une version uni�ée de ces di�érents résultats. On rappelle que les
fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R regroupent, à un facteur a�ne
près, les cas suivants :

-γ = −2 correspond à la divergence logarithmique.
-γ = −1 correspond à l'entropie relative.
-γ 6= −1,−2 correspond à une f q-divergence.

On considère dans ce chapitre un processus de Lévy X à valeurs dans Rd dé�ni sur
un espace probabilisé �ltré (Ω,F ,F, P ), où F = (Ft)t≥0 est complète et continue à
droite. On a alors le résultat suivant :

Théorème 3.1 Soit f une fonction véri�ant f ′′(x) = axγ, a > 0, γ ∈ R et X un
processus de Lévy de caractéristiques (b, c, ν). Il existe alors une mesure f -minimale
Q∗ si et seulement si il existe β∗ ∈ Rd tel que

f ′(Y ∗(y)) > f ′+(0) (ν − pp) (3.1)

d∑
i=1

∫
|y|≥1

(eyi − 1)Y ∗(y)ν(dy) < +∞ (3.2)

b+
1
2
diag(c) + cβ∗ +

∫
Rd∗

(
(ey − 1)Y ∗(y)− h(y)

)
ν(dy) = 0 (3.3)

où Y ∗(y) = (f ′)−1(f ′(1) +
∑d

i=1 β
∗(i)(eyi − 1)). Les paramètres de Girsanov associés

à Q∗ sont alors β∗ et Y ∗. En particulier, Q∗ préserve la propriété de Lévy et est
indépendante de l'intervalle de temps considéré.

52
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 53

On montrera ce théorème dans la section 3.3.7. On rappelle que de façon générale,
la densité d'une mesure martingale est de la forme Z = E(N), où

N =
d∑
i=1

∫ .

0
β(i)
s dX(c),i

s +
∫ .

0

∫
Rd∗

(Ys(y)− 1)(µX − ν(dy)ds)

et où β et Y véri�ent presque sûrement, pour tout t ≥ 0,

b+
1
2
diag(c) + cβt +

∫
Rd∗

((ey − 1)Yt(y)− h(y))ν(dy) = 0.

De plus, cette mesure préserve la propriété de Lévy si et seulement si β et Y sont
déterministes et indépendants du temps. On rappelle également queM désigne l'en-
semble des mesures martingales équivalentes associées au processus de Lévy X et que
M′ désigne le sous-ensemble deM formé des mesures martingales qui préservent la
propriété de Lévy.

Dans le cas de l'entropie relative, il a été noté dans [29] qu'on peut associer à toute
mesure martingale équivalente Q une mesure martingale Q̄, qui préserve la propriété
de Lévy et telle que f(Q̄||P ) ≤ f(Q||P ). Ainsi, la mesure minimale, lorsqu'elle existe,
préserve la propriété de Lévy. Ce résultat a également été montré pour les fonctions
f(x) = xq, f(x) = − ln(x) dans [49]. Le but principal de ce chapitre est d'étudier
sous certaines conditions d'intégrabilité l'ensemble des fonctions convexes régulières
qui préservent la propriété de Lévy. Nous verrons en particulier que pour la plupart
des modèles de Lévy exponentiels, cette propriété est spéci�que aux fonctions qui
véri�ent f ′′(x) = axγ . On a plus précisément le résultat suivant :

Théorème 3.2 Soit f : R+∗ −→ R une fonction strictement convexe de classe C3

et X un processus de Lévy de caractéristiques (b, c, ν) tel que c est inversible ou tel
que supp(ν) est d'intérieur non-vide. On suppose qu'il existe une mesure martin-
gale équivalente f -minimale Q∗ sur l'intervalle [0, T ], de densité Z∗ qui préserve la
propriété de Lévy et véri�e pour tout x > 0 et tout compact K de R+∗,

EQ∗ [|f ′(xZ∗T )|] < +∞ , sup
t≤T

sup
x∈K

EQ∗ [f ′′(xZ∗t )Z∗t ] < +∞ (3.4)

Alors il existe a > 0 et γ ∈ R tels que pour tout x ∈ supp(Z∗T ),

f ′′(x) = axγ .

De plus, si Q∗ est minimale pour tout intervalle de temps [0, T ], alors f ′′(x) = axγ

pour tout x > 0.

Les conditions imposées sur c et ν peuvent sembler restrictives. Elles sont essentielle-
ment techniques et apparaîtront au cours de la preuve dans l'application du Lemme
3.16. L'exemple développé dans la section 3.3.8 montre que le résultat n'est plus
véri�é si c n'est pas inversible.

Le chapitre s'organise de la façon suivante. Dans la section 3.1, on rappelle les
résultats connus concernant les mesures minimales associées à des fonctions stric-
tement convexes. Dans la section 3.2, on étudie pour deux modèles élémentaires la
mesure minimale associée à une fonction strictement convexe f . On obtient ainsi des
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 54

exemples de fonctions pour lesquels une mesure minimale existe, mais ne préserve pas
la propriété de Lévy. La section 3.3 est la partie centrale du chapitre : on y énonce
et démontre le résultat principal concernant la préservation de la propriété de Lévy.
Finalement, dans la section 3.5, on s'intéresse à l'application de ces résultats pour la
détermination de stratégies optimales.

3.1 f-divergences et mesures minimales

On rappelle ici quelques résultats connus concernant des problèmes de minimisa-
tion sur l'espaceM des mesures martingales équivalentes. On commence par donner
la dé�nition d'une f -divergence :

Dé�nition 3.3 Soit P et Q deux mesures de probabilité telles que Q << P et soit
f :]0,+∞[−→ R une fonction strictement convexe. La f -divergence de Q par rapport
à P est dé�nie de la façon suivante :

f(Q||P ) =

{
E[f(dQdP )] si E[|f(dQdP )|] < +∞
+∞ sinon

Les f -divergences les plus couramment utilisées sont l'entropie relative, f(x) =
x ln(x), les f q-divergences, f(x) = xq, q < 0 ou q > 1 et la divergence logarith-
mique, f(x) = − ln(x). On peut également mentionner les fonctions de la forme

f(x) = (1 − xq) 1
q , 0 < q < 1 et les combinaisons linéaires à coe�cients positifs de

toutes ces fonctions.

On s'intéresse au problème de minimisation suivant.

Dé�nition 3.4 Une mesure Q∗ ∈M est dite f -minimale sur l'intervalle [0, T ] si

f(Q∗T ||P ∗T ) = inf
Q∈M

f(QT ||PT )

Notons que comme f est strictement convexe, la fonction Q 7→ f(Q||P ) est elle-même
strictement convexe, de sorte que la mesure minimale, si elle existe, est unique.

On commence par rappeler une condition nécessaire d'existence d'une mesure f -
minimale, tirée de [34]. Ce résultat s'applique pour des modèles de semimartingales
généraux et donc en particulier pour des modèles de Lévy exponentiels.

On introduit pour cela le sous-ensemble suivant deM :

K = {Q ∈M, telles que f(Q||P ) < +∞ et EQ[|f ′(dQ
dP

)|] < +∞}

Théorème 3.5 (cf [34],Th3.1) Soit Q∗ ∈ K. Alors, si Q∗ est une mesure f -
minimale sur [0, T ],

f ′
(dQ∗T
dPT

)
= x+ (φ · S)T Q∗ − p.s (3.5)

où x ∈ R et φ est un processus prévisible tel que φ · S est une martingale sous Q∗.

On rappelle que (φ · S) désigne l'intégrale stochastique vectorielle de φ par rapport
à S. Il est intéressant de pouvoir remplacer la condition Q∗ ∈ K par Q∗ ∈ M. Ceci
est possible pour une certaine classe de fonctions :
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 55

Lemme 3.6 (cf [53], Lemme 8.7) Soit f une f -divergence. On suppose que pour
tout c > 1 il existe des constantes positives c0, c1, c2, c3 telles que pour tout u > c0,

f(cu) ≤ c1f(u) + c2u+ c3. (3.6)

Alors un élément deM qui est f -minimal appartient nécessairement à K.
En particulier, tous les exemples de fonctions mentionnés précédemment véri�ent la
propriété (3.6).

La condition (3.5) du Théorème 3.5 nous permettra d'obtenir des conditions
nécessaires qui doivent être véri�ées par les mesures f -minimales. On donne mainte-
nant une condition nécessaire et su�sante que nous utiliserons essentiellement pour
véri�er que des candidats dé�nissent e�ectivement des mesures minimales :

Théorème 3.7 ([34], Th 2.2) Soit Q∗ ∈ M telle que f(Q∗||P ) < +∞. Alors Q∗

est f -minimale si et seulement si pour toute mesure Q ∈M telle que f(Q||P ) < +∞,

EQ

[
f ′
(dQ∗
dP

)]
≥ EQ∗

[
f ′
(dQ∗
dP

)]
.

Nous avons déjà cité dans le chapitre précédent un résultat de [38] donnant des
conditions nécessaires et su�santes d'existence pour une mesure minimale dans le
cas de l'entropie relative (Proposition 2.7). On rappelle également le résultat de [43]
dans le cadre des mesures f q-minimales :

Proposition 3.8 ([43], Th.2.9) On suppose que f(x) = xq, avec q > 1 ou q < 0.
Alors, si il existe β∗ ∈ Rd tel que

1 + (q − 1)
d∑
i=1

β∗i(eyi − 1) > 0 (ν − p.p),

d∑
i=1

∫
|y|≥1

(eyi − 1)(1 + (q − 1)
d∑
j=1

β∗(j)(eyj − 1))
1
q−1 ν(dy) < +∞,

b+
1
2
diag(c)+cβ∗+

∫
Rd∗

(
(ey−1)(1+(q−1)

d∑
i=1

β∗(i)(eyi−1))
1
q−1 −h(y)

)
ν(dy) = 0,

il existe une mesure f -minimale et ses paramètres de Girsanov sont β∗ et Y ∗(y) =
(1 + (q − 1)

∑d
i=1 β

∗(i)(eyi − 1))
1
q−1 .

En particulier, dans ces di�érents cas, les paramètres de Girsanov de la mesure
minimale sont déterministes et ne dépendent pas du temps, de sorte que par le
Théorème 1.18, la mesure minimale Q∗ ∈ M′. Les exemples développés dans la
section suivante montrent cependant qu'il ne s'agit pas d'une propriété générale.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 56

3.2 Etude de deux modèles élémentaires

Avant de nous intéresser plus précisément au problème de la préservation de la
propriété de Lévy, on étudie pour deux modèles de Lévy unidimensionnels simples,
l'existence d'une mesure minimale associée à une f -divergence quelconque. Ceci don-
nera en particulier des exemples de mesures minimales qui ne préservent pas la pro-
priété de Lévy.

Proposition 3.9 On suppose que Xt = cWt + aJt où W est un mouvement Brow-
nien, J un processus de Poisson, c > 0 et − c

2 < a < 0. Alors il existe une mesure
f -minimale pour toute f -divergence de classe C3.

Preuve Dans ce modèle, par le Théorème 1.18, une mesure Q appartient àM si ses
paramètres de Girsanov véri�ent l'équation

a+
c

2
+ cβs + (ea − 1)Ys(a) = 0.

Par une application directe de la formule d'Itô, la f -divergence de Q par rapport à
P vaut alors

EP [f(ZT )] =
∫ T

0
EP

[ c
2
f ′′(Zs−)Z2

s−β
2
s+f(Zs−Y (βs))−f(Zs−)−f ′(Zs−)Zs−(Y (βs)−1)

]
ds

où Y (u) = −a− c
2
−cu

ea−1 . A�n de minimiser la fonction sous l'intégrale, on introduit pour

un réel z > 0 �xé, la fonction ψz dé�nie sur ]− a
c − 1

2 ,+∞[ par

ψz := u 7→ c

2
f ′′(z)z2u2 + f(zY (u))− f(z)− f ′(z)z(Y (u)− 1).

La fonction ψz est de classe C2 relativement à u, strictement convexe et

ψ′z(u) = cf ′′(z)z2u+
cz

1− ea
[
f ′(zY (u))− f ′(z)].

En particulier, on a

lim
u→−a

c
− 1

2

ψ′z(u) = −(a+
c

2
)f ′′(z)z2 +

cz

1− ea lim
u→0

(f ′(u)− f ′(z)) < 0,

ψ′z(
1− ea
c

) = (1− ea)f ′′(z)z +
cz

1− ea (f ′(z
a+ c

2 + 1− ea
1− ea )− f ′(z)) > 0.

Il existe donc un unique réel u = η(z) ∈] − a
c − 1

2 , 0[ qui minimise ψz. De plus, la
fonction (z, u) 7→ ψ′z(u) est de classe C1 et pour tout u > −a

c − 1
2 , pour tout z > 0,

on a
d

du
ψ′z(u) = cf ′′(z)z2 +

c2

(ea − 1)2
z2f ′′(zY (u)) > 0.

Donc par le théorème des fonctions implicites, η est de classe C1. On introduit alors
pour tout n ≥ 1, la fonction η(n) dé�nie par

η(n)(x) =


η( 1

n) si 0 < x < 1
n

η(x) si 1
n ≤ x ≤ n

η(n) si x ≥ n.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 57

qui est continue et bornée. On considère alors l'équation di�érentielle stochastique

dZ(n)
s = Z

(n)
s− η

(n)(Z(n)
s− )cdWs + aZ

(n)
s−

(
Y
(
η(n)(Z(n)

s− )
)− 1

)
d(Js − s). (3.7)

La fonction η(n) est continue et bornée. De plus, il existe une constante Kn telle que
pour tout 0 ≤ x, y ≤ n,

|xη(n)(x)− yη(n)(y)|+ |xY (η(n)(x))− yY (η(n)(y))| ≤ Kn|x− y|
|xη(n)(x)|2 + |Y (η(n)(x))x|2 ≤ Kn(1 + |x|2).

L'équation (3.7) admet donc une unique solution forme Z(n). On note alors τn =
inf{t ≥ 0 : Z(n)

s− ≥ n ou Z
(n)
s− ≤ 1

n}, avec inf{∅} = +∞. Notons que pour m ≥ n, le

processus Z
(m)
.∧τn véri�e (3.7), de sorte que le processus

Z∗t =
+∞∑
n=1

Z
(n)
t 1{τn<t≤τn+1}

est bien dé�ni sur l'intervalle stochastique [0, τ ] où τ = limn→+∞ τn. Or, comme pour
tout z > 0, Y (z) − 1 > 0, on a τ = +∞ p.s. De plus, par recollement des solutions
des équations (3.7), Z∗ est solution de l'équation

dZt = Zt−η(Zt−)cdWt + a(Y (η(Zt−))− 1)Zt−d(Jt − t).
Z∗ est alors la densité d'une mesure équivalente à P . Comme

b+
c

2
+ cη(z) + (ea − 1)

−a− c
2 − cη(z)

ea − 1
= 0,

il s'agit d'une mesure martingale équivalente, et par dé�nition de la fonction η, Z∗

minimise E[f(Z∗T )] sur l'ensemble des mesures martingales équivalentes. 2

Proposition 3.10 On suppose que Xt = a(J (1)
t − t)− b(J (2)

t − t) +dt où J (1) et J (2)

sont deux processus de Poisson indépendants, a, b > 0 et 0 < d < 1 − e−b. Alors il
existe une mesure f -minimale pour toute f -divergence de classe C3.

Preuve Dans ce cas, par le Théorème 1.18, le paramètre de Girsanov Y d'une mesure
martingale Q doit véri�er pour tout s ≤ T ,

d+ (ea − 1)Ys(a) + (e−b − 1)Ys(−b) = 0.

La f -divergence de Q par rapport à P vaut alors

EP [f(ZT )] =
∫ T

0
EP [f(Zs−Ys(a))− f(Zs−)− f ′(Zs−)Zs−(Ys(a)− 1)

+ f(Zs−υ(Ys(a)))− f ′(Zs−)Zs−(υ(Ys(a))− 1)]ds

où υ(u) = d+(ea−1)u
1−e−b . On associe alors à tout z > 0, la fonction ψz dé�nie sur R+∗

par

ψz(u) = f(zu)− f(z)− f ′(z)z(u− 1) + f(zυ(u))− f(z)− f ′(z)z(υ(u)− 1).
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 58

ψz est alors de classe C2, strictement convexe, et sa dérivée est donnée par

ψ′z(u) = z
(
f ′(zu)− f ′(z))+

z(ea − 1)
1− e−b

(
f ′(zv(u))− f ′(z))

On a alors
lim
u→0

ψ′z(u) < 0 et lim
u→+∞ψ

′
z(u) > 0.

Il existe donc un unique élément η(z) tel que ψ′z(η(z)) = 0. On montre alors comme
dans le modèle précédent que l'équation di�érentielle stochastique

dZs = a(η(Zs−)− 1)d(J (1)
s − s)− b(υ(η(Zs−))− 1)d(J (2)

s − s)

admet une unique solution forte Z∗ qui est la densité de la mesure martingale f -
minimale. 2

Exemple. On considère la fonction f(x) = 3x2 + 4x3 dé�nie sur R+∗ et X un
processus de Lévy de la forme

Xt = ln(
3
2

)(J (1)
t − t)− ln(2)(J (2)

t − t) + t

où J (1) et J (2) sont des processus de Poisson indépendants. Par la proposition 3.10, il
existe une mesure f -minimale de densité Z∗. On cherche dans cet exemple à calculer
explicitement les paramètres de Girsanov de cette mesure. Il nous faut pour cela
déterminer la solution de l'équation ψ′z(u) = 0. On a

ψ′z(u) = z(2zu2 + 2(1 + z)u− 1− z)

et ψ′z(u) = 0 admet une unique solution positive η(z) =
√

1+z
2z (
√

1 + 3z − √1 + z).
On déduit donc de la proposition 3.10 que les paramètres de Girsanov de Z∗ sont

Ys(ln(
3
2

)) =
√

1 + z

2z
(
√

1 + 3z−√1 + z) et Ys(− ln(2)) = 1+
√

1 + z

2z
(
√

1 + 3z−√1 + z).

En particulier, ces paramètres ne sont pas déterministes mais sont des fonctions non
constantes de Z∗s− . Donc, par le Théorème 1.18, la mesure minimale Q∗ associée ne
préserve pas la propriété de Lévy bien que f soit combinaison linéaire de fonctions
qui préservent la propriété de Lévy.

3.3 Préservation de la propriété de Lévy

Nous avons vu que la préservation de la propriété de Lévy par une mesure f -
minimale n'est pas une propriété générale mais qu'elle est véri�ée par certaines fonc-
tions couramment utilisées, notamment f(x) = x ln(x), f(x) = xq

q ou f(x) = − ln(x).
On cherche ici à déterminer pour un modèle de Lévy très général les f -divergences
qui préservent la propriété de Lévy.

Avant d'énoncer le théorème principal, on rappelle le cadre considéré : si la mesure
initiale P est elle-même une mesure martingale, elle sera bien sûr f -minimale pour
toute divergence et tout intervalle de temps considéré. On suppose donc dans cette
partie que P /∈M. De plus, la recherche d'une mesure f -minimale n'a d'intérêt que
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 59

si M est non-vide et non réduit à un seul élément. On considère un processus de
Lévy X �xé à valeurs dans Rd, de caractéristiques (b, c, ν), qui dé�nit un marché
incomplet. On rappelle que par le Théorème 1.22, ces conditions sont équivalentes à
supposer que l'une des deux conditions suivantes est véri�ée :

i)Card(supp(ν)) > k, où k est la dimension du noyau de c.
ii) Il existe x ∈ supp(ν) tel que c(ex − 1) 6= 0.

On rappelle l'énoncé du théorème principal :

Théorème 3.2 Soit f : R+∗ −→ R une fonction convexe de classe C3 et X un pro-
cessus de Lévy de caractéristiques (b, c, ν) tel que c est inversible ou tel que supp(ν)
est d'intérieur non-vide. On suppose qu'il existe une mesure f -minimale Q∗ sur l'in-
tervalle [0, T ], de densité Z∗, qui préserve la propriété de Lévy et véri�e pour tout
x > 0 et tout compact K de R+∗,

EQ∗ [|f ′(xZ∗T )|] < +∞ , sup
t≤T

sup
x∈K

EQ∗ [f ′′(xZ∗t )Z∗t ] < +∞ (3.8)

Alors il existe a > 0 et γ ∈ R tels que pour tout x ∈ supp(Z∗T ),

f ′′(x) = axγ .

De plus, si Q∗ est minimale pour tout intervalle de temps [0, T ], alors f ′′(x) = axγ

pour tout x > 0.

Remarque 1. Si on considère des combinaisons linéaires de fonctions véri�ant

f ′′(x) = axγ , ou bien les fonctions de la forme f(x) = (1 − xq)
1
q avec q 6= 1

2 , il
est facile de voir qu'elles véri�ent (3.6). Ainsi, par le Lemme 3.6, une mesure mini-
male, si elle existe, appartient nécessairement à K. On montrera de plus au Lemme
3.14 qu'une telle mesure véri�e également la condition d'intégrabilité sur f ′′. Ainsi,
pour chacune de ces fonctions, s'il existe une mesure minimale, elle ne préservera pas
la propriété de Lévy.

Remarque 2. L'égalité f ′′(x) = axγ est obtenue pour x ∈ supp(Z∗T ). On détermi-
nera plus explicitement dans le Lemme 3.19 la forme de cet ensemble. On verra en
particulier que pour les modèles les plus utilisés, il s'agit de R+∗.

L'essentiel de cette section est constituée de la preuve du Théorème 3.2. Elle s'orga-
nise de la façon suivante :

La première étape consiste à obtenir une équation qui doit être véri�ée par la
densité d'une mesure martingale minimale si celle-ci préserve la propriété de Lévy.
Pour cela :
section 3.3.1 : On commence par montrer des lemmes d'intégrabilité sur la densité
des mesures Q ∈M′ qui véri�ent les conditions d'intégrabilité (3.8).
section 3.3.2 : Par une application de la formule d'Itô, on obtient une décomposition
pour les densités des mesures Q ∈M′ qui véri�ent les conditions (3.8).
section 3.3.3 : En identi�ant cette décomposition avec la condition nécessaire du
Théorème 3.5 pour les mesures martingales minimales, on obtient une équation vé-
ri�ée presque sûrement par la densité de la mesure minimale.
section 3.3.4 : A�n de pouvoir exploiter l'équation obtenue, on détermine le support
de la loi de la densité de la mesure minimale.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 60

On montre dans un deuxième temps que pour les di�érents modèles considérés,
l'équation sur la densité ne peut être véri�ée que si f ′′(x) = axγ .
section 3.3.5 : 1er cas : supp(ν) est d'intérieur non-vide.
section 3.3.6 : 2e cas : la matrice c est inversible.

section 3.3.7 : On considère �nalement les fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ et on
montre le Théorème 3.1. Ce résultat n'est pas nouveau (cf. les propositions 2.7 et
3.8), mais on donne ici une version uni�ée des di�érents cas.

section 3.3.8 : On termine cette partie en donnant un exemple de modèle pour lequel
la matrice c n'est pas inversible et on obtient une fonction f qui préserve la propriété
de Lévy bien que f ′′(x) 6= axγ .

3.3.1 Lemmes préparatoires

On commence par donner un premier lemme qui sera utilisé plusieurs fois dans
la suite du chapitre lorsqu'il sera nécessaire de localiser di�érents processus.

Lemme 3.11 Soit Q une mesure martingale équivalente appartenant àM′ de para-
mètres de Girsanov (β, Y ). Alors

Tn = inf{t ≥ 0 : Y (∆Xt) ≥ n ou Y (∆Xt) ≤ 1
n
}, (3.9)

avec inf{∅} = +∞, dé�nit une suite de temps d'arrêt qui tend presque sûrement vers
+∞.

Preuve On dé�nit pour tout n ≥ 1 le borélien

Bn = {y ∈ Rd∗ : Y (y) ≥ n ou Y (y) ≤ 1
n
}.

On rappelle que pour tout borélien B qui véri�e ν(B) < +∞, TB = inf{t ≥ 0,∆Xt ∈
B} dé�nit un temps d'arrêt. On montre donc que pour tout n ≥ 2, ν(Bn) < +∞.
Comme Q est équivalente à P , on a∫

Rd∗
(
√
Y (y)− 1)2ν(dy) < +∞.

On a alors

+∞ >

∫
Rd∗

(
√
Y (y)− 1)21{y∈Bn}ν(dy) ≥ (1− 1√

n
)2ν(Bn)

et donc en particulier ν(Bn) < +∞. Ainsi, pour tout n ≥ 1, Tn est un temps
d'arrêt et la suite (Tn)n≥1 est de plus croissante. De plus, (Bn)n≥1 dé�nit une suite
décroissante de boréliens et

⋂
n≥1Bn = ∅. Donc par continuité de la mesure ν,

limn→+∞ ν(Bn) = 0. On a alors pour tout t ≥ 0,

P (Tn ≤ t) = P (card{s ≤ t,∆Xs ∈ Bn} ≥ 1) ≤ tν(Bn)

et donc limn→+∞ P (Tn ≤ t) = 0. Comme (Tn)n≥1 est une suite croissante, on en
déduit que limn→+∞ Tn = +∞ p.s. 2
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 61

Lemme 3.12 Soit Z la densité d'une mesure Q ∈M′. Alors ln(Z) est un processus
de Lévy sous P et sous Q.

Preuve On rappelle que pour tout t ≥ 0,

ln(Zt) =
d∑
i=1

β(i)X
(c),i
t +

∫ t

0

∫
Rd∗

ln(Y (y))(µX − ν(dy)ds)

− t[
>βcβ

2
+
∫

Rd∗
Y (y)− 1− ln(Y (y))ν(dy)]

On en déduit que pour tout t ≥ 0 et tout z ∈ C, Re(z) ≤ 1, on a E[ez ln(Zt)] =
etψ

ln(Z)(z), avec

ψln(Z)(v) =− z
(>βcβ

2
+
∫

Rd∗
Y (y)− 1− ln(Y (y))ν(dy)

)
+

1
2
>βcβz2 +

∫
Rd∗

ez ln(Y (y)) − 1− zh(ln(Y (y)))ν(dy)

Ainsi, ln(Z) est un processus de Lévy à valeurs réelles sous P de caractéristiques
bln(Z) = −>βcβ2 − ∫Rd∗ Y (y)− 1− ln(Y (y))ν(dy)
cln(Z) = >βcβ
ν(A) =

∫
Rd∗ 1{ln(Y (y))∈A}ν(dy), A ∈ B(R)

De plus, en remarquant que pour tout u ∈ R, EQ[eiu ln(Zt)] = EP [e(iu+1) ln(Zt)], on
obtient que ln(Z) est également un processus de Lévy sous Q, de caractéristiques

bln(Z),Q =
>βcβ

2 +
∫

Rd∗ Y (y)h(ln(Y (y)))− (Y (y)− 1)ν(dy)
cln(Z),Q = >βcβ
νln(Z),Q(A) =

∫
Rd∗ 1{ln(Y (y))∈A}Y (y)ν(dy), A ∈ B(R)

2

On montre maintenant deux lemmes d'intégrabilité pour la densité des mesures
Q ∈M′.
Lemme 3.13 Soit Z la densité d'une mesure Q ∈ M′ telle que pour tout x > 0,
EQ[|f ′(xZT )|] < +∞. Alors pour tout temps d'arrêt τ à valeurs dans [0, T ] et tout
compact K de R+∗,

sup
x∈K

E[|f(xZτ )|] < +∞ , sup
x∈K

EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞ , sup
x∈K

EQ[|f ′(xZT
Zτ

)|] < +∞

De plus, pour toute suite de temps d'arrêt (Tn)n≥1 tendant vers +∞ et tout t ≤ T ,

lim
n→+∞EQ[f ′(xZt∧Tn)] = EQ[f ′(xZt)] et lim

n→+∞EP [f(xZt∧Tn)] = EP [f(xZt)]

(3.10)

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 62

Remarque. On peut déjà noter que comme f ′ est croissante, la condition
EQ[|f ′(xZT )|] < +∞, x > 0, entraîne sur tout compact K, supx∈K EQ[|f ′(xZT )|] <
+∞.

Preuve Soit τ un temps d'arrêt à valeurs dans [0, T ] et x > 0. On suppose que
EQ[|f ′(xZτ )|] = +∞. Comme f ′ est croissante, ceci implique qu'il existe A > 0 tel
que

EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}] = +∞ ou EQ[f ′(xZτ )1{Zτ}< 1
A
}] = −∞.

On suppose par exemple que EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}] = +∞. Comme la mesure Q
préserve la propriété de Lévy, par le Lemme 3.12, ln(Z) est un processus de Lévy sous
Q, de sorte que les variables aléatoires ln(Zτ ) et ln(ZT )− ln(Zτ ) sont indépendantes
sous Q. Ainsi, Zτ et ZT

Zτ
sont également indépendantes sous Q. On écrit alors

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ
≥1}] = EQ

[
EQ[|f ′(xyZτ )|1{Zτ>A}1{y≥1}]|y=

ZT
Zτ

]
.

Comme f ′ est croissante, on a alors

f ′(xyZτ )1{y≥1} ≥ f ′(xZτ )1{y≥1},

de sorte que

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ
≥1}] ≥ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}1{ZT

Zt
≥1}].

En utilisant à nouveau l'indépendance de Zτ et ZT
Zτ

, on obtient �nalement

EQ[|f ′(xZT )|1{Zτ>A}1{ZT
Zτ
≥1}] ≥ EQ[f ′(xZτ )1{Zτ>A}]Q

(ZT
Zτ
≥ 1
)

= +∞

ce qui contredit l'hypothèse EQ[|f ′(xZT )|] < +∞. On en déduit donc que
EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞. On raisonne de la même manière si on suppose que
EQ[f ′(xZτ )1{Zτ< 1

A
}] = −∞. De plus, comme f ′ est croissante, on a pour tout com-

pact K, supx∈K EQ[|f ′(xZτ )|] < +∞. On obtient de même supx∈K EQ[|f ′(xZTZτ )|] <
+∞ en intervertissant les rôles de Zτ et ZT

Zτ
.

Par la convexité de f , il existe une constante C > 0 telle que pour tout x > 0,

|f(x)| ≤ C + x|f ′(x)|. (3.11)

En appliquant ceci à xZτ on obtient

sup
x∈K

EP [|f(xZτ )|] ≤ C + sup
x∈K

xEQ[|f ′(xZτ )|] < +∞.

Si on considère maintenant une suite de temps d'arrêt (Tn)n≥1 tendant vers +∞,

EQ[f ′(xZt)] = EQ[f ′(xZt∧Tn)]+EQ[f ′(xZt)1{t>Tn}]−EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}] (3.12)

Comme EQ[|f ′(xZt)|] < +∞, le deuxième terme de la somme tend vers 0 quand
n tend vers l'in�ni. De plus, comme Q préserve la propriété de Lévy, les variables
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 63

aléatoires Zt∧Tn et ZT
Zt∧Tn

sont indépendantes. On note a = inf{x ≥ 0, f ′(x) > 0}. On
a alors

EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}]Q(Zt∧Tn < ZT )

= EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}1{ ZT
Zt∧Tn

>1}].

Comme f ′ est croissante, on a alors

EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}1{xZt∧Tn≥a}]Q(Zt∧Tn < ZT ) ≤ EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]. (3.13)

On obtient de même

EQ[|f ′(xZt∧Tn)|1{t>Tn}1{xZt∧Tn<a}]Q(Zt∧Tn > Zt) ≤ EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]. (3.14)

De plus, par continuité de la mesure de probabilité Q pour les suites croissantes
d'ensembles,

lim
n→+∞Q(Zt∧Tn < ZT ) ≥ lim

n→+∞Q({Zt < ZT }
⋂
{t ≤ Tn}) = Q(Zt < ZT ) > 0

et de même limn→+∞Q(Zt∧Tn > ZT ) > 0. On déduit donc de (3.13) et (3.14) que

lim
n→+∞EQ[f ′(xZt∧Tn)1{t>Tn}]

≤ lim
n→+∞EQ[|f ′(xZT )|1{t>Tn}]

( 1
Q(Zt∧Tn < Zt)

+
1

Q(Zt∧Tn > Zt)

)
= 0

Finalement (3.12) entraîne la convergence pour f ′. Si on considère maintenant f , on
écrit de même

EP [f(xZt)] = EP [f(xZt∧Tn)] + EP [f(xZt)1{t>Tn}]− EP [f(xZ∧Tn)1{t>Tn}].

Comme EP [|f(xZt)|] < +∞, le deuxième terme de la suite tend vers 0. De plus, par
(3.11), on a

EP [|f(xZt∧Tn)1{t>Tn}] ≤ CP (t > Tn) + EQ[|f ′(xZt∧Tn)|1{t>Tn}]

et on a donc limn→+∞EP [|f(xZt∧Tn)1{t>Tn}] = 0. 2

Lemme 3.14 On suppose que pour x > 0, EQ[|f ′(xZT )|] < +∞. Alors, pour tout
compact K de R+∗,

sup
t≤T

sup
x∈K

EP [f(xZt)] < +∞ (3.15)

Remarque. Nous considérerons par la suite di�érentes fonctions pour lesquelles il
existes des constantes positives c1, c2, c3 telles que

x2f ′′(x) ≤ c1f(x) + c2x+ c3

Dans ce cas, (3.15) entraîne la condition d'intégrabilité (3.8) nécessaire à l'application
du Théorème 3.2.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 64

Preuve On commence par introduire la suite de temps d'arrêt

τn = inf{t ≥ 0 : Zt ≥ n ou Zt ≤ 1
n
ou Y (∆Xt) ≥ n ou Y (∆Xt) ≤ 1

n
}

avec inf{∅} = +∞. Comme f est de classe C2, on peut appliquer la formule d'Itô au
processus arrêté f(xZt∧Tn)t≤T : pour tout t ≤ T ,

f(xZt∧τn) =f(x) +
d∑
i=1

β(i)

∫ t∧τn

0
xf ′(xZs−)dX(c),i

s

+
∫ t∧τn

0

∫
Rd∗

xf ′(xZs−)(Y (y)− 1)(µX − ν(dy)ds)

+
1
2
>βcβx2

∫ t∧τn

0
f ′′(xZs−)Z2

s−ds

+
∑

0<s≤t∧τn
f
(
xZs−Y (∆Xs)

)− f(xZs−)− f ′(xZs−)xZs−(Y (∆Xs)− 1
)

(3.16)
De plus, par l'inégalité des accroissements �nis,∑
0<s<τn

|f(xZs−Y (∆Xs))−f(xZs−)|2 ≤ sup
x
n2≤z≤xn2

f ′(z)2n2x2
( ∑

0<s<τn

(Y (∆Xs)−1)2
)

On en déduit que

EP

[ ∑
0<s≤τn

|f(xZs−Y (∆Xs))− f(xZs−)|2
] 1

2

≤ sup
x
n2≤z≤xn2

f ′(z)nxEP
[ ∑

0<s<τn

(Y (∆Xs)− 1)2
] 1

2 + EP [|f(xZτn)|] + sup
x
n
≤z≤xn

f(xz)

< +∞
de sorte que la martingale

∫ .
0

∫
Rd∗ f(xZs−Y (y)) − f(xZs−)(µX − ν(dy)ds) est bien

dé�nie. Ainsi, on peut écrire

f(xZt∧τn) = f(x) +
d∑
i=1

β(i)

∫ t∧τn

0
xf ′(xZs−)dX(c),i

s

+
∫ t∧τn

0

∫
Rd∗

f(xZs−Y (y))− f(xZs−)(µX − ν(dy)ds) +
∫ t∧τn

0
ψQ(f, x, s)ds

(3.17)
où

ψQ(f, x, s) =
1
2
>βcβf ′′(xZs−)Z2

s−

+
∫

Rd∗
f(xZs−Y (y))− f(xZs−)− f ′(xZs−)xZs−(Y (y)− 1)ν(dy)

(3.18)
Notons en particulier que comme f est convexe, ψQ(f, x, s) ≥ 0 et de plus, on a
presque sûrement, pour ν-presque tout y,

f(xZs−Y (y))− f(xZs−)− f ′(xZs−)xZs−(Y (y)− 1) ≥ 0.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 65

On déduit alors de (3.17) que

E[f(xZt∧Tn)] =
∫ t

0
E
[
ψQ(f, x, s)1{s≤Tn}

]
ds.

Lorsque n tend vers +∞, on obtient par le Lemme 3.13 et le théorème de convergence
monotone,

E[f(xZt)] =
∫ t

0
E
[
ψQ(f, x, s)

]
ds

En particulier, t 7→ E[f(xZt)] est une fonction continue et croissante et donc pour
tout compact K,

sup
t≤T

sup
x∈K

E[f(xZt)] = sup
x∈K

E[f(xZT )] < +∞ 2

3.3.2 Une décomposition pour les mesures qui préservent la pro-
priété de Lévy

On donne maintenant une équation satisfaite par la densité de toute mesure
Q ∈M′ véri�ant (3.8). On introduit pour cela les notations{

ξs(x) = xEQ[f ′′(xZT−s)ZT−s]
Hs(x, y) = EQ[f ′(xZT−sY (y))− f ′(xZT−s)].

Lemme 3.15 Soit λ > 0 �xé. On suppose que Q ∈ M′ véri�e (3.8). Alors presque
sûrement, pour tout t ≤ T ,

EQ[f ′(λZT )|Ft] = EQ[f ′(λZT )]+λ
d∑
i=1

β(i)

∫ t

0
ξs(Zs−)dX(c),i

s

+
∫ t

0

∫
Rd∗

Hs(Zs− , y)(µX − Y (y)ν(dy)ds).

(3.19)

Preuve On commence par montrer que les termes qui apparaissent dans le membre
de droite de (3.19) sont bien dé�nis. On rappelle que la partie martingale continue
est bien dé�nie si il existe une suite de temps d'arrêt (Tp)p≥1 tendant vers +∞ telle
que

d∑
i=1

β(i)2c2
iEQ

[ ∫ T∧Tp

0
ξ2
s (Zs−)ds

]
< +∞.

On considère la suite de temps d'arrêt donnée par Tp = {inf t ≥ 0 : Zt ≥
p ou Zt ≤ 1

p}. On a alors

EQ

[ ∫ T∧Tp

0
ξ2
s (λZs−)ds

]
≤ λ2p2T

(
sup
t≤T

sup
λ
p
≤x≤λp

EQ[f ′′(xZT−s)ZT−s]
)2

< +∞

Pour la martingale discontinue, il nous faut montrer qu'il existe une suite de temps
d'arrêt (τp)p≥1 tendant vers +∞ telle que

EQ

[ ∫ T∧τp

0

∫
Rd∗

H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)ds

] 1
2
< +∞ (3.20)
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 66

Pour cela, on considère la suite de temps d'arrêt dé�nie par

τp = inf{t ≥ 0 : Zt ≥ p ou Zt ≤ 1
p
ou Y (∆Xt) ≥ p}

et on remarque qu'il existe au plus un saut tel que Y (∆Xt) ≥ p sur l'intervalle
stochastique [0, τp]. D'une part, par le théorème des accroissements �nis,

H2
s (λZs− , y)1{Y (y)≤p} ≤ sup

1
n2≤η≤n2

EQ[f ′′(ληZT−s)ZT−s]2λ2n2(Y (y)− 1)21{Y (y)≤p}

En prenant l'espérance,

EQ

[ ∫ T∧τp

0

∫
Y (y)≤p

H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)ds

] 1
2

≤ λTp sup
s≤T

sup
1
p2
≤x≤p2

EQ[f ′′(ληZT−s)ZT−s]
(∫

Y (y)≤p
(Y (y)− 1)2Y (y)ν(dy)

) 1
2

(3.21)
Cette quantité est bien �nie. En e�et, le premier terme du produit est �ni par l'hy-
pothèse (3.8) et le deuxième par les conditions (1.18) véri�ées par les paramètres de
Girsanov des mesures martingales. D'autre part,

H2
s (λZs− , y)1{Y (y)≥p} ≤

(
EQ[f ′(λZT )|Fs]2 + sup

1
p
≤x≤p

EQ
[|f ′(λxZT

Zs
)|]2)1{Y (y)≥p}.

Comme il existe sur l'intervalle stochastique [0, T ∧ τp] au-plus un saut tel que
Y (∆Xt) ≥ p, on a alors

EQ

[ ∫ T∧τp

0

∫
Y (y)≥p

H2
s (λZs− , y)Y (y)ν(dy)

] 1
2

≤ 2EQ[|f ′(λZT )|] + 2 sup
1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λx ZT
Zτp

)|] < +∞
(3.22)

Finalement, en ajoutant (3.22) et (3.21), on a bien (3.20). Ainsi, les expression
qui apparaissent dans (3.19) sont bien dé�nies. Pour obtenir la décomposition, on
cherche maintenant à appliquer la formule d'Itô. Cependant, on ne peut pas l'appli-
quer directement à la fonction f ′. On introduit donc une suite de fonctions (φn)n≥1

bornées, qui approchent f ′ et auxquelles on peut appliquer la formule d'Itô. On
construit en particulier φn de sorte que f ′ et φn coïncident sur [ 1

n , n]. On pose donc

φn(x) =


An(x) si 0 < x < 1

n

f ′(x) si 1
n ≤ x ≤ n

Bn(x) si x > n

où

An(x) = f ′(
1
n

)−
∫ 1

n

x∨ 1
2n

f ′′(y)(2ny − 1)2(5− 4ny)dy

Bn(x) = f ′(n) +
∫ x∧(n+1)

n
f ′′(y)(n+ 1− y)2(2y + 1− 2n)dy
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 67

On peut noter que les recollements en 1
2n ,

1
n , n et n+1 sont faits de sorte que φn soit

de classe C2 sur R+∗. De plus, pour chaque n, φn est bornée, et on a les majorations
suivantes : il existe C > 0 tel que

|φn(x)| ≤ 4|f ′(x)|+ C , |φ′n(x)| ≤ 3|f ′′(x)| et |φn(x)− φn(y)| ≤ 7|f ′(x)− f ′(y)|
(3.23)

On rappelle que comme Z est la densité d'une mesure qui préserve la propriété
de Lévy, la variable aléatoire ZT

Zt
est indépendante de Ft et de même loi que ZT−t.

On a donc pour tout n ≥ 1, presque sûrement, pour tout t ≤ T ,

EQ[φn(λZT )|Ft] = EQ[φn(λxZT−t)]|x=Zt

On pose alors ρn(t, x) = EQ[φn(λxZT−t)] et on cherche à appliquer la formule d'Itô
à ρn(t, Zt). Pour cela, il nous faut véri�er que ρn est de classe C2 relativement à x et
de classe C1 relativement à t. On note d'abord que∣∣ ∂

∂x
φn(λxZT−t)

∣∣ =
∣∣λZT−tφ′n(λxZT−t)

∣∣ ≤ λ(n+ 1) sup
z∈R

∣∣φ′n(z)
∣∣ < +∞.

Donc ρn est dérivable en x et

∂

∂x
ρn(t, x) = λEQ[φ′n(λxZT−t)]

et la fonction (x, t) 7→ EQ[φ′n(λxZT−t)] est continue. De même

∣∣ ∂2

∂x2
φn(λxZT−t)

∣∣ = λ2Z2
T−tφ

′′
n(λxZT−t) ≤ λ2(n+ 1)2 sup

z∈R
φ′′n(z) < +∞.

Donc ρn est deux fois dérivable en x et

∂2

∂x2
ρn(t, x) = λ2EQ[φ′′n(λxZT−t)Z2

T−t].

Cette fonction est également continue en t. Pour obtenir la dérivabilité en t de ρn,
on applique la formule d'Itô à φn(λxZT−t) :

φn(λxZT−t) =φn(λx) +
d∑
i=1

∫ T−t

0
λxφ′n(λxZs−)β(i)Zs−dX

(c),Q,i
s

+ λx

∫ T−t

0

∫
Rd∗

φn(λxZsY (y))− φn(λxZs−)(µX − Y (y)ν(dy)ds)

+
∫ T−t

0
ψn(λx, Zs−)ds

où

ψn(u, z) =>βcβ
(
uzφ′n(u, z) +

1
2
u2φ′′n(u, z)

)
+
∫

Rd∗

(
(φn(uzY (y))− φn(uz))Y (y)− uφ′n(uz)z(Y (y)− 1)

)
ν(dy).
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 68

Ainsi,

EQ
[
φn(λxZT−t)

]
=
∫ T−t

0
EQ
[
ψn(λx, Zs−)

]
ds.

En particulier, ρn est dérivable en t et

∂

∂x
ρn(t, x) = −EQ

[
ψn(λx, ZT−t)

]
et cette fonction est continue.

On peut donc �nalement appliquer la formule d'Itô à ρn. On introduit pour cela
les notations {

ξ
(n)
s (x) = xEQ[ZT−sφ′n(xZT−s)]
H

(n)
s (x, y) = EQ[φn(xZT−sY (y))− φn(xZT−s)].

On a alors

ρn(t,Zt) = EQ[φn(λZT )] +
d∑
i=1

β(i)

∫ t

0
ξ(n)
s (λZs−)dX(c),Q,i

s

+
∫ t

0

∫
Rd∗

ξ(n)
s (λZs−)(Y (y)− 1)1{|Y (y)−1|<1}(µX − Y (y)ν(dy)ds)

+
1
2
>βcβ

∫ t

0

(
λ2Z2

s−EQ[Z2
T−sφ

′′
n(λxZT−s)]|x=Zs− + 2ξ(n)

s (λZs−)
)
ds

+
∑

0<s≤t
H(n)
s

(
λZs− , Y (∆Xs)

)− ξ(n)
s

(
λZs−

)(
Y (∆Xs)− 1

)
1{|Y (∆Xs)−1|≤1}

−
∫ t

0

∫
Rd∗

ξ(n)
s (λZs−)

(
Y (y)− 1

)
1{|Y (y)−1|≥1}ν(dy)ds−

∫ t

0
EQ[ψn(λxZT−s)]|x=Zs−ds

ce qui peut encore s'écrire

ρn(t, Zt) =EQ[φn(λZT )] +
d∑
i=1

β(i)

∫ t

0
ξ(n)
s (λZs−)dX(c),Q,i

s

+
∫ t

0

∫
Rd∗

H(n)
s (λZs− , y)(µX − Y (y)ν(dy)ds).

Il reste alors à faire tendre n vers +∞. On note dans la suite, pour tout a > 0,

σa = inf{t ≥ 0, λZt ≥ a ou λZt ≤ 1
a
},

avec inf{∅} = +∞. On a bien sûr lima→+∞ σa = +∞ p.s.
On commence par remarquer que

|EQ[f ′(λZT )|Ft]− ρn(t, λZt)| ≤ EQ
[∣∣f ′(λZT )− φn(λZT )

∣∣∣∣∣Ft]
Comme f ′ et φn coïncident sur [ 1

n , n], on peut écrire par (3.23),∣∣∣EQ[f ′(λZT )|Ft
]− ρn(t, λZt)

∣∣∣ ≤EQ[∣∣f ′(λZT )− φn(λZT )
∣∣1{σn<T}∣∣Ft]

≤ EQ
[
(5
∣∣f ′(λZT )

∣∣+ C)1{σn<T}
∣∣Ft].
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 69

Or, on a pour tout α > 0,

lim
n→+∞Q

(
sup
t≤T

EQ
[
(5|f ′(λZT )|+C)1{σn<T}|Ft

] ≥ α) ≤ lim
n→+∞

1
α
EQ

[
(5|f ′(λZT )|+C)1{σn<T}

]
= 0

et on en déduit que

lim
n→+∞Q

(
sup
t≤T

∣∣∣ρn(t, λZt)− EQ[f ′(λZT )|Ft]
∣∣∣ > α

)
= 0. (3.24)

On considère maintenant la convergence des trois termes de droite de (3.19). Tout
d'abord, on a presque sûrement, limn→+∞ φn(λZT ) = f ′(λZT ), et pour tout n ≥ 1,
|φn(λZT )| ≤ 4|f ′(λZT )|. Donc, par le théorème de convergence dominée,

lim
n→+∞EQ[φn(λZT )] = EQ[f ′(λZT )]. (3.25)

Si on considère maintenant la suite de martingales continues, on obtient par (3.23),

|ξ(n)
t (λZt)− ξt(λZt)| ≤EQ

[
λZT |φ′n(λZT )− f ′′(λZT )||Ft

]
≤ 4λEQ

[
ZT |f ′′(λZT )|1{σn<T}|Ft

]
.

On en déduit comme précédemment que

lim
n→+∞Q

(
sup
t≤T
|ξ(n)
t (λZt)− ξt(λZt)| > α

)
≤ lim

n→+∞
λ

α
EQ

[
ZT f

′′(λZT )1{σn<T}
]

= 0

et donc que, quitte à prendre une sous-suite, le processus ξ(n) converge presque
sûrement vers ξ. De plus, presque sûrement, |ξ(n)| ≤ 3|ξ|, et ξ est intégrable par
rapport à X(c),i, pour tout i ≤ d. Ainsi, par le Théorème I.4.31 dans [41], on a pour
tout α > 0,

lim
n→+∞Q

(
| sup
t≤T

∫ t

0

(
ξ(n)
s (λZs−)− ξs(λZs−)

)
dX(c),Q,i

s | > α
)

= 0. (3.26)

On cherche �nalement à montrer la convergence en probabilité de la suite de mar-
tingales purement discontinues. On �xe pour cela p ≥ 1 et on considère la suite de
processus arrêtés en τp. On commence par écrire∫ t

0

∫
Rd∗

1{s≤τp}|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds) = M

(n)
t +N

(n)
t

avec

M
(n)
t =

∫ t

0

∫
|Y (y)−1|< 1

2

1{s≤τp}|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds)

N
(n)
t =

∫ t

0

∫
|Y (y)−1|≥ 1

2

1{s≤τp}|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|(µX − Y (y)ν(dy)ds)

On va d'abord montrer que M
(n)
T converge dans L2 vers 0, puis que N (n)

T converge
dans L1 vers 0.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 70

Pour cela, on commence par noter que

EQ[M (n)2
T ] =

∫ T

0

∫
|Y (y)−1|< 1

2

EQ[H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)]2Y (y)ν(dy)ds. (3.27)

Or, on a∣∣∣H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)

∣∣∣ =∣∣∣EQ[φn(xλZT−sY (y))− φn(xλZT−s)− (f ′(λxZT−sY (y))− f ′(λxZT−s))
]|x=Zs−

∣∣∣.
On rappelle que sur l'ensemble considéré, |Y (y) − 1| < 1

2 et 1
p ≤ x = Zs− ≤ p.

Comme φn et f ′ coïncident sur l'intervalle [ 1
n , n], on en déduit que∣∣H(n)

s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)
∣∣ =
∣∣EQ[1{σ 2n

3p
<T}

(
φn(λxZT−sY (y))− φn(λxZT−s)

− (f ′(λxZT−sY (y))− f ′(λxZT−s))
)]|x=Zs−

∣∣.
Par (3.23), on a alors∣∣H(n)

s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)
∣∣ ≤ 8

∣∣EQ[1{σ 2n
3p
<T}(f ′(λxZT−sY (y))− f ′(λxZT−s))]

∣∣
≤ 8 lim

A→+∞
∣∣EQ[1{σ 2n

3p
<T}(f ′(λxZT−sY (y))− f ′(λxZT−s))1{ZT−s≤A}]

∣∣
Or la fonction z 7→ EQ[f ′(zZT−s)1{ZT−s≤A}] est dérivable, de dérivée
EQ[f ′′(ZT−s)ZT−s1{ZT−s≤A}]. On a alors par l'inégalité des accroissements �nis,∣∣H(n)

s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)
∣∣ ≤

≤ 8 lim
A→+∞

sup
1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(xZT−sz)ZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|Y (y)− 1|

En insérant ceci dans (3.27), on obtient

EQ[M (n)2
T ] ≤

8EQ
[ ∫ T

0

∫
|Y (y)−1|< 1

2

λ2 lim
A→+∞

sup
1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)xZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−

.

.(Y (y)− 1)2Y (y)ν(dy)ds
]

≤12λ2 lim
A→+∞

(∫
|Y (y)−1|< 1

2

(Y (y)− 1)2ν(dy)
)
.

.EQ

[ ∫ T

0
sup

1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)xZT−s1{σ 2n
3p <T

}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−
ds
]

Or, on a presque sûrement,

lim
n→+∞ sup

1
2
≤z≤ 3

2

EQ[f ′′(λxzZT−s)λxZT−s1{σ 2n
3p
<T}1{ZT−s≤A}]|x=Zs− = 0
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 71

et de plus,

EQ[f ′′(λxZT−s)λxZT−s1{T>σ 2n
3p
}1{ZT−s≤A}]|2x=Zs−

≤ sup
1
2p
≤x≤ 3p

2

EQ[f ′′(λxZT−s)λxZT−s]2 < +∞.

Ainsi, par le théorème de convergence dominée, limn→+∞EQ[M (n)2
T ] = 0.

On montre maintenant la convergence dans L1 de N
(n)
T . Pour cela, il nous faut

montrer que

lim
n→+∞EQ

[ ∫ T

0

∫
|Y (y)−1|> 1

2

|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|Y (y)ν(dy)ds

]
= 0.

On commence par noter que

EQ[|φn(λxZT−sY (y))− f ′(λxZT−sY (y))|]|x=Zs− = EQ[|φn(λZT )− f ′(λZT )||Fs− ].

Ainsi, on a

|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|1{s≤τp} ≤EQ

[|φn(λZT )− f ′(λZT )||Fs−
]
1{s≤τp}

+EQ
[|φn(λxZT−s)− f ′(λxZT−s)|

]|x=Zs−1{s≤τp}

Comme φn et f ′ coïncident sur [ 1
n , n], et en utilisant (3.23), on en déduit que

|H(n)
s (λZs− , y)−Hs(λZs− , y)|1{s≤τp} ≤ 1{s≤τp}

(
5EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}]
+ 5EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn

p
<T}]|x=Zs−

)
Ainsi,

EQ[|N (n)
T |] ≤5

(∫
|Y (y)−1|> 1

2

Y (y)ν(dy)
)
.

.

∫ T

0

(
EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}] + sup

1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}]

)
ds

Or EQ[|f ′(λZT )|] < +∞, de sorte que limn→+∞EQ[|f ′(λZT )|1{σn<T}] = 0. De plus,
comme f ′ est croissante,

sup
1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}] ≤ EQ[(|f ′(λpZT−s)|+ |f ′(λ

p
ZT−s)|)1{σn

p
<T}].

Comme de plus, supx∈K sups≤T EQ[|f ′(xZs)|] < +∞, on en déduit que

lim
n→+∞

∫ T

0
sup

1
p
≤x≤p

EQ[|f ′(λxZT−s)|1{σn
p
<T}]ds = 0.

Ainsi, on a bien limn→+∞EQ[|N (n)
T |] = 0. On a également montré que

limn→+∞EQ[M (n)2
T ] = 0, de sorte que par l'inégalité de Doob, on a pour tout α > 0,

lim
n→+∞Q(sup

s≤T
|M (n)

s +N (n)
s | ≥ α) = 0. (3.28)

Finalement, quitte à prendre une sous-suite, on déduit de (3.24), (3.25) et (3.26) que
(3.28) est véri�ée pour tout t ≤ T , presque sûrement. 2
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 72

3.3.3 Une équation pour la mesure minimale

Le lemme 3.15 nous permet maintenant d'écrire les conditions sur les paramètres
de Girsanov (β, Y ) d'une mesure Q ∈M′ sous lesquelles une écriture de la forme

f ′(ZT ) = x+ (φ · S)T

existe. On rappelle que par le Théorème 3.5, il s'agit d'une condition nécessaire pour
qu'une mesure Q véri�ant EQ[|f ′(ZT )|] < +∞ soit f -minimale.

Lemme 3.16 Soit Z∗ la densité d'une mesure f -minimale sur [0, T ] qui préserve
la structure de Lévy et véri�e (3.8). On note (β∗, Y ∗) ses paramètres de Girsanov.
Alors pour presque tout x ∈ supp(Z∗T−) et presque tout y ∈ supp(ν),

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) = Φ(x)(
d∑
i=1

αi(eyi − 1)) (3.29)

où Φ est une fonction de classe C1 et α ∈ Rd. De plus, si c 6= 0, on a

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) =
d∑
i=1

(xf ′′(x)β∗i + Vi)(eyi − 1) (3.30)

où V est tel que cV = 0.

Remarque. Notons en particulier que si la matrice c est inversible, on a

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) = xf ′′(x)
d∑
i=1

β∗i(eyi − 1).

Preuve Comme Q est f -minimale, il doit exister par le Théorème 3.5, un réel a et
un processus prévisible φ̂ tels que presque sûrement,

f ′(Z∗T ) = a+ (φ̂ · S)T

et tels que (φ̂ · S) soit une Q-martingale. On a donc presque sûrement pour tout
t ≤ T ,

EQ[f ′(Z∗T )|Ft] = a+
d∑
i=1

∫ t

0
φ̂(i)
s dS

(i)
s . (3.31)

En appliquant la formule d'Itô à eXt et en utilisant le fait que S est une martingale
sous Q, on a pour tout i ≤ d,

S
(i)
t = S

(i)
0 +

d∑
i=1

∫ t

0
S

(i)
s−β

∗(i)dX(c),i
s +

∫ t

0

∫
Rd∗

S
(i)
s−(eyi − 1)(µX

(i) − Y ∗(y)ν(dyi)ds)

de sorte que (3.31) devient

EQ[f ′(Z∗T )|Ft] =a+
d∑
i=1

∫ t

0
φ̂(i)
s S

(i)
s−β

∗(i)dX(c),i
s

+
∫ t

0

∫
Rd∗

φ̂(i)
s S

(i)
s−(eyi − 1)(µX − Y ∗(y)ν(dy)ds).
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 73

Par unicité de la décomposition de la martingale (EQ[f ′(Z∗T )|Ft])t≥0 en somme de
martingales continues et purement discontinues, on peut identi�er cette décomposi-
tion avec celle obtenue par le Lemme 3.15 (en prenant λ = 1).

On commence par considérer les composantes discontinues. Notons qu'elles sont
non nulles car nous avons supposé que le modèle considéré est incomplet et donc que
le processus X a nécessairement des sauts. Ainsi, presque sûrement, pour presque
tout s ≤ T , pour presque tout y ∈ supp(ν) :

Hs(xZs− , y) =
d∑
i=1

S
(i)
s− φ̂

(i)
s (eyi − 1).

Comme f ′ est continue et les trajectoires sont càdlàg, on obtient lorsque s tend vers
T ,

f ′(Z∗T−Y
∗(y))− f ′(Z∗T−) =

d∑
i=1

S
(i)
T− φ̂

(i)
T−(eyi − 1). (3.32)

On considère cette équation à ω �xé et pour y appartenant à l'intérieur de supp(ν).
En di�érentiant par rapport à y, on obtient pour tout i ≤ d,

Z∗T−
∂

∂yi
Y ∗(y)f ′′

(
Z∗T−(ω)Y ∗(y)

)
= S

(i)
s−(ω)φ̂(i)

s−(ω)eyi .

On pose alors pour un y0 ∈ supp(ν) �xé arbitrairement :

Φ(x) = xf ′′(xY ∗(y0)) et αi = e−yi
∂

∂yi
Y ∗(y0)

de sorte que presque sûrement

S
(i)
T− φ̂

(i)
T− = Φ(Z∗T−)αi.

En insérant cette égalité dans (3.32), on obtient

f ′(Z∗T−Y
∗(y))− f ′(Z∗T−) = Φ(Z∗T−)

d∑
i=1

αi(eyi − 1)

et on en déduit (3.29).
On suppose maintenant que c 6= 0. On peut donc identi�er les composantes

continues : presque sûrement,

d∑
i=1

∫ t

0
ξs(Z∗s−)β∗(i)dX(c),i

s =
d∑
i=1

∫ t

0
S

(i)
s− φ̂

(i)
s−dX

(c),i
s .

En considérant de part et d'autre de l'égalité la variation quadratique prévisible, on
a presque sûrement, pour presque tout s ≤ T ,

(ξs(Z∗s−))2>β∗cβ∗ => (Ss− φ̂s−)c(Ss− φ̂s−).

où Ss− φ̂s− désigne le vecteur de Rd de composantes (S(i)
s− φ̂

(i)
s−)1≤i≤d. Comme les tra-

jectoires sont càdlàg, on obtient lorsque s tend vers T ,

Z∗T−f
′′(Z∗T−)>β∗cβ∗ => (ST− φ̂T−)c(ST− φ̂T−). (3.33)
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 74

Or c est une matrice symétrique positive, et (3.33) entraîne donc que

Z∗T−f
′′(Z∗T−)β∗ − ST− φ̂T− = V

où V est un vecteur propre associé à la valeur propre 0. En insérant ceci dans (3.32),
on obtient alors

f ′(Z∗T−Y
∗(y))− f ′(Z∗T−) = Z∗T−f

′′(Z∗T−)
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1) +
d∑
i=1

V (i)(eyi − 1).

On en déduit (3.30). 2

3.3.4 Etude du support de Z∗T

On étudie maintenant en fonction des caractéristiques du modèle la forme du
support de la variable aléatoire Z∗T .

Dé�nition 3.17 Le support d'une mesure ρ sur Rd est l'ensemble

supp(ρ) = {x ∈ Rd : ρ(G) > 0 pour tout ouvert G contenant x}.
Remarque. En particulier, le support d'une mesure est un sous-ensemble fermé de
Rd.

On suppose que Q∗ préserve la propriété de Lévy. Ainsi, par le Lemme 3.12,
ln(Z∗) est un processus de Lévy à valeurs réelles, à la fois sous P et sous Q∗. En
particulier, le processus ln(Z∗) et donc Z∗ n'a pas d'instant �xe de discontinuité,
de sorte que le support de la loi de Z∗T− est celui de la loi de Z∗T . De plus, l'étude
du support de ln(Z∗T ) est donc celle du support d'une loi in�niment divisible. Cette
question a en particulier été considérée dans [39],[40],[77]. On cite ici le résultat de
[68] concernant la loi du support d'un processus de Lévy à un instant donné.

Théorème 3.18 ([68],Th 24.10) Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de caractéris-
tiques (b, c, ν) à valeurs réelles.

(j) Si c 6= 0 ou si
∫
|x|≥1 xν(dx) = +∞, alors supp(Xt) = R.

(jj) Si 0 ∈ supp(ν) et si supp(ν)
⋂

]0,+∞[ 6= ∅ et supp(ν)
⋂

] − ∞, 0[6= ∅, alors
supp(Xt) = R.

(jjj) Si 0 ∈ supp(ν) et supp(ν) ⊆ [0,+∞[ alors supp(ν) = [bt,+∞[. Si 0 ∈
supp(ν) et supp(ν) ⊆]−∞; 0], alors supp(ν) =]−∞, bt].
On cherche ici à obtenir des propriétés du support de Z∗T basées sur les caractéris-
tiques du processus X et les paramètres de Girsanov de la mesure Q∗.

Lemme 3.19 Soit Z∗ la densité d'une mesure f -minimale sur [0, T ] qui préserve la
propriété de Lévy et véri�e (3.8). Alors :

(i) Si >β∗cβ∗ 6= 0, supp(Z∗T ) = R+.
(ii) Si supp(ν) est d'intérieur non-vide, alors il existe A tel que [A,+∞[⊆ supp(Z∗T )

ou ]0, A] ⊆ supp(ZT ).
De plus :

- si il existe y et ȳ dans supp(ν) tels que ln(Y ∗(y)). ln(Y ∗(ȳ)) < 0, alors supp(Z∗T ) =
R+.

- si Z∗ dé�nit une mesure f -minimale sur tout intervalle [0, T ], on a
⋃
T≥0 supp(Z

∗
T ) =

R+.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 75

Preuve On commence par rappeler que

ln(Z∗T ) =
d∑
i=1

β∗(i)X(c),i
t +

∫ T

0

∫
Rd∗

ln(Y ∗(y))(µX − ν(dy)ds)

+ T
[
− 1

2

>
β∗cβ∗ +

∫
Rd∗

(
ln(Y ∗(y))− (Y ∗(y)− 1)ν(dy)

)]
.

(3.34)

(i) Si >β∗cβ∗ 6= 0, on obtient par le Théorème 3.18,j) que supp(ln(Z∗T )) = R et donc
que supp(Z∗T ) = R+.
(ii) On suppose maintenant que l'intérieur de supp(ν) est non-vide. En �xant un
élément x0 ∈ supp(Z∗T ) dans (3.29), on obtient

Y ∗(y) =
1
x0

(f ′)−1
(
f ′(x0) + φ(x0)

d∑
i=1

αi(eyi − 1)
)

(3.35)

ce qui implique que la fonction Y ∗ est continue, et strictement monotone en chaque
variable yi. On a alors

supp(νlnZ∗) = {ln(Y ∗(y)), y ∈ supp(ν)}.
Si cet ensemble véri�e les conditions j), jj) ou jjj) du Théorème 3.18, alors la propriété
ii) est véri�ée. On montre maintenant que ceci est plus généralement vrai dès que
l'intérieur du support de ν est non-vide.

Soit K un compact d'intérieur non-vide inclus dans supp(ν) et soit ε > 0 tel que
K
⋂
ν({|y| > ε}) 6= ∅. Comme Y ∗ est continue, ln(Y ∗(K)) est un compact de R qui

ne peut être réduit à un point car Y est strictement monotone. Il existe donc un
intervalle I1 = [a1, b1] de R+ (par exemple) tel que

I1 ⊆ ln(Y ∗(K
⋂
{|y| > ε})).

Le support de la variable aléatoire
∑

0<s≤T ln(Y ∗(∆Xs))1{|∆Xs|>ε} contient donc
l'ensemble {nx, n ∈ N, x ∈ I1}. Or il existe n0 tel que

n0a1 < (n0 − 1)b1. (3.36)

On a alors pour tout i ≥ 1, (n0 +i)a1 < (n0 +i−1)b1, de sorte que [(n0−1)a1,+∞[⊆
{nx, n ∈ N, x ∈ I1}. Comme les sauts de taille inférieure et supérieure à ε sont
indépendants, on en déduit qu'il existe également un intervalle de la forme [A,+∞[
dans le support de ln(Z∗T ).

Si I1 est inclus dans R−, on obtient de la même façon un intervalle ]0, A[⊆
supp(Z∗T ).

On suppose maintenant que ln(Y ∗) prend à la fois des valeurs positives et néga-
tives. Il existe donc, par exemple, un intervalle I1 de R+ et a2 < 0 qui sont inclus
dans le support de ln(Y ∗). L'ensemble

{nx+ma2, (n,m) ∈ N2, x ∈ I1}
doit alors être inclus dans le support de

∑
0<s≤T ln(Y ∗(∆Xs))1{|∆Xs|>ε}. Or, nous

avons vu qu'il existe un intervalle de la forme [A,+∞[ inclus dans l'ensemble {nx, x ∈
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 76

I1}. Ainsi, pour tout x ∈ R, il existe un entier naturel m tel que x ∈ [A−ma2,+∞[.
On en déduit que

{nx+ma2, (n,m) ∈ N2, x ∈ I1} = R.

Comme les sauts de taille inférieure et supérieure à ε sont indépendants, on en déduit
que supp(ln(Z∗T )) = R. On obtient le même résultat si l'intervalle I1 ⊆ R− en
choisissant a2 > 0 dans le support de ν.

On suppose �nalement que Z∗ dé�nit une mesure minimale sur tout intervalle
[0, T ]. Si ln(Y ∗(y)) prend à la fois des valeurs positives et négatives, ou si >β∗cβ∗ 6= 0,
alors pour tout t ≤ T , supp(Z∗T ) = R+. On considère donc le cas où ln(Y ∗) est de
signe constant et où >β∗cβ∗ = 0. Si par exemple ln(Y ∗) est à valeurs positives, on
écrit pour un ε > 0 �xé tel que ν({y > ε}) > 0,

ln(Z∗T ) = MT + JT −AT

avec

Mt =
∫ t

0

∫
lnY ∗(y)<ε

ln(Y ∗(y))(µ− ν(dy)ds)

Jt =
∑

0<s≤T
ln(Y ∗(∆Xs))1{ln(Y ∗(∆Xs))>ε}

A =
∫

ln(Y ∗(y))>ε

(
(Y ∗(y)− 1)− ln(Y ∗(y))1{ln(Y ∗(y))<ε}

)
ν(dy).

On rappelle que pour tout t ≤ T ,

[(n0 − 1)a1,+∞[⊆ supp(JT )

où n0 est dé�ni en (3.36). Ainsi,

[(n0 − 1)a1 −AT,+∞[⊆ supp(JT −AT ).

De plus, M est une martingale non nulle et d'espérance nulle, de sorte que
supp(MT )

⋂
] −∞, 0] 6= ∅. Comme MT et JT sont indépendantes, on en déduit que

pour x(T ) ∈ supp(MT ), x(T ) < 0, on a

[(n0 − 1)a1 −AT + x(T ),+∞[⊆ supp(ln(Z∗T )).

On en déduit donc

R =
⋃
T≥0

[(n0 − 1)a1 −AT + x(T ),+∞[⊆ supp(ln(Z∗T )).

Si maintenant Y ∗ est à valeurs négatives, on choisit ε de sorte que∫
−ε<ln(Y ∗(y))<0

(
Y ∗(y)− 1− ln(Y ∗(y))

)
ν(dy) <

∫
ln(Y ∗(y))<−ε

(
1− Y ∗(y)

)
ν(dy)

et on raisonne de même. 2

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 77

3.3.5 Preuve du Théorème 3.2, 1er cas : supp(ν) est d'intérieur non-
vide

On en vient maintenant à la preuve du Théorème 3.2. On suppose donc que f est
une fonction convexe de classe C3. On considère un processus de Lévy X à valeurs
dans Rd tel que l'intérieur du support de sa mesure de Lévy ν est non-vide et on
suppose qu'il existe une mesure martingale f -minimale Q∗ qui appartient à K et qui
préserve la structure de Lévy.

Preuve du Théorème 3.2 Par hypothèse, il existe des intervalles I1, ..., Id tels que
I = I1 × ...× Id ⊆ supp(ν).

D'après le Lemme 3.19, il existe alors un intervalle J inclus dans supp(Z∗T ). De
plus, par le Lemme 3.16, il existe une fonction dérivable φ et α ∈ Rd tels que pour
tout x ∈ Supp(Z∗T ) et tout y ∈ supp(ν),

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) = Φ(x)
d∑
i=1

αi(eyi − 1). (3.37)

Cette égalité est en particulier véri�ée pour tout y ∈ I et tout x ∈ J . D'autre part,
pour un x0 ∈ supp(Z∗T ), x0 6= 0, �xé, on a d'après (3.35),

Y ∗(y) =
1
x0

(f ′)−1(f ′(x0) + Φ(x0)
d∑
i=1

αi(eyi − 1))

de sorte que Y ∗ est dérivable et monotone en chacune des variables. Pour un i ≤ d
�xé, on obtient en dérivant (3.37) par rapport à yi que pour tout x ∈ J et tout y ∈ I,

Φ(x0)
x0

f ′′(xY ∗(y)) = f ′′(x0Y
∗(y))

Φ(x)
x

. (3.38)

En dérivant cette nouvelle expression par rapport à x d'une part, et par rapport à
yi d'autre part, on obtient le système{

Φ̃(x0)Y ∗(y)f ′′′(xY ∗(y)) = f ′′(x0Y
∗(y))Φ̃′(x)

Φ̃(x0)x ∂
∂yi
Y ∗(y)f ′′′(xY ∗(y)) = ∂

∂yi
Y ∗(y)x0f

′′(x0Y
∗(y))Φ̃(x)

(3.39)

où Φ̃(x) = Φ(x)
x . En particulier, il existe une constante γ ∈ R telle que pour tout

x ∈ J ,
Φ̃′(x)
Φ̃(x)

=
γ

x
.

On en déduit qu'il existe a > 0 tel que pour tout x ∈ J , Φ̃(x) = axγ . Il découle alors
de (3.38) et (3.39) que pour tout x ∈ J et tout y ∈ I,

f ′′′(xY ∗(y))
f ′′(xY ∗(y))

=
γ

xY ∗(y)

et donc que f ′′(xY ∗(y)) = a(xY ∗(y))γ .
Il nous reste à montrer que l'on a f ′′(x) = axγ pour tout x ∈ supp(Z∗T ). On

commence par remarquer que par le Lemme 3.19, on peut choisir J de la forme
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 78

[A,+∞[ ou ]0, A]. On suppose par exemple que J = [A,+∞[. Il existe alors une
constante A′ telle que pour tout z ≥ A′, f ′′(z) = azγ . On a donc pour tout z ≥ A′,

f ′(z) =

{
a

γ+1z
γ+1 + b si γ 6= −1

a ln(z) + b si γ = −1.
(3.40)

Soit maintenant x ∈ supp(Z∗T ), x < A′. Soit y et ȳ dans supp(ν) et n ∈ N tels que

xY ∗(y)n ≥ A′ et xY ∗(y)n−2Y ∗(ȳ)2 ≥ A′.

Par (3.37), on a{
f ′(xY ∗(y)n−1) = f ′(xY ∗(y)n)− Φ(xY ∗(y)n−1)(

∑d
i=1(eyi − 1))

f ′(xY ∗(y)n−1) = f ′(xY ∗(y)n−1Y ∗(ȳ))− Φ(xY ∗(y)n−1)(
∑d

i=1(eȳi − 1)).

On en déduit que Φ(xY ∗(y)n−1) = a(xY ∗(y)n−1)γ+1 puis que (3.40) est véri�é pour
z = xY ∗(y)n−1. On obtient le même résultat pour z = xY ∗(y)n−2Y ∗(ȳ).

En itérant le procédé, on obtient de proche en proche que pour tout k ≤ n, (3.40)
est véri�é pour z = xY ∗(y)n−k et donc en particulier pour z = x. Ainsi, f ′ coïncide
sur le support de Z∗T avec une fonction qui véri�e f ′′(x) = axγ . 2

3.3.6 Preuve du Théorème 3.2, 2eme cas : la matrice c est inversible

Dans le cas précédent, on a obtenu la forme de la fonction f par dérivation
de la fonction Y ∗. Ceci n'est bien sûr plus possible lorsque le support de ν n'est
nulle part dense. On peut cependant montrer par une méthode di�érente que sous
l'hypothèse c inversible, on a encore nécessairement f ′′(x) = axγ . Cette preuve est
plus complexe, mais elle permet de considérer des cas intéressants, notamment la
somme d'un mouvement Brownien et d'un nombre �ni de processus de Poisson.

Preuve du Théorème 3.2 On suppose donc que la matrice c est inversible. D'après le
Lemme 3.16 , on a presque sûrement,

f ′(Z∗T−Y
∗(y))− f ′(Z∗T−) = Z∗T−f

′′(Z∗T−)
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1).

Comme le support de la loi de Z∗T− est dans ce cas R+∗, on a pour tout x > 0 et
tout y ∈ supp(ν),

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) = xf ′′(x)
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1). (3.41)

Soit ε, 0 < ε < 1. On associe à a ∈ R et b > 0 l'espace vectoriel

Va,b = {φ ∈ C1([ε(1∧b), 1 ∨ b
ε

]), tel que pour tout x ∈ [ε,
1
ε

], φ(bx)−φ(x) = axφ′(x)}

et on remarque que par (3.41), il existe a, b tels que f ′ ∈ Va,b. Or Va,b est un sous-
espace fermé de l'espace de fonctions continues C([ε(1 ∧ b), 1∨b

ε ], ||.||∞). En e�et, si
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 79

(φn)n≥1 est une suite d'éléments de Va,b qui converge vers une fonction φ, on note φ̃

la fonction telle φ̃(x) = φ(bx)−φ(x)
ax . On a alors

lim
n→+∞ ||φ

′
n − φ̃||∞ ≤

2
ε(1 ∨ b) lim

n→+∞ ||φn − φ||∞ = 0.

On en déduit que φ est dérivable et que φ′ = φ̃. Ainsi, la fonction φ est de classe C1

et véri�e pour tout x ∈ [ε, 1
ε ],

φ(bx)− φ(x) = axφ′(x) (3.42)

et la fonction limite φ appartient à Va,b : Va,b est donc un espace vectoriel fermé.
D'autre part, soit φ ∈ Va,b et x, y ∈ [ε, 1

ε ] :

|φ(x)− φ(y)| ≤ sup
x∈[ε, 1

ε
]

|φ′(x)||x− y| ≤ sup
x∈[ε, 1

ε
]

|φ(bx)− φ(x)|
|ax| |x− y| ≤ 2||φ||∞

|a|ε |x− y|

La boule unité de Va,b est donc équicontinue, donc relativement compacte et par le
théorème de Riesz, Va,b doit être un espace vectoriel de dimension �nie.

D'autre part, on peut remarquer que si φ appartient à Va,b, la fonction x 7→ xφ′(x)
appartient également à Va,b. En e�et, on déduit de (3.42) que si φ ∈ Va,b, alors
x 7→ xφ′(x) est de classe C1. De plus, en dérivant (3.42) et en multipliant par x, on
obtient

bxφ′(bx)− xφ′(x) = ax(φ′(x) + xφ′′(x))

et x 7→ xφ′(x) ∈ Va,b. Ainsi, si on note φ(i) la i-eme dérivée de φ, les fonctions
(xiφ(i)(x))i≥0 engendrent un sous-espace vectoriel de Va,b qui est donc un espace
vectoriel de dimension �nie. En particulier, il existe n ∈ N et des constantes réelles
(ρi)0≤i≤n telles que

n∑
i=0

ρix
iφ(i)(x) = 0.

Les éléments de Va,b sont donc des solutions d'équations di�érentielles d'Euler (cf
[62]). Il existe des constantes réelles m,µ, θ et (ai, bi, ci, di, λi)0≤i≤n telles que pour
tout x ∈ [ε, 1

ε ],

φ(x) =
n∑
i=0

aix
λi + xm

n∑
i=1

bi(ln(x))i + xµ
n∑
i=0

[ci cos(ln(θx)) + di sin(ln(θx))] ln(x)i.

Ceci doit en particulier être vrai de f ′ sur tout intervalle de la forme [ε, 1
ε ] et comme

f ′ ∈ C1(R+∗), cela doit être vrai pour tout x > 0. Or f est convexe, donc f ′ est
croissante, ce qui implique que pour tout i ≤ n, ci = di = 0. De plus, si φ(x) =∑n

i=0 aix
λi , on a par dé�nition de Va,b que pour tout x > 0,

n∑
i=0

ai(bλi − 1)xλi + xm
n∑
i=1

bm(ln(b) + ln(x))i − (ln(x))i

= a

n∑
i=0

aiλix
λi + axmm

n∑
i=1

(ln(x))i + ai(ln(x))i−1.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 80

En particulier, ceci implique que pour tout i ≤ n, bλi − 1 = aλi. Ainsi, il existe au
plus un exposant λi qui est non nul. D'autre part, en prenant x = 1, on obtient pour
i ≥ 2,

n∑
i=2

bm ln(b)i = 0

Ceci n'est possible que si b = 1, dans quel cas f ′ est constante et on a bien f ′′(x) =
axγ . Sinon, on a pour tout i ≥ 2, bi = 0. De plus, on a alors

(bm − 1− am) ln(x) + bm ln(b)− a = 0

ce qui implique en particulier que bm = 1 + am et donc (1 + am) ln(1 + am) = am,
et donc que m = 0. Finalement, on a

f ′(x) = a0 + a1x
λ + b1 ln(x).

Pour obtenir f ′′(x) = axγ , il reste donc à montrer que a1 = 0 ou b1 = 0. Si on
suppose que les deux sont non nuls, on obtient que pour tout x > 0,

axλ(Y ∗λ(y)− 1− λ
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1)) + b(ln(Y ∗(y))−
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1)) = 0

et donc que

Y ∗λ(y) = 1 + λ
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1) et ln(Y ∗(y)) =
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1).

Ceci implique β∗ = 0 et donc Y ∗ = 1, ce qui est impossible car on a supposé que P
n'est pas une mesure martingale. Ainsi, il existe a > 0 et γ ∈ R tels que pour tout
x > 0, f ′′(x) = axγ . 2

3.3.7 Preuve du Théorème 3.1 : Mesure minimale pour les fonctions
de la forme f ′′(x) = axγ

On suppose maintenant que f ′′(x) = axγ et on obtient des conditions nécessaires
et su�santes d'existence d'une mesure minimale ainsi qu'une expression explicite de
ses paramètres de Girsanov. On considère un modèle de Lévy exponentiel associé à
un processus de Lévy quelconque, de caractéristiques (b, c, ν).

Preuve du Théorème 3.1 On suppose d'abord qu'il existe une mesure minimale Q∗

et on montre qu'elle véri�e les conditions du Théorème 3.1. Nous avons déjà rappelé
qu'il a été montré dans ([29],[49]), que les mesures minimales associées aux fonctions
f(x) = x ln(x), f(x) = xq, q > 1 ou q < 0 et f(x) = − ln(x) préservent la propriété
de Lévy. Comme toutes les fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ sont de la forme

f(x) = a1f̂(x) + a2x+ a3

où f̂ est une des trois fonctions f̂(x) = x ln(x), f̂(x) = xq, f̂(x) = − ln(x), la
mesure minimale Q∗ préserve aussi nécessairement la propriété de Lévy. On montre
maintenant que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont véri�ées. On note (β∗, Y ∗) les
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 81

paramètres de Girsanov de Q∗ et on commence par montrer qu'ils doivent véri�er
certaines équations. Pour cela, on rappelle que si γ 6= −1,−2, il existe des constantes
A1, A2, A3, B1 telles que

f(x) = A1x
γ+2 +A2x+A3 et f ′(x) = B1x

γ+1 +A2.

De même, si γ = −1, on a

f(x) = A1x ln(x) +A2x+A3 et f ′(x) = A1 ln(x) +A2 +A1

et si γ = −2,

f(x) = A1 ln(x) +A2x+A3 et f ′(x) =
A1

x
+A2.

Ainsi, dans tous les cas, il existe des constantes positives b1, b2, b3 et c1,c2,c3 telles
que pour tout x > 0,

x|f ′(x)| ≤ b1|f(x)|+ b2x+ b3 et x2f ′′(x) ≤ c1|f(x)|+ c2x+ c3.

La première inégalité implique que la mesure minimale Q∗ véri�e EQ∗ [|f ′(ZT )|] <
+∞ et donc, par le Lemme 3.13, pour tout x > 0, EQ∗ [|f ′(xZ∗T )|] < +∞. De plus,
par le Lemme 3.14, la deuxième inégalité implique que Q∗ véri�e nécessairement

sup
t≤T

sup
x∈K

EP [f ′′(xZt)Z2
t ] < +∞.

La mesure minimale Q∗ doit donc véri�er les conditions d'intégrabilité (3.8). Ainsi,
par le Lemme 3.16, on doit avoir pour tout x ∈ supp(Z∗T ) et tout y ∈ supp(ν),

f ′(xY ∗(y))− f ′(x) = φ(x)
d∑
i=1

αi(eyi − 1).

Or comme f ′′(x) = axγ , on a pour tout x, u > 0,

f ′(xu)− f ′(x) = axγ+1(f ′(u)− f ′(1)).

On en déduit que

φ(x)
d∑
i=1

αi(eyi − 1) = axγ+1(f ′(Y ∗(y))− f ′(1))

et donc en �xant x0 ∈ supp(Z∗T ), il existe un vecteur β tel que

f ′(Y ∗(y)) = f ′(1) +
d∑
i=1

βi(eyi − 1). (3.43)

De plus, si c 6= 0, par le Lemme 3.16, le premier paramètre de Girsanov β∗ de Q∗

doit véri�er

f ′(Y ∗(y)) = f ′(1) +
d∑
i=1

(β∗i + Vi)(eyi − 1)
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 82

où V est tel que cV = 0. Ainsi, on doit avoir β∗ = β + V . On véri�e maintenant
que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont véri�ées. Tout d'abord, pour que Q∗ soit
équivalente à P , on doit avoir par le Théorème 1.18, Y ∗(y) > 0 (ν-pp). Par (3.43),
et comme f ′ est strictement croissante, ceci est équivalent à

f ′(1) +
d∑
i=1

βi(eyi − 1) > f ′+(0) (ν − pp),

c'est-à-dire à (3.1). De plus, pour que EQ∗ [ST ] < +∞, on doit avoir

d∑
i=1

∫
|y|≥1

(eyi − 1)Y ∗(y)ν(dy) < +∞

ce qui est exactement la condition (3.2). Finalement, Q∗ sera une mesure martingale
si

b+
1
2
diag(c) + cβ∗ +

∫
Rd∗

(ey − 1)Y ∗(y)− h(y)ν(dy) = 0.

Par (3.43) et en utilisant le fait que cβ∗ = cβ, ceci est équivalent à (3.3).

On suppose maintenant qu'il existe un vecteur β∗ qui véri�e les conditions (3.1),
(3.2) et (3.3) et un considère un intervalle de temps �xé quelconque [0, T ]. On dé�nit
la fonction

Y ∗(y) = (f ′)−1(f ′(1) +
d∑
i=1

β∗i(eyi − 1))

de sorte que (β∗, Y ∗) sont les paramètres de Girsanov d'une mesure Q∗ ∈ M′. On
cherche à montrer que Q∗ est bien la mesure f -minimale. On rappelle que comme
la fonction Q 7→ f(Q||P ) est strictement convexe, la mesure minimale, si elle existe,
est unique.

On commence par considérer le cas γ = −1 : l'hypothèse (3.2) implique que∫
Rd∗

(
Y ∗(y) ln(Y ∗(y))− (Y ∗(y)− 1)

)
ν(dy) < +∞.

On a donc EP [f(Z∗T )] < +∞ et EQ∗ [f ′(Z∗T )] < +∞ et Q∗ ∈ K. De plus, par la
formule d'Itô,

f ′(Z∗T ) = EQ∗ [f ′(Z∗T )] + βX̂T

où S = E(X̂). Le processus X̂ est alors une martingale sous toute mesure martingale
équivalente Q pour S, et donc

EQ[f(Z∗T )] = EQ∗ [f(Z∗T )].

Donc, d'après le Théorème 3.7, Q∗ est f -minimale.
On suppose maintenant que γ 6= −1. Il existe donc des constantes réelles A et B

telles que
f ′(x) = Axγ+1 +B.

L'hypothèse (3.2) implique maintenant queEQ∗ [Z
∗γ+1
T ] < +∞. Comme f est convexe,

f(x) ≤ xf ′(x) et donc EP [f(Z∗T )] < +∞. De plus, par la formule d'Itô, il existe un
réel ψ tel que

Z∗γ+1
t =

∫ t

0
Z∗γ+1
s− βdX̂s +

∫ t

0
Z∗γ+1
s− ψds.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 83

On en déduit que
Z∗γ+1
T = eψT .E(N)T

où N = βX̂. Puisque E(N) est une martingale locale sous toute mesure Q ∈ M, et
comme N est un processus de Lévy, E(N) est une Q-martingale. On en déduit que

EQ[Z∗γ+1
T ] = eψT = EQ∗ [Z

∗γ+1
T ]

On peut donc à nouveau déduire du Théorème 3.7 que Q∗ est f -minimale. 2

3.3.8 Un contre-exemple lorsque c n'est pas inversible

On considère la fonction convexe f de classe C3, dé�nie pour tout x > 0 par
f(x) = 1

2x
2 + x ln(x)− x et le processus de Lévy à valeurs dans R2 dé�ni par

Xt = (Wt + ln(2)Pt,Wt + ln(3)Pt − t)

où W est un mouvement Brownien standard à valeurs dans R et P un processus de
Poisson à valeurs dans R. Nous allons montrer que bien que f ′′ ne soit pas de la forme
f ′′(x) = axγ , le modèle admet une mesure f -minimale qui préserve la propriété de
Lévy. Notons que la matrice de covariance c est(

1 1
1 1

)
et n'est donc pas inversible. De plus, le support de ν est réduit au point a =
(ln(2), ln(3)), et n'est donc nulle-part dense.

Soit Q une mesure martingale équivalente, donnée par les paramètres de Girsanov
(β, Y ), avec >β = (β1, β2). Par le Théorème 1.18, on doit avoir

ln(2) +
1
2

+ β1 + β2 + Y (a) = 0

ln(3)− 1
2

+ β1 + β2 + 2Y (a) = 0
(3.44)

et donc Y (a) = 1 − ln(3
2). De plus, pour que Q soit minimale, on doit avoir par le

Lemme 3.16 pour tout x > 0,

f ′(xY (a))− f ′(x) = xf ′′(x)
( 2∑
i=1

βi(eai − 1)) +
2∑
i=1

vi(eai − 1)
)

où v = (v1,−v1) est un vecteur propre associé à la valeur propre 0 pour la matrice
c. Pour le modèle considéré et la fonction f donnée, ceci s'écrit

ln(Y (a)) + x(Y (a)− 1) = (x+ 1)(β1 + 2β2)− v1

et donc pour tout x > 0, {
β1 + 2β2 = Y (a)− 1
β1 + 2β2 − v1 = ln(Y (a)).
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 84

Par (3.44), ceci entraîne 
v1 = − ln(1− ln(3

2))− ln(3
2)

β1 = 3 ln(3)− 5 ln(2)− 3
β2 = 3

2 + 3 ln(2)− 2 ln(3).

Comme β et Y ne dépendent pas de (ω, t), la mesure martingale Q∗ associée aux
paramètres de Girsanov (β, Y ) préserve la structure de Lévy de X. Véri�ons mainte-
nant que Q∗ est bien minimale. Notons que la décomposition du Lemme 3.15 s'écrit
ici

f ′(Z∗T ) = EQ∗ [f ′(Z∗T )] +
2∑
i=1

∫ T

0

(
βi(1 + Z∗s−EQ∗ [Z

∗
T−s]) + vi

)dSis
Si
s−
.

Soit Q une mesure martingale quelconque. On a

EQ[f ′(Z∗T )] = EQ∗ [f ′(Z∗T )] +EQ[((β+ v) · X̂)T ] +
2∑
i=1

EQ

[ ∫ T

0
Z∗s−EQ∗ [Z

∗
T−s]βi

dSis
Si
s−

]
où X̂ est le processus de Lévy tel que S = E(X̂). Comme X̂ est une martingale sous
toute mesure martingale Q, EQ[((β + v) · X̂)T ] = 0. D'autre part, on peut noter que

Z∗T = EQ∗ [Z∗T ] +
2∑
i=1

EQ

[ ∫ T

0
Z∗s−EQ∗ [Z

∗
T−s]βid

Sis
Si
s−

]
On a donc Z∗T = EQ∗ [Z∗T ](E(βX̂)T ). Comme E(βX̂) est une martingale sous toute
mesure martingale Q, on en déduit que EQ[Z∗T ] = EQ∗ [Z∗T ]. Finalement, pour toute
mesure martingale Q, EQ[f ′(Z∗T )] = EQ∗ [f ′(Z∗T )], donc par le Théorème 3.7, Q∗ est
bien minimale.

On a ainsi obtenu un modèle de Lévy exponentiel et une fonction convexe f pour
lequel une mesure f -minimale existe et préserve la structure de Lévy bien que f ne
véri�e pas f ′′(x) = axγ .

3.4 Invariance par changement d'échelle

Nous avons déjà vu que les mesures minimales associées aux fonctions qui véri�ent
f ′′(x) = axγ ne dépendent pas de l'intervalle de temps considéré. Nous introduisons
ici une notion plus forte d'invariance qui va d'abord apparaître dans la détermina-
tion de stratégies optimales et qui interviendra ensuite de façon importante dans le
chapitre suivant.

Dé�nition 3.20 Soit f une fonction convexe. On dit qu'une mesure martingale f -
minimale Q∗ est invariante par changement d'échelle si pour tout c > 0 et tout t ≥ 0,
E[|f(cdQ

∗
t

dPt
)|] < +∞ et

E
[
f
(
c
dQ∗t
dP ∗t

)]
= inf

Q∈M
E
[
f
(
c
dQt
dPt

)]
On montre d'abord que cette propriété est véri�ée lorsque f ′′(x) = axγ .

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 85

Proposition 3.21 On suppose que f ′′(x) = axγ, a > 0, γ ∈ R. Alors, si elle existe,
la mesure minimale associée à un modèle de Lévy exponentiel est invariante par
changement d'échelle.

Preuve Nous avons déjà vu dans le Théorème 3.2, que si f ′′(x) = axγ , une mesure
minimale, lorsqu'elle existe, est minimale sur tout intervalle de temps. De plus, on
remarque que pour tout c > 0, il existe des constantes α > 0, β, δ ∈ R telles que
pour tout x > 0,

f(cx) = αf(x) + βx+ δ

Ainsi, si Q∗ est une mesure f -minimale, on a pour toute mesure martingale Q,

E[f(c
dQ

dP
)] = αE[f(

dQ

dP
)] + β + δ ≥ αE[f(

dQ∗

dP
)] + β + δ = E[f(c

dQ∗

dP
)] 2

On peut également remarquer que cette propriété est vraie dans le cas de l'exemple
développé dans la section 3.3.8.

3.5 Application aux stratégies optimales

On cherche maintenant à utiliser les résultats précédents pour déterminer des
expressions de stratégies optimales. La dualité qui existe entre les problèmes de
recherche de stratégies maximisant une utilité et de minimisation de f -divergence a
par exemple été étudiée de façon générale dans [6],[34] mais aussi plus spéci�quement
dans le cas d'une utilité exponentielle dans [17] et [44]. On commence par rappeler
la dé�nition de la fonction convexe conjuguée d'une fonction concave :

Dé�nition 3.22 Soit u une fonction d'utilité. La fonction convexe conjuguée de u
est la fonction convexe f telle que

f(y) = sup
x∈R
{u(x)− xy} = u(I(y))− yI(y) (3.45)

où I = (u′)−1.

On a en particulier les correspondances suivantes :
si u(x) = ln(x) alors f(x) = − ln(x)− 1
si u(x) = xp

p , p < 1 alors f(x) = −p−1
p x

p
p−1

si u(x) = 1− e−x alors f(x) = 1− x+ x ln(x)

On rappelle que l'on note A l'ensemble des stratégies admissibles et que les notions
de stratégies optimales et de stratégies asymptotiquement optimales sont dé�nies de
la façon suivante :

Dé�nition 3.23 Une stratégie φ̂ ∈ A est u-optimale sur [0, T ] si

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )].

Une suite de stratégies (φ̂(n))n≥1 est asymptotiquement u-optimale sur [0, T ] si

lim
n→+∞E[u(x+ (φ̂(n) · S)T )] = sup

φ∈A
E[u(x+ (φ · S)T )].
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 86

Le résultat suivant permet d'obtenir une stratégie u-optimale à partir de l'exis-
tence d'une mesure f -minimale :

Théorème 3.24 Soit u une fonction d'utilité de classe C2 et fu sa fonction convexe
conjuguée. On suppose qu'il existe une mesure fu-minimale Q

∗ de densité Z∗ qui est
invariante par changement d'échelle et qui véri�e pour tout λ > 0,

EQ∗ [|f ′(λZ∗T )|] < +∞.
Alors pour tout x ≥ x, il existe un unique réel λ tel que

−f ′u(λZ∗T ) = x+ (φ̂ · S)T (3.46)

où φ̂ est un processus prévisible tel que φ̂ · S soit une martingale. On a alors

E[u(x+ (φ̂ · S)T )] = sup
φ∈A

E[u(x+ (φ · S)T )]

et il existe une suite de temps d'arrêt (τn)n≥1 telle que (φ̂.∧τn)n≥1 soit asymptotique-
ment u-optimale. De plus, si x > −∞, φ̂ est une stratégie u-optimale.
En particulier, si f ′′u (x) = axγ et que les conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont véri�ées,
alors pour tout investissement initial �xé x0 > x, il existe une suite de stratégie
asymptotiquement u-optimale (φ̂.∧Tn)n≥1 dont les coordonnées sont données par

φ̂(i)
s = αγ+1

Z∗γ+1
s−

EQ∗ [Z
∗γ+1
s− ]

β∗(i)

S
(i)
s−

(3.47)

où αγ+1 = (γ+1)(x+f ′(1))−a. La stratégie φ̂ est de plus optimale dès que γ 6= −1.

Remarque 1. Le théorème 3.24 est basé sur le Théorème 5.1 dans [34]. Cependant,
plutôt que d'introduire l'hypothèse x > −∞, on utilise la notion de suite asymptoti-
quement optimale, dé�nie par Kallsen [45]. Une autre approche consisterait à élargir
la classe de stratégies admissibles de sorte que φ̂ y appartienne. C'est en particu-
lier possible lorsque S est localement borné, ce qui est équivalent à supposer que la
mesure de Lévy est à support compact ([69]).
Remarque 2. La preuve de l'optimalité (asymptotique) de la stratégie φ̂ lorsqu'il
existe une décomposition de la forme (3.46) ne fait pas intervenir la structure par-
ticulière des processus de Lévy et est plus généralement vraie pour tous les modèles
de semimartingales.

Preuve du Théorème 3.24 Par hypothèse, on a pour tout λ > 0, E[|f(λZ∗T )|] < +∞ et
EQ∗ [|f ′(λZ∗T )|] < +∞. Comme f ′ est strictement croissante et continue, la fonction
λ 7→ EQ∗ [f ′(λZ∗T )] est également strictement croissante et continue. On a de plus
limλ→0EQ∗ [f ′(λZ∗T )] = −∞ et limλ→+∞EQ∗ [f ′(λZ∗T )] = x. Ainsi, pour tout x > x,
il existe un unique λ > 0 tel que −EQ∗ [f ′(λZ∗T )] = x. Comme Q∗ est minimale pour

la fonction x 7→ f(λx), par le Théorème 3.5, il existe un processus prévisible φ̂ tel
que

−f ′(λZ∗T ) = x+ (φ̂ · S)T

et de plus φ̂ · S dé�nit une Q∗-martingale. Par dé�nition de la fonction convexe
conjugée, on a

E[|u(x+ (φ̂ · S)T )|] ≤ E[|f(λZ∗T )|] + E[Z∗T |f ′(λZ∗T )|] < +∞.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 87

Si maintenant φ désigne une stratégie admissible quelconque, on a par dé�nition de
fu,

u(x+ (φ · S)T ) ≤ (x+ (φ · S)T )λZ∗T + f(λZ∗T )

≤ (x+ (φ · S)T )λZ∗T + u(x+ (φ̂ · S)T )− λZ∗T f ′(λZ∗T ).

En prenant l'espérance,

E[u(x+ (φ · S)T )] ≤ E[u(x+ (φ̂ · S)T )] + λEQ∗ [(φ · S)T ]

Or, sous Q∗, φ ·S est une martingale locale minorée, donc une surmartingale, et donc
EQ∗ [(φ · S)T ] ≤ 0. On a donc

E[u(x+ (φ · S)T )] ≤ E[u(x+ (φ̂ · S)T )].

De plus, si x > −∞, on remarque que

(φ̂ · S)T ≥ x− x.

φ̂ dé�nit alors une stratégie admissible, et est donc une stratégie u-optimale.
Si maintenant x = −∞, on considère une suite de temps d'arrêt (Tn)n≥1 dé�nie

par
Tn = inf{t ≥ 0, (φ · S)t ≤ −n ou < φt, St >≤ −n}

avec inf{∅} = +∞, et on considère la suite de processus (φ̂.∧Tn)n≥1. Notons que pour
chaque n, (φ̂.∧Tn) dé�nit une stratégie admissible. En e�et,

(φ̂ · S)T∧Tn = (φ̂ · S)T−∧T−n +
d∑
i=1

φ̂
(i)

T−∧T−n S
(i)

T−∧T−n ∆X̂(i)
T∧Tn

où X̂ est tel que S = E(X̂). Comme ∆X̂ ≥ −1, on en déduit que

(φ̂ · S)T∧Tn ≥ −2n

et donc que φ̂.∧Tn dé�nit une stratégie admissible. En utilisant maintenant la conca-
vité de u, on a pour tout n ≥ 1,

u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn) ≤ u(x+ (φ̂ · S)T ) + u′(x+ (φ̂ · S)T )((φ̂ · S)T − (φ̂ · S)T∧Tn).

En prenant la valeur absolue, et en utilisant le fait que u′ = −(f ′)−1, on a alors.

|u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn)| ≤ |u(x+ (φ̂ · S)T∧Tn)|+ Z∗T |(φ̂ · S)T − (φ̂ · S)T∧Tn |.

Or φ̂·S est uneQ∗-martingale uniformément intégrable, donc la famille ((φ̂·S)T∧Tn)n≥1

est uniformément intégrable par rapport à P . On en déduit en particulier que

lim
n→+∞E[u(x+ (φ̂1{.≤Tn} · S)T )] = E[u(x+ φ̂ · S)T ].

Ainsi, la suite (φ̂1{.≤Tn})n≥1 est asymptotiquement u-optimale.
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CHAPITRE 3. PRÉSERVATION DE LA PROPRIÉTÉ DE LÉVY 88

On suppose maintenant que f ′′(x) = axγ et que (3.1),(3.2) et (3.3) sont véri�ées.
D'après le Théorème 3.2, il existe alors une mesure martingale f -minimale Q∗ dont
les paramètres de Girsanov sont

β∗ et Y ∗(y) = (f ′)(−1)(f ′(1) +
d∑
i=1

β∗(i)(eyi − 1)).

Par la Proposition 3.21, cette mesure est également invariante par changement d'échelle.
Soit λ > 0 tel que EQ∗ [f ′(λZ∗T )] = −x. La décomposition du Lemme 3.15 pour
f ′(λZ∗T ) s'écrit

−f ′(λZ∗T ) = x− aλγ+1
d∑
i=1

β(i)

∫ T

0
Z∗γ+1
s− EQ∗ [Z

∗γ+1
s− ]

dS
(i)
s

S
(i)
s−

.

Comme Z∗ préserve la propriété de Lévy, EQ∗ [Z
∗γ+1
T−s ]EQ∗ [Z

∗γ+1
s ] = EQ∗ [Z

∗γ+1
T ], et

la stratégie optimale s'écrit donc

φ̂(i)
s = −aλγ+1EQ∗ [Z

∗γ+1
T ]

Z∗γ+1
s

EQ∗ [Z
∗γ+1
s ]

β
(i)
s

S
(i)
s−
. (3.48)

En particulier, pour γ = −1, on a

φ̂(i)
s = −aβ

(i)

S
(i)
s−

.

Si maintenant γ 6= −1, on rappelle que pour tout z > 0, f ′(z) = a
γ+1(zγ+1−1)+f ′(1).

En particulier, on a

x = −EQ∗ [f ′(λZ∗T )] = −aλ
γ+1

γ + 1
(EQ∗ [Z

∗γ+1
T ]− 1)− f ′(1)

ce qui entraîne

−aλγ+1EQ∗ [Z
∗γ+1
T ] =

γ + 1
a

(x+ f ′(1))− a.
Finalement, en insérant ceci dans (3.48), on obtient

φ̂(i)
s =

(
(γ + 1)(x+ f ′(1))− a) Z∗γ+1

s−

EQ∗ [Z
∗γ+1
s ]

β(i)

S
(i)
s−
. 2
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Chapitre 4

Modèles avec change-point

Dans le cadre des modèles de Lévy exponentiels, les caractéristiques du modèle
sont indépendantes du temps. Cependant, toutes sortes d'événements peuvent en-
gendrer un changement du comportement du prix d'un actif risqué. Certains de ces
événements, comme la divulgation d'information dans la presse ou les variations du
prix de matières premières ne dépendent pas directement du prix de l'actif lui-même,
tandis que d'autres, comme le premier instant d'atteinte d'un seuil psychologique
pour le prix de l'actif, en sont une fonction directe. Une façon élémentaire de modéli-
ser ce type de phénomène peut être l'utilisation de fonctions constantes par morceaux
pour les caractéristiques du modèle.

Nous nous limiterons ici à un modèle particulièrement simple : Nous considérerons
en e�et le cas d'un instant de change-point indépendant du prix de l'action, et nous
supposerons que le prix de l'actif risqué est modélisé de part et d'autre du change-
point par des modèles de Lévy exponentiels.

Le but de ce chapitre est de considérer pour un tel modèle des problèmes de mi-
nimisation sur l'ensemble des mesures martingales et leurs applications à l'étude de
stratégies optimales et à la détermination de prix d'options. On commence pour cela
par dé�nir précisément le modèle. On étudie ensuite l'ensemble des mesures martin-
gales avant de s'intéresser à la détermination de mesures f -minimales. On obtient
�nalement l'expression de stratégies optimales pour certaines fonctions d'utilité et
des résultats concernant les prix d'options.

4.1 Description du modèle

4.1.1 Modélisation des actifs risqués

On cherche à représenter l'évolution du prix de d actifs risqués par un modèle
avec change-point. Il nous faut pour cela caractériser la loi des variations du prix de
part et d'autre du change-point ainsi que la loi de l'instant de changement.

On considère donc un processus de Lévy L à valeurs dans R2d dé�ni sur un es-
pace probabilisé (Ω,F , P ). On va représenter les variations du prix avant et après le
change-point à l'aide respectivement des d premières et des d dernières composantes
de L. On introduit donc les processus L = (L(i))1≤i≤d et L̃ = (L(i))d+1≤i≤2d. L et
L̃ sont des processus de Lévy et on note (b, c, ν) et (b̃, c̃, ν̃) leurs caractéristiques
respectives.

89
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 90

L'instant de changement est modélisé par une variable aléatoire τ de loi α, indépen-
dante de (L, L̃) et à valeurs dans [0, T ]. L'évènement {τ = T}, qui peut avoir une
probabilité positive, représente la situation où le change-point n'a pas lieu, au-moins
sur l'intervalle de temps étudié.

On dé�nit maintenant le processus X à valeurs dans Rd donné pour tout t ≤ T par

Xt = Lt∧τ + L̃t − L̃t∧τ
et on modélise l'évolution du prix de d actifs risqués par le processus stochastique

S à valeurs dans Rd dont chaque composante est de la forme S(i) = S
(i)
0 eX

(i)
, avec

S
(i)
0 > 0. Le marché comporte également un actif non-risqué dont le prix est modélisé

par la fonction
Bt = B0e

r(t∧τ)+r̃(t−t∧τ)

où r et r̃ représentent les taux d'intérêt avant et après le change-point.

On supposera, comme dans les chapitres précédents, que les taux d'intérêt r et r̃

associés aux actifs non-risqués sont nuls, que B0 = 1 et que pour tout i ≤ d, S(i)
0 = 1.

On rappelle que par la propriété de Markov forte, (L̃τ+t− L̃τ )t≥0 est un processus de
Lévy de même loi que L̃. Notons qu'aucune hypothèse n'a été faite sur l'indépendance
des processus L et L̃. Cependant, du fait de l'indépendance des accroissements de L,
les processus L.∧τ et L̃τ+. − L̃τ sont eux indépendants.

4.1.2 Filtrations

On introduit maintenant deux �ltrations par rapport auxquelles le processus X
est adapté. On note N l'ensemble des ensembles de F qui sont P -négligeables. La
�ltration la plus naturelle du point de vue des événements observables est proba-
blement la �ltration F̂ engendrée par X et le processus (1{t≤τ})t≥0. On considère la
version complétée continue à droite, donnée pour tout t ≥ 0 par

F̂t =
⋂
s>t

σ(Xu, u ≤ s) ∨ σ(1{u≤τ}, u ≤ s) ∨N .

Il est cependant beaucoup plus facile de commencer par travailler avec une �ltration
élargie à l'instant initial et de revenir ensuite à F̂. On dé�nit donc la �ltration F =
(Ft)t≥0 dé�nie pour tout t ≥ 0 par

Ft = σ(Xu, u ≤ t) ∨ σ(τ) ∨N .

On commence par véri�er que cette �ltration est continue à droite.

Lemme 4.1 La �ltration F est continue à droite. Pour tout t ≥ 0,

Ft =
⋂
s>t

Fs.

Preuve Il nous faut montrer que pour toute variable aléatoire bornée Z, F∞-mesurable,
on a pour tout t ≥ 0,

E[Z|Ft+ ] = E[Z|Ft]
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 91

Comme F est engendrée par X et τ , toute fonction Fu-mesurable, u ≥ 0, peut être
approchée par une suite de fonctions de la forme g(τ,Xs1 , ...Xsn) où 0 ≤ s1 ≤ ... ≤
sn ≤ u. Ces fonctions peuvent à leur tour être approchées dans L1 par des fonctions
de la forme

∏n
i=1 gi(Xsi). Il nous su�t donc de montrer que pour tout n ∈ N, tout

0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sn, et tout t ≥ 0, et toutes fonctions continues bornées (fi)1≤i≤n, on a

E[
n∏
i=1

fi(Xsi)|Ft+ ] = E[
n∏
i=1

fi(Xsi)|Ft].

Ceci est équivalent à montrer que pour tout (u0, ..., un) ∈ Rn+1, on a

lim
w→t+

E[eiu0τ+iu1Xs1+...+iunXsn |Fw] = E[eiu0τ+iu1Xs1+...+iunXsn |Ft].

Si sn ≤ t, la variable aléatoire considérée est Ft mesurable, et l'égalité est donc
véri�ée. Sinon, il existe un entier k, 0 ≤ k ≤ n− 1 tel que pour w assez proche de t,
sk ≤ w < sk+1. Comme τ est F0-mesurable, on a alors

E
[
eiu0τ

n∏
j=1

eiujXsj
∣∣∣Fw] = eiu0τ

k∏
j=1

eiujXsjE
[ n∏
j=k+1

eiujXsj
∣∣∣Fw]. (4.1)

On a de plus

E
[ n∏
j=k+1

eiujXsj
∣∣∣Fw]1{τ≤w} =

n∏
j=k+1

eiujXwE
[ n∏
j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃w)
∣∣∣Fw]1{τ≤w}.

Or comme le processus L est à accroissements indépendants, et τ est indépendant
de L, les variables aléatoires (L̃sj − L̃w) sont indépendantes de Fw de sorte que

E
[ n∏
j=k+1

eiujXsj
∣∣∣Fw]1{τ≤w} =

n∏
j=k+1

eiujXwE
[ n∏
j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃w)
]
1{τ≤w}.

On note alors que comme L̃ est un processus de Lévy,

E[
n∏

j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃w)] =
E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃sj−L̃t)]

E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃w−L̃t)]
. (4.2)

Comme limw→t+ E[
∏n
j=k+1 e

iuj(L̃w−L̃t)] = 1, et limw→t+ eiuXw = eiuXt p.s, on en
déduit que

lim
w→t+

E[
n∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ≤w} =eiuXtE
[ n∏
j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃t)
]
1{τ≤t}

= E
[ n∏
j=k+1

eiujXsj
∣∣∣Ft]1{τ≤t}. (4.3)

Si maintenant τ > t, on écrit

E[
n∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ>w}

=
n∏

j=k+1

eiujLwE[
n∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)E[eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)|Fq]|Fw]|q=τ1{τ>w}.
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 92

On utilise alors comme précédemment l'indépendance des accroissements de L pour
obtenir

E[eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)|Fq] = E[eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)],

puis

E[
n∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)E[eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)|Fq]|Fw]

= E[
n∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lw)]|q=τE[
n∏

j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)]q=τ .

On conclut alors en utilisant (4.2), appliqué aux processus L et L̃ :

lim
w→t+

E[
n∏

j=k+1

eiujXsj |Fw]1{τ>w}

=
n∏

j=k+1

eiujLtE[
n∏

j=k+1

eiuj(Lsj∧q−Lt)]|q=τE[
n∏

j=k+1

eiuj(L̃sj−L̃sj∧q)]|q=τ1{τ>t}

=E[
n∏

j=k+1

eiujLsj |Ft]1{τ>t}
(4.4)

On obtient alors le résultat en insérant (4.3) et (4.4) dans (4.1). 2

Notons que comme la variable aléatoire τ est à valeurs dans [0, T ], on a FT = F̂T .
C'est cette égalité qui permettra de déduire facilement les résultats pour la �ltration
naturelle F̂ des résultats pour la �ltration élargie F.

L'intérêt principal de la �ltration élargie F réside dans le lemme suivant :

Lemme 4.2 Le processus F-adapté X est à accroissements conditionnellement in-
dépendants relativement à F0, c'est-à-dire que pour tout s ≤ T , pour toute fonction
mesurable bornée f et toute fonctionnelle mesurable bornée g,

E
[
f(Xt −Xs)g

(
(Xu)u≤s

)∣∣∣F0

]
= E

[
f(Xt −Xs)

∣∣∣F0

]
E
[
g
(
(Xu)u≤s

)∣∣∣F0

]
Preuve Comme F0 = σ(τ) et L et L̃ sont indépendants de τ , on a

E
[
f
(
Xt −Xs

)
g
(
(Xu)u≤s

)|F0

]
= E

[
f
(
Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃t∧q − (L̃s − L̃s∧q)

)
g
(
(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s

)]∣∣∣
q=τ

= E
[
g
(
(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s

)
E
[
f
(
Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃t∧q − (L̃s − L̃s∧q)

)|Fs]]∣∣∣
q=τ

.

Du fait de l'indépendance de L̃q+. − L̃ et L et de l'indépendance des accroissements
des deux processus, on a alors

E
[
f
(
Xt −Xs

)
g
(
(Xu)u≤s

)|F0

]
= E

[
f
(
Lt∧q − Ls∧q + L̃t − L̃s∧q − (L̃s − L̃s∧q)

)]∣∣∣
q=τ

E
[
g
(
(Lu∧q + L̃u − L̃u∧q)u≤s

)]∣∣∣
q=τ

= E
[
f(Xt −Xs)|F0]E[g

(
(Xu)u≤s

)|F0]. 2
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 93

Par le Théorème III.4.34 p.176 dans [41], cette indépendance conditionnelle des
accroissements entraînent la propriété de représentation des F-martingales par rap-
port au processus X. On rappelle que ceci signi�e que toute martingale locale M
relativement à F s'écrit sous la forme

M = M0 +H ·X(c) +W ? (µX − ν(dx)ds)

où M0 est une variable aléatoire intégrable τ -mesurable, H est un processus F-
prévisible et W une fonctions prévisible tels qu'il existe une suite de temps d'arrêt
(Tn)n≥1 tendant vers +∞ pour laquelle

E
[ ∫ Tn

0

>HscsHsds
]
< +∞ et E

[ ∑
0<s≤Tn

W 2(s,∆Xs)
] 1

2
< +∞.

4.2 Mesures martingales équivalentes

On s'intéresse maintenant aux mesures martingales équivalentes pour notre mo-
dèle avec change-point. On considère dans un premier temps l'ensemble MF des
F-mesures martingales équivalentes. On cherche en particulier à décrire cet ensemble
en fonction des mesures martingales équivalentes associées aux deux modèles de
Lévy eL et eL̃. Comme pour les modèles de Lévy, la propriété de représentation des
martingales permet également de décrire ces mesures en termes des paramètres de
Girsanov de leurs densités (Proposition 4.5). On dé�nit �nalement un analogue aux
mesures qui préservent la structure de Lévy et on décrit ce sous-ensemble de MF

(Propositions 4.7 et 4.8).

On commence par étudier le comportement des processus eL et eL̃ sous une
mesure martingale équivalente pour S.

Lemme 4.3 Une mesure Q appartient à MF si et seulement si eL.∧τ et eL̃.−L̃.∧τ
sont des F-martingales sous Q.

Preuve On suppose que eL.∧τ et eL̃.−L̃.∧τ sont des F-martingales sous Q. Alors, pour
tout t ≤ T ,

EQ[ST |Ft] =1{t>τ}eLτEQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] + 1{t≤τ}EQ
[
eLT∧τEQ[eL̃T−L̃T∧τ |Fτ ]

∣∣∣Ft]
= eLt∧τ+L̃t−L̃t∧τ

Réciproquement, on suppose que S est une F-martingale sous Q. Alors, pour tout F-
temps d'arrêt σ, on a EQ[Sσ] = 1, et donc en particulier EQ[Sσ∧τ ] = EQ[eLσ∧τ ] = 1.
Ainsi, eL.∧τ est une F-martingale sous Q. De plus, on a pour tout t ≤ T ,

EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] = 1{t≤τ} + 1{t>τ}EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] (4.5)

Or, on a d'une part,

1{t>τ}EQ[ST |Ft] = 1{t>τ}eLτEQ[eL̃T−L̃τ |Ft]
et d'autre part, comme S est une F-martingale sous Q,

1{t>τ}EQ[ST |Ft] = 1{t>τ}St
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 94

En insérant ceci dans (4.5), on a

EQ[eL̃T−L̃T∧τ |Ft] = 1{t≤τ} + 1{t>τ}eL̃t−L̃t∧τ

de sorte que eL̃.−L̃.∧τ est bien une F-martingale sous Q. 2

On cherche maintenant à comparer MF aux ensembles de mesures martingales
associés aux deux modèles de Lévy associés à L et L̃τ . On introduit pour cela les
ensembles

M(L) = {Q ∼ P, (dQt
dPt

)t≤T est FL − adapté et eL est une FL-martingale sous Q}

M(L̃, τ) = {Q ∼ P,(dQt
dPt

)t≤T est FL̃τ+.−L̃τ − adapté et eL̃τ+.−L̃τ est une

FL̃τ+.−L̃τ -martingale sous Q}

Proposition 4.4 Soit ζ la densité d'un élément de M(L) et ζ̃ la densité d'un élé-
ment de M(L̃, τ). Alors pour toute fonction mesurable telle que E[c(τ)] = 1, le
processus

Zt = c(τ)
[
ζt1{t≤τ} + ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}

]
(4.6)

dé�nit la densité d'une F-mesure martingale pour S.

Remarque 1. L'ensemble MF admet donc une in�nité d'éléments dès que τ n'est
pas déterministe. En e�et, même si L et L̃ dé�nissent des marchés complets et les
ensemblesM(L) etM(L̃, τ) sont donc réduits à un élément, il existe une in�nité de
choix pour c.
Remarque 2. Les mesures dont la densité sont de la forme (4.6) ne décrivent bien sûr
pas l'ensemble des éléments deMF. En e�et, si on considère une mesure martingale
quelconque Q de densité Z, (ZtZ0

)t≥0 n'est pas nécessairement indépendant de τ . De

même, ( ZtZτ )t≥τ n'est pas non plus nécessairement indépendant de L.

Preuve On commence par montrer que Z dé�ni en (4.6) est une F-martingale sous
P . Pour tout t ≤ T ,

E[ZT |Ft]1{t≤τ} = 1{t≤τ}c(τ)E
[
ζτE[ζ̃T−τ |Fτ ]|Ft

]
.

Comme L̃τ+.−L̃τ est indépendant de Fτ , il en est de même pour ζ̃ et doncE[ζ̃T−τ |Fτ ] =
1. De plus, ζ est indépendant de τ , de sorte que

E[ζτ |Ft]1{t≤τ} = E[ζq|FLt ]|q=τ1{t≤τ} = ζt1{t≤τ}

où la dernière égalité provient de ce que ζ est une FL-martingale. On a donc(
E[ZT |Ft]

)
1{t≤T} = 1{t≤τ}Zt.

De même,
E[ZT |Ft]1{t>τ} = 1{t>τ}c(τ)ζτE[ζ̃T−τ |Ft] = Zt1{t>τ}.

Z est donc une F-martingale, qui est de plus strictement positive. Elle dé�nit donc
bien la densité d'une mesure Q équivalente à P . Il reste à montrer que S est une
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 95

F-martingale sous Q. Pour cela, on montre de façon équivalente que ZS est une
F-martingale sous P :

1{t≤τ}E[ZTST |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)E
[
ζτe

LτE[ζ̃T−τeL̃T−L̃τ |Fτ ]
∣∣∣Ft].

On a alors comme précédemment,

E[ζ̃T−τeL̃T−L̃τ |Fτ ] = E[ζ̃T−qeL̃T−L̃q |FLq ]|q=τ = 1

et comme ζ est la densité d'une mesure martingale pour eL relativement à FL,

1{t≤τ}E[ZTST |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)E[ζτeLτ |Ft] = 1{t≤τ}c(τ)ζteLt = ZtSt1{t≤τ}.

De même

1{t>τ}E[ZTST |Ft] = 1{t>τ}c(τ)ZτeLτE[ζ̃T−τeL̃T−L̃τ |Ft] = ZtSt1{t>τ}. 2

Puisque la propriété de représentation des martingales est véri�ée, on peut encore
décrireMF en termes des paramètres de Girsanov du changement de mesure :

Proposition 4.5 Une mesure Q équivalente à P est une mesure martingale équiva-
lente F-adaptée pour S si et seulement si sa densité Z véri�e pour tout t ≤ T ,

Zt = c(τ)E
(∫ .

0
βsdX

c
s +

∫ .

0

∫
Rd∗

(Ys(x)− 1)(µX − νX(dx)ds)
)
t

(4.7)

où c(τ) est une variable aléatoire positive τ -mesurable telle que E[c(τ)] = 1, β est
un processus F-prévisible et Y une fonction prévisible qui véri�ent

d∑
j=1

∫ T

0

>βscsβsds < +∞ et

∫ T

0

∫
Rd∗
|h(x)(Ys(x)− 1)|ν(dx) < +∞ p.s

et tels que pour tout s ≤ T ,(
b+

1
2
diag(c) + cβs +

∫
Rd∗

(ex − 1)Ys(x)− h(x)ν(dx)
)
1{s≤τ}

+
(
b̃+

1
2
diag(c̃) + c̃βs +

∫
Rd∗

(ex − 1)Ys(x)− h(x)ν̃(dx)
)
1{τ<s≤T} = 0

(4.8)

Preuve Comme X est un processus à accroissements indépendants conditionnelle-
ment à σ(τ), par le Théorème III.5.19 p.181 dans [41], la densité de toute mesure
équivalente à P doit être de la forme (4.7). De plus, par le Théorème 1.18, les proces-

sus eL.∧τ et eL̃.−L̃.∧τ sont des martingales sous Q si et seulement si (4.8) est véri�ée.
2

On dé�nit maintenant dans le cadre des modèles avec change-point un sous-
ensemble de mesures martingales équivalentes analogue aux mesures qui préservent
la propriété de Lévy pour les modèles de Lévy exponentiels. On s'intéresse plus
précisément aux mesures martingales sous lesquelles X dé�nit encore un modèle de
Lévy avec change-point.
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 96

Dé�nition 4.6 On dit qu'une mesure martingale équivalente préserve la structure
du modèle avec change-point si sous la mesure Q,

L(X|Q) = L(LQ.∧τ + L̃Q. − L̃Q.∧τ )

où LQ et L̃Q sont des processus de Lévy sous Q, indépendants de la variable aléatoire
τ .

Cet ensemble se décrit simplement en termes des paramètres de Girsanov du
changement de mesures.

Proposition 4.7 Soit Q une F-mesure martingale équivalente qui préserve la struc-
ture du modèle avec change-point. Alors il existe des vecteurs β et β̃ de Rd et des
fonctions positives Y et Ỹ tels que les processus β et Y introduits dans la proposition
4.5 véri�ent

βs = β1{s≤τ} + β̃1{s>τ}

Ys(x) = Y (x)1{s≤τ} + Ỹ (x)1{s>τ}.

Preuve Soit Q une F-mesure martingale équivalente quelconque. Par le théorème de
Girsanov, les caractéristiques de X sous Q sont :

bQs = b+ cβs +
∫

Rd∗ h(x)(Ys(x)− 1)ν(dx)
cQ = c

νQs (dx) = Ys(x)ν(dx)

.

Or la loi de X.∧τ coïncidera avec celle d'un processus de Lévy arrêté en τ si et
seulement si le triplet (bQs , c

Q
s , ν

Q
s )s≤τ est déterministe et indépendant du temps.

Ceci n'est possible que si il existe β et une fonction Y , indépendants de τ , tels que
pour tout s ≤ τ , βs = β et Ys(x) = Y (x). De même, pour que la loi de (Xs−Xs∧τ )s≥τ
soit celle d'un processus de Lévy, il doit exister β̃ et Ỹ tels que pour tout s > τ ,
βs = β̃ et Ys = Ỹ . 2

On cherche maintenant à décrire cet ensemble en fonction des ensembles M′L
et M′L̃ de mesures martingales qui préservent la structure de Lévy pour eL et eL̃

respectivement.

Proposition 4.8 Une F-mesure martingale équivalente Q préserve la structure de
change-point si et seulement si

Zt = c(τ)
[
ζt1{t≤τ} + ζτ

ζ̃t

ζ̃τ
1{t>τ}

]
où c est une fonction mesurable telle que E[c(τ)] = 1, et ζ et ζ̃ sont les densités de

deux mesures appartenant àML etML̃ respectivement et qui préservent la propriété
de Lévy.

Preuve Par la proposition 4.7, les densités des mesures martingales équivalentes qui
préservent la structure de change-point sont de la forme

Zt = c(τ)E(N.∧τ + Ñ − Ñ.∧τ )t

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 97

où

Nt = βL
(c)
t +

∫ t

0

∫
Rd∗

(Y (x)− 1)(µL − ν(dx)ds)

Ñt = β̃L̃
(c)
t +

∫ t

0

∫
Rd∗

(Ỹ (x)− 1)(µL̃ − ν̃(dx)ds).

Comme X.∧τ et X −X.∧τ sont indépendants, ceci peut encore s'écrire

Zt = c(τ)E(N)t∧τ
E(Ñ)t
E(Ñ)t∧τ

= c(τ)ζt∧τ
ζ̃t

ζ̃t∧τ

où, par le Théorème 1.18, ζ et ζ̃ sont les densités de mesures appartenant àML et
ML̃ respectivement et qui préservent la propriété de Lévy. 2

On déduit �nalement des résultats précédents la forme des mesures martingales
équivalentes F̂-adaptées :

Proposition 4.9 Une mesure Q équivalente à P est une F̂-mesure martingale si et
seulement si sa densité est de la forme

Ẑt = E[ZT |F̂t] (4.9)

où Z est la densité d'une F-mesure martingale équivalente.
Une mesure Q équivalente à P est une F̂-mesure martingale équivalente qui pré-

serve la structure de change-point si et seulement si sa densité est de la forme

Ẑt = E[c(τ)|F̂t][ζt1{t≤τ} + ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}] (4.10)

où ζ et ζ̃ sont les densités de mesures appartenant à ML et ML̃ respectivement, et
qui préservent la propriété de Lévy.

Preuve L'égalité (4.9) découle de ce que FT = F̂T . Pour les mesures qui préservent
la structure de change-point, on déduit de la Proposition 4.8 que

Ẑt = c(τ)ζtE[
ζτ
ζt
ζ̃T−τ |F̂t]1{t≤τ} + c(τ)ζτ ζ̃t−τ1{t>τ}.

Comme ζ préserve la propriété de Lévy pour L, ζτζt est indépendant de F̂t. De plus,
ζ̃ est aussi indépendant de L et donc de F̂t. On a donc (4.10). 2

4.3 Mesures martingales f-minimales

On a montré dans la section précédente qu'un modèle de Lévy avec change-point
admet une in�nité de mesures martingales équivalentes. On cherche maintenant à
minimiser une certaine f -divergence parmi l'ensemble de ces mesures. Conformément
au cadre des chapitres précédents, on fait l'hypothèse suivante :

(H) On suppose que les deux modèles de Lévy associés à L et L̃ admettent des me-

sures f -minimales parmi les éléments deML etML̃ respectivement, qui préservent
la propriété de Lévy et sont invariantes par changement d'échelle.
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 98

L'invariance par changement d'échelle est ici relative à la �ltration naturelle des
processus de Lévy. Ainsi, on a pour le modèle associé à L : pour tout c > 0 et tout
t ≥ 0,

E[f(c
dQ∗t
dPt

)] = inf
Q∈M(L)

E[f(c
dQt
dPt

)]

et de même pour le modèle associé à L̃.

On va montrer que la mesure minimale, lorsqu'elle existe, s'écrit en fonction des
mesures minimales associées aux deux modèles de Lévy initiaux. Avant d'énoncer le
théorème principal, on introduit donc les notations suivantes :

On note ζ∗ et ζ̃∗ les densités respectives des mesures minimales associées respec-
tivement à eL et eL̃. On dé�nit alors pour tout t ≤ T la variable aléatoire

z∗T (t) = ζ∗t
ζ̃∗T
ζ̃∗t
.

Les densités qui préservent la propriété de Lévy pour eL̃τ+.−L̃τ sont de la forme

ζ̃τs = ζ̃τ+s
ζ̃τ

où ζ̃ désigne la densité d'une mesure martingale pour eL̃ qui préserve la

propriété de Lévy. Ainsi, on peut écrire de façon équivalente,

z∗T (t) = ζ∗t ζ̃
∗τ
T−t

où ζ̃∗τ est la densité de la mesure minimale associée à eL̃τ+.−L̃τ .

Si pour tout c > 0 et tout t ≤ T , E[z∗T (t)|f ′(cz∗T (t))|] < +∞, on introduit la
fonction

λt(c) = E[z∗T (t)f ′(cz∗T (t))]

Comme f est convexe, pour tout t ≤ T , la fonction λt est strictement croissante, et
on note ct : λ 7→ ct(λ) sa fonction inverse continue à droite. On a alors le théorème
suivant :

Théorème 4.10 Soit f une fonction strictement convexe. On suppose que H est
véri�ée. Alors, s'il existe une F-mesure martingale f -minimale Q∗ associée au modèle
avec change-point, celle-ci préserve la structure de change-point et on a

dQ∗T
dPT

= c(τ)z∗T (τ) (4.11)

où c est une fonction mesurable à valeurs positives telles que E[c(τ)] = 1.
De plus, s'il existe un réel λ∗ tel que∫ T

0
ct(λ∗)dα(t) = 1, (4.12)

alors le modèle avec change-point admet une F-mesure martingale f -minimale, dont
la densité est donnée par (4.11) avec c(τ) = cτ (λ∗).

Remarque. On déduit de (4.11) que les paramètres de Girsanov associés au chan-
gement de mesure minimal sont

βt = β1{t≤τ} + β̃1{t>τ} et Yt = Y 1{t≤τ} + Ỹ 1{t>τ}
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 99

où (β, Y ) et (β̃, Ỹ ) sont les paramètres de Girsanov des mesures de densité ζ∗ et
ζ̃∗ respectivement. Ceci nous servira en particulier à déterminer des expressions de
stratégies optimales.

Le reste de cette section est consacré à la preuve du Théorème 4.10, puis à l'étude
du cas particulier des fonctions qui véri�ent f ′′(x) = axγ pour lequel il est possible
d'obtenir une expression explicite de c∗.

4.3.1 Preuve du Théorème 4.10

La preuve se fait en deux temps. On montre d'abord que la mesure minimale, si
elle existe, est nécessairement de la forme (4.11). En particulier, elle préserve la struc-
ture de change-point du modèle. On considère ensuite le problème de minimisation
sur l'ensemble des fonctions mesurables positives véri�ant E[c(τ)] = 1.

Lemme 4.11 Sous l'hypothèse (H), s'il existe une F-mesure minimale pour le mo-
dèle avec change-point, sa densité est nécessairement de la forme (4.11). En parti-
culier, elle préserve la structure de change-point du modèle.

Preuve On rappelle que par le Théorème 4.5, la densité des F-mesures martingales
pour le modèle avec change-point véri�ent ZT = c(τ)ζτ ζ̃T−τ , où

ζτ = ζτ
(
τ, (Lu)u≤τ

)
et ζ̃T−τ = ζ̃T−τ

(
τ, (Lu)u≤τ , (L̃u − L̃τ )τ≤u≤T

)
.

On suppose qu'il existe une mesure minimale Q∗. On note Z la densité d'une me-
sure martingale équivalente quelconque qui véri�e E[|f(ZT )|] < +∞. Comme τ est
indépendant des processus L et L̃,

E[f(ZT )] =
∫ T

0
E[f(c(t)ζtζ̃T−t)]α(dt). (4.13)

Comme la mesure minimale est invariante par changement d'échelle, on s'intéresse,
pour t �xé, à la minimisation de E[f(ζt, ζ̃T−t)]. En conditionnant par rapport à Ft,
on a alors

E[f(ζtζ̃T−t)|Ft] = E[f(ζt(t, y)ζ̃t(t, y, (L̃u − L̃t)t≤u≤T ))]|y=(Lu)u≤t .

Or, à t et y �xé, ζ̃T−t(t, y, (L̃u− L̃t)t≤u≤T ) a la même loi que la densité d'une mesure
martingale relativement à la �ltration naturelle pour le processus L̃. Ainsi, comme
f préserve la propriété de Lévy et est invariante par changement d'échelle,

E[f(ζt(t, y)ζ̃t(t, y, L̃))] ≥ E[f(ζt(t, y)ζ̃∗T−t)].

Ainsi,
E[f(ζtζ̃T−t)] ≥ E[f(ζtζ̃∗T−t)].

On conditionne alors par rapport à σ(L̃u − L̃t, u ≥ t) :
E[f(ζtζ̃∗T−t)] = E[f(ζt(t, L)ζ̃∗t (ỹ))]|ỹ=L̃.

Comme précédemment, à t �xé, ζt(t, L) a même loi que la densité d'une mesure
martingale relativement à la �ltration engendrée par le processus L. Par préservation
de la propriété de Lévy et invariance par changement d'échelle,

E[f(ζt(t, y)ζ̃∗T−t)] ≥ E[f(ζ∗t ζ̃
∗
T−t)].
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Finalement, en utilisant à nouveau l'invariance par changement d'échelle, on déduit
de cette dernière égalité et de (4.13) que pour toute fonction mesurable positive c,

E[f(c(τ)ζτ ζ̃T−τ )] ≥ E[f(c(τ)ζ∗τ ζ̃
∗
T−τ )].

Ainsi, la mesure minimale est nécessairement de la forme (4.11). En particulier, par
la Proposition 4.8, Q∗ préserve la structure de change-point. 2

Lemme 4.12 On suppose que (H) est véri�ée et qu'il existe λ∗ > 0 tel que∫ T
0 ct(λ∗)dα(t) = 1. Alors le modèle avec change-point admet une mesure f -minimale
sur [0, T ] associée à la fonction c(τ) = cτ (λ∗).

Preuve On doit montrer que c∗(t) = ct(λ∗) donne une f -divergence minimale parmi
toutes les fonctions mesurables positives véri�ant E[c(τ)] = 1. Soit donc c une telle
fonction. Comme f est strictement convexe, on a pour tout t ≤ T ,

f
(
c(t)z∗T (t)

) ≥ f(c∗(t)z∗T (t)
)

+ z∗T (t)f ′
(
c∗(t)z∗T (t)

)
(c(t)− c∗(t)).

En prenant l'espérance,

E[f
(
c(t)z∗T (t)

)
] ≥ E[f

(
c∗(t)z∗T (t)

)
] + λ(c(t)− c∗(t))

et �nalement en intégrant par rapport à la mesure α,

E[f
(
c(τ)z∗T (τ)

)
] ≥ E[f

(
c∗(τ)z∗T (τ)

)
]. 2

Les Lemmes 4.11 et 4.12 donnent alors les deux parties du Théorème 4.10.

4.3.2 Le cas f ′′(x) = axγ

On s'intéresse maintenant au problème de minimisation pour les fonctions qui
véri�ent f ′′(x) = axγ . Nous avons vu dans le chapitre précédent que dans ce cas,
les mesures minimales associées aux deux modèles de Lévy initiaux préservent la
propriété de Lévy et sont invariantes par changement d'échelle. Ainsi, les conditions
d'application du Théorème 4.10 sont véri�ées. On montre qu'on peut ici obtenir une
expression relativement explicite de c∗.

Proposition 4.13 On suppose que f ′′(x) = axγ et que les deux modèles de Lévy ex-
ponentiels admettent une mesure f -minimale. Alors il existe une mesure f -minimale
pour le modèle avec change-point qui préserve la structure de change-point. Sa densité
s'écrit

Z∗T = c∗(τ)ζ∗τ ζ̃
∗
T−τ . (4.14)

Si γ 6= −1,

c∗(t) =
E[z∗T (t)γ+2]−

1
γ+1∫ T

0 E[z∗T (t)γ+2]−
1

γ+1dα(t)
(4.15)

Si γ = −1,

c∗(t) =
e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]∫ T

0 e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]dα(t)
(4.16)

On a en particulier c∗(t) = 1 si et seulement si γ = −2 ce qui correspond au cas
d'une f -divergence logarithmique : f(x) = −a ln(x) + bx+ c.
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Preuve On considère les fonctions c∗ dé�nie en (4.15) ou (4.16) et on montre qu'elles
véri�ent les conditions d'applications du Théorème 4.10. Il découle de la dé�nition
de ces fonctions que

∫ T
0 c∗(t)dα(t) = 1 et il nous faut donc véri�er qu'il existe λ∗ > 0

tel que pour tout t ≤ T , c∗(t) = ct(λ∗). Notons que si γ 6= −1, il existe une constante
m telle que f ′(x) = axγ+1 +m. On a donc

E[z∗s (t)f ′(c∗(t)z∗s (t))] = ac∗(t)γ+1E[z∗s (t)γ+2] +m

= f ′
( 1∫ T

0 E[z∗T (t)γ+2]−
1

γ+1dα(t)

)
= λ∗

De même, si γ = −1, il existe une constante m telle que f ′(x) = a ln(x) + m. On a
alors

E[z∗T (t)f ′(c∗(t)z∗T (t))] = a ln(c∗(t)) + aE[z∗T (t) ln(z∗T (t))] +m

= f ′
( 1∫ T

0 e−E[z∗T (t) ln(z∗T (t))]dα(t)

)
= λ∗

Ainsi, dans les deux cas, on déduit du Théorème 4.10 l'existence d'une mesure mi-
nimale dont la densité est donnée par (4.14). 2

Exemple : Modèle de Black-Scholes avec change-point. On suppose que L
et L̃ sont des processus de Lévy continus de caractéristiques respectives (b, c, 0) et
(b̃, c̃, 0). Il est bien connu que les deux modèles initiaux sont complets, avec une unique
mesure martingale équivalente, qui dé�nit un unique prix pour une option. Cepen-
dant, dans le modèle avec change-point, il existe une in�nité de mesures martingales
équivalentes en bijection avec l'ensemble des fonctions mesurables c : [0, T ] −→ R+,∗

telles que E[c(τ)] = 1. Leurs densités sont de la forme

dQT
dPT

= c(τ) exp
(
−
∫ t

0

(bs
cs

+
1
2
)
dXc

s −
1
2

∫ t

0
(
bs
cs

+
1
2

)2csds
)

où
bs = b1{s≤τ} + b̃1{s>τ} et cs = c1{s≤τ} + c̃1{s>τ}.

Si maintenant on considère une fonction f telle que f ′′(x) = axγ , la Proposition
4.13 permet de calculer une expression explicite de la fonction c associée à la mesure
f -minimale. On obtient pour tout γ ∈ R,

c∗γ(t) =
e−Ψγt∫ T

0 e−Ψγtdα(t)

où

Ψγ =
γ + 2

2
(
c(
b

c
+

1
2

)2 − c̃( b̃
c̃

+
1
2

)2
)
.

Si on suppose par exemple que τ suit une loi exponentielle de paramètre q tronquée
en T , on obtient

c∗γ(t) =
(q + Ψγ)e−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T
.
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 102

4.4 Stratégies optimales

Comme dans le cadre des modèles de Lévy exponentiels, les modèles avec change-
point sont généralement incomplets. Notons toutefois que pour un modèle de Black-
Scholes avec change-point, il existe par le théorème de représentation des martingales,
pour toute variable aléatoire FT -mesurable H intégrable par rapport à une mesure
martingale équivalente Q, une variable aléatoire τ -mesurable H0 et un processus
prévisible φ tels que

H = H0 +
∫ T

0
φsdSs,

où
∫ .

0 φsdSs dé�nit une Q-martingale. Ceci implique en particulier qu'un tel marché
est complet, bien que comme nous l'avons vu dans l'exemple précédent, il existe une
in�nité de mesures martingales équivalentes. Cependant, relativement à la �ltration
F̂, le marché est incomplet : la variable aléatoire τ par exemple, ne peut pas être
atteinte par une stratégie admissible. Plus généralement, le marché sera bien sûr
incomplet dès qu'un des deux marchés associés à L ou L̃ est incomplet.

On s'intéresse donc, comme pour les modèles de Lévy, aux stratégies optimales
associées à des problèmes de maximisation d'utilité. On note u une fonction d'utilité
et fu sa fonction convexe conjuguée. Comme précédemment, on obtient sous certaines
conditions d'intégrabilité l'expression de stratégies optimales à partir de la densité
de mesures martingales fu-minimales. S'il existe une mesure fu-minimale parmi les
éléments de MF, on note (Z∗t )t≤T sa densité par rapport à P et β son premier
paramètre de Girsanov. Comme dans le cadre des modèles de Lévy, on introduit
l'ensemble

K = {Q ∈MF, f(Q||P ) < +∞, EQ[|f ′(dQ
dP

)|] < +∞}
On rappelle également le résultat de Goll, Rüschendorf,[34], Th 3.1 :

Théorème 4.14 (cf [34],Th3.1) Soit Q∗ ∈ K. Alors, si Q∗ est une mesure f -
minimale sur [0, T ],

f ′
(dQ∗T
dPT

)
= x+ (φ · S)T Q∗ − p.s (4.17)

où x ∈ R et φ est un processus prévisible tel que φ · S est une martingale sous Q∗.

Notons que ce résultat est vrai même lorsque la tribu F0 n'est pas triviale. En
e�et, la preuve repose sur la caractérisation suivante de l'ensembleMac des mesures
martingales absolument continues par rapport à P . On introduit l'ensemble

G = {(φ · S)T , φ(i) = H(i)1]si,ti], si < ti, H
(i) bornée Fsi − mesurable }⋃

{1B, P (B) = 0}

ainsi que l'espace vectoriel F = V ect(1, G). Soit Q0 une mesure martingale équiva-
lente choisie arbitraitement. On a alors la caractérisation suivante :

Mac = {Q << P, ∀ξ ∈ F,EQ[ξ] = EQ0 [ξ]} (4.18)

et cette description deMac est valable indépendamment de la forme de la tribu F0.
Il pourrait sembler naturel que la constante x soit plus généralement une variable
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 103

aléatoire F0-mesurable. Mais on peut remarquer qu'un tel résultat est obtenu lorsque
l'espace vectoriel F est remplacé par F1 = V ect({1A, A ∈ F0}, G). Ceci est équivalent
à imposer que les mesures Q et P coïncident sur la tribu F0, ce que nous n'avons
pas fait dans ce travail.

On s'intéresse maintenant à la détermination de stratégies optimales et on com-
mence par montrer qu'il su�t de considérer le cas des stratégies optimales relative-
ment à la �ltration élargie :

Proposition 4.15 On suppose qu'il existe une mesure minimale Q∗ pour le modèle
avec change-point qui appartient à K et qui minimise EP [f(δ dQTdPT

)] sur M pour

tout δ > 0. Il existe alors une stratégie φ̂ (asymptotiquement) u-optimale parmi les
stratégies F-adaptées. De plus, φ̂ est nécessairement F̂-adaptée.

Remarque. On ne parle pas ici d'invariance par changement d'échelle pour la mesure
Q∗ car on ne fait pas d'hypothèse sur l'invariance par changement de temps. Cette
notion serait plus délicate à dé�nir dans le cadre des modèles avec change-point
puisque le temps τ est à valeurs dans l'intervalle [0, T ] �xé à l'avance.

Preuve On suppose qu'il existe une mesure minimale Q∗ qui appartient à K. On rap-
pelle qu'on a noté que la preuve du Théorème 3.24 n'est pas spéci�que aux processus
de Lévy mais est valable pour tous les modèles de semimartingales. En particulier,
elle est encore valable dans le modèle avec change-point. Ainsi, il existe δ et φ̂ tels
que

f ′(δZ∗T ) = x+
∫ T

0
φ̂sdSs

où (
∫ .

0 φ̂sdSs) dé�nit une Q∗-martingale et φ̂ est une stratégie optimale F-adaptée.
Or, comme FT = F̂T , Z∗T est aussi la valeur �nale de la densité de la mesure minimale

parmi les mesures martingales relatives à F̂. Il existe donc une stratégie φ̃ optimale
parmi les stratégies F̂-adaptées et telle que

f ′(δZ∗T ) = x+
∫ T

0
φ̃sdSs

On a alors

E[u(x+
∫ T

0
φ̂sdSs)] = E[u(x+

∫ T

0
φ̃sdSs)] = sup

φ∈AF
E[u(x+

∫ T

0
φsdSs)]

de sorte que φ̃ est F-optimale. Par stricte concavité de u, il existe au plus une stratégie
u-optimale et donc φ̃ = φ̂. 2

Ainsi, il nous su�t de déterminer la stratégie optimale F-adaptée. Pour cela,
comme dans le cadre des modèles de Lévy exponentiels, on explicite le processus φ̂
qui apparaît dans la décomposition

f ′(δZ∗T ) = x+
∫ T

0
φ̂sdSs

associée à la mesure minimale. On s'intéresse plus particulièrement aux fonctions
d'utilité dont la fonction convexe conjuguée véri�e f ′′(x) = axγ . Avant d'énoncer le
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 104

théorème, on introduit la notation

Zs,T (t) =
ZT (t)
Zs(t)

où Z désigne la densité d'une mesure martingale qui préserve la structure de change-
point.

Théorème 4.16 Soit u une fonction d'utilité telle que sa fonction convexe conju-
guée f véri�e f ′′(x) = axγ, avec a > 0, γ ∈ R et soit x > x un investissement initial.
On suppose que les modèles de Lévy exponentiels associés à L et L̃ admettent une
mesure f -minimale. Alors le modèle avec change-point admet une stratégie (asymp-
totiquement) u-optimale φ̂ et presque sûrement, pour tout i ≤ d,

φ̂(i)
s = αγ+1

β
(i)
s

S
(i)
s−

z∗γ+1
s−

EQ∗ [z
∗γ+1
s ]

(4.19)

où αγ+1 = (γ + 1)(x+ f ′(1))− a.
Remarque 1. L'expression explicite (4.19) permet de voir que φ̂ est bien F̂-adaptée :
la dépendance en τ ne se fait qu'à travers la �ltration (σ(1{s≤τ ))s≥0.
Remarque 2. En comparant ce résultat avec le Théorème 3.24 du chapitre précé-
dent, on voit que lorsque f ′′(x) = axγ , la stratégie optimale associée au modèle avec
change-point s'écrit en fonction des stratégies optimales pour les deux modèles de
Lévy eL et eL̃. On a en e�et,

φ̂(i)
s = φ̂L(i)

s 1{s≤τ} +
ζ∗γ+1
τ−

Sτ−EQ∗ [ζ
∗γ+1
τ ]

φ̂
L̃(i)
s−τ1{s>τ}

où φ̂L et φ̂L̃ sont les stratégies u-optimales pour les modèles eL et eL̃ respectivement.

Preuve Comme les conditions de la Proposition 4.13 sont véri�ées, il existe une mesure
f -minimale Q∗ de densité Z∗ qui est invariante par changement d'échelle. On note δ
l'unique réel strictement positif tel que −EQ∗ [f ′(δZ∗T )] = x. On a alors

−f ′(δZ∗T ) = x+ (φ̂ · S)T (4.20)

et φ̂ dé�nit la stratégie optimale qui est par la Proposition 4.15 nécessairement F̂-
adaptée. On cherche maintenant à obtenir une expression plus explicite de φ̂. Pour
cela, on commence par donner une décomposition analogue à celle de Lemme 3.15
pour EQ∗ [f ′(δZ∗T )|Fs]. On commence par noter que

EQ∗ [f ′(δZ∗T )|Fs] = EQ∗ [f ′(δxZ∗s,T (t))]|x=Z∗s (τ),t=τ .

On note alors ρt(s, x) = EQ∗ [f ′(δxZ∗s,T (t))]. On rappelle que f ′′(x) = axγ , de sorte
que

ρt(s, x) =

{
a ln(x) + aEQ∗ [lnZ∗s,T (t)] + f ′(1) si γ = −1
a

γ+1(xγ+1EQ∗ [(Z∗s,T (t))γ+1]− 1) + f ′(1) sinon
(4.21)

De plus, on a

EQ∗ [ln(Z∗s,T (t))] = −
∫ T

s

[>βucuβu
2

+
∫

Rd∗

(
Yu(x) ln(Yu(x)− (Yu(x)− 1)

)
ν(dx)

]
du
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 105

et pour tout γ 6= −1,

EQ∗ [Z∗s,T (t)γ+1] = EP [Z∗s,T (t)γ+2] = exp
(∫ T

s

(γ + 2)(γ + 1)
2

>βucuβu

+
∫

Rd∗

(
Y γ+2
u (x)− 1− (γ + 2)(Yu(x)− 1)

)
ν(dx)du

)
On rappelle également que

βu = β1{u≤τ} + β̃1{u>τ} et Yu(x) = Y (x)1{u≤τ} + Ỹ (x)1{u>τ}

où les couples (β, Y ) et (β̃, Ỹ ) sont les paramètres de Girsanov des mesures minimales
pour les deux modèles de Lévy initiaux. Ainsi, on peut déduire de (4.21) que la fonc-
tion ρt est de classe C2 et que ∂

∂xρt(s, x) = a(δx)γ+1EQ∗ [Z∗s,T (t)γ+1]. En appliquant
alors la formule d'Itô, on obtient presque sûrement, pour tout s ≤ T ,

ρt(s, Z∗s ) = EQ∗ [f ′(δZ∗T (t))] + δγ+1
d∑
i=1

∫ s

0
Z∗u(t)γ+1EQ∗ [Z∗u,T (t)γ+1]

β
(i)
u

S
(i)
u−
dS(i)

u .

Or, pour tout t ≤ T , −EQ∗ [f ′(δZ∗T (t))] = x. On a alors, en prenant s = T ,

−f ′(δZ∗T ) = x− aδγ+1
d∑
i=1

∫ T

0
Z∗γ+1
u− EQ∗ [Z∗u,T (t)γ+1]|t=τ β

(i)
u

S
(i)
u−
dS(i)

u .

En identi�ant cette décomposition avec (4.20), on en déduit que pour tout i ≤ d,

φ̂(i)
s = −aδγ+1Z∗γ+1

s− EQ∗ [Z∗s,T (t)γ+1]|t=τ β
(i)
s

S
(i)
s−
.

On rappelle que par la Proposition 4.13, Z∗T = cτz
∗
T (τ) où cτ est dé�ni en (4.15) et

(4.16) et z∗s (t) = ζ∗s∧tζ̃∗s−t∧s. La stratégie optimale s'écrit donc

φ̂(i)
s = −aδγ+1cγ+1

τ z∗s−(τ)γ+1EQ∗ [z∗s,T (t)γ+1]
∣∣∣
t=τ

β
(i)
s

S
(i)
s−
. (4.22)

En particulier, si γ = −1, on a

φ̂(i)
s = −aβ

(i)
s

S
(i)
s−
.

On cherche maintenant à obtenir une écriture plus simple lorsque γ 6= −1. Comme
ζ∗ et ζ̃∗ sont les densités de mesures qui préservent la propriété de Lévy, pour tout
t ≤ T , les variables aléatoires z∗s (t) et z∗s,T (t) sont indépendantes et donc

EQ∗ [z∗T (t)γ+1] = EQ∗ [z∗s (t)γ+1]EQ∗ [z∗s,T (t)γ+1]. (4.23)

Comme γ 6= −1, on a pour tout x > 0, f ′(x) = a
γ+1(f ′(x) − 1) + f ′(1). Ainsi, pour

tout t ≤ T ,

−x = EQ∗
[
f ′(δctz∗T (t))

]
= a

(
(δct)γ+1EQ∗ [z∗T (t)γ+1]− 1

)
+ f ′(1)
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 106

et donc

(δtct)γ+1E∗Q
[
z∗T (t)γ+1

]
= 1− γ + 1

a
(x+ f ′(1))

En insérant cette égalité dans (4.22) et en utilisant (4.23), on obtient �nalement

φ̂(i)
s =

(
(γ + 1)(x+ f ′(1))− a) z∗γ+1

s−

EQ∗ [z
∗γ+1
s− ]

β
(i)
s−

S
(i)
s−

2

On obtient �nalement des expressions explicites de ces stratégies optimales pour
le modèle de Black-Scholes.

Modèle de Black-Scholes avec change-point On suppose que L et L̃ sont des
processus de Lévy de caractéristiques (b, c, 0) et (b̃, c̃, 0) respectivement. On rappelle
que l'expression de la densité de la mesure minimale pour les fonctions qui véri�ent
f ′′(x) = axγ a été donnée dans la section 4.3.2. On note

βs = −(
b

c
+

1
2

)1{s≤τ} − (
b̃

c̃
+

1
2

)1{s>τ}.

Dans le cas de la maximisation d'une utilité exponentielle, u(x) = 1 − e−x, on a
f ′′(x) = 1

x et la stratégie optimale est donc donnée par

φ̂s = −βs
Ss
.

En particulier, tout comme pour un modèle de Lévy simple, l'investissement initial
n'intervient pas dans l'expression de la stratégie optimale.

Pour une utilité logarithmique, u(x) = ln(x), et un investissement initial x0, on
a f ′′(x) = 1

x2 et donc

φ̂s = −x0βs
Ssz∗s

.

On peut alors réécrire cette expression uniquement en fonction des paramètres du
modèle et du prix de l'actif :

φ̂s =
( bscs + 1

2)x0 exp
( ∫ s

0
cu
4 − b2u

2cu
du
)

Sβ+1
s∧τ ( Ss

Ss∧τ )β̃+1
.

Pour une utilité puissance, u(x) = xp

p , p < 1, on a f ′′(x) = 1
1−px

2−p
p−1 , et

φ̂s = − x0βs
(1− p)Ss

z
∗ 1
p−1

s

E[z
∗ 2−p
p−1

s ]

ce qui peut encore s'écrire

φ̂s = −x0(
bs
cs

+
1
2

) exp
(
− 1

2(p− 1)2

∫ t

0
β2
scs + 2bsβs(p− 1)ds

)
S

β
p−1
−1

s∧τ (
Ss
Ss∧τ

)
β̃
p−1
−1
.

te
l-0

05
82

37
8,

 v
er

si
on

 1
 - 

1 
Ap

r 2
01

1



CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 107

4.5 Prix d'options dans un modèle avec change-point

On s'intéresse �nalement à la détermination d'expressions pour les prix d'options
dans les modèles avec change-point. On considère un modèle de Lévy avec change-
point unidimensionnel et une option dont la fonction de payo� g ne dépend que de
la valeur �nale : g(S) = g(ST ). Etant donné une mesure martingale Q, on peut alors
obtenir une expression intégrale de EQ[g(ST )] en appliquant les résultats utilisant la
transformation de Fourier mentionnés au Chapitre 1. On s'intéresse plus spécialement
aux mesures martingales qui préservent la structure de change-point. On rappelle que
la densité d'une telle mesure Q est de la forme

ZT = c(τ)ζτ
ζ̃T

ζ̃τ

où ζ et ζ̃ sont les densités de mesures martingales pour eL et eL̃ respectivement, qui
préservent la propriété de Lévy. On note alors ψQ la fonction cumulant de L sous
Q : pour tout z ∈ C tel que EQ|ezX1 | < +∞, on a

ψQ(z) = (b+ cβ)z +
c

2
z2 +

∫
R∗

(ezx − 1− zh(x))ν(dx).

On note également ψ̃Q la fonction cumulant de L̃ sous Q :

ψ̃Q(z) = (b̃+ c̃β̃)z +
c̃

2
z2 +

∫
R∗

(ezx − 1− zh(x))ν̃(dx)

On a alors le résultat suivant :

Théorème 4.17 On considère un modèle de Lévy avec change-point unidimension-
nel S = S0e

X et une option dont la fonction de payo� g ne dépend que de la valeur
�nale du prix. Soit Q une mesure martingale équivalente qui préserve la structure de
change-point. On suppose qu'il existe deux intervalle I1 et I2 de R tels que :

i) Pour tout R ∈ I1,
∫

R e
−Rxg(x)dx < +∞.

ii) Pour tout z ∈ I2, EQ[ezLT ] < +∞ et EQ[ezL̃T ] < +∞.
iii) I1

⋂
I2 6= ∅.

Alors, pour tout R ∈ I1
⋂
I2,

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫ T

0

∫
R
c(t)etψQ(iu−R)+(T−t)ψ̃Q(iu−R)Fg(u+ iR)dudα(t) (4.24)

où Fg(z) =
∫

R e
izxg(x)dx.

Preuve Il s'agit d'une application directe du Théorème 1.23. En e�et, d'après ce
résultat,

EQ[g(XT )] =
1

2π

∫
R
EQ[e(R−iu)XT ]Fg(u+ iR)du. (4.25)

Comme τ est indépendant de L et L̃ et comme L et L̃ sont indépendants, on a

EQ[e(R−iu)XT ] =
∫ T

0
c(t)EQ[e(R−iu)(Lt+L̃T−L̃t)]dα(t)

=
∫ T

0
c(t)EQ[e(R−iu)Lt ]EQ[e(R−iu)L̃T−t ]dα(t)
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 108

On obtient alors (4.24) en insérant cette expression dans (4.25). 2

On étudie �nalement plus en détail le cas du modèle de Black-Scholes. On intro-
duit pour cela la notation σ(t) = ct+ c̃(T − t).
Proposition 4.18 On considère un actif risqué S donné par un modèle de Black-
Scholes avec change-point et une option dont le payo� est de la forme g(XT ). Alors,
les prix admissibles sont de la forme

EQ[g(XT )] =
1√
2π

∫ T

0

∫
R

c(t)√
σ(t)

g(x)e−
(x+σ(t))2

2σ(t) dxdα(t) (4.26)

où c est une fonction borélienne positive telle que E[c(τ)] = 1.

Preuve On rappelle que la densité des mesures martingales équivalentes sont de la
forme

ZT = c(τ) exp
(
−
∫ t

0

(bs
cs

+
1
2
)
dXc

s −
1
2

∫ t

0
(
bs
cs

+
1
2

)2csds
)

où c est une fonction borélienne positive telle que E[c(τ)] = 1. Comme τ est indé-
pendant de L et L̃, on a

EQ[g(XT )] =
∫ T

0
EQ[g(Lt + L̃T − L̃t)]dα(t).

Or, sous Q, Lt et L̃T − L̃t sont des variables alétaoires indépendantes de lois respec-
tives N (− ct

2 , ct) et N (− c̃(T−t)
2 , c̃(T − t)). Ainsi, XT a pour loi N (−σ(t)

2 , σ(t)) et on
en déduit (4.26). 2

On peut alors comparer les valeurs des prix d'options associés à di�érentes me-
sures f -minimales où f véri�e f ′′(x) = axγ , a > 0, γ ∈ R. On considère pour cela une
option d'achat européenne de payo� g(x) = (ex −K)+. On suppose que le change-
point τ a une loi exponentielle de paramètre q et on rappelle que dans ce cas, la
mesure f -minimale est associée à la fonction

c∗γ(t) =
(q + Ψγ)e−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T

où Ψγ = γ+2
2 (c( bc + 1

2)2 − c̃( b̃c̃ + 1
2)2). On peut donc écrire

EQ∗ [(eXT−K)+] =
∫ T

0

(q + Ψγ)e−Ψγt

q + Ψγe−(Ψγ+q)T

(
Φ
(− ln(K) + σ(t)

2
√
σ(t)

)−KΦ
(− ln(K)− σ(t)

2
√
σ(t)

))
dα(t)

où α(dt) = qe−qt1{t≤T}dt+ e−qT δT (dt).

Comme 0 ≤ c∗γ ≤ 1, le prix est bien sûr compris entre les prix associés aux deux
modèles de Black-Scholes de volatilités respectives c et c̃. On note respectivement

C(K,T, c) et C(K,T, c̃) ces deux prix. De plus, si par exemple c( bc+
1
2)2−c̃( b̃c̃+ 1

2)2 > 0,
on a pour tout t < T ,

lim
γ→−∞Q

∗(τ < t) = lim
γ→−∞

∫ t

0

(q + Ψγ)e−(Ψγ+q)s

q + Ψγe−(Ψγ+q)T
ds

=0.
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 109

On obtient de même
lim

γ→+∞Q
∗(τ < t) = 1

Ainsi, on en déduit que

lim
γ→−∞EQ

∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c̃) et lim
γ→+∞EQ

∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c).

On obtient les inégalités inverses si c( bc + 1
2)2 − c̃( b̃c̃ + 1

2)2 < 0.

On représente ici les prix EQ∗ [(eXT −K)+] en fonction de γ en posant K = 1 et
T = 1.

Fig. 4.1: Prix d'un Call Européen associé à la mesure fγ-minimale en fonction de γ

La courbe rouge correspond au cas b = b̃ = 1 et c = 2, c̃ = 5 pour lequel

c( bc + 1
2)2 − c̃( b̃c̃ + 1

2)2 = −9/20 < 0 et la courbe verte au cas b = b̃ = −2 et

c = 2,c̃ = 5 pour lequel c( bc + 1
2)2 − c̃( b̃c̃ + 1

2)2 = 9/20 > 0. On note de plus que les
prix sont égaux si et seulement si γ = −2 car dans ce cas, on a pour tout t ≤ T ,
c∗(t) = 1.

Il est intéressant de noter que les prix ne dépendent pas seulement des volatilités
c et c̃, mais aussi de b. En e�et, bien que le drift n'intervienne pas dans l'expression
du prix dans un modèle de Black-Scholes, il intervient ici dans la loi de τ sous Q∗.
On suppose ici que K = T = 1 et on �xe b = 1, c = 2, c̃ = 5. On représente alors les
prix pour di�érentes mesures minimales en fonction de b̃.

Fig. 4.2: Prix d'un Call Européen associé à la mesure fγ-minimale en fonction de b̃
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CHAPITRE 4. MODÈLES AVEC CHANGE-POINT 110

La valeur de b̃ n'intervient bien sûr pas lorsque γ = −2, puisque dans ce cas, on
a c∗(t) = 1. De plus, toutes les valeurs de γ donnent un même prix lorsque

c(
b

c
+

1
2

)2 − c̃( b̃
c̃

+
1
2

)2 = 0

ce qui correspond ici aux deux valeurs (
√

10−5/2) et (−√10−5/2). Notons �nalement
que des valeurs extrémales sont atteintes lorsque d

db̃
Ψγ = 0, c'est-à-dire pour b̃ =

− c̃
2 = −5

2 .

On étudie �nalement l'in�uence de c̃ pour di�érentes mesures minimales. On
suppose ici que K = T = 1, b = 1, b̃ = −1 et c = 2.

(a) 0 < c̃ ≤ 2 (b) 0 < c̃ ≤ 50

Fig. 4.3: Prix d'un Call Européen associé à la mesure fγ-minimale en fonction de c̃

Tous les prix sont compris entre les valeurs associées aux modèles de Black-
Scholes de volatilité c = 2 et de volatilité c̃ (courbes oranges). Les mesures minimales
donnent toutes les mêmes valeurs lorsque Ψγ = 0, c'est-à-dire pour c̃ = 2(3−√8) et
c̃ = 2(3 +

√
8). Si (γ + 2) > 0, on a

lim
c̃→+∞

Ψγ = lim
c̃→0

Ψγ = −∞

et donc, pour tout t ≤ T , limc̃→+∞Q(τ < t) = limc̃→0Q(τ < t) = 0. Ainsi,

lim
c̃→+∞

EQ∗ [(eXT −K)+] = C(K,T, c).

Au contraire, si (γ + 2) < 0, on a

lim
c̃→+∞

Ψγ = lim
c̃→0

Ψγ = +∞.

Dans ce cas, pour des petites et des grandes valeurs de c̃, le comportement du prix
pour le modèle avec change-point est similaire à celui du modèle de Black-Scholes de
volatilité c̃.
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Conclusion

Le chapitre consacré à l'étude de propriétés de continuité de prix d'options re-
prend le travail présenté dans l'article [13], accepté pour publication. On obtient des
résultats de convergence pour les processus de prix sous les mesures martingales en
utilisant en particulier les conditions de convergence en termes de caractéristiques
de [41]. Les propriétés spéci�ques des processus de Lévy, et notamment la factori-
sation de Wiener-Hopf, nous permettent alors de déduire d'une simple convergence
en loi des propriétés de convergence pour de nombreux prix d'options. Nous ap-
pliquons ensuite ces résultats aux di�érentes mesures minimales considérées dans
[32],[38],[43],[49]. Notons que les résultats de ce chapitre, associés à ceux du chapitre
3 sur la forme de stratégies optimales, doivent permettre d'obtenir des résultats de
convergence sur les stratégies maximisant certaines fonctions d'utilité.

L'étude de la minimisation de f -divergences sur l'ensemble des mesures martin-
gales est motivée par les di�érents travaux consacrés aux mesures minimales pour
des fonctions particulières : l'entropie relative ([32],[56],[38]), les f q-divergences ([43])
ou la divergence logarithmique ([49]). Toutes ces fonctions ont une dérivée seconde
de la forme f ′′(x) = axγ et nous montrons ici comment cette propriété intervient
de façon essentielle dans la détermination de la mesure minimale. Nous montrons
également que cette famille de fonctions joue un rôle particulier, puisque que, sous
certaines conditions, ces fonctions sont les seules à préserver la propriété de Lévy.
Les résultats de [33] concernant la dualité entre l'expression de stratégies optimales
et la densité de mesures minimales, nous permettent d'obtenir une expression expli-
cite de stratégies optimales pour les fonctions d'utilité associées aux fonctions qui
véri�ent f ′′(x) = axγ . Cette nouvelle expression, qui uni�e les cas traités séparément
auparavant, re�ète la forme particulière des fonctions de cette famille.

Nous proposons �nalement d'introduire, dans un modèle de Lévy, un instant
aléatoire de changement des paramètres, indépendant du processus initial. Cette gé-
néralisation permet de prendre en compte des variations brusques des paramètres
du modèle. Le travail s'inscrit dans le cadre d'études de modèles avec change-point
([73],[35]) et est présenté dans la prépublication [14]. L'application des résultats du
chapitre précédent nous permet notamment d'obtenir l'expression des mesures mini-
males pour toutes les fonctions véri�ant f ′′(x) = axγ , ainsi que les stratégies maximi-
sant les utilités associées. Nous appliquons également ces résultats à la détermination
de prix d'options. Notons que les propriétés spéci�ques des processus de Lévy, en par-
ticulier concernant les lois de premier temps de passage, permettent d'envisager une
étude de problèmes similaires dans le cadre de change-points dépendants directement
du processus de prix.
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