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La nécessité d’une deuxiéme version de cet article m’'esdrappen rédigeant sa suite, traitant|de
la modélisation de I'élastoplasticité a partir de la notétenseur de conformation moyenne des
liaisons interatomiques.
Par rapport a la premiére version, j'ai assez profondéneusité : - |) dans "I'approche discréte
(Paragraphe 3), la définition du tenseur de conformationemog des liaisons interatomiqués),
laquelle fait désormais intervenir toutes les liaisonsratomiques potentielles d’'un atome donné,
et non plus seulement celles qu’il a avec ses 'voisins’. Adwe, en effet, la notion de ‘voisinage’
s’est avérée discutable, sinon purement subjective ; fis ddapproche continue" (Paragraphe 4),
la encore, la définition du tenseur de conformation moyemsdidisons interatomiquéls, laquelle
est désormais basée sur la notion de densité massique dgatyant au moins une liaison interato-
miqueC-conformée, et non plus sur celle de densité massique mey&atpmes ayant au moirns
une liaison interatomiqué€C) -conformée. Autrement dit, alors que la grandeur moy&nétait cal-
culée a partir d’'une premiére grandeur moyenri@é, dans la Version, elle est calculée a partir d
la grandeur géométriquement caractérisitique d’'unediaisteratomiquez, dans la Version.

J'ai également apporté quelques modifications de moingvertance a d’autres parties du texte, no-
tamment dans l'introduction (Paragraphe 1) — ou ma critiuehoix d’un tenseur de déformations
comme variable d’état dans le cas du comportement élastapla porte désormais sur la "configu-
ration relachée" — et dans la conclusion (Paragraphe 6) e ptobleme de I'extension de la notion
de conformation moyenne a des corps non purs est mainteoséenm termes de types (de nombre)
de tenseurs de conformation a prendre en considération.

1)

Une alternative au tenseur des déformations en tant que vaable d’état : le tenseur
de conformation moyenne des liaisons interatomiques (Vei@ 2).

Thierry DESOYER (thierry.desoyer@ec-marseille.fr), B@rseille & LMA (UPR 7051-CNRS),
Technopble de Chateau-Gombert, 38 rue Joliot Curie, 134&&éille Cedex 20, France.

Résumé

La plupart des modeéles de comportement (thermo)mécanigsiandtériaux a I'état solide s’inscrivent
dans un cadre méthodologique ou un tenseur de déformatjoebgu’il soit, est considéré comme une
variable d’'état thermodynamique. Cette facon de faire newgefois pas sans poser quelques problemes,
notamment vis-a-vis du principe d’'objectivité. Aussi posp-t-on, dans cet article, une variable d'état al-
ternative au tenseur des déformations : le tenseur de coafmn moyenne des liaisons interatomiques.
Dans le double souci de bien mettre en relief les conceptsritapts et de ne pas alourdir I'écriture des
équations, le cadre de I'étude est cependant restreinteaui sorps purs. La liaison chimique (covalente,
par exemple) qui rend solidaire deux atomes d’un corps pétat kolide est schématiquement assimilée a
une barre — au sens d’une structure déformable unidimemslierglobalement caractérisée par sa longueur
et sa direction et ne travaillant qu’en traction-comp@ssOn montre alors que sa cinématique et sa sthé-
nigue globales peuvent étre entierement caractériséempanseur, dit "de conformation", et une fonction
a valeur scalaire de ce tenseur : le potentiel d’état d'éaditre de la liaison (ou potentiel d'interaction).
Ces deux notions sont ensuite étendues, en moyenne, a aeséiéments d’'un ensemble fini d’atomes,
i.e.d’un "petit" volume de corps pur considéré comme un miliescidit. Toujours en moyenne, elles sont
transposées au cas continu, ou la notion discréte d’enseinbti’atomes est tout d’abord remplacée par
celle de densité massique d’atomes. On en déduit alors pnesston du tenseur des contraintes de Cauchy
en tant que dérivée premiére d’'un potentiel d’état de démséssique d'énergie libre moyenne des liai-
sons interatomiques, lequel est explicitement fonctioniethseur de conformation moyenne des liaisons
interatomiques. Par une argumentation désormais classiqurhermodynamique des milieux continus,
on montre finalement que, dans le cas ou le comportement gs por est thermo-élastique, la dérivée
particulaire de cette nouvelle variable d'état est nédessant égale au tenseur de la partie symétrique du
gradient eulérien des vitesses (ou taux de déformations).

Mots-clés :Mécanique des milieux continus, état solide, liaisons interatomiques, teteseanformation, tenseur des
contraintes de Cauchy, thermodynamique des milieux continus.
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Nomenclature

— Notations générales (Unité) :
SoitX un réelY un vecteur d&k3 etZ un tenseur symétrique d&® x R3.

G tenseur métrique

X (respY ouZ) dérivée particulaire ou matérielle de
(resp. deY ou deZ)

dev(Z) partie déviatoire d& i.e.Tr(dev(Z)) =0

Tr(Z) =Z:G premier invariant fondamental @:
Z=3Tr(Z)G+dev(Z)

Tr(z?) =(2.2):G6 deuxieme invariant fondamental e
i.e. carré de sa norme euclidienne

Tr (2% =(z.2.2):G6 troisiéme invariant fondamental @&

Cec (R®xR3); tenseur de conformation d’une liaison interatomique

f eRr3 vecteur de I'effort intérieur a une liaison interatomique
(enN)

feR valeur algébrique dé (enN)

F € (R®xR3)s tenseur de I'effort intérieur & une liaison interatomique
(enN)

+neR3 vecteur unitaire caractéristique de la direction
d’une liaison interatomique

N € (R3 x R3)s tenseur de direction d'une liaison interatomique

reR™ distance entre deux noyaux atomiques ponctitels,
longueur de la liaison entre ces deux atomesfen

req€ RT* longueur d’une liaison interatomique
en I'absence de toute force (en

reR™ longueur normalisée d’une liaison interatomique

u potentiel d’état d’énergie libre d’'une liaison interatomique
ou potentiel d’'interaction entre deux atomes

ulC)eR énergie libre d’une liaison interatomig@econformée
(enJ)

— Notations particulieres a I'approche discréte, cf. Paragraphe ?Unité) :

Cike (RExR3)g tenseur de conformation de la liaison entre

les atomeg etk ded
(Cl) € (R®xR3)g tenseur de conformation moyenne

des liaisons interatomiques de I'atorpded
((C)) € (R®x R3) tenseur de conformation moyenne

des liaisons interatomiques des atomes de
dce domaine occupé par un corps pur en phase

solide considéré comme un milieu discret
((F)) € (R3x R3)g tenseur des efforts intérieurs

moyens aux liaisons interatomiquesaiéenN)
my € RT* masse atomique du corps pur considérék@n
Na € N* nombre d’atomes darts
NiKe (RS x R3)s tenseur de direction de la liaison entre

les atomeg etk ded
rike Rt longueur de la liaison entre les

atomesj etk ded (enm)
ré’é‘ cRT* longueur de la liaison entre les atomestk

ded en I'absence de toute force(en
rike Rt longueur normalisée de la liaison

entre les atomepgetk ded
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u({C)) R

ve Rt

e (R3xR3)s
D CE

D € (R® x R3)s
3(F,N) e R*
Ny eRT

e

Ec =Rt x En
En C (R3 x R3)g
H(r)

KeR*

veRt

Peo

qeR®
peR™
seR

o c (R xR
TeRt

T e R3XR3
v

YN eRrR

V eRT*

Wy € RT*

® c (R3xR3)g

weRT
X € (R3 x R3)q

longueur moyenne normalisée
des liaisons interatomiques de

longueur moyenne des liaisons interatomiques
ded en I'absence de toute force (em)

potentiel d’état d’énergie libre de la liaison entre
les atomeg etk ded

énergie libre moyenne des liaisons
interatomiques des atomes diéenJ)

potentiel d’état d’énergie libre moyenne des
liaisons interatomiques des atomeside

énergie libre moyenne des liaisons interatomiques
des atomes dé (enJ)

volume ded (ennm)

— Notations particulieres a I'approche continue, cf. Paragraphe ?2t Paragraphe ?? (Unité) :

tenseur de conformation moyenne des liaisons
interatomiques eR

domaine occupé par un corps pur a I'état solide
considéré comme un milieu continu

tenseur de la partie symétrique du gradient eulérien
des vitesses e ou taux de déformations (en?)

densité massique d’atomes ayant au moins une liaison
interatomique-longue eN-orientée erP (enkg 1)

densité massique d'atomes ; caractéristique
du corps pur considéré (1)

potentiel d’état de densité massique d'énergie interne
moyenne des liaisons interatomiquesRen

espace des conformations

espace des directions

tenseur de densité massique d’atomes ayant au moins
une liaison interatomiquelongue erP (enkg 1)

conductivité thermique du corps pur considéré
(enwW.m 1K1

viscosité du corps pur considéré (dnm-2.s71)

point quelconque de

vecteur flux de chaleur &n (enW. m—2)

masse volumique e (enkg m3)

entropie massique @ (enJ.kg 1. K1)

tenseur des contraintes de CauchyPglenN.m2)

température absolue én(enK)

tenseur du gradient de la transformationRen

potentiel d’état de densité massique d’énergie libre
moyenne des liaisons interatomiques du corps pur considéré

densité massique d'énergie libre
moyenne des liaisons interatomiquesrefenJ. kg1)

volume dep (enmd)

"volume" de I'espace des directions

tenseur de la densité massique des efforts intérieurs
enP (enN.kg™ 1)

puissance volumique dissipée RifenW. m—3)

un tenseur des déformationsén



hal-00374901, version 2 - 29 Mar 2011

1 INTRODUCTION

1 Introduction

Tout modéle de comportement (thermo-)mécanique d’un matériatad $élide se présente sous la forme d’'un en-
semble d’équations, dites "constitutives”, parmi lesquelles on trowstérsgtiquement une équation liant le tenseur
des contraintes de Cauctiy(a la température absolde) a un tenseur des déformatiokiet, bien souvent, a d'autres
variables dites internés. Dans la trés grande majorité des cas — et dans le souci de définirépnéaisles condi-
tions d’admissibilité thermodynamique du modele de comportement (thRprmécanique proposée. de ses équa-
tions constitutives —, cette équation tensorielle est obtenue par différemtiatio potentiel d’état de densité massique
d’énergie libreY, soit :
oYy

g=p X (1)
oup est la masse volumique du matériau. Au méme titrelgatles éventuelles variables internes, un tenseur de défor-
mationsX, que celles-ci soient infinitésimales ou non, est ainsi I'un des argisrderpotentiel d'étay;, i.e. est consi-
déré comme uneariable d’état Depuis, notamment, les travaux pionniers de Truesdell, [1] et Majajetette fagon
d’envisager I'écriture d’'un modéle de comportement (thermo-) mi§oe a été de trés nombreuses fois mise en ceuvre,
et, bien souvent, avec un indéniable succes. Ainsi, la plupart des matEmportement (thermo-)élastiques dont
la pertinence physique est reconnue par la communauté des mécadiegeematériaux s'inscrivent-ils dans ce cadre
méthodologique. lls sont d'ailleurs parfois présentés comme deslesodé comportemethtypelthermo-)élastique
pour souligner le fait que la relation enwé, T) etX dérive d’un potentiel d’état. A leur propos, on rappellera simple-
ment un probléme intrinséquement lié a l'utilisationXieomme variable d’état : alors que la dérivée particulaire de
la masse volumique (resp. de la température absg@uedsp.T), est une grandeur objective (cf. p. ex. Truesdell et al.,
[3], pour un énoncé du principe d’'objectivité), celle du tenseur dagaimtes de Cauchy obtenue a partir de @) (
n’est pas une grandeur objective cadtxivée particulaire deh’est pas une grandeur objectjvgue la description
retenue pouX soit lagrangienne ou eulérienne (cf. p. ex. Garrigues, [4]). hegiter que cette remarque ne remet pas
en cause la pertinence physique des modeles de comportement théganique définis selon EQ3), qui ne font
intervenir que des grandeurs objectives. Elle illustre seulement le faitegehoix deX comme variable d’état a une
facheuse conséquence sur la relation entre les "taux de contrairiess"tatix de déformations" obtenue par dérivation
de Eq. £?) par rapport au temps, laquelle est usuellement corrigée en ret@ui@notion de "dérivée objective” (cf.
p. ex. Truesdell, [1]).
Bon nombre de modeéles de comportement plus sophistiqués que céilnedao-)élasticité relevent de cette méme
méthodologie, qui, outreT(et) X, font intervenir d’autres variables d’état, dites "internes". Les maed#kastoplas-
ticité en sont un exemple bien connu, qui tous, cependant, se heuttergrabléme inhérent, la encore, au choix de
X comme variable d’'état : celui de la définition de la variable d’état intersecise aux déformations permamentes
(ou plastiques). La solution apportée par les mécaniciens des matécayxableme est fondée sur I'hypothése que
le tenseur du gradient de la transformatibn- ingrédient de base de la cinématique des milieux continus, dont tout
tenseur de déformationé découle; cf. p. ex. Garrigues [4] — doit étre décomposé multiplicatveran parties élas-
tique, T &, et plastique P. La plupart de ces mémes auteurs optent pour la décompositienT ©.7 P (cf. p. ex.
Mandel [2]). Ce choix n'est cependant guére justifié, ni cinémaititgrg, ni physiquement, qui semble avoir comme
unigue vertu de mener a des calculs et expressions relativemenirpplesque ceux découlant du choix de la décom-
position inverseT =7 P. 1 €. Outre cela, ces deux décompositions font intervenir une Configu?adme "relachée",
laquelle sert de référence pour le calcul @ (resp. deT P) dans le cas de la décompositiatf. 7 P (resp. de la
décompositiorz' P. 7 €). Or, si la notion de configuration est purement cinématique, celle diigcoation relachée
ne peut étre comprise qu’en invoquant également un argumenicgikésoit celui de la nullité des contraintes. En
d’autres termes, la notion de configuration relachée présupposetaimdgpe de modéles de comportemérs, elle
ne peut étre directement transposée a d’autres types de modeseg.dusi souligner que la configuration relachée
est généralement fictive : elle ne coincide avec la configuration réelliomiaine matériel plastifié, telle qu’elle est
observée apres que tous les efforts extérieurs ont été annulésrpilesltrés rares cas ot aucune contrainte résiduelle
n'existe dans le domaine. C’est pourtant a partir de la configuratiooh@tque des tenseurs de déformations plas-
tiqgues XP, et élastiquesX®, sont construits, ce qui pose inévitablement un nouveau problémeglaucune réponse
convaincante n'a été apportée a ce jour : celui du lien entre ces dewuteret le tenseur de déformatioks- clai-
rement défini, quant a lui, et sur la seule base de considérations tigéesa Au mieux, cette derniére remarque, liée
aux précédentes sur la configuration relachée, laisse ouverte la quisstimterprétation physique d¢® et XP. Au
pire, elle séme le doute sur leur pertinence cinématigueinima elle impose de reconnaitre que, dans I'écriture d’un

1. Une facon de rendre compte de la viscosité du matériau teadier également le tenseur des contraintes de Cauchysauten
de la partie symétrique du gradient eulérien des vitessem(pude déformationd). Ces effets de viscosité sont cependant hors du
propos développé dans cet article. lls ne seront donc pagpigompte, sauf dans une derniére et bréve Remarque, cf?Rihqg.

2. La configuration d’'un domaine matériel contimua l'instantt peut étre définie par I'ensemble des vecteurs positions, par
rapport a une origine quelconque, de ses points & ce mémetinstan
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2 TENSEUR DE CONFORMATION DE LA LIAISON ENTRE DEUX ATOMES ETENSEUR DE
L’EFFORT INTERIEUR ASSOCIE : DEFINITIONS

modéle de comportement élastoplastidqaeshoix d’'un tenseur de déformatioset tant que variable d’état pose le
probleme de la définition de la variable d’état interne qui doit lui étre agsgour rendre compte de I'existence de
déformations permanentes (ou plastiques).

Ce probléme et la remarque précédente (non-objectivi) dendent & suggérer qu’un tenseur des déformations n’est
peut-étre pas la grandeur la mieux a méme de jouer le role de variabled#iataun modele de comportement thermo-
mécanique, en particulier dans le cas de déformations non infinitésintales eversibles. En tout état de cause, le
probléme auquel le présent article entend apporter quelques élénserdsahse est bien celui de I'existence d’'une
variable d'état, notéE par la suite, alternative a un tenseur des déformadgrigiel qu'il soit. Plus formellement, et
dans la mesure ou ce probléme est étroitement lié a celui de la définitiongkutedes contraintes de Caudyyla
question centrale de cette article est la suivante :

Existe-t-ill" # X et existe-t-ilY(T,I,...) tels que

oY
o:pa—r ? 2)

la variable d’étafl” proposée, si elle existe bien, devant étre physiquement pertinentepetiteculier, objective. Dans
le souci de simplifier la présentation des nouvelles notions, la questioRZEad sera abordée dans cette étude que
dans le cas des corps pdra I'état solide.

Cet article est organisé comme suit : deux atomes d’'un corps pur add@ide,i.e. maintenus solidaires par une
liaison interatomique, sont considérés dans le Paragfhe facon a précisément définir la grandeur cinématique
et la grandeur sthénique indispensables a la suite de I'étude, & savosdartele conformation d’une liaison interato-
mique et le tenseur de I'effort intérieur associé. La description disdiéteensemble fini d’'atomes d’un corps pur a
I'état solide, ou chacun des atomes a, au moins potentiellement, une ligis@iomique avec tous les autres atomes
du corps, est abordée dans le Paragr&3hPar généralisation des notions introduites au Paragfploa y définit le
tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomiques ainsitgnséer des efforts intérieurs moyens associé.
Le Paragraph@? est consacré a la description continue d’'un corps pur a I'état solida,rmiion discréte d’ensemble
fini d’atomes est tout d’abord remplacée par celle, continue, detdenassique d’atomes. On y donne les définitions,
entierement compatibles avec I'hypothése de distribution continue de laepalictenseur de conformation moyenne
des liaisons interatomiques et du tenseur de la densité massique dem&ffaeurs. En lien direct avec celui-ci, on

y propose également une définition du tenseur des contraintes deyChasmotions introduites au Paragrafre
sont inscrites dans un cadre thermodynamique au Parag?@pte qui permet notamment de donner une expression
a la dérivée particulaire du tenseur de conformation moyenne des Baigeratomiques, laquelle s’avere étre la seule
possible dans le cas ou le comportement du corps pur a I'état solidieléanest thermo-élastique.

Il est finalement important de souligner dans cette Introduction quelésusisonnements, hypothéses et équations
proposés dans les ParagrapP@s?? et ?? sont relatifs a un étdigé de la matiére du corps pur a I'état solide consi-
déré, observé a l'instant généricquées expressions proposées dans ces trois Paragraphes pauelsssigrandeurs
sthéniques ne sont donc valables qu'aux effets de viscosité et dersgorpépres, lesquels ne sont effectivement pris
en compte que dans le Paragraphie

2 Tenseur de conformation de la liaison entre deux atomes et tenseur
de I'effort intérieur associé : définitions

Soient deux atomes d’'un corps pur a I'état solide maintenus solidaires par utiisoninteratomique (covalente par
exemple). Dans toute la suite de cette étude, cette liaison sera tres schématitiassimilée a urarre, i.e., selon la
terminologie usuelle en Mécanique des milieux continus, a une structurienenisionnelle globalement caractérisée
par sa longueur et sa direction et ne travaillant qu’en traction-cosipres

La masse de chacun de ces atomes est essentiellement concensr&erdaoyau, qu’on assimile a un point (cf.
Rmq.??-1). La distance entre ces deux noyaux atomiques — la longueur deda-best notée, le vecteur unitaire de

la direction qu'ils définissent — la direction de la barret-n (cf. Fig.??). Ces deux grandeurs sont objectives, dont le
produit,#+=rm, est simplement le vecteur de la position relative des deux noyaux atesniqu

3. A strictement parler, il sagit en fait de corps psimplesi.e. constitués d’un seul type d’atomes, et non pas d’un seul tgpe d
molécules.
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2 TENSEUR DE CONFORMATION DE LA LIAISON ENTRE DEUX ATOMES ETENSEUR DE
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On notereq la longueur de la liaison interatomique quand aucune force n’est applajuéatomes. On définit alors la
distance normalisée entre ces deux atomes par :
r=_ 3)
leq
Puisque etreqsont des grandeurs objectivegst également une grandeur objective.
L'arbitraire sur le vecteur unitaire de la direction définie par les deux uropdomiques est levé en considérant le
tenseur du second ordkedéfini par :
N =n®n=(-n)®(-n) (4)
Par construction, ce tenseur est symétrique et défini positif. C’eggramdeur objective, puisqu’elle est définie comme
le produit tensoriel d’une grandeur objectimepar elle-méme. Ses trois invariants fondamentaux (cf. p. ex. Gasjigu
[4]) sont liés puisque :
Tr(N) = Tr (Nz) —Tr (N3) -1 )

En d'autres termes, 1 est la seule valeur propre non nulle de ce tebs@anformatiorf de la liaison interatomique
étant définie par le coupl&,N), on en retiendra ici une représentation tensoriekbepn définira letenseur de confor-
mationde la liaison entre ces deux atomes par :

C=TN (6)
Ce tenseur est symétrique et n'a qu’une valeur propre non muleguelle est nécessairement strictement positive (cf.
Rmq.?7?-2). Il est donc également défini positif. C'est une grandeur ¢bgpuisqu’elle est définie par le produit de
deux grandeurs objectives.

.
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FIGURE 1 —Représentation schématique 2D de deux atared d’un corps pur a I'état solide et de la liaison inter-
atomique qui les rend solidaires. La masse de ces atomes est esseatietlententrée dans leurs noyaux, considérés
comme ponctuels. La distance entre ces deux noyaux ponctuels est nletéecteur unitaire de la direction qu’ils
définissent;tn. Les cercles en pointillés sont une illustration naive des nuages éleceeniqu

L'énergie de la liaison interatomique qui maintient les deux atomes solidaétgsensuite étre classiquement carac-
térisée par un potentiel d'étatétiergie libre® , p(r) = q(r(r)), parfois appelé potentiel d'interaction, dont on ne
cherchera pas a spécifier I'expression ici, notant seulement quetetipl doit étre minimal pour= 1, soitr = req.

Tout aussi classiquement, la valeur algébrique éfdit intérieuragissant dans la liaison est donnée par la dérivée
premiere du potentiel d’état d’énergie libre, soit :

f=p'(r)= éq’(f) puisque, selon Eq?Q) : 1(r) = ér )

4. En Chimie, on appelleonformationd’une molécule I'arrangement spatial des atomes qui la compdseries positions
relatives de ces atomes. Bien qu’un corps pur simple (cf. notead de pag@?) soit composé d'atomes et non de molécules, c’est
bien la notion de position relative de deux atomes maintenlidages par une liaison interatomique qui est représeraé€ pd’ou
son nom de tenseur de conformation de la liaison interatomique

5. lls’agitbienici de I'énergie libre, parfois appelée ggie de déformations en Mécanique des matériaux. Elle n’esigtlement
égale a I'énergie interne que sil'on décide d’ignorer léstefde température ; ce qui est le cas dans ce Paragraphdetjesuivants ;
ce qui n'est plus le cas dans Paragrapheou il s’avére crucial de bien distinguer ces deux typesetgie.
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avec, par conventiorf, > 0 (resp.f < 0) quand I'effort intérieur est de traction (resp. de compres$ion)

La direction de cet effort intérieur, quant a elle, est celle de la direciédimid par les deux noyaux atomiquesn,
d’ou f =+ fn. A linstar du vecteur de la position relative des deux noyaux atomigten, le vecteur de I'effort
intérieurf est une grandeur objective.

On propose cependant ici une autre écriture de cet effort qui, ldrenpermet de lever I'arbitraire sur le vecteur
unitaire de la direction. L'énergie libre, tout d’abord, est réexprimé®action deC, soitu(C). Pour que le principe
d’objectivité soit bien respecté, le potentiel d’état d’énergie libree doit en fait dépendre que des invariants fonda-
mentaux de€€, lesquels sont liés, comme on I'a signalé précédemment. On retientiana@ime de ce tenseur comme
argument dey, (C:C)l/z, qui vautr. L'état d’énergie libre de la liaison interatomique étant évidemment le ntgrae

le potentiel d’état d’énergie libre soit exprimé en fonctionrdeer ou deC, la relation suivante est nécessairement
vérifiée :

u(€C)?) = q(r) = p(r) ®)
Compte tenu que (cf. également RAg@3) :
d(C:C)z
V(CO)}) =a/(1) =reqp'(r) et XTI ©)
d’ou, en accord avec EqRP) :
Jdu -~
c - q'(f)N = reqp,(r)N (10)
on peut alors définir leenseur de I'effort intérieusuivant :
_tow 1 nN=p
P = g 3C gt (MN=P N (11)

Ce tenseur symétrique, en effet, n'a qu’une valeur propre non mi(le), qui, d’aprés Eq.%?), est la valeur algébrique
de la force intérieure vectorielle habituellement considérée (cf. égatdrmeq.??-4). Cette valeur propre, qui plus est,
est associée a la direction propre unitatie Enfin, parce qu'il est éfini a partir de grandeurs qui sont toutgsctibes,

le tenseuF est lui-méme une grandeur objective.

— Remarqué?-1 : On rappelle que la taille d’un nucléon (proton ou neutron) est d’envifort®n et que le premier
rayon de Bohr vaut environ.50~m. Dans un corps pur & I'état solide dont le noyau atomique est constitné de
nucleons, la taille, du noyau est donc d'enviranil/310*15m, la distancer entre deux noyaux atomiques, quant a
elle, étant au moins égale & deux fois le premier rayon de Bohr, soiberiir 1%m. On a donap/r < nt/3105: a
I'échelle du rayon de Bohr, le noyau est bien assimilable a un point. (uellepggalement que la masse d’un nucléon
est d’environ 1027kg quand celle de I'électron est d'environ 1¥kg : la masse d’un atome, quel qu'il soit, est donc
bien essentiellement concentrée dans son noyau.

— Remarque??-2 : Le cast = 0 correspondrait a la fusion des noyaux atomiques. Ce phénomémnkiesment
en dehors du cadre de cette étude, ou I'on a doncibierD. La question de I'existence d’une borne supérieure a
en revanche, est plus complexe. Dans le cas (idéal) de deux atonsdérés comme un systéme thermodynamique
fermé, il n’est pas inconcevable de supposer que la liaison qui lesiemdisolidaire existe quel que soitle potentiel
d'interactionq () n’étant finalement astreint qu'a la vérification de la condition suivante :

Jm_a(r) =0
Dans le cas plus réaliste d’'un systeme discret constitué d’'un grandreafalbomesN; >> 1, tel celui considéré dans
le Paragraph@?, la question n’est pas si simple de savoir si chaque atome a une liais@ionteue avec lell; — 1
autres atomes du systéme. En I'absence de réponse physiqueguenéatée a cette question, on n’interdira pas, dans
la suite de cette étude, que Ng(N; — 1)/2 liaisons interatomigques potentielles existent effectivement. Parce gu'il e
peu contraignant, ce point de vue donne un large domaine de validit@i@oxmements et équations présentés dans
cette étude.

— Remarque??-3 : Compte tenu qu€ =Tn®n = TN est un tenseuuniaxial, la différentiation de toute fonction

6. Leffort intérieur des Mécaniciens — conventionnellemé&nencore — est I'opposé de la force d'interaction usuatlet consi-
dérée par les Physiciens.
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2 TENSEUR DE CONFORMATION DE LA LIAISON ENTRE DEUX ATOMES ETENSEUR DE
L’EFFORT INTERIEUR ASSOCIE : DEFINITIONS

H((CC )%) g(T) est soumise a contrainte. A I'inverse, a partir de la représentation igdletate la conformation,
soitc = +1m, on peut définir la fonctioh telle que :

h((e.¢)¥2) =H((CC)?) = g(T)
dont la différentiation n’est pas soumise a contrainte, soit :

oh oh
dh= % .dc avec - =+d(r)n

Anticipant les développements ultérieurs — ou les diverses fonctionkear\scalaire considérées auront pour argu-
ments des tenseurs symeétriques définis positifs et non plus des tems@xiaux —, mais sans pouvoir étayer cette
expression par une démonstration mathématique rigoureuse, on éaigaé tout, dans ce paragraghe

OH oH
dH = E.dC avec 5= =g (r)N
ce qui revient a considérer que la dérivée partiellf,(d@)% par rapport & n’est pas contrainte. Sans prétendre y voir

une preuve de la validité de cette derniére assertion, on notera simplgueent

M _ ah®( n)
oC ~ dc

— Remarque??-4 : Ainsi qu'on I'a déja signalé, le systéme constitué par les deux noyauxigiesi et la liaison
interatomique est ici assimilé a une barre. Notathta normale extérieure unitaire a I'extrémité de la barre ou se
trouve le noyau de I'atoma, on peut alors remarquer que le tenseur de I'effort intéifepermet bien de retrouver les
conditions aux limites sthéniques puisque, sachant\jgen® @ n? ;

@ = p'(r)(n"*®@n?).n* = p(r)n?

soit encore, selon Eq??) : F.n? = fn?. De la méme fagon, on obtient, pour 'autre extrémité de la barre, ou taater
extérieure estn? : F.(—n?) = —fn?

Résumé du Paragraphe ??:

La liaison interatomique qui rend solidaire deux atomes d’'un corps pur a I'étatesadichématiquement
représentée par une barre de longueetrde directiontn, est entierement caractérisée par :
— sontenseur de conformatidd Gdimensionnel), tel que :

R r . . .
C=TNec (R®*xR%s ol F= -— > O(adimensionnel) &Nl =nn(nunitaire
eq
avecr = reqlorsqu’aucune force extérieure n’est appliquée aux atomes,
— unpotentiel d’état d'énergie libre uel queu(C) (enJ) est I'énergie libre de la liaison, dont dérivetémseur

de I'effort intérieura la liaison interatomiquE (enN) :

1 du au

F="_—c(R3xR%;s avec — = 0 quandC = N

feqaC < ¢ )s ac -
Le tenseur de conformation de la liaison interatomiqGe,est une grandeur objective. Il est sy-
métrique et défini positif mais sa seule valeur propre non nullere§iu, de fagon équivalente |:

Tr(C)*=Tr (Cz)g/2 =Tr(C3) =13). Cette valeur propre est nécessairement strictement positive.

Le potentiel d’état d’énergie libra ne dépend en fait que de la seule valeur propre non nullg @®i,
de facon équivalente, que de la normeQjeL’énergie libreu(C) de la liaison interatomique est donc une
grandeur objective.
Le tenseur de I'effort intérieur a la liaison interatomiqée,est une grandeur objective. Il est symétrique
mais n'a qu’une seule valeur propre non nulle, égale a la valeur algétride la force intérieure vectoriellg

habituellement considérée (ou, de facon équivalentéf = Tr (F2) ¥ = Tr (F3) = 13).

U

7. Les trois invariant d€ étant liés, on aurait tout aussi bien pu considérer ici unetfonH* telle queH*(C:G) = H((C:C)%/2).
Si 'on avait alors différenti¢d! sans tenir compte de la contrainte imposée par le faiCjest un tenseur uniaxial, on aurait obtenu
un résultat ostensiblement faux, a savaH?!/0C = ¢/ (T) G.
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3 TENSEUR DE CONFORMATION MOYENNE DES LIAISONS INTERATOMIQES ET
TENSEUR DES EFFORTS INTERIEURS MOYENS ASSOCIE : APPROCHBORETE

3 Tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomiques et
tenseur des efforts intérieurs moyens associé : approche discréte

Soit un corps pur a I'état solide, considéré comme un milieu discretpactwn "petit" domainel de volumev et
comptantN, > 1 atomes. En accord avec Rn?@-2 (cf. Paragraph®?), on suppose qu’un quelconque atojreed a

une liaison interatomique avec tous les autres atomesHe toute généralité, on suppose egalement que, en I'absence
de toute force, lebl; — 1 liaisons interatomiques de I'atonj@nt des longueurs différentes, soé[1

D’aprés les notions introduites au ParagrapPda liaison interatomique entre les atomiest k est entierement ca-
ractérisée par son tenseur de conforma@tf = rikNik, otrik = rik/rLX On peut alors définir le tenseur de
conformation moyennges liaisons interatomiques de I’ atome(Cl> soit :

<Cj> = (Nal— 1 ch*k sachant queCil = 0 12)
CommeC, cf. Eq. ??), le tensem(CJ> est symétrique. En revanche, a la différenc€d# a en général trois valeurs
propres non nulles et distinctes dont on exigera par la suite (cf. RP¥ij.qu’elles soient strictement posnlveéCJ}

est donc défini positif. De plus, puisqu'’il est défini par une somngraedeurs objectives, il est lui-méme une grandeur
objective.

De la méme maniére qu'a I'atomede d, un tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomiques peut
évidemment étre associé a chacun des autres atontedldest donc possible de définir le tenseurateformation
moyennale I'ensemble dell;(Na — 1)/2 liaisons dedN; atomes del, i.e.:

Na X Na
(©) = Zilaj;<cl> = Tlta z < N1 zcl ") (13)

le facteur ¥2 étant di au fait que le tenseur de conformation de chaque liaison imtéyat ded apparait deux
fois dans les sommes de E@?| puisqueCik = CXi. Parce qu'il est défini par une somme de grandeurs objectives, le
tenseur((C)) est lui-méme une grandeur objective. Com(ﬁ‘é>, cf. Eq. (??), ((C)) est un tenseur symétrique défini
positif. Sa trace vau@ désigne le tenseur métrique) :

1 N 1 RN 1 N 1 N N
Tr(((C) = 5 'zl((Na 5 S (@J«G)) = 2Naj21<(Na 5 S rm) = (1)) (14)

aj k=1 k=1

ou ((T)) s’interpréte simplement comme la longueur moyenne (normalisée) dembanteratomiques présentes dans
d ou, de maniere équivalente, comme la distance moyenne (normalmée)es noyaux des atomesdle

Suivant Eq.?7?), I'énergie libre de la liaison entre les atomestk peut ensuite étre caractérisée par son potentiel d'état
d’énergie Iibre celui-ci n’étant pas nécessairement le méme poblylesl atomes avec lesquejsa une liaison. A
l'instar dereq, on indexera donc ce potentiel d'état gaet k, soitul-X(CIK). L'énergie liore moyenne des liaisons
interatomiques deld,; atomes del est alors simplement donnée par :

1 Na 1 Na ik i K
() = 5 2 ( mop e >> (15)

On postule alors que cette énergie libre moyenne est la valeur d’untiofonc, qu’on appellera par la suifgotentiel
d’état d’énergie libre moyenndes liaisons interatomiques des atomesd éédont I'unique argument est le tenseur de
conformation moyenne des liaisons interatomiques des atontelieEq. (77?), soit :

1 N 1 N
u (((C))) = ((u)) = N zl (Mkzlu'*k(clvk)> (16)
a (S 2 -

Suivant la démarche développée au Paragraphe tenseur desfforts intérieurs moyereux liaisons interatomiques

desN, atomes del est alors donné par :
1 ou

F)) =
= ey ate)
ou la longueur moyenne des liaisons interatomiques en I'absence dedméel&€sN; atomes del, <<req>>, grandeur
objective, est donnée par (cf. également RA%R) :

Na Na
() = e 3 (e 2 7H) as

=1 k=1

a7
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Pour que le principe d’objectivité soit bien respecté, le potentiel d@tae doit en fait dépendre que des trois inva-
riants fondamentaux dgC)) ou, de fagon équivalente, des trois valeurs propre§@g. Puisque((C)) et ((req))

sont des grandeurs objectives, le tensghrn) est également une grandeur objective. Confimef. Eq. ??), ((F))

est un tenseur symétrique. En revanche, a la différenEe itla en général trois valeurs propres non nulles et distinctes.

— Remarqué?-1 : D’aprés Rmq??-2, la seule valeur propre non nulig;¥, du tenseur de conformation de la liaison
entre les atomes et k, CIK = rI:kNIiK est strictement positive. Le tenseur de conformation moyenne demnkais
interatomiques de I'atomg <Cj > défini & partir de la somme d&d, peut donc théoriquement avoir, soit une seule
valeur propre strictement positive (cas ot ls— 1 tenseurdN!*k sont tous colinéaires), soit deux valeurs propres
strictement positives (cas dly — 2 desNg — 1 tenseurdN K sont colinéaires), soit encore trois valeurs propres stric-
tement positives.

Dans le Paragrapt®® et les suivants, on exigera de tout tenseur de conformation moyefiredtdrois valeurs propres
strictement positives,e. qu’il soit défini positif. Cette exigence n’est pas forte, dont I'intetatién physique est que
tout atome d’un corps pur a I'état solide a au moins trois liaisons interat@sidont les tenseurs de conformation
respectifs sont deux-a-deux non colinéaires.

— Remarqué@?-2 : On rappelle que, du point de vue discret adopté dans ce Paragi@apiasse des atomes est essen-
tiellement concentrée dans leurs noyaux ponctuels, lesquels sontyenmeodistants de T{(reqC))) = ((r)). Du
point de vue continu qui sera adopté dans le Paragraphe suivaRa(efyraph@?), cette notion de masse ponctuelle
discrete sera remplacée par celle, classique, de masse volunpigQe, {(r)) etp peuvent étre mises en relation par
le simple raisonnement suivant :
le domaine matérial défini par ledN,; atomes occupant le volume fina une masse égalé\Ng m,, oum, est la masse
unitaire desNy noyaux ponctuels,e. a la masse des électrons pres, la masse atomique du corps pur @riBidé
point de vue discret, ces noyaux étant distant§(de en moyenne, le ’libre volume moyen’ offert & chacun d’eux est
un cube d'arété(r)), i.e. de volume((r))%; on a donov = Na ((r)). Du point de vue continu, la masse n'étant plus
considérée comme ponctuellement distribuée mais comme continuegpartie, la définition d'un champ de masse
volumique régulier devient possible. Sil'on suppose celui-ci unifodanesy — et étant donné que la masse du domaine
d doit étre la méme, que le point de vue adopté soit discret ou continu -btiembalors la relation suivante entie))
et la masse volumique::

Nama Ma

= 22 = 5
Na((r))>  {(r)
Il estimportant de souligner que, puisque la longueur en I'absentritkeforce n’est généralement pas la méme dans

toutes les liaisong(r)) = ((reqr")) # ((req)) ((T)).

p

10
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Résumé du Paragraphe ??:

D’un point de vue discret, I'ensemble déaisons interatomiques qui rendent solidaires I8g atomes
compris dans un "petit" volume fini d’'un corps pur a I'état solide pewt éaractérisén moyennear :
— letenseur de conformation moyente ces liaisons interatomiquesC)) (adimensionnel), tel que :

1 1

() = N j§l<Cj> e (R®xR3)s avec <CJ> = (Na—l)kicj’k (CJZ,J' — 0)

ou <Cj> est le tenseur de conformation moyenne igs- 1 liaisons interatomiques de I'atonjeetC¥, le
tenseur de conformation de la liaison entre les atojret,

— un potentiel d’état d’énergie libre moyenne, tel que u ({(C))) (enJ) est I'énergie libre moyenne de
liaisons interatomiques, dont dérivetéamseur des efforts intérieurs moyens liaisons interatomiquesF ))
(enN) :

n

1 ou
((rea)) 0((C))

ou ((req)) est la distance moyenne (em en I'absence de toute force entre les noyaux atomiques.
Il est également a noter que la notion discréte de distance moyennenegtiex atomiques((r)) =
Tr(((reqC))) (enm), et la notion continue de masse volumigpesont liées par :

((F)) = € (R®xR®%)s

_Ma
()

oumy, a la masse des électrons pres, est la masse atomique du corpsgdécon

p:

Le tenseur de conformation moyeni(€)) est une grandeur objective. Il est symétrique et défini |po-
sitif. Ses trois valeurs propres strictement positives sont, en génistaictes.

Le potentiel d’état d’énergie libre moyenrene dépend en fait que des trois valeurs propre§@g (ou,
de fagon équivalente, des trois invariants fondamentauX@g). L'énergie libre moyenne: ({(C))) des
liaisons interatomiques est donc une grandeur objective.

Le tenseur des efforts intérieurs moyens aux liaisons interatomi@Eesest une grandeur objective. Il est
symétrique. Ses trois valeurs propres sont, en général, distinctes.

4 Tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomiques;
tenseur de la densité massique des effort intérieurs et tensedes
contraintes associés : approche continue

Soit un corps pur a I'état solide, considéré comme un milieu continu etpact le domaineb, de volumeV, de
I'espace euclidiere. Puisque ce corps est considéré comme un milieu continu — et puisqoetezrerd’atomedN,
considéré au Paragrapb® est une grandeur extensive —, on peut définir le champ continu denlsité massique
d’atomesh,, lequel est nécessairement uniforme puisqu’il s’agit d’'une ¢@natique du corps pur considéré. Pour les
mémes raisons, on peut aussi définir, en un quelconqued|b , la densité massique d’atomagant au moins une
liaison interatomiqu€-conforméesoit, puisqu€ = TN, 3(T, N). Cette densité doit étre une grandeur objective. Une
condition suffisante pour qu’elle le soit est qu'il existe un tenseur syguétrdéfini positif et objectifH (), tel que :

3(r,N) = H(r):N (19)

Physiquementl s’interpréte comme le tenseur de densité massique d’'atomes ayanirswmeliaison interatomique
de longueur (normalisé&) Plus précisément, la densité massique d’atomes ayant au moins uneilidésatomique
de longueur (normalisée)est maximale dans la directiahE?, o+ E?* est le vecteur propre unitaire associé & la plus
grande valeur propre d¢ ; elle est minimale dans la directianE?3, o1+ E3 est le vecteur propre unitaire associé a la
plus petite valeur propre d¢. Dans toute la suite de I'étude, on postulera que le teidexiste bien (cf. Rm?-1).

11
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L'ensemble des tenseurs de conformation défini ce que I'on appeBpdte des conformatigng.. La longueur
(normalisée) d’'une liaisorm, > 0, et sa directioN étant des grandeurs indépendantes, cet espace peut s'écrire :

Ec=R™xEy avec Ey = {N=n®n; nn=1} c R®xR® (20)

oU I'espace des directiofiy a pour "volume® Viy = 27t La densité massique d’atom&g (qui est la méme en tout
point de®) et la densité massique d’atomesReayant au moins une liaison interatomidCieonforméed(t, N), sont
ainsi liées par la relation suivante (cf. Rm@g-2) :

oo +oo
Ay :/O /VN 8(r, N)drdvy — 2n/0 Tr(H(r)) dr (21)

A partir deA, et ded(r, N), et de fagon analogue a ce qui a été fait dans le ParagP@pbe peut alors définir le
tenseur deonformation moyenne des liaisons interatomiceeB (qu’on noterd” pour bien distinguer les approches
discréte et continue), soit :

400
/ 5(r, N)TN drdVyy — 7/ 8(r, N)Cdrdiy 22)
T b Viu

dont la trace vaut, puisqué:G = 1:

Aa/W/V (r,N)T i:/ Tr(H(r) rdr = (1) (23)

ou, de la méme fagon que dans Paragr&mhér ) s’interpréte simplement comme la longueur moyenne (normalisée)
des liaisons interatomiques Erou, de maniére équivalente, comme la distance moyenne (normaligéeles noyaux
des atomes eR. Comme((C)), cf. Eq. (??), le tenseur symétriquE est défini positif et a, en général, trois valeurs
propres distinctes. Puisqég, 7, N etd(T, N) sont des grandeurs objectives, le tendeast une grandeur objective.
Selon ce qui a été présenté au Paragr@phkénergie libre d’une liaison interatomiq@conformées peut étre carac-
térisée (cf. Rmg??-3) par un potentiel d’état d’énergie libuefonction def, a partir duquel on peut exprimer I'énergie
libre moyenne des liaisons interatomiquedesoit :

() = Aia /0+va 3(r,N)u(r)drdvy = g/()+mTr(H () u(r)dr (24)

On définit alors lalensité massique d’énergie libre moyeules liaisons e®, dont on postule, la encore, qu’elle est la
valeur d'une fonctiorY, qu’'on appellera par la suifgotentiel d’état de densité massique d’énergie libre moyelese
liaisons interatomiques en et dont 'unique argument est le tenseur de conformation moyermbailons interato-

miques erP, cf. Eq. ??), soit :
Y(r) / / r)drdv (25)
W

De la méme maniere que dans le Paragr@®heu le tenseur des efforts intérieurs moyens a été défini a partir d'un
potentiel d’état d’énergie libre, cf. ER?P), le tenseur de ldensité massique des efforts intérieend® est alors donné
par:
1 oY
(req) oT

ou <req> est lalongueur moyenne en I'absence de toute force des liaisons in&raé&s erP (cf. Rmq.??-3). Pour que

le principe d'objectivité soit bien respecté, le potentiel d’état d’énergie liboyenney” ne doit en fait dépendre que
des trois invariants fondamentaux [d®u, de facon équivalente, des trois valeurs proprds.de distance moyenne

en I'absence de toute force entre noyaux atomiu(u&ﬁ étant une grandeur objective, la densité massique des efforts
intérieurs erP, ®, est alors nécessairement une grandeur objective.

La notion de densité massique des efforts intérieurs n'est pas carsied@érMécanique des milieux continus, ou la
grandeur sthénique unaninement utilisée est le tenseur des contran@sudhy , 6. On propose ici de définir

(26)

8. Tout vecteur unitairer de R® peut s’écrire, dans une quelconque base orthonorfege,, €3) : n = sincospe; +
sinBsinge, + cosbes avecy € [0, 217 etd < [0, 1. L'ensemble de ces vecteurs décrit donc la surface de laespleaayon unitaire,
soit 4. Mais, puisqudN = n®n = (—n) ® (—n), 'ensemble des tenseuNs(ou espace des directions) correspond a la surface de la
seule demi-spheére de rayon unitaire : le "volume" de cet engevabit donc bielvy = 21

9. Trois avatars du tenseur de Cauchy sont également largenilesgs, soit le premier tenseur de Piola-Kirchhoff ou tans
de Boussinesq, le second tenseur de Piola-Kirchhoff oeterge Piola-Lagrange et le tenseur de Kirchhoff. Ces quetrgeurs
sont équivalents, au sens qu'ils contiennent tous la mémenafiton sur les efforts intérieurs, et ce n’est que pour dssma de
commodité de calculs que, selon les situations, I'un est ugtarot que I'autre.

12
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trés simplement celui-ci a partir de I'expression Ef)(de la densité massique des efforts intérieurs et de la masse
volumiquep (cf. RmQq.??-2) , soit :

oYy
=p 6T
qui est nécessairement une grandeur objective puisq@eq> et® sont des grandeurs objectives. Cette expression du
tenseur des contraintes de Cauchy est bien celle recherchée dartumitecf. Eq.7?), oul" est une grandeur phy-
sique objective, de méme qi&l"). Anticipant les développements ultérieurs, cf. Paragr@@hen rappelle toutefois
ici que I'expression EqA?) deo n’est valable que pour un étligé de la matiérej.e. en I'absence de tout effet de
viscosité et de température.
La définition Eq.??) du tenseur des contraintes de Cauchy présente une claire analogieetige tres usuelle en
Mécanique des milieux continus a I'état solide, ou la relation em&eun quelconque tenseur des déformatdrest
également supposée dériver d’'un potentiel d’état d’énergie libssioze. Une différence essentielle existe cependant
entre ces deux points de vue qui tient au fait que le tenseur de cotifmnnmaoyennd” est indépendant de toute
configuration de référence alors que, par définition, un tenseurfdentiionX, quel qu'il soit, est intrinséquement
lié a une configuration de référence. En d’autres termes, le chamgpdfssmations moyennes des liaisons interato-
miques est une caractéristique de la seule configuration actuetieatiers qu’un champ de déformations caractérise
la transformation entre les configurations de référence et actuette de

0 =p(req) ® (27)

— Remarqué&?-1 : La définition Eq.??) de la densité massique d’atomes ayant au moins une liaison interatomique
C-conformée peut étre généralisée en supposant qu'il existe, dutiae série de tenseurs d’ordrg (@ > 2), H2,
symeétriques, définis positifs et objectifs, et tels que (le symbleésigne le produit scalaire) :

+00 .
3(r,N) = H(r):N + ZZHZI(T) e (N®N..®N)

= N————

! jfoisN
Une telle décomposition rend possible, au moins en principe, une destiigfiiiiment fine de3(r, N) — au sens de
infiniment proche de la densité massique d’atomes ayant au moins upe iigisratomiqu€-conformee telle qu'elle
est physiquement observée. Les valeurs propres (ou les inviudastsenseurl2l | en revanche, sont plus délicates
a interpréter que celles d¢. Dans la présente étude, on retiendra seulement que ces valeusspsopt reelles et
positives puisque les tensett@l sont symétriques, définis positifs.

— Remarqué?-2 : Dans Eq.¢?), la densité massique d’atomég est indépendante du poiRtde » considéré puis-
qu’il s’agit d’'une caractéristique intrinseque du corps pur considéméevanche, la densité massique d’atomes ayant
au moins une liaison interatomig@econforméed(r, N), dépend du poin®, soit ( est le vecteur position du poift
dans un quelconque référentiel) :

O(T,N,x) = H(T,x):N
On peut alors se poser la question de savoir s'il existe effectivenenfamctionsd des trois arguments N et x
vérifiant Eq. £7?), c'est-a-dire :

+o0 +00
Do = / 8(r, N, x)drdVy — 21'[/ Tr(H(T, %)) dr
0 W 0

SoientH; (T, ), Ha(T, X) etHs(T, X) les trois valeurs propres d(T, X). Pour que I'égalité précédente soit vérifiée quel
que soitx, il suffit que les trois fonctionsl; correspondent a des distributions statistiques définieRstirtelle, par
exemple, la distribution Gamma des paraméfx@s) > 0 etk;(x) >0 :

b ()"
I (ki(x))

ou les "poids'o; > 0 peuvent éventuellement dépendrexdia seul contrainte a leur imposer étant :

Hi(T,%) = ai r(K00-1 exp(— i (x)r)  avec T(ki(X)) = /o Y0 exp(—y)dy

S i) = e

i;Gi(X) = on

13
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4 TENSEUR DE CONFORMATION MOYENNE DES LIAISONS INTERATOMIQES ; TENSEUR
DE LA DENSITE MASSIQUE DES EFFORT INTERIEURS ET TENSEUR DE®NTRAINTES
ASSOCIES : APPROCHE CONTINUE

— Remarque&?-3 : Dans le Paragrapt®?, on a souligné le fait que, en toute généralité, il pouvait exister, pour un
atome donné, autant de potentiels d’état distincts — c’est-a-dire autéonmat®ns a valeur réelle distinctes — que de
liaisons, chacune de ces fonctions étant définie quel que sold. Ces différents types de potentiel ne sont pas pris en
compte dans Eq?@), ou I'énergieu(T) doit donc s’interpréter comme une énergie moyenne soit, si I'on seppoe

p potentiels d’état distincts' (avecp éventuellement trés grand devant 1 mais fini) peuvent exister :

1P
u(r) = o ; u'(r)

On peut toutefois souligner que ce passage a la moyenne ne seraigpassaire si I'on enrichissait la notion de
densité massique d’atomes ayant au moins une liaison interato@igaeformée introduite dans le Paragraptfe
Ainsi pourrait-on considéras fonctionsd', ayant chacune pour argumenttN, dont la valeud! (T, N) s’interpréterait
comme la densité massique d’atomes ayant au moins une li@isonformée régie par le potentiel d'interaction
Le tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomiques’égrirait alors :

= 2 (/™ dir.NyrNdrav
= - 7,N)FNdF
Aai;(/o JWn (r-N) N)

et I'énergie libre moyenne des liaisons interatomiqueB en

() = Aia ii </O+°°VN dir, N)u‘(r)drva)

Quant a la longueur moyenne en I'absence de toute force des liaisargani@ues e, elle serait alors définie par :

12
<r‘3Q> = 6 iZ\req

ou rieq est la longueur, en I'absence de toute force, d’une liaison interatomégigepar le potentiel d'interactia.

14
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5 THERMODYNAMIQUE ET DERIVEE PARTICULAIRE DU TENSEUR DE CONORMATION
MOYENNE DES LIAISONS INTERATOMIQUES

Résumé du Paragraphe ??:

D’un point de vue continu, legisons interatomiquequi rendent solidaires les atomes en un quelconque point
d’'un corps pur a I'état solide peuvent étre caractérsesioyennear :
— letenseur de conformation moyenthe ces liaisons interatomiquds(adimensionnel), tel que :

r— i/+°° 8(r,N)rNdrdvy ¢ (B3 x R3)
- Aa 0 Vi ) N S

0l A, est la densité massique d’atomes kgn') caractéristique du corps pur considé, N), la densité
massique d’atomes dont les liaisons gBrtonformées ey, le "volume" (adimensionnel) de I'espace des
directionsEy,
— unpotentiel d’état de densité massique d’énergie libre moyefirtel queY(I") (enJ.kg™1) est la densité
massique d’énergie libre moyenne des liaisons interatomiques, dore Eenseur de la densité massique
des efforts intérieur® (enN.kg™ 1) :

__1 oy
(reg) oF

ou <req> est la longueur moyenne en I'absence de toute force des liaisons imaaés. Par définition, le
tenseur des contraintes de Cauchgst :

€ (R®xR3)s

oY
0=p(req®=p= € (RZxR3;

ou p est la masse volumique.
Le tenseur de conformation moyenfieest une grandeur objective. Il est symétrique et défini positif. [Ses
trois valeurs propres sont, en général, distinctes.
Le potentiel d’état de densité massique d’énergie libre moya&hne dépend en fait que des trois valeurs
propres del” (ou, de fagon équivalente, des trois invariants fondamentauk)déa densité massiqu
d’énergie libre moyenn¥(I") des liaisons interatomiques est donc une grandeur objective.

Le tenseur de la densité massique des efforts intéribyresp. le tenseur des contraintes de Cawdhgst
une grandeur objective. Il est symétrique. Ses trois valeurs aepre, en général, distinctes.

4%

5 Thermodynamique et dérivée particulaire du tenseur de confor-
mation moyenne des liaisons interatomiques

Le tenseur de conformation moyenne des liaisons interatomlqdésini au Paragrapt®? est maintenant considéré
comme une&ariable d’état au méme titre qu’un tenseur des déformatdrans I'approche thermodynamique usuelle
en Mécanique des milieux continus a I'état solide (cf. p. ex. Garrigdds,Hn revanche, a la différence d'un tenseur
des déformations dont I'équation d’évolution peut toujours étre exgrandonction du tenseur de la partie symétrique
du gradient eulérien des vitesses (ou taux de déformatibn$¥quation d’évolution dd esta priori inconnue. On

se propose ici de la déterminer sur la base d’'une argumentation thareroidjue, laquelle nécessite de considérer
une autre variable d’état, a savoirtempérature absolu&. Le potentiel d’état de densité massique d’énergie libre
moyenneY introduit au Paragrapt®? est donc désormais une fonction des deux variables d’étatlT Aticune
autre variable d'état n’étant considérée dans ce Paragraphe, effdessde viscosité n'y étant pas pris en compte,
I'équation d’évolution dd” proposée n’est toutefois valable que pour des corps purs a I'éta¢ snédaniquement et
thermiquemenisotropeset dans le seul domairieermo-élastiquele leur comportement.

L'expression locale du premier principe de la Thermodynamique &gi.(ex. Garrigues, [4]) :

pé = o:D — div(q) (28)
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5 THERMODYNAMIQUE ET DERIVEE PARTICULAIRE DU TENSEUR DE CONORMATION
MOYENNE DES LIAISONS INTERATOMIQUES

ol eest le potentiel d’état de densité massique d'énergie interne, fonctidretidel, etq, le flux de chaleut® . Par
définition, les potentiels d’état de densité massique d'énergie ineeghee densité massique d’énergie libfsont
liés par la relatiore= Y+ sT ou s est la fonction d’état entropie massique. On en déduit aussitdt unecaptession
du premier principe de la Thermodynamique, soit :

pY+psT+psT = a:D— div(q) (29)
ce qu’on peut encore écrire, puisqdea I'instar dee, dépend des deux variables d'état T et

. . oY . oY .
psT+d|v(q)70.D—p(s+ﬁ>T—pﬁ.F (30)
L'expression locale du second principe de la Thermodynamique —agluiitie fait que la puissance volumique dissipée
w, usuellement appeléissipation est non négative, — est, quant a elle :

W= pT$+ div(q) — %q.grad(T) > 0 Y(T,I), ¥(T,D), ¥grad(T) (31)
ou les quantificateurs indiquent que cette inégalité doit étre systématiqueénéige,i.e. quel que soit I'étafT, "),

quelle que soit I'évolutionT, D) et quel que soit le gradient de températgmad(T). Compte tenu de Eq?0),
l'inégalité Eq. ??) peut se récrire :

W= o:D—p(s+ Z—I) T—pg—\rle"—%q.grad(T) > 0 Y(T,I), v(T,D), ¥V grad(T) (32)
ou encore : '
W= Wint +wh >0 V(T, r)a V(T. D)7v9rad(T)
oY\ = oy . 1
avecwint = 0:D—p (s+ a—_l_) Tfpa—r.r et wp = f?q.grad(T) (33)

ol wint (resp.wyp) est la dissipatiomtrinseque(resp.thermiqug.

Comme dans I'approche thermodynamique usuelle en Mécanique dasxaitietinus a I'état solide, on formule alors

quelques hypotheses simplificatrices, soit :

— H1-en accord avec le fait que seul le comportement thermo-élastagueorps purs a I'état solide est étudié dans
ce Paragraphe, les contraingeae dépendent ni d, ni de T, ni de grad(T),

— H2-le flux de chaleuq ne dépend ni dB, ni deT,

— H3-la dérivée particulaire du tenseur de conformation moyenne dssriginteratomiques;, ne dépend ni de
grad(T), ni deT,

— H4-la dissipation intrinsequeir; est non négative,

— H5-la dissipation thermiqu&, est non négative.

Des hypothéses H2 et H5, compte tenu de £9), (0n déduit que :

@ = 7%q.grad(T) >0 V(T,T), Vgrad(T) (34)

Cette inégalité est bien systématiquement satisfaite si I'on retient commelentdel comportement thermique, par
exemple, la loi de Fourierq = —K grad(T), ouK > 0 est la conductivité thermique du corps pur considéreé.

Le comportement thermo-élastique étant tel que, par définition, la dissipatrinseque est nulle, les hypotheses H1,
H3 et H4, quant & elles, font que, selon ERR)(:

oY) - oY . .
wim_o.Dfp<s+a—T)Tfpa—r. =0 Vv(T,IN, v(T,D) (35)
Or, on a établi dans le Paragrapgt® cf. Eq. (??), que, pour un étdigé de configuration moyenne des liaisons inter-
atomiquesj.e. en I'absence de tout effet de viscosite= p (0Y/dl). L'égalité Eq. ¢?) peut donc se récrire :

. Y . .
ooim:o:<DfF)fp(s+a—)T=0 ¥(T.T). v(T.D) (36)
oT
Cette égalité doit en particulier &tre vérifiée quahg 0, d’ol I'on déduit quenécessairemenpour tout modéle de

comportement thermo-élastique : .
r=b v(,I), vD (37)

10. On pourrait aussi faire apparaitre, dans le second menebige .q??), le terme de taux de production de chaleur a distance.
Celui-ci jouant cependant un réle analogue a(@livon a préféré 'omettre afin de ne pas surcharger inutilemeligteg déja fort
longue, des parameétres et variables utilisés dans cetarticl
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5 THERMODYNAMIQUE ET DERIVEE PARTICULAIRE DU TENSEUR DE CONORMATION
MOYENNE DES LIAISONS INTERATOMIQUES

puisque, selon H3[ est indépendant dé. L'entropie massique étant une fonction d'état,e. une fonction des
seules variables d'état, on déduit de EXp)(qu’une autre condition nécessaire a la vérification de I'égalité B gst
s=—(dY/aT). Il est finalement & noter gueest une grandeur objective puisddest une grandeur objective.

— Remarqué?-1 : L'expression locale du principe de conservation de la masse est :
p=-pTr(D)
Or, d’'apres Eq.77?), Tr(l") =Tr(D). Sil'on opte pour la description de Lagrange des chapgd™, on a donc :

1dp  aTr(r)
pot ot

Notantpg (resp.lp) la masse volumique (resp. le tenseur de conformation moyenne desiaigeratomiques) a
l'instant initial, on a donc, a tout instant, la relation suivante epte¢l :

P = poexp(Tr(Fo)) exp(—Tr())

On peut donc choisir comme variable(s) d’état mécanique, soit leesesgul”, soit la paire{p,dev(I")}.
— Remarqué?-2 : Puisques = p(dY/dl"), la dérivée particulaire de s’écrit :

6=p2¥ aZY'f+ PVt
=Par "Parar tParat

ou encore, selon Eq?®) et I'expression locale du principe de conservation de la masse grécéent rappelée :

. ay %Y 2y .
0= p(_WTr(D) *orar P 6F6TT>

Il apparait ainsi — puisque les variables d'étap]T;, et les variables d'évolutioh, D sont toutes objectives, et puisque
le potentiel d’état de densité massique d’énergie INoree dépend que de T et des invariantd'de que la dérivée
particulaire deg est nécessairement objective.

— Remarque??-3 : A partir de la décomposition du tenseur de conformation moyenne desnkaisteratomiques
en parties sphérique et déviatoife= (1/3)(Tr(I"):G) 4+ dev(I"), et en considérant également la masse volumique
p comme variable d'état, il est formellement trés simple de distinguer leseptgazeuse et solided'un corps pur,
puisque :

— sile corps pur est gohase gazeusaucun de ses atomes n'a de liaison interatomique, soit :
p>0 et Tr(F) =0 et dev(l) =0
— sile corps pur est gphase solidetous ses atomes ont des liasions interatomiques, soit, d’aprés?Rihg.

p>0 et Trl) =1In (%) +Tr(lp) >0 et dev(l) =ou#0
La phase liquide est plus délicate a définir, qu'on propose de distingukr phase gazeusea la conjecture que,
en phase liquide, certains atomes ont des liaisons interatonffguetotl Tr(I) > 0, celles-ci ayant toutefois une
distribution isotrope, d’owlev(I") = 0. Si I'on suppose de plus que, en premiere approximation, la densigiqua
A\, de ces atomes "liés" est constante, AjjtA, = o < 1, on peut écrire que :
— sile corps pur est en phase liquide, une fractidyy de sa densité massique d’atonfgsa des liaisons interato-
miques et celles-ci ont une distribution isotrope, soit, d'apres Rfd.:

p>0 et Tr(F) =aln (%) +Tr(Fp) >0 et dev(l) =0

11. Il est des conditions de température et de masse volumigaeiuisent, en un méme point du domaine occupé par un corps
pur, la coexistence de deux, voire des trois phases (p@fe ttu diagramme de phase, p. ex.). De tels états de la matisanhpas
considérés ici.

12. Ces atomes "liés" ne sont pas nécessairement les mémesréstant.i
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— Remarqué@?-4 : Une maniéere de modéliser le comportement thesistmélastique des corps purs a I'état solide est
de relacher I'’hypothese H2 en autorisant les contramt&slépendre dB. On peut ainsi envisager d’écrire :

oY
0=p-— +0" aveca"(l,D)
or
La dissipation intrinseéque, qui peut étre non nulle du fait des effets desitg, s’écrit alors :

Wt = G (D—r)+oV:D—p <s+g—j|_() >0 v(T,r), v, D)

Cette inégalité doit en particulier étre vérifiée quédne 0, d’ol ;
Wint = O (D—f) +6¢":D >0 Y(T,IN), VD

On ne sait alors exhiber que des conditions suffisantes a la vérificaiténsstique de cette inégalité, soient, par
exemple :

. v . oYy

=D etc'=vD dou o:pﬁJer
ouv > 0 est la viscosité du matériau. L'expression de la dissipation intrinseqéelsié alors a :

oYy

ﬁ) T>0V(T,I), v(T,D)

wint = vD:D—p (s+

Comme dans le cas thermo-élastique, une condition nécessaire a laatiérifiystématique de cette inégalité est :
s=—(aY/aT).

Résumé du Paragraphe ??:

Dans le cas ou le comportement thermomécanique d'un corps pur & d@tde vu comme un milieu

continu peut étre considéré comthermo-€élastique isotropet moyennant les hypothéses que :

— le tenseur des contraintesne dépend ni de la dérivée particulaire de la température absoluegradient
de température,

— la dérivée particulaire du tenseur de conformation moyenne des Edisnatomiqued;, ne dépend ni de
la dérivée particulaire de la température absolue, ni du gradient détetape,

une conditiomécessaire et suffisandda nullité de la dissipation intrinseque est :

(]
ouD est le tenseur de la partie symétrique du gradient eulérien des vitesgasXale déformations).

ATinstar deD, I est une grandeur objective.

6 Conclusion

Les trois principaux résultats de cette étude sont que, dans le cadeed#saription continue d’un corps pur a I'état
solide : i — en tant que variable d'état, le tenseur objectif de conformatay@nme des liaisons interatomiques est une
alternative physiquement pertinente & un quelconque tenseur objedéfatenations. De plus, et contrairement a tout
tenseur de déformations, le tenseur de conformation moyenne desdiaiseratomiques est défini indépendamment
de la transformation liant les configurations actuelle et de référencmi@le) ; ii — aux effets de viscosité pres, le
tenseur des contraintes de Cauchy peut toujours s’exprimer conarfenstion du tenseur de conformation moyenne
des liaisons interatomiques, laquelle dérive d’un potentiel d’état detéenassique d’énergie libre moyenne des liai-
sons interatomiques; iii — dans le cas ou le comportement du corps puéfpe considéré comme thermo-élastique,
la dérivée particulaire du tenseur de conformation moyenne des lidis@natomiques est nécessairement égale au
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tenseur de la partie symétrique du gradient eulérien des vitesses (aletd@formations).

Pour que les résultats établis dans cette étude soient d’un réel intéré&oamijue des matériaux, il reste cependant
a les étendre et/ou a les enrichir suivant au moins deux perspectag@seniere concerne la classe de matériaux a
I'état solide a laquelle ces résultats peuvent étre effectivement apgpliDaés cet article, elle a été restreinte aux corps
purs "... dans le souci de simplifier la présentation des nouvelles nofin®aragraph@?). Il se pourrait toutefois
que I'extension de la démarche proposée a des corps non pursiteédéstroduire des nuances dans ces "nouvelles"
notions, voire d’autres nouvelles notions. Dans le cas d’un matériaadigpie a I'état solide, par exemple, il serait
intéressant de savoir s'il est utile, sinon nécessaire, de distinguepiesypes de liaisons interatomiques possibles
(entre deux atomes de la phase 1; entre deux atomes de la phase 2inestivene de la phase 1 et un atome de la
phase 2). En d’autres termes : est-il utile, sinon nécessaire, de émrsitbn pas un mais trois tenseurs de confor-
mation moyenne des liaisons interatomiques pour modéliser un matériaasiojpé a I'état solide ? Et, si tel est le
cas, comment sont alors définis les tenseurs des efforts intérieyenmet des contraintes de Cauchy ? Ignorer ces
questions en arguant du fait que, en premiere approximation, uneut@gseur de conformation moyenne suffit est un
choixpossible. Il faut cependant comprendre qu’un tel clagixiori est heuristique, au sens qu'il ne repose sur aucune
justification formelle : seule une étude physiquement et mécaniquengementée sera & méme de le valider... ou de
l'invalider!

L'autre perspective que devront suivre de futures études reletgpe de comportement des matériaux a I'état solide
dont la modélisation peut étre envisagée en utilisant, entre autres vadailgsle tenseur de conformation moyenne
des liaisons interatomiques. Seul le comportement thermo-élastiquiteeia été réellement abordé dans cette étude.
Or, tous les matériaux a I'état solide, lorsqu’ils sont soumis a des sollicisatimmo-mécaniques dépassant un cer-
tain seuil, ont un comportement qui ne peut plus étre considéré conamedtélastique. Apporter la preuve que les
résultats établis dans cette étude, associés a d’autres résultats re&ihlit, pérmettent bien de modéliser ces divers
types de comportement — telle la thermo-élastoplasticité, par exemple enestige étape incontournable. Ce ne sera
que lorsqu’elle aura été franchie que les résultats obtenus auronbouge guffisamment générale pour constituer
une réelle alternative — voire une alternative physiquement et méeaméni plus pertinente — a I'approche usuelle en
Mécanique des matériaux, basée sur I'utilisation d’'un tenseur de detfiorra en tant que variable d’état.
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