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Introduction

Les problémes de Cauchy faiblement bien posés sont des problémes hyperbo-
liques pour lesquels I'existence et 1'unicité d’une solution est assurée mais tels que
la solution est moins réguliére que la donnée initiale. Plus précisément, il s’agit de
problémes tels qu’il y ait une perte de régularité, au sens des espaces de Sobolev,
constante entre la donnée initiale et la solution du probléme a un instant ¢ quel-
conque. Ils ont été introduits par Garding [18] et sont évoqués briévement dans
[15] et [27]. La grande majorité des équations fondamentales issues de la physique
conduisent & un probléme fortement bien posé, c’est a dire sans perte de régularité
par rapport a la donnée initiale. C’est pourquoi les problémes faiblement bien posés
n’ont été qu’extrémement peu étudiés jusqu’a présent.

Cependant, des problémes faiblement bien posés sont apparus lors de 1’étude des
couches parfaitement adaptées de Bérenger [12] ou couches PML (Perfectly Matched
Layers). Les couches PML ont été créées afin d’étudier la propagation d’ondes élec-
tromagnétiques en domaine non borné. C’est d’abord le mode transverse électrique
des équations de Maxwell bidimensionnelles qui a été étudié. Le principe de cette
méthode est d’entourer le domaine d’intérét par une couche. Les équations véri-
fiees dans la couche sont obtenues en effectuant un découpage en deux composantes
du champ magnétique, ces deux composantes n’ayant pas de signification physique,
et en introduisant un coefficient d’absorption. L’intérét de cette manipulation est
qu’entre deux couches, les ondes sont parfaitement transmises pour toute fréquence
et tout angle d’incidence. Il n’y a aucun probléme de réflexion entre deux couches
PML. Cependant, les couches PML présentent un inconvénient théorique majeur [1] :
elles ne sont plus fortement bien posées, comme 1'étaient les équations de Maxwell,
mais uniquement faiblement bien posées.

Nous allons maintenant nous intéresser a la discrétisation des équations PML.
Comme les équations de Maxwell sont discrétisées habituellement dans I'industrie
par un schéma de Yee [41], les équations PML issues des équations Maxwell devront
I’étre naturellement aussi. [.’application du schéma de Yee aux équations PML donne
des résultats numeériques trés satisfaisants. Toutefois, il a été montré [1] que le schéma
de Yee pour les équations PML n’est pas stable. La motivation de cette thése est
d’expliquer pourquoi un schéma qui n’est pas stable au sens classique peut tout de
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méme étre convergent quand il est utilisé pour un probléme faiblement bien posé.

La premiére partie de cette thése est ’étude des schémas numériques
pour les problémes faiblement bien posés. En effet, le probléeme du schéma
de Yee est que la définition d’un schéma stable n’est pas adaptée aux problémes
faiblement bien posés. Nous allons donc reprendre la théorie de la discrétisation par
différences finies des problémes fortement bien posés pour 'adapter aux problémes
faiblement bien posés.

La théorie des schémas numeériques pour les problémes fortement bien posés est
assez ancienne et elle a été étudiée par de nombreux auteurs [37|, [29] et reprise
dans [19], [38]. Le résultat fondamental dans cette théorie est le théoréme de Lax-
Richtmyer qui donne une condition nécessaire et suffisante de convergence pour un
schéma numérique. De plus, la convergence peut étre précisée grace au taux de
convergence. Le taux de convergence se mesure sur ’erreur entre la solution exacte
du probléme de Cauchy et la solution discréte obtenue par un schéma. Cette erreur
diminue lorsque les pas d’espace et de temps diminuent et cette diminution est,
asymptotiquement, polynomiale. Le taux de convergence est le degré du polynéme
en les pas d’espace et de temps qui majore 'erreur. Un autre résultat fondamental
de la théorie de la discrétisation des problémes fortement bien posés est que, pour
une donnée initiale suffisamment réguliére, le taux de convergence est égal a 'ordre
de convergence du schéma, donné par 'erreur de troncature. De nombreux schémas
ont pu étre étudiés grace a cette théorie, les plus classiques étant le schéma décentré
qui est d’ordre 1, le schéma de Lax-Wendroff qui est d’ordre 2, le schéma de Crank-
Nicolson qui est aussi d’ordre 2 mais est implicite et le schéma saute-mouton,d’ordre
2, qui est & deux pas en temps.

Le but de cette thése est d’étendre les résultats connus dans le cas des problémes
fortement bien posés aux problémes faiblement bien posés. Nous commencerons donc
par donner des nouvelles définitions qui vont étre adaptées aux problémes faiblement
bien posés. En effet, la perte de régularité par rapport a la donnée initiale qui
apparait dans le probléme continu doit aussi apparaitre dans le probléme discret.
Nous allons donc définir une nouvelle notion de stabilité que nous appellerons la
stabilité faible et qui autorisera une perte de régularité de la solution discréte par
rapport a la donnée initiale du schéma. Nous ferons de méme pour les notions de
convergence et de consistance.

Grace a ces définitions qui sont bien adaptées aux problémes faiblement bien
posés, nous étendrons le théoreme de Lax-Richtmyer. Le résultat démontré a une
structure identique au cas fortement bien posé, a savoir : une condition suffisante de
convergence est que le schéma soit stable et consistant et une condition nécessaire de
convergence est que le schéma soit stable. Toutefois, dans le cas des problémes fai-
blement bien posés, nous allons devoir relier entre elles toute les pertes de régularité
intervenant dans les différentes définitions.
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Nous nous intéresserons ensuite au cas particulier des schémas a coefficients
constants. Nous donnerons alors une interprétation matricielle des différentes notions
introduites. Nous prouverons en particulier que la condition nécessaire mais non
suffisante de stabilité portant sur les valeurs propres de la matrice d’amplification
du schéma est en fait une condition nécessaire et suffisante de stabilité faible. Puis,
nous donnerons une minoration du taux de convergence simple a calculer qui aura
pour conséquence fondamentale de montrer que, méme pour un probléme faiblement
bien posé, pour une donnée initiale suffisamment réguliére, le taux de convergence
est égal a 'ordre de convergence. Nous verrons que, toutefois, la donnée initiale doit
étre plus réguliére que dans le cas d’'un probléme fortement bien posé.

Nous nous intéresserons alors au calcul d'un taux de convergence optimal, c’est-
a-dire, tel que le taux de convergence observé numériquement ne soit pas seulement
minoré par le taux de convergence théorique mais en soit proche. Cette étude est
beaucoup plus difficile que pour les problémes fortement bien posés. La difficulté
provient du fait que la perte de régularité est constante. En effet, si la perte de
régularité a I'instant ¢ est de ¢, la perte de régularité a 'instant 2¢ est aussi de ¢y,
donc le raisonnement qui conduit & manipuler la solution & l'instant ¢ pour ensuite
passer a l'instant 2¢ peut conduire a une perte de régularité 2¢,. Les démonstrations
utilisant ce type de raisonnement vont donc donner des résultats non optimaux. De
plus, les équations scalaires ne peuvent étre faiblement bien posées, nous n’étudierons
donc dans cette thése que des problémes matriciels ce qui va poser des problémes
de non commutativité. Nous avons résolu ces problémes dans le cas de problémes
de Cauchy étudiés sur la droite réelle. Notre étude est basée sur la théorie des
perturbations et les développements en série de Puiseux [24| et elle concerne une
classe particuliére de schémas que nous avons définie. Cette étude conduit au calcul
d’un taux de convergence optimal. La majorité des schémas classiques est dans cette
classe, a condition de bien définir la discrétisation du terme d’ordre 0. Nous avons
étudié plus particuliérement ces schémas d’un point de vue théorique et numérique.
Le seul schéma qui nécessite un traitement particulier et plus poussé est le schéma
décentré.

Cette premiére partie conduit donc a une théorie pour la discrétisation des pro-
blémes faiblement bien posés qui est validée numériquement en considérant des
schémas classiques.

La seconde partie de cette thése est 1’étude de la stabilité des PML. En
effet, les couches PML, qui étaient initialement destinées aux équations de Maxwell
ont été étendues a d’autres équations comme les équations d’Euler par exemple [21].
De plus, de nombreuses études numériques ont été effectuées et ces études ont relevé
deux types d’instabilité. Le premier type est une instabilité a temps long, qui a été
observée dans [4] et le second, observé dans |9], est une instabilité qui s’installe plus
rapidement dans la couche PML. L’observation de ces instabilités se traduit par une
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croissance anormale en temps de la solution. Le premier type d’instabilité correspond
a une croissance polynomiale en temps. En effet, les problémes PML ne sont que
faiblement bien posés donc, comme nous I'avons dit précédemment, il y a une perte
de régularité par rapport a la donnée initiale. Toutefois cette perte de régularité
est toujours associée a une croissance polynomiale en temps, son degré étant égal
a la perte de régularité. Or, cela n’est pas le cas pour les problémes fortement bien
posés, d’ou I'observation de cette croissance anormale dans la couche. Le second type
d’instabilité, qui apparait plus rapidement, est dii a une croissance exponentielle en
temps. En effet, alors que les équations considérées initialement étaient homogénes,
les équations PML ne le sont plus car 'introduction de I’absorption donne un terme
d’ordre 0 non nul. Or, pour un probléme avec terme d’ordre 0, qu’il soit faiblement
ou fortement bien posé, il peut y avoir une croissance exponentielle en temps. Cette
croissance qui va apparaitre pour certains problémes PML n’est pas en accord avec
les équations étudiées initialement.

De nombreuses solutions ont été proposées pour remédier a ce type d’instabilités.
Les premiers résultats [2], [20] sont une modification des équations PML qui rend
le probléme fortement bien posé. L’inconvénient de ces méthodes est la perte du
caractére parfaitement adapté des couches. D’autres méthodes ont alors été propo-
sées [3|, |34| mais elles ne prennent pas en compte le second type de stabilité. Enfin,
plus récemment, les deux types de stabilité ont été traités dans [22] et |11]|. Notre
but dans cette thése est d’étudier les équations proposées initialement par Bérenger
et d’expliquer pourquoi, malgré tous les problémes théoriques, les résultats numé-
riques demeurent satisfaisants. Nous ne nous intéresserons donc pas aux nouvelles
formulations PML qui sont fortement bien posées et stables.

Nous commencerons par donner des estimations d’énergie pour les équations
PML de Maxwell. Des estimations avaient déja été obtenues dans [32|. Nous al-
lons reprendre et étendre ces résultats. Nous donnerons, dans le chapitre 7, deux
méthodes de démonstration rigoureuses pour ce type d’estimation. L’une est basée
sur une approximation par semi-discrétisation des équations, I'autre sur I'étude du
symbole. Elle permet de traiter le cas d'une absorption dans les deux directions et a
I'avantage de se généraliser simplement au cas des équations de Maxwell tridimen-
sionnelles. De plus, une version discréte de cette méthode va s’appliquer au schéma
de Yee. Une conséquence des estimations d’énergie obtenues pour le schéma de Yee
est la preuve de sa stabilité faible. Grace aux résultats de la premiére partie de
cette thése nous serons donc en mesure de justifier les observations numériques de
Bérenger, a savoir que, méme si le schéma de Yee est instable au sens classique, il
est convergent. De plus, nous minorerons le taux de convergence du schéma.

Dans le dernier chapitre de cette thése, nous nous intéresserons a la stabilité des
PML au sens défini par [9], ¢’est-a-dire savoir si la croissance en temps de la solution
est polynomiale ou exponentielle. Une condition nécessaire de stabilité a été donnée
par Hu dans |22] puis démontrée rigoureusement par Bécache et al dans [9]. Cette

10
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condition porte sur la direction de la vitesse de phase et de la vitesse de groupe.
Nous utilisons I"approximation WKB de l'optique géométrique afin d’obtenir une
condition nécessaire de stabilité plus générale. En effet, cette condition s’appliquera
aux équations de Maxwell tridimensionnelles qui étaient exclues auparavant et sera
valable pour un coefficient d’absorption dans les deux directions et qui pourra étre
variable. Nous appliquerons ce résultat aux équations de Maxwell et d’Euler.

La seconde partie de cette thése n’est donc pas uniquement une application de la
premiére partie qui concernait les schémas numériques. Elle contient des estimations
d’énergie plus précises que celles nécessaires pour le calcul de la perte de régularité
des problémes continus et discrets. En effet, nous montrons des estimations sans
perte de régularité mais uniquement pour une certaine norme. De plus, nous nous
intéressons aussi au comportement asymptotique en temps des équations PML.

11
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Premiére partie

Schémas pour les problémes
faiblement bien posés

13
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Chapitre 1

Le probléme de Cauchy

Dans ce chapitre, nous allons donner des résultats généraux sur les problémes
fortement et faiblement bien posés. En utilisant la théorie des perturbations, nous
établirons une nouvelle caractérisation des problémes faiblement bien posés dans le
cas de la dimension 1. Nous étudierons alors quelques exemples, en particulier, nous
étudierons le cas des équations PML sans terme d’absorption.

Lorsque cela n’est pas précisé, la norme par défaut ||.|| sera la norme euclidienne

I-1]2-

1.1 Caractérisation des problémes faiblement bien
pOSés

Nous considérons le probléme de Cauchy général, sous la forme :

U = P(t,x,0,)U,
{ U(0,.) = U°, (1.1)

avec t >0, z € R4, U € RV,

Définition 1.1 Le probleme de Cauchy est faiblement bien posé s’il existe g1 > 0,
K > 0, a € R tels que pour toute donnée initiale U° € HI(R?) avec q > q, le
probléeme a une unique solution U € C°(RT, HT=1(R?)), vérifiant, Vt > 0 :

U (t, )| oo gy < Ke™ U praray-
St qq est le plus petit entier vérifiant cette propriété, on dit alors que le probleme de

Cauchy est faiblement bien posé de défaut q,.
Dans le cas ou gy = 0 le probleme est dit fortement bien posé.

15
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Un probléme faiblement bien posé correspond donc au cas ou I'on observe une
perte de régularité par rapport a la donnée initiale mais ot la norme L? de la solution
est quand méme controlée par une certaine norme de la donnée initiale. Cette notion
a été introduite par Garding dans [18].

Les problémes fortement bien posés a coefficients constants ont été beaucoup
étudiés notament dans [27] et [26]. Nous présentons ici les résultats principaux de
cette étude.

On considére ici que P(0,) = Z;l:l A0y, + B ou Aj, B € My(R).

1.1.1 Quelques résultats importants sur les problémes forte-
ment bien posés

Le principe de cette théorie est de se ramener, grace & un passage a la transformée
de Fourier, & une étude matricielle du symbole qui est défini par :

d

P(i§) =) i;A;+ B.

j=1

En effet, en variables de Fourier, le probléme de Cauchy devient :

{ a,.U(t,€) = P(i)U(t,€),

o~

U(0,&) = UP.
La transformée de Fourier de la solution est donc :
U(t.€) = exp(tP(i€))U°(S).
Nous avons alors la caractérisation suivante des problémes fortement bien posés :
Théoréme 1.1 Le probléme (1.1) est fortement bien posé si et seulement i :
K >0, 3a € R, Vt > 0, V¢ € R, || exp(tP(i€))|| < Ke™

Dans le cas des problémes fortement bien posés, I'étude du symbole principal :
Po(i€) = >75_, i€;A; est primordiale. En effet, nous avons le résultat suivant qui est
une conséquence du théoréme matriciel de Kreiss |27] :

Théoréme 1.2 Le probléme de Cauchy (1.1) est fortement bien posé si et seulement
si le probleme O,U = Py(0,)U l'est aussi.

Dans le cas des problémes fortement bien posés, nous pouvons donc toujours
considérer des problémes homogénes, c’est a dire, ot B = 0. Nous avons alors la
caractérisation suivante :

16



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

Théoréme 1.3 Le probléme (1.1) est fortement bien posé si et seulement si les deuz
conditions suitvantes sont vérifiées :

1. Pour tout & € R4, ||€]| = 1, les valeurs propres de Py(i€) sont imaginaires
pures.
2. Il existe une constante C, telle que pour tout ¢ € RY, ||€]| = 1, il existe une

matrice inversible S(§) vérifiant :
IS+ 1Sl < C,
et telle que la matrice S(&)'Py(i€)S(€) est diagonale.
Les cas particuliers suivants sont fortement bien posés :

Proposition 1.1 1. SiVj € {1,...,d}, Aj = A}, le probleme de Cauchy est dit
symétrique hyperbolique.
Un probleme symétrique hyperbolique est fortement bien posé.

2. Si V¢ € R\ {0}, les valeurs propres de Py(i€) sont imaginaires pures et
distinctes, le probleme de Cauchy est dit strictement hyperbolique.
Un probleme strictement hyperbolique est fortement bien posé.

1.1.2 Etude des problémes faiblement bien posés

Contrairement au cas fortement bien posé, I’étude du caractére faiblement bien
posé ne peut pas se faire sur le symbole principal. En effet, il existe toujours une
perturbation d’ordre 0 qui rend le probléme mal posé c’est a dire tel que la norme
du symbole || exp(tP(i§))]| croit plus vite que tout polynome en ||£|| (voir [27]).

Toutefois, la caractérisation matricielle sur le symbole reste valable :

Proposition 1.2 Le probléme (1.1) est faiblement bien posé de défaut q, si et seule-
ment St :

K >0, 3a € R, Vt >0, V€ € R, || exp(tP(i€))|| < Ke® (1 4+ [|€]))2.

De plus, on a la caractérisation suivante qui donne une borne supérieure sur le
défaut mais qui ne permet pas de le calculer :

Proposition 1.3 Le probleme (1.1) est faiblement bien posé si et seulement si il
existe o > 0 tel que pour tout &, les valeurs propres N(&) de P (i) vérifient :

Re (A(€)) < a.

De plus, le défaut est majoré par N — 1.
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PREUVE : Nous reprenons ici la preuve de Kreiss [26].

e Supposons le probléme faiblement bien posé. Soit A(§) une valeur propre
de P(i€). Soit X (&) un vecteur propre qui lui est associé. Alors ﬁ(t, §) =
e’\(g)tX(f) est la solution du probléme dont la transformée de Fourier de la
condition initiale est X (§). Puisque le probléme est faiblement bien posé :
TN < Ket(1+ [[€])™ | X (€)[|- Ainsi, efeCO < Keot(1 4 |[¢])=, d'on
la conclusion en faisant tendre t vers 4o0.

e Supposons la partie réelle des valeurs propres du symbole majorée. Nous ef-
fectuons la décomposition de Schur de P(i&) [28] :

M(6) a(§) .. an(§)

: an-1,5(§)
0 .0 A

avec S(€) unitaire, D(&) la partie diagonale de T'(€) et B(§) la partie triangu-
laire supérieure de T'(£). Nous supposons, quitte a effectuer une permutation,
que les valeurs propres sont numérotées de telle sorte que, pour & fixé :

Re (Mi(§)) = - = Re (An(§))-

Soit V(t, &) = exp(—tD(g))S*Lﬁ)(/j(t, €). Alors, V vérifie 'équation : 9,V (¢, &) =
exp(—tD(£))B(S) exp(tD())V (¢, €), avec :

am’ 6(>\n(£)_)\m(£))t Si m < n

(exp(—tD(£))B(E) exp(tD(§)))mmn = { ' 0

sinon.

De plus, nous avons ||P(i€)|| = ||T(€)|| = O(&) donc, pour m < n, apmn(§) =
O(&). Ainsi, d’aprés I'ordre choisi sur les valeurs propres, a,, ,(£)eX(O)=Am @)t =
O(&). Nous obtenons alors, en résolvant le systéme triangulaire précédent :

V(O < KO+ DY@+ )NV (0,8l
Or [|T(t, &)l = [l exp(tDE)V (£, E)[| < e[|V (£,£)]], done :
I €Il < Ke'(1+ )11 + )N D).

Ce qui prouve que le probléme est faiblement bien posé de défaut majoré par
N —1.
(I

Corollaire 1.1 Une condition nécessaire pour qu’un probléme soit faiblement bien
posé est que les valeurs propres des matrices A;, j € {1,...,d} soient réelles.
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PREUVE : Supposons le probléme faiblement bien posé. Soit j € {1,...,d}, mon-
trons, que les valeurs propres de A; sont réelles. Soit i une valeur propre de A;.
Par continuité des valeurs propres, il existe p(7) valeur propre de A — iTB telle
que lim, o p(7) = po. Considérons le vecteur £ dont la 4%me composante est % et les
autres composantes sont nulles. Alors P(i§) = *A;+B = L(A—iTB) et \(§) = ()
est une valeur propre de P(i€). Donc, comme le probléme est faiblement bien posé,
Re (Lp(7)) < a. Donc —2Im () < . En faisant tendre 7 vers zéro par valeurs
positives puis par valeurs négatives, nous obtenons I'm (1) = 0 ce qui est bien le

résultat voulu. 0

Remarque 1.1 Cependant, cette condition n’est pas suffisante. En effet, en di-

mension 1, si A = < (1] 1 ) et B = ( (1) 8 ), les valeurs propres de 1 €A + B

sont i€ & /i€ qui ne sont pas de partie réelle majorée donc le probléme n'est pas
faiblement bien posé.

Les résultats précédents sont des résultats classiques exposé dans |27].
Le corollaire suivant, est dit a Rauch et Taylor [40]. Il permet de se ramener a
un probléme sans perte de régularité.

Corollaire 1.2 Supposons le probleme faiblement bien posé. /Allors, pour tout § €
R? il existe M(€) € My (C) mesurable et inversible telle que si W (t, ) = M()U(t,€),
on a :

3K >0,VYs € R, ¥t > 0||W(t, )|lgs < KA+ WO g5

PREUVE : Nous utilisons les notations de la preuve de la proposition précédente.
Nous considérons R(£) = diag(1, 1+ ||&][, ..., (1+[|€])V 1) et nous posons M (&) =

I~

R(&) exp(—tD(£))S*(€). Alors, I’équation vérifiée par W est :
OW (t,€) = R(€) exp(—tD(€))B(€) exp(tD(€))R™ (€)W (¢, £),

avec

(R(&) exp(—tD(£)) B(&) exp(tD(£)) R (€))mn

] @O O ) sim < n
o 0 sinon.

Or, comme la matrice est strictement triangulaire supérieure, m —n < —1, donc
U (€)@ O 7AmEE (] 4 |[£]|)™™ = O(1). En résolvant I'équation, nous trouvons :

W) < K(L+t)N YW (0,9,

ce qui donne la conclusion. 0

Ce corollaire signifie que, pour une certaine norme, les problémes faiblement bien
posés sont fortement bien posés.
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1.2 Rappels sur le développement en séries de Pui-
seux

Nous allons donner, dans ce paragraphe, les résultats sur le développement des
fonctions en séries de Puiseux qui seront utiles pour le paragraphe suivant mais
aussi pour le calcul de taux de convergence optimal pour une classe particuliére de
schémas.

Tous les résultats cités sont extraits du livre de Kato |24].

Nous considérons ici une matrice carrée T, que nous allons perturber linéaire-
ment. Nous notons 77 la perturbation. La matrice étudiée est alors :

T(x) =T+ 2T,
avec © € Do C C, ot Dy est un ouvert contenant 0.

Remarque 1.2 Les résultats présentés par Kato sont, en fait, valables pour des
perturbations analytiques. Nous ne les appliquerons ici que pour des perturbations
linéaires.

Nous nous intéresserons ici a ’étude des valeurs propres et de la décomposition
de Dunford de la matrice T'(z) en fonction de la matrice T

Proposition 1.4
o [l existe Do, C Dy, et s € N* tels que pour tout x € Dy \ Dey, le nombre de
valeurs propres distinctes de T'(z) est égal a s.
e D, est fini.

Définition 1.2 Les éléments de D., sont appelés des points exceptionnels.

Dans le cas des points qui ne sont pas exceptionnels, I’étude des valeurs propres
ne nécessite pas de développement en série de Puiseux.

Théoréme 1.4 Si D est un sous-ensemble simplement connexe de Dy ne contenant
pas de point exceptionnel, alors les valeurs propres distinctes de T'(x), x € D peuvent
se mettre sous la forme de fonctions \i(x), ... As(x) holomorphes sur D.

Nous allons maintenant étudier le cas d’'un domaine contenant un point excep-
tionnel. Pour simplifier les notations, nous supposerons que x = 0 est un point
exceptionnel, € D,, , et nous considérons un disque D centré en 0 tel que D\ {0}
ne contienne pas de point exceptionnel. Dans ce cas, les séries de Puiseux vont
remplacer les séries entiéres.
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Théoréme 1.5 Nous pouvons numéroter les s valeurs propres distinctes de T(z),
pour x € D\ {0} de la maniére suivante : (A7 ()){0<k<pm—1,1<m<mo}, avec mgy € N*
et pm € N* et tel que pour j € N* et m € {1,...,mqo}, il existe des coefficients
a;m € C, tels que \J*(x) admette le développement en série de Puiseur suivant :

“+00
() = A + Z ozjme%kj”/pmxj/pm,

Jj=1

ol Ay est une valeur propre de T

Remarque 1.3 La valeur de p,, est toujours inférieure a la multiplicité de A\,
comme valeur propre de T. De plus, quitte 4 remplacer p,, par ppem(pm,, 1 <m <
mg) et a introduire des termes nuls dans le développement en série de Puiseuz, nous
pouvons considérer que p,, = p est indépendant de [’indice m.

Ce résultat est une application de la théorie des fonctions algébriques, exposée
dans |25], dans le cas particulier o le polynéme étudié est un polynoéme caractéris-
tique.

Nous allons maintenant étudier le comportement de la décomposition de Dun-
ford, c’est a dire la décomposition en somme d'une matrice diagonalisable et d’une
matrice nilpotente qui commutent. Nous nous intéressons a cette décomposition car
elle permet de calculer aisément les exponentielles de matrices. En effet, si nous
considérons la décomposition de Dunford de T'(z) : T'(x) = N(z) + D(z) o N(z)
est nilpotente d’indice k, D(x) est diagonalisable et N(z) et D(z) commutent, alors :

exp(T'(x)) = exp(D(x)) exp(N(x)) = exp(D(x))

Nous allons commencer par exprimer les parties diagonalisables et nilpotentes de la
décomposition de Dunford en fonction des valeurs propres et des projections sur les
sous espaces-caractéristiques.

Posons I = {(m,k),1 < m < my, 0 < k < p, —1}. Pour (m,k) € I, nous
notons M]"(x), le sous espace-caractéristique de T'(z) pour la valeur propre A}*(z).
Nous avons alors, pour z ¢ D, :

- D M@

(m,k)el

Si PJ"(x) désigne la projection sur M;"(z) correspondant a cette décomposition,
alors, nous avons :

N(z)= Y (T(z) = Al'(2))P"(x) et D(x) = Y N'(2)F"(x).

(m,k)el (m,k)el
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Pour développer les parties nilpotentes et diagonalisables, il suffit donc de déve-
lopper les projections sur les sous-espaces caractéristiques. Pour cela, nous pouvons
utiliser le théoréme suivant |24] :

Théoréme 1.6 Les notations sont les mémes que dans le théoréeme 1.5.
Il eziste un voisinage de 0, un entier r € N et une suite de matrices A;,, € Mn(C)
tels que, pour tout (m,k) € I, on ait :

j=—r

Remarque 1.4 Contrairement aux valeurs propres, les projections sur les sous-
espaces caractéristiques ne sont pas, en général, analytiques mais seulement méro-
morphes.

En combinant les deux derniers théorémes, nous voyons que les deux parties de
la décomposition de Dunford sont développables en série de Puiseux au voisinage
d’un point exceptionnel.

Remarque 1.5 Ces résultats ne se généralisent pas, a priori, a des perturbations
dans C™ avec n > 2. La théorie des perturbations pour des opérateurs dépendant de
plusieurs variables complezes a été traitée dans [8]. Une différence notable entre la
dimension n > 1 et la dimension 1 est que l’ensemble des points exceptionnels est
une variété analytique de dimension strictement inférieure a n. Nous ne pouvons
donc plus construire de voisinage de point exceptionnel ne contenant pas d’autres
points exceptionnels.

1.3 Caractérisation dans le cas unidimensionnel

Nous étudions dans cette partie le cas ot d = 1 et alors P(i§) = iA + B.
Nous donnons, dans ce cas particulier une nouvelle caractérisation des problémes
faiblement bien posés portant sur les valeurs propres, qui sera utile pour étudier la
stabilité des schémas numériques. Ici, la théorie des singularités de Kato permet de
préciser les valeurs propres. Nous noterons o(P) le spectre de P.

Proposition 1.5 Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléeme soit
faiblement bien posé est que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :

(1) les valeurs propres de A sont réelles,

(i1) il existe C > 0 tel que Yz € C, |z| > C, VA(z) € o(P(z)), A(z) issue de la

branche \g € o(A), il existe une fonction f bornée sur |z| > C telle que :

A(z) = Xz + f(2).
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PREUVE :
e Supposons les propriétés (i) et (ii) vérifiees. Alors, en appliquant (ii) a z = &,
nous avons :

VEER, [§] > C, VA(S) € a(P(i€)) Re (A(§)) < Im (Mo)€ + || f]oc-

Et comme, d’aprés (i) A\ est réel, alors Re (A(£)) est majoré pour |£| > C.
Comme sur le compact |£] > C, Re (A(§)) est majoré par continuité, le pro-
bléme est faiblement bien posé.

e Supposons le probléme faiblement bien posé. Alors :

Jo € R, VE € R, YA(E) € o(P(i€)), Re (A(€)) < o

Soit p(7) une valeur propre de A + 7B. Nous effectuons le développement de
p(7) en série de Puiseux au voisinage de 7 = 0. Nous supposons que p(0) =
Ao € o(A). nous savons alors, d’aprés [24] et d’aprés le théoréme 1.5, qu'il
existe ¢ > 0 et p € N*, tels que si |7| < ¢ :

+o0o
w(r) = Ao + Z L
k=1

p
Si 7 = 0 n’est pas un point exceptionnel, la relation précédente est vraie avec
p =1 et (ii) est vérifiée. Nous considérerons donc désormais que 7 = 0 est un
point exceptionnel.
1

Alors, en prenant z = —, si [z] > %, nous avons :

ol W = exp <2m>, he{0,...,p—1}

p—1 +o00
>\(Z) = >\OZ + Z O{kwkhzl_k/p + Z akwkhzl—k/p'

Si z =1i& = [¢] exp (£i5), alors :

p—1

Re(A(i€)) = Y Re(ap™ exp(in/2(1 — k/p))[¢|' ™7

+ > Re (agw™ exp(im/2(1 — k/p))|&[* /7.

k=p

Comme la deuxiéme somme est bornée pour |7| < ¢, et que Re (A\(i§)) < «
et ceci doit étre vrai pour toutes les branches, ¢’est-a-dire pour tous les h €
{0,...,p — 1}, nous devons donc avoir :

Re (ak’wkh eXp(:l:Z’ﬂ'/Q(l o k/p)) S 07 Vh € {07 RS 1}7 Vk € {17 R Y 1}
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Ceci implique alors que Vk € {1,...,p— 1}, ay, = 0.
Donc :

+o00o
A(z) = Nz + Z otk P, (1.2)
k=p

d’on la conclusion.

Remarque 1.6 Une formulation équivalente de (ii) est que les valeurs propres de
wu(r) de A+ 7B sont dérivables en 0.

Corollaire 1.3 57 O,U = A0, U + BU est faiblement bien posé, alors Vs € R,
Vu € R, 0,U = A0, U + (B + sA)U est faiblement bien posé.

PREUVE :
e Sipu=1:
Le symbole associé a o,U = A9, U + u(B + sA)U est (i€ + s)A + B. Nous
prenons z = i + s dans le lemme précédent, alors si A(§) € o((i€ + s)A+ B),

A(E) = Aol + ) + f(i§ + 5),

ou f est bornée. Ainsi Re (A(§)) < Aos — a et le probléme est faiblement bien
posé.

e Sipu#1l:
11 suffit de remplacer £ par £/u et t par t/u pour avoir la conclusion.

1.4 Exemples

Dans cette partie nous étudierons quelques exemples. Les exemples choisis seront
ou bien issus de la physique ou bien purement théoriques.

1.4.1 En dimension 1

Ici nous allons étudier le cas o P(i€) = A + B € My(C) ou M3(C). Ces
exemples sont ceux qui vont étre étudiés dans les résultats numériques. Nous consi-
dérerons toujours, quitte a effectuer un changement de base, que A est sous forme
de Jordan.
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Problémes homogénes

Le cas d’un probléme homogéne, c’est-a-dire, le cas ou B = 0 est trés simple a
traiter. En effet, le simple calcul de I'exponentielle d’'une matrice de Jordan permet
de montrer le résultat suivant :

Proposition 1.6 Le probléeme de Cauchy 0,U = A0, U est faiblement bien posé de
défaut q = J — 1 ou J désigne la taille maximale des blocs de Jordan de A.
Matrices de taille 2

Le cas ou A est diagonalisable conduisant & un probléme fortement bien posé, le
seul cas intéressant est le cas ou :

Al
A= .
(03
Proposition 1.7 Le probléme de Cauchy 0,U = A0, U + BU est faiblement bien
posé si et seulement si byy = 0. Dans ce cas, le défaut est 1.

PREUVE : Le symbole est :

o (iEN+DbL i€+ by
Plg) = ( byr €A+ Do )

La partie réelle de ses valeurs propres vaut :

bii+byot X
2 )
avec :
X2:1 bi1 — byo)? + 4by 9b bi1 — byo)? + 4by 2bo 1]? + 1602 €2
5 (b1 1 9.2)" + 4b12ba1 + 1/ [(b11 9.2)2 + 4b1 20912 + 2,15 .

Or le probléme est faiblement bien posé si et seulement si la partie réelle des valeurs
propres du symbole est majorée donc si et seulement si X2 est borné ce qui n’est le
cas que lorsque by ; = 0.

Donc le probléme est faiblement bien posé si et seulement si by ; = 0.

De plus, on a, lorsque by; =0 :

. . t(bg o +iEN) _ t(by 1+iEN)
AN (i€ 4 by ) 2N
exp(Pt) = ’ ) 1,1 02,2 ,
0 6t(2£)\+b2’2)

(en prolongeant par continuité quand by = by ). Donc :

lexp(P)]| < Cetmintrrt22)(1 4 g]).

Ainsi, le défaut vaut 1. ]
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Matrices de taille 3

Pour cette étude, nous utilisons la proposition 1.5 et nous calculons le début des
développements en séries de Puiseux en utilisant Maple.

Proposition 1.8

A1 O
1. Cas A = 0 XN 1
0 0 A

Le probleme est faiblement bien posé si et seulement si une des deux conditions
suivantes est vérifice :

® B31 =0, B3o+ By1 =0 et By = B33

® B31=DB39=D05,=0

Dans ce cas, le défaut est g1 = 2.

M 10
2. Cas A= 0 X O avec A\ # Ao :
0 0 X\

Le probleme est faiblement bien posé si et seulement si By = 0.
Dans ce cas, le défaut est g1 = 1.

A1 O
3. Cas A = 0 XN 0
0 0 A

Le probleme est faiblement bien posé si et seulement si By1 = 0 et By 1By 3 = 0.
Dans ce cas, le défaut est g1 = 1.

PREUVE :
e Nous commencons par étudier le caractére faiblement bien posé.
Nous calculons le développement en série de Puiseux des valeurs propres de
iA+ 7B. Nous savons qu'il existe p € {1,2, 3} tel que u(7'/?) soit analytique.
Il existe donc j tel que les valeurs propres pu(t) de 1A + t7 B sont analytiques
au voisinage de 0 et admettent donc le développement suivant :

“+oo
plt) =Y ant"
n=0
Nous avons alors :
+00
ME) =D angt
n=0
et, d’aprés la caractérisation prouvée dans la proposition 1.5 le probléme est
faiblement bien posé si et seulement si Re (o) = Re (o) = -+ = Re (a;_1) =

0.

26



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

Pour calculer ces premiers coefficients, en utilisant Maple, nous calculons

Qn (1)

= det(iA+t B — 3" a,t") ot N est bien choisi, et nous annulons les

coefficients polynomiaux en ¢.

1. Pour le premier cas, nous prenons j = 6 car dans ce cas, nous n’avons
aucune indication sur la valeur de p € {1,2,3}. En prenant le plus petit
multiple commun de ces trois valeurs, on aura bien une fonction ana-
lytique mais nous aurons rajouté certains coefficients nuls. Nous avons
alors :

pour N = 0, le coefficient d’ordre 0 de Qg est : (g — iA)3.

Nous prenons donc pour la suite ag = 2.

pour N = 1, les coefficients d’ordre 0, 1 et 2 sont nuls et le coefficient
d’ordre 3 de Q; est : a?.

Nous prenons donc pour la suite oy = 0.

pour N = 2, les coefficients d’ordre 0 & 5 sont nuls et le coefficient
d’ordre 6 de Qy est : —a3 — Bs.

Nous prenons donc pour la suite oy = B3 = 0.

pour N = 3, les coefficients d’ordre 0 & 8 sont nuls et le coefficient
d’ordre 9 de Q3 est :—az(a — i(Bsg + Ba1).

Nous prenons donc pour la suite a3 = B3 + By = 0.

pour N = 4, les coefficients d’ordre 0 a 11 sont nuls et le coefficient
d’ordre 12 de Q4 est :—a3 — iBy (B33 — Bi1).

Nous avons donc deux cas a étudier : ay = Byy = 0 ou (ag = 0 et
Bys = Byy).

pour N = 5, dans les deux cas, les coefficients d’ordre 0 & 14 sont nuls
et le coefficient d’ordre 15 de Q5 est :—a3.

Donc a5 = 0.

2. Pour le deuxiéme cas, nous prenons j = 2 car dans ce cas, comme A n’a
pas de valeur propre de multiplicité 3, alors p = 1 ou 2. Nous effectuons
le méme raisonnement que précédemment :

pour N = 0, le coefficient d’ordre 0 de Qg est : (ag — i\1)* (g — iA2).
Nous avons donc deux cas a étudier :ag = 1A ou g = i Ag.

dans le cas ol ag = iA{, pour N = 1, les coefficients d’ordre 0 et 1 sont
nuls et le coefficient d’ordre 2 de @y est : —i(A; — Ag)ad — (A — \2) Ba1.
Nous prenons donc pour la suite oy = By = 0.

dans le cas ol ag = i)y, pour N = 1, le coefficient d’ordre 0 est nul et
le coefficient d’ordre 1 de Q; est : —ay (A — Xg)? = 0.

Nous prenons donc pour la suite oy = 0.

3. Pour le troisiéme cas, de méme que dans le premier cas, nous prenons
j = 6. Nous avons alors :

pour N = 0, le coefficient d’ordre 0 de Qg est : (ag — i))3.
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Nous prenons donc pour la suite ag = 2.

e pour N =1, les coefficients d’ordre 0, 1 et 2 sont nuls et le coefficient
d’ordre 3 de Q; est : .
Nous prenons donc pour la suite a; = 0.

e pour N = 2, les coefficients d’ordre 0 & 5 sont nuls et le coefficient
d’ordre 6 de Qs est : aj.
Nous prenons donc pour la suite ay = 0.

e pour N = 3, les coefficients d’ordre 0 a 8 sont nuls et le coefficient
d’ordre 9 de Q3 est :—az(a3 —iBay).
Nous prenons donc pour la suite a3 = By = 0.

e pour N = 4, les coefficients d’ordre 0 & 11 sont nuls et le coefficient
d’ordre 12 de Q4 est :a3 — B3 Ba3s.
Nous prenons donc pour la suite : oy = B3 1By3 = 0 ou (ag = 0 et
B33 = Bi1).

e pour N = 5, les coefficients d’ordre 0 & 14 sont nuls et le coefficient
d’ordre 15 de Q5 est :—aj.
Donc a5 = 0.

Nous avons bien les résultats voulus en annulant toutes les branches.

e Nous allons maintenant calculer le défaut.
Nous commengons par calculer I'exponentielle d’'une matrice P € M3(C) de
polyndme caractéristique xp(X) = (X — A1) (X —A2)(X — A3). Nous supposons

d’abord que les trois valeurs propres sont distinctes. Nous prolongerons ensuite
les formules par continuité. Nous effectuons la division euclidienne de X™ par

xp(X) :
X" =yxpQ +aX?+bX +c.

Nous obtenons alors le systéme :
N = aM 4 b\ +c

Ay = a\i+ b+
Ny o= aNi+bAs+c

La solution de ce systéme est alors :

B (A2 = A)AT + (A3 — A)AL 4+ (A1 — A2) A}
(A2 = A1) (As — M) (A2 — Ag) 7

(A3 = ADAT + (AT = ADA3 + (A3 = ADA;

(A2 = A1) (A3 — A1) (A2 — A3) ’
¢ — )\2)\3()\2 — )\3))\? + >\1>\3()\3 — )\1))\3 + )\1)\2()\1 — )\2))\?
(A2 = A1) (A3 — A1) (A2 — A3) ‘
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Donc :

1
Do — 20— M)0s —Xg)
X ([ = Ag)eM + (g = M)e™ + (A = Aa)e™] P2
A3 =AM+ (AT = AD)e™! + (A3 — A)eM| P
+PeAa(Az = Ag)e M+ AAs(As = M) 4+ Mdo(Ar — Ae)e]T)
= falt, A1, Ao, )\3)P2 + f1(t, A1, Aoy A3) P+ fol(t, A1, Aoy A3) 1.

exp(tP) =

Si Ay = Aj et si A3 # Ay, nous prolongeons la formule par continuité :

1

p(tP) = s (L0 = M) — P
F[(=2X1 + t(A2 = A2))eMt 4 20 e P
F3(20 = Ag + tA(Ag — Ap))eMt — A2eMT)

= ga(t, A1, A3)P* + g1(t, A, A3) P+ go(t, A1, As) 1,

avec, pour ] S {1, 2, 3}, lim,\2_,>\1 fj(t, )\1, )\3, )\3) = gj(t, >\1, )\3)
Si A3 = Ay = Ay, nous obtenons :

2 Ajt?
exp(tP) = Ee’\ltP2 + (t = Mt P+ (1 — Mt + 176’\”[

= ha(t, M) P? + ha(t, M) P+ ho(t, M),
avec, pour j € {1,2,3}, limy, .y, g;(£, A1, A3) = h;(t, A\1).

Nous appliquons maintenant ces résultats a P(i) = i(A + B. Si nous notons
A1(€), Aa(&) et A3(§) ses valeurs propres, nous savons qu’il existe C' > 0 tel
que pour || > C' | leur nombre est constant et, d’aprés la proposition 1.5,
Aj(&) = iEAY + ¢;(€), our A valeur propre de A et ¢; bornée pour [¢] > C.

() Ai(€) = Aa(§) = A3(§).
Alors AY = A\ = A3 = X donc nous sommes dans le premier ou le troisiéme
cas de la proposition. Nous avons, en effectuant le développement limité
pour || — 400 de I'expression trouvée pour le calcul de 'exponentielle :

exp(tP(if) = —ggz’eh(@tm — A2+ 0(8).

Comme dans le premier cas, (A —\I)? # 0, ¢, = 2. Et pour le troisiéme cas,
(A—XI)?*=0donc q; = 1.
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(i) A2(§) = M(€) et A3(§) # Mi(§).
Alors A9 = \S.
Si )\3(5) )\1(5) — 0, alors A = \J et donc A\? = \J = \J = \. Et comme
exp(tPi€) — (halt, M(€))P2(E) + ha(t, M(E)PE) + holt. M (€))) — 0,
NOUS POUVONS Nous ramener au cas précédent.
— Si A3(€) — A1(€) ne tend pas vers 0.
Si AY # A}, nous sommes dans le deuxiéme cas de la proposition et
nous avons, en effectuant le développement limité pour |£| — +oo de
I'expression trouvé pour le calcul de 'exponentielle :

exp(tP(i€) = —icteM O A — N0 (A = \31) + O(1).

Or, comme A n’est pas diagonalisable (A — \{T)(A — A7) # 0 donc
¢ =1
— Si A? = )\, I'exponentielle vaut :

N 1 &1~ - RGE
O e 6 (= H0s() = M)

+€2eME(A = A])? + O(¢)).

exp(tP(i§) =

\ 1 _ : 0
De plus, par hypothése G O(1), donc, si (A — A]) # 0,
ce qui correspond au premier cas, ¢ = 2 et si (A — \)) = 0, ce qui

correspond au troisiéme cas, q; = 1.

(iil) A1(§) # Aa(€) # As(§)-

Si A3(€) — A(€) — 0 et si Aa(€) — A1 (§) — 0, nous nous ramenons au (i).
= Si A2(§) — M(€) — 0 et si A\3(&) — Aa(§) ne tend pas vers 0, nous nous
ramenons au (7).
= Si A (&) = A1(E), A3(€) — Aa(&) et A3(€) — A1(€) ne tendent pas vers 0. Nous

avons alors le développement limité suivant :

_Z’g?»

SPUPER) = 5 2§ = RN = M) ~ (e
(008 = M) (A = XD(A ~ M)
+(€A2<s( AN (A = MSI)(A = \)T)

HE O = AD(A = M)A = XD +0(1/¢).

- Si )\0 A # A9, nous sommes danq le second cas , et nous avons alors

g = O et ety = O(1/€2). De plus, comme
(A = AD) (A — N3T) (A — A3T),,eq0, nouq avonq @ =1
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Si A = A\ = )\ = )\, alors comme dans le premier cas (A — \I)? # 0,
nous avons ¢; = 2 et dans le troisiéme cas (A — AI)? = 0, nous avons
¢ =1
Nous avons bien étudié tous les cas, nous avons donc démontré le calcul du
défaut pour un probléme faiblement bien posé de taille 3.

O

Remarque 1.7 Pour calculer exp(tP(i€)), nous aurions pu aussi utiliser la for-
mule de Newton [17]. En effet, si nous considérons la fonction f(z) = e, et si M
est une matrice de taille 3, alors f(M) est un polynéme de degré 2 donc est égal a
son polynéome d’interpolation de degré 2 passant par 3 points. Donc, si A1, Ay et A3
sont les valeurs propres de M, la formule de Newton donne :

exp(M) = f(A)Id+ f{A1, A](M — A Id) + f[A, A2, A3](M — A Id)(M — \q1d),
ot les différences divisées de f sont définies par la formule de récurrence suivante :

f[)\ﬂ = f()‘l)a
oo Merr] = fIA -5 Ml
Akr1 — A1 ‘

Remarque 1.8 Dans le cas de matrices de taille 2 ou 3, le défaut est égal a la
dimension mazximale des blocs de Jordan de A moins 1 et est indépendant du choix
de B. Ceci n’est pas vrai dans le cas général. En effet, si nous choisissons :

VE>1, fA, . M) =

1100
0100
A=10011
000 1

Alors, la taille des blocs de Jordan moins 1 (qui correspond au défaut pour le pro-
bleme sans terme d’ordre 0) est 1. Alors que si nous choisissons :

00 0O
B =

o OO
o O O
S O =
o O O

le défaut est g1 = 2. En effet, en écrivant A = 1 + E, nous avons :
exp(tP(if)) = exp(i&t) exp(t(i§)E + B).
Et comme E? = B> = BEB =0 et EBE # 0, nous obtenons :
t? t

3
exp(tP(i€)) = exp(i&t)(Id + t(i¢E + B) + 5@5(EB + BE) — g§2EBE).
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1.4.2 Equations d’Euler pour un modéle diphasique

Les équations d’Euler linéarisées s’écrivent sous la forme :

u U U U
v v v v
Oy w + A0, w + A50, w + A30, w | = 0
P P P P
avec :
U 0 0 k/R V 0 0 k/R
0O U 0 0 0O vV 0 0
A=loouv o |2 0o o0v o
R 0 0 U 0O R 0 V
W 0 0 k/R
0O W o 0
A=l 09 0ow o
0o 0 R W
ou (u,v,w) représente le déplacement du fluide au voisinage de l'état constant
(U, V,W), p la densité du fluide au voisinage de R et k = g—Z(R) o la pression

pour le systéme non linéarisé est p = r(p).

Si nous considérons un modéle diphasique liquide-vapeur, entre le passage liquide-
vapeur, nous introduisons une zone de mélange dans laquelle ’entropie est I'enve-
loppe concave de 'entropie des deux phases. Nous obtenons alors une entropie qui
est linéaire dans la phase de mélange.

Or nous avons p = T% ou T est la température, s 'entropie et 7 = 1/p le
volume. Donc, dans le mélange, la pression est constante ainsi k = 0. Dans ce cas le
symbole est :

.U 0 0 0

. 0 U 0 0

Padl=—1 o €U 0
&R &R O iEsR €U

avec 1£.U =1&§U + &V +iE3W ) et nous avons :

1 0 0 0

. ) ) ) 0 1 0 0
exp(tP(i€)) = exp(—(i& U + &V +i&W)t) 0 0 1 0
6 Rt —i&Rt —i&Rt 1

En conclusion, nous avons démontré le résultat suivant :

Proposition 1.9 Dans la zone de mélange, les équations d’Euler linéarisées sont
faiblement bien posées de défaut g = 1.
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1.4.3 Equation PML pour les équations de Maxwell 2D TE

Les équations de Maxwell TE en deux dimensions s’écrivent sous la forme :

o B, | +40. | E, | +40,| E, | +B[| E, | =0
avec :

0 0 0 0 0 —1/g olss 0
Air=1 0 0 1/g |, A= 0 0 0 et B = 0 o/eo

0 1/py 0 B 0 0 o

ou (E,, E,) représente le champ électrique, H, le champ magnétique, ¢y la permiti-
vité du milieu, po sa perméabilité et o, o*les pertes électriques et magnétiques.
Afin d’étudier la propagation des ondes électromagnétiques en domaine non
borné, Bérenger [12| a introduit les couches parfaitement adaptées (PML). Pour
ces équations il s’agit de splitter le champ magnétique en deux composantes non
physiques et d’introduire une absorption. Il obtient alors le systéme suivant :

0, szx + A10, ny + As0, szx + B szx =0
H,, ., H., H.,
avec !
0 0 0 0 0 0 —1/gg —1/gg
- 0 0 1/ 1/g _ 0 0 0 0
A= /w 0 0 Az = 0 0 0 0
0 0 0 0 —1/py 00 0
o,/c0 0 0 0
B: 0 0'55/60 *0 0
0 0 o/ O
0 0 0 oy/mo

Pour plus de détails sur les équations PMIL, on pourra consulter la deuxiéme
partie de cette theése.

Dans [1|, Abarbanel et Gottlieb montrent que, méme si les équations de Maxwell
sont fortement bien posées, le résultat suivant est vrai pour les équations PML :

Proposition 1.10 Les équations PML avec absorption nulle ne sont que faiblement
bien posées de défaut g = 1.
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La preuve proposée dans [1] est basée sur le calcul explicite de la transformée de
Fourier du champ électromagnétique pour les PML. Toutefois ce résultat est plus

général. En effet, nous verrons dans la partie 9.2.1, que le symbole principal du
probléme PML associé a O,U — A10,U — A20,U = 0 est :

L (iaA i A
”@‘<%kiéé)’

ce qui correspond au symbole des équations PML avec absorption nulle.
Nous avons alors le résultat général suivant :

Proposition 1.11 Si le probleme 0,U — A,0,U — A20,U = 0 est fortement bien
posé, alors le probléme PML avec absorption nulle i.e. le probléme de symbole P (i)
est faiblement bien posé de défaut 1.

PREUVE : Nous allons calculer exp(tP(i§)). Pour cela nous allons résoudre 1'équa-

tion différentielle Y'(¢) = P(i€)Y(t). Nous notons Y (t) = ( }}?Eg ) et Z(t) =
2

Yi(t) + Ya2(¢). Nous avons alors :
Y'(t) = P(i&)Y(t) = Z'(t) = (i&1 A1 +1i&A2) Z(t).

Donc Z(t) = 6$p((2§1A1 + ZSQAQ)t)Z(O) Or YY(t) = Z€1A1Z(t) = i€1A1€$p((i§1A1 +
i€ A2)t)Z(0). Nous avons donc, en faisant de méme pour Y5 :

{K@::K@+ﬁ@&wM@m+@&ﬁﬂ@ﬁ
Ya(t) = Ya(0)+ [, i&Asexp((i& Ay + iaAs)T) Z(0)dr

D’ou :
Y@=W®+£(%Z)mmm&+@&mwmfwwyw,
soit :
e@WW@:Mm+A<gZ)mM@m+@&MMMIMWﬂ

Or, le probléme 0,U—A,0,U—A30,U = 0 est fortement bien posé, donc ||lexp((i& A1+
i€ As)T)|| < Kceet. Ainsi,

| exp(tP(i€))| < 1+ /

iglAl acT
(2.52142 )HKce cTdr.
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Donc, il existe des constantes K/, et o/, telles que || exp(tP(i€))|| < KLe®et(1+||€]).
Ce qui prouve que le probléme de symbole P (i) est faiblement bien posé de défaut
1. ]

Dans le cas des équations de Maxwell, le splitting ne concerne pas toutes les
variables (par exemple, dans le cas de Maxwell TE, le champ électrique n’est pas
splitté) donc le symbole du probléme PML sans absorption n’est pas de la forme
précédente. Nous allons toutefois prouver un résultat similaire pour le modéle PML
classique sans absorption associé aux équations de Maxwell tridimensionnelles. Nous
allons étudier les équations sous la forme suivante :

( atEry y( zw"‘sz)
O E,. — 0.(Hyy + H,.
at 2T a:c( yz+Hz
atExz+az( yz+Hz)

O Ey + 0y(H.. + H.,)

(

~— —
I I [

I
ooooooooooo

Ol + 0y(Hyy + H,2) (13)
OHypy+ 0y(E. + E,y) = '
at yz+a(Ezy+Ez)

zz+a( yz+Ex)
(Eyz+Ex)
Op(Eze + Ey)
8t — 0y(Eyy + Ep) =0

Nous donnerons plus de détails sur ces équations dans la partie 7.2.3.

\

Proposition 1.12 Le modéle PML classique sans absorption associé aux équations
de Mazwell tridimensionnelles 1.3 est faiblement bien posé de défaut 1.

PREUVE : Notons P(i§) le symbole des équations 1.3. 1l est de la forme : P(i§) =
< —]\40(1'5) M) ) ou M (i€) est de la forme M (i) = ( B (25) Bl(z.g) ), avec :

0 By(i§)  Ba(i§)
0 —i&3 il
By (i€) 4+ By (i€) = i3 0 —i&
—1&§y 1§y 0

Or nous savons que :

exp (1M (i€)t)+exp (—i M (i€)t) exp(iM (i€)t)—exp(—i M (i€)t)
£)) — 2 2i
exp(tP(if)) = _exp(iM(i€)t)—exp(—iM (i€)t)  exp(iM (i€)t)+exp(—iM (i€)t)
2i 2
I suffit donc de prouver qu'il existe K, et al, tels que || exp(i M (i€)t)|| < KLe®e!(1+
I€]]) pour avoir le résultat. Or si nous remplagons, dans la preuve de la proposition
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précédente i§ Ay (resp. i As) par iB1(i€) (resp. iBy(i)), il suffit de prouver qu'’il
existe K¢ et ac tels que || exp(i(B1(i€) + Ba(i€))t)|| < Kce*c! ce qui correspond au
caractére fortement bien posé du probléme initial. Or la matrice i(B;(i€) + B (i€))
est anti-symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée
et ses valeurs propres sont imaginaires pures. Nous avons donc bien l'estimation
| exp(i(B1(i&) + Bs(i€))t)|| < Kce®et ce qui achéve la preuve.

O
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Chapitre 2

Théorémes généraux sur les schémas

Nous allons maintenant nous intéresser a la discrétisation par des schémas aux
différences finies des problémes de Cauchy faiblement bien posés. Pour cela, nous
devons modifier les définitions usuelles utilisées dans la théorie des schémas aux
différences finies pour les problémes fortement bien posés. En effet, les définitions de
stabilité, convergence et consistance ne prennent pas en compte la perte de régularité.
Nous allons donc les élargir afin de nous adapter aux problémes faiblement bien
pOsés.

Une fois que nous aurons donné des définitions satisfaisantes, nous étudierons la
convergence des schémas. Pour cela, nous prouverons une extension du théoréme de
Lax-Richtmyer qui s’applique aux problémes faiblement bien posés.

2.1 Préliminaires : les outils

Nous utilisons les notations introduites par Strikwerda dans [38].

Nous allons considérer une grille de R? de pas d’espace hq, ..., hq, notée G =
hZ X -+ X hgZ. Nous notons h = (hq,...,hy) et dans le cas de la dimension 1, le
pas hy sera noté h. Nous allons définir les différents outils utiles pour la suite.

2.1.1 Transformée de Fourier discréte
Nous définissons 'espace L? discret sur la grille par :
LXG) ={V e RV H > 1V,ll? < 400}
m=(m1,...,mq)EZ%

muni de la norme :

IVIE=H Y IVl

meZd
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avec H = (Hc.l_ hj> et ot ||V,,|| désigne la norme euclidienne de V;, dans RV,

7j=1
La transformée de Fourier discréte de V' € L*(G) est, pour £ € Dy, ol nous

posons Dy = H;l:l[—hij, %] :

H

Fu(V)(€) = e

Z eI i My

mezZd

Nous notons F la transformée de Fourier continue.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous noterons . les transformées de Fourier discréte
et continue.

Nous avons la formule d’inversion suivante :

1 —d
Yn = Gy | eshma g, vy

ainsi que l'identité de Parseval, pour V € L*(G) :
Ve = [1F V)l 220,

2.1.2 Interpolation
Si V € L*(G), nous définissons son interpolée SV € L2(RY) par :

1 i,
SV (x) = W/pde Fn(v)(€)dE.
Nous avons alors :
§\7(§) B { Fr(V)(&) si€& € Dy,
10 sitnon.

2.1.3 Espaces de Sobolev discrets

SiVoe (RN)Zd, nous définissons la dérivée d’ordre ¢; par rapport a la pre-
miére variable, ..., g; par rapport a la d®™® variable de V de pas hq,..., hg par
DI ... DBV = (DI ... DIV, eza O :

Vin — Vm17---7m]’—17---7md

Dj(v>m -

Calculons la transformée de Fourier des dérivées :

Lemme 2.1

IsH

Fu(DT ... DUV)(€) = ot 251 (hi€ia5)/ H <s1n (hy 5]/2)) Fa(V)(€).
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PREUVE : Il suffit de montrer le résultat pour F(D;V)(£). Nous avons :

Fuvy(e) = emorz (LS 7 vy

— p—thig
FDV)E =

En utilisant Fp,(D{" ... D3) = F,(D1)" ... Fr(Dg)%, nous avons prouvé le résultat.
O

Nous définissons alors 'espace de Sobolev discret :
HYG) ={V e ®")™, Y DI . .DiV|}} < oo,
q1+-..94<q
muni de la norme :
IWVIlle= > IDF...DEV].
Q1+---9a<q

L’interpolation permet de faire le lien entre les normes discrétes et les normes
continues. En effet, nous définissons I’espace suivant :

HY(@G) = {V € [*(G), /D (L+ 1N NIFR(V)(©)II*dE < +oo},

muni de la norme :
2 1 2 2
V5, = 2n) /Dd(1+ 1NN Fn(V)(E)I7dE.

Remarque 2.1 Nous avons l’habitude de considérer des normes de Sobolev avec
(1+[|€]1%)4, ici, nous considérerons plutot (1 + ||€]|9)? afin de simplifier les calculs.

Nous avons alors :
® Hi/Hh,q = 1SV [l zra(we)
o HiG)={V e L*G), SV € HI(RY)}.
De plus, les normes ||.||5, et |||.|||n, sont équivalentes, en effet, d’aprés le lemme
précédent :

d . ;
Fn(D . DUV)(E) = ot i1 (hi€ia)/2 H (w)q Fu(V)(6)
j=1

J

Donc :

- £
HWIMMWIW/H@MQHMWW%
j=1""j 1
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Or, pour z € [-3,2], 2 < ‘Sizz‘ < 1. Ainsi :
d d
/D H ISP I (V) @IPdE < [IDY ... DV, < ; [T lP 1 7. (V) (©)117dg,
d = d =1

d’ou I'équivalence des deux normes.
Nous avons aussi le lemme suivant :

Lemme 2.2 Soit h,, = mini<j<qh; et hyy = maxi<j<qhj, alors si ¢ < g, i
0 < hyr < hg, nous avons :

d q2—q1 C/ (ho)
HVHh o = ||V||hq2 < qu qz hO (Z ) ||V||h,q1 < %H‘/Hh,qr

En particulier, pour ¢ =0 et ¢ >0 :

d q
Ct,q(ho)
IVI[n < [Vlhg < Coq(ho) (Z ) VIn < B V|-

Ce lemme montre qu'a h fixé, les espaces Hy, (G) et H,,(G) sont identiques.
Toutefois lorsque les pas tendent vers 0, ces espaces sont différents.

2.1.4 Troncature
Si U € L*(RY), nous définissons sa troncature TU € L*(G) par :

1

(U} = g [, T FU© e

On a alors :
Fn(TU)(E) = FU(E) pour & €Dy

2.1.5 Evaluation

Si U € C°(R%), nous définissons son évaluée par :
(EU)m = U(m1h17 e 7mdhd>‘

On montre dans [38] I'identité :

2l
Z]:U 7§d+ﬂ).
hq

lezd
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Lemme 2.3 Si U € HT"™(R?), ¢+ a > & alors :

hire
|EU = TU||nq < an !|U!|Hq+a(Rd)

PREUVE : La preuve est une extension a H? de celle de [38]. Posons Z¢ = Z4\
(O,,O) et gl/hzg—i—%ﬂ

IEU -TUl}, = /(1+||§||q)2Hfh(EU)(€)—fh(TU)(§)||2d§

Dy
2

:/73””5” S ()| de

lezd

En majorant (1 + ||£[|9)? par Ch, 2%, puis en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, nous obtenons :

C o(ota . N
|EU =TUlh, < Pz D&l ) YOG P NGml @ | de
P ez =
¢ 2(q+a) 2(q+a
< gz max | D el > 0Em P lén
lezg Da 1ez4
< ¢ 2(g+a) U 2(q+a
< gamax | D el > | N0GmIPlen
lezs lezd

Nous remarquons maintenant que :

2q+a 2(q+a
3 / 1 (Em) IPllEyal 3 /D 1T©1e|

lezd lezd at+ 2

=/ 102l de
RIN\D,

S "U"Hq+a(Rd)

Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que >, ;. [|&/n]| =2+

IN

C’h?\ja. Pour cela, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 2.4 Pour tous | = (Iy,...,l;) € N?, £ € Dy, nous avons :

el 2 2L
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PREUVE : Nous avons, si £ € Dy :

(2l; — D)m 27l - (2l; + 1)m

< .
h; =& hi — h;
Donc, si [; # 0,
o7l ?
|§j + 7T J‘ > 7T—2 min((2lj —1), (zlj +1))
h] hj
2
> h—?|lj‘2'

Cette inégalité étant aussi vraie pour [; = 0, on a donc :

&l > Z >%|u|2.

_ M

Q

Nous reprenons la démonstration du lemme 2.3. Nous avons alors :

“2(qta) hag )2 2(g--a)
>l <y T < op2ate),

lezd lezd
car ¢ + o > %l. Donc :
hz(tﬁ‘a)

|EU -TU|;, < C %

U] e

Lemme 2.5 Siu € HT(R?), g+ a > & alors :

a-+q

Ry
HEUth (1 —|—an hq ) HUHH‘H’O‘(Rd)-
PREUVE : Nous écrivons
[ Tull;, :/p (1 + END?lall*dg < [[ullFareay,
d

et nous concluons en utilisant le lemme précédent.
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2.1.6 Normes d’applications linéaires

Nous définissons, pour 1" un opérateur linéaire, les normes d’opérateurs linéaires
suivantes :

e SiT:L*(MZ x -+ X hgl) — L*(hZ X - -+ x hyZ), on pose :
vy

wio Tvlln

1Tl =
e SiT: HI(MZ x -+ X hgl) — L*(hZ X - -+ x hyZ), on pose :

T
7]y = sup 1LVl
T

e SiT:HYMZ X -+ X hgL) — HY(Z X - -+ X hyZ), on pose :
[ Tvln.q

1 T[hq = T
"o ||UHh,q

2.2 Définitions

Nous considérons le probléme de Cauchy :

U = P(t,x,0,)U
{ U0,.) = U°, (2.1)

avec t > 0, x € R*, U € R". Nous considérons le schéma a ¢ + 1 pas en temps :

LV = Z Q,V"° (2.2)
ol _; est inversible et pour tout o € {—1,...,¢q}, @, est a coefficients réguliers et
bornés par rapport aux variables x et ¢ :
(Q,V) Z Ao (Timy tno, h, k)V;_, pour o € {—1,...,q}.

—r<v;<p

Dans le cas ou le probléme de Cauchy est fortement bien posé, le théoréme de
Lax-Richtmyer affirme que si le schéma est stable et consistant alors il est convergent
et que si le schéma est convergent, alors il est stable.

Nous allons montrer 1’analogue de ce théoréme dans le cas des problémes faible-
ment bien posés. Pour cela, nous allons introduire des nouvelles notions de stabilité,
consistance et convergence qui feront intervenir un défaut.
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Nous noterons k le pas de temps, h = (hy,...,hq) les pas d’espace et hy =
maxi<j<d hj, hm = minlgjgd hj.
Nous rappelons la définition d’un probléme faiblement bien posé :

Définition 2.1 Le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé s’il existe g1 > 0,
K >0, a € R tels que pour toute donnée initiale U° € HI(R?) avec q > q, le
probléeme a une unique solution U € CO(RT, HI=1(R%)), vérifiant, ¥Vt > 0 :

U (t, ) gro-m may < Kee® U garay-
Nous définissons 'opérateur S, par :
VvVt V™) = Sy, ) (VI V).

Nous avons alors :

My My, ... Mg, M,
10 0

Sh(tmtl/):H 0o . - : ,
p=1 : :
0o ... 0 1 0
ou M, = Qj(tn+q+1—u)Qa(tn+q+1—u)-

2.2.1 Stabilité

Nous donnons une définition de la stabilité qui, de maniére analogue a la défi-
nition des problémes faiblement bien posés, prend en compte la perte de régularité
mais, cette fois, au sens de la norme de Sobolev discréte.

Définition 2.2 Le schéma est dit faiblement stable s’il existe go > 0, hg, ko > 0,
ag, Kg, Cs € R tels que, Yh, 0 < hyy < hg, Vk,0 < k < kg, Vn, 0 < nk < T,
Yv<n, ona:

HQ:%Hh,quQ < (g et HSh(tmtu)Hh,qQ < Kseas(tn—tu)'

Si qo est le plus petit entier vérifiant cette propriété, nous dirons alors que le schéma
est faiblement stable de défaut qs.

Si le schéma est faiblement stable de défaut ¢o, nous avons, par utilisation de la

définition :
VP ln < Kge®S™ (V... VO)lnyge-

Dans le cas ot go = 0, on retrouve la définition de la stabilité.

44



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

2.2.2 Consistance

Pour les problémes faiblement bien posés, la régularité de la donnée initiale est
fondamentale. La définition de la consistance que nous proposons en tiendra donc
compte.

Définition 2.3 Si U est la solution continue de (2.1), nous définissons l’erreur de
troncature 7" (U°), pour n > q, par :

q

ET(U°) = QoaU(tns1, 25) = > QoUl(t—o, ;).

o=0

Le schéma est dit consistant s’il existe g5 > 0 et 0 € R tels que, pour tout U° €
HP(R?) et pour toutn >0 :

17" (U Ihgs < Lltn)e(har, ),

ot L(t,) est borné sur tout intervalle fini et limy,,, x—o€(ha, k) = 0.
On dit alors que le schéma est qs-consistant de régularité 6.

Remarque 2.2 Nous pouvons définir de méme 7 pour n < q — 1 en utilisant le
schéma dinitialisation.

Remarque 2.3 Dans tout le texte, (ac, Ko) et (Cs, Kg,ag) sont des noms de
constantes affectés aux définitions de faiblement bien posé et de stabilité. Toutes
les autres constantes interviennent au cours de calculs et sont, sans autre mention,
données par la phrase “il existe une constante telle que”.

2.2.3 Convergence

La notion de convergence d’un schéma pour un probléme faiblement bien posé
ne peut pas avoir comme seule hypothése la convergence en norme L? de la donnée
initiale du schéma vers la condition initiale du probléme continu car, pour prendre
en compte la perte de régularité, il fait une convergence plus forte, c’est-a-dire, en
une certaine norme de Sobolev.

Définition 2.4 Le schéma est dit convergent s’il existe g, tel que pour tout U° €
H®(RY), pour tout V°, 0 < o < q tel que limy,, o [|[SV? — U(ok,.)|| gaga) = 0,
on a :

lim  ||U(tn, ) — SVl p2gga) = 0.

(har,k)—0

On dit alors que le schéma est q4-convergent.
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2.3 Extension du théoréme de Lax Richtmyer

Nous allons, dans cette partie, étendre les démonstrations de Kreiss du théoréme
de Lax-Richtmyer au cas des problémes faiblement bien posés.

Dans le cas des problémes faiblement bien posés, nous voulons connaitre la régu-
larité des conditions initiales qui conduisent a un schéma convergent. C’est pourquoi,
dans l'extension du théoréme de Lax-Richtmyer, nous allons faite intervenir les dif-
férents défauts que nous avons définis précédemment.

Etant donné la complexité des notations et des preuves, nous séparons les énoncés
en condition nécessaire et condition suffisante.

2.3.1 Condition suffisante de convergence

Théoréme 2.1 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢, si
le schéma est faiblement stable de défaut qo et qz-consistant de régularité 6 avec
q3 > q2 > %l, st de plus (%) est borné et si, dans le cas ¢ # 0, q4 > q1 + q2, alors le

schéma est qu- convergent avec qy > max(% +q1,q2) et qu > 0.

PREUVE : Soit U° € H%(RY) et V" solution du schéma de condition initiale
(V,..., V%) qui est telle que limy,,, x—o ||SV? — U(ok,.)|| graaray = 0. Nous allons
étudier U(t,,.) — SV™.

Nous commencons par évaluer W = EU(t,,.) — V" qui a un sens car U(t,.) €
H#~1(R). En effet, le probléme est faiblement bien posé de défaut ¢; et comme
g1 —q > 4, U(t,.) € C°(RY). Posons :

W=t (Wt W)
et Ty, =" (Q 1 (tnsrg)™" ™, .., Q1 (t,)T"),
ot, pour alléger les notations, 7" = 77(U°). Nous avons alors :
W™ = Sy (ts1, ) W™ + KT,
d’ou :
n—1

W = S (tn, )W + k>~ Sy (t, tuy1) T,

v=0

Nous allons d’abord montrer que W" tend vers 0.
e Comme le schéma est gs-consistant, 7" € H%(G) donc 7" € H%(G). Nous
avons alors, par définition de la stabilité :

1Sn(t, tus) T lln < CsKseS Ot (7 7)o
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e Pour 0 < o < ¢, nous avons W9 = EU(t,,.) — V°, or V° € L*(G), U’ € H%,
g1 —q > % done W0 € L*(G) = H2(G) (& h fixé). Donc, par définition de la
stabilité :

1Sk (£, OYWPl1, < Kses" [[W[[j4,.

Ainsi :
n—1
W[ < Kge™ [ WOy g, + kCKg Y ettt |74 )| g,
v=0

(2.3)

Pour montrer que |[W"||, tend vers 0, nous allons analyser successivement les

deux termes.
e Montrons que limy,, o [[WO||s4 = 0.

Ona, pour 0<o<q:

IWlhe = [EUGs:-) =V lng
— |SEU(,,.) — SV e

< ||SEU(t,,.) = Ults, Mua + |U(ts,.) — SV e

Comme ¢y < g4, nous avons, par hypotheése, limy,,, .o [|U(t5,.) = SV ge = 0.
D’autre part :

ISEU(ts,.) = Ults, ) me = /D |(BU(t5) = Uk, DI + €l de

+/R\Dd U (£, YOI+ [I€]1%) ™ dE.

Comme g4 > q1 + g2 par hypothése, U(t,) € H#™ % C H2 (si ¢ =0 U(t,) €
H®™ ), nous avons, par définition de l'intégrale de Lebesgue :

dim [T, )OIP+ €]?)2ds = 0
M0 Jr\Dy

et, nous avons aussi :

(/.

(1+ le)?)mde )
< ||BU(t,) — TU(t,)|| e

2

(BU(t,) — U(t,))(€)

. d
< Coah®|Uts)llgore s +a > 3.

Nous prenons o > 0 tel que % < @2 + a < gy, alors, nous avons la convergence
de I'estimation précédente vers 0. Donc :

0 _
IW[hg = 0.

lim
har—0
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e Montrons que limy_.q W™ = 0.
D’aprés I'équation (2.3), il suffit de montrer maintenant que :

n—1

Jdim K7 s {7 g, =0,
v=0

or, comme ¢ < @3, nOUS avons :

—_

k eaS(tn—tu+l) ’|t(7—y+q’ - 77’”) Hh,q2 S tneaStn Sup ||TV||h7q3'
v=0,..,n4+q—1

3

Il
o

v

Et comme U° € H%(R?) C H?(R?), nous avons, par définition :

sup |7 l[ngs < Ltnsg-1)e(har, k).

v=0,..,n+q—1
Donc
lim sup  ||7"||n.qs = O.
har—0 v=0,..,n4+q—1
Ainsi :

. S
Jim [[W g, = 0.

Nous allons maintenant montrer que U(t,,.) — SV™ tend vers 0.
e Nous avons :

U (t,, .)—SV"HLQ(Rd) < ||U(t,,.)—SEU(t,, .)]\Lz(Rd)+||SEu(tn, .)—SV”HLQ(W),
or :
ISEU(tay ) = SV oy = | BU(tay ) = VPl = [W"la < W]l — 0,
et :
HU(tm ) o SEU(tm ')H%?(Rd) < HTU(tna ) B EUU(tm )||%L
HNU (s ) 72@apy
< (Coaparehiyy” FNU (b Ml aszee)?

+|U(tn, ~)H%2(Rd\pd)v

pour € > 0, en utilisant le lemme 2.3. Cette derniére quantité tend vers 0 car
Ulty,.) € H4 ™9 et g4 — q > 2. Ainsi :

i [[U(t, ) = SV gy = 0,

et nous avons prouvé le théoréme.

48



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

2.3.2 Condition nécessaire de convergence

Théoréme 2.2 Si le probléme est faiblement bien posé de défaut ¢, et si le schéma
est qs-convergent, et si, de plus, [|Q”1||ngpq €st borné, alors, il est stable de défaut

q2 > max(qi,q4) (@2 > q siq=0).

PREUVE : Nous allons raisonner par I’absurde. Supposons le schéma ¢4-convergent
et non stable de défaut go > max(qy,q4), c’est-a-dire :

Vgo > max(q1,q2), Yho, ko > 0, Vo, K € R,

Fh < ho, Ik < ko, In, I, || Sn(tn, t) |ngy > KX,

Donc, nous pouvons construire les suites suivantes : h,, — 0, k,, — 0, K,, — +0o0,
Ny Vm, telles que npkp,, vmky, € [0,7], et F,, dans H?® tel que ||Fy,|nq = 1
vérifiant, :

1
||Sh(tnm7 th)FmHh > §Km6a5(tnm _tym)'

Quitte a démarrer le schéma au pas v,,, nous pouvons supposer v, = 0, on a alors :

1

F

Soit V" 1a solution du schéma de condition initiale V), = 3=, alors :
m

F,
Sh(tn,.,0) 7

1

[Vl = \ |
L 2

(SFm)q+1
K

m

Soit U,, la solution du probléme de Cauchy de condition initiale
définition du défaut, nous avons pour 0 < k < ¢ :

, alors, par

SFn
Ut Mae < Kee*et || —2
Km Ha1—k
Kceact
< Sl
K 6act )
S i’(iHFmHh,qg S1 G2 Z g1 — k
- Kceoéct7
~ Km

donc, en prenant £k =0 :
lim ||U,(t,.)||z2 = 0.

m—-+0o0
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Or nous avons, pour 0 <o <gq:
1SV = Un(to, Migar < 1SVl gran + 1Um(tos )l gras

(dans le cas ou ¢ = 0, nous avons ||[SV,? — Uy (ts,.)||ga = 0) or si ¢ # 0, comme
¢2 > q1 — qa, nous avons, d’apres ce qui précéde ||Up,(ts,.)| go — 0. De plus,

ISVl gras < [[SV,

HH‘Z2 - 07

donc, par g4-convergence :
: mn
lim ||Um(tnm7 ) - S‘/mmHL2 =0,
h—0

Or NOus avons aussi :

”Um(tnm’ ) - SVTZmHLZ > ”SVTZMHLQ - ”Um(tnm’ ')HL2
1

> 5 = Ul Yoe
1
> 7 pour m assez grand ,
d’ott une contradiction et la preuve du théoréme. 0
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Chapitre 3

Etude des schémas a un pas pour des
équations a coeflicients
constants

Dans ce chapitre, nous étudions le cas particulier des schémas pour des équations
a coefficients constants. Les schémas considérés sont alors, eux aussi, a coefficients
constants. Dans ce cas, 'utilisation de la transformée de Fourier discréte permet de
se ramener a une étude matricielle. En effet, nous pouvons étudier les notions de
stabilité, consistance et convergence grace a la matrice d’amplification du schéma. De
plus, nous préciserons la notion de convergence en évaluant le taux de convergence.

Les techniques utilisées ici sont proches de celles de [38] et [27], mais le fait
que le probléme ne soit plus fortement bien posé mais uniquement faiblement bien
posé pose de nombreuses difficultés supplémentaires. En effet, la perte de régularité
entraine l'introduction d'un facteur polynomial en £ qui pose probléme lorsque 1'on
étudie des puissances n'*m®. De plus, nous étudions des systémes matriciels, nous
devons donc gérer la non commutativité du symbole principal et du terme d’ordre
0.

Nous considérons le schéma a un pas, a coefficients constants, suivant, ot pour
o =0,—1, on écrit :

Q V" =QoV", (3.1)
avec !
Qa - Z AU,VFVa
—r<v;<p

ou A,, est indépendant de z; et de t,, et IV est défini par :
F'V = (Vm-l-u)mezd-
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Le symbole de (), est donné par :

Q€)= Y Ayt

—r<v;<p

Nous pouvons alors effectuer la transformation de Fourier discréte de 3.1 :

QVI(E) = QoV(€).

Nous poserons toujours :

— ]~

Q=0 Qo

3.1 Interprétation des définitions en termes matri-
ciels

3.1.1 Caractérisations de la stabilité

Nous étudierons deux caractérisations de la stabilité. La premiére portera sur la
matrice d’amplification et la seconde sur ses valeurs propres.

La premiére caractérisation est 1'étude des puissances n'®m* de la matrice d’am-
plification. 11 s’agit de I’analogue discret de I'étude de |e”()?|| utilisé pour détermi-
ner si un probléme continu est faiblement bien posé ou non.

Proposition 3.1 Le schéma est faiblement stable de défaut qo si et seulement si on
a les deux propriétés suivantes :

Ve €Dy, |G ()2 < Cs (3.2)

et
Wi, t, = nk € [0,T],¥¢ € Da, [ Q"(€)]| < Kges™ (1+[|¢]|). (3.3)

PREUVE :
e Supposons que les propriétés (3.2) et (3.3) sont vérifiées, et estimons la norme
de V" solution du probléme discret 3.1 :

v = /D 107 (6)V0(&) | Pde

< K3t /D (14 [JEl])2 [ 706) 2.
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Donc :
IV ln < Kse® [V g,

De plus, nous avons, pour tout v € H2(G) :

@bl = [ @ lelmian @oekde

Dy

< Cllvllh g

Donc :
’|Q:H|h,q2q2 S CS.

Ainsi, le schéma est faiblement stable de défaut g¢..

Réciproquement, supposons le schéma faiblement stable de défaut gs.

En utilisant la définition 2.2 de la stabilité, appliquée pour v = 0 et en remar-
quant que dans le cas des schémas a un pas Sp(t,, %) = Q", en appliquant
une transformation de Fourier discréte, nous avons, pour toute donnée initiale

Vo
/D ||@"‘7B||2d§§K§€2ast"/ (1 + [|]|%=)2 | VO(e) | 2de. (3.4)

Dy
Montrons d’abord (3.3) par I’absurde.

Supposons qu’il existe hg, & € H?:l[_m’ W]’ ng, tels que :
J J

1Q7 (o) |2 > Ksest (1 +||&o||%). (3.5)

Pour tout € > 0, il existe W, € CV de norme 1 tel que :

1Q™ (o)l < 1Q™ (€0)Wol| + . (3.6)

Pour tout p > 0, nous choisissons, comme condition initiale du schéma, V°
tel que :
0(¢) —
V() = Wolje—g | <p-

Nous avons alors, d’aprés 3.4 :

1

~ 1
= 1@ OWallde < B3t [ (L e IWalPe
H Jlg—¢oll<p H

IE—&oll<p

Nous faisons tendre p vers 0, nous obtenons alors :
1Q" (o) Wo|* < Kge*s™ (1 + [1&]|™).

Alors : R
Q™ (o)l — € < Kge®s™ (14 [|&ol|%).
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Nous choisissons :

1~
e = 5(1Q™ (&)l = Kse™tny (1 + &0l ™).

Donc : R
1Q" (o)l < Kses™ (14 [1€o]|%).

Ce qui contredit 3.5, donc (3.3) est vérifiée.
— Montrons ensuite (3.2) par I'absurde.

. . — -1
Supposons qu’il existe hg, & € H?Zl[—(hg)j, (hg)j] tels que : ||Q—1  (&o)|l2 >
Cs.

Soit Wy € CV de norme 1 tel que :

Hé—\l_l(go)WoH > Cs.

Pour tout x> 0, nous choisissons, comme condition initiale du schéma, Vo
tel que : V5(§) = Wolje—go|<p-

Alors, comme [|Q_;  |[h.geqe < Cs, nous avons :
1
26 Jig-eoll <

S C
(IHEl™)21Q 7 (€)Wo|Pde < 2—;/ (1+[1f1%=)? [ WolPde,

IE—Eoll<p

et p tend vers 0 donne :

1
Q-1 (&o)Woll < Cs.
Ce qui est absurde donc (3.2) est vérifiée.
O

Remarque 3.1 Lorsque qa_désigne le défaut le meilleur possible, alors la dépen-
dance polynomiale en & de ||Q™(&)|| ne peut pas étre de degré inférieur a qo et réci-
proquement. La proposition précédente permet donc de calculer le défaut de maniére
optimale.

[’avantage de la proposition précédente est qu’elle permet d’évaluer le défaut de
stabilité g9, toutefois elle est difficilement applicable. En effet, elle nécessite le calcul
des puissances n'® qui est en général délicat. La seconde caractérisation que I’on
donne n’apporte aucune indication sur la valeur de ¢ mais elle a 'avantage de ne
porter que sur les valeurs propres.

Proposition 3.2 On suppose que :
3K, > 0, 30 € N, V¢ € Dy, ||Q — Id|| < Kok(1 + ||€]])°.
Alors le schéma est faiblement stable si et seulement si pour tout & € Dy, pour toute

valeur propre A(§) de @, on a |\&)| < evsk,
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Remarque 3.2 Dans le cas des problémes fortement bien posés, la condition sur

les valeurs propres n’est qu’une condition nécessaire de stabilité. Ici, dans le cas des
)

probléemes faiblement bien posés, nous prouvons qu’elle est nécessaire et suffisante.

PREUVE :
e Supposons le schéma faiblement stable. Alors :

VE € Da, [|Q"(E)]l2 < Kse' (14 [1€]|).

Soit A(§) une valeur propre de @(5), alors :

MO < 1Q"(©)]l2 < Kses' (14 [l€]|).

Donc
MO < K™k (1 + gl =)
Or, pour ¢ fixé, lim,,_, K;/" =1 et lim, . oo(1 + [|€]|2)/" = 1.
Donc, en passant a la limite quand n tend vers 'infini, nous obtenons, pour
tout £ € Dy :
()] < e,
e Réciproquement, supposons que pour tout & € Dy, || < e®s*. Nous effectuons
la décomposition de Schur de @ (voir [28]) :

Q = S*(E)(A(E) + T(€))S(¢),

ou A(§) = 5 5 et T = st : )
0 ... (e 0 ... 0

avec S unitaire.

Posons V(&) = S()Un(€), alors V+(€) = (A(E) + T(€))V™(€). Nous avons

alors :
N
Vi, 1<i <N, VPTHE = MOV + D tii(OVIE),
j=i+1

donc

n—1 N
V(&) = MOV + ) AHE) D (9] (©).

1=0 j=i+1

Nous allons montrer le lemme calculatoire suivant :
Lemme 3.1

Vi, 1 <i < N, V€€ Dy, VO] < Cill + [I])VP 10 est max [V,2(€)].

95



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

PREUVE : Nous utilisons la structure triangulaire de 7" et nous procédons par

récurrence descendante sur i :

— Pour i = N, nous avons VZ(&) = Ny (&)VY(€), done d’aprés I'hypothése
VR(E)| < e2stn|[VI(€)], et Cy = 1 convient.

— Soit 7 tel que 1 <7 < N — 1, supposons le résultat vrai pour tout j > i+ 1,
nous avons alors :

VOl < INE@IMVIE©)] + Z \”“Z [t (I ()]

= Jj=i+1
< astn\v% o)
+Ze“‘“n o Z s (©)ICH 1+ DN 477 e" max [VP(©)]
Jj=1+1

Nous allons évaluer |¢; ;(£)| grace & 'hypothése sur 1Q(¢) — Id||. Comme sur
RY, toutes les normes sont équivalentes, il existe K; > 0 telle que :

1t ()] < K1 [|[AE) + T(€) — Id|| = K1||Q(€) — Id|| < K1 Kok(1+]I€]))’.
Ainsi :

VMOl < e VR

n—1
+ Y et Z KoK kC;(1 4 ||¢|)N—7H+00N - ﬂmax\vo( &)|
=0 Jj=i+1

Nous notons K| = KyK; max; ;+1<;<n Cj. Nous obtenons alors.

VMOl < e VRS

n—1 N
e (Z(Z tiv‘j)) (1 )N e [12(6)

1=0 \j=it1

Or, comme, Z] it < Z] it N < (N —1) N=EED hous avons
Vi@l < 6“5“\‘/@'0( 3]
n—1
agtn—1 / A\ N—i—1 (N—i 0
et Kk (;(N i)ty ) (14111 max [V(€)]
< W VAQ]+ e Kt (N = i)ty (L €)Y max [VR()]
< VI + Gt (L )Y max (VIO

r>it1

Ce qui prouve le lemme, en prenant C; = K/(N —i).
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Nous avons, en particulier, I’existence d’une constante K; > 0 telle que

Vi, 1< i < N, VEE Dy, [V(E)] < Ka(1+ [[€)N 0 e max [V2(€)].

Ceci étant vrai pour toute les composantes de V", nous obtenons alors :
VMO < Ka(1 + [N 8 est [[VOE)]].
Ainsi :

U@l = VMOl < K1+ [l ey es [VOg)]

<
< KL+ )T es U0 ().

Donc R
1Q™(6)|| < Ky(1 4 ||¢|)) NVl gastn

et cela prouve la stabilité du schéma.
[l

Remarque 3.3 Nous remarquons que la preuve de cette proposition donne une
magoration de qo : g3 < (N — 1)6.

Remarque 3.4 Dans le cas des problemes fortement bien posés en dimension d =
1, une classe particuliére de schémas est étudiée : les schémas dissipatifs (voir [19]).
Nous rappelons qu’un schéma est dit dissipatif d’ordre 2r s’il existe une constante
d > 0 telle que toutes les valeurs propres A(&) de Q(&) wvérifient |N(&)] < (1 —
5(|€Jh)*)e*sk. Dans ce cas, nous savons [19] qu'un schéma d’ordre 2r — 1 qui est
dissipatif d’ordre 2r est stable.

Dans le cas d’un probleme faiblement bien posé, il est facile de voir que si un
schéma est consistant et dissipatif, alors il est faiblement stable. En effet si nous
considérons un schéma dissipatif alors la proposition précédente 3.2 implique que
le schéma est faiblement stable a condition de prouver la majoration de ||Q — 1d||.

Or, st nous sSupposons % = v est constant et, comme le schéma est consistant, nous

avons ||Q — exp(kP(i€))|| < Kk(1 + |¢]°), donc :

1Q—1dll < |IQ—exp(kP(i€))|| + || exp(kP(i€)) — )]

KR +ZHP o)k
< KR+ el >+exp<k||P<zg>||>—1
< Kk(1+|el?) + | P(i€) |k exp(k] PGE) ).
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Or cette étude se fait pour |{|k < v, et k < ko, donc exp(k||P(i§)||) est borné.
Nous avons ainsi :

|Q — 1d]| < Kk (1+[€]) + K'(1+ [¢])k.

Les hypothéses de la proposition 3.2 sont vérifiées donc le schéma est faiblement
stable.

3.1.2 Remarques sur I’étude de la consistance

Dans le cas des schémas a coefficients constants, nous n’allons pas étudier I'er-
reur de troncature 7. En effet, nous préférerons étudier les différences de matrices

suivantes : ~
exp(kP(iiD — Q) o exp(taP(i€) — 0"(6).

Nous allons donner le lien entre ces deux différences et 7".
La transformée de Fourier de 7" est :

T (U°)(€) = Q1(€) expltn 1 P(i€))UO(€) — Qo) exp(t, P(i€))U(£).

Ainsi, nous faisons le lien suivant entre 7" et la premiére différence :

F0)(e) = (e PIEN QO oy plg) o). )

De plus, si nous notons e, = (exp(t,P(i€)) — @"(f))[/]\o(f), nOus avons :

~

ens1 = Q€)en —kQ1  ()F(U)(E).

Ainsi,
n—1
~ —~ o — 1 o~
en = Q&) — kS Q00 (©)THU)(E).
=0
D’ou le lien suivant entre 7" et la seconde différence :

(et (i) ~ Q(O)TP(E) =~k Y- 0TS ©FW)E). (39

Dans le cas des problémes faiblement bien posés, les formules (3.7) et (3.8) ne
suffisent pas pour le calcul de 'erreur. En effet, la matrice d’amplification qui inter-
vient dans la formule (3.8) donne une perte de régularité ¢o a laquelle va s’ajouter
la perte de régularité ¢; provenant de ’exponentielle du symbole dans la formule
(3.7). Cela va conduire a des calculs d’erreur non optimaux ce qui n’était pas le cas
pour les problémes fortement bien posés car comme, dans ce cas, ¢; = g2 = 0, il n’y
avait pas de probléme de cumul des pertes de régularité provenant du probléme de
Cauchy et du schéma.
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3.2 Taux de convergence

3.2.1 Estimation générale du taux de convergence

Nous commencons par étudier de facon générale le taux de convergence i.e. 3
tel que |U(t,,.) — SV"||z2= < ChP. Les estimations que nous allons obtenir ont
I'avantage d’étre vraies pour tout type de schéma quelle que soit la dimension mais
elles ne sont pas optimales.

Nous supposerons, pour simplifier les notations que le pas de la grille est le méme
dans toutes les directions : hy = hy = -+ = hg = h.

Théoréme 3.1 Nous considérons que le probleme de Cauchy est faiblement bien
posé de défaut g, et que le schéma a pour condition initiale VO = TU° et est stable
de défaut gs.

Nous supposons de plus qu’il existe une constante C' > 0 et § € [0,1] tels que pour
tout & vérifiant ||| < F5 -

- Q9| < Crut (L ) (39)
Soit g4 tel que :
max(qi, ¢2) < q4 et s < d(max(qq,0) — max(q, q2)). (3.10)
Alors : AK' o/ \Vf € H#(RY),
U (tn, ) = SV |12 < K'e* ™t 1| | s,

ou :

5 = s(qs — max(q1, q2))
max(qy, o) — max(q, g2)

PREUVE :

. — 2
Ut ) =SV = [ [enreovni) - sTno)| as
R4

Or, d’apreés le paragraphe 2.1.2, nous avons :

SV (e) = { Fa(V™)() = QUOTOE) sillel < 7,

0 sinon.

Donc :

~

(cr — @) ot | de

\U(tn,) — SV22 = /
IEN<T
+

et"P(i@UAO(f)’r de.

I€l>%
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e Puisque le probléme est faiblement bien posé de défaut ¢, nous avons :

/HEII>Z

e Pour 7 € [0, 7], nous avons :

J.

PO f (o) de < Kzeen / (L+ )™ 1 F (€I de.

I€l>7%

(e~ @re)) Uoge)|| e

/IIEIISn
-
n<[€ll

Or, par stabilité, nous avons :

| (eri0 — Qi) o)

us
h

IN

IN

(HetnP(is)H + H@"(f) ) UAO(S)H
< QmaX(KC,KS)@maX(ac@s)tn (1 + ||§||2)ma&((q1,q2)/2

o)

Donc :

/n<||£||<

(er — @re)) ot | e

s
h

S 401262a’tn/ (1+||§||2)maX(Q17Q2)

<<

e ae @

s

avec C1 = max(K¢, Kg) et o/ = max(ac, ag). Et, si nous choisissons 7 < 5,
nous pouvons borner la premiére intégrale (3.11) au moyen de la majoration :

45” (e - QreNToe) e < k> [ (1 ey |0ie) P
<n

l€l<n

Or, si ||€|| < n et sipest tel que 0 < p < o, nous avons :
L+ €M7 < @+ (1 + [1g]17)”.

Donc :

/”5” H(6tnP(i5)_Q\n(€))[j0(§)||2d€ < O2tih2s(1+772)0_p/ (1+||§||2)p||[j0(§)||2d€
<n

I€l<n
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e Nous avons alors alors, en sommant les inégalités obtenues :

U (tn,.) — SV ||
< 401262a’tn/ (1+||£||2)maX(Q1,q2)
n<[I€]|

+02tih25(1+772)0_p/
lI€ll<n
1

't max(q1,92)
coetett (g [ el ()™
= Jn<iel

voe)| e

(1+ 1Py [ooco)|| e

2

dg

IN

0 (¢)

e [ gy

€ll<n

o) ac).

oud > 0.
Sin:%,ogé’gégl,alors:

U (ta, ) = SVI1Z2

o / max(q1,q2)+60 o 2
< gt (W /” Ry o | e
€l>-x

20 o) /” o L IER) HU0(£>H2d£) .

Nous avons maintenant trois paramétres a ajuster, ¢, € et p. Afin que l'in-
tégrale sur [[§]| > % existe, nous prenons ¢, > max(qi,q) + ¢. De plus,
si on veut ne faire intervenir que la norme de f dans H?%, il faut prendre
p < q4. Pour avoir une estimation d’erreur optimale, nous devons maximiser

min(8'd,s — §'(o — p)) sous les contraintes :
0<0'<6<1, 0<p<min(o,q) 0<0<q—max(q,q)

L’ensemble des contraintes est non vide car max(qi, ¢2) < qu.

Comme 6 n’intervient que dans 6’0, on prend 6 = ¢4 —max(qy, ¢2). De plus, a ¢’
constant, le maximum de min(§'6, s —§'(0—p)) est atteint pour p = min(o, q4).
Comme o — p > 0, on prend ¢’ tel que :

00 =s—0(c—p)
c’est-a-dire :

S S S

' = =

O+ o— p B q — max(qi, q2) + o — min(o, ) max (o, q4) — max(qi, Q2).
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Et nous avons alors :
U (tn, ) = SV"|[72 < K202 £ || Fras,
ou :
By =080=s—0(c—p).
Mais il faut que 0 < ¢’ < § c’est-a-dire s < §(max(o, q4) — max(qi, g2)) ce qui

donne la condition (3.10).
On a alors le résultat voulu.

O

Si la condition (3.10) n’est pas vérifiée, nous pouvons quand méme estimer le
taux de convergence grace a la proposition suivante :

Proposition 3.3 Si les hypothéses du théoreme 3.1 sont vérifies a [’exception de
la condition (3.10) qui est remplacée par ’hypothése moins restrictive ¢ < qu, alors
nous obtenons le méme résultat avec :

By =min(d(qs — q1), s — (0 —qa) 7).

PREUVE : Dans la preuve du théoréme 3.1, nous prenons ¢’ = §, nous avons alors
n = 75 et estimation :

U (tn,.) = SV™[7 < Cye®™ i) <h2‘”/ (1+ P2+ T0(€)2dg
lgll> =

| p2s=b(0—p) 4§II<”(1 + !I&IIz)pHUO(&)szﬁ> :

Nous prenons alors : § = g4 — ¢ et p = min(o, q4). Nous obtenons alors :
A1 = min(d(gs — q1), s — (0 — q4)").

[l
Il n’est pas toujours facile d’évaluer s et o dans (3.9). La proposition suivante
va donner un choix de s et o qui ne nécessite pas le calcul de puissances n'“<*,

Proposition 3.4 Si il existe § € [0,1] tel que pour tout § vérifiant [|£|| < 75,

~

P — Q(¢)

—= < om i+ ey,

alors, nous avons (3.9) avec s =r et 0 = p+ q1 + q2. Nous obtenons alors le tauz
de convergence :
7(qu — max(q1, ¢2))

B = .
27 max(qu, p+ ¢ + @) — max(qr, ¢2)
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Remarque 3.5 L’intérét majeur de ce résultat est qu’il montre que, comme dans
le cas des problemes fortement bien posés, le taux de convergence est égal a l’ordre
du schéma pour une donnée initiale suffisamment réquliére. Par contre, nous verrons
dans la partie suivante que ces valeurs ne conduisent pas a un taux de convergence
optimal.

PREUVE : Il suffit de développer et — @”(f) :
n—1
P _Qrg) = Y MnmPa) <6kP(z'£> _ Q(€)> 07 (€)
=0

Nous utilisons alors la stabilité des problémes continu et discret ainsi que I'hypothése
de la proposition.

n—1
HetnP(iﬁ) _ @n(g)n < ZKceaCt”‘l‘steastj(l + ||5||2)(q1+q2+p)/2kh7“
j=0
< C@O/t"tnhr(l + ||£||2)(ql+q2+p)/2_

O

Remarque 3.6 Dans le cas d’un probléme fortement bien posé la condition (3.10)
donne r < max(qq, p) et on a :

® Jo=1sip<qy

o fa="sipzaq
On retrouve donc le résultat de [38].

En pratique, lorsque 'on fait des estimations numériques d’erreur, on n’utilise
pas ||U(t,,.) — SV"||, qui ne se lit pas directement sur le tracé, mais on estime
|EU (t,,.) —V™|. La proposition suivante donne la vitesse de convergence théorique
pour cette erreur :

Proposition 3.5 On considere que le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé
de défaut q, et que le schéma a pour condition initiale VO = EU® € L*((hZ)?) et
est stable de défaut go.
On suppose de plus que (3.9) est vérifiée.
Soit q4 tel que :

d

max(qi, ¢2) < q4 — B et s < 0(max(qq,0) — max(qi, g2))- (3.12)

Alors : 3Ky, g, YU® € H%(RY),
HEU(tn, ) — Vn||L2(G) < K2€a_2t"tnhﬁl HUOHHq4,
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o :
_ s(qs — max(q1,q2))
O = .
max(qs, o) — max(qi, gz)

PREUVE : Soit W" la solution du schéma de condition initiale W° = TU°. On a
alors :

JEU(t, ) = W2y < EU(tn, ) — TU(tn, 2y + 1TU (tns ) — W 2.

d
2

|EU(ty,.) = W™ |12
< Coum-ash* Uty Mgu-os gy + [ TT (b ) = W7

Puisque ¢4 — ¢ > %, nous majorons la premiére intégrale grace au lemme 2.3.

L%(Dg)

Puisque le probléme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢, nous avons :
[EU(tn,.) = W"|12(q)
< Cogueh " Koo [U -y + || TV tn, ) = 7

L2(Dy)

On majore la seconde intégrale en utilisant les définitions de T et S.
|EU(ty,.) = W™ |2
< Cogeah™ Ko U] grua gy + [0 (k) — SW

L2(D,)

Nous appliquons alors le théoréeme 3.1 a W™,
IEU(t,,.) — WnHL?(G) < Cltnemtnhmin(%—m,ﬁl)||U0||Hq47ql (®)-

En utilisant la condition (3.10), on voit que 51 < g4 — ¢, il ne reste donc plus
qu'a évaluer |[W™ — V™| 2. Nous avons par définition :

2

W=Vl = [ @@ (B - 10| as

Par la condition de stabilité,

W™=Vl < Kiest [ el

Dy

BOo(e) - TOO(0)|| de.
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Soit, en revenant en variables physiques :

W = V"o < K" |EU° = TU°|[},,

Puisque g4 — ¢1 > 3, nous utilisons le lemme 2.3.
n n||2 2 2agtn 12 2(qa—q 0112
HW -V HLQ(G) < Kse ? Oq2¢]4—q2h (s Q)HU HH%(Rd)'

Et comme, d’aprés (3.12), nous avons 3; < g4 — ¢, nous avons prouvé la proposition.
O

3.2.2 Un exemple

Nous allons étudier le probléme monodimensionnel 0,U = A0,U + BU avec :

1 10 0 0 0
A= 011 et B=| 1 0 0
0 01 0 -1 0

Dans ce cas, nous avons, d’apreés la proposition 1.8, ¢g; = 2. Nous utilisons un schéma
de Lax-Wendroff, que I'on précisera ultérieurement, pour discrétiser cette équation.
Nous pouvons alors montrer que ¢, = 2. De plus, les paramétres r et ¢ intervenant
dans la proposition 3.4 valent » = 2 et ¢ = 3. Donc, si nous appliquons le schéma a
une donnée initiale H/2, le taux de convergence calculé dans la proposition 3.4 est
de 7/5.

Nous allons maintenant comparer cette valeur avec les résultats numériques.

Erreur en norme L2

— Valeurs numériques
e - Pente 7/5
---Pente 2

107 . .
10° 107 10

Pas d’espace A x
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Nous remarquons alors que le taux de convergence n’est pas 7/5 mais plutot 2.
Dans la partie suivante, nous allons améliorer le résultat de la proposition 3.4 pour
arriver a un taux de convergence qui sera en accord avec les résultats numériques.

3.2.3 Calcul optimal du taux de convergence dans le cas mo-
nodimensionnel

Nous allons étudier dans cette partie le cas particulier de la dimension 1 qui
permet d’obtenir une estimation optimale du taux de convergence. Nous supposerons
donc ici que d = 1. Nous noterons Az = h et At = k.

Le calcul optimal du taux de convergence ne s’applique qu’a une classe par-
ticuliére de schémas. Toutefois, lorsque nous choisissons bien la discrétisation du
terme d’ordre 0, la plupart des schémas classiques font partie de cette classe. Nous
appellerons "schémas développables en P" les schémas de cette classe.

Définition 3.1 Un schéma est dit développable en P a l'ordre Ny s’il existe deux
fonctions z = z(At, Az, §) € C et Ry, (At, Az, ) tels que la matrice d’amplification
du schéma soit de la forme :

No k A1k

~ P A

Q(Ata A:Ea f) = Z % + AtNO—"_lRN() (Ata A:Ea 6)7
k=0 ’

ot : Ry, (At, Az, §) ainsi que toutes ses dérivées par rapport & At commutent avec
P(Z) et 3hg > 0, dkg > 0, 16 € [0,1[, de > 0, VA.CE, Ax < ho, VAt, At < ]{?0, VS,
€l < x50 V2 2] < 3 [1Q(€) — 1d] <1 —e.

Nous allons calculer une nouvelle valeur de s et ¢ qui interviennent dans le
théoréme 3.1. Nous séparerons le calcul en deux estimations : la premiére porte sur
|Q" — exp(t, P(2))]| et la seconde sur la différence d’exponentielles || exp(t,P(z)) —

exp(tn P(i€))]-

Premiére estimation

Proposition 3.6 Nous supposons qu’il existe hg > 0 et kg > 0 tels que :
e e schéma est développable en P a ['ordre Ny,
o Vk >0, 3B, > 0, VAz, Ax < hy, VAL, At < kg, V€, |£] < &

Azd
9 Ry, (At, Az, €) X
0 ! ! < o+k+1 ‘
' BING < Bi(1+[¢] ), (3.13)
o 30 >0, YAz, Az < h, VAL, At < ko, V€, |€] < 555,
2] < Cél, (3.14)
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e e quotient % = v est constant et le schéma est faiblement stable de défaut qs.
Alors, nous avons :

3K > 0, YAz, Az < hy, VAL, At < kg, V€, [¢] <

™

Axd’

™

V2, o] € £,

|Q" = exp(taP(2))|| < Ktne®s™ AtNo(1 4 [¢])NorHFee

PREUVE : Nous allons exprimer Q" — exp(t,P(2)t,) au moyen de I'inégalité des
accroissements finis.

— No P(2)Fs* No+1 2
Nous notons M(s) = > ,° —=5r— + s"°7 'Ry, (s, Az,§). Nous avons alors Q =
Id+ M(At).

e D’aprés les hypotheéses, || M(At)|| < 1 donc nous pouvons écrire :

Q" = exp (nlog(Id — M(At))) = exp (tn X é log(Id — M(At))) :

et comme M (At) et P(z) commutent, par hypothése, nous avons :

Q" = exp(t, P(z)) exp (tn(i log(Id + M(At)) — P(z)) :

At
Posons : .
f(t) = i log(Id+ M(t)) — P(z).
Puisque :
f(0) = P(z) — P(z) = 0 par hypothése,
nous avons :

~

Q" — exp(t,P(2)) = exp(t, P(2)) (exp(tnf(Al)) — exp(t, f(0))) .-

Par I'inégalité des accroissements finis,

19" —exptaPla))] < At aup | pnP(ES ) el D)

Or f’ commute avec P(z), ainsi :

19" et P < At sup 176 expltoPle)) exoltn /)]

De plus, par définition de f,

exp(t P(2)) exp(ta f (1)) = Q"
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Donc, comme le schéma est stable de défaut ¢,

sup || exp(t,P(2)) exp(ta f(t))]| < up, 1" < Kses™ (1 + [¢]).
, te[0,At

te[0,At]

Nous avons alors :

|Q" = exp(ta P(2))]| < At Kse®s™ (14 [¢))* sup [|f/()].  (3.15)
te[0,At]
Nous allons maintenant exprimer f’.
Nous avons

F(t) = —t% log(Id + M(#)) + %M’(t)([d - M)

Posons g(t) = M'(t)(Id+M(t))~*. Alors, nous pouvons exprimer f” en fonction
de g :
, 1 [t 1
P =5 [ ads + Tg0)
0

Lemme 3.2
g(0) = P(2) etVYn, 1 <n < Ny — 1, g™ (0) = 0.
PREUVE :
Commengons par calculer ¢g(0). D’aprés la définition d’un schéma dévelop-
pable en P, nous avons M(0) = 0 et M'(0) = P(z) donc g(0) = P(z).
Calculons g™ (0) pour n > 1 :
Nous avons : ¢g(s)(Id+ M(s)) = M'(s) donc :

J(n—F)
Z

—(Id+ M(s)) = MU0 (s).

Donc :
ST+ M(s)) = M) — 5 g s)M ),
k=0
et comme M(0) =0 :
g(0) = M0 Z Chg (0)M0(0),

De plus, d’apreés la définition d'un schéma développable en P,si 1 < k < N,
P(2)k
k!

Montrons alors le lemme par récurrence sur n.

M®(0) = kI—1 = P(2)k.
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Pour n =1
g'(0) = M"(0) — g(0)M'(0) = P(2)* — P(z) x P(2) =0.
Soit 1 < n < Ny — 1, supposons que V1 < k <n — 1, ¢¥)(0) = 0, alors :
g"™(0) = MT(0) = g(0)M™(0) = P(2)""" = P(z) x P(2)" =
Nous avons donc bien V1 <n < Ny — 1, ¢™(0) = 0.

[l
Nous pouvons alors écrire :
L — 9¥(0) ! - gM(0)
/ _ = o k - o k
o=z [ (g<s> A2k ds + - (g(0) )
k=0 k=0
(3.16)
Or, par la formule de Taylor avec reste intégral, nous avons :
No—1 (k) N 1
g7 (0) . t / (No—1) (No)
t) — " = 1— 0 O (st)ds. 3.17
o= 3 gt = oy, (-9 s, a7

Exprimons maintenant M.
Lemme 3.3

Vn >0, 3K, >0, Vs € [0, At], ||M™(s)|| < K, (1+ [€]).

PREUVE : Nous avons :
No min(n,No+1)

n P Z>k k—n No + 1)' No+1—j an_jRNo 376)

sn—J
k=n j=0 0

Donc, d’aprés les hypothéses et (3.13) et (3.14) :

MO < 3 EEED g

— (k—n)!
min(n,No+1)

(No+ D! Nty No+n—j+1
D e L

Comme s € [0, At]

= (k — n)
min(n,No+1)
(NO + 1) No+1— N, —7
+ At o+ ]B + o+tn—j+1 )
> m (L [gimost)

J=0
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De plus, nous avons supposé que —; =, donc :

) < UL
k=n
min(n,No+1)

Ny + 1)lyNo+1-d . -
T S T
=0 0 J):

No ‘5
< 3 e 3
k=n
min(n,No+1) Not1—7
(No + Dy om7 o i1
AghNotiip,
Y No+1—j)! " I

‘knkn

Akn

=0
min(n,No+1)

Ny + 1)ty Not1-5 | |
|§n|+ Z ( 0t )’y A$N0+1_]Bn_j‘£‘No_]+l

= (No+1—)!
Or, nous avons [§]| < 7=, donc :
No '}/k—n No k n k—n
T B
k=n
min(n,No+1) o
I Z (NO + 1)!ryNo—.i-l J AxNO'H—J'Bn_]
=0 (N() +1-— j)'
min(n,No+1) Not1—i
+‘§‘n Z (NO + 1)|7 ot Ax(NO+l_j)(1_6)Bn_ ,7TN0—]'+1
prs (No+1—7)! ’

Donc, il existe hg assez petit et il existe une constante K, tels que si Ax < hyg,
nous avons :

1M (s)]] < Ka(1+1€]").

Montrons que ¥n > 0, 3C,, > 0, Vs € [0, At], [|g™(s)|| < Cp(1 4 €)™ -
Pour n =0
lg(s)Il = 1M (s)(1d + M(s)) |-

Or, comme ||Q(€) — Id|| <1 — e d’aprés la définition des schémas dévelop-
pables en P.

(74 M(s) ) € - < -

T— M) =

70



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

Ainsi, grace au lemme précédent :

K
lg(s)]l < ?1(1 + [€])-
Soit n > 0, supposons que Yk < n, ||g™(s)|| < C,(1+ [£]""!). Nous avons :
lg"™ () = [[M"(s)(1d + M(s)) ™

n—1

=D Crg™ ()M (s)(Id + M(s)) ™|

k=0

Et, d’aprés le lemme précédent et 'hypothése de récurrence,

oM | =

n—1
lg™(s)]l < (Kn+1<1 +1E") + D CaCr(1+ [ Ko (1 + \5\”"“))

k=0
< Cu(l+]g)m

Nous avons donc :
g™ ()] < Cvy (1 4 [€]YFY).

D’oiu, d’aprés (3.17) :

No—1
_ : g(k)(o) k|| < KN (1 No+1
lg(t) = > o U< KO (L4 (€7,

Ainsi, en remplacant dans (3.16) :
17/ < K711+ g™,

e Nous pouvons maintenant remplacer 'estimation de f’ dans (3.15), nous ob-
tenons alors :

Q™ — exp(tP(2))|| < Aty Koe™ (14 [€) 2KV (1 4+ [¢[YH),

Donc :
Q" — exp(t,P(2))|| < Ktye®s'= At (1 + |g])Not1+e,
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Seconde estimation

Le but de cette partie est d’estimer la différence d’exponentielles || exp(t, P(z)) —
exp(t, P(i€))||. Nous allons étudier, de maniére plus générale, la différence || exp (¢, P(z1))—
exp(t, P(22))|| en utilisant la théorie des perturbations exposée dans [24].

Nous commencons par développer en série de Puiseux exp(tP(z)).

Proposition 3.7 Il existe C > 0, r € N et Ay, € Mn(C) tels que pour tout
|z| > C, pour tout t > 0, P(z) = zA+ B a s valeurs propres distinctes notées \g(z)
et on a :

exp(tP(z)) Z ((Z t/ (Z Apinz ™" p)) exp()\k(z)t)) , (3.18)

k=1 n=—r

ou le développement est normalement convergent.

PREUVE :

e Soit M(7) = A+ 7B. Nous étudions M(7) au voisinage de 7 = 0. Nous nous
plagons sur un voisinage de 0 ne contenant pas de point exceptionnel a part,
éventuellement, 0.

Nous écrivons la décomposition de Dunford de M(7) : M(7) = N(7) + D(7)
ou N est nilpotente, D est diagonalisable et N et D commutent.

Soient g (7) les s valeurs propres distinctes de M(7) et Py (7) la projection
sur le sous-espace caractéristique associé a g (7).

Alors D(7) = >, pu(T)Pi(7) et N(7) = > 7 _, Ni(7) ,ou la somme corres-
pond a la décomposition de I'espace en somme directe de sous-espaces carac-
téristiques.

On a alors, d’aprés [24] (voir partie 1.2), un développement de la forme :

P Zanm’ /pet Nk ZﬂnkT

n=-—r n=-—r

e Posons 7 = 1, alors P(z) = 2A+ B = zM(7) = tN(7) + £D(7). Nous avons
donc :

exp(tP(z)) = exp GN(T)) exp GD(T))

_ (iﬁ:;;]\fk(ﬂj) (k exp <£Mk(7')) Pk(T)) -
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En introduisant les développements de Ny et Py, et en réarrangeant les sommes,
nous obtenons une expression de la forme :

exp(tP(z)) Z ((Z t( Z A nT"/p ) exp(é,uk(T))) )

k=1 7=0 n=—r

Si Ak(2) est valeur propre de P(z), alors A\y(z) = 2p(£), d’ot la conclusion.

O

A partir de ce développement en série de Puiseux, on va déterminer le défaut ¢;
du probléme de Cauchy.

Proposition 3.8 Sile probléme de Cauchy est faiblement bien posé et si on a (3.18)

avec z = i€, alors le défaut est exactement ¢ = %0, ou ro = inf{r > 0,3k €
{1,...,s},Fge{l,...,N}, Ay, #0}.
PREUVE :

e Montrons d’abord que ¢; < %0.
Pour [¢| > C, nous avons :

exp(tP(i&)) Z ((Z tI ( f Ak,jm(iﬁ)_"/p)) exp(Ak(ig)t)) :

Donc :
| exp(tP(i€))] ((Z t ( > ||Ak,j,n||\§\‘”/”>> exp(Re (M%))ﬂ) :

Or, comme le probléme est faiblement bien posé, il existe un a > 0 tel que
Re (A, (i€)) < a et ainsi, comme la série est normalement convergente :

s N 400
lexp(tP(g))| < \E\T/”eatzztj<21 +)

k=1 j=0
< KIE["Pect(1 + V) pour |€| > C.

On a donc :
QI < e

e Procédons maintenant par ’absurde et supposons que ¢; < %0.
Comme exp(tP(if)) s’écrit :

exp(tP(i€)) = (i€ ’““”Z ((Z t ( > Ak,j,nu‘s)-"i“)) exp(Ak<z's>t>) ,

k=1
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et que le probléme est faiblement bien posé de défaut ¢;, nous avons :

Z ((Z t! ( Z Ak,j,n(if)_rT))) eXp()\k(if)t))

k=1 7=0 n=-—ro

< Keat|€|Q1—To/P’

ce qui entraine que :

i ((Z . ( 3 Ak,j,ms)—%)) exp(Ak<z's>t>> ~o

n=-—rg

Or, d’apres la convergence normale de la série,

> ((Z ¥ ( ) Ak,j,n(iﬁ)‘"?o» eXP()\k(Zf)t))

k=1 n=-—rg

- ((Z tjAk,j,_r())) exp(Ak<z's>t>> +o(1),

J=0

Donc, pour tout ¢t > 0,

2 ((Z ¥ Ak,j,—ro)) exp(Ak(zf)t)) — 0.

=0

Ainsi, a t fixé, on a une combinaison linéaire d’exponentielles bornées qui
tend vers 0, donc Vt > 0, SN (#/Ay;_y, = 0. Bt ainsi Yk, j, Apj_p, = 0 ce
qui contredit la définition de 5. Nous avons donc ¢; > %0, ce qui conclut la
démonstration de la proposition.

O

Pour évaluer la différence d’exponentielles, nous allons utiliser une formule de
Taylor. Nous commencons donc par évaluer la dérivée de 1’exponentielle.

Proposition 3.9 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut qq,
alors il existe C > 0 tel que si |z| > C, alors, il existe K > 0 tel que :

Hd%expaP(z))

'SK‘Z|q1(1+tN+1)6at.

PREUVE : Nous utilisons les notations des propositions précédentes.
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e Le développement en série de Puiseux des valeurs propres et la proposition 1.5
donnent, pour |z| > C' :

+o00o
Me(2) = 220 + Zozjz_j/p
=0
Donc Ay est dérivable pour |z| > C, et :
d Sy
_ ) _Z —J/p—1
TM(2) = X} +j§:; ( p) a2 L

Donc, pour |z| > C, L), (2) < K. Ainsi :

'C%exp()\k(z)t)‘ - 'd%kk(z)t-exp(kk(z)t)'

< Kte*

e Nous avons, en utilisant la formule (3.18) :

%exp(tP(z)) = =) Y [( > Ak,j,n%z—”/p*) exp(\e(2)1)

k=1 j=0 n=—ro
400 d
+ ( Z Ak,j,nz—n/p> e exp()\k(z)t)]
n=-—rg
D’ou :
S N “+00
ie:x; (tP(2))| < Ztﬂ' Z | Ay.; ’|E|Z\_”/p_1 oot
dz P - k,j,n D
k=1 j=0 n=-—ro

+oo
T ( Z ||Ak,j,n||\Z|_”/p> Kteat]

n=-—rq

s N +o00
- j n ro—n — [e%
< Jamrty o) ( > Al | ) e
k=1 j=0 n=-—rg p
“+00
+|Z\T0/p_l ( Z ||Ak’j7n||‘z|(ro—n)/p> Kteat]
n=-—ro

Or d’aprés la convergence normale de la série (3.18), les deux séries sont bor-
nées pour |z| > C. Nous avons alors :

d
‘ P exp(tP(2))|| < Ki(1+tY)]z[0/P e 4+ Ky(1 + V)| 2| /Pte,
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or 1 = “2, dong, si |z| > C:

' 2 exp(tP(2)

dz

'S K(1+tN+1)|Z‘QI€at.

Nous arrivons maintenant a I'estimation de la différence d’exponentielles :

Proposition 3.10 Si le probléme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut gy,
alors il existe C > 0 tel que, pour tous |z1|, |z2| > C, tels que pour tout z € 21, 25],
|z| > C, alors :

lexp(tP(z1)) — exp(tP(2))]| < K (1 + " )e™ (|a] + [22])" |21 — 2.

PREUVE : Nous pouvons utiliser I'inégalité des accroissements finis :

lexp(tP(z1)) — exp(tP(z2))|| < 21 — 2l sup ||iexp(tP(2))||

z€[z1,22] d

En utilisant la proposition précédente, nous obtenons :

lexp(tP(z1)) — exp(tP(2))] < K1 +t"" )]z — zfe® sup |2|”

z€[z1,22]
< K1+t Y]lz0 = zofle® (|2 + [2])"

O

Remarque 3.7 Soit ¢ > 0 alors si |21 — 2| < e et si |z1] > C et |20 > C + ¢,
alors |sz1 + (1 — 8)za| > |22| — 5|21 — 22| > C'+e—se > C et l'hypothése est vérifiée.

Conclusion

En utilisant les propositions 3.6 et 3.10, on montre que les valeurs suivantes de
s et de o conviennent pour l'utilisation du théoréme 3.1.

Théoréme 3.2 On suppose que :

e le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢,

e le quotient % = v est constant et le schéma est faiblement stable de défaut qs,

e le schéma est développable en P a l'ordre Ny,

o Vk 20,38, >0, YAz, Av < ho, VAL At < ko, Vg, [€] < 5, | 50| <
Bk’(l + ‘S‘N0+k+l)7

e JC >0, VAx, Ax < hy, VAL, At < ko, V¢, [§] < 5, [2] < O,
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o V| < 5, |2 — i€] < KATTIE.
Alors, il existe K > 0 tel que :

Q™ — exp(t P(i&)|| < Ken (AN 4+ Aa”)(1 + [g]ymexNortraria),
PREUVE : Nous écrivons :
1Q™ = exp(ta P(2))]| < Q" — exp(taP(2))| + || exp(tn P(2)) — exp(tn (i)
Or, d’apres la proposition 3.6, nous avons :
1Q" = exp(tP(2))|| < Ktnes AN (14 [¢))Nor e,

Nous appliquons alors la proposition 3.10 en prenant z; = € et 25 = 2. Nous
obtenons :

| exp(tP(z1)) — exp(tP(z))]| < K'(1+ ¥ )e(|€))= Ax"[€]”.
D’ou :
1Q™ — exp(t, P(2))|| < K" (ALY + Aq™)(1 + |¢]ymmNotttazptar)

O

L’estimation obtenue dans le théoréme précédent est plus fine que celle obtenue
a la proposition 3.4. En utilisant cette estimation dans le théoréme 3.1, nous obtien-
drons un taux de convergence plus grand. Nous verrons dans le chapitre suivant que,
sur les exemples classiques de schémas, les conditions d’application du théoréme 3.2
ne sont pas restrictives, a condition de bien choisir la discrétisation du terme d’ordre
0 et que de plus, le taux de convergence obtenu est optimal.
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Chapitre 4

Application a divers schémas et
résultats numériques

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les résultats précédents aux schémas a
un pas classiques. Pour chaque schéma, nous allons étudier la stabilité et le taux
de convergence. Nous comparerons alors les résultats obtenus avec des résultats
numeériques.

Afin de pouvoir appliquer le théoréme 3.2, nous choisirons une discrétisation du
terme d’ordre 0 qui rende le schéma étudié développable en P, ce qui n’est pas
toujours le cas pour la discrétisation standard.

Nous posons :

’y = —
Ax
Dans tout ce chapitre, on supposera que 7 est une constante.

4.1 Schéma de Lax-Wendroff

Le schéma de Lax Wendroff homogéne (sans terme d’ordre 0) est obtenu par
"équation équivalente"’. En revanche, la discrétisation du terme d’ordre 0 n’est pas
intrinséque, et nous verrons qu’un choix astucieux permet d’obtenir un schéma dé-
veloppable en P.

4.1.1 Ecriture d’un schéma de Lax-Wendroff

Nous commencons par appliquer la méthode qui conduit a l'obtention d’un
schéma de Lax-Wendroff usuel.

yntl _ pgn At
]Tt] = atU(tn,.Tj) -+ TattU(tanj) + O(Atz)
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n  __ T
Uj+1 Uj—l

_ . 2
i = 0uU(t, 1) + O(A).

Donc :

n+1 n n n
At 2Ax

1L — BU(t,,z;) + %%U(tn,xj) + O(A#?) + O(Az?).

Or en dérivant I’équation en temps et en espace, nous obtenons :

Donc :
owU = A?0,,U + ABO,U + BO,U
A?0,,U + (AB + BA)o,U + B*U.
D’ou :
grtt —pyn ur., —Ur

J J Jj+1 =1 )

At A58 BU(tn, )

At
= (A?05.U + (AB + BA)0,U + B*U)

+O(AL) + O(Az?)

At o Upey =207 + Uy
= BU(tn,l’])—f‘?A A2

At Ur,—UM, At
+5-(AB + BA) - 7L OB (t,, ;)

2Ax 2
+O(A?) + O(AxQ).

Nous n’explicitons pas, pour le moment le terme d’ordre 0, nous obtenons alors
le schéma suivant :

urtt —yr A ur, —Ur, At JU'"y =20 +U"
SR R <A+ t(ABJrBA)) Do P AT T TR ey,

At 2 2Ax 2 Ag2

ot f(U™) est une dicrétisation du terme d’ordre 0 telle que f(U(t,, x;)) = BU(t,, x;)+
SLB2U (b, x;) + O(A?) + O(Ax?).
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Le symbole du schéma est alors, en posant v = % :

Q) = Id+iy (A + %(AB + BA)) sin(£Az)

—292A%(sin(EAz/2))? + Atf
_ sin(Ax) sin(EAz/2) sin(€Az)  \?
= Id+ At (szA) + 241 (Z At 4sin(§Ax/2)B)
At sin(¢Az)’
~ 8(sin(£Ax/2))2
= Id+ At (ZWA) + oA <2.Sin(§Ax/2)A n cos(ngs/2)B)2
Az Ax 2
_ At? cos(§Aw/2)?
2
— Id+ At Z-MA) | At cos(EAz/2) (2¢tan(5A$/Q>A + 3)2
Az 2 Az
_ At? cos(§Ax/2)?
2

B>+ Atf

B>+ Atf

B® + Atf.

Pour que le terme d’ordre 2 soit développable en P, nous posons : z = 2@'%,

on a alors :
At? cos(EAx/2)?
2

B? — At(cos(£Ax/2))?B + Atf.

Q(¢) = Id+ At(cos(€Az/2))*(zA + B) +

At cos(§Ax/2)?
2

(zA + B)’

Nous choisissons alors :
At cos(EAx/2)?
2

f = (cos(€Az/2))*B + B,

ce qui donne :
At ur,+u0r+Uur
fUm™) = <Id+73)B i e L

Nous montrons alors le résultat suivant :

Proposition 4.1 Le schéma de Lax-Wendroff suivant :

U]."H—U’?

~+——*+ = (A+5(AB+ BA))

Un . _pyn
2TV 1 At A2
Az + 2 A

Ur L +URHUT
4

UP,, —2U7+UR
2
A (4.1)

+ (Id+4'B) B
est développable en P.
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PREUVE : Nous avons déja montré que :

O(At, Az, €) = Id + At(cos(EAz/2))2P(2) + At Cosfm/ 2 p(aye,
o o Qitan(iixﬂ)‘
Donc :
Q(At, Az, &) = Id + AtP(z) + %ﬁp(zf + ARy (AL, Az, €),
avec :
Ro((Af Ar€) = (1~ cos(¢Aw/2)) (P(z) " %P(z)2)

1 +oo (—1)k§2kAt2k 1 )

+oo (_1)k§2kAt2k—1 1 )
- (Z ~2EQ2R ] ) (P(Z) + §P(Z) ) :

k=1

Donc Ry est bien défini et il est clair que Ry et ses dérivées commutent avec P(z).

De plus,

. A2
1G(6) — Id] < AtPE) | + S 1P

Or [¢Ax| < 7Az'™% < 7h}™ si § < 1. Donc, pour hg assez petit :

2] = 5| tan(€Az/2)| < O,
Ax
Donc : R
1Q(E) — Id|| < C(At(1+ Az’) + AP(1+ Az’)?) < 1 —c¢,
ce qui achéve la démonstration. 0

4.1.2 Etude de la stabilité

Proposition 4.2 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé, le schéma de
Laz-Wendroff (4.1) est faiblement stable sous la condition CFL :

YA € a(A), M| < 1.
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[’intérét de ce résultat est que la condition de stabilité ne fait intervenir que les
valeurs propres de A qui sont aisément calculables.
PREUVE : Nous allons montrer la stabilité en utilisant la caractérisation de la
proposition 3.2. N
En effet, nous avons bien ||Q — Id|| < KAt(1 + ||€]])? avec § = 1. 1l suffit donc de
montrer que pour toute valeur propre u(¢) de Q(€), nous avons |u(€)] < e@sAt,
Nous allons utiliser la proposition 1.5 qui permet d’avoir des renseignements sur
les valeurs propres de P(z).
Soit 1(§) une valeur propre de @, elle s’écrit :

At? cos(EAx/2)?
2

ol A(z) est une valeur propre de P(z). D’aprés la proposition 1.5 et comme le
probléme est faiblement bien posé, nous savons qu'’il existe C' > 0 tel que, si |z| > C':

Az) = Xz + f(2),

(&) =1+ At(cos(§Ax/2))*A(2) + A=),

avec f bornée.

At? cos(EAx/2)?
2

14 At(cos(EAT/2))2Nez + 2E Cosfm/ 2"

At? cos(EAx/2)?
2

w(€) = 1+ At(cos(EA/2))*\(2) + A(z)?

2.2
Ao

+At(cos(EAT/2)) f(2) +
+A cos(EAT/2)* Moz f(2)
= 1 +iysin(EAx)\g — 297 sin(EAT/2)2 A3

+At ((cos({Ax/Z))2 + Al cos(éAw/2)2

f(z)°

f(z) +iy sin(ﬁAx))\o) f(2).

Comme, pour |z| > C, f(z) < M, nous avons :

At
()] < |1 +idysin(EAx)Ng — 272 sin(EAZ/2)2 3| + At <1 + 7]\/[ + ’y\)\o\) M
< |14 dysin(EAz) Ao — 297 sin(EA/2)° N3] + K AL.

Or sous la condition CFL, nous avons |1 + iy sin(§Az)\g — 292 sin(EAx/2)2N\2| < 1
car ce terme correspond a un schéma de Lax-Wendroff classique pour I'équation
Oyu = N\oOpu. Nous avons donc montré que pour |z| > C :

(€] < 1+ KAt < e
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Lorsque |z| < C, le résultat est clair car alors \(z) est bornée.
Nous avons donc bien la stabilité du schéma de Lax-Wendroff. 0

4.1.3 Taux de convergence

Théoréme 4.1 Sile probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut q,, et si
le schéma de Laz-Wendroff (4.1) est faiblement stable de défaut g sous la condition
CFL VX € o(A), |\y| < 1, alors, pour une donnée initiale dans H®, le taux de
convergence pour le schéma de Laxz-Wendroff (4.1) est :

_ 2((14 - maX(Qh Q2))
max(qs, 3 + max(qi, ¢2)) — max(qi, g2)

PREUVE : Nous allons appliquer le théoréme 3.1. Il suffit donc de montrer la relation
(3.9) :

ereem — Q@) < ctur 1 + g,

avec s = 2 et 0 = 3+ max(qy, ¢2).
Pour cela,nous allons appliquer le théoréme 3.2 et montrer que Ng =r =2et p=3
ce qui permettra de conclure.

e Montrons que : Vj > 0, 3By > 0, VAz, Az < hy, VAL, At < ko, V¢, €] < Z5

A(E57
8 Ry (AL, AE) -
‘ AT —H < Bi(1+ [€>19).

Nous avons :

aij(At,Aa:,f)H . (—1)RE%(2k — 1)1 AR

7 269261 (2 — 1 — 7)!
O0At o 22k (2K — 1 — 4)!

« (P(z) + %P(Z)Q) H

. 2k — 1)!(|€|At)2k—1-3

< ¥ <2@%;g;_i_‘y

k>(j41)/2 v ’ J):
xC(1+[¢]?)

< Bi(1+ ).

e Montrons que 3C' > 0, VAz, Az < hy, VAL, At < ko, V¢, [£] < 7, [2] < Cl¢).

_ o|tan(EAx/2
=2 Az

Nous avons |z| I Or pour z assez petit, |tan(z)| < 2|z|. En

prenant alors z = £Ax/2 et en remarquant que |z| < 7Az'"%/2 < wh{™°/2,
nous avons, pour hg assez petit |z| < 2[¢].
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e Montrons que V|| < &5, [z —i&] < KAz?[¢[* ce qui montrera que r = 2 et
p=3.
tan(EAz/2)
=2

_ 32
72 =2 N i€ + O(&°Ax?),

ce qui donne la conclusion.

O

Remarque 4.1 Le taur que l'on a obtenu ici est meilleur que celui du théoréme
3.4 qui prenait s =2 et 0 = 3+ q1 + q2. Les résultats numériques vont montrer que
ce tauz est optimal.

4.1.4 Résultats numeériques

Les explications sur les calculs numériques concernent tous les schémas étudiés.
Nous allons effectuer des calculs numériques sur trois exemples :
e Exemple 1: ¢ =2

1 1 0 0 0 0
A= 0 1 1 B=|1 0 0
0 1 0 -1 0
e Exemple 2 : ¢; =1
1 1 0 0 0 0
A= 0 1 0 B=10 0

o
—_
o
—
o

e Exemple 3 : ¢, =2

1 1 0 1 1 0
A=1 0 1 1 B=1| -2 1 -1
0 0 1 0 2 1

Nous allons effectuer toutes les simulations numériques sur des matrices de taille
3. Nous allons donc avoir besoin de la valeur de ¢go pour pouvoir comparer les résultats
numériques et théoriques.

Proposition 4.3 Si A, B € M3(R) sont de la forme donnée dans la proposition
1.8, et si nous considérons un schéma faiblement stable de matrice d’amplification
telle que Q(&) — p(§)1d = iEAt(A — N d) + O(At) pour toute valeur propre (&) de
@(f) et ot A est une valeur propre de A, alors le schéma est faiblement stable de
défaut g = q1.
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PREUVE : De méme que dans la proposition 1.8, si u1, j9, ps, désignent les valeurs
propres de (2, nous avons :

® sifu # o # s,

. u’f - -
= T s = @ T eI D(Q — s ld)
1y - ~
+(IU’2 - ,ul)(,uz — Iu3) (Q 'U’3Id>(Q Mlld)

n

M3

+(M3 — 1) (s — o) (Q — i 1d)(Q — pold),

o si = 12 # s,

n—1 n
An My A A M3 A 2
— M (G- 1) Q- psId) + — (O — julad)?,
Q (MS — Ml) (Q M1 )(Q 3 ) (MS N Ml)Q (Q M1 )
® Sif =y = 3,
~ nn—1) __, ~
Q" = ( —)M? 2(@ - #1[0«')2-

2

Nous calculons alors, comme dans la proposition 1.8 le développement limité

de Q, en remplacant P(i€) — A(§) par 7@(52;1(5) qui vérifient bien les mémes

propriétés par hypothése. En utilisant nAt = t,,, nous obtenons alors un ré-
sultat analogue a celui de la proposition 1.8.

O

Proposition 4.4 Sous condition CFL, le schéma de Laz-Wendroff (4.1) vérifie les
hypotheses de la proposition précédente.

PREUVE : Nous avons :

Q) ~ p(O)1d = At(cos(edr/2)(P() - Me)d) + 2R gz

Or, d’aprés la condition CFL, (cos(EAx/2))? = 1+ O(£2At?), de plus P(z) = iEA+
O(1) par définition, et \(z) = €A + O(1), donc Q(§) — u(§)Id = iEAt(A — N\Id) +
O(At). O

Nous allons maintenant effectuer les calculs numeériques.
Sur chacun de ces exemples, nous allons calculer le taux de convergence nu-
mérique. Pour cela, nous allons utiliser différentes données initiales. Ces données
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initiales sont toutes a support compact dans [0, 1] et elles ont pour régularités res-
pectives 3/2, 5/2, 7/2,9/2 et 11/2.

N 312
18f AN H g
ST O H5/2
’, 712
L A - 4
16 /, ) H
b R Ho2
141 11/2 | A
Y W H
7 S
\
1.2 1 8 i
/ \
\
1k / 4
7, 1)
’y \\\
0.8 ! N i
// A
/ A
/
06 ’, ‘A 1
’ A
s \
0.4 ;o VY 4
NN
Y
/ \
2 ’y O
021 /., \\ N B
s ~
~
e ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s ‘ SR
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fi1Gg. 4.1 Conditions initiales

Pour chaque donnée initiale, nous calculons I'erreur a l'instant ¢ = 0,9 sous la
condition CFL v = 0,9 pour des pas d’espace variant entre 10~%° et 1072, Ces
valeurs sont suffisamment petites pour représenter le comportement asymptotique
de l'erreur. Le taux de convergence numérique est alors la pente de cette droite.

Nous comparerons les résultats numériques avec le taux général 3, du théoréme
3.4 et avec le taux optimisé [ calculé dans les exemples de schémas traités.

87



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

2r E3
15F —
8
g
>
g
z
8
3 1r b
%
3
B
0.5+ —
——  Taux théorique optima
Taux théorique général
* Taux numérique
o , , , , ! ! !
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6

Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.2 — Schéma de Lax-Wendroff, exemple 1 : ¢o = 2

2r ¥ +
15F —
8
3
=
g
g
2
8
o 1| i
< %
3
B
0.5+ —
——  Taux théorique optima
Taux théorique général
* Taux numérique
° . . . . . ! ! ! !
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.3 Schéma de Lax-Wendroff, exemple 2 : g5 =1
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15F

Taux de convergence

0.5

Taux théorique génér:
* Taux numérique

——  Taux théorique optim#
I

. . . . . . .
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6
Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.4 — Schéma de Lax-Wendroff, exemple 3 : ¢o = 2

Nous remarquons que le taux calculé au théoréme 4.1 est bien optimal alors que
celui calculé au théoréme 3.4 n’est que minimal.

4.1.5 Remarque sur le schéma de Lax-Wendroff usuel

Si nous discrétisons les termes U(t,,r;) par la discrétisation standard U}, nous
obtenons le schéma de Lax-Wendroff usuel :

pyrtl _pn At Un . —yn
23 77— (AL 2N (AB - BA) | AL TiL
Al ( o UB )) 277
At 2 ]YL+1_2U]YL+UJH—1 n At 2171

Ce schéma n’est pas développable en P toutefois, le taux de convergence observé
numériquement est égal a celui calculé dans le théoréme 3.2. Il semble donc que
la condition d’étre développable en P ne soit pas nécessaire pour que le taux de
convergence soit celui calculé dans le théoréme 3.2 mais uniquement suffisante.

4.2 Schéma de Crank-Nicolson

4.2.1 Ecriture d’un schéma de Crank-Nicolson

Nous utilisons ici la discrétisation standard du terme d’ordre 0. Le schéma de
Crank-Nicolson est done le suivant :

n+1 n n n n+1 n+1 n n+1
u _ AUj+1 B Uj—l + Uj+1 B Uj—l + BM

At 4Azx 2

(4.2)
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La matrice d’amplification du schéma est alors :

O(¢) = (Id - 7( Smffl’) A+ B)) B (Id . 2t Smff‘r)A + B)) .

Posons z = zsm(A %) alors Q(€) s'écrit

~ At - At
A - (1a-Fre)  (10+5r0).
Proposition 4.5 Le schéma de Crank-Nicolson (4.2) est développable en P.

PREUVE :
Nous développons (Id — %P(z))_l en série de Neumann ce qui est licite car
SUPE) < SHIENAN+ B < 5(ywhy Il + hol| Bl|) < 1 pour ho assez petit.

0@ = (10-3re) 10+ 3re)

(+oo
_ ( A p )(IdJr%P( ))

+00

Atk .

= Id+ ) 5 P()
k=1

= Id+ P(z)+ %P(zf + AP Ry,

avec

+00 _ +00
AtF—3 . Atk 3
k=3 k=0

Et Ry et ses dérivées commutent bien avec P(z). De plus, nous avons :

- I A
106 ~ 1l < Y- S IPE)IP

k=1

At -
atlPE (1- S 1PEI)
Or, pour tout n > 0, il existe kg > 0 tel que £L[|P(2)|| < n, ainsi

. 2
1Q€) = Tdlf < 7=
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Donc, il existe € > 0 tel que pour hq assez petit nous avons :
1Q(§) — Id]| <1 —¢,

ce qui achéve la démonstration.

4.2.2 Etude de la stabilité

Proposition 4.6 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé, le schéma de
Crank-Nicolson (4.2) est stable.

PREUVE : Nous utilisons la méme méthode de démonstration et les meémes notations
que pour le schéma de Lax-Wendroff. Soit p£(£) une valeur propre de @, elle s’écrit :

1+ 2EA(2)

() _ g)\(z)

ol A\(z) est une valeur propre de P(z). En utilisant la proposition 1.5, nous avons :

1—|—At)\ z—l—Atf( )
u§) = . -
-5 5f(2)
_ 1+ fﬂ)\o sm(§Ax) + % (2)
1 —iZXgsin(¢Az) — 5L f(2)
Donc : o
‘1 + 3 2 1+Z'Y)\osin(£Ar)‘
E) =

l i3 Ao sin(§Ax)

Or, nous avons, pour |z| > C :

N (C N DSV IO [ N
2 1 + i3 Ao sin(§{Ax) 2 2 1—i%)\osin(§Ax) =2

oit M = sup,>¢ |f(2)|. Ainsi, si At < Z

1+ 40
<
()| < A M
3MAt
< exp( 5 )-

Et, de méme que pour Lax-Wendroff, lorsque |z| < C, comme A(z) est bornée, le
résultat est vrai.
Nous avons donc bien montré la stabilité du schéma de Crank-Nicolson. 0
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4.2.3 Taux de convergence

Théoréme 4.2 Sile probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut q, et si
le schéma de Crank-Nicolson (4.2) est faiblement stable de défaut qa, alors, pour une
donnée initiale dans H%, le taux de convergence pour le schéma de Crank-Nicolson

(4.2) est :
2((14 - maX(Qh Q2))
max(qq, 3 + max(qi, ¢2)) — max(q1, q2)

PREUVE : De méme que pour le schéma de Lax-Wendroff, il suffit de montrer que
No=r=2et p=3.
e Montrons que 3C' > 0, VAz, Az < hy, VAL, At < ko, V¢, [£] < 7, |2] < Cl¢].
Par définition, |z| = % < [€|. Donc C' = 1 convient.

e Montrons que : Vj >0, 3By > 0, VAz, Az < hy, VAL, At < ko, V¢, [§] < =,
89 Ry, (At, Az, :
|2 eeam | < g1+ fef).

Nous avons :

+oo i
EIAth—
Z 2 ~P(2)"?
2k+2(f — 4)!

k=j

¥ Ry (AL, Az, )
DAL

IN

+o0 —j
kIAtE—I s
> g = L)

k=j

(A
< C’(1+\5V+3)Z%

k=j

< Bi(L+[gP™).

e Montrons que V|| < &5, [z — i§] < KAz?[¢[° ce qui montrera que r = 2 et
p=3.

2= zism(ﬁfx) — i + O(E*As?),

ce qui donne la conclusion.

4.2.4 Reésultats numeériques

Nous effectuons les mémes calculs que pour le schéma de Lax-Wendroff.
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15F q

8
g
>
g
z
8
3 1r 7
%
3
B
0.5 —
——  Taux théorique optima
Taux théorique général
* Taux numérique
o , , , , ! ! !
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6

Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.5 — Schéma de Crank-Nicolson, exemple 1 : go = 2

2r + ¥
15F —
8
3
>
g
g
z
8
3 1 b
%
3
B
0.5+ —
——  Taux théorique optima
Taux théorique général
* Taux numérique
o , , , , , ! ! ! !
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.6 Schéma de Crank-Nicolson, exemple 2 : g5 = 1
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15F

Taux de convergence

0.5F

Taux théorique génér:
* Taux numérique

——  Taux théorique optim#
I

. . . . . . .
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6
Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 4.7 — Schéma de Crank-Nicolson, exemple 3 : ¢go = 2

4.2.5 Présentation rapide d’un autre exemple : le schéma
Box-Scheme

Nous allons étudier le schéma Box-Scheme suivant :

WPV DOV g O VO, V)
2At - 2Ax (4 3)
+ B 7l

Nous avons alors :

eithr At b At —~
Id— At————— A — = Jd+ At———A+—B | V"
( ¢ tAa:(l + i€AT) 2 ) v ( d+ tAg;(1 + eitAx) + 2 ) v

o Q) = (1a+5Pe) 1(1d— SPO).

2(62'5Am o 1)
Ax(1l + ei€Ar)
Ce schéma a une forme analogue au schéma de Crank-Nicolson, et nous pouvons
donc montrer les résultats suivants :

avec ici :

Proposition 4.7 Si le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé, le schéma
Boz-Scheme (4.3) est stable.
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Théoréme 4.3 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut qq, et
si le schéma Box-Scheme (4.3) est faiblement stable de défaut qo, alors, pour une
donnée initiale dans H%, le taux de convergence pour le schéma Boz-Scheme (4.3)
est :
_ 2(qu — max(q1, ¢2))
max(qy, 3 + max(q, ¢2)) — max(q1, g2)

4.3 Schéma de Lax-Friedrichs

Nous allons étudier dans cette partie un schéma de Lax-Friedrichs sous la condi-

tion % = ~ constant, alors le schéma de Lax-Friedrichs est d’ordre 1. La discréti-

sation classique du terme d’ordre 0 va donner un schéma développable en P. Nous

avons le schéma de Lax-Friedrichs suivant :

n+1 1 n n n n

v —§(Vj+1+Vj_1):A j+1_Vj—1+BVn (4.4)
At 2Ax a '

Nous avons alors : R
Q&) = cos(§Ax)Id + AtP(z),
__ -sin(€Ax)
avec 2 = ZT.
Proposition 4.8 Le schéma de Lax-Friedrichs (4.4) est développable en P.

PREUVE : Nous écrivons le schéma sous la forme :

~

Q(At, Az, &) = cos(§Ax)Id+ AtP(z)
= Id+ AtP(z2) + At’R;.

avec !

Ry, = ﬁ(l—cos(fo))[d

+oo 2(k+1) ]
_ Z § (Qk) At%,
V2D (2(K + 1))!

qui a bien les propriétés voulues. De plus, nous avons :
1Q(€) — Id|| < |cos(§Az) — 1] + At|[P(z)]].
Or €Az < mAz'0 < wh{™sid < 1.

Donc, pour hgy assez petit, nous avons la conclusion. 0

95



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

4.3.1 Etude de la stabilité

Proposition 4.9 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé, le schéma de
Laz-Friedrichs (4.4) est stable sous la condition CFL :

VA e oa(A), M| <1
PREUVE : De méme que pour les schémas précédents :
(&) = cos(EAx) + At(Noz + f(2)).
Donc, pour |z| > C':
11 < [cos(§Az) + iAo sin(§Ax)| + MAL.
Donc, sous condition CFL, nous avons bien :
Il <1+ MAE < M,

ce qui prouve la stabilité. 0

4.3.2 Taux de convergence

Théoréme 4.4 Si le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut q,
et si le schéma de Lax-Friedrichs (4.4) est faiblement stable de défaut qo sous la
condition CFL VX € o(A), |[\y| < 1, alors, pour une donnée initiale dans H™, le
taux de convergence pour le schéma de Laz-Friedrichs (4.4) est :

_ (C_I4 - maX(Qb Q2))
max(qy, 2 + max(qi, ¢2)) — max(qi, g2)

PREUVE : De méme que pour le schéma de Lax-Wendroff, il suffit de montrer que
No=r=1et p=2.
e Evaluons les dérivées de Ry :

PR (AL Az, E) | || ¢2k+1) (21 »
' oA H = |2 ew i

< Bi(1+[¢P").

T

s |2 — 6] < KAz%|€]? ce qui montrera que r = 1 et

e Montrons que V[{] <
p=2.
sin(€Ax)
= ]—
Ax

ce qui donne la conclusion.

=il + O(E3Az*) =i + O(E?Ax) si 6 < 1,
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4.4 Schéma décentré

Supposons que nous avons écrit la matrice A sous forme de blocs :

(AL 0
(00

ou A, de dimension Ny x N, (resp. A_ de dimension N_ x N_) est constitué des
blocs de Jordan de valeurs propres positives (resp. strictement négatives).

Nous décentrons les dérivées en = selon les caractéristiques, et discrétisons de
facon standard le terme d’ordre 0. Le schéma décentré s’écrit alors :

Yyt _yn A, 0 n__|n 0 0 Vr_yn
J J + J+1 J J Jj—1 n
A R— e — = + BV 4.5

At (o 0) Az +<o A_) A BV (49)

Sa matrice d’amplification est donc :

~ Sl iy} 0
Q) =1d+at| 2 2 L) +atB

Nous ne pouvons pas ici utiliser les résultats du chapitre précédent, car () n’est
pas développable en P. Il dépend en fait de deux parameétres, comme nous allons le
voir maintenant. Pour étudier les valeurs propres de (), nous posons

eolg 0
P(&?“):g( uO " 1—e‘“‘A )+B>

avec u = £Ax. Nous avons alors @(f) = Id + AtP(&,£Ax), et nous étudions les
valeurs propres de P (£, u), ou nous supposerons & > 0 et u > 0 (quitte & échanger
les signes). Nous faisons le changement de variables

u 1 1 —cosu

sinu &’ v= u

Tr =

et définissons la matrice

M(z,y) = ( (i_gM* (i—i-(g)/)A_ ) +zB.

Alors P(€,EAx) = M (z,y). Lorsque & — +oo et EAz — 0, ce qui est le cas qui

% — 0ety~ 2 — 0. La matrice M est donc une perturbation

nous intéresse, x ~ 5

de iA mais, comme cette perturbation dépend de deux variables, la théorie des
séries de Puiseux appliquée précédemment n’est plus valable. Nous allons obtenir
un résultat asymptotique a l'aide du théoréme de Seidenberg-Tarski. La matrice B

est décomposée par blocs suivant les blocs AT et A=, B = (g; g;i )
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Lemme 4.1 [l eziste une transformation analytique S dans les variables (x,y) telle
que :

g_l(x,y)M(x,y)g(x,y) = ( Mlléa:,y) Mgg?ﬂf v) ) = M(x,y),

8 ([ Id zS(z,y) Id g
avec S(z,y) = ( 0 Id ) ( ol (z,y) Id )

PREUVE : L’analyticité de la transformation résulte de théorémes généraux, puisque
la matrice M est elle-méme analytique [14]. Nous allons écrire explicitement la trans-
formation, car nous aurons besoin de connaitre les premiers termes du développe-
ment. Nous éliminons d’abord le bloc supérieur droit. Remarquons d’abord que

1 .
(§=) " = ({%%). Nous calculons pour toute matrice S,

Id —zS(x,y) Id xzS(xz,y) \ ([ Ru R
< 0 Id )M(“”y)( 0 Id ) \ Ry Ry )
Avec :

R = (i — ) As + 2By — a2S(5,1) B,

Riy = [(i —y)Ay + 2By — 22S(x,y) Bar]xS(x,y) + 2Biy — 25 (x, y)[(i + y) A_ + 2Bas),

Ry = xBa,
R22 = 3325(3?, y)321 + (2 + y)A_ + 33322.

Nous cherchons S sous la forme S = >,% Sj.(y)z*, de facon que Rj5 = 0. Nous
définissons sur l’espace vectoriel complexe des matrices N, x N_, l'opérateur A
par AX = (i —y)A; X — (i + y) X A_. Puisque (i — y)A; et —(i +y)A_ n’ont pas
les mémes valeurs propres, A est un isomorphisme. Nous obtenons les relations de
récurrence suivantes :

ASy(y) + B2 =0,
AS(y) + Ba1So(y) — So(y)Bag = 0,

ASk(y) + BuSk-1(y) — Z Sj(y)Ba1S;(y) — Sk-1(y) Baa, k > 2,

itj=k—2

qui définissent la suite S;, de facon unique. Nous définissons maintenant les opéra-
teurs AT X = A, X — XA et A~ X = A, X + XA_, et nous décomposons Sy sous

la forme ;;08 ?y7. Nous obtenons la relation de récurrence suivante :

A+SY =By,

A+S) =iA=S)Th > 1 (4.6)
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ceci nous détermine le développement en série de S dans les variables x et y. En
effectuant le méme calcul pour 7', nous obtenons

( —:ﬂ{(dx,y) Iod ) M(,y) ( xT?ﬂi Y) fod ) B ( R:; (222 ) '

,11 - R117
1 = (=T Ry + Boy + RosT Ras),
5o = T(Ba1 + RaaT Rya).
La premiére ligne de blocs n’est donc pas affectée par cette opération, et nous ne

travaillons que sur la deuxiéme ligne, ou nous devons définir T" de facon a annuler
, . . .
R, ce qui se fait comme précédemment. 0

Avec :

My (x,y) est donnée par Ry, et si nous regardons les premiers termes du déve-
loppement, en séries, nous obtenons

]\Zl(x, y) = (i —y)Ay + 2By — 2°Sy By — 2°ySyBay + - - (4.7)

Nous notons fiy(x,y) les valeurs propres de J\Zl(az,y) et A\o(A) est une valeur
propre de A, . Nous avons alors :

o 111(0,) = (i — y)Mo(A,) done Re (fa(0,5)) = —yho(A4) > 0,

e /i1(x,0) est une valeur propre de iA, + xB ainsi, comme le probléme est

faiblement bien posé, Re (fi1(z,0)) < ax.

Nous avons le méme résultat pour les valeurs propres fis de Mgg(as,y). Donc, toute
valeur propre fi(z,y) de M(x,y), vérifie :

o Re (ji(0,y)) >0,

e Re(fi(z,0)) < ax.

Théoréme 4.5 [l existe ¢ > 0, § > 0 et 6 > 0 tels que pour tout (z,y) tel que
|(x,y)|| < e, pour toute valeur propre ji(z,y) de M(z,y),

Re (ji(z,y)) < oz + B(ay)’.

PREUVE : Elle repose sur le théoréme de Seidenberg-Tarski sur les ensembles al-
gébriques [14] que nous rappelons ici, car son énoncé est trés simple. Un ensemble
semi-algébrique de R est une union finie d’ensembles définis par des égalités ou in-
égalités polynomiales. S’il n’y a pas d’inégalités, on parle d’ensembles algébriques.

Théoréme de Seidenberg-Tarski [.’image d'un ensemble semi-algébrique par une
application polynomiale est semi-algébrique.

Nous utiliserons ici une forme équivalente : la projection d’un ensemble semi-
algébrique sur un sous-espace est semi-algébrique. Nous nous placons dans R* =
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{(z,y, Re (), Im (f1)}. Le polynome caractéristique de M y définit une surface al-
gébrique de dimension 2. Soit

G = {(x,y, fi1), o avec fiy + ifiy valeur propre de M}

G est semi-algébrique dans R?* par le théoréme de Seidenberg-Tarski. Définissons
maintenant

H={(e,n,z,y,n) ERy xR, X G, iy >ax+nx>0,y>0zy <e}

H est un sous-ensemble semi-algébrique de R®. Supposons H non vide, et regardons
sa projection H., dans le plan ,7. Elle est aussi semi-algébrique. Par définition,
‘H ne rencontre la droite ¢ = 0 qu’en 0. Puisqu’il est donné par un nombre fini
d’équations algébriques et d’inéquations de la forme P;(e,n) < 0, on peut faire un
développement de Puiseux dans chacune des inégalités, et obtenir une collection
d’inégalités du type n < B3;¢%. On a donc

38> 0,6 > 0,Y(e,n) € Hepy, n < Be’. (4.8)

Montrons maintenant que pour tout (x,v, fi;) dans G, fi; < 26(zy)°. Procédons par
I'absurde et supposons qu’il existe (z,v, fi;) dans G, avec ji; > 23(xy)°. Choisissons
dans (4.8) n = fi; et ¢ = zy. On a alors fi; < B(xy)’, ce qui contredit hypothése.

1—cos(§Ax)

Ici, nous avons xy = Sn(EAT)E

Az 1 .
> et w & donc :

Re (i) < o'g + 70"

Donc si p est une valeur propre de P, alors :
Re (u(x,y)) < " + #"€Aa% < C.
Les parties réelles des valeurs propres de P sont bornées.

Théoréme 4.6 Si le probleme de Cauchy est faiblement bien posé, si les pas de
temps et d’espace sont tels que pour toute valeur propre X de A, |yA| < 1, le schéma
décentré est faiblement stable.

PREUVE : La méme démonstration que dans le théoréme 4.5 montre que pour toute

valeur propre de M correspondant a une valeur propre positive de A, il existe a > 0,
6 >0, et 0 > 0 tels que, pour x et y assez petits, on ait

[z, y) — (i — y)Xo(AT)| < oz + B(zy)° (4.9)
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En effet si nous posons ®(x,y) = (z,y) — (i — y)A\o(AT), nous avons ®(0,y) = 0,
O(2,0) = i(x,0) — iXg(AT). Puisque ® est continue et que ®(0,0) = 0, il existe un
a positif tel que pour x et y suffisamment petits, on ait

Re (9(0,y)) =0, —ax < Re (®(x,0)) < ax,
Im (®(0,y)) =0, —azx < Im (®(z,0)) < az.

On en déduit (4.9) comme dans la preuve du théoréme (4.5). Pour démontrer la
stabilité, nous utilisons maintenant la proposition 3.2. D’abord nous avons H@ —
Id]] < KAt(1 + [[€]])? avec 6 = 1. 11 suffit donc de montrer que toute valeur propre
(&) de Q vérifie bien

(@] < e

pour un certain o. Or p(§) =1+ %ﬁ(a:, y), et si i correspond & une valeur propre
positive de A, nous pouvons écrire par (4.9)

oit le reste R(z,y) est majoré en module par ax + 3(xy)°. Nous pouvons écrire alors

W) = 1+ 2 - y)AalA) + Ry,

= 11— cosEADA(AT) + iysinAs + ATEY)
xr

Nous reconnaissons a droite de ’égalité le coefficient d’amplification du schéma
décentré pour I'équation scalaire, et donc sous la condition YA\g(A1) < 1, on a

s
xry
p(©)] <1+ At(a+ 570
et @ ~ S(%)‘S qui est borné si on a choisi {£Ax° < 7. Nous avons donc prouvé

que toute valeur propre p(§) de @ correspondant a une valeur propre positive de A
vérifie bien

()] < e,

Le résultat est le méme pour les autres valeurs propres.

O

Corollaire 4.1 Si le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé, si les pas de
temps et d’espace sont tels que pour toute valeur propre X de A, |yA| < 1, le schéma
décentré est convergent pour une donnée initiale de régularité qu > max(q, qz) et le
taux de convergence du schéma est minoré par :

_ q4 — maX(Qla Q2)
max(qs, 2 + ¢1 + ¢2) — max(qi, g2)
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PREUVE : Nous allons appliquer la proposition 3.4. Comme nous avons prouvé que
le schéma est stable, il suffit de montrer que » =1 et p = 2. Or, nous avons :

Q&) = Id+ ALEA+0(2A2)) + AtB
= Id+ AtP(i€) + O(£2Ax?)
= exp(AtP(i€)) + O(E2Az?).

Nous avons donc bien r =1 et p = 2 ce qui achéve la preuve. 0

Si dans la définition 3.1, nous remplacons P(z) par P(§,{Ax), alors le schéma
décentré vérifie les hypothéses de la proposition 3.6 avec Ny = 1. Nous obtenons
donc I'estimation analogue a celle obtenue dans le cas des schémas développables en
P R

1Q™(€) — exp(t,P(€, EAD))|| < Kes A (1 + [¢])* .
Par contre, la seconde estimation 3.10 ne s’obtient plus comme dans le cas des

schémas développables en P . Nous avons méme une forte présomption qu’il existe
des cas ou elle n’est pas valable. Considérons en effet les matrices

11 00 -
A+ — (0 1), AT = —A", By = By =0, By = <1 0)’ By = (2 O)'

Alors on peut calculer les valeurs propres ji(x,y) comme plus haut, et une au moins
d’entre elles est de la forme

. . 11—
u(m,y):z+y+7x\/§+-~-,

et n’est pas dérivable en 0 dans la variable y. C’est pourquoi la différence

Jexp(" M(z,)) — exp(“2 M (. 0))]

n
x
ne pourra pas étre bornée de maniére analogue au cas des schémas développables
en P. Le schéma décentré a donc un comportement inattendu. Le traitement de ce
comportement est en cours.
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Chapitre 5

Etude de schémas multipas pour des
équations a coeflicients
constants

Dans cette partie, nous allons considérer des schémas a ¢ + 1 pas en temps avec
q > 1 a coefficients constants :

Vn+1 Z ngn o

Nous nous ramenons a un schéma a un pas en notant : :
n _t n+ n n _t An—i— in
V=t (VT V™ et V=2 (VT V).

Nous avons alors :

Vn+l Qvn
avec .
Q@ 1)'Qo (Q1)7'Qr - ... (Q)'Q,
Id 0 0
Q= 0 :
: . N 0
0 0 Id 0

Nous allons adapter les résultats du chapitre 3 aux schémas multipas et les
appliquer au schéma saute-mouton.
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5.1 Un résultat de stabilité

Nous montrons ici un résultat de stabilité qui n’utilise plus, contrairement a la
proposition 3.2, 'hypothése ||Q — Id|| < KAt(1+]|£]])? qui n’est pas vérifiée pour le
schéma de saute-mouton par exemple. Le résultat suivant s’appliquera aux schémas
multipas de type “point milieu” pour la discrétisation en temps.

Proposition 5.1 Nous considérons un schéma de la forme :

Vn—i—l _ Vn—l
At
o R est un opérateur en espace R = R(D™, D™). On suppose qu’il existe ho, kg > 0
tels que : R
e 3K >0, Vh; < hg, V€ € Dy, |R|| < K1+ |I€]),

e il existe ag tel que pour tout At < ko et pour toute valeur propre p de @,
|| < e,

o le schéma de démarrage vérifie : Vh; < hg, V¢ € Dy, Hl//\lH < K(1—|—||§||)||‘//\0||
Alors le schéma est faiblement stable.

= RV",

PREUVE : Ici Q(§) = < Atﬁ(@ rd ) Nous effectuons la décomposition de Schur
de R : R
R=S"(A+T)S,
Moo 0 O 2
on A = Dol et T =]~ - ' , avec S unitaire. Posons
0 ... A : I
" 0 ... ... 0

Wn = SVn, alors Wt = n—1 4 At(A + T)W Nous avons alors :

VI<i<N—1, Wil = Wil 4 AL + At Z t W,

Jj=i+1
n+l n— l n.
W =W + Atdy W
Nous montrons le lemme suivant :

Lemme 5.1 Si pour tout n > 1, U™ = MU"™ + NU" ! + F,, alors, pour tout
n > 1, nous avons :

()= Gad) ()20 d) ()
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PREUVE : Nous procédons par récurrence sur n :
e Pour n =1, le résultat est clairement vrai.
e Supposons le résultat vrai au rang n € N*. Nous avons :

Ul [ MU+ NU"'+F,

vr ) T U
(M N vt N\, (F
= \1d o)\ vt 0
(M N\"/U +"‘2 N\ Fn
~ \1d o v ) T2\ 1d o 0

B M N n Ul +n—1 M N n—k—1 Fk+1
—\1d o 00 )&\ 1d o o )

Nous avons ainsi prouvé le lemme. O

En utilisant le lemme précédent, nous avons :
Wi\ A L\ W]
VVZ-n_l o 1 0 @
2 AN 1\ O,
— 1 0 0

Or, en diagonalisant, nous obtenons :

(a 1)”: 1 (u’f“ wat ey ) )
10 f1 — fio py =y ppe(pT = pg )

Avec : p119 = atvartd V;2+4.
Nous avons donc :
n pY — py _ n—1\1170
wr = = ——2W + i (p = YW
Ml M
n _,Un k—1 N o
+Z 2 At Y W
k=0 j=i+1

M M - Mn k=1 Iun k—1 N —
Y et B o} (Wl +,u2W0 WO Z 1 2 At Z thJkH ,
H1— H2 k=0 j=it1
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ol [ty 9 = O‘ifo‘z“ avec o = At\;.
Or @ = ( A[th Iod ), donc les piq 2 sont les valeurs propres de @, donc par
hypothése :
‘u172‘ S 6015At'

Ainsi, si nous considérons [|£||At < ¢, alors :
At < AHR|| < KA1+ [|€]]) < K(ho + ).

Donc, pour hg et e assez petit, il existe C' > 0 tel que :

iy — pia] = [\/A2A2 + 4] > V/C.

n n agtn
‘Ml_ﬂz 28

Donc :

m—pe| T VC

Si nous considérons maintenant € > 0, pour ||£||At > ¢ :

n—1

k, n—1—k
E Hy o
k=0

Nous avons donc prouvé I'existence d’une constante C” telle que :

"M? _'ug — < nedstn < t_"eoéstn < tnweastn'
M1 — ph At

‘u’f—u?

< C'(1 A [[€lDest.
1 — 2

Nous pouvons alors montrer le lemme suivant :
Lemme 5.2 Vi e {1,...,N},

W7 < Ci(1 4[| )N N ~es max([WP] + [W])).

PREUVE : Nous procédons par récurrence descendante sur i :
e Pouri= N,

Wi = B BE T (™ = WY,
H1 — 2
Donc :
Wi = Ot fehes W] + 265 W)

A

Cv(1+ |€])es" max(|W?| + [IW]]).
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e Soit 1 <1 < N — 1, supposons le résultat vrai pour tout j > ¢+ 1, nous avons

alors :

- o o o n—2

WW\=Cﬂ+mMWWWHf¢WﬂH#MWWH(Zﬁﬂ+MWWH”
k=0

N
x (m D O+ €N e max([WO| + IWH)))
r>j

j=i+1
< Con(U+ )Y st max((TW2) + (W),

O
Donc : - -
[Well < C+[IgNN ey es (W] + [wol).
Or Yk, |[WH|| = |[VF|| et comme V|| < K(1+ ||€])[VO]l, nous avons :
V2] < C+ [l€])N 2N eost [ VD).
Ce qui achéve la preuve.
O

5.2 Taux de convergence

Le théoréme 3.1 ainsi que toutes les propositions qui en découlent restent valables
mais, contrairement aux schémas a un pas, le probléme n’est plus d’évaluer :

O - Q)]

mais :

—Q"(¢)

ptnta PGE O Va
tnP(7,§ VO

L’analogue du théoréme 3.1 est alors :

Théoréme 5.1 On considére que le probleme de Cauchy est faiblement bien posé
de défaut q1 et que le schéma est faiblement stable de défaut gs.
On suppose de plus que :

<< LVE] < h5’
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etnra PUE 0 Va
; QMO | 1 || S Ctah (Lt €PN
otn P(i€) [0 10

Soit q4 tel que :
max(qi, q2) < q4 et s < §(max(qq, o) — max(qq, q2)). (5.1)
Alors : 3K, o/, Vf € H*(R),
U (tn, ) = SV |12 < Ke® "t | U o,
ol :

5 = s(qs — max(qq, q2))
max(qq, o) — max(qi, qz2)

Nous cherchons maintenant, comme dans le cas des schémas a un pas, a calculer
une valeur de o qui donne un taux de convergence optimal.

Nous considérons a partir de maintenant que d = 1. Comme dans le chapitre 3,
nous notons Az = h.

Définition 5.1 Un schéma multipas est dit développable en P s’il existe @ tel que :

q

> Q)R =

o=0
et Q) est développable en P au sens de la définition 3.1 .
Nous allons alors prouver le théoréme, analogue au théoréme 3.2, suivant :

Théoréme 5.2 On suppose que :
e le probléeme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut ¢,
° = % est constant et le schéma est faiblement stable de défaut go,
o le schéma multipas est développable en P et on note Ry, le reste du dévelop-

pement de Q,
o Vk > 0, dB; > 0, VA.Q?, Ax < ho, VAt, At < ]{?0, VS, |€| < s

Azd’
Bk(l + ‘S‘No+k+l)7
o JC > O; VA.Z', Az S hO; VAt7 At S kO; vf) |€| S vl ‘Z| S C|€|;

<

OAtk

O Ry, (At,Az,£) H

Azd’
o V[§| < 5, |z — i€ < KAx"|E]P, o z = z(At, Aw, &) est introduit dans la
définition 5.1.
e les schémas d’initialisation sont tels que : Yo € {0,...,q},

1Q7U0 — Vo || < CAENo (1 + €]y Vo1,

108



tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

Alors :

n+qP(Z§ Va
~QUO | || < et (At p a1 gyt o) 0]
Vo
PREUVE :
e Nous avons :
Qrra Qrtat
Q : = :
@” @n-{—l
Donc : N N
Q Qe
QI | = :
Id O

Nous avons alors, en utilisant les hypothéses portant sur @) :

—QUO | s |00 =
Id (6tnP(i§) _ @n)ﬁb
< Kensa (AN + A7) (1 + [¢])me ot rane o | 0]

ll e @ Gt Qn*q)

e Il reste donc a évaluer :

Va Q1
QO |- | | U
o Id

Or, comme le schéma est faiblement stable de défaut g9, nous avons :

— ~

Va Q1
ool |-l |
Vo Id
vi o
S | N
Vo Id

< Ksest (1 + €))% maxoco<y |V — QU0
< Kgeost (14 |E))2 AN (1 4 |¢])Nort,
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en utilisant I’hypothése sur le schéma d’initialisation.
Nous avons donc la conclusion.

5.3 Etude d’un exemple : le schéma de saute-mouton

5.3.1 Ecriture d’un schéma de saute-mouton

Nous utilisons la discrétisation classique du terme d’ordre 0. Nous obtenons le

schéma suivant : " .
Yl oy Vn . _yn
J I bl =L pyn 5.2
2L one BV (5:2)

Nous avons alors :

Ve ) _ (200 (262244 B) 1d v
Vn Id 0 Vn—l ’

Donc, la matrice d’amplification du schéma est, :
~oo [ 2AtP(z) Id

sin(€Ax)
Az

avec

5.3.2 Etude de la stabilité

Pour étudier la stabilité du schéma de saute-mouton, nous allons appliquer la
proposition 5.1.

Proposition 5.2 Sous la condition CFL :
VA ea(A), v|Al <1
et pour tout schéma d’initialisation tel que :
IVI] < &1+ DIVl
le schéma de saute-mouton est faiblement stable.

PREUVE : Avec les notations de la proposition 5.1, on a R= 2P(z). Montrons que
les quatre hypothéses sont vérifiées.
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e Nous avons :
IR] < 2(|2IAll + 1BII) < 2l Al + IBI) < K (1 +|€]).

e Soit 4 une valeur propre de Q. Alors, il existe A(z) valeur propre de P(z) telle
que :
p? —2X(2) Aty —1 = 0.

Donc :
= N2)At £ /\(2)2A82 + 1.

Or, nous savons qu'il existe C' tel que si |z| > C, A\(2) = \gz + f(z2) avec [
bornée. Nous avons donc :

o= oz f(2)At £/ ( Nz + f(2))2A82 + 1
= iAysin(§Azx) + Atf(2)

/N2 Sin(EAT)? + 2idgy sin(EAT)ALF(2) + f(2)2AL + 1.

Or, nous avons :

A2y?sin(EAZ)? + 20y sin(EAT)ALS (2) + f(2)?At* + 1
=1 — \1?sin(£Ax)? + O(At) uniformément en &.

Donc :

= 1Xysin(§Ax) £ \/1 — A3y?sin(EAT)? + O(AR).

Or, |idgysin(€Ax) £ /1 — A242sin(€Az)2| = 1, donc :
| <14+ MAtL < MAY

ce qui prouve bien le deuxiéme point.
e Enfin le dernier point est vérifié par hypothése.
La proposition 5.1 montre donc que le schéma de saute-mouton est faiblement
stable.

O

Remarque 5.1 Dans le cas de problémes fortement bien posés, la condition CFL
doit étre stricte pour obtenir la stabilité du schéma. Toutefois le comportement n’est
pas le méme pour y|\| > 1 et pour y|\| = 1. En effet, l'instabilité provenant de
Y|A| > 1 est une croissance exponentielle de ||C/Q\”H en fonction de n, qui est toujours
une instabilité au sens de la stabilité faible. Cependant, dans le cas y|\| = 1, la
croissance observée est linéaire en n, ce qui peut se ramener @ une croissance linéaire
en &, qui n’est pas exclue dans la définition de la stabilité faible. Le graphique suivant
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donne Uerreur en norme L? en fonction du pas d’espace. Le schéma d’initialisation
est un schéma de Lax- Wendroff, [’équation traitée est celle de 'exemple 1 et la donnée
initiale est H/?. Nous avons pris v = 1 et nous observons que le schéma est bien
convergent.

Erreur en norme L2

. . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8
x10°

Pas d’espace A x

F1G. 5.1 — Schéma de saute-mouton pour y|A| =1

5.3.3 Taux de convergence

Nous allons calculer un taux de convergence optimal en utilisant le théoréme 5.2.

Théoréme 5.3 Si les hypotheses suivantes sont vérifiées :
o e probléeme de Cauchy est faiblement bien posé de défaut qq,
e le schéma de saute-mouton (5.2) est faiblement stable de défaut qo sous la
condition CFL stricte Y\ € a(A), y|\| < 1,
e e schéma d’mit/zglisa/tion est tel que :
| exp(ALP(i€))00 — V1| < CAR(1 + [¢]).
Alors, pour une donnée initiale dans H%, le taux de convergence pour le schéma de
saute-mouton (5.2) est :

_ 2((14 - maX(Qh Q2))
max(qq, 3 + max(qi, ¢2)) — max(q1, q2)

Remarque 5.2 L’hypothese sur le schéma d’initialisation nécessite uniquement

que le schéma soit d’ordre 1. En effet, si c’est le cas et si nous notons Qini la

exp(AtP(i€))—Qini
At : S

transformée de Fourier du schéma d’initialisation, nous avons : ||

KA1+ €))%
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PREUVE :
e Nous cherchons @) vérifiant I’équation :

Q> — 2AtP(2)Q — Id = 0.

Nous cherchons un développement en P de @) avec ay ;j = 0y jai, c’est a dire :

“+oo
Q=1Id+) aP(z)"At".

k=1

Nous posons ag = 1, nous avons alors :

Q* = Z ( Z aiaj> P(2)FAt*,

k=0 \i+j=k

En ré-injectant dans ’équation vérifiée par (), nous obtenons :

+00 +oo
>0 aa)P(2) AR —2) " ap P(2)* At — 1d = 0.
k=0 itj=k k=1

Ce qui donne la relation de récurrence suivante :

at—1=0
it jk @i — 2a;_1 = 0 pour k > 1.

Donc pour k > 1, 2a; = 2a5_1 — Y
bien définis.
De plus, la relation de récurrence est indépendante de la dimension, donc,
si nous posons x = AtP(z), les aj sont les coefficients de la décomposition
en série entiére de o + /22 + 1 qui a pour rayon de convergence 1. Donc le
développement de ) converge normalement pour |[AtP(z)| < 1 ce qui est le
cas lorsque § < 1.

e Comme les a; sont les coefficients de la décomposition en série entiére de
z4+v/2? + 1, nous avons a; = 1 et as = 3, donc Q = Id+AtP(z)+ATt2P(z)2—|—
At Ry, avec Ry = >, 20 ap3P(2) 3 Atk Cela prouve que Ny = 2.

itj=k, i jk @0 aINS1 les coefficients sont

Ry __ +oo k43 __ k! k—j : A :
De plus, 5% = 322 ar3P(2) G At En faisant le méme raisonne-
ment que pour les schémas étudiés précédemment, nous trouvons : H ‘gﬁ? B;(1+
1€1779). )
. _ .sin(€Az) - 3 2 o o
e Nous avons : z = === =i{ + O({’Az?), donc r =2 et p = 3.
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e Pour étudier le schéma d’initialisation, nous commencons par remarquer que :
1Q — exp(ALP(2))||| < CAL* (1 + [¢])*.
Donc :

1QUY — V|| < ||QUO — exp(AtP(2))U0)|

+| exp(AtP(2)) U0 — exp(AtP(i€)) U0
+| exp(AtP(i€))U0 — V1|

CAL(1+ €)1 0.

IN

Ce qui achéve la preuve.

5.3.4 Résultats numeériques

Nous effectuons les mémes calculs que précédemment. Le schéma d’initialisation
est un schéma de Lax-Wendroff. Nous obtenons alors les résultats suivants :

Taux de convergence

0.5r

——  Taux théorique optima
Taux théorique général
* Taux numérique

. . . . . . .
2 25 3 35 4 4.5 5 55 6
Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 5.2 Schéma de saute-mouton, exemple 1 : g5 = 2
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2r E3 *
*

15F
8
g
>
g
g
z
5
© *,
3 1r
%
3
B

0.5

*
Taux théorique optimal
Taux théorique général
* Taux numérique
o , , , , , ! ! ! !
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Régularité de la donnée initiale: q,

F1G. 5.3 — Schéma de saute-mouton, exemple 2 :

2r ¥
15F
8
3
>
g
g
z
8
g 1y ?
%
3
B
0.5+
*
Taux théorique optimal
Taux théorique général
* Taux numérique
o , , , , ! ! !
2 25 3 35 4 4.5 5 55

Régularité de la donnée initiale: q,

G2 =1

F1G. 5.4 Schéma de saute-mouton, exemple 3 : g5 = 2

Remarque 5.3 Le tauxr de convergence est analogue lorsque le schéma d’initiali-

sation est un schéma de Crank-Nicolson ou un schéma décentré.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons donné des définitions de stabilité, consistance et
convergence qui sont adaptées a la perte de régularité observée lorsque nous étu-
dions des problémes faiblement bien posés. Avec ces définitions nous obtenons une
condition nécessaire et suffisante de convergence qui est une extension du théoréme
de Lax-Richtmyer. Ce théoréme est valable sous des hypothéses trés larges : pro-
bléme a coefficients variables, espace de dimension quelconque et schéma & un pas
ou multipas.

Nous nous sommes ensuite intéressés au cas particulier des problémes a coeffi-
cients constants. Nous avons obtenu une minoration du taux de convergence pour
des schémas quelconques. Grace a cette minoration, nous avons retrouvé un résultat
essentiel de la théorie des schémas pour les problémes fortement bien posés : pour
une donnée initiale suffisamment réguliére, le taux de convergence du schéma est
égal a son ordre de convergence. Toutefois, ce résultat peut étre amélioré. En effet,
le taux de convergence obtenu dans le cas d’une donnée initiale peu réguliére n’est
pas proche de celui observé numériquement.

Afin de calculer de maniére optimale le taux de convergence, nous avons défini
une nouvelle classe de schémas pour laquelle nous avons démontré une nouvelle
expression du taux de convergence valable dans le cas de la dimension 1. Cette
nouvelle valeur est trés satisfaisante. En effet, on retrouve le taux de convergence
observé numériquement. De plus, la classe de schémas étudiée est suffisamment large
pour que, lorsque nous choisissons correctement la discrétisation du terme d’ordre
0, les schémas classiques en fassent partie. Seul le schéma décentré nécessite un
traitement particulier.

Nous avons donc atteint notre objectif, a savoir, donner une nouvelle théorie des
schémas numériques pour les problémes faiblement bien posés qui explique pour-
quoi des schémas instables au sens de la définition usuelle peuvent converger quand
méme. Il nous reste a améliorer le calcul du taux de convergence. En effet, il serait
intéressant de pouvoir calculer le taux de convergence de maniére optimale dans le
cas multidimensionnel et d’étendre la classe de schémas pour lequel le résultat est
valable. Une piste intéressante serait d’utiliser la théorie des décréments [7].

De plus, dans cette thése, nous n’avons étudié que le probléme de Cauchy. Une
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autre perspective est donc d’étendre la théorie développée ici dans le cas de pro-
blémes aux limites et de voir si une extension de la théorie GKS au cas des problémes
faiblement bien posés est possible.

Dans la seconde partie de cette thése nous allons étudier plus particuliérement les
problémes PML qui étaient la motivation de la premiére partie. Nous allons étudier
différentes causes d’instabilité de ces problémes et I'une d’entre elles sera le caractére
faiblement bien posé. Sur 'exemple des équations de Maxwell, nous calculerons le
défaut du probléme continu et le défaut de stabilité faible du schéma de Yee. Nous
avons donc un cas concret d’application des résultats obtenus dans cette partie.
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Deuxiéme partie

Stabilité des PML
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Chapitre 6
Généralités

6.1 Les premiéres PML de Bérenger

Les couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers) ont été introduites
par Bérenger dans [12|. Le but de cette méthode est d’étudier la propagation d’ondes
électromagnétiques en domaine non borné. Le probléme étant que, lorsque 1'on se
restreint au domaine d’'intérét, des conditions aux limites sont nécessaires.

Le principe de la technique de Bérenger est d’introduire une couche autour du
domaine d’intérét dans laquelle les équations sont modifiées. Cette couche ne va pas
influer sur les équations a 'intérieur du domaine d’intérét.

Cette méthode a acquis une énorme popularité car elle ne pose pas de probléme
de condition aux limites, elle traite le probléme des coins et elle est simple a mettre
en oeuvre.

6.1.1 Ecriture des équations

Nous considérons les équations de Maxwell transverses électriques (TE) dans un
milieu de permittivité £y, de perméabilité pg et de pertes électriques et magnétiques
o et o*. Si (E,, E,) représente le champ électrique et H, le champ magnétique, les
équations sont alors les suivantes :

0O By —0yH, +0E, =0
00 By +0,H, +oE, =0
poOH, — 0y, + 0, F, + oc*H, = 0.

Pour obtenir les équations PML, nous effectuons deux opérations. La premiére
est le splitting. 1l s’agit de séparer le champ magnétique en deux composantes non
physiques afin de n’avoir qu'une dérivée partielle en espace dans chaque équation.
Nous avons alors les équations :
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c00i By — 0y(H oo + Hy) +0E, =0
c00 By + 0p,(H. + H.y) + 0E, =0
IUOatsz + azEy + U*sz =0
poO .,y — OyE, + 0" H,,, = 0.

Nous remarquons que si H, = H,, + H,, en sommant les deux derniéres équa-
tions, nous retrouvons la solution des équations de Maxwell.

La deuxiéme manipulation est une modification de 'absorption (ou une intro-
duction de 1'absorption dans le cas du vide). Nous obtenons alors les équations
PML :

c00 By — 0y(H . + Hy) + 0y E, =0
00 By + 0p(Hop + Hzy) + 0, E, =0
MOatHz:c + a:z:l?y + O—;sz =0
Moatsz — 8yEx -+ UZsz = 0.

(6.1)

6.1.2 FEtude de la réflexion

L’étude de la réflexion se fait en étudiant la propagation des ondes planes entre
deux milieux PML de coefficients d’absorption différents séparés par I'interface x =
0:

* * * *
PML(021,0451,041,0,,) | PML(042, 05, 0y2,0;,)

Nous supposons que 'on a :

* * * *
Oz1 o Op1 Oz2 o 049 Uyl o Uyl Uy2 o 0y2

Y ) Y

€0 Mo €o Mo €o Mo <o o

Ces relations sont analogues a == "—;, ce qui pour les équations de Maxwell, signifie

que 'impédance du milieu est égale a celle du vide et qu’il n’y a pas de réflexion entre

le vide et le milieu pour une onde se propageant perpendiculairement a 'interface.
Nous supposons de plus :

_ * *
Oyl = Oy2, Oy = Oy

Alors, il n’y pas de réflexion a l'interface x = 0 et cela est vrai pour toute onde
plane, quelles que soient sa fréquence et son incidence.
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Si nous voulons étudier les équations PML dans le vide, le schéma ci-dessous
donne donc des couches sans aucune réflexion aux interfaces.

PML(0, 0, 05, 05*)

PML(cl, ol 02, o2

2 2% 2 2«
20030y, 0 PML(oZ,02%,02,0:")

x? x y, Y

vide
PML(0;,0;,0,0) PML(0, 0,0, 0) PML(0%, 03", 0,0)

PML(cl, ol ol ol*) PML(Ug?Ug*aU;aU;*)

x x y7 y

PML(0,0, 0}, 0l*)

YTy

6.1.3 Etude de ’absorption

L’étude par ondes planes effectuée dans le cas précédent ou I'interface est x = 0,
montre que les ondes sont absorbées exponentiellement lorsque o, # 0 et o # 0
ce qui est bien le cas dans la configuration précédente. Le probléme de la condition
aux limites au bord extérieur de la couche va donc étre de moindre importance.

6.1.4 Un exemple pratique

Pour mettre en oeuvre la méthode des PML de maniére concréte, il reste a déter-
miner la taille de la couche absorbante ainsi que la forme du coefficient d’absorption.

Dans [4], la propagation des ondes électromagnétiques est étudiée dans une bande
de direction, I'axe des z. Le domaine d’intérét est pour x € [—50,50]. Dans ce
domaine, les équations considérées sont les équations PMIL avec absorption nulle.
Pour 50 < |z| < 60, nous considérons les équations PML avec une absorption o,
non nulle. Il s’agit de la partie “couche absorbante” du domaine.
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—-60-50 50 o(

Fi1Ga. 6.1 Domaine d’étude

Le coefficient d’absorption doit étre continu. La forme standard [4] du coefficient
d’absorption dans la couche absorbante est un polynome de degré compris entre 2
et 4. Ici, nous représentons le cas d'un polynéome de degré 3.

1.8 B

1.6 B

141 B

1.2 B

0.8

0.6 ul

0.4r B

0.2r- B

L L L L L
-60 -40 -20 0 20 40 60

Fi1G. 6.2  Absorption o,
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6.2 Application a d’autres équations

6.2.1 Equations de Maxwell tridimensionnelles

Bérenger a trés rapidement étendu les résultats obtenus pour les cas des équations
de Maxwell TE en dimension 2 aux équations de Maxwell tridimensionnelles |13].
La technique utilisée reste analogue au cas de la dimension deux, a savoir une étude
par ondes planes.

6.2.2 Equations d’Euler linéarisées

Les techniques utilisées pour 1’électromagnétisme ont alors été étendues par Hu
[21] aux équations d’Euler linéarisées avec flot uniforme. Dans cet article, Hu montre,
toujours en manipulant les ondes planes, qu'une transformation identique a celle de
Bérenger, a savoir splitting puis absorption, conduit bien, dans le cas des équations
d’Euler a des couches parfaitement adaptées.

6.2.3 Les PML comme changement complexe de variable

Si les PML se généralisent facilement a d’autres équations que celles de 1'élec-
tromagnétisme pour lesquelles elles ont été crées, c¢’est parce que la transformation
effectuée ne dépend pas des équations. En effet, nous pouvons obtenir les équations
PML & partir d'un changement complexe de variables [16].

En effet si nous considérons le systéme général hyperbolique dans R? suivant :

U — A10,U — A0,U =0,
ou Ay, Ay € My(R).

Les équations PML associées a ce probléme avec absorption dans la direction des
x sont alors :

U — A0, (U +U?) + 0, U =0
QU? — Ay0,(U + U?) =0,

ou 0, = o,(x) > 0 désigne 'absorption dans la direction des .
Nous appliquons alors au systéme précédent une transformation de Laplace en
temps. Les équations fréquentielles en la variable duale du temps notée w sont alors :

—iwL(UY) — A0, (L(UY) + L(U?)) + 0, LU =0 (6.2)
—iwL(U?) — A20,(L(U") + L(U?)) = 0. (6.3)

En multipliant (6.2) par —iw et (6.3) par —iw + 0., et en ajoutant les deux
équations, nous obtenons I’équation suivante :

—iw(—iw + 0,)L(U* + U?) +iw A0, L(U" + U?) — (—iw + 0,)A20,L(U" + U?) = 0.
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En divisant cette équation par —iw -+ o, et en posant U = U' + U?, nous avons :
. w
—wLl(U) — ——— A0, L(U) — A0,L(U) = 0.
W — 0y

Nous retrouvons donc la transformée de Laplace de 1’équation de départ ou seule
la dérivée partielle par rapport a la variable x a été remplacée par —<—0,. Cette
transformation correspond au changement de variable :

T — T — i o (u)du. (6.4)
iw Jo

L’utilisation de ce changement de variable permet de construire des PML pour des
équations diverses et de les étudier de facon assez générale.

6.3 Les problémes rencontrés

6.3.1 La régularité

La transformée de Fourier des solutions des équations PML pour les équations
de Maxwell TE sans absorption a été calculée de maniére exacte par Abarbanel
et Gottlieb [1|. En effectuant ce calcul, ils ont observé que le probléme n’était que
faiblement bien posé de défaut 1. Ainsi, il existe une perturbation d’ordre 0 tel que le
probléme devienne mal posé ce qui pose, a priori, beaucoup de difficultés. Toutefois,
la perturbation d’ordre 0 correspondant a I’absorption dans les équations PML a
une forme précise et dans ce cas le probléme PML reste faiblement bien posé. Dans
[9], un résultat général prouve que, sous certaines hypothéses, le probléme PML est
faiblement bien posé. Nous énoncerons ce résultat ultérieurement dans le chapitre
9. Toutefois, ce résultat ne permet pas le calcul du défaut. Nous rappelons que nous
avons montré dans la proposition 1.11, que, de maniére générale, le défaut associé
a un probléme PML sans absorption valait 1. Nous calculerons dans la partie 7 le
défaut associé aux équations de Maxwell PML avec absorption.

La perte de régularité entraine obligatoirement une croissance polynomiale en
temps. En effet, lorsque nous calculons la transformée de Fourier de la solution, des
termes en £t apparaissent. La partie polynomiale en £ va donner la perte de régularité
et la partie en ¢ la croissance polynomiale en temps. Ce type d’instabilité s’observe
numériquement a temps long. En effet, Abarbanel, Gottlieb et Hesthaven ont étudié
numeériquement les équations PML associées aux équations de Maxwell dans [4]. TIs
observent que, longtemps aprés que l'onde soit totalement sortie du domaine, une
onde se créée a l'intérieur des couches absorbantes et cette onde va étre propagée
dans le domaine d’intérét. Ce type de comportement est dit au caractére faiblement
bien posé des équations. Nous expliquerons au début de la partie 7, les différentes
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méthodes pour y remédier, puis nous donnerons des estimations d’énergie sans perte
de régularité pour les équations de Maxwell PML proposées par Bérenger.

6.3.2 L’instabilité asymptotique

Les équations fortement hyperboliques traitées sont homogeénes : il n’y a donc
pas de croissance exponentielle en temps dans les estimations d’énergie qui sont donc
de la forme : ||U(t,.)||r2 < K||U°||z2. Dans les équations PML, le terme d’ordre 0
crée a priori une croissance exponentielle en temps, correspondant & une instabilité
asymptotique. Nous parlerons de stabilité, au sens de |9], lorsque la croissance ne sera
que polynomiale en temps. Nous ne pouvons pas exclure la croissance polynomiale
en temps, car, comme nous l'avons expliqué précédemment, elle est liée a la perte
de régularité. Ces questions de stabilité ont été étudiées dans [9], [11] et [6].

Ce type d’instabilité a été observé numériquement dans [22] et [9]. Il ne s’agit
plus d’instabilités a temps long mais toujours d’'une croissance en temps anormale
provenant de la couche absorbante. La cause de cette instabilité est liée a la direction
de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase. Nous expliquerons de maniére plus
détaillée ce type de problémes dans le chapitre 9. De plus, nous généraliserons I’étude
faite dans [9] au cas de problémes ayant une absorption a coefficients variables.
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Chapitre 7

Estimations d’énergie pour les
équations de Maxwell PML

Le but de ce chapitre est de donner des estimations d’énergie sur les solutions
des équations de Maxwell PML. Ces estimations d’énergie sont indispensables pour
pouvoir appliquer la théorie des schémas exposée dans la premiére partie de cette
these. En effet, elles vont permettre de calculer le défaut ¢; du probléme PML.

Nous allons commencer par décrire les différentes méthodes proposées par les
auteurs pour éviter ce probléme. En effet, il existe des techniques permettant de
modifier les équations PML afin de les rendre fortement bien posées. Toutefois, ces
méthodes peuvent présenter des inconvénients.

Nous présenterons ensuite les estimations d’énergie déja connues et expliquerons
quels sont les avantages des méthodes présentées dans cette thése.

7.1 Motivations

7.1.1 Des équations PML fortement bien posées

Nous allons nous intéresser ici aux modifications des équations PML conduisant a
un probléme fortement bien posé mais pour lesquelles le comportement en temps de
la solution n’a pas été particuliérement étudié. Nous présentons les résultats obtenus
pour les équations de Maxwell et d’Euler.

La premiére méthode a été proposée dans [2]|. Elle concerne les équations de
Maxwell dans un milieu avec pertes. Les nouvelles équations PML proposées dans
cet article sont constituées d'une perturbation d’ordre 0 des équations de Max-
well ainsi que de deux variables auxiliaires vérifiant des équations différentielles (au
lieu d’équations aux dérivées partielles). Comme les équations différentielles ne font
qu’ajouter des termes nuls dans le symbole et qu'une perturbation d’ordre 0 d’un
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probléme fortement bien posé est toujours fortement bien posée, les nouvelles équa-
tions obtenues sont fortement bien posées.

La méme méthode a été utilisée dans |20| pour les équations d’Euler. Le modéle
PML de départ est celui qui a été proposé par Hu [21]. Hesthaven montre que ce
probléme n’est que faiblement bien posé et le modifie ensuite.

L’inconvénient majeur de cette méthode est que le caractére parfaitement adapté
est perdu. Toutefois, les résultats numériques restent satisfaisants.

Pour résoudre ce probléme, une méthode proche de celle proposée dans [20] a été
étudiée dans [3] pour les équations d’Euler linéarisées a flot constant. Les nouvelles
équations sont constituées des équations initiales auxquelles un terme d’ordre 0 a
été ajouté, ainsi que de deux nouvelles variables intervenant dans des équations
différentielles ordinaires et d’'une autre variable intervenant dans une équation aux
dérivées partielles.

Une méthode plus algébrique a été proposée par Rahmouni dans [34]| et [35]
pour les équations d’Euler linéarisées. Le principe de cette méthode est d’utiliser
des transformations algébriques pour obtenir un modéle fortement bien posé qui est
non local et ensuite de le localiser en introduisant une nouvelle inconnue. Le systéme
obtenu alors est symétrique hyperbolique, ce qui était une propriété importante
du systéme initialement étudié. De plus, cette méthode présente 'avantage d’étre
généralisable a d’autres systémes hyperboliques. Enfin, ce modéle est parfaitement
adapté lorsque le coefficient d’absorption n’est pas constant.

7.1.2 Revue des estimations d’énergie connues

Des estimations d’énergie ont été prouvées dans [32[, [31] et |10] pour des équa-
tions PML associées aux équations de Maxwell.

Dans [32|, les équations PML considérées sont celles de Bérenger pour une ab-
sorption uniquement dans la direction de I'axe des z, mais les variables sont :
(E,, By, H,,0,H,,). La norme H' de la solution a D'instant ¢ est alors contrdlée
par la norme H' de la donnée initiale, une croissance en temps étant autorisée.

Les PML considérés dans [31] sont les PML proposées par Bérenger dans le cas
des équations de Maxwell tridimensionnelles mais le terme d’ordre 0 a été régula-
risé par convolution. Cette manipulation permet d’avoir des estimations d’énergie
sans pertes pour la norme (L*(R3))® x (H~1(IR3))S, les six premiéres variables re-
présentant les trois composantes du champ électrique qui sont chacune splittées en
deux composantes non physiques, et de méme pour les six derniéres avec le champ
magnétique. Des estimations similaires ont été obtenues pour les équations d’Euler
linéarisées.

Enfin, des estimations d’énergie ont été proposées dans [10] pour la formulation
de Zhao-Cangellaris [33] des équations PML pour les équations de Maxwell bidi-
mensionnelles. Cette formulation a été créée dans le but d’obtenir une formulation
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varitionnelle des équations PML qui pourra permettre d’appliquer une méthode
d’éléments finis pour I'’étude numérique. Cette formulation est une perturbation
d’ordre 0 des équations de Maxwell, elle est donc fortement bien posée. Des estima-
tions d’énergie dans lesquelles toutes les constantes sont explicitées sont données.
Une autre étude est faite pour le modéle initial proposé par Bérenger dans le cas
d’une absorption constante dans la direction de ’axe x. Deux estimations sont alors
obtenues, elles sont de la forme : |[(E,, E,, H.)(t, )|, < Ci|[(EY, EY, HY,, HY,)|| >
et ||(Hzp, Hay)(t, ) |n-1 < Cot||(E3, By, H,, H,) |22

zx)

7.1.3 Meéthodes proposées

Dans cette thése, nous allons présenter deux méthodes différentes qui conduisent
a des estimations d’énergie. Notre but est d’étudier les équations PML proposées ini-
tialement par Bérenger et non pas les problémes fortement bien posés proposés par la
suite. En effet, la question a laquelle nous souhaitons répondre est : pourquoi, malgré
les problémes théoriquement rencontrés, les équations de Bérenger conduisent-elles a
des résultats numériques satisfaisants ? Toutefois, méme si nous ne modifions pas les
équations, nous n’allons pas étudier les variables standards (E,, E,, H.,, H.,) mais
des variables qui en découlent.

La premiére méthode est basée sur le symbole principal des équations PML. Son
avantage sur la méthode proposée dans |10] est qu’elle permet d’étudier le cas d’une
absorption variable et qui est dans les deux directions d’espace. De plus, par rapport
a la méthode de [32], qui n’avait pas non plus traité le probléme d’une absorption
dans les deux directions, cette méthode se généralise aux équations de Maxwell
tridimentionnelles et sera aussi appliquable au schéma de Yee (voir chapitre 8).

La seconde méthode permet de redémontrer le résultat obtenu dans |32] de ma-
niére plus rigoureuse et plus détaillée. Cette méthode est basée sur une version
semi-discrétisée des équations qui vont approcher le probléme continu.

7.2 Etude du symbole

Dans cette partie, nous allons donner des estimations d’énergie formelles sans
perte pour les équations de Maxwell PML a coefficients variables. Nous étudierons
le symbole d'un probléme prenant en compte les variables issues du champ électro-
magnétique ainsi que certaines de leurs dérivées. Nous choisirons ces variables de
maniére a obtenir un probléme fortement bien posé.

Pour justifier ’étude sur le symbole alors que I'absorption est a coefficients va-
riables, nous aurons besoin d’un théoréme de Kreiss.
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7.2.1 Théoréme de Kreiss

Nous allons utiliser un cas particulier du théoréme suivant issu de [27]. Ce théo-
réme est 'analogue du théoréeme 1.2 dans le cas de coefficients variables.

Théoréme 7.1 Nous considérons un systeme hyperbolique du premier ordre :
U = P(x,t,0,)U + C(x,t)U

o x € R* t > 0 et C réguliere et bornée. Nous supposons que le probleme est
fortement hyperbolique, c’est-a-dire qu’il existe une matrice hermitienne réquliére
H(z,t,k) définie positive telle que :

H(z,t,k)P(x,t,ik) + P*(x,t,ik)H (z,t,k) =0

Alors le probléeme de Cauchy est fortement bien posé.

Remarque 7.1 Cette définition d’un probléme fortement hyperbolique est cohé-
rente avec celle donnée dans la premiére partie pour les problémes a coefficients
constants. En effet, dans ce cas, l’existence d’une telle matrice hermitienne caracté-
rise le fait d’étre fortement bien posé.

Ici, nous n’allons appliquer ce théoréme que dans le cas o P est a coefficients
constants et seul C' sera a coefficients variables. Dans ce cas particulier, un probléme
fortement hyperbolique au sens précédent est un probléme dont la partie principale
est fortement hyperbolique.

De plus, nous pouvons préciser 1’estimation d’énergie en regardant la dépendance
par rapport a C'. En appliquant la démonstration de [27], nous avons :

U (0)]]2 < Ke™ IO 1.

7.2.2 Equations de Maxwell PML en dimension 2

Nous considérons ici, pour simplifier les calculs, des équations PML adimension-
nées : €9 = fip = 1. Les absorptions vérifient alors : 0, = 0} et o, = o,

Dans [32], Métral et Vacus montrent, dans le cas d’une absorption suivant ’axe
O, i.e. 0, = 0, des estimations d’énergie sans perte pour les variables (E,, E,, H,,G =
o, H.,), provenant des équations PML de Bérenger, en norme (H'(R?))* x L2(R3).
Nous allons montrer ici ces estimations de maniére formelle en utilisant le symbole.

L’intérét de cette méthode est qu’elle se généralise au cas de la dimension 3.
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Proposition 7.1 Supposons que o, o, € WH>(R?), nous avons l'estimation d’éner-
gie suivante pour les solutions de (6.1) homogénéisées :

3Cy, Cy > 0, ¥t > 0, Y(ES, ES, HO, HY,) € (HY(R?))® x L*(R?),
Vo (x,y), oy(z,y) € Cg‘“(N),
| (Ee, E,, H)(t, )H%}l + H(UyEm 0By, 00 H 0 + Uszy)(ta )"%2

< CqelCet2lozllyco toyllyteo Hiowllyreolloylly,eo))t

< (I(ES, ES, H) |2 + |1(0y ES, 0, ES, 0, HY, + 0, HY, ) ||122) -

PREUVE : La méthode consiste & écrire les systémes vérifiés par les champs et leurs
dérivées et a se ramener a un probléme fortement bien posé. Plus précisément, nous
posons :

U'=YE, E,H,),U*=0,U", U>=09,U", etV = 0,E,,0,E,,0,H., +0,H.,),

avec H, = H,, + H,,. Soit 15((9), Popérateur correspondant aux équations de Max-
well :

N 0 0 -9,
P(0) = 0 0 0,
-0y 0, O
Nous considérons les matrices B et C'(z,y) :
000 o (x,y) 0 0
B=|000|]eC= 0 oy(z,y) 0
0 01 0 0 0

Alors, nous avons les équations suivantes :
QU + P(OU' + C(z,y)U' + BV =0
0, U? + 5(8)U2 + 0,C(z,y)U" + C(x,y)U* + BO,V =0
U3 + P(O)U? +0,C(z,y)U' + C(z,y)U? + BY,V =0

et nous ajoutons une équation sur V' :

0 0 0 0 0 0
oV + 00 0 U+ 0 0 o.(z,y) | U?
0 0 _Ur('ruy)o-y('ruy> 0 O-x(x7y> 0
0 0 —oy(z,y)
+ 0 0 0 Us
—oy(z,y) 0 0
oy(z,y) 0 0
+ 0 ox(x,y) 0 V =0.
O 0 O—x(xay)—i_o—y(x?y)
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Montrons que le systéme constitué de ces quatre équations est fortement bien
posé.

La partie principale de ce systéme d’équations en la variable (U', U2 U3 V) est
bien a coefficients constants et son symbole est P(if) :

PGEg) 0 0 0
0 P(i&) 0 4B
0 0  P(i€) i&DB
0 0 0 0

!

Comme ﬁ(zf) est le symbole des équations de Maxwell, nous savons qu’il existe
S(€) telle que D(&) = S(E)P(i€)S(€)! est diagonale de valeurs propres imaginaires
pures et ||S()|| + [|S() 7Y est borneé.

Remarque 7.2 Nous pouvons calculer explicitement D et S. Nous obtenons :

B 0 0 0 o (& & &
0 0 &l 0 il [1€ll
Posons :
00 0 00 —1
M, = 0 01 et My = 00 O
000 00 O

Alors, nous avons :
P(i&)M; = i& B et P(i€) M,y = i&,B.

Nous considérons la matrice de passage :

S(€) NO 0 B 0
s—| 0 S© 0 S©m
0 0 S SE)M
0 0 0 Id
Son inverse est :
SO0 0 0
o 0 St 0 — M,
S B 0 St —M,
0 0 0 Id
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et nous avons :

S(&)P(i§)S(§)~

D) 0 0 N 0
_ 0 D() 0 —§(§)P( i§) My +i§1S (f)B
0 0 D) —S(&P(i§)My +i&:S(¢)B
0 0 0 0
D) 0 0 0
| o D o o
- 0 0 D) 0
0 0 0 0

Donc S(£)P(i€)S(£)~! est diagonale a coefficients imaginaires pures et ||S(&)| +
|S(€)7Y| est borné. Ainsi le probléme en les variables (U, U?, U3, V) est fortement
bien posé et comme la norme infinie du coefficient du terme d’ordre 0 est majorée
par ||og|lwie + ||loyllwie + [|oz]lwie||oyllwie, en utilisant le théoréme de Kreiss,
nous obtenons le résultat voulu. 0

7.2.3 Equations de Maxwell PML en dimension 3

Nous considérons ici les équations PML pour les équations de Maxwell en di-
mension 3 avec une absorption dans la direction de 'axe Ox :

( at Ty 2T + sz)
atl?cz:z + a Yz + H z)
at Yz az Ty + H z)
at Yy + a:c 2T + H y)

0,(H
(H
(H.
(H
at zZx am( yz+Hr>
(H.
(
(
(

Q 9 oo o

Eyp =0
E., =0

=+ + 1

rz)
xy+6y EerEy)
- 0,(Ey. + Ey;)
+ 0.(Eyy + Es.)
)

)

)

Hyp =0

— 0,(E. + B,y
( H.,=0

zx + a Eyz + E yxr
at -0 (Ezy+Em

Nous avons alors l’estimation suivante :

N+ +
© 9 9 co oo

\

Théoréme 7.2

3C, Cy > 0, Vt >0, Yo(z,y, 2) € CF(R?),
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10
V(E,, B, B2, H), ]y, HY, B, B2, HY, Hy, ) € (H(R?))
H(Erv Eya E., H,, Hyv Hz)(t, '>H(H2)6 + HU(Ezv Eyacu E..,H; H.,, Hy:c)(ta ')H(H2)6

< CpelCat2lolyro)t

X (H(Eg(c)vEgvEgng(c)ngng)H(HQ)‘s + HO’(Eg,EO EY

yxr T za

HS? H:?r? Hg?x)H(HQ)S) .

Remarque 7.3 Nous avons choisi de prendre ’absorption dans une seule direction
afin de simplifier [’écriture et de réduire le nombre d’équations a étudier. Toutefous,
cette méthode se généralise au cas d’une absorption dans les trois directions.

PREUVE : Nous posons :
Ul = (Eza Ey> Ez> Hm Hy> Hz)a
U? =0,U", U*=9,U', U* =0,U", U° =0,,U", U° = 0,,U", U =0,.U",
V=140,0E,,,0E.,,0,0Hy,,0cH,,), V*=0,V', V3 =9,V V'=09. V"
V5 - t(aII(O—EI) + axy(aEyz) + azz(Usz)a 07 Oa axx(UHz) + axy(Uny) + azz(Usz)) )
VO = Y04y (0 Ey) + 0yy(0Eys) + 0,.(0E..), 0,0, 0py (0 Hy) + Oy (0 Hyp) + 0. (0 H.o))
VT = Y0,.(0E,) + 0,.(0Eys) + 0..(0E.2),0,0, 0, (0 H,) + 0. (0 Hy) + 0. (0 H.)) -

Soit P(0), 'opérateur correspondant aux équations de Maxwell :

0 0 0 0 o -0,
-l o 0o 0 9 -8 o0
PO=1"0 5. 9, 0 o0 o
9. 0 -0, 0 0 0
9, % 0 0 0 0

e Nous avons les équations suivantes :
QU + P(O)UT + V! =0
OU* + P(O)U? +V? =0
U+ P(O)U+V3=0
oU + P(O)U* + Vi =0.

e Pour les composantes (U°, U® UT), nous avons :

QU + PO)US + 0,V? =0
aU° + P(O)U° +0,V* = 0
QU™ + P(O)UT + 0,V2 =0.
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Il faut donc exprimer les dérivées premiéres de V2 en fonction des (U7, V) cq1 7y

Or, nous avons :

0
oly,
2 Usz
0,V* = 0O 0
oHy,
oH,,
0 Ouy(0Ey;) + O0uz(0E.y)
oby, 0
~ oF,, 0
= Q% 0T T o (0 H,) + 0, (0 HLL)
oH,, 0
oH,, 0
axx(UEm>
0
0
_ 2 5
= QOV+V 00 H,) |
0
0
ou l'on a posé :
0 -9, =0, 0 0 0
0 0, 0 0 O 0
~ 0 0 d, 0 0 0
Q=109 o 0 0 -9, —o.
0 0 0 0 0, 0
0 0 0O 0 0 O,
Or:
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Ope0TUY + 20,6TU? + o TU,
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ou :

S OO O OO
S OO O OO
O O =IO OO
S O OoOOo oo
S OO OO OO

SO OO O =

Donc :

8,V2 = M(O)V2+ V5 — 0,,0TU" — 20,0TU* — cTU".

En faisant de méme pour les autres dérivées, nous obtenons les équations :

QU + P(O)U° + Q(O)V? + V° = 0,00 TU" = 20,0TU? — 0TU® = 0
BUS + P(O)US + Q(O)V?3 + VO — 8,,0TU" — 0,0TU? — 8,06TU? — 6TU® = 0
RUT+ POYUT +QO)WVA+ V" —8,,0TU" — 0,0TU* — 0,0TU? — ocTU" = 0.

e Nous posons :

00 0]0 0 0
00 00 0 1
00 0/0 =10

A=1900T0o 0 o
00 —1/0 0 0
01 0/0 0 0

Nous avons alors :

OV +cAU? +0oVi=0

V2 4+ 0 AU + 0,0 AU? + aV? + 0,0V =0
V3 + g AU® + 8,0 AU? + oV3 + 9oV =0 °
OV 4+ AU 4+ 0,0 AU? + oV 4+ 0.0V =0
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e Nous calculons maintenant 9,V° :

axx(aath) + a:cy (Uatny) + axz(aathx)

0
8tV5 - O
Opz (0O Hy) + 0py(00: Hyy) + 042 (00 H )
0
0
Opz(0(0yH, — 0,Hy)) + Opy(0(—0,H, — 0 E,;)) + 0p.(0 (0, Hy — 0 E.,))
0
B 0
N Opz(0(0,Ey — OyE.)) + Opy(0(0, B, — 0 Hyp)) + Opz(0(—0. By — 0H.y))
0
0
as
0
oo
- b
0
0

Nous calculons as :

a5 = 04,0.0,H, + 0,0.0,yH, — 0,,0.0,Hy — 0,0.0,,H, — 04y0.0, H, — 0,0.0,,H,
—0yy0.0Ey;, — 0,0.0y(0Ey,) — 0,0.0,(0Ey;) — 0.04y(0 Eyy) + 0p,0.0,H,
+0,0.0p,Hy — 04,0.0E,;, — 0,0.0,(0E,;) — 0,0.0,(0E.,;) — 0.0,.(0E.,),

et nous faisons de méme pour bs. Nous obtenons alors :

OVE = CLU? + CLU? + C3U* + CuU° + CsUS + CeU™ + C-VE + CyV?
aﬂﬁy(UEyI) + a:cz(Usz)

0
3 4 0
+09V + 010V — 0 amy(Uny) + amz(o-Hz:E)
0
0
Avec :
0 0 0 0 0.0 —0yyo 00 0 00 O0uo
0 0 0 0 0 0 00 0 00 0
o]0 0 0 0 0 0 |00 0o 00 0
! 0 —0p0 Opyo 0 0 0 2 00 —0po 00 0 |
0 0 0 0 0 0 00 0 00 0
0 0 0 0 0 0 00 0 00 0
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Nous obtenons alors un systéme de la forme :

— CU? = CyU3 — CU* — CL U — C5US — CgU™ — OV — CgV2
— Oy —=CyVi+0V? — 00,,06TU — 200,0TU? — 0?>TU® =0
0,VS — DyU? — DyU? — D3U* — DU — DsUS — DgU”™ — D,V — DgV?

( O,V

— DgV3 — DygV*+0V% - 60,,06TU" — 60,06TU? — 60,0TU* — c*TU® =0

V" — FEU? — EU3 — E3U* — B\US — EsUS — EgU™ — E;V! — EgV?

— EV3—E W4 0oV" —00,,0TU" — 00,06TU* — 00,0TU? — c?TU" = 0.
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e LLa partie principale de ce systéme est a coefficients constants et son symbole
P(i€) est :

P(i€) 0 0 0 0 0 0 |ol o 0 0 |00 o0
0 P@g) 0 0 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 P30 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 0 P3| 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 0 0 |P3&) 0 0 [olQGe o 0 |00 0
0 0 0 0 0 PG 0 (0] 0 QG 0 |00 0
0 0 0 0 0 0 PG| 0 0 QuE|0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 |0 O 0 0 |0 00
0 0 0 0 0 0 0 |0] O 0 0 |0 00
0 0 0 0 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 0 0 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 0 0 0 0 0 |0 O 0 0 |0 00
0 0 0 0 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0
0 0 0 0 0 0 0 |0l o 0 0 |00 0

De méme que pour la dimension 2, comme ]5(15) est le symbole des équa-
tions de Maxwell tridimensionnelles, nous savons qu’il existe S(€) telle que D(£) =
S(€)P(i€)S(€)™! soit diagonale de valeurs propres imaginaires pures et Hg(f)H +
15(€)7Y]| soit borné.

Nous considérons alors la matrice de passage :

S5(€)

Id

Id

Id
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Son inverse est alors :

STHE = Id :
Id

Id

et nous avons alors, en remarquant que —P(i€)A + Q(i€) = 0 :

S(&)P(ig)S(€) ™

S©)P(i€) S~ (&) | =S(E)Pig)M + S(§Q(iE)

Et nous concluons comme dans le cas de la dimension 2 que le probléme en les
variables (U7, V7);eq1.. 7y est fortement bien posé ce qui prouve le théoréme.

O

Remarque 7.4 Dans le cas d’une absorption dans les trois directions, il n’y a plus
de termes nuls dans V' mais des termes analogues a ceux considérés dans V' pour
le cas de Mazwell en dimension 2. Il en est de méme pour V5, VO et V7. De plus,
les siz dérivées secondes doivent étre étudiées et plus seulement les trois qui font
intervenir la variable x.

7.3 Etude par semi-discrétisation

Le but de cette partie est d’établir une autre preuve des estimations d’énergie en
construisant une approximation de la solution continue par une semi-discrétisation.
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7.3.1 Discrétisation des équations PML
Notations

Nous considérons une grille carrée sur R? de pas h > 0.
Nous définissons les dérivées discrétes et les opérateurs de translation :

Définition 7.1 Siv = (v1,1n) € Z? et U € R% alors :

U - U
D+U L = v1+1,v2 v
(DFU), = ot
_ Uy - UI/ —1,v;
D U L = 1 2
(D;U), = =t
Uul,l/ +1 — Ul/
(D;_U)V = : h
_ UI/ - Ulll,l/ —1
(Dy U)V - h :

(TIU),, - UV1+1,V2
(TyU)V = UI/1,I/2+1'

Nous définissons ensuite les espaces suivants :

Définition 7.2 Nous appelons espace mizte discret sur la grille G = (hZ)?, lespace
V@A), q € N*, défini par :

VI(G) = (HY(G))* x H™(G),

ot les espaces de Sobolev discrets sont définis dans la partie 2.1. Cet espace est muni
de la norme :

1(U1, Us, Us, Ul ye = 10l s + 10205 110 + N Us 5 10 + WU 701

Nous notons V(G) = V}G).

Remarque 7.5 Les espaces miztes correspondent a la discrétisation de [’espace
introduit dans [32].
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Equations discrétisées

Nous considérons 'opérateur A(o) : L*(G) — L?*(G) défini pour o suffisamment
régulier, tel que si u € L*(G),

Fn(A(o).U) =6 % Fp(U).
Nous considérons alors le probléme discret suivant :

dE,

e D H. = Fi, (7.2)
E
% + DYH, + A(0).E, = F, (7.3)
dH, _ _
dG N
S+ Al0).DfEy + A0).G + Alg).B, = P, (7.5)

ou Fi,Fy, F3, Fy, 0 et ¢ sont données et suffisament réguliéres.

7.3.2 Lemmes calculatoires
Lemme 7.1 Pour tout o € L™(R?), pour tout U € L*(G), nous avons :
[A(@).Ulln < [lollso|U]]n-
PREUVE : D’apreés le théoréme de Parseval cité dans la partie 2.1, nous avons
1A(@). Ul = [[Fu(Ale).U)] 12
= [ oA
Rk

ol NGl

ou S désigne l'interpolée définie dans la partie 2.1.2. Nous avons alors :
1A(e).U1I5 lo.SU |72
ol N1SU|Z2

o5 T

(VAN VANVAN
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Lemme 7.2 Pour tout o € L™(R?), pour tout U € L*(G),
IDF A(0).Ull;, < CUl10z0 21U + o2 I1D U
PREUVE :

IDYA(0).UIlE = IFu(DFA(0).U)] 2

- / et — 1
[_

h
Or | — 1| = 2|sin&1h/2| < |&1]h, ainsi

IDFA@).U|2 < [

2
\ .50 (6)Pde.

T T
o

} €1[2].ST(€)|2de

£ 7
< /[ INCCERIGIE

< [0u(o-SU)]2

< 2(]|(0,0).SU) |2 + |00, (SU) )
<

[=%:%]

Or, comme nous I"avons déja utilisé dans le chapitre 2.1, si z € [-F, 7],

oty = [ (TR A

4

7T2 [-x

v

. 2| R (U) ()P de.

Donc

IDFA(0).UIE < CUI00lZNUIE + e lZIDEUTR).

Montrons également I'analogue de la formule de Leibnitz suivant :

Lemme 7.3

(D" A(0).U = Z CRTI*A(di " o).(D])MU,
k=0
on :
o(x,y) —o(x—h,y)

dx_a(x,y) - h .
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PREUVE :
e Pour n = 0 la formule est vraie.
e Pour n = 1, nous avons :

eth — 1

) AlADE)

Fu(DF A(0).U)(E) = (

_ (6@2‘ 1) &% Fa(U)(6)

it h + einh _

Montrons cette formule par récurrence sur n.

/ eith _ ¢
 Jezap h
—i(&1—T1)h
_x h

1)ﬂ§—ﬂﬂﬂDﬁMT

(& = 1) Fu(U)(T)dr

+/[—z,;;}2 <em;_ 1) 6(€ — ) Fu(U)(7)dr

= e’flhd/z_\a * fh(U)(f)
= GONE (A(d,_0).U)(¢
= Fu(TuA(dy—0).U + Ao

D’ou :

D}A(0).U =T, A(d,_0).U + A(o).

ce qui est la formule voulue.

DU,

e Soit n € N*, supposons la formule vraie au rang n. En appliquant Popérateur D}

ainsi que la formule au rang 1, nous obtenons :

(DH"™MA(0).U = chT" FDH(A(d*o). (DU

_ zn:C:Tg—k+1A(dg:k+l ) (D+
k=0
n+1

+chT" FA(d'F o). (D)

k=0

= ) ChnT DI (A(dE F0).(DY)'D).

k=0

D’otu le lemme.
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7.3.3 Existence d’une solution

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire appliqué sur L?(G)4, il suffit
de montrer que I'application linéaire :

U, ~D; Uy

I - U2 s l_);_Ug—i-z‘_l(U).UQ
Us D;Us — Dy U, + Uy ’
U4 A(O’)D:UQ +A(O’)U4+A(Q0)U2

est continue sur L?(G)*,

Or nous avons :

~ DS Us|ln < 31|Us]|,

— d’apreés le lemme 7.1, | D Us + A(0).Us |l < 2||Us|n + |0 1o ||Uz] |,

~ DUy = DUy + Ul < 2(1Ualln + U [[1) + 11Usl[ 5,
|A{0). DU+ Afor) Uit A().Usll < 2l N0 oo U+ ol 102
en utilisant le lemme 7.1.

Nous avons donc :

[LUn < CR)U |-
Donc, d’apreés le théoréeme de Cauchy-Lipschitz :

Proposition 7.2 Le systéme formé des équations (7.2), (71.3), (7.4), (1.5), admet
une unique solution :

(E., By, H,,G) € C*([0, +o0[, L*(G)*).

7.3.4 Estimations d’énergie
Premiére estimation d’énergie

Nous utilisons la méme méthode que celle de [32| pour le probléme continu.
Montrons le résultat suivant :

Théoréme 7.3  Soient o, ¢ € C°, alors il existe Cy = C1(]|0]|1.00, [|@lloc), Ca et
C3 constantes tels que :

quelles que soient Fy, Fy, Fs, Fy € C([0,+oc[, V(G)), (E2, E), H?,G°) € V(G),

si (B, By, H,,G) est la solution du systéme (7.2) a (7.5) de condition initiale
(EY, By, HY,G°), alors pour tout t € R :

|(Ex, By, H, G|}y < t
Coll(E7, By, HY. GO)If ve™" + Cs [y |(Fy, By, Fy, Fy) |7, (5)e“ 0 ds.

PREUVE : Nous commencons par faire apparaitre une énergie :
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E,x (7.2) donne :

1d
—-—F}-E,DfH,=E,F 7.7
2dt y 1 ( )
E,x (7.3) donne :
ld +
§£Ey +E,D/H,+ E, Al0).E, = E,.F5, (7.8)
H.x (7.4) donne :
5%1{2 +H.D,E,—H.D,/E, + H,.G=H.,.Fj3, (7.9)
AGx (7.5) donne :
Ad

557G T ACA(0).DE B, + G A(0).G + AG.A(p).E, = AG.Fy,  (7.10)

DfE, x D} (7.2) donne :

1

5%(9;@)2 DYE,.DID:H. = DIE,.DiF, (711)
DI E, x D} (7.3) donne :

1d
§£(D;Ey)2 +DYE,.DfDfH, + DJE,.Df A(0).E, = D} E,.Df Fy, (7.12)

D, H., x D, (7.4) donne :

14(D; H.)* + D; H..D; D; E, — D; H..D; D, E, + D; H..D; G

— D; H..D, F; (7.13)
DS E, x D (7.2) donne :
Ld + + ot + +
5 5Dy B = DY E,.Df Df H. = D} E,.D} i, (7.14)

DfE, x Df (7.3) donne :

1
5%@5 E,)*+ D} E,.D} Dy H. + D} E,.D} A(0).E, = D E,.D} Fs, (7.15)

D, H. x D, (7.4) donne :

S a(Dy H.)* + Dy H..D; Dy E, — Dy H..D,; D, E, + Dy H..D; G

i i (7.16)
= D, H..D, F3,
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Soit £(2) = S E|R g + 1B g + 1H- i + AIGIR).
En sommant les équations (7.7) a (7.16) sur tout I’espace et en utilisant
<A D B>=—<D_A B >,

nous obtenons :
LEW)+ < Ey, A(0).Ey >, + < H.,G >, +\ < G, A(0).D E, >},
+A <G, A(0).G >, +A < G, A(p).E, >+ < DIE,, D} A(0).E, >,
+<D;H.,D;G>,+ < D;E,, DfA(0).E, >, + < D, H.,D;G >,
=< B, Fi>y, + < E,Fo>,+ < H, F3 >, +A < G, Fy >
+ < DYE, DfF, >, + < DfE, DIF, >, + < D H, D, F; >
+ < DJE,, DfF\ >, + < DS Ey, DfFy >, + < D, H., D F3 > .

Or, nous avons :
<D;H. D;G>,+<D,H. DG >,=—<(D;D,; +D/D,)H.,G >,
mais, d’aprés (7.2) :

Dy H, = %Ew —Fy donc DSD,H.= %D;EJE — D, Fy.
Et, d’aprés (7.3) :
DrH, = F, — %Ey — A0).E,,
donc
DID_H,=D_F, — %D;Ey — D, A(o).E,.
Ainsi :

+ < Dy_Fl —D;FQ,G>h .
Et comme, d’aprés (7.5) nous avons :
< 4G, D;E,— D, E, >,
+ < A(0).DFE, + A(0).G + A(p).Ey, D, E, — D E, >},
=< Fy, D, E,— D, E, >,

<D H.,D;G>+<D,/H.,D/G>,

nous avons :
LE)+ < By, A(0).Ey >, + < H.,G >, +\ < G, A(0).DJ E, >,
+A <G, A(0).G >, +A < G, A(p).E, >, + < DI E,, DI A(0).E, >}
+ < DJE,,DfA(0).E, >, +4 < G,D;E,— D, E, >, + < D; A(0).E,,G >},
+ < A(0).DfE, + A(0).G + A(p).E,, Dy E, — D E, >}

=< E,, Fi >+ <E,,Fo>,+<H, F3 >, +\< G, Fy, >, + < D/E,, D} F, >

+ < DyEy,,DiFy >, + < Dy H.,D; F3 >, + < Df E,, D Fy >}
+ <D}E, DfFy, >, + <D, H. D /Fs>,+<F;,D,;E,— D, E, >
+<D,F,— D, Fy,G > .
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Posons :
U(t) = HE:m Ey’ H., GH%,V et F(t) = ||F1a Fy, Fs, F4H}21,V'
Alors en utilisant les lemmes (7.1) et (7.2) ainsi que :

| <A B>p| <5 (!|A||h+ 1B113),

nous obtenons une inégalité de la forme :

E) < Ki(1+NU(t) + Ko(1+ N)F(t) — % <G,D E;,— D E, >,

ot K7 = Ki(]|0]|1,00, ||#]|c) €t K constante.
Nous intégrons alors en temps :

EW)+<G D E,~D,/E,>,(t) < £0)+<G,D,E,— D, E, > (0)

t
FEL(14 ) / U(s)ds
0
t
(1 + /\)/ F(s)ds. (7.17)
0
De plus, nous avons :
_ _ 1 2 A2
E(t)+ < G, Dy By = Dy By > (t) < 5l1Bu By Holfy o + 51GI

1 . 1 .
+5 (G + 107 Byll) + 5 (IG5 + 1D, Ealli)
>\+2

< |Ex, By, Holiny + —— G2
A2
< %U(t). (7.18)

Et nous avons aussi, en prenant g > 0 :

1 A
E(t)+ <G,D,E,— D, E, > (t) > —HEI,Ey,Hzni1 + —HG||§L

1
! (—HanthD E Hh)

1
- (—!\Gllh+u!\D E, Hh)

1—

v

— LB, By LI, + ( )HGHh (7.19)

2
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Nous choisissons :

I
Nous avons alors :
I—p XA 1
2 2 u
et si nous choisissons A > 2, on a alors 0 < p < 1. Posons :
A+2 1—
ng% et Ky=—E>0.

Nous avons alors d’aprés (7.18) et (7.19) :

Et, en réinjectant dans (7.17) nous obtenons :

t t
K.U(t) < K3U(0) + K / U(s)ds + K} / F(s)ds.
0 0
Et par le lemme de Gronwall :

Ut) <

1 ot
i (KgU(O)+K2/O F(s)ds)

4
t K! s K!
+/ — (KgU(O) + Ké/ F(T)dT) exp <—1(t — s)) ds
o Kj 0 Ky

K/ K/ t K/
< —U(0)ex —lt)+—2/FSGX (—lt—s)ds.
cven () + 22 [ Fee (Fe-s

D’ou 'estimation voulue.

Estimation d’énergie des dérivées

Dans cette partie nous considérerons que Fy = Fy, = F3 = Fy = 0 et que ¢ = 0.
Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 7.4  Soient o0 € C°, p € N, ¢ € N*, alors il existe Ap; = A, (]|0]]g00)
et By, = By q(|lolli,00) tels que :

quels que soient (EY, EY, H?, G%) € V7 (G),

si (B, By, H,, Q) est la solution du systéme (7.2) a (7.5) avec Fy = Fy = Fy = F =
0 et p =0 de condition initiale (EY, E), H),G), alors pour tout t € R :

dP

||ﬁ(Eza E,, H., G)Hi,vq < Al (Eg, Eg?> Hg> GO) Hi%,vpﬂ exp(By,qt).
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PREUVE :

Nous commencons par montrer le résultat pour p = 0 en effectuant une récur-

rence sur q.

— Pour ¢ = 1, il suffit d’appliquer le résultat précédent et de prendre : Ay =
02 et BO’]_ = Cl-
Soit ¢ € N*, supposons 'estimation vraie au rang q.
Soient g1, g2 tels que g1 + gz = ¢. Nous appliquons (D)% (D, )% au systéme
formé des équations (7.2) a (7.5) ainsi que le lemme (7.3).Nous avons alors
les résultats suivants :

[’équation (7.2) devient :

d
31 D) (D)2 Ey = Dy(D)* (Dy)# H. = 0.

[’équation (7.3) devient :

(DF)™(Df)*2E, + Dj(D;)ql(li;)isz —|—kA(U)l.(DI)i1k(D;3quy k |
- Zogkgqlvogﬁ%(kvl)#(m7q2) CQlcqu:gl_ T;n— A(d3- dzqf— o) (D) (D)) E,.

Y

4
dt

L’équation (7.4) devient :

d _ _
S DE Y (D)™ Ho Dy (DF )™ (D)™ E, =Dy (D)™ (DF ) Eut(DF )™ (D} G =0,

[’équation (7.5) devient :
#(DH™(DF)=G + A(o).Dy (DF)™(Dy )2 E,
+To A(dy—0) (D)™ (D)2 E, + A(o).(DF )™ (D, )G
=~ S s (CECLTI T A2 a2 ) (D)4 (D) B,
= Sner (CLCLTEMTET AR a2 0) (DD )'G)

q1 Q2" T

on [ = {(k7l>? 0 S k S Q170 S [ S 42, (k7l> 7é (qlan)? (Q1 - 1>q2)}

Nous utilisons alors I'équation initiale de variables (D)% (D)% (E,, B, H., G)
avec ¢ = qid,_o (l'opérateur de translation 7, ne modifie rien) et avec le
second membre apparaissant dans les équations précédentes.

Le théoréeme 7.3 donne alors :

(D)™ (D)™ (Eo, Byy He, Gy < Coll (D)™ (D)2 (B, By, HY, GOl v

t
<Oy [N P BB (o) s,
0
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ou Cl - Cl(HUHl,ooa ||90||00) OI‘ :

dy_o(z,y) = %/_h 0,0 (&, y)dE.

Donc :
[elloe < Cllol1,c0-

D’aprés la forme de Cy, nous avons : Cy = Cy(]|o]|1,00). De plus, d’aprés le
lemme (7.1), nous avons :

—k —1 —k —1

Ay dy o) (DD Ul < di= dy " ol (DE)H(D) Ul

< Nollgi—r+gr—r.00l Ullnpsr-

Nous avons alors :
1E2[ln < Killo|lgcoll Eyllng-1,

1D Falln < Ko llg+1.00 Eylln.g:
1Dy Folln < Ksllollg+1,00 | Eylln.g:

donc
[ E2l[nm < Kallo|lg1,00[[ Byl ng,

et
[ Falln < Ksllollgoo([[Eylln,ma + [|Gllng-1),

d’ot, comme F} = F3 =0
H(Fb Fy, F, F4)||h,V < KHU”q-i-l,OOH(Ex? Ey’ H., G)Hh,vq>
et par hypothése de récurrence :
I(Frs B, By, Fy)ll7 o < K203 00 Aogll (B2, By, HZ, GO)I7 vo exp(Bogt)-
Ainsi, nous obtenons :
(D™ (D) =(Ey, By, Ho Gy < Col (D7) (D)™ (Ey, By, HY, GO)l7 pe™*
t
+03/ (K*Aogllol?y
0

X |I(E2, By, HY, GO paes+ ) ds
S /0,q+1||(E27 Eyo7 H,S7 GO)||%L7V‘7+1 eXp(Bé’qt).

Ceci étant vrai pour tout qi,qs tels que ¢; + g = ¢, nous avons bien le
résultat au rang g + 1.
Nous avons alors le théoréeme pour p = 0.
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Soit p € N, nous supposons le résultat vrai au rang p pour tous les ¢. Comme
o ne dépend pas du temps, appliquer I'opérateur ;;,—Tl aux équations ne pose
pas de probléme. Il reste a étudier les conditions initiales.

D’aprés I’équation (7.2), nous avons :

qp+1 L

i E,=D, ﬁHZ’

donec :
Jqp+1
| ey Belat) < I el ().

Alinsi, en faisant de méme avec les autres équations :

d-‘rl

dar
s (B By, Hz, G)llnwa(0) < Clllol100)ll 77

(Erv Ey7 HZ? G) Hh Vq+1( )
dtp
et par hypothése de récurrence :

dp+1

| o7 (B By Hey G) 10y (0) < Cl0ll100) Apall (ES, Y. HE G) [y ™"

d’ou la conclusion.

7.3.5 Solution réguliére du probléme continu
Interpolation de la solution discréte

Dans cette partie, nous considérons des conditions initiales du probléme continu
EY, E), H),G° € C°. Les données initiales du probléme discret notées aussi
EY, E), H), G sont les évaluées des données continues aux points de la grille.

Nous notons :

Wl =SE,, Wy = SE,, Wh=SH, et W} = SG.
Nous avons alors :
Proposition 7.3
1. limy_o(O,W} — 0,Wh) = 0,
2. limy, 0 O,(W} + 0, Wl + ocW}) =0,
8. limy_o O,(WI + 0, W3 — 0,W] + W) =0,
4. limy o Oy(WP + 00, W + c W) = 0.

Toutes ces limites étant uniformes en espace.

PREUVE :
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OWE W) = 5o [ IOFB)€) — P e

2T Ji-5 7
or :
dE, n ethé2 1
0= F( "~ DIFL)(E) = AFE)E) ~ T F(H)(©)
donc :
h h 1 wertye) (€0 =1
(O] = 0,W1))(w,y) = 5 /[ e (S i ) AHL) €
~hh
or : e
A 2 1 )
6T —i&| < &h,
donc :
h
@t —a Wil < 5[ @R O
h (21 [* 51 12
< —/ o
27 h _% (]. + 62)3

1/2
x ( [ o +s§>2|fh<Hz><£>|2d5>

R
CVhIH: s
C'(OVR||(E, By, HY, GO)|,vs.

IA A

Nous utilisons alors un cas particulier du lemme 2.5 :

Lemme 7.4 Si U € C®° et si EU est ['évaluée de U aux points de la grille
alors :

1EUng < CNU | pra+2

Donc :

(DW= 0,W3))(w,y)| < K(t)Vh,

ou la constante K dépend des données initiales du probléme continu mais pas

de h.

Nous avons alors la conclusion.
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2. De méme que pour le point précédent, nous avons :

(O W] + O, W + o W) (x,y) =

L e 6i(z§1+y52) & — e”’le—l) Fn(H,)()de
top Jiox g €T [0, y) Fu(B,)(€) — 6 % Fiu(B,)(§)] dé.

Le premier terme se traite comme précédemment, il reste a étudier le second
terme :

S ) [V F (B E) — 6 % o (B )(E) d
o) oo ) FoE)(E) — & FolB,) ()] de

>3
>3

Nous avons alors :

1 . —_— . —_—
I = —lo(z,y) / '@tV S (€)dE — / e tve) g S de

27 S 5]
1 . .

= — U(x,y)*QﬁSEy(x,y)—/ @tV 5 SE (€)dE
T R2
+/ 6i(w£1+y£z)@(§)d£

R2\[-%,7]

1 . —

_ L / () ST (6|
27 | Jee\- 1,31

Or:
[0.SE,(&)] = |0 SE, (&)

< (L r RO 512T2>3d7) :
([ s sPyisEie )

Mais, nous avons :
- Si|r| > 5/¢]

1 - 1 - 1
L+ P)A+[E=7P) — A+ 177 ~ 1+ Ly
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Si |7] < 3¢ :

1 _ 1
A+ rP)A+[E=77) — A+[E =)

Or |§ — 7| = [§] = |7] = 3l¢| done :

1 1
< —.
AP +1E=71) — (14 LF)
Ainsi :
— 1
0.SE,(§)] < mHUHmHHSEyHm
4
1
mHUHH?’HHEth,HS
4
< O(t)%>
(14 =-)

ou C dépend des données initiales et de o mais pas de h. Nous avons donc une
majoration indépendante de h par une fonction intégrable sur R2

Comme limy,_, Xgr2\[-z,x] = 0 presque partout, nous avons par le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue :

lim |0.SE,(£)|d¢ = 0.
h=0 Jr2\[- 7

Et comme )
I<— 0.SE,(§)|d¢,

nous avons la concusion.

3. et 4. Les deux limites suivantes se montrent avec des inégalités de la méme
forme que celles des cas déja traités.

Existence d’une solution réguliére

Nous allons maintenant faire converger les W" de maniére a obtenir une solution
au probléme continu.
Nous commencons par étudier la convergence sur les compacts :
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Proposition 7.4 Pour tout p,q1,q € N,pour tout T > 0, pour tout j € {1,2,3,4}
et pour tout compact K de R?, il existe W; € C>([0,T] x K) et une suite (hy)

tendant vers 0 tels que :

y optaitaz y optaita ;
W, ——— X W’/ =0.
koo (o7 b i | OPOZ T Dy M Oth D Dy
De plus, nous avons, sur [0,T] x K :
8tW1 - 8yW3 = 0
8tW2 + &ch + UWQ =0
OWs + 0, Wo —0,W1 + W, = 0
8tW4+a(9xW2+aW4 = 0.

PREUVE : D’aprés le théoréme d’Ascoli, il suffit de majorer :

1/2
dg

8p+q1+q2 y
'6151’633‘110@/‘12 Wil
pour avoir l'existence de la limite. Nous le faisons pour j = 1 les autres cas étant
semblables :
optaitae 1 4 8P+m
S i(x&1+y€2) W(t. €)d
‘th’(‘?qu(‘?y‘ﬁ 27T/R c OtP Ot Oyy2 AUNIS
1 (e gLy o —
= 5 /R TR (igy ) (igy) B o m W t&d&‘
1 , oP
- i(x&1+y€2) (¢ a1 (; —__F t d
o | [ i e S A B e
1 1 1/2
< — —d.
< 5 (Lares)
1 2q1 2q2
x (/( FIEPPla P 6P | O R (Bt €
< )2 b, o
otr
< K(T).

D’ou l'existence d’'une limite extraite. La proposition précédente montre que les

équations sont vérifiées.

Maintenant, nous allons étendre cette solution a ’espace entier.
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Théoréme 7.5 Si Eg,ES, H? G° o € C> alors le systéme

OB, —0,H, = 0
OE,+0,H, +0E, = 0
OH. + 0,E, — 0,E, +G = 0
0,G +00,E,+0G = 0

Y

avec E,(0,.) = EY, E,(0,.) = E), H.(0,.) = H) et G(0,.) = G°,
admet une solution appartenant o C®([0,T] x R?). De plus cette solution vérifie
Uestimation d’énergie de Métral et Vacus [32] :

I(Ez, By, He, G5 < Coll(ER, By, H, GO)| e,
ot Cy = Ci(|ollve0) et [|(Es, By, He, G|} = |(Ex, By, Ho) |3 + G172

PREUVE :
— Soit K,, = [-n,n|* compact de R? Nous construisons par récurrence une
solution sur R? telle que la solution sur K, prolonge la solution sur K.
Pour n = 1, nous construisons la solution comme extraction (h, ;) des
(Wh).
— Soit n € N*. Supposons que nous ayons construit une solution sur K, par
extraction (he, ().
Nous considerons les suites (W}, ) qui vérifient les mémes hypothéses que
(W}). Nous pouvons donc, comme précédemment, leur appliquer le théoréme
d’Ascoli : nous trouvons une suite (Wy_ ) qui converge vers une solution
sur K, 1. Comme cette suite est extraite de la précédente, cette solution et
la précédente coincident sur K.
Nous avons ainsi construit une solution sur R? que nous appelons W =
(W1, Wo, W3, Wy).
La solution W est C*® sur K° pour tout n € N* donc W € C®(R?) et est
solution forte du probléme.
~ Montrons que W € V. Nous allons montrer que W; € H'(R?), les autres
composantes se traitant de la méme maniére.
Sur [0, 7] x K,,, nous avons :

limg oo [ W, = W] =0,
—limy oo | Wi — W =0,
~ limy s pe ‘%Wﬁw> _ %Wl‘ — 0,
- )W,%%(k) - Wl) < (y,

)(%Wi}%(k) o %Wl) < 02’
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_ ot _ oWl <
B9 thn(k) ayW < (.
Or, comme les constantes sont intégrables sur K, nous avons, par le théoréme

de convergence dominée de Lebesgue :

lim (W, = WHax,) = 0.

k—4o00 (

Ainsi pour k assez grand :

W ey < 200W5, e < 20W5 e

Or, d’apres le lemme (7.4) et le théoréme (7.3) :

Wl = [ O IAE) @

CllEolh

<
< K(T)|(ES, By, H,G°)[[7s.

Nous avons donc montré que |[W?| 51, est majoré par une constante indé-
pendante de n donc :
W' e HY(R?).
— Nous avons maintenant toutes les hypothéses de régularité justifiant les calculs
de [32|, l'estimation d’énergie est donc vérifiée.

O

7.3.6 Reégularisation du probleme continu

Nous allons maintenant prendre des hypothéses de régularité plus faibles sur les
conditions initiales et I” absorption. Nous notons V I'espace V = (H'(R?))3? x L*(R?)
et ||.]ly la norme sur cet espace. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 7.6 Si (EY, E), H),G°) € (H'(R?))? x L*(R?) et 0 € W'>(R?) alors
le systéeme
ok, —0,H, =
ob,+0,H, +0k, =
oH,+0,E,—0,E,+G =
G+ 00, Ey+0G = 0,
avec E,(0,.) = EY, E,(0,.) = ES, H.(0,.) = H? et G(0,.) = G°
admet une solution appartenant a L*(0,T,V) N C%(0,T, (H'?(R?))* x L*(R?)). De
plus cette solution vérifie l’estimation d’énergie de Métral et Vacus :

|(Ev, By He, G| < GHll(ES, B2, 1Y, GO)| 3,
0 Cr = Ci([0ll1oc) et |(Bry By, Heo G = [[(Ee, By Ho) |20 + G2

o O OO
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PREUVE :

— Nous régulariqonq leq données initiales et ’absorption :

Soient E° . EY

z,n) ymn zn’

GY, 0, € C telles que :

lim ||E?, — E%p =0,

n—-+00
lim [\ B9, — B |[m =0,

fim_[|H2,, — Yl =0,

n——4oo

lim [|GY —G°z2 = 0.

n—-+o0o

lim ||o, — o= =0
n—-+00

Soit W, = (Eyn, Eyn, H. n, Gy) 1a solution de :

by, —0yH,, =

by, +0.H,, +0,E,,
OH,, + 0. E,, —0,E,, + G,
0.Gy + 0,0, Ey , +0,G,, =

o O O O

E,.(0,.) = EY. ., H,,(0,.) =

avec les conditions initiales : E, ,,(0,.) = EY. o>

HY et G,(0,.) = G2
Montrons que la suite (1,,) est de Cauchy dans C°(0,T,V).
Soient p, ¢ € N, alors W, — W, vérifie :

O(Eyp—Eypq) —0y(H,p—H, ;) =0

@(E —Ey,q )+ (%(H Hz,q) + UP(E - LBy, ) (Uq - Up)Ey,q
O(H,p—H,q) +0,(Eyp, — Ey,) —0y(Eypp— Evg) + (G, —Gy) =0
at(Gp q Upa:c(E Ey,q) + 0p -G )

(G
= (04 —0 )axEy,q + (0 — 0,) Gy

Nous pouvons alors appliquer I'estimation d’énergie obtenue dans le cas régu-
lier (le second membre se traite comme dans le cas discret). Nous obtenons :
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Wy =Wyl < CallW) — Wole
t
+Cs [ (Itoy = o) Byl
0

(g — 0,10, Byl + [0, — 0,613 ) (5)e s

< GHlWO — WO
t
+@W%—%mm/<ww®wwWﬂ“
0
< G W0 — WO

t
4Gl = o) luoe [ (CHIWGBeCss) ecrt-one,
0

ou C = C1(|[(og — 0p)|l1,00) €t C1 = C1(||logll1,00). Or nous avons :
= limp oo HW;? - Wé)HV =0,
= limy g tos [(0g = 0p)[[1,00 = 0,
[W2llv < 2|[W°ly pour ¢ assez grand,
C et C sont a dépendance polynomiale donc ils sont bornés en p et g.
Donc
lim sup |[W, —W,|y=0.

P:q—+0 (0,77
Ainsi (W,,) est de Cauchy dans C°(0,T,V).
Nous utilisons maintenant un cas particulier des espaces définis dans [30] :
W(0,T) = {u,u € L*0,T,V),0u € L*(0,T, L*(R*)*)},

muni de la norme

||u||12/V(O,T) = HUH%Q(O,T,V) + ||atUH%2(0,T,L2(R2)4)-

Montrons que (W,,) est de Cauchy dans W(0,T).
Comme (W,,) est de Cauchy dans C°(0,T,V) alors (W,,) est de Cauchy dans
L*(0,T,V).
Nous utilisons les équations pour montrer que (9;W,,) est de Cauchy dans
L*(0,T, L*(R*)*). Par exemple, pour la composante E,,,,, nous avons :

Hat(Ey,p - Ey,q)HL2 = ||a:c(Hz,p - HZ,q) + Up(Ey,p - Ey,q) - (Uq - Up)Ey,qHL?
< (”UpHWLOO + ||Up_0q||W1»°°)||Wp_Wq||V
< 6HUP||WL°°||WP - WqHVv

pour p,q assez grands. Comme (W,,) est de Cauchy dans L?*(0,7T,V) alors
(0;W,,) est de Cauchy dans L?(0, T, L*(R?)*).
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Donc (W,,) converge vers W dans W(0,T).

Montrons que W vérifie les équations voulues. Nous allons montrer uniquement
la deuxiéme équation les autres étant semblables :

Soit n € N,

O Ey + 0xH, + 0 Ey|| 2(0,1,12(r2))
= 0:(Ey — Eyy) + 0u(H. — H.,;) + 0(E, — E, )
+(0 = 00) Eynllr2 0,1, r2m2))
< A+ ollwre + [lo = oullwrs W = Wallwo)-

Donc en faisant tendre n vers 400, nous avons :
||(9tEy + (9sz + UEy||L2(0,T,L2(R2)) = O

D’ou I’'équation voulue.
— Il reste a étudier les conditions initiales. D’aprés |30|, nous savons que :

W e Co0, T, (H?(R?)* x L*(R?)),
et que 'application :

W0, T) — C°0,T, (HY*R?)* x L*(R?)),

u — u
est continue. Donc :
W = W™l eoor, 12z xrzzyy < CIW = Wallwor)-
Ainsi

IW(0,.) = WOl me@eysxrz@ey < IW(0,.) = Will iz meyys sz rey
+[|Wy, — WOH(H1/2(R2))3><L2(R2)
< W = W"leoor,rr1r2 m2))s x L2(R2))
+HWn - WOHV'

Comme les deux termes du second membre tendent vers 0, nous avons :
w(o,.)=Ww"°

Nous avons donc prouvé le théoréme. 0
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Chapitre 8

Schémas de Yee

Les résultats montrés dans la partie précédente impliquent que les équations
PMIL proposées par Bérenger pour les équations de Maxwell TE sont faiblement
bien posées de défaut 1. Nous allons maintenant nous intéresser a la discrétisation
de ces équations et au calcul du défaut via des estimations d’énergie.

Les équations de Maxwell sont discrétisées classiquement par un schéma de Yee.
Nous rappelons dans la premiére partie de ce chapitre que ce schéma est stable.
Le schéma de Yee peut aussi étre utilisé pour discrétiser les équations PML de
Maxwell TE. Nous cherchons alors des estimations d’énergie pour ce schéma qui
nous permettront de voir que le schéma est faiblement stable de défaut 1.

Des estimations d’énergie ont été prouvées dans |10| mais elles sont valables dans
le cas de la formulation de Zhao-Cangellaris qui est fortement bien posée.

Dans cette partie, G désignera la grille G = AxZ x AyZ.

8.1 Schéma de Yee pour les équations de Maxwell

Nous allons étudier dans cette partie la stabilité du schéma de Yee pour les
équations de Maxwell :

E, —,H, =0
@tEy -+ &CHZ = O
OH. + 0,E, — 0,E, =0

Le schéma de Yee [41], étudié dans [39], est le schéma d’ordre 2 suivant :

n n n+1/2 n+1/2
(Ez)ijl_(EI)i,j _ (Hz)i,j+1/2_(Hz)i,j—1/2 o 0
At , y , -
n n n+1/2 n+1/2
(Ey)ijl_(Ey)i,j + (Hz)i+1/2,j (Hz)i—l/Q,j -0 (81)
ok —1/2 A B
(Hz)iy "“—(Hz)i i Ey)iryog =B ryay  Ba)ijprn=Ba)ly 1y _ 0
At Ax Ay -
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L ~1/2
Les conditions initiales sont E?, E, et H. 2

Nous posons :

%_Aa: ”’yy_Ay'

Nous avons alors la stabilité du schéma de Yee sous condition CFL :

Théoréme 8.1 Sous la condition CFL ~2 4 ~; < 1, le schéma de Yee (8.1) est
stable.

PREUVE : Posons :
2 A 2 A
kl = E sin (512 x) et kQ = A—y sin (522 y) .

La matrice d’amplification du schéma de Yee par rapport a la variable (@, EEL, HQ_I/Q)
est :

@\ = Rals(b
oll Nous avons poseé :
1 0 —ikoAt 1 0 0
RO = 01 Zk?lAt et SO = 0 1 0
0 0 1 tho At —iki At 1

Nous avons alors :

R 1 — k3AE  kiko A2 ik AL
Q= | kikAt? 1 —k2A —ik At
iko AL —ik At 1

Soit P la matrice :

ki At ik AHL 4 Ny) ik AR+ A)
0 At A

avec

_ —|RPAE £ JE[TAE — A[EPAR

At 5

Nous avons alors :

~ 1 0 0
Q=P 0 1+Xx. 0 Pl
0 0 1+
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Nous remarquons que, si |k|?At? < 4 alors |1+ Ax| = 1. Or ||k[|?At? < 4 & 42+
75 < 1 dong, sous condition CFL, les valeurs propres de la matrice d’amplification

~

@ sont de module 1. Pour prouver la stabilité du schéma, il suffit donc de montrer
que || P|| et [[P~!|| sont bornées.
Pour cela, nous commencons par remarquer que :

— AL K| 0 0
‘pp = 0 Ay — (1+A)2AL k|2 0
0 0 Al — (1+ A0)2AL k|2

Posons A? = —A#?||k||?, B? = A2 — (14+ X4 )?At?||k]|? et C? = A2 —(14+A_)2A8||k|)>.

Soit, :
ikiAt ke At(14)y) ko At(14+X_)

A . B . C

R — iko At —’Lk’lAt(l-’-)q.) —ZklAt(l-i-)\_)
A B C
B C

Alors R~! =t R. Comme changer P en R, ne change pas la diagonalisation de @, il
suffit donc d’évaluer ||R||. Nous avons :

[BI* = N — (1+ X ) A k[
= A+ (L+ AN car A2+ ||E[PA2N, + ||k[PA2 =0
= AP+ 2]

1%l AL |\, + 2]

I]*At* /4 — [|k[|2AL2

2, /1= 22— 2lhIPAR

K| k|| At*.

A%

v

D’ou |B| > ||k||At et de méme, |C] > ||k||At. Et on a alors ||R|| < K ce qui prouve
la stabilité du schéma de Yee.

O

8.2 Schéma de Yee pour les équations de Maxwell
PML

Le schéma de Yee pour les équations PML de variables (E,, E,, H, = H,, +
H,,),G = 0H,, avec une absorption constante dans la direction des = (o, = o) et
nulle dans la direction des y (o, = 0) est le suivant :
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(B )Pt =(E0)p,  (H2)

n+1/2 n+1/2
J+{/2—<Hz> !

1,j—1/2 :0

At

1,7 +

n+1/2 ( )n+1/2

(Ey)nJrl_(Ey) (H i+1/2,5

(Ey>"“+<Ey>” 0

n+1A/2 n—1/2
(Hz);; ' "=(Hz);

i—1/2,5
Az t+o

At
(G)n+1/2 (G)n 1/2

+ (Ey)z+1/2,] ( y)z 1/2,5

()21 /oy~ (B}

Az

E BN L @ e

/ By /
n+1/2 n—1/2
(G);; (@),

Nous allons montrer une estimation d’énergie discréte analogue a celle de la
proposition 7.1. Pour cela, nous avons besoin de savoir comment se comporte un
schéma stable sous l'effet d’'une perturbation d’ordre 0. Nous utiliserons donc le
résultat suivant qui est la version discréte du fait qu’'un probléme fortement bien
posé 'est toujours lorsqu’on lui rajoute une perturbation d’ordre 0.

Proposition 8.1 Soit Qo tel que Qo |

QO + AtQ on a

PREUVE : Soit V7" la suite définie par :

Donc :

i,j
\ At t+o

i—1/2,5 i,j
Ax +o 2

@n S Kse(ocs-i-AthM)tn

V= QU + ALQV™.

n—1 .
Vi=Qo Vo +ary Q)" Qv
=0

Définissons la suite (W}*) par :

W = Qo VO -
n—1 A1 X0
WI?H = Atz:j:olQO QW;ﬂ

Alors, si la série existe, nous avons : V" = ,j;xé Wi
Montrons, par récurrence sur n, que :

(AtM )’ft’f

Wil < i nst 7)

e Pour n = 0, nous avons :

W =V0et Vi > 1, W =0.

Le résultat est donc vrai.
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e Soit n € N*, supposons le résultat vrai pour tout j < n — 1. Montrons le
résultat au rang n par récurrence sur k.
— Pour k£ = 0, nous avons, par hypothése :

—n — —
WG < 1Qo [HIVOIl < Kses™ [V

Soit k£ € N, supposons le résultat vrai au rang k.

n—1

Wil < ALY Keesn—= M|W{|
=0
n—1 k1k
. | (AtM)Fth
< ALKsM Y st (Kf“ik! Leesti | (V0]
=0

Ath-‘rl
i G0 M(Zt’f)nvon

Or :
n—1 tn tk+1
th < / stds <
= 0 k+1
Donc :
(AtM)k—i-l

WL < K5 gostn-1gk+ | 70|

(k+1)!

D’otu le résultat au rang n.
Nous avons alors :

+00 +oo

. . (KsAtMt,)*
I I L
= k=0 ’

S Kse(aS+AtKSM)tn||‘//\OH.

D’ou l'existence de la série et l'estimation :
|QmVO|l = [[V7]| < Kgelos+atksMin o
Et ainsi :

H @n H < ng(aS+AtKSM)t"

Nous montrons maintenant l'estimation discréte suivante :
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Théoréme 8.2 Sous la condition CFL :

At\? (AN

- + [ — < 17

Ax Ay
il eriste Kg > 0,a5 > 0,tels que pour tout (EY, E), H VG 12y ¢ (HY(@))? x
L*(G),

I(Ey, Ep, HE ™ V2 gre1)| (HY(G))3x L2(Q)
< Kseast"ll(E0 E), H _1/2 LGl @pexiz)-

PREUVE :
e Aprés transformation de Fourier, le schéma de Yee devient :

(BB WQ _0
__At the T
Eg+1—E" E;z-‘—l_,’_Ev,\;

. +zk1H"+1/2+U 5 =0

nt1/2 172 172 Cm—1/2
H, AtH _‘_kalE'n_ZkéE'n_‘_%:O

nt1/2_(m—1/2 n+1/2 172

L2 (ahe 2 (&4
I—AJJSIH B [§] 2_Ay81n 5 .

Un = (Er, Er, HI™ 2 ik, B ik B ik HE 2 ko B iko B iko HY Y Gm172),

o1l on a posé :

Soit :

Posons :
1 0 —iko At B
R=1|0 1+% kAt | = Ro+ AtR,
0 0 1
avec :
1 0 —ikoAt _ 0 0 0
Ry=1 01 zk:lAt et R=10 3 0 |,
0 0 0 0 0
0 ~
S = — ”?t 0 | =Sy+ AtS,
Zk?QAt —Zl{ilAt 1
avec :
0 _ 0 0 0
Ry = 0 1 0 et S=10 -2 0
tho At —ik At 1 0 0 O
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Nous avons alors :

avec

RU — ST,

0
R 0 0
At /2
0
0 R 0 ~
R = ik AL/2 =TRo+ AtR,
0
0 0 R 0
iko At/2
0 0 0 0 0]0 1+ o0At/2
et
0
0 0
—At/2
0
S 0 P~
S = ik AL)2 =&y + AtS,
0
0 0
—iky At /2
0 0 —cAt 010 1—0oAt/2
ou l'on a posé :
Ry 0 0
0 Ry 0
Ro A2 |
0 0 Ry
iko At /2
0 0]0 O 0 0
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et

0
R 0 0 0
1/2
0
~ 0 R 0 0
R = o |
0
0 0 R 0
0
0 0 0/]0 0 0[0 0 0]c/2

et de méme pour Sy et S. R
Le symbole du schéma de Yee est alors : Q = RIS,
e Montrons que Q QO + ALQ avec Qo Ry So et ||Q]| borné. Nous avons :

Q = R'Sy+AtR'S
= (Id+ AtR;'R)'Ry'Sy + AtR'S.

Montrons qu’il existe K; tel que [|[R7Y| < K.
Nous avons :

0
R_l O 0 mR_ (;l]
| 0
. 0 R 0 —sieam R 0
- X :
0
- iko A -
0 0 R~ _2(1+§A:/2)R ! (1)
0 0 0[0 0 0[O0 0 O© 1/(1+cAt/2)
et
1 0 iks At
Rl'=10 (1+22)7" —ikAt (142287
0 0 1

Or sous condition CFL, |k At| < 1 et |kyAt| < 1. Donc il existe K; tel que
IR < K.

Nous avons montré ainsi que |[R™S]| est borné.
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Montrons qu’il existe Ky tel que ||(Id+AtRy*R)™! —Id| < K,At. Comme,
de méme que pour R™!, il existe K3 tel que |[Ry'|| < K3, cela démontrera

la décomposition deNQ.

Il existe M tel que R < M, donc si At < ﬁ, alors ||AtRy'R|| < 1. Or :

—+oco
> (—ADHRG'R)
k=1
—+oc0
ALY AHRGR|
k=0
- AtKs M
— 14+ AtKsM
< KyAt.

|(Id + AtRy'R) ™ — Id|| =

IN

e Il reste & montrer que le schéma de symbole @ est stable. En effet, le propo-
sition 8.1 montrera que le schéma de symbole () est stable et, étant donnée la
définition de U™, nous aurons 'estimation discréte voulue. Nous avons :

tel-00545794, version 1 - 12 Dec 2010

0
Ry'Sy 0 0 0
0
RIS, 0 Ry'So 0 —ik1 Atz
0 0 Ry'Sy —iky Atz
0 0 0 0 1
0
onz=R;'| 0
1

Nous remarquons que Ry 'Sy est le symbole du schéma de Yee pour les équa-
tions de Maxwell. Nous savons donc, d’aprés la preuve du théoréme 8.1 qu’il
existe une matrice de passage P telle que R;'Sy = PDP~! avec ||P| < K,
|P7Y| < K et D matrice diagonale a éléments diagonaux de module inférieur
ou égal a 1.
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Posons :

alors :

et

P IRISP =

0
0 0 0
0
P 0 Z
0 P Za
0 0 0 0 1
0
p1 0 0 0
0
0 p1 0 -P7 1tz
0 0 p1 —P1Z,
0 0 0 1
0
D 0
0
0 P ((RySo — 1d)Zy — iky At)
0 p-t ((RO_ISQ — [d)ZQ — Zk?gAtZ)
0 0 0 0 1
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Nous choisissons Z; = — | 1 | et Zy=1 0 |, alors:
0 0

0

D 0 0 0

0

PRSP = | P RN
0 0 D 0
00 00 0 0j0 0 0]1

qui est une matrice diagonale a coefficients de module inférieur ou égal a 1.
Comme |P|| < K, ||[P7!]] < K, on a montré que le schéma de symbole Qg est
stable, ce qui achéve la preuve.

O

8.3 Application des résultats de la premiére partie

Nous allons, en appliquant les résultats de la premiére partie de cette thése,
montrer que le schéma de Yee est convergent et minorer son taux de convergence.

Nous considérons les équations de Maxwell PML en dimension 2 avec absorption
constante dans la direction des x et nulle dans la direction des y et nous considérons
les variables E,, F,, H, et G =0 H,, :

oE,—0,H, =0

ok, +0,H,+0E,=0
oH,+0.E,— 0,E, +G=0
0G+ 00, By +0G = 0.

(8.3)

Nous discrétisons ces équations par le schéma de Yee (8.2).

Proposition 8.2 Le probleme (8.3) est faiblement bien posé de défaut g1 =1 et le
schéma de Yee (8.2) est faiblement stable de défaut go = 1.
De plus, si la donnée initiale du schéma est de régqularité H%, le taux de convergence

-, . - _1
du schéma est minoré par : —L——.
max(qa,4)—1

PREUVE :
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e Nous appliquons le résultat de la proposition 7.1 & 0, = o constant et o, = 0.
Nous obtenons :

I(Ex, By, H)(E, )30 + (0 By, G)(E, )|
< Crel =20 (B, By, H)|7 + (0 By, GO)|[72) .
d’on lexistence de constantes K¢ et a¢ telles que : ||(Ey, By, H., G)(,.)| 2 <
Kee*||(EL, By, HY,G°)|| g1, ce qui prouve que le probléme est faiblement bien

posé de défaut ¢; = 1.
e Une conséquence immédiate du théoréme 8.2 est que :

(B, By, HE 72 G2 oy < Kse®™™ ([(EY, B, H V2 G7V2) || 6y

ce qui prouve que le schéma est faiblement stable de défaut 1.
e Pour évaluer le taux de convergence, nous allons utiliser la proposition 3.4. Il
suffit alors de montrer que r = 1 et p = 2 pour avoir le résultat.

Nous posons, comme dans la preuve précédente k; = ﬁ sin (glzm) et ky =
Aly sin (%) La matrice d’amplification du schéma de Yee est alors :
_L2A42 2k1 At ko : —2iko At?
1 — kAt 2ot ika At 2ot
N 2k APky 2At(20+0° At4+2kF AL _2iki At 4iky AL2
Q — 240 At (2+0At)2 240 At (2+0At)2
’Lk At —2ik1 At 1 —2At
2 21 oAl 2roAt
0 —21k10At 0 1— 20 At
(24+0At 24-0At

Or le symbole du probléme continu est :

0 0 i& 0
0 -0 —i&4 0

Plie) = & —i& 0 -1
0 —&o 0 —0o
Donc :
Q = Id+ AtP(i€) + O(AL|€]?)
= exp(AtP(i€)) + O(ALE]1),
ce qui prouve bien que r =1 et p = 2. 0

Ce résultat implique que le schéma de Yee est d’ordre 1 ce qui ne devrait pas
étre le cas, d’aprés sa construction. Cependant, le schéma de Yee est une ap-
proximation de (Ey(ty,.), Ey(tn,.), H.(tn—1/2,.), G(tn—1/2,.)) et pas de la solution
a l'instant t,,. Comme 'approximation de (E,(t,,.), Ey(t,,.), H.(t,,.), G(t,,.)) par
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(B2, Ey, HQ‘W, G 1/2) n’est que d’ordre 1, il est normal que I’on obtienne un ordre
1.
Pour remédier a ce probléme, nous allons approcher (E,(t,,.), E,(t,,.), H.(t,,.), G(t,,.))

n—1/2 n+1/2 n—1/2_ cm+1/2 . . . .
par (E}, B, LE ;Hz e ;G ) qui est bien d’ordre 2. De plus, il est clair

que le schéma reste faiblement stable de défaut ¢; = 1.

.. . n—1/2 n+1/2 n—1/2_ ~m+1/2
Proposition 8.3 Sinous posons (B, B}, H?,G") = (E}, E}}, He ;Hz ¢ ;G ),
alors nous définissons bien un schéma a un pas en temps. Le tauxr de convergence

. o 2(qa—1 L . »p
du schéma est minoré par : —Aaazh) pour une donnée initiale de réqularité H9*.
max(qs,5)—1 b

PREUVE : Nous notons V" = (E7, E}', H!',G") et W" = (E, E}, HI Y2 Gr=1/2),
Alors, nous savons que Wntl = @W\” ou @ est la matrice d’ amphﬁca‘rlon du schéma

de Yee calculé précédemment. Nous allons calculer Q tel que V”“ QV"
Nous posons :

1000 0000
010 0 0000
M=t gogoo0l|®M=10010
0000 000 1

Nous avons alors :
Vnt+l  — (M+ + 5]\4_)[/]/’”-1—1 + 5M_Wn+2

- (<M++ Lo+ MQ)

0
R e 0
M_QQ) MV + | T

1 ~ 1
= ((M++ M_)Q + 3 i
G/n—l\/2
Or, nous avons :
0 0 0
0 0
e || e =2 m | (8.4)
Cn—1/2 G172 Gn

—

Nous allons calculer {0, 0, HQH/Q’ Gnt1/2),
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Nous avons alors :

0
0 . .
g | = MW= M_QWT
Griife
0
N A 0
— M_Q M+Vn + M_ E_T/Q
G172

Donc, en utilisant (8.4), nous obtenons :

0
N 0 PN _
(Jd + M_QM_> i |+ MoQMLVT = 20V
G/n—T/2
Ainsi :

0
0 L o
g | = (1d+ M_QM_> (2M_ — M_QM,)V™.

G/n—T/2

Nous obtenons alors :
— 1 ~ 1 ~ ~ -1 ~ —~
Vnt+l — ((M+ + §M_)Q + §M_Q2) <M+ + <[d + M_QM_> (2M_ — M_QM+)) V.
Nous avons donc :

Q= <(M+ + %M_)@ + %M_C?) (M+ + (fd + M_@M_>_l (2M_ — M_@M+)) ,

et le calcul explicite de @ ainsi qu’'un développement limité donnent :

" 2
O = Id + ALP(i€) + ATtP(iff + O(AP[|E]]° = exp(tP(i€)) + O(AL[|€]°.

Nous avons donc prouvé que r = 2 et p = 3. La proposition 3.4 permet de conclure.
(I
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Chapitre 9

Stabilité WKDB

Le but de cette partie est de donner une condition nécessaire de stabilité analogue
au théoréme 9.2 donnée dans |9 mais qui s’applique dans des cas plus généraux.
Ce travail a été effectué avec Jeffrey Rauch.

9.1 Le probléme de la stabilité

9.1.1 Origine de l'instabilité

Le phénoméne d’instabilité observé numériquement a été expliqué par Hu dans
[22| puis, plus récemment, dans [23]. Il est di & une direction opposée de la vitesse
de phase et de la vitesse de groupe.

En effet, si nous reprenons le changement de variables (6.4), et si nous considérons

. . . £ T
une onde plane de la forme ¢f€17+65=w0 zlorg elle devient : ¢i617+é2y—wt) o= Jy oz (u)du,

L’amplitude de cette onde ne va donc décroitre exponentiellement que si : —i—l fow oz (u) <

0. Ainsi, si le coefficient d’absorption est strictement positif et si x > 0, 'onde sera
absorbée exponentiellement lorsque % > 0, ce qui peut se traduire en terme de vi-
tesse de phase par : la composante dans la direction de 'axe des x de la vitesse de
phase est positive. Or nous avons choisi de prendre x > 0, c’est-a-dire de placer la
couche absorbante a droite du domaine d’intérét. Les ondes étudiées vont donc se
diriger de la gauche vers la droite, ce qui signifie que la composante dans la direction
de I'axe des x de leur vitesse de groupe est positive. En conséquence, nous pouvons
remarquer que si la vitesse de groupe et la vitesse de phase ne sont pas dans la méme
direction selon I'axe des x, I’onde ne sera pas absorbée exponentiellement dans la
couche, ce qui posera des problémes.

Dans [9], il a été montré de maniére rigoureuse que la cohérence de la direction
des vitesses de phase et de groupe était une condition nécessaire de stabilité. Nous
rappellerons I’énoncé de ce résultat dans la partie suivante.
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9.1.2 Des équations PML fortement bien posées et stables

De nouvelles équations PML ont été proposées dans [22| pour résoudre le pro-
bléme de la stabilité pour les équations d’Euler linéarisées. La méthode consiste a
appliquer une transformation de Fourier en espace et de Laplace en temps et d’utili-
ser ensuite le changement complexe de variables qui correspond aux équations PML.
[’introduction d’une nouvelle variable permettant de se ramener aux composantes
non splittées va ensuite conduire & un probléme stable. Toutefois ce probléme n’est
pas fortement bien posé. Les équations vont donc étre modifiées grace a 'intro-
duction d’un petit paramétre qui va rendre le probléme symétrique hyperbolique
donc fortement bien posé. Toutefois, I'inconvénient du paramétre introduit est qu’il
fait perdre le caractére parfaitement adapté. Cependant les expériences numériques
montrent que, lorsque le paramétre est choisi suffisamment petit, les résultats ob-
tenus avec et sans 'introduction de ce paramétres sont trés proches. Les équations
uniquement stabilisées sont utilisées en pratique a moins que I’étude ne nécessite la
conservation du caractére symétrique des équations d’Euler.

Des équations parfaitement adaptées, fortement bien posées et stables ont aussi
été données pour les équations de Maxwell dans [11|. Le changement de variables
complexes a été effectué sur les équations de Zhao-Cangellaris et des estimations
d’énergie ont prouvé que les champs étaient bornés indépendamment du temps ce
qui démontre la stabilité. Une autre technique a été proposée dans [5] pour les
équations de Maxwell tridimensionnelles. L.es équations obtenues ne concernent que
les variables physiques non splittées.

Une méthode plus générale est présentée dans [6]. Elle concerne les systémes
symétriques hyperboliques quelconques et est basée sur les PML proposés par Hag-
strom. Le principe est d’introduire un terme parabolique dans les équations puis de
jouer sur les coefficients pour stabiliser le probléme. Cette méthode est appliquée
aux cas des équations de Maxwell TM et d’Euler linéarisées.

9.2 Etude de la stabilité pour des équations PML
générales

9.2.1 Rappel des définitions et des principaux résultats an-
térieurs

Nous considérons le systéme dans R? suivant :
U — A0,U — A30,U =0, (9.1)
ou Ay, Ay € My(R).
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Les équations PML associées a ce probléme avec absorption dans la direction des
x sont alors :

1 _ 1 2 1 _

OU? — A0, (U +U?) =0,
ou o, > 0 désigne I'absorption dans la direction des z.
Nous avons [9] alors le résultat suivant :

Théoréme 9.1 Sous les hypothéses suivantes :
o le probleme (9.1) est fortement hyperbolique
e e symbole associé 4 (9.1) admet un nombre constant N, de valeurs propres
simples non nulles et la valeur propre 0 avec la multiplicité N — N,.
Alors le probleme (9.2) est faiblement bien posé.

Dans la définition d’un probléme fortement ou faiblement bien posé, une crois-
sance exponentielle en temps de la solution est autorisée et elle peut étre considérée
comme une instabilité. C’est pourquoi, une nouvelle définition de stabilité est intro-
duite par Bécache, Fauqueux et Joly dans laquelle seule une croissance polynomiale
en temps est autorisée.

Définition 9.1 Le systéme (9.2) est dit stable s’il est faiblement bien posé de défaut
s> 0 et siil eviste K > 0 tel que pour toute donnée initiale U° :

Ut e < KA+ U e

Il est facile d’obtenir alors la caractérisation analogue a celle des problémes fai-
blement bien posés suivante :

Proposition 9.1 Un probleme de Cauchy de symbole P (i) est stable si et seule-
ment si pour tout &, les valeurs propres A(§) de P(i§) vérifient :

Re(A(§) <0
Une condition nécessaire de stabilité est alors démontrée dans [9] :

Théoréme 9.2 Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme 9.1 une condition
nécessaire de stabilité pour le probléme (9.2) est que les valeurs propres A(&) non
nulles de P(i§) = i1 A1 + i€ Ay vérifient :

&
VE [I€ll =1, 7 5-0aA(€) > 0.
NG
La démonstration de ce théoréme est basée sur un développement limité en ”‘5—1”

proche de 0. Le cas d'une absorption variable dans les deux directions n’est donc
pas traité.

Ce résultat s’applique aux équations de 1’élastodynamique et de Maxwell bidi-
mensionnelles pour lesquelles les valeurs propres sont bien simples.
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9.2.2 Résultat général

Nous considérons maintenant le systéme dans R? suivant :

d
OU = A0, U =0,

=1

avec A; € My (R). Dans les exemples pratiques, nous prendrons d = 2 ou 3.
Nous étudions les équations PML avec absorptions variables dans toutes les
directions :

QU — A0y, (X0 U9) + oy(z)Ut =0, 1<1<d. (9.3)
Pour [ € {1,...,d} nous notons A € Mnq(R) les matrices correspondant aux
équations PML :
0 0
gl: Al Al Hliémeligne,
O ... ... ... 0

et, pour = (z1,...,24), B(x) € Mpq(R) le terme d’ordre 0 est la matrice diagonale

suivante :
al(xl)IdN 0

B(x) = : . :
0 O'd(l’d)]d]v

Nous notons ]5(15) le symbole principal correspondant a l'opérateur associé aux
équations (9.3) et P(i€) le symbole du probléme initial (9.1) :

d d

P(i€) =Y i&A et P(ig) =Y igA.

=1 =1

Nous fixons pour toute la suite £ # 0 et nous considérons \(§) une valeur propre
non nulle de P(i§). Le lemme suivant prouve que A(£) est aussi une valeur propre

de P(i€).
Lemme 9.1

VE € RY, det(P(i€) — Mdyg) = (—\)NUVdet(P(i€) — Mdy).
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PREUVE :

i6 Ay — Ndy ... i Ay
det(P(i€) — Mdyg) = 5 :
ifdAd [P ifdAd - )\IdN
P(i€) — Mdy . .. P(i€) — Mdy
€A & A5 — Ndy ... 1 d
_ 7,52: 2 7/52 2 N ) 7/52: 2 (Ll - Z Ll)
: ’ ’ =1
’LfdAd e e ’LfdAd — >\]dN
Idy . . Idy
€Ay ibaAy — Ndy ... i€y A
_ det(P(z'f)—)\[dN) 52: 2 52 2 N ) 62: 2
ifdAd ce ce ifdAd - )\[dN
Idy 0o ... 0
i€ Ay —MNdy ... 0
== d@t(P(’Lg) - >\]dN) : . . (C] — Cj - Cl)
€Ay 0 ... —Xdy
= (=N Vdet(P(i€) — Mdy).
(I

Nous cherchons alors une solution U = (U',..., U%) de (9.3) obtenue par 'ap-
proximation de 'optique géométrique (voir [36]) :

+00
U ~ e?/* Z ela;(t, x).
=0

Le principe de 'optique géométrique est de chercher une approximation de la solution
a haute fréquence ou approximation WKB, d’oi 'introduction de la phase % qui
va étre grande pour € petit. De plus, cette approximation est d’ordre infini en &,
dans le sens oi, les coefficients a; sont tels que si U5, = e®/¢ Z;V:O glaj(t,z), OUS —
Zle Klam U% + BU5 = O(e"). Donc nous allons chercher & construire U® qui soit
une solution approchée de (9.3).

Théoréme 9.3 Nous supposons que le probléme 0,U — 27:1 A,0,,U = 0 vérifie les
hypothéses suivantes :
e e probléme est fortement bien posé,
o det(P(i§) — XId) = (—=X)* [[i_,(Ae(&) — X)™* avec, si k # 0, A\(§) #0 et
dim ker(P(i§) — M\.(§)Id) = ay.
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Soit k > 0 et &€ = (&,...,&) € R\ {(0,...,0)} fizés, nous considérons la

fonction suivante :
+00
o .
Ut =e /5253aj(t,x,§),
§=0

avec O(t, x, &) = t. N\ (&) +ix. et les coefficients a; vérifient la relation de récurrence
suivante :

ag € ker(P(i€) — M, (€)1d).

d
Vi >0, (\e(€)Id — P(i€))aja(t, 2,€) + (0 — Y A0y, + Ba;(t,z,€) = 0.

=1
Alors U® est une solution approchée de 'équation (9.3).
De plus, si nous notons ker(P(if) — M\g(€)Id) = Vect(ViH (), ..., Vi2*(£)), alors
N T J ; ; ; ; kj kj
ao(t,,§) = >0k, wi(t, 2, €))V), et il existe des fonctions scalaires wi” (§) et wy’(§)

telles que les i, vérifient les équations de transport suivantes :

d
31:% - Zwl] :cz:ui + ﬁk](xﬂ#c =0,
=1

avec ﬁk](f)B(a:)ﬁk](f) = [j(, f)ﬁk](f) ot ﬁk](f) désigne la projection sur le sous-
espace engendré par V! (€).

PREUVE :
Nous commencons par déterminer les équations vérifiées par les coefficients a;.
Pour cela, nous allons identifier les termes en &7 obtenus par injection de U® dans

(9.3).

Nous avons :
BU= — S A,0,,U° + B(z)U*
_ 0l (g(Ak(g)ao — P(i€))ag
+ ;fg(@taj + )\k(g)ajﬂ — Z;i:l gl(azlaj -+ ’Lflaj_H) + Baj)5j> .

D’ou les relations suivantes :

o (A(§)Id — P(i&))ao =0, N

o Vj =0, (M(€)Id = P(i€))ag1 + (0 — Yoy Ay, + Bl y))a; = 0.

Nous allons maintenant nous intéresser au coefficient dominant ag. Le premier
point donne :

ag € ker(P(i€) — \,(€)1d). (9.4)
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Le second point donne, pour j—0, I’équation suivante :

(\e(€)Id — P(i€)ay + (0, — Y _ Aidy, + Bl y))ag = 0. (9.5)

=1

Nous allons maintenant retranscrire 'hypothese portant sur les espaces propres
de P(i§) a ceux de P(i€). Le lemme précédent montre que det(P(i§) — X1d) =
(=X)N=Drao TT7_ (Ae(€) — X)%. De plus, si V(£) est un vecteur propre pour
P(i€) associé a la valeur propre \(§) # 0, alors, comme énoncé dans [9], le vecteur
(%Aﬂ/(g), e %Alﬂ/(@) est un vecteur propre pour P(i€) associé a la valeur
propre A(€). Ainsi, nous avons bien dim ker(P(i€) — M\p(€)1d) = ay.

Nous considérons alors la décomposition en sous-espaces caractéristiques de ﬁ(zf) :
&P ker (P(i€) — M(&)1d) @ ker (P(ig)w VD) = ™,
k=1

Pour 1 < k < s, nous considérons (V1 (£),...,V,2*(£)) une base de ker(P(i€) —
Ai(€)Id). Nous considérons alors la décomposition suivante :

S Qg

P P Vet (Vi) @ ker(P(ig)o VD) = ¢, (9.6)

k=1 j=1

1, L =~ j . N ,
Nous considérons la projection Ilj; sur Vect(V/(£)) qui correspond a la décom-
position précédente.

Lemme 9.2 _ B
I (Ae(§)1d = P(i€)) = 0.

PREUVE :
Soit X € C®, nous écrivons sa décomposition selon la somme (9.6) :

X = zs:inJ + Xo.
Alors :
O~ PGOX = 3 0ul6) — MO X+ Ml Ko~ i) Xo

= Z ZI:()\k(f) — N(€) X1+ M(€) X — P(i€) Xo,

le{l...s},l#£k =1
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et cette écriture correspond toujours a la décomposition (9.6).
Donc : _ B
I (Ae(§)1d — P(i§)) X = 0,

ce qui prouve le lemme.

Donc, en appliquant ﬁkj a I’équation (9.5), nous obtenons :

o~ d o~

i (0 — > Ay, + Blx))ag = 0.

=1
Or d’apres, (9.4), ag € ker(P(i€) — M\ (€)Id), donc :
ap = Z ,Ui(t, x)vlg]>
j=1
et nous avons :

ﬁkjao = ,ui(t, x)VkJ

done : B o
g;0a0 = (D) Vi -

Posons, pour 1 <[ < d, ﬁkjfllv,j = wlijkj et ﬁij(a:)ij = ﬁk](x)Vk] Alors, par
définition de Il;;, nous avons I;; B(x)IIy; = Bk (x)I;.
Nous avons alors :

-~ - L P o
;A0 a0 = wp? Oy . Vi et Ty B(x)0pao = Brj(2) 3 V3 -
Nous obtenons alors I’équation de transport suivante vérifiée par ,uf; :

d
Outd, — > Wi Oy pil, + B ()1, = 0, (9.7)
=1

O

Corollaire 9.1 Avec les notations et les hypothéses du théoréeme précédent, une
condition nécessaire de stabilité pour le probléme (9.3) est :

Vee{l,...,sh,Vje{l,...,o4},VE#0, Iz € RY, Ja € RY, 3t > 0,
t
Re (/ Bus( + a(r — ), €))dr > 0.
0
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PREUVE : La solution de 'équation de transport (9.7) est :

t
[t x) = exp <_/ ﬁkj(xl+w'f](7—t),...,xd+w§](7—t))d7)
0
xui(O,xl —wit, ..., xq — wgl).

Dong, si la condition donnée dans I’énoncé n’est pas vérifiée, il existe k € {1,..., s},
je{l,... a;} et £ # 0 tels que pour tout z € RY, pour tout a € R¢, Re (f(f B (z+
a(t —t),€)) < 0. Donc, en prenant a = w* | | (t,x)| croit exponentiellement en
temps. Nous avons donc construit une solution approchée dont le terme d’ordre 0
croit exponentiellement en temps, ce qui contredit la stabilité.

O

9.3 Etude de cas particuliers

Les avantages du corollaire 9.1 sur le théoréme 9.2 sont les suivants :

e les coefficients d’absorption ne sont pas constants mais variables,

e l'absorption peut étre prise dans les deux directions,

e les valeurs propres non nulles du probléme initial ne sont pas nécessairement
de multiplicité 1.

9.3.1 Critére géométrique de Bécache, Fauqueux et Joly

Nous allons maintenant montrer que nous retrouvons bien la méme condition
nécessaire que 9], sous 'hypothése que les valeurs propres non nulles du probléme
initial sont de multiplicité 1.

Dans cette partie, nous considérerons que d = 2 et nous notons r = x; et y = xs.

Nous supposons maintenant que Vj # 0, a; = 1 et que o, = 0 et nous allons
calculer les  définis précédemment.

Nous fixons A\g(&) valeur propre non nulle de P(i€).

Soit A(€, z) une valeur propre de P(i€) — zB(x,y) telle que A(€,0) = Ao(€).

Comme les valeurs propres non nulles de P(i€) sont de multiplicité 1, A(&, z) est
analytique en z au voisinage de 0.

Or si TI(, z) désigne la projection sur le sous-espace propre associé a A(§, z),

I1(¢, 2) — zB(x,y) est aussi analytique au voisinage de 0 et nous avons :

(P() = =Blw,y) = A€ 2) ) Ti(g,2) = 0.
En dérivant cette équation par rapport a z, nous obtenons :

dA

<_B(x,y) - (& z)) TI(E, 2) + (ﬁ(ig) — 2B(z,y) — A, Z)> dIl

5(572) =0.
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En appliquant ﬁ(g, z) a gauche de I’équation et en utilisant le lemme 9.2, nous
obtenons :

fie, ) (~Bla) - (69 ) ile,) =o.
Donc :
N - N d\ N
H(£7Z>B(x7y>n(£7z> = —H(g,Z)E(g,Z)H(g,Z)
= -2 )it )

Nous prenons alors z = 0 et nous obtenons :

d\
=——(&,0).
Blay) = =2 (.0)
De plus, nous avons 1’équation :

det(A(€, 2)Id — P(i€) + zB(x,y)) = 0.

Or,
= MNE 2)Id — &AL + zo,Id —1& A
det(\(€,2)Id — P(i€) + zB(x,y)) = (&2) » élA; AE.2) 131_12' 6,
_ AEaza)V | A& 2)1d iflmﬁi;i%Al —1§; A(Qi)fzam Ay
AERN —i&y A, A&, z)1d — i€ As
_ QA2 tzon)N
AE2)N
A&, 2)Id — Zgl)\ & +ZU — i Ay A& 2)Id — Zgl)\ 5 . +z0 Ay — 163 A,
—1&2 A9 (5, ) — 162 A,

— QAz)tzoa)" e AE2) . Id Id
T detN(&, 2)1d = i&ixyrae, At = 18242) | e a0 A )1 — igyAs

- )\(5 z d@t(()\(g’ ) + ZUI))‘(gv Z)]d - Z£1>\(£, Z>A1 - 152()\(57 Z) + ZUgc>A2)
Id O '

_ZSQAQ )\(f, Z)Id
= det((N&, 2) + 2o, )N(&, 2)Id — i& A&, 2) Ay — 1&2(N(E, 2) + z0,) As)
= det((N(&, 2z) + zo.)N(&, 2)Id — P(i& A, 2),i&(N(€, 2) + z04)).

Ainsi, nous avons I’équation implicite :

B A, 2)
A6 2) = Ao (51 SIEE: ng)afz) |
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Nous dérivons alors cette relation par rapport a z :

d*“( (€,2) + 20,) — A&, 2) (282 1 5,) AE, 2)
E2) + 20, 5Ef&)(51<A<s,z>+—zo¢>’€2)'

En prenant z = 0, nous obtenons :

dA

A\ d)\(EO A \ dA(&,0) .
(0 =& o) Ao((]gz( = H)é‘glko(&,&),
d’ou : D
E(f;) —&1 (6)351)\0(51,52)
et

ﬁ( ) 61 (6) afl)\O (61 62)

Comme o, > 0 est constant, la condition nécessaire de stabilité du corollaire 9.1
est équivalente a :
&

mﬁsﬁ\o (£1,£2) >0

qui est bien celle obtenue dans le théoréeme 9.2 de Bécache, Fauqueux et Joly.

9.3.2 Vitesse de groupe

Dans ce paragraphe, nous allons préciser, sous les mémes hypothéses que dans
le paragraphe précédent, les coefficients w; et ws intervenant dans les équations de
transport (9.7) et faire apparaitre la vitesse de groupe.

Avec les notations précédentes, nous avons :

AT = wy I1.
Or, d’aprés I’équation (9.4), nous avons :
(i€ 4) + it A, — N(€)1d) T =

Donc, en dérivant par rapport a & :

R AT T dIl
<2A1 T [d) I+ (zflAl St ity Ay — A(f)[d) 7 =
Et, en appliquant ﬁ, a gauche, nous obtenons :
_dA(§)
(AN dé_l .
Ainsi, nous avons (wy,wy) = —iVeA(E) = —V,(€) ou V, désigne la vitesse de

groupe.
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9.4 Application aux équations de Maxwell PML de
Bérenger

9.4.1 En dimension 2

Nous considérons les équations (6.1) homogénéisées, c¢’est-a-dire avec g9 = o = 1
et oy = 0., 0, = 0. Les valeurs propres de P(i¢), symbole des équations de Maxwell
non PML, sont 0 et +i||£]| qui sont toutes de multiplicité 1. Nous calculons donc les
projections ﬁi sur les sous-espaces propres de 15(15) associés aux valeurs propres
+i||€]|. Nous obtenons alors :

02(2)&} + 0y (y)&F
€112 '

Donc, lorsque nous prenons des coefficients d’absorption positifs (ce qui est requis
pour les PML), la condition nécessaire de stabilité est vérifiée.

ﬁ+:5—:

9.4.2 En dimension 3

Nous considérons ici la version plus générale des équations (7.1). En effet, nous
considérons que le coefficient d’absorption est dans les trois directions :

((OE vy — Oy(Hop + Hayy) + 0y By = 0
atEer(?( H,+H,)+0,E,.=0
at Yz az( zy+Hz)+Uz Yz 0
at yz+ax( zx+Hy)+Ux O
at zZx am( yz+Hx)+Um 0
athy+ y(Hey + Hy2)) + 0y By =0
xy+ay(Em+Ey)+o—y my_o
az(lyyz +E :c) + Uz Tz — =0
+az(Exy+Ez)+Uz yz—O
az(Ezz + Ezy) + Uz yxr — =0
zx+a(Eyz+Eyr)+Uz zx—o
at — O0y(Eypy + Eyz) + 0yH.,, = 0.

Les valeurs propres de P(zf) sont 0 et £i||€|| qui sont toutes de multiplicité 2.
Dans cet exemple, les hypothéses du théoréme 9.2 ne sont plus vérifiées. Cela

\

montre l'intérét pratique du théoréme 9.3.
Nous calculons donc les projections II1; » sur les sous-espaces engendrés par les
vecteurs propres de P(i€) associés aux valeurs propres £i||¢]|. Nous obtenons alors :

02 (@)& + 0y ()& + 0:(2)8

fi1=Lra=01=02= €12
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Nous avons alors la méme conclusion que dans le cas de la dimension 2.

9.5 Application aux équations d’Euler PML

Nous allons appliquer ce résultat aux équations d’Euler simplifiées dont la version
PML a été proposée dans [20]. Les équations d’Euler sont de la forme :

atu + Mazu + &Cp = O,
atU + M@xv + 6yp =0,
Op + Opu + MOyp + Oyv = 0,
ou (u,v) désigne la vitesse, p la pression et M est le nombre de Mach.
Les équations PML sont alors :
[ Qyur + 0u(p1 + pa) + opur =0,
Oyug + MO, (uy + us) + opus =0,
vy + Oy(p1 + p2) + oyv1 =0,
Oy + MO, (v + v3) + 0,00 = 0,
Oip1 + Ox(ur + ug) + MOy (p1 + p2) + 02p1 =0,
Oypa + Oy(v1 + v2) + oypa = 0.
Le symbole du probléme initial est :
&M 0 &1
Pig)=| 0 @M i
6 i M
Ces valeurs propres sont &, M, (&M + [[£]]) et i(&M — ||€]]).

Les hypothéses du théoréme 9.3 ne sont vérifiees que pour |M| < 1. En effet, si
M| > 1, il existe (&1,&) # (0,0) tel que i(&,M + ||€]]) = 0. Donc la valeur propre 0
n’est pas de multiplicité constante. Nous considérerons donc a partir de maintenant
que |[M| < 1.

Nous notons ﬁo (resp. ﬁi) la projection sur le sous-espace engendré par le vecteur
propre de P(i€) associé a i€y M (resp. (€, M + ||€]])). Le calcul des 8 donne :

(S%UI(Mz —1)— Uyﬁ%)”f” + flf%M(Uy —0y)
(& (M2 —1) = &)<l '

Nous allons étudier le signe de (4 et en déduire la stabilité ou non du probléme (9.8).

(9.8)

\

Bo =0y et By =

Nous posons :
ay = FM(o, — 0y), b= (0,(M*—-1)+0,), c=—o,
fr(z) =ax2® + 022 —asz+c
—b+\/3aZ1b?
3a

4 =
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Proposition 9.2 Pour |M| < 1, s’il existe un point (x,y) tel que o,(x) # o,(y), si
toutes les conditions suivantes sont violées,
(i) g =1 etb>0,

(ii) ‘i‘ >letb<0etay<0etfe(z_) <0,

(iii) ‘i‘ >letb<0etayr>0etfe(zy) <O,

(iv) i
b

(v) ’ﬂ‘ <letayr<O0etfi(zy)<O.

alors, le probleme (9.8) est instable.

<letay>0cetfr(z_) <0,

Remarque 9.1 Sio, = 0y, alors 1 = o, donc la condition nécessaire de stabilité
est vérifie. Nous ne pouvons donc pas conclure.

PREUVE : Nous remarquons que, pour |M| < 1, G+ est du signe opposé a celui de
(Eo (M?* = 1) — 0,D)||E|| £ &162M (0, — 0,). En passant en coordonnées polaires,
nous devons donc étudier le signe de la fonction :

¢+ (r,0) = 13[(cos )20, (M? — 1) — 0, (sin 0)? £ cos O(sin 0)*M (o, — 0,.)] = 7 f1(2),

ol nous avons posé z = cos(f). Une étude de fonction montre que fi est négative
sur [—1, 1] si et seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

LI>1etb>0,

% >letb<Oeta<Oet f(z_) <O,

| >letb<Oeta>0et f(zy) <O,

bl<leta>0et f(z_) <0,

3a
Zl<leta<O0et f(z)<O0.

Donc si les cing conditions précédentes sont violées le probléme est instable.

e o o o
S5

O

Le cas |[M]| > 1 n’est pas traité par notre construction, nous travaillons & une
généralisation.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons étudié les équations PML proposées par Bérenger.
Nous avons donné des estimations d’énergie sans perte de régularité valables pour
des coefficients variables dans les deux directions pour les équations de Maxwell en
dimension 2. Nous avons généralisé ces estimations aux équations de Maxwell en
dimension 3 ainsi qu’au schéma de Yee. Pour le calcul de ces estimations, nous ne
nous sommes pas intéressés au comportement en temps mais uniquement a la perte
de régularité.

Nous nous sommes ensuite concentrés sur le comportement en temps des solu-
tions de équations PML. Nous avons effectué un développement asymptotique des
solutions grace a l'approximation de l'optique géométrique, ce qui nous a conduit
a une condition nécessaire de stabilité ayant des hypothéses trés larges. En effet,
cette condition est valable pour des problémes PML pour lesquels 'absorption est
a coefficients variables, cette absorption peut étre dans les deux directions. De plus
nos hypothéses sur les valeurs propres du symbole s’appliquent encore aux équations
de Maxwell en dimension 3.

Une perspective de ce travail est la généralisation des estimations d’énergie a
d’autres types de problémes notamment a 1’élastodynamique. De plus, nous avons
toujours considéré un domaine infini et nous n’avons pas étudié I'influence de la
réflexion créée au bord du domaine. En effet, malgré 'introduction des couches
PML, il faut tout de méme se donner une condition aux limites au bord des couches
introduites artificiellement. Nous savons que les couches PML qui entourent le do-
maine d’intérét absorbent exponentiellement les ondes mais il faudrait étudier plus
précisément 'influence de la réflexion au bord des couches.
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Problémes faiblement bien posés : discrétisation et applications.

Résumé :

Dans cette thése, nous nous intéressons a la discrétisation par des schémas aux
différences finies de problémes faiblement bien posés. Nous donnons de nouvelles
définitions qui prennent en compte la perte de régularité apparaissant dans les pro-
blémes faiblement bien posés et nous étendons la condition nécessaire et suffisante
de convergence de Lax-Richtmyer. Nous définissons une classe de schémas pour la-
quelle nous calculons le taux de convergence optimal. Ces calculs reposent sur la
théorie des perturbations et le développement en série de Puiseux. Nous illustrons
numériquement nos résultats.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons a un cas particulier de problémes
faiblement bien posés : les couches parfaitement adaptées de Bérenger ou PML.
Nous donnons des estimations d’énergie pour les équations de Maxwell que nous
étendons au schéma de Yee. Enfin, nous étudions le comportement asymptotique en
temps de la solution d'une équation PML en utilisant ’approximation de 'optique
géométrique.

Weakly well posed problems : discretization and applications.

Abstract :

In this work, we study the discretization by finite difference schemes of weakly well
posed problems. We draw new definitions treating the loss of regularity appearing in
weakly well posed problems et we extand the necessary and sufficiency convergence
condition of Lax-Richtmyer. Using perturbation theory and Puiseux series develop-
ment, we evaluate the convergence rate of schemes belonging to a particular class.
We give numerical results.

Secondly, we study a particular case of weakly well posed problems : the perfectly
matched layers of Bérenger. We give energy estimates for Maxwell’s equations and
their extension to Yee scheme. Finally, we designe the asymptotic behaviour of the
solution to a PML equation using the geometric optic approximation.

Discipline : Mathématiques appliquées

Mots clés : Problémes faiblement bien posés, schémas aux différences finies, per-
fectly matched layers.
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