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Preface (English version)

Motivation

The heat di�usion characterize the heat transfer with natural movement. On a homoge-
neous support D ( a plane, a manifold, ...), we de�ne a second order di�ertential operator
called the Laplacian. To this Laplacian, we associate the heat equation which describes
the distibution of heat in D over time.

During the last years, a lot of very important researches has been done about the
Laplace-Beltrami operator on a Riemannian manifold. The technics used in these re-
searches has englobed many �elds of mathematics : geometry, in connection with the
partial di�erential equations, dynamic systems and applications, mathematical physics,
and topology... In particular, the de�nition of this operator on a Riemanian manifold, and
the determination of the eigenvalues and eigenfunctions, allow us to uncover geometrical
informations about the manifold.

For example, the eigenvalues are the natural frequencies of vibration of the object when
it's submitted to small deformations. And determining the spectrum gives the area of the
plane, the length of its boundary, and its genus. This leads us to the question asked by
Kac in 1966 : Can one hear the shape of a drum? [Kac66]. The answer was "no". In fact,
it is now well known that two isometric manifolds are isospectral ( i.e. have the same
spectrum), but the reverse is not true in general. In fact, there are some cases where an
a�rmative answer is obtained. For example, in 1964, J. Milnor [Mil64] showed that there
exist 16-dimensional �at tori that are not isometric but have the same spectra. Since,
many other examples were found. The latest was C. Gordon, D. Webb, and S. Wolpert in
1992 [GWW92], giving the �rst example of two isospectral but non-isometric domains in
the plane (see �g. 1).

In their recent work in the �eld of computer science, and applied mathematics, Coifmann
and Lafon [CL06], use the eigenfunctions of Markov matrices describing local transitions
and random walks, to �nd new descriptions of data sets (graphs, subsets of Rn). More
precisely, they embedd the data into a Euclidian space via the "di�usion map". In this
space, the data points are reorganised in such a way that the Eucildien distance corresponds
to a "di�usion metric", i.e. describes the connectivity rate between two points of the set.
Coifmann and Lafon describes these di�usion maps, as precisely the tools that allow us to
relate the spectral properties of the di�usion process to the geometry of the data set.

1
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2 Preface (English version)

Fig. 1 � Two isospectral domains in the plane but non-isométric

Relationship between di�usion and geometry

Let (M, g) be a Riemannian manifold. The di�usion operator related to the Laplacian
is the heat operator, and it is an in�nitely smoothing operator. It admits a fundamental
solution of class C∞, which is called the heat kernel. If we denote this kernel by K(t, x, y),
t > 0, x, y ∈M , then it veri�es the following equation :(

∆x −
∂

∂t

)
K(t, x, y) = 0 (0.0.1)

with intial data
lim
t→0

K(t, x, y)dx = δy(x)

for each y ∈M , i.e. for any continuous function f on M , with compact support, we have

lim
t→0

∫
M

K(t, x, y)f(x)dv(x) = f(y).

The di�usion distance on (M, g), is de�ned by

D2
t (x, y) =

∫
M

(K(t, x, z)−K(t, y, z))2
dv(z).

Although the name "di�usion distance" has been introduced by Coi�man and Lafon, in
2004, in their paper [CL06], this notion was not really new. In fact, in [BBG94], P. Bérard,
G. Besson, and S. Gallot, used the heat kernel to embed a class of closed Riemannian
manifolds in the same Hilbert space

l2 = {(aj)j≥1, aj ∈ R, tels que
∑
j≥1

|aj |2 < +∞},

and they interpret certain estimates on the heat kernel as giving a precompactness theorem
on the class considered. More precisely, let (M, g) be a compact Riemannian manifold, wi-
thout boundary, ∆ the Laplace-Beltrami operator onM . And let λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3...↗∞,
the eigenvalues of ∆, and a = {ϕai }i≥0 an orthonormal basis of real eigenfunctions of ∆,
the heat kernel of M , can be expressed by

K(t, x, y) =
∑
i∈N

e−λitϕai (x)ϕai (y).

And we have the following theorem :
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3

Theorem 0.0.1. [BBG94]The map

ψat : M → l2

x 7→
√

2(4π)
n
4 t(n+2)/4{e−λjt/2ϕaj (x)}j≥1

is an embedding for each t > 0, and each orthonormal basis a. Moreover, the pulled-back
metric (ψat )∗ is asymptotic to the metric g of M when t goes to zero. More precisely,

(ψat )∗can = g +
t

3

(
1
2
Scalg.g −Ricg

)
+O(t2), quand t→ 0+

where Scalg et Ricg are respectively the scalar curvature and the Ricci curvature tensor of
the metric g.

Remark 0.0.2. The constant
√

2(4π)
n
4 t(n+2)/4 serves for the normalization. In fact, with

this normalization, when we compute the pulled-back metric, ψat : M → l2 is an isometry
when t goes to 0. This embedding can be identi�ed to the application

√
2(4π)

n
4 t(n+2)/4Kt,

where Kt is de�ned by
Kt : (M, g)→ L2(M)

x 7→ K

(
t

2
, x, .

)
.

Then, the distance induced by the pull-back metric K∗t is the di�usion distance.

The time-dependent Laplacian

In the remarkable recent papers of G. Perelman, this function plays a very important
role. For example, one considers the equation 0.0.1, with a time-dependent Laplacian
operator ; it is in the case where the metric itself is time-dependent.

Example 0.0.3. If S is a smooth plane endowed with a metric g, the Ricci �ow is the pro-
cess that deforms the metric g(t), where t is a time parameter, with its Gaussian curvature
k(t) (induces by g(t)). This curvature evolves according to equation

dgij(t)
dt

= −2k(t)gij(t).

In the Ricci �ow case, the Gaussian curvature evolves like the heat di�usion process(
∆g(t) −

∂

∂t

)
u = u2.

We now consider a n-dimensional Riemannian manifold M . We endow M with a family
of Riemannian metrics g(t), t ∈ [0, T ], T > 0, and we search a fundamental solution P of
the "nonlinear heat equation"

∆g(t) −
∂

∂t
.

Then P is a continuous function on {(t, s) ∈ R2, 0 ≤ s < t ≤ T} ×M ×M , C1 in the �rst
two time variables, and C2 in the last two time variables. And{ (

∆g(t) − ∂
∂t

)
P (t, s, x, y) = 0

limt→s P (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x).
(0.0.2)
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4 Preface (English version)

In [CCG+ar], B. Chow proved that P exists, and can be written in the following form :

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2t (x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(t, s, x, y) +O((t− s)N−n2 ), (0.0.3)

where rt is the Riemannian distance with respect to the metric g(t) ; et uk are C∞ functions
over M ×M , and depend on the two parameters s et t. Whereas, in [Gue02], C. Guenther
express it in the form

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2s(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(t, x, y) +O((t− s)N−n2 ), (0.0.4)

where rs is the Riemannian distance with respect to the metric g(s) ; and here, the uk's
are C∞ function over M ×M , and depend on the parameter t. And in both equations
0.0.10, et 0.0.11, N > n

2 + 1, x, y ∈M , and 0 ≤ s < t ≤ T .

General presentation of the problem and the results

A question that G. Besson had ask, and which is related to [BBG94], and to the
Laplacian dépending on a parameter, is the following :

Question 1 : Let g(t) a Ricci �ow solution, and P (t; ., .) the fundamental solution of
the operator,

∆g(t) −
∂

∂t
.

Can we embedd the family of metrics g(t) in the same Hilbert space by the heat kernel P ,
and realize the �ow as a deformation of sub-manifolds of this Hilbert space ?

This question was the original motivation of my thesis. While I was trying to solve it, I
had encounter immediately an obstacle : The construction of the embedding adopted by
P. Bérard, G. Besson, and S. Gallot, in [BBG94], can not be adapted to the case where
the metric is time-dependent. In fact, in this case, we obtain a family of maps whose the
target space depends on t, i.e. varies as t varies.

To solve this problem, it was necessary to consider the case where the metrics g(t) have
the same volume, and use the following lemma due to Moser [Mos65] :

Lemma 0.0.4. There exists a C∞ family of di�eomorphims ηt, such that

η∗t dvg(t) = dvg(0), for all t ∈ [0, T ].

We denote η∗t (g(t)) by h(t), and so, we obtain a family of metrics h(t), such that

dvh(t) = dvh(0) = dvg(0), (0.0.5)

for all t ∈ [0, T ], and the Hilbert space L2(M,vh(t)) is constant in t.

And so, the question 1 is reduced to the following question :
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5

Question 2 : Let (M,h(t)) , t ∈ [0, T ] a family of closed Riemannian manifolds, such
that dvh(t) is constant in t ∈ [0, T ], and let P the fundamental solution of the nonlinear
heat equation

∆h(t) −
∂

∂t
.

Then the map
Pt : M → L2(M,vh(0)), t ∈ [0, T ]

x 7→ P (t, x, .)

is an embedding for t small enough.

To answer the question 2, I was naturally brought to search a suitable form of the
fundamental solution on this family of manifolds. Thanks to the formula 0.0.5, I proved
that we can express the kernel P in the particular, and very useful form. We have our �rst
result, which is the following theorem :

Théorème 0.0.5. The fundamental solution of the operator

∆h(t) −
∂

∂t

can be expressed in the form

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) +O(tN−
n
2 ), (0.0.6)

for N > n
2 + 1, x, y ∈ M , and 0 ≤ s < t ≤ T , where r is the Riemannian distance of

(M, g(0)), and ũk, k = 0, . . . N are functions in C∞([0, T ]×M ×M).

A very important tool in the construction of the fundamental solution in the above
form, is the parametrix of the heat operator. Here, the parametrix of the nonlinear heat
operator ∆h(t) − ∂

∂t is the initial term in the equation 0.0.6. More precisely, if we denoted
it by PN , then

PN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y),

where the ũk, k = 0, . . . N are the functions given in the equation 0.0.13.

We prove the estimations of the parametrix PN , and of
(
∆h(t) − ∂

∂t

)
PN , and we have

the second result which is the following :

Théorème 0.0.6. for all s ∈ [0, T ], we have

lim
t→s+

t logP (t, s, x, y) = −r
2(x, y)

4
, uniformly in x, y ∈M. (0.0.7)

It is well known that an analogue result has been proven by Varadhan in his two papers
[Var67b] and [Var67a], in the case where the metric is �xed. Here, to obtain the formula
0.0.6, we used the estimations of the heat operator, applied to the parametrix and its
convolutions. Whereas in [Var67b], the author had used the Laplace transformations ,
and, in [Var67a], he used a probabilistic method. Note that the method used in this thesis,
can be applied to the case of a �xed metric.
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6 Preface (English version)

In my attempts to answer Question 2, I needed to prove an asymptotic formula for
P (t, s, x, y) when t→ s+ and for x, y close enough. So I conjectured the following :

Conjecture 0.0.7. The fundamental solution of the nonlinear heat equation has the fol-
lowing asymptotic formula :

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

(
N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) + Υ(t, s, x, y)

)

when t→ s+, and for x, y close enough in M , and N ∈ N, where

Υ(t, s, x, y) = O((t− s)N ),

and ∣∣∣∣ ∂∂xiΥ(t, s, x, y)
∣∣∣∣ = O((t− s)N−1), pour tout i = 1, . . . n,

for x, y close enough in M , where (U , {xi}ni=1) is a local coordinate system, and x ∈ U .

To prove Conjecture 0.0.7, I studied the proof in the case where M is endowed with
a �xed metric g. Many authors mention [BGM71], and [Cha84], as the references where
the asymptotic formula is proved. But, it is not true : First, in [BGM71], Berger does not
try to prove the o�-diagonal asymptotic formula. Second, the prove of chavel in [Cha84]
is false. Yet, the result is true. In fact, in [Kan77], Y. Kannai proved this formula using
the fundamental solution w of the wave equation ∆ − ∂2

∂2t , thanks to the "transmutation
formula" :

K(t, x, y) =
1

(4πt)
n
2

∫ ∞
−∞

e−
s2
4t w(s, x, y)ds.

But, to apply this method to our case, we need to know the fundamental solution of a
semi-linear wave equation. I don't know that at the moment.

The method adopted in this thesis, begining from the construction if the fundamental
solution, up to the proof of the embedding (under condition that conjecture 0.0.7 is true),
was motivated by the two papers of [Mor62a], and [Mor62b]. In these two papers, the
author consider two di�erential manifolds of class Cs, s > 0, M and N , with N connexe.
He denoted by Homs(M,N) the set of maps of class Cs, from M into N , and prove the
following corollary :

Corollary 0.0.8. ([Mor62b], page 3, corollary 2) the set of embeddings of M into N is
an open set in Homs(M,N) with respect to the topology Cs ( this set can be obviously
empty).

If we state the corollary above using sequences in Homs(M,N), we have :

Corollary 0.0.9. Let f : M → N an embedding, and {fk}k a sequence in Homs(M,N),
so that {fk}k converges uniformly to f (with respect to the topology Cs). Then, there exists
k0 ∈ N∗, such that, for all k > k0, fk is an embedding of M into N .

Layout of the thesis

In this section, we give a detailed outline of the presentation of work in this thesis :
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7

Chapter 1 : Preliminaries of Riemannian geometry

In this chapter, we give a quick preview and basic results and facts of Riemannian
geometry, which are used in the later chapters. We begin section 1.1 with the de�nitions of
the Laplace-Beltrami operator, and the associated heat kernel. These two notions are the
basis of our work. We also recall the classic results of the spectral geometry. In section 1.2,
we give a quick review of the fundamental solution construction on a closed Riemannian
manifold, and the relationship between geometry and spectral propreties of Riemannian
manifolds. The third section is devoted to Moser's lemma, and its applications which are
very important tools in our work.

Chapter 2 : Embedding Riemannian manifolds by their di�usion propreties

In this chapter, we describe some embeddings already constructed and their utilites.
In the �rst section, we provide a justi�cation for why the eigenfunctions of the Laplace-
Beltrami operator have properties desirable for embedding. In the second section, we des-
cribe embeddings via a �nite number of eigenfunctions of the Laplacien. In the third
section, we de�ne the di�usion maps and distances. We understand in this section the
relationship between the heat kernel and the geometry of the Riemannian manifold. In
section 2.4, we see how to construct local charts on the Riemannian manifolds via their
eigenfunctions and their heat kernel. Then we endow the manifoldM with a family of Ria-
mannian metrics g(t), analytic in t, and we generalize the stated theorems in the previous
sections, when it is possible, to the case where the Laplacian is time dependent.

Chapter 3 : The fundamental solution on manifolds with time-dependent me-
trics and constant volume

In this chapter, we discuss the form of the fundamental solutions on manifolds with
time-dependent metrics and constant volume form, and we prove theorem 0.0.5. First, we
give the form of the time-dependent Laplacian at the neighborhood of t = 0. Then, we
introduce the application

SN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(s, x, y),

where uk are C∞ functions, de�ned on

Uρ = {(x, y) ∈M ×M ; r(x, y) < ρ},

and ρ is the injectivity radius of M , with respect to the metric h(0). This is supported by
the intuition that the heat kernel has the same behavior as the Euclidian heat kernel. We
introduce un cut-o� function η, in order to transform SN into a C∞ function inM×M , et
we prove that PN = ηSN is the parametrix of the non linear heat equation. The estimations
of the parametrix and its convolutions lead us to prove the theorem 0.0.5.

Chapter 4 : Embedding a Riemannian manifolds �ow into an Hilbert space by
its fundamental solution

In this chapter, we answer Question 2. The processus has begun in Chapter 3, searching
a suitable form for the fundamental solution, we continue studying sharper estimates of
the parametrix PN , and its convolutions, to prove Theorem 0.0.6.
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8 Preface (English version)

Theorem 0.0.6, alow us to prove that the sequence {t logPt}t converges in L2(M, vh(0))
to the maps R, de�ned by

R : M → L2(M, vh(0))

x 7→ −r
2(x, .)

4
.

Conjecture 0.0.7 lead us to de�ne the family of maps

(t logPt)Ωp
: Ωp → L2(Ωp, vh(0)), t ∈ [0, T ]

x 7→ t logP (t, x, .),

and the application
RΩp : M → L2(Ωp, vh(0))

x 7→ −r
2(x, .)

4
,

where Ωp is a neighborhood of p ∈ M . We prove that if the conjecture 0.0.7 is true, then
for all x ∈ Ωp, V ∈ T 1

xM , the sequence of applications dx (t logPt)Ωp
(V ) converges in

L2(Ωp, vh(0)) to the application dxRΩp(V ). So, we have the necessary tools to answer the
question 2. We have the following theorem :

Theorem 0.0.10. If the conjecture 0.0.7 is true, then there exists ξ > 0, such that the
map

Pt : M → L2(M, vh(0))

x 7→ P (t, x, .)

is an embedding for all t < ξ.

We then prove then that the pull-back metric of the map

Ψt(x) := (4π)
n
4 (2t)

n
4 +1Pt(x)

is asymptotic to h(0), using the metric Theorem 2.2.3.

At the end of this chapter, we prove that the family of Riemannian manifolds (M,h(t)),
and by consequence the family (M, g(t)), can be embedded in l2, via an eigen-functions
basis of ∆g(0) = ∆h(0), at least for small time.
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Préface

Motivation

La di�usion de la chaleur caractérise la transmission ou le transfert de chaleur avec un
mouvement naturel. Sur un support homogène D, (une surface, ou plus généralement sur
une variété ...), on peut en général dé�nir un opérateur di�érentiel d'ordre 2 appelé le la-
placien. A ce laplacien, on associe l'équation de la chaleur ; cette dernière décrit l'évolution
de la chaleur sur D, en fonction du temps t.

Au cours de ces dernières années, beaucoup de recherches ont été menées sur l'opérateur
de Laplace-Beltrami sur une variété riemannienne. Ceci a abouti à d'innombrables résultats
et intérêts. Les techniques utilisées dans ces recherches englobent plusieurs champs des
mathématiques : la géométrie, en connexion avec les équations aux dérivées partielles,
les systèmes dynamiques, la physique mathématique, et la topologie... En particulier, la
dé�nition de cet opérateur sur une variété riemannienne, et la détermination de ses valeurs
propres et de ses fonctions propres, nous permettent d'avoir des informations géométriques
sur la variété en question.

Par exemple, les valeurs propres correspondent aux fréquences propres de vibration d'un
objet lorsqu'il est soumis à une petite déformation. La connaissance du spectre (l'ensemble
des valeurs propres), donne l'aire d'une surface, la longueur de son bord, et son genre. Ceci
nous amène à la question posée par Kac en 1966 : Can one hear the shape of a drum?
[Kac66] (peut -on entendre la forme d'un tambour ?). La réponse est négative. En fait,
il est connu que si deux variétés sont isométriques, elles sont isospéctrales (c'est à dire,
ont le même spectre). Mais la réciproque n'est pas vraie en général : en 1964, J.Milnor,
[Mil64], donne un exemple de variétés isospectrales mais non isométriques, une paire de
tores plats de dimension 16. Depuis, d'autres exemples ont été trouvés. Le dernier était
de celui de C. Gordon, D. Webb, et S.Wolpert en 1992 [GWW92], donnant le premier
exemple de deux domaines plans non isométriques, mais ayant tout de même un spectre
commun (voir �gure 2).

Dans des travaux récents d'informatique, et des mathématiques appliquées, Coifmann
et Lafon dans [CL06], utilisent les fonctions propres de la matrice de Markov dé�nissant
une marche aléatoire, pour obtenir des nouvelles descriptions de l'ensemble des données
(sous-ensembles de Rn, graphes). Plus précisément, ils plongent un ensemble de données
dans un espace Euclidien de sorte que la distance Euclidienne entre les images d'une paire
de points, décrit le taux de connexion de ces deux points. Ceci dé�nit une distance entre les
données : ils donnent à cette distance le nom "distance de di�usion", et aux applications le
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10 Préface

Fig. 2 � Contre-exemple de deux surfaces isospectrales mais non isométriques

nom d'"applications de di�usions". Ils les décrivent comme étant "exactement" les outils
qui nous permettent de relier les propriétés spectrales du processus de di�usion et la
géométrie de l'ensemble de données.

Relation entre la di�usion et la géométrie

Soit (M, g) une variété riemannienne. L'opérateur de di�usion associé au laplacien est
l'opérateur de la chaleur qui est in�niment régularisant ; Il possède donc un noyau de classe
C∞, le noyau de la chaleur qui est une fonction de trois variables : deux spatiales et une
temporelle. Si on appelle K(t, x, y) ce noyau, pour t > 0 et x, y ∈M , il véri�e l'équation :(

∆x −
∂

∂t

)
K(t, x, y) = 0 (0.0.8)

avec comme donnée initiale
lim
t→0

K(t, x, y)dx = δy(x)

pour tout y ∈M . Ceci veut dire que, pour toute fonction f sur M , on a

lim
t→0

∫
M

K(t, x, y)f(x)dv(x) = f(y).

La distance de di�usion sur (M, g), est dé�nie par

D2
t (x, y) =

∫
M

(K(t, x, z)−K(t, y, z))2
dv(z).

Bien que le nom de "distance de di�usion" a été donné par Coifmann et Lafon, en 2004,
dans leur article [CL06]1, cette notion n'était pas tout à fait nouvelle. En fait, dans un
travail datant de 1994, P. Bérard, G. Besson et S. Gallot [BBG94] ont utilisé le noyau de
l'opérateur de la chaleur pour plonger toute une classe de variétés riemanniennes dans un
même espace de Hilbert

l2 = {(aj)j≥1, aj ∈ R, tels que
∑
j≥1

|aj |2 < +∞},

1l'article étant publié en 2006.
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11

et en déduire des théorème de précompacité, pour des variétés C∞. Plus précisément,
soit (M, g) une variété riemannienne compacte, sans bord, ∆ son opérateur de Laplace-
Beltrami. Soient λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3...↗∞ les valeurs propres de ∆, et a = {ϕai }i≥1 une
base de fonctions propres (réelles) du laplacien de M, alors on peut écrire le noyau de la
chaleur sous la forme

K(t, x, y) =
∑
i∈N

e−λitϕai (x)ϕai (y).

Et on a le théorème suivant

Théorème 0.0.11. [BBG94]L'application

ψat : M → l2

x 7→
√

2(4π)
n
4 t(n+2)/4{e−λjt/2ϕaj (x)}j≥1

est un plongement pour tout t > 0, pour toute base orthonormale de fonctions propres a.
De plus, la métrique tirée en arrière (ψat )∗ est asymptotique à la métrique g de M , quand
t→ 0. Plus précisément

(ψat )∗can = g +
t

3

(
1
2
Scalg.g −Ricg

)
+O(t2), quand t→ 0+

où Scalg et Ricg sont respectivement la courbure scalaire et le tenseur courbure de Ricci
de la métrique g.

Remarque 0.0.12. La constante
√

2(4π)
n
4 t(n+2)/4 sert à la normalisation, et ceci pour

pouvoir calculer la métrique tirée en arrière, et pour avoir l'isométrie quand t → 0. De
plus, remarquons que ce plongement peut être identi�é à l'application,

√
2(4π)

n
4 t(n+2)/4Kt,

où Kt est dé�nie par
Kt : (M, g)→ L2(M)

x 7→ K

(
t

2
, x, .

)
.

Alors, la distance induite par la métrique tirée en arrière K∗t est la distance de di�usion.

Le laplacien associé à une métrique dépendant de t

Dans les remarquables travaux récents de G. Perelman, cette fonction joue un un rôle
très important. Par exemple, on est amené à considérer l'équation 0.0.8 ci-dessus avec un
opérateur laplacien qui dépend du temps ; c'est le cas si la métrique elle même dépend de
t.

Exemple 0.0.13. Si S est une surface C∞ munie d'une métrique g, le �ot de Ricci est
le processus qui déforme la métrique g(t), où t est le paramètre de temps, par sa courbure
Gaussienne k(t) (induite par g(t)). Cette courbure évolue selon l'équation

dgij(t)
dt

= −2k(t)gij(t).

Dans le cas du �ot de Ricci, l'évolution de la courbure Gaussienne est une solution de
l'équation (

∆g(t) −
∂

∂t

)
k(t) = (k(t))2.
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12 Préface

Maintenant, considérons une variété M de dimension n. On munit M d'une famille de
métriques riemanniennes g(t), où t ∈ [0, T ], T > 0, et on cherche une solution fondamentale
P de "l'équation de la chaleur non linéaire" :(

∆g(t) −
∂

∂t

)
.

Alors P est une fonction continue sur {(t, s), 0 ≤ s < t ≤ T} ×M ×M , C1 par rapport
aux variables de temps t, s, et est C2 par rapport aux deux variables spatiales x et y. Et{ (

∆g(t) − ∂
∂t

)
P (t, s, x, y) = 0

limt→s P (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x).
(0.0.9)

Dans [CCG+ar], B. Chow démontre que P existe et peut être exprimé sous la forme

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2t (x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(t, s, x, y) +O((t− s)N−n2 ), (0.0.10)

où rt est la distance riemannienne par rapport à la métrique g(t) ; et uk sont des fonctions
C∞ sur M ×M , et dépendants des deux paramètres s et t. Tandis que, dans [Gue02], C.
Guenther l'exprime sous la forme

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2s(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(t, x, y) +O((t− s)N−n2 ), (0.0.11)

où rs est la distance riemannienne par rapport à la métrique g(s) ; et ici, les uk sont des
fonctions C∞ surM×M , et dépendants du paramètre t. Et dans les deux équations 0.0.10,
et 0.0.11, N > n

2 + 1, x, y ∈M , et 0 ≤ s < t ≤ T .

Présentation générale du problème et des résultats

Une question que G. Besson a posé, et liée à [BBG94] et au laplacien dépendant d'un
paramètre t, est la suivante :

Question 1 : Soit g(t) une solution du �ot de Ricci et P (t; ., .) la solution fondamentale
de l'opérateur, (

∆g(t) −
∂

∂t

)
.

Peut-on plonger la famille de métriques g(t) dans un même espace de Hilbert en utilisant
le noyau P et ainsi réaliser le �ot comme une déformation de sous-variétés d'un espace de
Hilbert ?

Cette question a été la motivation de départ de ma thèse. Alors que je cherchais à la
résoudre, j'ai rencontré immédiatement un obstacle : la construction du plongement adop-
tée par P. Bérard, G. Besson, et S. Gallot, citée auparavant, n'est pas toujours adaptée au
cas où l'on a une famille de variétés riemanniennes (M, g(t)), t ∈ R. En fait, si nous l'ap-
pliquons à la situation actuelle, nous obtenons une famille d'applications dont l'ensemble
d'arrivée dépend de la métrique g(t), donc variable en t.
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13

Pour y remédier, il est nécessaire de considérer le cas où les metriques g(t) ont le même
volume, et utiliser le lemme suivant dû à Moser [Mos65] :

Lemme 0.0.14. Il existe une famille C∞ de di�éomorphismes ηt, telle que ht = η∗t gt
h0 = g0, et ht est de forme volume constant, c'est-à-dire

dv(ht) = dvg0 = dv0. (0.0.12)

On obtient une nouvelle famille de métriques h(t), telles que dvh(t) = dvh(0), pour tout
t ∈ [0, T ], et L2(M,vh(t)) est invariant en t.

Ainsi, le problème donné dans la question 1, s'est réduit à la question suivante :

Question 2 : Soit (M,h(t)), t ∈ [0, T ] une famille de variétés riemanniennes compactes,
telles que dvh(t) est invariant en t ∈ [0, T ], et soit P la solution fondamentale de l'équation
de la chaleur non linéaire

∆h(t) −
∂

∂t
,

où P (t, x, y) = P (t, 0, x, y). Alors est ce que l'application dé�nie par

Pt : M → L2(M,vh(0)), t ∈ [0, T ]

x 7→ P (t, x, .)

est un plongement pour t su�samment petit ?

Pour répondre à la question 2, j'ai été naturellement amenée à chercher une forme
convenable, et plus �exible de la solution fondamentale sur cette famille de variétés. En
fait, grâce à l'égalité 0.0.12, on peut exprimer cette solution fondamentale sous une forme
particulière et jolie. On a notre premier résultat qui est le suivant :

Théorème 0.0.15. La solution fondamentale de l'opérateur(
∆h(t) −

∂

∂t

)
peut être exprimée sous la forme

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) +O(tN−
n
2 ), (0.0.13)

pour N > n
2 +1, x, y ∈M , et 0 ≤ s < t ≤ T , r étant la distance riemannienne par rapport

à la métrique g(0), et ũk, k = 0, . . . N sont des fonction C∞ sur [0, T ]×M ×M .

Un outil important dans la construction de la solution fondamentale sous la forme
ci-dessus, et qui est d'une importance primordiale dans notre travail, est le paramétrix
de l'opérateur de la chaleur. Ici, le paramétrix de l'opérateur de la chaleur non linéaire

∆h(t) −
∂

∂t
est le terme intiale dans l'équation 0.0.13. Plus précisément, si on le note par

PN , alors

PN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y),

où les ũk, k = 0, . . . N sont les fonctions présentes dans l'équation 0.0.13.
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14 Préface

On interprète les estimations sur le paramétrix PN , et celles de
(

∆h(t) −
∂

∂t

)
PN , et on

a le deuxième résultat suivant :

Théorème 0.0.16. Pour tout s ∈ [0, T ], on a

lim
t→s+

t logP (t, s, x, y) = −r
2(x, y)

4
, uniformément en x, y ∈M. (0.0.14)

Il est bien connu qu'un résultat analogue a été prouvé par Varadhan dans ses deux
articles [Var67b], [Var67a], dans le cas où la métrique riemannienne est �xe. Ici, pour
obtenir la formule 4.1.1, on va utiliser les estimations de l'équation de la chaleur non
linéaire, appliquée au paramétrix de la solution fondamentale et ses convolutions. Tandis
que dans [Var67b], l'auteur a utilisé les transformations de Laplace, et dans [Var67a], il a
utilisé une méthode plutôt probabiliste. Notons que la méthode faite dans cette thèse, est
également applicable dans le cas où la métrique est �xe.

J'ai eu aussi besoin de la formule asymptotique du noyau de la chaleur quand t → s+,
pour x, y assez proches dans M ; alors j'ai conjecturé le suivant :

Conjecture 0.0.17. La solution fondamentale P de l'équation de la chaleur non linéaire
admet la formule asymptotique suivante :

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

(
N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) + Υ(t, s, x, y)

)

quand t→ s+, et pour x, y assez proches dans M , et pour tout N ∈ N, où

Υ(t, s, x, y) = O((t− s)N ),

et ∣∣∣∣ ∂∂xiΥ(t, s, x, y)
∣∣∣∣ = O((t− s)N−1), pour tout i = 1, . . . n,

pour x, y assez proches dans M , où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales autour
de x.

Dans le but de démontrer cette conjecture, j'ai étudié la démonstration du théorème
analogue dans le cas où la variété compacte M est munie d'une métrique �xe. Plusieurs
auteurs citent [BGM71], et [Cha84], comme étant les références où l'on a démontré ce
résultat analogue. Or ceci est faux : D'abord dans [BGM71], Berger n'essaie même pas
de le démontrer, et puis, dans [Cha84], la démonstration est fausse. Ceci ne veut pas
dire que ce résulat est faux. En fait, dans [Kan77], Kannai démontre cette formule en
utilisant la solution fondamentale w de l'équation des ondes ∆ − ∂2

∂t2 , grâce à la formule
de "transmutation" :

K(t, x, y) =
1

(4πt)
n
2

∫ ∞
−∞

e−
s2
4t w(s, x, y)ds.

Mais, pour l'appliquer à notre cas, on doit savoir la solution fondamentale d'une équation
d'onde semi-linéaire et plus compliquée, ce qui était, pour moi, jusqu'à ce moment di�cile
à faire.
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La démarche abordée dans la démonstration, depuis la construction de la solution fonda-
mentale, jusqu'à la démonstration de plongement (sous condition que la conjecture 0.0.17
soit vraie), a été motivée par les deux articles [Mor62a], et [Mor62b]. Dans ces deux articles,
l'auteur considère deux variétés M et N de classe Cs, qui sont des réunions dénombrables
de compactes, et N connexe. Il note par Homs(M,N) l'ensemble des applications de classe
Cs de M dans N , et il démontre le corollaire suivant :

Corollaire 0.0.18. ([Mor62b], page 3, Corollaire 2) L'ensemble des plongements (appli-
cations propres et injectives et qui sont des immersions locales) deM dans N est un ouvert
de Homs(M,N) pour la topologie Cs (Cet ouvert peut être évidemment vide).

Si on énonce le corollaire ci-dessus en se servant des suites dans Homs(M,N), on a

Corollaire 0.0.19. Soit f : M → N un plongement, et {fk}k une suite dans Homs(M,N),
telle que {fk}k converge uniformément vers f pour la topologie Cs. Alors, il existe k0 ∈ N∗,
telle que, pour tout k > k0, fk est un plongement de M dans N .

Plan de la thèse

Voici maintenant un résumé plus détaillé des travaux présentés dans ce mémoire :

Chapitre 1 : Préliminaires de géométrie riemannienne

L'objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions classiques de géométrie
riemannienne qui nous serviront pour une meilleure compréhension du contexte de cette
thèse. Dans la section 1.1, On rappelle la dé�nition de l'opérateur Laplace-Beltrami, ainsi
que celle du noyau de la chaleur qui lui est associé. Ces derniers sont des sujets de base
pour ce travail. On rappelle aussi les résultats classiques de géométrie spectrale dont nous
aurons besoin par la suite. Dans la section 1.2, on donne une idée sur la construction
de la solution fondamentale sur une variété riemannienne compacte, et la liaison entre la
géométrie de la variété et ses propriétés spectrales. La troisième section est consacrée au
lemme de Moser, et ses applications qui sont indispensables dans notre notre thèse.

Chapitre 2 : Plongements des variétés riemanniennes à l'aide de leur propriétés
de di�usion

Ce chapitre est consacré à énoncer les plongements déjà disponibles dans la littérature
et leurs utilités. Dans la première section de ce chapitre, on explique pourquoi les fonctions
propres de l'opérateur de Laplace-Beltrami sont utiles. Dans la deuxième section, on énonce
les plongements de variét'es riemanniennes à l'aide d'un nombre �ni de fonctions propres
du laplacien. Dans la troisième section, on dé�nit les plongements et les distances de
di�usion : on comprend bien dans cette section la relation entre le noyau de la chaleur
et la géométrie de la variété. Dans la section 2.4, on voit comment construire des cartes
locales pour une variété riemannienne à l'aide des fonctions propres et du noyau de la
chaleur. Dans la suite, on munit la variété M d'une famille de métriques riemanniennes
g(t), analytiques en t, et on généralise les théorèmes enoncés dans les sections précédentes,
lorsque c'est possible, au cas où le laplacien dépend du paramètre t.
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16 Préface

Chapitre 3 : La solution fondamentale d'une famille de variétés de forme vo-
lume constante

Notre objectif dans ce chapitre, est d'étudier la solution fondamentale sur une famille
de variétés riemanniennes compactes (M,h(t)), t ∈ [0, T ], et de démontrer le théorème
0.0.15. D'abord, on donne la forme du laplacien dépendant d'un paramètre t au voisinage
de t = 0. Puis on introduit une application

SN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kuk(s, x, y),

où uk sont des fonction C∞, dé�nies uniquement sur

Uρ = {(x, y) ∈M ×M ; r(x, y) < ρ},

ρ étant le rayon d'injectivité de la variété M , par rapport à la métrique h(0). Ceci peut
être expliqué brutalement par l'intuition que le noyau de la chaleur sur une variété admet
un comportement semblable au noyau de la chaleur Euclidien. On introduit une fonction
coupure η, dont l'objectif est de tranformer SN en une fonction C∞ sur tout M ×M , et
on démonre que PN = ηSN est le paramétrix de l'équation de la chaleur non linéaire. On
donne la formule exacte de la solution fondamentale en fonction du paramétrix PN , et de
ses convolutions. Les estimations sur ces derniers nous amènent à démontrer le théorème
0.0.15.

Chapitre 4 : Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace
de Hilbert à l'aide de sa solution fondamentale

L'objectif de ce chapitre est de répondre à la question 2 . Le processus ayant commencé
dans le chapitre 3, en cherchant une forme convenable de la solution fondamentale P , on
continue à étudier des estimations plus �nes du paramétrix PN , et de ses convolutions,
pour démontrer le théorème 0.0.16.

Le théorème 0.0.16 nous permet de démontrer que la suite d'applications {t logPt}t
converge dans L2(M,vh(0)) vers l'application R dé�nie par

R : M → L2(M,vh(0))

x 7→ −r
2(x, .)

4
.

La conjecture 0.0.17 nous amène à dé�nir la famille d'applications de Ωp dans L2(Ωp, vh(0)),
dé�nies par

(t logPt)Ωp(x) = t logP (t, x, .), x ∈ Ωp, t ∈ [0, T ],

et

RΩp(x) = −r
2(x, .)

4
,

où Ωp est un voisinage de p ∈ M . On démontre que si la conjecture 0.0.17 est vraie,
alors pour tout x ∈ Ωp, V ∈ T 1

xM , la suite d'applications dx(t logPt)Ωp(V ) converge dans
L2(Ωp, dvh(0)) vers dxRΩp(V ). Ainsi, on a les outils necessaires pour répondre à la question
2. On a le théorème suivant :
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17

Théorème 0.0.20. Si la conjecture 0.0.17 est vraie, alors il existe ξ > 0, tel que l'appli-
cation

Pt : M → L2(M,vh(0))
x 7→ P (t, x, .)

est un plongement pour tout t < ξ.

On démontre ensuite que la métrique tirée en arrière de l'application normalisée

Ψt(x) := (4π)
n
4 (2t)

n
4 +1Pt(x)

est asymptotique à h(0), en utilisant la métrique dans le théorème 0.0.11.

A la �n de ce chapitre, on démontre que la famille (M,h(t)), et par suite (M, g(t)) (la
famille de départ), peuvent être plongées dans l2, avec les coe�cients de P , dans la base
des fonctions propres de ∆g(0) = ∆h(0) au moins pour les temps petits.
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Chapitre 1

Préliminaires de géométrie
riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension �nie n. Tout au long de notre travail,
on suppose que les variétés sont de dimension au moins 2, munies d'une structure di�éren-
tielle de classe C∞. On suppose aussi qu'elle sont connexes et complètes. Les propriétés
di�érentielles des fonctions et tenseurs sur M se rapporteront à cette structure. On sup-
pose que notre lecteur connait les bases de géométrie riemannienne. Pour une présentation
de ces notions, on peut se référer à [GHL04].

L'objectif de ce chapitre est de représenter le contexte dans lequel se situe la thèse. On
rappelle quelques dé�ntions dont on a besoin dans notre mémoire, et quelques résultats
standards de la théorie spectrale et de la géométrie riemannienne. On insiste surtout à la
liaison entre la géométrie de la variété, et ses propriétés spectrales.

1.1 Eléments de théorie spectrale

1.1.1 Opérateur de Laplace-Beltrami

L'opérateur de Laplace-Beltrami est un opérateur di�érentiel de second degré, attaché
intrinsèquement àM . On peut lui donner plusieurs dé�nitions équivalentes. On commence
avec la plus naturelle :

Comme on peut dé�nir une dérivation seconde intrinsèque sur une variété rieman-
nienne à l'aide de sa structure métrique (ce qui n'est pas le cas pour une variété avec
uniquement une structure di�érentielle), on peut dé�nir, pour toute fonction f ∈ C2(M),
le Hessien de f , comme étant la forme quadratique bilinéaire symétrique formée par les
dérivées secondes de f . En fait, en utilisant la dérivée covariante D, le Hessien de f est
dé�ni par

Hessf = Ddf.

Pour avoir une fonction numérique de ce Hessien, on a juste besoin de prendre la trace par
rapport à la métrique g.

∆f = tracegHessf.

19
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20 Préliminaires de géométrie riemannienne

Puisque le long des géodésiques, la dérivée covariante seconde coïncide avec la dérivée
seconde numérique, on dé�nit le laplacien de f , en un point m, comme étant

∆f =
n∑
i=1

d2

dt2
f(γi(t))|t=0,

où γi sont les géodésiques en m, dont les vélocités forment un système de coordonnées or-
thonormales de TmM . En particulier, au centre m d'un système de coordonnées normales,
on a

∆f =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

f(m).

Dans un système de coordonnées quelconque, on trouve

∆f =
1√
detgij

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
det gijg

ij ∂f

∂xj

)
,

où gij sont les éléments de la matrice inverse à la matrice (gij).

Pour une autre expression utile de l'opérateur Laplace-Beltrami, on a besoin des dé�ni-
tions suivantes :

Dé�nition 1.1.1. (Gradient associé à une métrique riemannienne)Le gradient d'une fonc-
tion (disons lisse) f est l'unique champ de vecteurs, noté ∇f , tel que

g(X,∇f) = df(X)

pour tout champ de vecteurs X. En coordonnées locales,

∇f =
n∑
i=1

 n∑
j=1

gij
∂f

∂xj

 ∂

∂xi
.

Dé�nition 1.1.2. (Divergence d'un champs de vecteurs) La divergence d'un champs X,
est donnée par

div(X) = gij∇iXj .

Dé�nition 1.1.3. Si f est une fonction C2 sur M. Le laplacien de f peut être exprimé
par

∆f = div∇f.

Notons que pour f, h ∈ C2(M), on a les propriétés suivantes :

1. ∆(f + h) = ∆f + ∆h.

2. h.div(∇f) = h∆f + 〈∇f,∇h〉.

3. ∆(fh) = h∆f + 2 〈∇f,∇h〉+ f∆h.
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1.1 Eléments de théorie spectrale 21

Pour faciliter notre tâche dans ce chapitre, ainsi que pour les chapitres suivants, on va
citer deux théorèmes liés à l'opérateur de Laplace-Beltrami :

Théorème 1.1.4. (Théorème de Stokes) Soit X un champs de vecteur C∞ sur M , et ν
un vecteur normal unitaire à ∂M , dirigé vers l'extérieur ( Dans le cas où ∂M 6= ∅). Alors∫

M

div(X)dv(x) =
∫
∂M

〈X, ν〉 dA(x)

où dA est la forme volume sur le bord de ∂M , associée à la métrique induite.

Théorème 1.1.5. (Identités de Green) Soit f, h ∈ C∞(M), alors
1. (première identité de Green)∫

M

(f(x)∆h(x) + 〈∇f,∇h〉) dv(x) =
∫
∂M

f(x)
∂h

∂ν
(x)dA(x)

où
∂h

∂ν
est la dérivée directionelle dans la direction de ν, en un point de ∂M .

2. (deuxième identité de Green)∫
M

(h(x)∆f(x)− f(x)∆h(x)) dv(x) =
∫
∂M

(
h(x)

∂f

∂ν
(x)− f(x)

∂h

∂ν
(x)
)
dA(x).

1.1.2 Le spectre, et les fonction propres du laplacien

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Considérons le problème suivant :

∆ϕ+ λϕ = 0. (1.1.1)

Ce qui revient à trouver tous les nombres λ, pour les quelles il existe une solution non
triviale ϕ ∈ C∞(M). Ces nombres λ sont appelés valeurs propres du problème 1.1.1. Les
fonctions correspondantes sont appelées fonctions propres associés à la valeur propre λ.

Dans [Bér86], et [Cha84], P. Bérard et I. Chavel listent trois problèmes de valeurs
propres :

1. Problème de Dirichlet :
{

∆ϕ+ λϕ = 0 sur M
ϕ = 0 sur ∂M

2. Problème de Neumann :
{

∆ϕ+ λϕ = 0
∂ϕ
∂ν = 0 sur ∂M.

où ν est un vecteur normal unitaire à

∂M , et dirigé vers l'exterieur.

3. Problème fermé :∆ϕ+ λϕ = 0 (pas de bord dans ce cas, alors pas de conditions au
bord).

Théorème 1.1.6. (P.Bérard [Bér86]) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte.
On a

(i) L'ensemble des valeurs propres du problème peut être arrangé suivant une suite discrète

(0 ≤)λ0 ≤ λ1 ≤ ...→∞.

(ii) Pour le problème de Neumann et le problème fermé, λ0 = 0. Tandis que pour le
problème de Dirichlet, λ0 > 0.
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22 Préliminaires de géométrie riemannienne

(iii) Chacune des valeurs propres λi est répétée selon sa multiplicité, et l'espace propre
associé Eλi est de dimension �nie égale à la multiplicité de λi. De plus, les espaces
propres correspondants à des valeurs propres distinctes sont deux à deux orthogonales
dans L2(M, vg).

iv L2(M,vg) admet une base orthonormale complète de fonctions propres de ∆.

Remarque 1.1.7. On dé�nit L2(M, vg) comme l'espace mesurable des fonctions sur
(M, g), telles que ∫

M

|f(x)|2dv(x) <∞.

Alors L2(M,vg) est un espace de Hilbert, et son produit intérieur est donné par

(f, h) =
∫
M

f(x)h(x)dv(x),

pour tout f, h ∈ L2(M,vg).

Preuve. On va donner une preuve élémentaire de (ii) et de (iii). Pour la démonstration de
(i) et de iv, on a besoin de méthodes plus sophistiquées (Consulter pour les détails[Bér86]).

Pour (ii), notons que si ϕi est une fonction propre associée à la valeur propre λ, alors
λ est non-négative. En fait, d'après le théorème 1.1.5,∫

M

(ϕ∆ϕ+ 〈∇ϕ,∇ϕ〉) dv = 0,

alors

λ =
1
‖ϕ‖2

∫
M

〈∇ϕ,∇ϕ〉 dv ≥ 0.

Or, λ = 0 implique que ϕ est la fonction constante. Alors, dans le problème fermé et le
problème de Neumann, λ0 = 0. Tandis que, dans le problème de Dirichlet, λ0 = 0 implique
que ϕ0 = 0, alors, dans ce cas, λ0 > 0.

Pour (iii), l'orthogonalité des espaces propres est une conséquence du théorème 1.1.5.
En fait, si φ, ψ sont deux fonctions propres associées à deux valeurs propres distinctes λ,
et µ, alors

0 =
∫
M

(ϕ∆ψ − ψ∆ϕ)dv = (λ− µ)
∫
M

ϕψdv = c < ϕ, ψ > .

D'où le résultat.

Le spectre d'une variété riemannienne admet les propriétés suivantes :

1. Le spectre est invariant par isométrie car il dépend uniquement du gradient et de la
divergence, qui, à leur tours, dépendent uniquement de la structure riemannienne de
la variété.

2. Si n = 2, le spectre dépend continûment de la forme de la membrane ([CH53],
p.366). De plus, on peut montrer avec des arguments similaires que le spectre dépend
continûment de la métrique riemannienne en général.
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1.1 Eléments de théorie spectrale 23

Et comme le spectre n'est pas su�sant en général dans l'étude d'une variété rieman-
nienne, on a besoin des fonctions propres associées :

1. Les fonctions propres sont invariantes par déformation isométrique de la variété M
(voir �gure 1.1).

Fig. 1.1 � Une fonction propre de l'opérateur de Laplace-Beltrami calculée sur plusieurs
déformations du corps humain montrant que les fonctions propres sont invariantes par
déformation isométrique.

2. Deux variétés sont déformables l'une en l'autre si elles admettent la même décom-
position en valeurs et en fonctions propres.

Pour être plus concrets, supposons qu'on a deux variétés riemanniennes M et N , et soit
∆M , ∆N , leurs opérateurs de Laplace-Beltrami associés. Un homéomorphisme T : M → N
préserve les distances géodésiques , si et seulement si pour toute fonction propre φi, de
∆N associée à λi, φi ◦ T , est une fonction propre de ∆M pour la même valeur propre λi
(voir [SOG09]).

1.1.3 L'équation de la chaleur

L'équation de la chaleur décrit ce que se passe quand on commence avec une distribu-
tion donnée de la chaleur sur D en temps t, et demande comment la chaleur devient dans
un temps ultérieur. En fait, considérons un support homogène M , et soit Ω un domaine
dans M . Soit u(x, t) la fonction de deux paramètres : d'espace et de temps, représentant
la température d'un point x ∈ Ω, �ï¿½ un temps t �xé. Supposons en plus qu'aucune source
thermique agit à l'intérieur du domaine. Ce phénomène peut être exprimé mathématique-
ment par l'équation :

d

dt

∫
Ω

udv = −
∫
∂Ω

F.νdA,

où F est le �ux thermique, et ν est un vecteur normal à M , dirigé vers l'exterieur. Or,
dans plusieurs applications physiques, F est proportionnel à ∇u. En supposant donc que

F = ∇u,

on peut appliquer le théorème de Stokes 1.1.4, et on obtient∫
Ω

(
∂

∂t
u(t, x)−∆u(t, x)

)
dv(x) = 0.
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24 Préliminaires de géométrie riemannienne

Comme Ω est arbitraire, on a l'équation

∂

∂t
u = ∆u

qui est bien connue sous le nom d'"équation de la chaleur".

On peut introduire l'équation de la chaleur dans notre contexte en supposant M une
variété riemannienne et ∆ l'opérateur de Laplace-Beltrami correspondant. On peut de plus,
ajouter des conditions de Dirichlet au bord (si le bord est non vide), et une température
initiale (elle peut être également une distribution), et on aura ainsi le problème

∆u− ∂u

∂t
= 0 pour x ∈M

u(x, t) = 0 pour x ∈ ∂M
u(x, 0) = u0 pour x ∈M.

(1.1.2)

1.1.4 Le noyau de la chaleur

Le noyau de la chaleur représente l'évolution de la température dans une région donnée,
en plaçant une unité initiale de chaleur est placée en un point en temps t = 0. Si cette
région admet un bord, ce bord admet une température particulière (typiquement zéro).
Le noyau de la chaleur le plus connu est celui de l'espace Euclidien n-dimensionel :

K(t, x, y) =
1

(4πt)n/2
e−|x−y|

2/4t. (1.1.3)

Celui-ci véri�e l'équation
∂K

∂t
(t, x, y) = ∆xK(t, x, y)

pour tous t > 0, et x, y ∈ Rn, avec comme condition intitiale

lim
t→0

K(t, x, y)dy = δ(x− y) = δx(y)

où δx est la fonction de Dirac en x, et la limite est prise aux sens de distributions. Plus
précisment, pour toute fonction continue φ avec support compact, on a

lim
t→0

∫
Rn

K(t, x, y)φ(y) dy = φ(x).

La formule explicite 1.1.3 n'est pas en générale valable si on considère un domaine Ω
de Rn. D'ailleurs, le noyau de la chaleur existe et il est C∞ pour t > 0, sur les domaines
arbitraires et sur n'importe quelle variété Riemanienne, avec ou sans bord (avec des condi-
tions au bord si ce dernier n'est pas vide). Le noyau de la chaleur Euclidien intervient
toujours dans la construction de ce noyau (comme on va le voir dans la section 1.2) par
ce qu'une variété riemannienne de dimension n est localement di�éomorphe à un ouvert
dans l'espace Euclidien Rn. Plus précisément,

Dé�nition 1.1.8. (Solution fondamentale de l'équation de la chaleur) Une fonction K(t, x, y),
continue sur M ×M × (0,∞) qui est C2 par rapport aux variables spatiales x, y ; et C1

par rapport à la variable t, est une solution fondamentale du problème 1.1.2, si

1.

(
∆x −

∂

∂t

)
K = 0, sur M ×M × (0,∞).
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1.1 Eléments de théorie spectrale 25

2. K(t, x, y) = 0, si x ∈ ∂M , (au cas où ∂M 6= ∅).

3. lim
t→0+

∫
M

K(t, x, y)f(y)dv0(y) = f(x), uniformément pour toute fonction f continue

sur M et qui s'annule sur ∂M ( éventuellement si ∂M 6= ∅).

On dit qu'une solution fondamentale H de l'équation de la chaleur est la solution fonda-
mentale positive minimale si H est positive, et si pour toute solution fondamentale h, on
a h ≥ H. Dans ce cas, H est appelée noyau de la chaleur. En particulier, on a le théorème
suivant :

Théorème 1.1.9. (B. chow [CCG+ar], page 216) Si (M, g) est une variété riemannienne
compacte, sans bord, alors il existe une solution fondamentale K(t, x, y) de l'équation de
la chaleur. De plus, K est unique, positive, C∞, symétrique en x et y ∈M , et∫

M

K(t, x, y)dv(y) ≡ 1.

En particulier, K(t, x, y) est le noyau de la chaleur.

Fig. 1.2 � Le noyau de la chaleur représente l'évolution de la température dans une région
donnée.

Un résultat important dans le domaine de la théorie spectrale et qui relie les propriétés
spectrales à la géométrie de la variété est le suivant :

Théorème 1.1.10. (Varadhan [Var67b]) Si K est la solution fondamentale de l'équation
de la chaleur sur une variété riemannienne (M, g), alors

lim
t→0

logK(t, x, y) = −r(x, y)
4

,

pour tous x, y ∈M , où r est la distance riemannienne de M .

Proposition 1.1.11. (Sun et al. [SOG09]) Soient M,N deux variétés riemanniennes,
KM et KN sont respectivement les solutions fondamentales de l'équation de la chaleur de
M , et N ; alors : T : M → N est isométrique si et seulement si

KM (t, x, y) = KN (t, T (x), T (y)), pour tous x, y ∈M.
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26 Préliminaires de géométrie riemannienne

1.1.5 La relation entre le noyau de la chaleur et les valeurs/fonctions
propres

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Dans cette section, on va démontrer
l'existence d'une équation reliant les valeurs et les fonctions propres de ∆, et le noyau de
la chaleur. Dans [Dod81], Dodziuk énonce le théorème suivant :

Théorème 1.1.12. Si {ϕi}i∈N est une base complète de L2(M,vg), de fonctions propres
de ∆, et si λi est la valeur propre correspondant à ϕi, i ∈ N, alors, le noyau de la chaleur
peut être exprimé sous la forme

K(t, x, y) =
∑
i∈N

e−λitϕi(x)ϕi(y) (1.1.4)

où la convergence est uniforme dans M ×M × [ε,∞), pour tout ε > 0.

La démonstration de ce théorème 1.1.12, est fondée sur la propriété du semi-groupe de
K(t, x, y), et sur des propriétés de certains opérateurs intégraux auto-adjoints, et compacts.
En fait, il est clair que ∆ est le générateur du semi-groupe {Pt}t>0, dé�ni par

Ptu(x) =
∫
M

K(t, x, y)u(y)dv(y)

pour tout u ∈ L2(M, vg)(voir �gure 1.1.5).

Fig. 1.3 � Une fois qu'on trouve la solution fondamentale, il est facile de trouver la solution
désirée de l'ï¿½quation originale. En fait, ce processus est rï¿½alisï¿½ par la convolution.

On a le théorème suivant de Mercer :

Théorème 1.1.13. Soit K(x, y) une fonction continue sur M ×M , tel que K(x, y) =
K(y, x). Et considérons un opérateur A : L2(M,vg)→ L2(M,vg), positif 1, dé�ni par

Au(x) =
∫
M

K(x, y)u(y)dv(y),

pour u ∈ L2(M, vg) ; et soient µi, φi, respectivement les valeurs/fonctions propres corres-
pondantes de A, alors µi > 0, pour tout i ∈ N, et

K(x, y) =
∑
i∈N

µiφi(x)φi(y).

De plus, la série converge uniformément et absolument.

1Un opérateur A : L2(M)→ L2(M) est positif, si, pour tout f ∈ L2(M), 〈Af, f〉L2(M) ≥ 0
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1.2 Construction du noyau de la chaleur sur une variété riemannienne
compacte, et application à la géométrie 27

Notons que Ptu(x) =
∫
M
K(t, x, y)u(y)dv(y), est une solution de l'équation de la chaleur

pour tout u ∈ L2(M, vg). Puisqu'on a pour tous s, t > 0,

K(t+ s, x, y) =
∫
M

K(t, x, z)K(s, z, y)dv(z),

alors Pt admet la propriété de semi-groupe, i.e. PtPs = Pt+s. De plus, l'opérateur Pt est
continu en t, compact et auto-adjoint. Alors il admet les {e−λit}i∈N comme valeurs propres.
Soient {ψi}i∈N les fonctions propres correspondantes, qui forment une base orthonormale
de L2(M, vg). Et comme

Ptψi(x) = e−λitψi(x),

alors e−λitψi(x), est une solution de l'équation de la chaleur, et,

−λie−λitψi(x) =
∂

∂t

(
e−λitψi(x)

)
= ∆

(
e−λitψi(x)

)
= e−λit∆ψi(x).

Et ψi est une fonction propre de ∆, associé à la valeur propre λi. En appliquant le théorème
1.1.13, on achève la démonstration du théorème 1.1.12.

Pour démontrer le théorème 1.1.12 avec une autre méthode, notemment avec les équa-
tions des dérivées partielles, on peut consulter [Ros97].

On a, comme conséquence du théorème 1.1.12∫
M

k(t, x, x)dv(x) =
∫
M

∑
i∈N

e−λit(ϕi(x))2dv(x) =
∑
i≤1

e−λit = Z(t), (1.1.5)

où Z(t) est la fonction de partition2 de (M, g).

1.2 Construction du noyau de la chaleur sur une variété

riemannienne compacte, et application à la géomé-

trie

Cette partie est consacrée à la construction du noyau de la chaleur sur une variété
riemannienne compacte sans bord (voir la dé�nition 1.1.8). Cette construction n'utilise
pas les valeurs et les fonctions propres. Pour plus de détails, on peut consulter [BGM71],
[Cha84], et [CCG+ar].

Pour cette section, ainsi que pour notre travail dans cette thèse, on a besoin des quelques
dé�nitions.

2En physique statistique, c'est la fonction de partition canonique Z(t) du système pour la température
inverse t.
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28 Préliminaires de géométrie riemannienne

Soient p ∈M , V ∈ TpM , alors, il existe une géodésique unique γV dans M, telle que

γV (0) = p, γ̇V (0) = V.

Toutes les variétés qu'on considère ici sont complètes, dans le sens queM , avec la métrique
induite dg, est un espace métrique complet. Selon le théorème de Hopf-Rinow, ceci est
équivalent à la condition que (M, g) est géodésiquement complète, i.e. γV (t) est dé�nie
pour tout t ∈ R.

Soit p ∈M , on dé�nit l'application exponentielle comme étant l'application

exp : TpM →M

V 7→ γV (1).

Dé�nition 1.2.1. Le rayon d'injectivité inj(p) d'un point p ∈M est dé�ni comme étant
la borne supérieure de tous les r > 0, tels que expp est un di�éomorphisme B(0, r) ⊆ TpM ,
sur son image dans M .

Maintenant on va donner la forme du laplacien d'une fonction radiale. On a

Proposition 1.2.2. Le laplacien d'une fonction radiale, s'exprime sous la forme

∆u =
∂2u

∂r2
+

∂

∂r

(
log
√
detgu

)
pour toute fonction radiale u ∈ C2(M ×M), où

√
detg est le jacobien de l'application

exponentielle de g au point p (plus précisément, la densité du volume dans les cordonnées
polaires de voisinage p).

Dé�nition 1.2.3. Le rayon d'injectivité d'une variété riemannienne est l'in�mum de tous
les rayons d'injectivité des points de M .

inj(M, g) := inf{inj(p); p ∈M}.

Lorsque M est compacte, inj(M) est strictement positif.

1.2.1 Le paramétrix du noyau de la chaleur

Le paramétrix est une approximation de la solution fondamentale d'un opérateur di�é-
rentiel. Il a été introduit en 1907 par E. E. Levi dans deux articles fondamentaux [Lev07a]
et [Lev07b], dans le cas d'un opérateur elliptique à coe�cients constants. Puis, en 1974, A.
Friedman a prouvé son existence pour un opérateur di�érentiel parabolique à coe�cients
variables (voir [Fri64]). Plus précisément,

Dé�nition 1.2.4. On dit que PN est le paramétrix de l'équation de la chaleur, si :

(π1) PN ∈ C∞ (R+ ×M ×M).

(π2)
(

∆− ∂

∂t

)
PN se prolonge en une fonction de C0

(
R+ ×M ×M

)
.

(π3) limt→0 PN (t, x, y)dv(x) = δy(x) pour tout y ∈M .
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1.2 Construction du noyau de la chaleur sur une variété riemannienne
compacte, et application à la géométrie 29

Considérons le noyau de la chaleur de l'espace Euclidien Rn,

G(t, x, y) = (4πt)−
n
2 e
−r2(x,y)

4t .

G(t, x, y) est considéré comme la première approximation de la solution fondamentale. La
transplantation de G est expliquée par le fait queM est localement di�éomorphe à l'espace
Euclidien.

Maintenant, on tend à construire une deuxième approximation de la solution fondamen-
tale, en multipliant G par une série �nie de fonctions di�érentiables sur un domaine où G
est elle même di�érentiable. Plus précisément, posons ρ = inj(M),

Uρ = {(x, y) ∈M ×M, r(x, y) < ρ}.

Dé�nissons HN , par

SN (t, x, y) = G(t, x, y)
∞∑
i=0

tiψi(x, y), (1.2.1)

où ψi ∈ C∞(Uρ),tels que
1. ψ0(x, x) = 1, pour tout x ∈M .

2. LxSN (t, x, y) = G(t, x, y)tk∆xψK(t, x, y), où Lx = ∆x − ∂
∂t .

HN est alors une approximation de la solution fondamentale. Remarquons que SN est
dé�nie uniquement pour (x, y) ∈ Uρ, alors qu'on cherche une approximation dé�nie pour
tout (x, y) ∈ M ×M . Pour ce but, on considère une fonction radiale, C∞ sur M ×M ,
η : M ×M → R, telle que

η(x, y) =
{

1 si r(x, y) < ρ/4
0 si r(x, y) > ρ/2.

Proposition 1.2.5. Pour N > n
2 +1, l'application SN = ηHN est le paramétrix du noyau

de la chaleur.

On peut calculer explicitement les ψi, i=1, . . . , N ; Par exemple :

ψ0(x, y) = θ−
1
2 (x, y)

ψj(x, y) = θ−
1
2 (x, y)r−i

∫ r

0

τ i−1
(
θ−

1
2 ∆ψi−1

)
(expy τξ, y)dτ

où x = expy rξ, et θ(x, y) =
√
detg
rn−1

. En fait, on a bien

lim
r→0

√
detg
rn−1

= 1,

ce qui est bien conforme avec l'hypothèse ψ0(x, x) = 1.

En particulier

ψ1(y, y) =
1
6
s(y)

où s(y) est la courbure scalaire de (M, g) en y.
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30 Préliminaires de géométrie riemannienne

1.2.2 Construction du noyau de la chaleur.

Considérons deux fonctions H,J ∈ C0([0,∞) ×M ×M). Leur convolution (espace-
temps) est donnée par

(H ∗ J)(t, x, y) +
∫ s

0

ds

∫
M

H(s, x, z)J(t− s, z, y)dv(z).

Cette convolution est associative (voir [CCG+ar], page 228).

Maintenant on construit le noyau de la chaleur en utilisant la convolution, et on tend à
le trouver sous la forme

K(t, x, y) + SN + SN ∗H,

où H est une fonction continue sur [0,∞)×M ×M , à determiner. On démontre que

Lx(SN ∗H) = LxSN ∗H −H,

et ceci nous donne
0 = LxK = LxSN + (LxSN ) ∗H −H.

En faisant l'analogie avec l'équation x+ xy − y = 0, dont la solution est

y =
x

1− x
=
∞∑
k=1

xk,

on peut voir que H s'écrit sous la forme

H +
∞∑
k=1

(LxSN )∗k ,

où
f∗k = f ∗ . . . ∗ f, k fois f.

Alors

K(t, x, y) = SN + SN ∗
∞∑
k=1

(LxSN )∗k .

De plus,
∑∞
k=1 (LxSN )∗k est m+ l di�érentiable sur [0,∞)×M×M , pour 2l+m < N− n

2 .
Plus précisement

∞∑
k=1

∂l

∂tl
∂mx (LxSN )∗k (1.2.2)

est absolument et uniformément convergente [0, T ]×K×K, où K est un compact dans un
système de coordonnées locales (U , {xi}ni=1).

Remarque 1.2.6. Dans 1.2.2, ∂mx = ∂x◦. . .◦∂x est une notation3 d'une m'ième dérivation
quelconque par rapport aux composantes de la variable x dans le système de coordonnées
locales {xi}ni=1.

3notation écrite par Chow dans [CCG+ar], page 223
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1.2 Construction du noyau de la chaleur sur une variété riemannienne
compacte, et application à la géométrie 31

On a (voir [CCG+ar], page 236)

∂l

∂tl
∂mx

∞∑
k=1

(LxSN )∗k =
∞∑
k=1

∂l

∂tl
∂mx (LxSN )∗k = O(tN−n2−2l−m+1). (1.2.3)

En conclusion, si on pose QN (t, x, y) = SN ∗
∑∞
k=1 (LxSN )∗k, alors

K(t, x, y) = G(t, x, y)
∞∑
i=0

tiψ̃i(x, y) +QN (t, x, y), (1.2.4)

où ψ̃i = ηψi, et

QN (t, x, y) = O(tN−
n
2 ) uniformément en x, y ∈M, (1.2.5)

et
∂

∂xi
QN (t, x, y) = O(tN−

n
2−1), i = 1, . . . N, (1.2.6)

uniformément en x, y ∈M , où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales autour de x
(voir [CCG+ar], page 232-236).

1.2.3 Application à la géométrie.

Rappelons le développement spectral de la solution fondamentale de l'équation de la
chaleur 1.1.4, et celle de la fonction de partition Z(t) appropriée 1.1.5. Minakshisundaram
et Pleijel ont construit des développements asymptotiques pour ces deux quantités dans
[MP49]. Ces deux résultats sont d'une grande importance notemment pour les problèmes
inverses i.e. si on a des informations sur le spectre deM , on a des informations géométriques
intéressantes de M comme la dimension, le volume, la courbure scalaire et l'intégrale de
cette dernière.

Théorème 1.2.7. (Développement asymptotique de Minakshisundaram-Pleijel) Il existe
une série de fonctions ψi, i ∈ N, telles que

K(t, x, x) ∼t→0+ (4πt)−
n
2

∞∑
i=0

ψi(x, x)ti

dans le sens que pour tout N ∈ N,

K(t, x, x) = (4πt)−
n
2

N∑
i=0

ψi(x, x)ti +O(tN−
n
2 +1).

De plus, il existe une série de nombres ai, i ∈ N, tels que

Z(t) ∼t→0+ (4πt)−
n
2

∞∑
i=0

ait
i

où a0 = V ol(M, g), et a1 =
1
6

∫
M

s(x)dv(x), où s(x) est la courbure scalaire de M au point

x.
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32 Préliminaires de géométrie riemannienne

En particulier, dans le cas où la dimension de M est 2, le théorème de Gauss-Bonnet
implique que la détermination de l'intégrale de la courbure scalaire donne la caractéristique
d'Euler de M . Donc, si M est de dimension 2, le spectre nous permet de bien comprendre
la topologie de M .

Un autre exemple du problème inverse, est la formule asymptotique de Weyl :

Théorème 1.2.8. (Formule asymptotique de Weyl [Cha84], page 8) Soit

N(λ) = card{j ≤ 1, λj ≥ λ},

et soit wn le volume de la boule unité dans Rn, alors

N(λ) ∼ wnV ol(M)λ
n
2

(2π)n
, quand λ→ +∞.

De plus,

(λk)
n
2 ∼ (2π)nk

wnV ol(M)
quand k → +∞.

1.2.4 Formule asymptotique du noyau de la chaleur hors de la
diagonale

Dans [Kan77], Kannai démontre que la solution fondamentale de l'équation de la cha-
leur admet quand t→ 0, un développement asymptotique de la forme

K(t, x, y) ∼ (4πt)−
n
2 e
−r2(x,y)

4t

∞∑
i=0

tivi(x, y), t→ 0+ (1.2.7)

pour x, y assez voisins pour n'être joints que par une seule géodésique, et vi sont des
solutions de certains équations di�érentielles de transport. L'équation 1.2.7 veut dire que

K(t, x, y)− (4πt)−
n
2 e
−r2(x,y)

4t

N∑
i=0

tivi(x, y) = O(tN−
n
2 )e

−r2(x,y)
4t , t→ 0

pour x, y assez proches.

La méthode, assez élémentaire, consiste à déduire ce développement de celui de la solu-
tion fondamentale w de l'équation des ondes ∆ − ∂2

∂t2 , grâce à la formule de "transmuta-
tion" :

K(t, x, y) =
1√
4πt

∫ ∞
−∞

e−
s2
4t w(s, x, y)ds.

Proposition 1.2.9. (Y. Kannai [Kan77]) Soit w(t) la solution de l'équation des ondes(
∆− ∂2

∂t2

)
w = 0

telle que

w(t),
∂

∂t
w(t),

∂2

∂t2
w(t) = O(eεt

2
) (1.2.8)
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1.3 Lemme de Moser et applications 33

pour tout ε > 0, |t| → ∞. Alors la fonction V (t) dé�nie pour t > 0 par

V (t) =
1√
4πt

∫ ∞
−∞

e−
s2
4t w(s, x, y)ds, (1.2.9)

est la solution de l'équation de la chaleur

∆V =
∂

∂t
V,

pour t > 0, et la limite V (0) = lim
t→0

V (t) existe. De plus,

V (0) = w(0).

Preuve. En fait, les estimations 1.2.8 impliquent la convergence absolue de l'intégrale
1.2.9 pour tout t > 0, et nous permet de faire l'intégration par parties suivante :

∂

∂t
V (t) =

∫ ∞
−∞

∂

∂t

(
e−

s2
4t

√
4πt

)
w(s, x, y)ds =

∫ ∞
−∞

∂2

∂s2

(
e−

s2
4t

√
4πt

)
w(s, x, y)ds

=
∫ ∞
−∞

e−
s2
4t

√
4πt

∂2

∂s2
w(s, x, y)ds =

∫ ∞
−∞

e−
s2
4t

√
4πt

∆w(s, x, y)ds

= ∆V (t)

en utilisant le fait que l'opérateur ∆ est fermé. En�n, la relation

lim
t→0

e−
s2
4t

√
4πt

= δ0(s),

où δ0 est la fonction de Dirac en 0, nous donne V (0) = w(0). Pour plus de détails sur la
formule de transmutation, consulter [Kan77].

D'après l'unicité de la solution fondamentale de l'équation de la chaleur, les vi, i = 1, ..., N
ne sont autres que les ψ̃i(voir section 1.2.2) pour x, y assez proches. Plus précisément,
d'après la section 1.2.2, on a

K(t, x, y) = (4πt)−
n
2 e
−r2(x,y)

4t

(
N∑
i=0

tiψ̃i(x, y) + ΓN (t, x, y)

)
, (1.2.10)

pour x, y assez proche et t→∞, où ΓN (t, x, y) = O(tN ), et

∂

∂xi
ΓN (t, x, y) = O(tN ), i = 1, . . . , n

pour x, y assez proches, où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales autour de x.

1.3 Lemme de Moser et applications

Soit g(t), 0 ≤ t ≤ T , T > 0, une famille C∞ de métriques Riemaniennes sur une variété
compacte M de dimension �nie n telles que vol(M, g(t)) est constant pour 0 ≤ t ≤ T .
Alors

Lemme 1.3.1. Il existe une famille C∞ de di�éomorphismes ηt, telle que h(t) = η∗t g(t)
h0 = g, et h(t) est de forme volume constant, c'est-à-dire dv(h(t)) = dvg = dv.
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34 Préliminaires de géométrie riemannienne

Le lemme ci-dessus est une conséquence immédiate du lemme suivant dû à Moser
[Mos65].

Lemme 1.3.2. Soit µt une déformation C∞ de n-formes non-dégénérées sur M, avec∫
M

µt =
∫
M

µ0 pour tout 0 < t < T . Alors, il existe une famille ηt d'automorphismes de

M , C∞ en t, telle que η∗t µt = µ0, et η0 est l'application identité.
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Chapitre 2

Plongements des variétés
riemanniennes à l'aide de leur
propriétés de di�usion

Dé�nition 2.0.3. soit f : M → E une application Ck d'une variétéM , dans un espace de
Banach E. On dit que f est un Ck plongement, si f est Ck, et si de plus pour tout x ∈M ,
l'application linéaire tangente Tf(x) est injective, et si en outre f est un homéomorphisme
de M sur f(M). Un plongement est donc un Ck-di�éomorphisme sur son image. Cette
image est une sous-variété di�érentielle de E.

Rappelons qu'il existe des plongements canoniques des sphères et des espaces projectifs
réels qui sont réalisés par des fonctions propres du premier sous-espace propre pour le cas
de la sphère, et du deuxième sous-espace propre pour les cas le espace projectif [BGM71].

Dans ce chapitre, on va fournir une explication partielle de ce phénomène, et donner
quelques autres plongements importants, ainsi que leurs utilités, et ceci dans le cas où on
a une variété compacte (M, g).

Ensuite, nous munissons M d'une famille analytique de métriques riemanniennes g(t)
à un paramètre qui varie dans R+. On désigne par ∆t, le laplacien associé à g(t), et
on généralise les plongements décrits dans les sections précédentes, au moins pour les
temps petits : dans un premier temps, on considère une famille quelconque de métriques
g(t), analytiques en t, et on démontre l'existence d'une famille �nie de fonctions propres
analytique en t, pour t su�samment petit. Ainsi on peut construire le plongement avec
un nombre �ni de fonctions propres.

Dans la section suivante, on suppose que le volume de (M, g(t)) est constant en t, et
on va se servir du lemme de Moser 1.3.2, pour avoir une famille de variétés riemanniennes
h(t), dont la forme volume est constante en t. Par suite l'espace de Hilbert L2(M,vh(t))
est constant. On a dans ce cas, une famille holomorphe de type A au sens de Kato (voir
de�nition 2.6.1). On peut ainsi construire un plongement dans l2, avec une base complète
de fonctions propres.

35
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36
Plongements des variétés riemanniennes à l'aide de leur propriétés de

di�usion

2.1 Plongements par les fonctions propres : motivation

Dans cette section, on va justi�er le fait que les fonctions propres de l'opérateur de
Laplace-Beltrami sont utiles pour plonger.

On considère une variété riemannienne (Mn, g), di�érentiable, compacte et sans bord.
On cherche une fonction f ∈ C2(M), qui preserve d'une manière optimale l'information
locale, au sens où : si deux points x, y sont proches dans M alors leurs images f(x), et
f(y) sont aussi proches dans R. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit f ∈ C2(M), et soient x, y ∈M , alors

|f(y)− f(x)| ≤ r(x, y)‖∇f(x)‖+O(r2(x, y))

où r est la distance riemannienne de (M, g).

Preuve. Soit V ∈ TxM , alors dxf(V ) = 〈∇f(x), V 〉, et soit γ : [0, r(x, y)] → M la
géodésique reliant x à y dans M , et telle que |γ̇(s)| = 1, pour tout s ∈ [0, r(x, y)]. Alors

f(y) = f(x) +
∫ r(x,y)

0

dxf(γ̇(s))ds

= f(x) +
∫ r(x,y)

0

〈∇f(γ(s)), γ̇(s)〉 ds

Par l'inégalité de Schwartz, on a

〈∇f(γ(s)), γ̇(s)〉 ≤ ‖∇f(γ(s))‖‖γ̇(s)‖ ≤ ‖∇f(γ(s))‖.

Par un développement de Taylor à l'ordre 1 au voisinage de s = 0, on a :

‖∇f(γ(s))‖ = ‖∇f(γ(0))‖+O(s) = ‖∇f(x)‖+O(s),

alors,

f(y) ≤ f(x) +
∫ r(x,y)

0

(‖∇f(x)‖+O(s)) ds = r(x, y)‖∇f(x)‖+O(r2(x, y)),

d'où le résultat.

Le lemme 2.1.1 précise de quoi dépend la distance entre deux points images par une
fonction f . On cherche une fonction qui peut préserver en moyenne la position des points
voisins. Un bon candidat est :

argmin
‖f‖L2(M)=1

∫
M

‖∇f(x)‖2dv(x).

Malheureusement, cette fonction est la fonction constante ϕ0 ≡ 1. L'image de M par
cette fonction est donc un point. Pour éviter ce cas trivial, on exige que la fonction f soit
orthogonale à ϕ0 ≡ 1. On recherche maintenant :

argmin
‖f‖L2(M) = 1∫
M
f(x)dv(x) = 0

∫
M

‖∇f(x)‖2dv(x).
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On peut remarquer qu'il s'agit de la première fonction propre ϕ1 de ∆, relative à la
première valeur propre non nulle λ1. En e�et, par la formule de Stokes :∫

M

‖∇f(x)‖2dv(x) = −
∫
M

f(x)∆f(x)dv(x)

puisque ∂M = ∅.

Ainsi, si la multiplicité de λ1 estm1, on peut considérer les fonctions propres ϕ1, . . . , ϕm1

relatives à λ1. Par exemple, dans le cas de la sphère, cela donne bien un plongement. Sinon,
on considère les fonctions propres relatives à la valeur propre suivante, et ainsi de suite.
Finalement, on obtient un plongement par un nombre �ni ou in�ni de fonctions propres.
Si on a un nombre in�ni, on peut normaliser chaque fonction propre dans le plongement,
de manière à avoir un plongement bien dé�ni.

2.2 Quelques plongements de variétés riemanniennes à

l'aide des fonctions propres du laplacien

Dans [BBG94], P. Bérard, G. Besson, et S. Gallot, démontrent qu'on peut plonger toute
une classe de variétés riemanniennes compactes dans l2 par toutes les fonction propres (c.f.
théorème 0.0.11). Mais, on se demandait si on peut plonger une variété riemannienne par
un nombre �ni de fonctions propres. Ceci pour mettre en pratique cette théologie. La
réponse était heureusement positive. En fait, en 1978, A. Besse plonge une certaine classe
de variétés riemanniennes dans un espace euclidien par un seul espace propre. Et puisque
on ne peut pas espérer toujours de le faire pour une variété riemannienne quelconque, P.
Bérard utilise les fonctions propres jusqu'à un certain rang.

2.2.1 Cas d'une variété symétrique compacte de rang 1

Dé�nition 2.2.1. Une variété riemannienne connexe, est un espace symétrique si, pour
tout m ∈M , il exite une isométrie involutive, sm : M →M , telle que

sm ◦ expm = expm ◦sm.

Le rang d'un espace symétrique est dé�ni par la dimension maximale des sous-variétés
plates (i.e. de courbure nulle), qui sont totalement géodésiques1 dans M .

Exemple. Les espaces symétriques de rang 1, non compactes, sont les espaces hy-
perboliques correspondant à R,C,H, et Ca, et d'une manière duale, les espaces symé-
triques compactes de rang 1, sont les di�érents KPn, et les sphères Euclidiennes, i.e.
Sn,RPn,CPn,HPn,CaP 2, munis de la métrique canonique.

On suppose maintenant que (M, g) est une variété compacte, alors elle admet une so-
lution fondamentale unique de l'équation de la chaleur K : R∗+ ×M ×M . Si M est un
espace symétrique de rang 1, alors l'unicité et l'invariance de ce noyau, nous implique que
K dépend uniquement de la ditance riemannienne r, i.e. il existe une application

Ξ : R∗+ × R+ → R,
1une sous-variété est dite totalement géodésique, si, pour tout vecteur normal, la seconde forme fonda-

mentale s'annule.
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telle que K(t, x, y) = Ξ(t, r(x, y)), pour tout x, y ∈M , et t > 0.

Lemme 2.2.2. [Bes78] Si (M, g) est un espace symétrique compact de rang 1, et ∆ est
l'opérateur de Laplace-Beltrami associé, alors, pour toute valeur propre µ, de multiplicité
Nµ, il existe une application

Fµ : R+ → R,

telle que
µ∑
i=1

ϕµi (x)ϕµi (y) = Fµ(r(x, y)), pour tout x, y ∈M2.

Soit (M, g) un espace symétrique compact de rang 1, de dimension n. Et soit λ ∈
Spec(M, g), de multiplicitéN , et soit ϕ1, ..., ϕN une base L2(M, g)-orthonormée de l'espace
propre associé Eλ.

On considère l'application
Λ : M → RN+1

x 7→ (ϕ0(x), ..., ϕN (x)).

Théorème 2.2.3. ([Bes78], page 174)On a

1. Λ est une immersion deM dans la sphère S(0, R), dans RN+1, de rayon R =
(

N

vol(M, g)

) 1
2

.

2. Λ∗g = kg, où g est la métrique riemannienne induite par celle de RN+1, sur Λ(M),

et k =
λR2

n

3. Λ est un plongement de M dans RN , sauf dans le cas où M = Sn, et Λ(M) = RPN .

Esquisse de la preuve. l'idée de la preuve est basée sur le lemme 2.2.2. Il existe une
application Fλ : R+ → R, telle que

N∑
i=1

ϕi(x)ϕi(y) = Fλ(r(x, y)), pour tout x, y ∈M. (2.2.1)

Alors on a
〈Λ(x),Λ(x)〉 =

N∑
i=1

ϕ2
i (x) = Fλ(0)

Fλ(0)V ol(M, g) =
N∑
i=1

∫
M

ϕ2
i (x)dv(x) =

N∑
i=1

‖ϕi‖2L2(M,vg) = N

(2.2.2)

Alors,

Λ(M) ⊂ S(0, R) =
(

N

V ol(M, g)

) 1
2

.

2En particulier, pour tout point x ∈ M , il existe une fonction F : R → R, telle que la fonction,
f : M → R, dé�nie par y → F (r(x, y)), est C∞, et satisfait, ∆f = µf , avec µ > 0.
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Di�érentions 2.2.2 deux fois. On a

N∑
i=1

ϕidϕi = 0,
N∑
i=1

dϕi ⊗ dϕi +
N∑
i=1

ϕiHessϕi = 0

et en di�érentiant 2.2.1, on obtient

N∑
i=1

ϕiHessϕi = F ′′λ (0)g,

ce qui nous donne que
N∑
i=1

dϕi ⊗ dϕi = −F ′′λ (0)g. (2.2.3)

Or Λ∗g =
∑N
i=1 dϕi⊗dϕi = −F ′′λ (0)g, alors, pour calculer la constante −F ′′λ (0), on calcule

la trace

trace

N∑
i=1

ϕiHessϕi = −
N∑
i=1

ϕi∆ϕi = −λ
N∑
i=1

ϕi

= λR2 = trace(g)F ′′λ (0) = nF ′′λ (0)

et d'après 2.2.3, l'application est une immersion. Ensuite, si Λ(x) = Λ(y), alors x = y,
sauf dans la cas où M = Sn, et x, y sont antipodales ( pour les détails, consulter [Bes78],
chapitres 5, et 6).

Un interêt du plongement par les fonctions propres, est la détermination du volume
des ensembles nodaux des fonctions propres du laplacien. En particulier, on peut démon-
trer en plongeant une classe de variétés, dans un espace Euclidien que le volume moyen
des ensembles nodaux des fonctions propres associée à une valeur propre donnée λ est
proportionel à V ol(M, g)/λ.

Soit Ha l'hyperplan vectoriel de RN+1, dé�ni par l'équation

(Ha) a0X1 + ...+ aNXN

où l'on voit (a0, ..., aN ) comme un point a de RPN . Dans [Bér85], Bérard reformule une
égalité de Santalo (voir la formule initiale dans [San76], page 245, et 309), et nous donne

V ol(M, g) =
V ol(Sn(R))
V ol(Sn−1(R))

1
V ol(RPN )

∫
RPN

V ol(M ∩Ha, g)da

où da est le volume de RPN , et (M, g) est l'image Λ(M) muni de la métrique induite par

celle de RN , et R =
(

N

vol(M, g)

) 1
2

.

Remarque 2.2.4. Remarquons que M ∩Ha n'est autre que l'image par Λ de l'ensemble
nodal

Na(λ) =

(
N∑
i=0

aiϕi

)−1

(0), a = (a0, ..., aN ).
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Alors

Théorème 2.2.5. (Bérard [Bér85]) Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, on a

1
V ol(RPN )

∫
RPN

V ol(Na(λ), g)da =
V ol(Sn−1(1))√
nV ol(Sn(1))

V ol(M, g)
√
λ.

2.2.2 Cas d'une variété riemannienne compacte

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, 0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... le spectre
de (M, g), {ϕi}i∈N une base orthonormée de L2(M, vg) de fonctions propres associées, et
soient

N(λ) = card{j ∈ N, λj ≤ λ},
et

ν(x, λ) =

∑
λj≤λ

ϕ2
j (x)

 1
2

=
λ
n
2

(4π)
n
2 Γ
(
n
2 + 1

) (1 + a(x, λ))

où a(x, λ) = o(λ−
1
2 ), uniformément en x ∈M , quand λ→∞ (c.f. Bérard [Bér85]

Théorème 2.2.6. (Bérard [Bér85])L'application

Φλ : M → RN(λ)+1

x 7→
(
ϕ0(x)
ν(x, λ)

, ...,
ϕN(λ)(x)
ν(x, λ)

)
est un plongement pour λ assez grand. De plus, Φλ(M) ⊂ SN(λ)(1) (sphère de rayon 1
dans RN(λ)+1), et, pour tout V ∈ TM \ {0},

‖dΦλ(V )‖2RN(λ)+1 =
λ

n+ 2
[g0(V, V ) + b(V, λ)] ,

où b(V, λ) = o(1), uniformément en V , quand λ tend vers l'in�ni.

Corollaire 2.2.7.

1
V ol(RPN(λ))

∫
RPN(λ)

V ol(Na(λ), g)da =
V ol(Sn−1(1))√
n+ 2V ol(Sn(1))

V ol(M, g)
√
λ(1 + o(1))

quand λ tend vers ∞, où,

Na(λ) =

N(λ)∑
i=0

aiϕi

−1

(0), a = (a0, ..., aN(λ)) ∈ RPN(λ)).

2.3 Plongement et distance de di�usion

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, et K(t, ., .) son noyau de la chaleur. On
considère le plongement du théorème 0.0.11 (à une constante près)

Φt : M → l2, t > 0

x→
{
e−λitϕi(x)

}
i≥1

.

où λi et ϕi sont respectivement les valeurs et les fonctions propres du laplacien ∆g.
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2.3 Plongement et distance de di�usion 41

Dans l'article [CL06], Coi�man et Lafon reprennent ce plongement et l'appellent famille
d'"applications de di�usion". Ils leur associent une famille de "distances de di�usions" Dt

(distance au temps t) dé�nies par

D2
t (x, y) =

∑
j≥0

e−λjt (ϕj(x)− ϕj(y))2

= ‖Φt(x)− Φt(y)‖2l2

pour tout x, y ∈M.

Dt est bien une distance sur M pour tout t > 0. En fait : Dt est symétrique, puisque,
pour tout x, y ∈M ,

‖Φt(x)− Φt(y)‖l2 = ‖Φt(y)− Φt(x)‖l2 .

De plus, si Dt(x, y) = 0, alors ϕj(x) = ϕj(y), pour tout j > 1. Le fait que {ϕi}i∈N soit
une base complète nous donne que x = y. En�n, il est facile de voir que

Dt(x, y) ≤ Dt(x, z) +Dt(z, y), pour tous x, y, z ∈M.

On voit ainsi que Φt réalise un plongement isométrique de l'espace métrique M (muni de
la métrique Dt) dans l'espace Euclidien.

L'idée d'appeler ainsi la distance de di�usion, est motivée par l'égalité

‖Φt(x)− Φt(y)‖2l2 =
∫
M

(K(t, x, z)− k(t, y, z))2
dv(z), x, y ∈M,

la quantitéK(t, x, y) étant la probabilité de la transition de x à y en temps t. A ce processus
de di�usion est associé la distance Dt qui re��te le "taux de connexion" des points x, y ∈M .
Plus il y a une grande probabilité de transiter de x à y et plus, Dt(x, y) est petite.

Pour utiliser en pratique la distance de di�usion, on peut l'approcher par un nombre
�ni de valeurs propres en retenant uniquement les termes e−λitϕi pour lesquels les valeurs
e−2λit restent signi�catives : en fait, pour x ∈ M �xée, K(t, x, .) est une fonction cut-o�
centrée en x. Quand t devient plus grand, le support de K(t, x, .) devient plus large, et le
nombre de valeurs propres qui peuvent donner une signi�cation à cette fonction, devient
plus petit (voir �gure 2.1).

Par conséquent, on a le théorème suivant :

Théorème 2.3.1. Pour tout t > 0, et tout δ > 0, il existe une constante s(δ, t) tel que
l'application

Ψs
t : M → Rs(δ,t)

x 7→ (e−λ1tϕ1(x), ..., e−λs(δ,t)tϕs(δ,t)(x))

est un plongement de M dans l'espace Euclidien de dimension s(δ, t). Dans cet espace, la
distance Euclidienne, est égale à la distance de di�usion, à un degré d'exactitude de δ. i.e.

|Dt(x, y)− ‖Ψs
t (x)−Ψs

t (y)‖Rs(δ,t) | ≤ δ

pour tout x, y ∈M .
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Fig. 2.1 � Quand t augmente, le support de k(t, x, .) devient plus grand, et le nombre de
valeurs propres signi�quatives de Pt = e−t∆ diminue.

Preuve. D'après le théorème 2.2.6, il exsite bien N0 ∈ N, tel que l'application

ΨN0
t : M → RN0

x 7→ (e−λ1tϕ1(x), ..., e−λN0 tϕN0(x))

est un plongement de M dans Rn. De plus,
∞∑
i=0

e−2λit (ϕi(x)− ϕi(y))2 = K(2t, x, x) +K(2t, y, y)− 2K(2t, x, y),

pour tout t > 0, et tous x, y ∈M . Alors, pour tous t > 0, x, y ∈M , δ > 0, il existe s > 0,
tel que

∞∑
i=s

e−2λit (ϕi(x)− ϕi(y))2 ≤ δ.

Or, la suite des fonction fn de�nies par

fn(t, x, y) =
∞∑
i=n

e−2λit (ϕi(x)− ϕi(y))2

est monotone (car pour tout n ∈ N, et tout x, y ∈ M , fn+1(t, x, y) > fn(t, x, y)), alors
d'après le théorème de Dini3, on a : pour tous t > 0, δ > 0, il existe s0(δ, t) > 0, tel que

∞∑
i=s0(δ,t)

e−2λit (ϕi(x)− ϕi(y))2 ≤ δ

pour tous x, y ∈M . En�n, pour tout s(δ, t) > s0(δt), on a
∞∑

i=s(δ,t)

e−2λit (ϕi(x)− ϕi(y))2 ≤ δ

3La convergence simple d'une suite montone de fonctions dé�nies et continues sur un espace compact
vers une fonction continue implique sa convergence uniforme.
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2.3 Plongement et distance de di�usion 43

pour tous x, y ∈M . En choisissant s(δ, t) ≥ N0, on a le résultat.

La �gure 2.2, illustre le théorème 2.3.1, pour t > 0 �xé où Rs(δ,t) = R3. La distance de
di�usion entre deux points dans l'espace de plongement est la longueur de la corde qui les
relie.

Fig. 2.2 � Haltère original (à gauche) et son plongement (à droite) à l'aide des premières
3 fonctions propres. Puisque la di�usion est plus lente sur le cou, les points sont plus loins
l'un de l'autre dans l'espace de plongement.

Remarque 2.3.2. Le théorème 2.3.1, s'applique aussi sur les graphes et les ensembles de
donnée (voir �gure 2.3).

Fig. 2.3 � L'ensemble de points original (à gauche), est plongé sous la forme d'un papillon(à
droite), et les phases sont organisées selon la di�usion qu'ils engendrent : la longeur de la
corde entre deux points dans l'espace d'arrivée mesure la quantité de chaleur qui peut être
transmise entre ces deux points.
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2.4 Paramétrisations universelles locales à l'aide du noyau

de la chaleur et des fonctions propres

Dans beaucoup d'applications récentes, on tend à trouver des représentations d'en-
sembles de données, et il était observé dans plusieurs cas que les fonctions propres d'un
laplacien sur un graphe d'ensembles de données fournit un système robuste de coordonnées
locales utile pour réduire la dimension (voir [Coi05], [BN02], et [CL06]).

Dans cette section, on va donner des énoncés analogues pour les variétés, en introduisant
des systèmes de coordonnées à l'aide des noyaux de la chaleur.

Dans des tavaux récents de Jones, Maggioni, et Shull (voir [JMS08]), les auteurs utilisent
les solutions fondamentales et les fonctions propres du laplacien pour construire des coor-
données locales sur les larges classes de domaines Euclidiens et des variétés riemanniennes
(pas necéssairemant lisses). Ces coordonnées sont bi-lipshitziennes sur un large voisinage
du domaine ou de la variété, avec des constantes contrôlant la distortion et le volume des
voisinages qui dépendent uniquement des propriétés géométriques du domaine ou de la
variété.

Plus précisément, soit M une variété riemannienne de dimension n, et considérons
une boule B(z, r) ⊆M . Alors on peut trouver exactement n fonctions propres qui consti-
tuent un système de coordonnées "robuste"4sur B(z, cr), où c est une constante qui dépend
de M .

D'abord on traite le cas des domaines Euclidiens. On considère un domaine Ω de volume
�ni dans Rn, avec les conditions au bord de Dirichlet

(
∆− ∂

∂t

)
u(x, t) = 0

u|∂Ω = 0

ou de Neumann 
(

∆− ∂

∂t

)
u(x, t) = 0

∂νu|∂Ω = 0

où ν est le vecteur normal orienté vers l'extérieur, et ∆ est le laplacien sur Ω. Dans ces
deux cas, on considère seulement les domaines où le spectre du laplacien est discret, et le
noyau de la chaleur correspondant, peut être écrit sous la forme :

K(t, x, y) =
∑
i∈N

e−λitϕi(x)ϕi(y)

où {ϕi}i∈N est une base orthonormale de fonctions propres de ∆. On suppose en plus qu'il
existe une constante CWeyl,Ω telle que, pour tout λ > 0,

card{i, λi ≤ λ} ≤ CWeyl,Ωλ
d
2 V ol(Ω).

La condition ci-dessus est toujours satisfaite si on a les conditions de Dirichlet au bord,
mais elle n'est pas toujours vraie si on a les conditions de Neumann au bord (voir [NS05],
et [HSS91]).

4dans le sens qu'il est stable sous les perturbations
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Théorème 2.4.1. [JMS08](Système de coordonnées de fonctions propres, pour les do-
maines Euclidiens) Soit Ω un domaine dans Rn, renormalisé tel que V ol(Ω) = 1 . Il existe
des constantes c1, ..., c6, qui dépendent de n et de Cweyl,Ω, satisfaisant les propriétés sui-
vantes : pour tout z ∈ Ω, posons Rz ≤ dist(z, ∂Ω), alors, il existe n fonctions propres ϕik ,
k = 1, . . . , n, du laplacien ∆Ω, et des constantes

c6R
n
2
z ≤ γ1 = γ1(z), ..., γn = γn(z) ≤ 1,

dépendantes uniquement du choix de z, telles que

1. l'application
Φ : B (z, c1Rz)→ Rn

x 7→ (γ1ϕi1(x), ..., γnϕin(x))

est un plongement, et satisfait, pour tout x, y ∈ B (z, c1Rz),

c2
Rz
‖x− y‖ ≤ ‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ c3

Rz
‖x− y‖; (2.4.1)

2. les valeurs propres associées satisfont

c4R
−2
z ≤ λi1 , ...., λin ≤ c5R−2

z .

Remarque 2.4.2. on a besoin de la dépendance de la constante CWeyl,Ω seulement dans
le cas où on a les conditions de Neumann au bord.

Une des particularités de ce plongement, (comme l'on peut le voir d'après l'équa-
tion 2.4.1) est que les fonctions propres selectionnées agissent comme un microscope sur
B(z, c1Rz), dans le sens que, le diamètre de l'image de B(z, c1Rz) par ce plongement est
∼ 1.

Le résultat ci-dessus peut être vrai pour une classe de variété riemanniennes. Soit M
une variété riemannienne compacte, avec ou sans bord, et g une métrique riemannienne
Cα, pour α > 0. Pour tout z ∈M , soit (U , u) un système de cartes tel que z ∈ U , et
(i)gil(u(z)) = δil.

(ii)Pour tout x ∈ U , et tous ξ, ν ∈ Rd,

cmin(g)‖ξ‖2Rd ≤
d∑

i,j=1

gij(u(x))ξiξj
d∑

i,j=1

gij(u(x))ξiνj ≤ cmax(g)‖ξ‖Rd‖ν‖Rd .

Soit rM (z) = sup{r > 0;Br(u(z)) ⊆ u(U)}. Soit

‖g‖α∧1 = max
i,j=1,..,n

(∫
U

(
gij(x)

)α−1
dv(x)

) 1
α−1

,

où α ∧ 1 = inf α, 1. Alors on a

Théorème 2.4.3. [JMS08](Système de coordonnées de fonctions propres, pour les variétés
Riemmanniennes) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, z ∈ M , et (U , u),
comme ci-dessus. Supposons en plus, que vol(M) = 1. Il existe des constantes c1, ..., c6 > 0,
dépendants de d, cmin, cmax, ‖g‖α∧1, α∧1, et CWeyl,M , tel que les propriétés suivantes sont
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satisfaites : Soit Rz = rM (z), alors il existe d fonctions propres ϕik du laplacien ∆M ,
k = 1, . . . , d, et des constantes

c6R
d
2
z ≤ γ1 = γ(z), ..., γd = γd(z) ≤ 1,

telles que

1. l'application
Φ : B (z, c1Rz)→ Rd

x 7→ (γ1ϕi1(x), ..., γdϕid(x))

est un plongement, et satisfait, pour tout x, y ∈ B (z, c1Rz),

c2
Rz

r(x, y) ≤ ‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ c3
Rz

r(x, y);

2. les valeurs propres associées satisfont

c4R
−2
z ≤ λi1 , ...., λid ≤ c5R−2

z .

Remarque 2.4.4. Dans les deux théorèmes 2.4.1, et 2.4.5, les constantes γj sont données
par

γj =

(∮
B(z,cRz)

ϕij (z
′)2dz′

)− 1
2

.

Théorème 2.4.5. (Système de coordonnées de chaleur)Soit (M, g) une variété rieman-
nienne, de dimension n, z ∈ M , et (U , u) comme ci-dessus, sauf que vol(M) peut être
∞. Soient Rz ≤ min{1, u}, p1, ..., pd sont p directions linéaires linéairement indépendants.
Alors, il existe des constantes c1, ..., c6 > 0, dépendants de n, cmin, cmax, ‖g‖α∧1, α ∧ 1, et
la plus petite et plus grande valeur propre de la matrice de Gram (pi, pj)i,j=1,...,n, tels que
les propriétés suivantes sont satisfaites : Soit yi tel que le vecteur yi − z est colinéaire à
pi, avec

c4Rz ≤ r(y, z) ≤ c5Rz, pour tout i = 1, ..., n,

et soit tz = c6R
2
z. Alors, l'application

Φ : B (z, c1Rz)→ Rn

x 7→ (RdzKtz (x, y1), ..., RnzKtz (x, yn))

est un plongement, et satisfait, pour tout x1, x2 ∈ B (z, c1Rz),

c2
Rz

r(x1, x2) ≤ ‖Φ(x1)− Φ(x2)‖ ≤ c3
Rz

r(x1, x2).

Remarque 2.4.6. Ce théorème est vrai dans le cas Euclidien et dans le cas des variétés
riemanniennes, et dépend uniquement des estimations du noyau de la chaleur et son gra-
dient. Les démonstrations dans ces deux cas sont presque similaires. Pour voir les détails,
consulter [JMS08]. Il faut noter de plus que la preuve est faite sur une carte locale (qu'on
choisit) contenant une boule su�samment large autour de z. Dans le cas de la variété
riemannienne, on utilise uniquement la norme ‖g‖α∧1 de g restreinte sur la carte choisie.
Notons aussi que le théorème est vrai si on choisit Rz ≤ rM (z).
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2.5 Généralisations au laplacien dépendant du temps 47

Exemple dans l'espace Euclidien R2. Soient n = 2, Rz = 1, z = 0, y1 = (−1, 0), et

y2 = (0,−1), et soit k(t, ., .) le noyau de la chaleur de R2, i.e. K(t, x, y) = (4πt)−1e−
|x−y|2

4t .
Alors l'aplication

Φ : R2 ⊃ B 1
2
((0, 0))→ R2

x 7→ (K(1, x, y1),K(1, x, y2))

est un plongement bi-lipschitzien. La démonstration est assez facile, par ce qu'on peut tout
simplement calculer K(1, x, y1), et K(1, x, y2).

2.5 Généralisations au laplacien dépendant du temps

Dans cette section on considère une variété compacte munie d'une famille de métriques
g(t) analytique en t ∈]−T, T [, où T > 0. D'abord, on va démontrer l'existence d'un nombre
�ni de fonctions propres du laplacien ∆g(t), analytiques en t dans un voisinage de t = 0.
On va ainsi généraliser les plongements des section précédentes avec un nombre �ni de
fonctions propres.

2.5.1 Existence de valeurs et de fonctions propres analytiques du
laplacien dépendant du temps

On commence par le lemme suivant concernant une valeur propre λ de ∆0 = ∆g(0).
Ensuite, on le généralise pour un nombre �ni de valeur propres.

Lemme 2.5.1. (M. Berger [Ber73]) Soit λ une valeur propre de l'opérateur ∆0, de mul-
tiplicité k. Alors, il existe ε > 0, et k fonctions scalaires λi(t), 1 ≤ i ≤ k, et k fonctions à
valeurs dans C∞(M), ϕi(t), analytiques en t, pour t ≤ ε, et véri�ants :
(i) ∆tϕi(t) = λi(t)ϕi(t), pour 1 ≤ i ≤ k, t ≤ ε ;
(ii) λi(0) = λ, 1 ≤ i ≤ k ;
(iii) {ϕi(t)}1≤i≤k, est un système orthonormé de L2(M,vt), pour t ≤ ε, où vt désigne la

mesure riemannienne associée à la métrique g(t).

Remarque 2.5.2. La démonstration de ce lemme dans [Ber73] était insu�sante ; pour
cette raison, et vu l'importance du résultat et de ses applications, P. Bérard donne la
démonstration complète dans [Bér]. En fait, cette preuve est calquée sur celle du théorème
1, de [Rel69], I�1, page 33, où l'auteur a considéré une fois pour toute un espace vectoriel
D, de dimension �nie, contrairement aux conditions du lemme où l'espace de Hilbert varie
en z (mais avec une dimension �nie invariante en z).

Lemme 2.5.3. Avec les mêmes hypothèses que celles du lemme 2.5.1, supposons que
l'intervalle [λ− d1, λ+ d2], où d1, d2 > 0, ne contient comme valeur propre de A, que λ.
Alors, pour tous d′1, d

′
2, tels que, 0 < d′1 < d1, 0 < d′2 < d2, il existe ε > 0, tel que le spectre

de A(t) dans l'intervalle λ−d′1 < µ < λ+d′2, contient exactement les points λ1(t), ..., λh(t),
pour tout |t| < ε.

Preuve Ce lemme est une conséquence immédiate de la séparation du spectre pour une
variété riemannienne compacte, de l'analycité de λi(t), i = 1, .., k, et de leur convergence
vers λ.
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Lemme 2.5.4. Soient λ0 ≤ λ1 ≤ ... ≤ λk, les k premières valeurs propres de ∆0, k
su�samment grand. Alors il existe un εk > 0, et, pour tout entier i = 1, ..., k, il existe une
fonction λi(t), et une fonction ϕi(t), analytiques en |t| ≤ εk, et véri�ants :

(i') ∆tϕi(t) = λi(t)ϕi(t), pour tout |t| ≤ εk.
(ii') λi(0) = λi.

(iii') {ϕi(t)}i≤k est un système orthonormé de L2(M, vt), pour tout |t| ≤ εk.

Preuve. Soient ν1 < ... < νp, les premières valeurs propres distinctes de ∆0, de mul-
tiplicité mi respectivement, i = 1, ..., p. Alors, d'après le lemme 2.5.1, il existe pour tout
i = 1, ..., p, εi > 0, mi fonctions scalaires λil(t), l = 1, ...,mi, et mi fonctions ϕil(t) à
valeurs dans C∞(M), analytiques en |t| ≤ εi, et véri�ants :

(1) ∆tϕil(t) = λil(t)ϕil(t), pour tout |t| < εi.

(2) λil(0) = νi.

(3) {ϕil(t)}
mi
l=1, est un système orthonormé de L2(M, vt), pour tout |t| < εi.

(4) Puisque la variétéM , est compacte, son spectre est séparé, et pour |t| < εi, i = 1, ..., p,
le spectre de ∆g(t) dans l'intervalle [µi, µi+1[ contient exactement les points λil(t),
l = 1, ...,mi.

Pour démontrer maintenant (i′), (ii′), et (iii′), posons εk =
p

inf
i=1
{εi}, et désignons ϕ1l , par

ϕ1, ..., ϕm1 , , les ϕ2l , par ϕm1+1, ..., ϕm1+m2 , et ainsi de suite. De cette façon, on obtient
k fonctions φi(t), et k fonctions λi(t), analytiques en t, pour |t| ≤ εk, telles que

(i') ∆tϕi(t) = λi(t)ϕi(t), pour tout |t| ≤ εk.
(ii') λi(0) = λi.

(iii') - Si λi = λj , alors d'après la partie (2) de cette preuve, 〈φi(t), φj(t)〉g(t) = δij .

- Si λi 6= λj , alors, d'après (4), λi(t) 6= λj(t), et comme ∆g(t) est un opérateur
autoadjoint, 〈

∆g(t)φi(t), φj(t)
〉
g(t)

=
〈
φi(t),∆g(t)φj(t)

〉
g(t)

,

i.e.,
〈λi(t)ϕi(t), ϕj(t)〉g(t) = 〈ϕi(t), λj(t)ϕj(t)〉g(t) ,

alors 〈ϕi(t), ϕj(t)〉g(t) = 0, ainsi

〈ϕi(t), ϕj(t)〉g(t) = δij , et ‖ϕi(t)‖g(t) = 1, pour tout i, j = 1, .., k.

2.5.2 Plongement d'une famille de variétés Riemaniennes dans
un espace Euclidien à l'aide de un nombre �ni de fonctions
propres.

On commence d'abord en énoncant les théorèmes Taubériens de Hardy-Littlewood avec
reste. On a
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2.5 Généralisations au laplacien dépendant du temps 49

Théorème 2.5.5. [Kor04] Supposons que, pour une constante A et α, β > 0, on a

F (x) =
∞∑
n+0

anx
n =

[
A+O(1− x)β

] 1
(1− x)α

, quand x↗ 1

avec an ≥ 0, ou an ≥ −Cnα−1, pour tout n ∈ N. Alors

N∑
n=0

an =
[
A+O

(
1

logN

)]
Nα

Γ(α+ 1)
, quand N →∞.

On a alors le corollaire suivant

Corollaire 2.5.6. Soit F (s) =
∞∑
n=0

ane
−ns, où an ≥ 0. Supposons que

F (s) = As−α(1 + o(s)), quand s→ 0,

où α > 0, et A > 0, alors∑
n≤λ

an =
λ−α

Γ(1 + α)

(
A+O

(
1

lnλ

))
quand λ→∞.

On a aussi besoin pour cette section du corollaire suivant :

Corollaire 2.5.7. ( [Mor62b], page 3, Corollaire 2)Soient M,N deux variétés di�éren-
tiables. L'ensemble des plongements (applications propres et injectives et qui sont des im-
mersions locales) de M dans N est un ouvert de Cs(M,N) pour la topologie Cs (Cet
ouvert peut être évidemment vide).

Maintenant, considérons une famille de variétés riemanniennes (M, g(t)), où g(t) sont
analytiques en t ∈ [−T, T ], T > 0. On a le théorème suivant

Théorème 2.5.8. Il existe ε0 > 0, et N0 ∈ N, tel que l'application

Φt : (M, g(t))→ RN0+1

x 7→
2(4π)

n
2 Γ
(
n
2 + 2

)
(λN0(t))

n
2 +1

(ϕ0(t, x), ..., ϕN0(t, x))

où ϕi(t), i = 0, . . . , N0, sont des fonctions propres analytiques en t ∈ [−ε1, ε1], ε1 > 0, est
un plongement pour tout 0 ≤ t < ε0. De plus, la métrique tirée en arrière de Φt, est de la
forme

(Φt)
∗
Can = g(t)

(
1 +O

(
1

ln (λN0(t))

))
où Can est la métrique Euclidienne de RN0+1.

Remarque 2.5.9. On constate que, plus le nombre de fonction propres en jeu est grand,
plus on est proche d'avoir un plongement isométrique. Constatons aussi que ce plongement
est dé�ni pour t = 0, contrairement au plongement construit dans le théorème 0.0.11.
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Preuve. D'après le théorème 2.2.6, il existe N0 ∈ N, tel que l'application

Φ0 : (M, g(t))→ RN0+1

x 7→
2(4π)

n
2 Γ
(
n
2 + 2

)
(λN0)

n
2 +1

(ϕ0(0, x), ..., ϕN0(0, x)) ,

où ϕi(0), i = 0, . . . N0, N0 + 1 sont les premières fonctions propres de ∆g(0). De plus,
d'après le lemme 2.5.4, il existe ε1 > 0, N0 + 1 fonctions scalaires λi(t) et N0 + 1 fonctions
ϕi(t), toutes analytiques en |t| ≤ ε1, telles que

∆g(t)ϕi(t) = λi(t)ϕi(t), pour tout |t| ≤ ε1,

et pour tout |t| ≤ ε1, {ϕi(t)}i≤N0 est un système orthonormé de L2(M, vg(t)). Ce qui
montre que l'application Φt est bien dé�nie pour tout |t| ≤ ε1.

D'abord, Φt ∈ C∞(M,RN0+1), puisque chacune des valeurs propres ϕi(t) ∈ C∞(M).
De plus, est clair d'après l'analycité des φi(t), et des ΛN0(t), pour |t| ≤ ε1, que

lim
t→0
‖Φt(x)− Φ0(x)‖RN0+1 = 0, pour tout x ∈M. (2.5.1)

Comme M est compacte, l'équation 2.5.1 nous donne que Φt converge uniformément vers
Φ0 dans C0(M,RN0+1).

D'autre part, pour tout i = 0, . . . N0, ϕi(t) est dévéloppable en série entière5 au voisinage
de t = 0. On peut écrire ϕi(t), i = 0, . . . N0, sous la forme

ϕi(t) =
∞∑
l=0

ψi,lt
l, |t| ≤ ε2, (2.5.2)

où ε2 > 0, et ψi,l sont des fonctions C∞ sur M .

Fixons i ∈ {0, . . . N0}. Par dé�nition de la di�érentiabilité, on a pour tout l ∈ N,

|ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)− dxψi,l(ϑ)| = ol(|ϑ|)

où pour tout l ∈ N, ol(|ϑ|) = o(|ϑ|), et

expx : TxM ⊇ B(0,
ρ

2
)→ B(x,

ρ

2
), ρ = inf{inj(M, g(t)), t ∈ [0 ∈ ε2]}

est une carte locale autour de x, et ψi,l ◦ expx est di�érentiable en 0, avec T0 expx(ϑ) = ϑ.
Ce qui nous donne

|dxψi,l(ϑ)| ≤ |ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)|+ ol(|ϑ|).

Alors
tl |dxψi,l(ϑ)| ≤ tl |ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)|+ tlol(|ϑ|).

Or, il existe C0 > 0, ξ0 > 0, tel que, pour tout l ∈ N, et tout ϑ ∈ TxM :

|ϑ| ≤ ξ0 ⇒ |ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)| ≤ C0.

5Par dé�nition de l'analycité des ϕi(t), i = 0, . . . N0.
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2.5 Généralisations au laplacien dépendant du temps 51

En fait, sinon, alors pour tous C > 0, ξ > 0, il existe l ∈ N, ϑ ∈ TxM , tel que |ϑ| ≤ ξ, et

|ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)| > C.

Ce qui est absurde car pour tout l ∈ N,

lim
|ϑ|→0

|ψi,l ◦ expx(ϑ)− ψi,l ◦ expx(0)| = 0

de même pour ol(|ϑ|) i.e. il existe C1 > 0, ξ1 > 0, tel que pour tout l ∈ N,

|ϑ| ≤ ξ2 ⇒ |ol(|ϑ|)| ≤ ε|ϑ|.

En fait, supposons par absurde que pour tous C > 0, ξ > 0, il existe l ∈ N, et ϑ ∈ TxM ,
tel que |ϑ| ≤ ξ, et |ol(|ϑ|)| > C. Or6, pour tout ε > 0, il existe ξ > 0, tel que

|ϑ| ≤ ξ ⇒ |ol(|ϑ|)| ≤ ε|ϑ|.

Alors, pour tous C > 0, ε > 0, il existe ξ > 0, tel que |ϑ| ≤ ξ, et C ≤ ε|ϑ|, ce qui est
absurde.

En posant ξ2 = inf{ξ0, ξ1}, on a

tl |dxψi,l(ϑ)| ≤ tl(C + C1), pour tous l ∈ N, |ϑ| < ξ2.

Soit ϑ ∈ TxM tel que 0 < |ϑ| < ξ2. Pour |t| < 1, on a

tl
∣∣∣∣dxψi,l( ϑ

|ϑ|

)∣∣∣∣ ≤ (C + C1)
|ϑ|

tl, pour tous l ∈ N.

Ce qui nous donne que, pour |t| ≤ inf{ε2, 1} (ε2 dé�nie dans l'équation 2.5.2), la série∑∞
l=0 t

l|dxψi,l| est normalement convergente sur l'ensemble

{ϑ ∈ TxM ; |ϑ| ≤ ξ2}

et

dxϕi(t, ϑ) =
∞∑
l=0

tl|dxψi,l(ϑ)|,

pour tout ϑ ∈ TxM tel que |ϑ| ≤ ξ2. En raison de la linéarité de dxϕi(t, .), on a

lim
t→0
‖dxϕi(t, V )− dxϕi(0, V )‖ = 0, uniformément en V ∈ T 1

xM,

car T 1
xM compacte.

On a démontré que ϕi(t) converge vers ϕi(0) dans C1(M,RN0+1), pour la topologie C1.
Alors, d'après le corollaire 2.5.7, il existe ε0 > 0, tel que, pour tout |t| < ε0, Φt est un
plongement de (M, g(t)) dans RN0+1.

6D'après la dé�nition de o(|ϑ|)
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pour démontrer la formule de la métrique tirée en arrière, soient

0 = λ0(t) ≤ λ1(t) ≤ . . .

les valeurs propres du laplacien ∆g(t), et {ϕi(t)}i≥0 une base de fonctions propres associés
(on ne prétend pas que les ϕi(t) sont continues en t). Pour tout t �xé, soit Kg(t)(s, ., .) le
noyau de la chaleur de (M, g(t)) i.e. la solution fondamentale du problème{ (

∆g(t) − ∂
∂s

)
Kg(t)(s, x, y) = 0

lims→0Kg(t)(s, x, y) = δx(y)

On a (cf. théorème 1.1.12),

Kg(t)(s, x, y) =
∑
j≥1

e−λj(t)sϕ2
i (t, x).

Comme, pour tout t �xé (cf. section 1.2.2, en remplaçant t par s)

Kg(t)(s, x, y) =
1

(4πs)
n
2

(1 + a(s, t))

où a(s, t) = O(s), pour tout t �xé. De plus, d'après [BBG94],∑
j≥1

e−λj(t)s (dxϕi(t, V ))2 = dsKg(t)(s, V, V )|x=y =
g(t)(V, V )

2(4π)
n
2 s

n
2 +1

(1 + b(t, s))

où dsf est le "seconde dérivation mixte" de f dé�nie par :

dsf(x,x) = d2,yd1,xf(x, y)|(x,x),

d1, d2 étants respectivement les dérivations par rapport aux variables x, et y, et b(t, s) =
O(s), pour tout t �xé. Alors, d'après le corollaire 2.5.6,∑

λi(t)≤λ(t)

(dxϕi(t, V ))2 =
(λ(t))

n
2 +1g(t)(V, V )

2(4π)
n
2 Γ(n2 + 2)

(
1 + d

(
V,

1
lnλ(t)

))
,

avec

d

(
V,

1
lnλ(t)

)
= O

(
1

lnλ(t)

)
, quand λ(t)→∞,

uniformément en V ∈ T 1
xM , x ∈M . D'où

(Φt)
∗
Can = g(t)

(
1 +O

(
1

ln (λN0(t))

))
où Can est la métrique Euclidienne de RN0+1.

Remarque 2.5.10. Avec la même méthode utilisée pour démontrer la première partie de
ce théorème, on peut généraliser aussi le théorème 2.4.5.

2.6 Plongement GPS d'une famille de variétés rieman-

niennes

Dans cette section, on va plonger une famille de variétés riemannienne en utilisant un
système orthonormal complet de fonctions propres du laplacien perturbé. Et puisque on
n'est pas sûrs de l'existence d'une tel système dans le cas où la variété M est munie d'une
famille quelconque de métriques g(t) analytiques en t au voisinage de t = 0, on va supposer
en plus, que dvg(t) est invariant en t.
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2.6.1 Existence d'une base complète de fonction propres du lapla-
cien dépendant du temps.

Soit g(t) une famille analytique de métriques à un paramètre t, qui varie dans R .
Développons g(t) en série au voisinage de 0

g(t) =
∞∑
i=0

ait
i,

et étendons la famille g à des valeurs complexes z du paramètre , au voisinage de 0 dans
C, par la formule

g(z) =
∞∑
i=0

aiz
i.

Associons à g(z) l'opérateur ∆g(z), de C∞(M,C), dans lui-même dé�nie en coordonnées
locales, par

∆g(z)f = gij(z)
[

∂2

∂xi∂xj
f − Γkij

∂

∂xk
f

]
où
(
gij(z)

)
i,j

= g(z)−1, et

Γkij(z) = gkl(z)
(

∂

∂xi
glj(z) +

∂

∂xj
gli −

∂

∂xl
gij(z)

)
.

On commence d'abord par la dé�nition d'une famille holomorphe de type (A) au sens de
Kato ;

Dé�nition 2.6.1. (Famille holomorphe de type (A) au sens Kato [Kat76]) Une famille
d'opérateurs A(z), dé�nie pour z ∈ D0, où D0 est un domaine dans le plan complexe, est
dite holomorphe de type (A) ( au sens Kato), si

1. Le domaine D de A(z), est indépendant de de z ;

2. A(z)u est holomorphe en tout u ∈ D, pour tout z ∈ D0.

Théorème 2.6.2. (Kato [Kat76], p. 392) Soit A(t) une famille analytiques d'opérateurs
de type (A). Supposons qu'elle est dé�nie dans un voisinage D0 du plan complexe. En
particulier, supposons qu'elle est dé�nie dans un voisinage d'un intervalle I0 de l'axe réel,
et supposons que A(t) admet une resolvante compacte. Alors, toutes les valeurs propres de
A(t), peuvent être réprésentés par des fonction analytiques sur I0. Plus précisment il existe
une suite de fonctions scalaires µn(t), et une suite de fonctions φn(t), toutes analytiques
sur I0, et telles que pour t ∈ I0, les µn(t), représentent toutes les valeurs propres de
A(t) comptés avec leurs répétitions, et les ϕn(t) forment une famille complète de fonctions
propres associés de A(t).

On a

Proposition 2.6.3. (Bérard [Bér]) ∆g(t) est une famille d'opérateurs de type (A) au sens
de Kato.

La proposition 2.6.3 nous assure qu'il existe une suite de fonctions scalaires λi(t), et
de fonctions ϕi(t), toutes analytiques en t, au voisinage de t = 0, telles que λi(t) est une
valeur propre de ∆h(t), et et les ϕi(t), forment une famille complète de fonctions propres
associés de ∆h(t).
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54
Plongements des variétés riemanniennes à l'aide de leur propriétés de

di�usion

2.6.2 Le plongement GPS ( signature globale du point sur une
variété)

Le nom GPS pour une application a été introduit par Rustmanov dans son article
[Rus07]. L'idée provient du fait que ce vecteur de dimension in�nie est une signature, c'est
une caractérisation du point dans le contexte global de la surface : en fait, deux surfaces
isométriques ont la même image par le plongement GPS. Ceci revient au fait que les valeurs
propres et les vecteurs propres de l'opérateur Laplace Beltrami determine d'une manière
unique le tenseur métrique.

Soit (M, g(t)), t ∈ [−T, T ], avec T > 0 une famille de variétés riemanniennes telle
que g(t) est analytique dans un voisinage ouvert de [−T, T ], dvg(t) = dvg(0), pour tout
t ∈ [−T, T ]. D'après le lemme 2.6.2, et 2.6.3, il existe une base complète de fonctions
propres ϕi(t), de ∆g(t), et des fonction scalaires λi(t), toutes analytiques sur [−T, T ],
telles que

∆g(t)ϕi(t) = λi(t)ϕi(t),

pour tout i ∈ N, et tout t ∈ [−T, T ].

On a le théorème suivant :

Théorème 2.6.4. L'application

Φt : (M,h(t))→ l2, t ∈]0, T ]

x 7→ (2πt)
n
4

{
e−

λi(t)
2 ϕi(t, x)

}
i≥1

est un GPS plongement pour tout t ∈]0, T ]. Et

Φ∗t (V, V ) = h(t)(V, V ) + t Rich(t)(V, V ) +O(t).

Preuve. Soit ks : R∗+ ×M ×M le noyau de la chaleur de la variété (M,h(s)). Alors,
pour tout t ∈ I0, et tout x ∈M ,

‖Φt(x)‖2l2 =
∑
i>0

e−λi(t)ϕ2
i (t, x) = kt(t, x, x)

et l'application Φt est bien dé�nie, puisque pour tout x ∈ M , Φt(x) ∈ l2. De plus, Φt est
bien un plongement de (M,h(t)) dans l2, et continue en t. La preuve est la même que celle
du théorème 0.0.11. De plus

Φ∗t (V, V ) = h(t)(V, V ) + tRich(t)(V, V ) +O(t), quand t→ 0.
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Chapitre 3

La solution fondamentale d'une
famille de variétés de volume
constant

Soit h(t), t ∈ [0, T ], avec T > 0, une famille C∞ de métriques Riemaniennes sur une
variété compacte M de dimension �nie n telles que

L2(M, v0) = L2(M,vh(0)) = L2(M,vh(t)).

Dé�nissons l'opérateur

�t = ∆h(t) −
∂

∂t

où ∆h(t) est le laplacien par rapport à la métrique h(t). La solution fondamentale pour
l'opérateur �t est une fonction P continue sur R2

T ×M ×M , où

R2
T = {(t, s) ∈ R2, 0 ≤ s < t ≤ T},

C1 par rapport aux deux premières variables temporelles, et C2 par rapport aux deux
variables spatiales, telle que{

�tP (t, s, x, y) = 0
limt→s P (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x). (3.0.1)

Remarque 3.0.5. L'opérateur �t agit sur la première variable spatiale x.

Rappellons que l'existence de la solution fondamentale de 3.0.1 a été démontré dans
plusieurs travaux récents, notemment dans [CCG+ar] et [Gue02]. Cette solution est stric-
tement positive et unique. Elle est exprimée dans [CCG+ar] sous la forme

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2t (x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kvk(t, s, x, y) +O((t− s)N−n2 ) (3.0.2)

où rt est la distance riemannienne par rapport à la métrique g(t) ; et vk sont des fonctions
C∞ sur M ×M , et dépendants des deux paramètres s et t. Dans [Gue02], cette solution

55
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56 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

est exprimée sous la forme

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2s(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kvK(t, x, y) +O((t− s)N−n2 ) (3.0.3)

où rs est la distance riemannienne par rapport à la métrique g(s), et les vk sont des
fonctions C∞ sur M ×M , et dépendants du paramètre t.

Remarque 3.0.6. Dans les deux équations 3.0.2, et 3.0.3 N > n
2 + 1, x, y ∈ M , et

0 ≤ s < t ≤ T .

Notre but dans ce chapitre est de démontrer que la solution fondamentale P peut être
exprimée sous la forme :

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−n2 e−
r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) + ΘN (t, s, x, y)

où r est la distance riemannienne par rapport à la métrique h(0), ũk, k = 1, ..., N , sont
des fonctions (qu'on va dé�nir ultérieurement) C∞ sur M ×M , dépendants de la variable
s ∈ [0, T ], et ΘN est une fonction C1 par rapport aux deux variables du temps s et t, C2

par rapport aux deux variables spatiales, avec ΘN (t, s, x, y) = O
(
(t− s)N−n2

)
.

D'abord, on démontre que la fonction PN dé�nie par

PN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−n2 e−
r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y)

est le paramétrix de l'équation de la chaleur non linéaire �t, et on calcules les deux
fonctions ũ0, et ũ1, au moins pour x, y assez proches.

Puis, on dé�nit la convolution en espace-temps par

(H ∗ J)(t, s, x, y) =
∫ t

s

dτ

∫
M

H(t, τ, x, z)J(τ, s, z, y)dv0(z).

Cette convolution est associative, (voir la preuve [CCG+ar] page 269). On pose

Φ1(t, s, x, y) = �tPN (t, s, x, y),

Φ2(t, s, x, y) = (�tPN ∗ Φ1) (t, s, x, y) = (�tPN )∗2 (t, s, x, y),

Φm+1(t, s, x, y) = (�tPN ∗ Φm) (t, s, x, y) = (�tPN )∗m+1 (t, s, x, y),

ΘN (t, s, x, y) =

(
PN ∗

∞∑
m=1

Φm

)
(t, s, x, y), (3.0.4)

et on se propose de démontrer que PN + ΘN est la solution fondamentale de 3.0.1 pour
0 ≤ s < t ≤ T . Pour ce but, il faut démontrer que la série

∑∞
m=1 Φm(t, s, x, y) converge

pour 0 ≤ s < t ≤ T et que,

�tΘN (t, s, x, y) =
∫ t

s

dτ

∫
M

�tPN (t, τ, x, z)
∞∑
m=1

Φm(τ, s, z, y)dv0(z)−
∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y),

(3.0.5)
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3.1 Le laplacien dépendant du temps 57

ce qui nous donne

(�tPN +�tΘN ) (t, s, x, y) = �tPN (t, s, x, y) +

(
�tPN ∗

∞∑
m=1

Φm

)
(t, s, x, y)−

∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y)

= �tPN (t, s, x, y) +
∞∑
m=2

Φm(t, s, x, y)−
∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y)

= 0.

Ainsi, on démontre que P est C∞ sur R2
T ×M ×M , donc c'est exactement le noyau de

l'équation de la chaleur non linéaire �t.

3.1 Le laplacien dépendant du temps

Dans un système de coordonnées locales, (U , {xi}ni=1), le laplacien par rapport à la
métrique h(t), et donné par

∆h(t) = hij(t)
[

∂2

∂xi∂xj
− Γ(t)kij

∂

∂xk

]
,

pour tout t ∈ [0, T ], (hij(t))i,j étant la matrice inverse de (hij(t))i,j , et Γ(t)kij , i, j, k = 1, ..., N ,
les symboles de Cristo�el de la métrique h(t). Dans cette section, on va donner le déve-
loppement limité de ∆h(t) au voisinage de t = 0.

Dans un voisinage de t = 0, on peut écrire h(t) sous la forme

h(t) = h(0) +
N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
(0)tm +O

(
tN+1

)
, N >

n

2
, 0 ≤ t ≤ T (3.1.1)

où
1
m!

∂mh

∂tm
(0) est un tenseur symétrique C∞ et de type (2, 0) sur M .

L'égalité 3.1.1 veut dire qu'il existe C > 0, τ0 > 0, tels que, pour tous t < τ0, x ∈M et
V ∈ TxM , unitaire par rapport à la métrique h(0), on a∣∣∣∣∣h(t)(V, V )− h(0)(V, V ) +

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
(V, V )tm

∣∣∣∣∣ ≤ CtN+1. (3.1.2)

Et comme la famille h(t) est continue en t ∈ [0, T ), il existe 0 < C < +∞, tel que

C−1h(0)(V, V ) ≤ h(t)(V, V ) ≤ Ch(0)(V, V ), pour tout 0 ≤ t ≤ T, V ∈ TM.

Donc, dans 3.1.2, on peut prendre V unitaire par rapport à n'importe quelle métrique h(t),
0 ≤ t ≤ T .

Le tenseur h(t)−1 sur le �bré cotangent T ∗M →M , est bien dé�ni pour tout t ∈ [0, T ],
et

h(t)−1 = hij(t)
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

pour tout système de coordonnées locales (M, {xi}ni=1).
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58 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

On a

h(t)−1 =

(
h(0) +

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
tm +O

(
tN+1

))−1

=

[
h(0)

(
I + h(0)−1

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
tm + h(0)−1O

(
tN+1

))]−1

=

(
I + h(0)−1

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
tm + h(0)−1O

(
tN+1

))−1

h(0)−1.

En développant le terme

(
I + h(0)−1

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
tm + h(0)−1O

(
tN+1

))−1

au voisinage

de t = 0, on a

h(t)−1 = h(0)−1 −
N∑
i=1

(
h(0)−1

N∑
m=1

1
m!

∂mh

∂tm
(0)tm + h(0)−1O

(
tN+1

))i
h(0)−1 +O(tN+1),

et pour tout i, j = 1, ..., n, on a

h(t)ij = h(0)ij +
N∑
m=1

wijmt
m +O

(
tN+1

)
,

où les wm sont des tenseurs C∞ de type (0, 2) sur M . Plus précisément,

wij1 = −hik(0)
(
∂h

∂t
(0)
)
kl

hlj(0),

et

wij2 = −hik(0)
(

1
2
∂2h

∂t2
(0)
)
kl

hlj(0) + hik(0)
(
∂h

∂t
(0)
)
kl

hlm(0)
(
∂h

∂t
(0)
)
mr

hrj .

Les symboles de Cristo�el de h(t) dans un voisinage de t = 0, sont donnés par

Γ(t)kij =
1
2
h(t)kl

(
∂

∂xi
h(t)jl +

∂

∂xj
h(t)il −

∂

∂xl
h(t)ij

)
=

1
2

[
h(0)kl +

N∑
m=1

wklmt
m +O

(
tN+1

)]

×

[
∂

∂xi

(
h(0)jl +

N∑
m=1

(
1
m!

∂mh

∂tm
(0)
)
jl

tm +O
(
tN+1

))

+
∂

∂xj

(
h(0)il +

N∑
m=1

(
1
m!

∂mh

∂tm
(0)
)
il

tm +O
(
tN+1

))

− ∂

∂xl

(
h(0)ij +

N∑
m=1

(
1
m!

∂mh

∂tm
(0)
)
ij

tm +O
(
tN+1

))]

= Γ(0)kij +
N∑
p=1

(Ap)kijt
p +O

(
tN+1

)
,
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3.1 Le laplacien dépendant du temps 59

où

(Ap)kij =
1
2
h(0)kl

[
∂

∂xi

(
1
p!
∂ph

∂tp
(0)
)
jl

+
∂

∂xj

(
1
p!
∂ph

∂tp
(0)
)
il

− ∂

∂xl

(
1
p!
∂ph

∂tp
(0)
)
ij

]

+
1
2

∑
m+q=p

wklm

[
∂

∂xi

(
1
q!
∂qh

∂tq
(0)
)
jl

+
∂

∂xj

(
1
q!
∂qh

∂tq
(0)
)
il

− ∂

∂xl

(
1
q!
∂qh

∂tq
(0)
)
ij

]
.

Alors le Laplacian par rapport à la métrique h(t) dans un voisinage de t = 0 s'écrit sous
la forme

∆h(t) = h(t)ij
[

∂2

∂xi∂xj
− Γ(t)kij

∂

∂xk

]
=

[
hij(0) +

N∑
m=1

wijmt
m +O

(
tN+1

)]

×

[
∂2

∂xi∂xj
−

(
Γ(0)kij +

N∑
p=1

(Ap)kijt
p +O

(
tN+1

)) ∂

∂xk

]

= ∆h(0) +
N∑
m=1

tmwijm
∂2

∂xi∂xj
−

N∑
p=1

tph(0)ij(Ap)kij
∂

∂xk
−

N∑
m=1

tmwijm(0)Γ(0)kij
∂

∂xk

−
N∑
m=1

N−m∑
p=1

tm+pwijm(Ap)kij
∂

∂xk
+O(tN+1)

(
∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)
.

En ré-organisant les indices selon les puissances de t, on a

∆h(t) = ∆h(0) +
N∑
m=1

tmwijm
∂2

∂xi∂xj
−

N∑
m=1

tmh(0)ij(Am)kij
∂

∂xk
−

N∑
m=1

tmwijmΓ(0)kij
∂

∂xk

−
N∑
m=1

N−m∑
p=1

tm+pwijm(Ap)kij
∂

∂xk
+O

(
tN+1

)( ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)

= ∆h(0) +
N∑
m=1

tmwijm

(
∂2

∂xi∂xj
− Γ(0)kij

∂

∂xk

)
−

N∑
m=1

tmh(0)ij(Am)kij
∂

∂xk

−
N∑
m=1

∑
p+q=m

tmwijp (Aq)kij
∂

∂xk
+O

(
tN+1

)( ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)
.

Et, en notant∇i = ∇ ∂

∂xi
la dérivée covariante dans la direction du vecteur

∂

∂xi
, par rapport
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60 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

à la métrique h(0), on a

∆h(t) = ∆h(0) +
N∑
m=1

tmwijm∇i∇j −
N∑
m=1

tmh(0)ij(Am)kij
∂

∂xk

−
N∑
m=1

∑
p+q=m

tmwijp (0)(Aq)kij(0)
∂

∂xk
+O

(
tN+1

)( ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)

= ∆h(0) +
N∑
m=1

tmwijm∇i∇j −
N∑
m=1

tm

(
h(0)ij(Am)kij +

∑
p+q=m

wijp (Aq)kij

)
∂

∂xk

+O
(
tN+1

)( ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)
.

Et

∆h(t) = ∆h(0) +
N∑
m=1

tm
(
wijm∇i∇j + vkm∇k

)
+O(tN+1)

(
∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)

où vm = vkm
∂

∂xk
est le champs de vecteurs tel que

vkm = −h(0)ij(Am)kij −
∑

p+q=m

wijp (Aq)kij .

3.2 Construction du paramétrix de la solution fonda-

mentale de l'équation de la chaleur non linéaire

Dans cette section, nous discutons l'existence d'un paramétrix de la solution fonda-
mentale sur (M,h(t)), sous la forme

PN (t, s, x, y) = (4π(t− s))−n2 e−
r2(x,y)
4(t−s)

N∑
k=0

(t− s)kũk(s, , x, y)

où r est la distance riemannienne par rapport à la métrique h(0), et ũk sont des fonctions
C∞ sur M × M . Pour ce but, on utilise la technique décrite dans [CCG+ar], [GL88],
[GL89], et [Gue02].

Soit ρ > 0, le rayon d'injectivité de la métrique h(0), et soit

Uρ = {(x, y) ∈M ×M ; r(x, y) < ρ},

alors la fonction e−
r2

4(t−s) est C∞ sur Uρ. Et soit

G(t, s, x, y) = (4π(t− s))−n2 e−
r2(x,y)
4(t−s) , 0 ≤ s < t ≤ T.

Posons

SN (t, s, x, y) = G(t, s, x, y)
N∑
k=1

(t− s)kuk(s, x, y), 0 ≤ s < t ≤ T (3.2.1)
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3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de l'équation de
la chaleur non linéaire 61

où u0, ..., uN sont des fonctions C∞ sur [0, T [×Uρ, tels que

{
�tSN (t, s, x, y) = O

(
(t− s)N

)
G

lim
t→s

SN (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x). (3.2.2)

On a

�tSN =
N∑
k=1

uk(t− s)k�tG+G�t

(
N∑
k=0

uk(t− s)k
)

+ 2

〈
∇G;∇

N∑
k=0

uk(t− s)k
〉
h(t)

.

En calculant terme par terme, on a,

∆h(t)G = ∆h(0)G+
N∑
m=1

tm
(
wijm∇i∇jG+ vkm∇kG

)
+O

(
tN+1

)( ∂2

∂xi∂xj
+

∂

∂xk

)
G

= ∆h(0)G+
N∑
m=1

tm
(
wijm∇i∇jG+ vkm∇kG

)
+O

(
tN+1

)(
− 1

4(t− s)
∂2r2

∂xi∂xj
+

1
4(t− s)2

∂r2

∂xi
∂r2

∂xj
− 1

4(t− s)
∂r2

∂xk

)
G

= ∆h(0)G+
N∑
m=1

tm
(
wijm∇i∇jG+ vkm∇kG

)
+O

(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G.

Et puisque G est une fonction radiale, par rapport à la métrique h(0), on a

∆h(0)G =
∂2G

∂r2
+
∂ log

√
deth(0)ij
∂r

∂G

∂r

=

(
− 1

2(t− s)
+

r2

4(t− s)2
− r

2(t− s)
∂ log

√
deth(0)ij
∂r

)
G,

où
√
deth(0)ij = J0 est le Jacobien de l'application exponentielle de h(0) au point x, i.e.

la densité du volume dans les coordonnées polaires au voisinage de x. D'où

∆tG =
(
− 1

2(t− s)
+

r2

4(t− s)2
− r

2(t− s)
∂ log J0

∂r

)
G

− 1
4(t− s)

N∑
m=1

tm(wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2)G+
1

16(t− s)2

N∑
m=1

tmwijm∇ir2∇jr2G

+O
(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G,
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62 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

et par suite

�tG =
(
− 1

2(t− s)
+

r2

4(t− s)2
− r

2(t− s)
∂ log J0

∂r

)
G−

(
− n

2(t− s)
+

r2

4(t− s)2

)
G

− 1
4(t− s)

N∑
m=1

tm
(
wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2

)
G

+
1

16(t− s)2

N∑
m=1

tmwijm∇ir2∇jr2G+O
(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G

=
r

2(t− s)

(
n− 1
r
− ∂ log J0

∂r

)
G

− 1
4(t− s)

N∑
m=1

tm(wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2)G+
1

16(t− s)2

N∑
m=1

tmwijm∇ir2∇jr2G

+O
(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G

= − r

2(t− s)
∂

∂r

(
log

J0

rn−1

)
G− 1

4(t− s)

N∑
m=1

tm(wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2)G

+
1

16(t− s)2

N∑
m=1

tmwijm∇ir2∇jr2G+O
(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G,

toujours pour 0 ≤ s < t ≤ T . Posons θ0 =
J0

rn−1
, alors

�h(t)G = − r

2(t− s)
∂ log θ0

∂r
G− 1

4(t− s)

N∑
m=1

tm(wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2)G

+
1

16(t− s)2

N∑
m=1

tmwijm∇ir2∇jr2G+O
(
tN+1

)( 1
t− s

+
r2

(t− s)2

)
G.

Posons ψN (t, s, ., .) =
N∑
k=0

uk(s, ., .)(t− s)k, et calculons < ∇G;∇ψN >h(t). On a

〈∇G,∇ψN 〉h(t) = h(t)ij∇iG∇jψN

=

(
hij(0) +

N∑
m=1

wijm(0)tm +O
(
tN+1

))
∇iG∇jψN

= 〈∇G,∇ψN 〉h(0) +
N∑
m=1

N∑
k=0

tm(t− s)kwijm∇iG∇juk +O(tN+1)
G

(t− s)

N∑
k=0

(t− s)k∇juk.

Or

〈∇G,∇ψN 〉h(0) =
∂G

∂r

∂ψN
∂r

,
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3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de l'équation de
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alors

〈∇G,∇ψN 〉h(t) =
∂G

∂r

∂ψN
∂r

+
N∑
m=1

N∑
k=0

tm(t− s)kwijm∇iG∇juk +O(tN+1)G
N∑
k=0

(t− s)k−1∇juk

= − r

2(t− s)
G

N∑
k=0

(t− s)k ∂uk
∂r
− 1

4(t− s)
G

N∑
m=1

N∑
k=0

tm(t− s)kwijm∇ir2∇juk

+O
(
tN+1

)
G

N∑
k=0

(t− s)k−1∇juk.

Donc

�tSN = −G
2

N∑
k=0

(t− s)k−1 ∂ log θ0

∂r
uk −

G

4

N∑
k=0

N∑
m=1

tm(t− s)k−1(wijm∇i∇jr2 + vkm∇kr2)uk

+
G

16

N∑
k=0

N∑
m=1

tm(t− s)k−2wijm∇ir2∇jr2uk +G

N∑
k=0

(t− s)k∆uk(s, ., .)

+G

N∑
k=0

N∑
m=1

tm(t− s)kwijm∇i∇juk +G

N∑
k=0

N∑
m=1

tm(t− s)kvlm∇luk

−G
N∑
k=0

k(t− s)k−1uk −G
N∑
k=0

(t− s)k−1r
∂uk
∂r

− G

2

N∑
k=0

N∑
m=1

tm(t− s)k−1wijm∇ir2∇juk +O
(
tN+1

) N∑
k=1

(t− s)k−1Guk

+O
(
tN+1

) N∑
k=0

(t− s)k−2Guk +O
(
tN+1

)
G

N∑
k=0

(t− s)k−1∇juk.

Pour que �tSN véri�e 3.2.2, on suppose que tous les coe�cients de (t−s)p, avec p < N ,
sont identiquement nuls, et

�tSN = G(t− s)N∆uN +G

N∑
m=1

tm(t− s)Nwijm∇i∇juN +G

N∑
m=1

tm(t− s)Nvlm∇luN .

Plus particulièrement, en raison de la compacité de M et de [0, T ], il existe une constante
C > 0, telle que, pour tous x, y ∈M , et tout (t, s) ∈ R2,

|�tSN | ≤ CG(t, s, x, y)(t− s)N (3.2.3)

Rappelons que SN (t, s, ., .) est dé�nie uniquement pour (x, y) ∈ Uρ, alors qu'on cherche
une approximation de la solution fondamentale C∞ sur M × M . Pour ce but, on va
introduire une fonction radiale

η : M ×M → [0, 1],

C∞ sur M ×M , décroissante en r(x, y), telle que

η(x, y) =
{

1 si (x, y) ∈ Uρ/4
0 si (x, y) ∈M ×M − Uρ/2.

(3.2.4)
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64 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

Posons

UN (t, s, x, y) = η(x, y)
N∑
k=0

(t− s)kuk(s, x, y). (3.2.5)

Comme pour tout i = 0, 1, ..., N , ui est C∞ sur ([0, T ]×M ×M) qui est compacte, alors
pour tout i = 0, 1, ..., N , ui est majoré par ci > 0 et∣∣∣∣∣

N∑
i=1

(t− s)iui(s, x, y)

∣∣∣∣∣ ≤
N∑
i=1

tici = C

N∑
i=0

ti ≤ CNT i

avec C = max{ci, i = 0, 1, ..., N} indépendant de x, y ∈M et de s ∈ [0, T ]. D'où l'existence
d'une constante positive CN,T , dépendante uniquement de N , et de T , telle que

|UN (t, s, x, y)| ≤ CN,T . (3.2.6)

3.2.1 Le paramétrix de l'équation de la chaleur non linéaire.

Posons
PN (t, s, x, y) = G(t, s, x, y)UN (t, s, x, y).

On a le lemme suivant

Lemme 3.2.1. Si N > n
2 , et u0(s, x, x) = 1, pour tout x ∈ M , et tout s ∈ [0, T [, alors

PN est le paramétrix de l'équation de la chaleur non linéaire, i.e.

(Π1) PN ∈ C∞
(
R2
T ×M ×M

)
.

(Π2) �tPN se prolonge en une fonction de C0
(
R2
T ×M ×M

)
, où

R2
T = {(t, s) ∈ R2; 0 ≤ s ≤ t ≤ T}.

(Π3) limt→s PN (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x) pour tout y ∈M .

Preuve.

(Π1) Il est clair que PN est di�erentiable sur R2
T ×M ×M .

(Π2) On a

�tPN (t, s, x, y) = η�tSN +
(
∆h(t)η

)
SN + 2 〈dη, dSN 〉h(t) .

(a) Sur R2
T × (M ×M − Uρ/2), �tPN (t, s, x, y) = 0, donc, on peut prolonger par conti-

nuité par 0 pour (t, s) ∈ R2
T , tel que t = s.

(b) Sur R2
T × Uρ/4,

�tPN (t, s, x, y) = �tSN (t, s, x, y) ≤ C(t− s)NG(t, s, x, y).

Donc �tPN est prolongeable par continuité en une fonction dé�nie sur R2
T × Uρ/4

prenant la valeur 0 pour (t, s) ∈ R2
T , tel que t = s., puisque N > n

2 et e−
r2(x,y)
4(t−s) est

bornée uniformément.
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3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de l'équation de
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(c) Sur R2
T × (Uρ/2 − Uρ/4),

�tPN (t, s, x, y) = η(x, y)�tSN (t, s, x, y)+
(
∆h(t)η(x, y)

)
SN (t, s, x, y)+2 〈dη(x, y), dSN (t, s, x, y)〉h(t) .

Or η est C∞ sur M ×M , alors |η|, |∆h(t)η|, et|∇η|, sont bornées uniformément, en
particulier |η| < 1, alors, il existe C > 0 indépendante de x, y ∈M , tel que

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C (|�tSN |+ |SN |+ 2|∇SN |) (t, s, x, y)

≤ C ′G(t, s, x, y)
(
(t− s)N + 1 + (t− s)−1

)
≤ C ′

(
4π(t− s)−n2

)
e−

ρ2

64(t−s)
(
(t− s)N + (t− s)−1 + 1

)
,

où C ′ est une constante positive indédendante de t, s, x, y, puisque dans la région
(Uρ/2 − Uρ/4), r(x, y) > ρ/4. Alors, |�tPN (t, s, x, y)| → 0 quand t → s, uniformé-
ment en x, y ∈ (Uρ/2 − Uρ/4).

Et (Π2) est démontré.

(Π3) Soient f ∈ C0(M) et y ∈M , alors

lim
t→s

∫
M

PN (t, s, x, y)f(x)dv0(x) =
N∑
k=0

lim
t→s

(t−s)k
∫
M

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x).

(3.2.7)
Soit By(ρ4 ) la boule de centre y et de rayon ρ/4, par rapport à la métrique h(0). On évalue
cette limite dans l'égalité 3.2.7 terme à terme selon les puissances de (t − s). Pour tout
k = 1, ..., n, on a

(t− s)k
∫
M

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x)

= (t− s)k
[∫

By( ρ4 )

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x) +
∫
M\By( ρ4 )

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x)

]
.

D'une part, r(x, y) > ρ
4 , pour tout x ∈M \By(ρ4 ), alors

(t− s)k
∫
M\By( ρ4 )

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x)

≤ (t− s)k
∫
M\By( ρ4 )

(4π)−
n
2 (t− s)−n2 e−

ρ2

64(t−s) η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x) ≤ C(t− s)k

où C est une constante positive indépendante de x ∈ M \ By(ρ4 ), et de (t, s) ∈ R2
T ,

(l'application τ 7→ τ−
n
2 e−

ρ2

64τ est bornée, et les trois fonctions η(., y), uk(s, ., y), et f sont
continues sur M qui est compacte, donc bornées). Alors

lim
t→s

(t− s)k
∫
M\By( ρ4 )

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x) = 0

.
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66 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

D'autre part, posons Bρ/4 la boule de centre 0 et de rayon ρ/4 dans TyM (par rapport
à la métrique h(0)). En coordonnées données par l'application exponentielle, par rapport
à la métrique h(0), et en posant expy ϑ = x,

(t− s)k
∫
By( ρ4 )

G(t, s, x, y)η(x, y)uk(s, x, y)f(x)dv0(x)

= (t− s)k
∫
Bρ/4

G(t, s, expy ϑ, y)η(expy ϑ, y)uk(expy ϑ, y)f(expy ϑ)(expy)∗dv0(ϑ) (3.2.8)

Or

(expy)∗dv0(ϑ) =
(

1− 1
6
Rich(0)(ϑ, ϑ) + o(|ϑ|2h(0))

)
dveucl(ϑ),

dveucl étant la forme volume Euclidienne, (voir [GHL04], page 169), et Rich(0) le tenseur
courbure de Ricci par rapport à la métrique h(0). Par conséquent, l'équation 3.2.8 est égale
à

(t−s)k
∫
Bρ/4

G(t, s, expy ϑ, y)η(expy ϑ, y)uk(expy ϑ, y)f(expy ϑ)
(

1− 1
6
Rich(0)(ϑ, ϑ) + o(|ϑ|2h(0))

)
dveucl(ϑ)

qui est à son tour égal à

(t−s)k
∫
Bρ/4

GR2(t, s, ϑ, 0)η(expy ϑ, y)uk(expy ϑ, y)f(expy ϑ)
(

1− 1
6
Rich(0)(ϑ, ϑ) + o(|ϑ|2h(0))

)
dveucl(ϑ)

(3.2.9)
où GRn est le noyau de la chaleur Euclidien1( puisque r(x, y) = |ϑ|2), et

GRn(t, s, ϑ, 0) =
e−

|ϑ|2
4(t−s)

(4π(t− s))n2
=

e−
r2(x,y)
4(t−s)

(4π(t− s))n2
= G(t, s, x, y).

Comme G(t, s, ϑ, 0)dveucl(ϑ) tend vers δy(0), quand t → s, on peut voir que la limite de
l'expression 3.2.9, lorsque t→ s, est{

u0(expy(0), expy(0))f(expy(0)) = u0(y, y) pour k = 0
0 pour k > 0

En supposant u0(s, y, y) = 1, pour tout s ∈ [0, T ] on a

lim
t→s

∫
M

PN (t, s, x, y)f(x)dv0(x) = f(y),

et (Π3) est démontré.

3.2.2 Calcul des deux premiers coe�cients du paramétrix de la
solution fondamentale.

Dans cette section, on va calculer explicitement les deux premiers coe�cients du pa-
ramétrix PN , u0 et u1 au temps s = 0. Rappellons qu'on a supposé que u0(0, x, x) = 1,
pour tout x ∈ M . Puisqu'il n'y a pas d'ambiguité, on pose u0(x, y) = u0(0, x, y), et
u1(x, y) = u1(0, x, y), pour (x, y) ∈ Uρ.

1On rappelle que G à la même forme de celle du noyau de la chaleur Euclidien GR2 , mais c'est une
fonction dont les variables spatiales sont les points de la variété M .
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3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de l'équation de
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Corollaire 3.2.2. Pour (x, y) ∈ Uρ, on a

u0(x, y) = θ
− 1

2
0 (x, y)ef(x,y) (3.2.10)

où

f(x, y) =
n∑

i,j=1

(
1
8
wij1 (y)xi(x)xj(x) +

1
12

(
∇kwij1

)
(y)xi(x)xj(x)xk(x)

)
+ Λ(x, y);

(3.2.11)
xi(x) sont les coordonnées de x dans un système de coordonnées géodésiques normales
centré en y, et w1 est le 2-tenseur dé�ni par

wij1 = −hik(0)
(
∂h

∂t
(0)
)
kl

hlj(0),

et Λ est une fonction C∞ sur Uρ, avec Λ(x, y) = O(r(x, y)), ∇iΛ(x, y) = O(r(x, y)), et
∇i∇jΛ(x, y) = O(r(x, y)), pour tout i, j = 1, ..., n.

Preuve. D'après 3.2.2, et le développement de �tSN , on a

1
2
r
∂ log θ0

∂r
(., y)u0(., y) + r

∂u0

∂r
(., y)− 1

16
wij1 ∇ir2∇jr2u0(., y) = 0.

Alors,
1
2
r
∂ log θ0

∂r
(., y)u0(., y) + r

∂u0

∂r
(., y)− 4r2

16
wij1 ∇ir∇jru0(., y) = 0.

Et
∂u0

∂r
(., y)u−1

0 (., y) = −1
2
∂ log θ0

∂r
(., y) +

1
4
rw1(∇r(., y),∇r(., y)). (3.2.12)

Soit x ∈M et γ : [0, r(x, y)]→M , la géodésique qui relie y à x, et tel que γ(0) = y, et tel
que |γ̇(s)| = 1, ∀s ∈ [0, r(x, y)], alors ∇r(γ(s), y) = γ̇(s), et

∂u0

∂s
(γ(s), y)u−1

0 (γ(s), y) = −1
2
∂ log θ
∂s

(γ(s), y) +
1
4
rw1(γ̇(s), γ̇(s)). (3.2.13)

En intégrant le long de la géodésique γ, s ∈ [0, r(x, y)], on a

u0(x, y)
u0(y, y)

=
θ
− 1

2
0 (x, y)

θ
− 1

2
0 (y, y)

exp

(∫ r(x,y)

0

1
4
sw1(γ̇(s), γ̇(s))ds

)
.

Soit {xi} le système de coordonnées géodésiques normales centré en y, par rapport à la
métrique h(0), alors

γ(s)i + xi(γ(s)) =
sxi(x)
r(x, y)

où xi(x) sont les coordonnées de x. Par suite

γ̇(s)i + xi(γ(s)) =
xi(x)
r(x, y)

,
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68 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

et ∫ r(x,y)

0

1
4
sw1(γ̇(s), γ̇(s))ds =

n∑
i,j=1

∫ r(x,y)

0

1
4
swij1 (γ(s))γ̇(s)iγ̇(s)jds

=
n∑

i,j=1

∫ r(x,y)

0

1
4
swij1 (γ(s))

xi(x)
r(x, y)

xj(x)
r(x, y)

ds

En développant wij1 ◦ γ au voisinage de s = 0, on a

wij1 (γ(s)) = wij1 (y) + sγ̇(s)k
(
∇kwij1

)
(y) +O(s2)

= wij1 (y) + s
xk(x)
r(x, y)

(
∇kwij1

)
(y) +O(s2).

Ainsi∫ r(x,y)

0

1
4
sw1(γ̇(s), γ̇(s))ds =

n∑
i,j=1

(
1
8
wij1 (y)xi(x)xj(x) +

1
12

(
∇kwij1

)
(y)xi(x)xj(x)xk(x)

)
+O(r3(x, y)).

De plus, u0(y, y) = 1, et θ−
1
2

0 (y, y) = lim
r(x,y)→0

θ
− 1

2
0 (x, y) = 1 (voir [BGM71], page 56-57),

alors
u0(x, y) = θ

− 1
2

0 (x, y)ef(x,y),

où

f(x, y) =
n∑

i,j=1

(
1
8
wij1 (y)xi(x)xj(x) +

1
12

(
∇kwij1

)
(y)xi(x)xj(x)xk(x)

)
+O(r3(x, y)).

Le fait que, Λ soit une fonction C∞ sur Uρ, avec Λ(x, y) = O(r(x, y)),∇iΛ(x, y) = O(r(x, y)),
et ∇i∇jΛ(x, y) = O(r(x, y)), pour tout i, j = 1, ..., n, est dû au développement de taylor
de wij1 (γ(s)) au voisinage de s = 0.

Corollaire 3.2.3. Pour (x, y) ∈ Uρ, on a

u1(x, y) = r−1u0(x, y)
∫ r

0

∆θ−
1
2

0 .θ
1
2
0 (γ(s), y)ds

+ r−1u0(x, y)
∫ r

0

∆f(γ(s), y)+ < ∇f(γ(s), y),∇f(γ(s), y) > + < ∇ log θ0,∇f > (γ(s), y)ds

− r−1u0(x, y)
∫ r

0

[
1
2
w1(∇r2(γ(s), y),∇(log u0)(γ(s), y))− 1

4
(wij1 ∇i∇jr2(γ(s), y) + vl1∇lr2(γ(s), y))

]
ds,

où γ : [0, r(x, y)] → M est la géodésique qui relie y à x, et tel que γ(0) = y, et tel que
|γ̇(s)| = 1, ∀s ∈ [0, r(x, y)]. En particulier

u1(y, y) =
τ0
6

+
1
2

n∑
i=1

wii1 (y) +
1
4

n∑
i,j=1

h(0)ijwij1 (y)

et ceci pour tout y ∈M .
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3.2 Construction du paramétrix de la solution fondamentale de l'équation de
la chaleur non linéaire 69

Preuve Toujours d'après 3.2.2, et le développement de �tSN , on a,

r
∂u1

∂r
+
(

1 +
r

2
∂(log θ0)

∂r
− 1

16
wij1 ∇ir2∇jr2

)
u1 = ∆u0−

1
2
wij1 ∇ir2∇ju0−

1
4

(wij1 ∇i∇jr2+vl1∇lr2)u0.

(3.2.14)
Nous appliquons la méthode des variations des constantes, et l'équation di�érentielle ho-
mogène associée à 3.2.14, est

r
∂u1

∂r
+
(

1 +
r

2
∂(log θ0)

∂r
− 1

16
wij1 ∇ir2∇jr2

)
u1 = 0,

ce qui nous donne que

∂u1

∂r
u−1

1 = −
(

1
r

+
1
2
∂(log θ0)

∂r
− 1

4
rwij1 ∇ir∇jr

)
,

alors, en intégrant selon la géodésique γ, qui relie y à x, et telle que |γ̇(s)| = 1, pour tout
s ∈ [0, r(x, y)], on trouve

u1(x, y) = c(x, y)r−1(x, y)θ−
1
2

0 (x, y)ef(x,y) = c(x, y)r−1(x, y)u0(x, y),

où c est une fonction de (x, y) ∈ M ×M , et f la fonction dé�nie dans le corollaire 3.2.2.
En remplaçant u1 par sa valeur cr−1u0, dans l'équation 3.2.14, on a,

∂c

∂r
= u−1

0 ∆u0 −
1
2
u−1

0 wij1 ∇ir2∇ju0 −
1
4

(wij1 ∇i∇jr2 + vl1∇lr2),

avec

u−1
0 ∆u0 = θ

1
2
0 ∆θ−

1
2

0 + e−f∆ef + 2θ
1
2
0 < ∇θ−

1
2

0 ,∇ef > .e−f

= θ
1
2
0 ∆θ−

1
2

0 + ∆f+ < ∇f,∇f > + < ∇ log θ0,∇f > .

Ainsi

c(x, y) =
∫ r

0

θ
1
2 ∆θ−

1
2 (γ(s), y) + ∆f(γ(s), y)+ < ∇f(γ(s), y),∇f(γ(s), y) > + < ∇ log θ,∇f > (γ(s), y)ds

−
∫ r

0

[
1
2
w1(∇r2(γ(s), y),∇(log u0)(γ(s), y))− 1

4
(wij1 ∇i∇jr2(γ(s), y) + vl1∇lr2(γ(s), y))

]
ds+ α.

Calculons α. On a u1(x, y) = c(x, y)r−1u0(x, y), alors c(x, y) =
u1(x, y)r
u0(x, y)

, et

α = lim
r→0

u1(x, y)r
u0(x, y)

= 0

car u0 et u1 sont par dé�nition dans C∞(M×M), donc bornées uniformément surM×M .
Ainsi

u1(x, y) = r−1u0(x, y)
∫ r

0

∆θ−
1
2

0 .θ
1
2
0 (γ(s), y)ds

+ r−1u0(x, y)
∫ r

0

∆f(γ(s), y)+ < ∇f(γ(s), y),∇f(γ(s), y) > + < ∇ log θ0,∇f > (γ(s), y)ds

− r−1u0(x, y)
∫ r

0

[
1
2
w1(∇r2(γ(s), y),∇(log u0)(γ(s), y))− 1

4
(wij1 ∇i∇jr2(γ(s), y) + vl1∇lr2(γ(s), y))

]
ds.
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70 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

D'après Berger-Mazet-Gauduchon ([BGM71], page 221-222)

lim
r(x,y)→0

r−1θ
− 1

2
0 (x, y)

∫ r(x,y)

0

∆θ−
1
2

0 (γ(s), y).θ
1
2
0 (γ(s), y)ds =

τ0
6

où τ0 est la courbure scalaire de (M,h(0)). D'autre part

lim
r→0

r−1u0(x, y)
[∫ r

0

∆f(γ(s), y) + 〈∇f(γ(s), y),∇f(γ(s), y)〉+ 〈∇ log θ0,∇f〉 (γ(s), y)ds

−
∫ r

0

[
1
2
w1(∇r2(γ(s), y),∇(log u0)(γ(s), y))− 1

4
(wij1 ∇i∇jr2(x, y) + vl1∇lr2(x, y))

]
ds

]
= ∆f(y, y) + 〈∇f(y, y),∇f(y, y)〉+ 〈∇ log θ0(y, y),∇f(y, y)〉

− 1
2
w1(∇r2(y, y),∇(log u0)(y, y)) +

1
4

(wij1 ∇i∇jr2(y, y) + vl1∇lr2(y, y)).

On a

∆f(x, y) =
n∑

i,j=1

1
8

[
wij1 (y).∆xi(x).xj(x) + wij1 (y).xi(x).∆xj(x)

]
+

1
4
wij1 (y) < ∇xi(x),∇xj(x) >

+
1
12
∇kwij1 (y)

[
∆xi(x)xj(x)xk(x) + xi(x)∆xj(x)xk(x) + xi(x)xj(x)∆xk(x)

]
+

1
12
∇kwij1 (y)

[
xi(x)

〈
∇xj(x),∇xk(x)

〉
+ xj(x)

〈
∇xi(x),∇xk(x)

〉
+ xk(x)

〈
∇xi(x),∇xj(x)

〉]
+ ∆Λ(x, y).

Quand r(x, y) tend vers 0, xi tend vers 0, pour tout i = 1, .., n, car, r2(x, y) =
n∑
i=1

(xi)2,

alors, chacun des termes de ∆f(x, y) tendent vers 0, lorsque r(x, y) tend vers 0, sauf le

terme
1
4

n∑
i,j=1

wij1
〈
∇xi,∇xj

〉
, puisque

1
4

n∑
i,j=1

wij1 < ∇xi,∇xj >=
1
4
wij1 g

kl∇kxi∇lxj

=
1
4
wij1 h(0)klδikδlj =

1
4

n∑
i,j=1

wij1 h(0)ij

et

∆f(y, y) =
1
4

n∑
i,j=1

wij1 h(0)ij .

De même, chacun des termes 〈∇f(y, y),∇f(y, y)〉 , 〈∇ log θ0(y, y),∇f(y, y)〉 , 1
2w1(∇r2(y, y),∇(log u0)(y, y))

et vl1∇lr2(y, y)) est nul, et

1
4
wij1 ∇i∇jr2(y, y) =

1
2
wij1

(
∂2

∂xi∂xj
− Γlij

∂

∂xl

)
r2(y, y)

=
1
2
wij1

(
δij + 2

n∑
l=1

Γlijx
l(y)

)
=

1
2

n∑
i=1

wii1 .
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3.3 Convergence des series d'intégrales 71

En�n, on a

u1(y, y) =
τ0
6

+
1
2

n∑
i=1

wii1 (y) +
1
4

n∑
i,j=1

h(0)ijwij1 (y)

et ceci pour tout y ∈M .

On peut comparer u0, et u1, avec les coe�cients du paramétrix de l'équation de la
chaleur sur une variété (M, g(0)) (i.e. muni d'une métrique �xe), puisque les deux sont un
produit de G ( dé�nie dans ) avec une fonction continue, et on voit bien que les résultats
sont di�érents (voir section 1.2.1).

3.3 Convergence des series d'intégrales

Dans cette section, on va démontrer la convergence des séries
∑∞
m=1 Φm(t, s, x, y) et

que ΘN est bien dé�nie, et est égale à O((t− s)N−n2 ).

Lemme 3.3.1. Il existe une constante C1 > 0 telle que pour tous x, y ∈ M , et tous
0 ≤ s < t ≤ T , on a

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C1(t− s)N−n2 . (3.3.1)

Preuve. Soit 0 ≤ s < t ≤ T . En considérant les cas a), b) et c) de Π2 dans la preuve du
lemme 3.2.1, on a :

a) Si (x, y) ∈ (M ×M − Uρ/2), �tPN (t, s, x, y) = 0 < C(t− s)N−n2 .

b) Si (x, y) ∈ Uρ/4, �tPN (t, s, x, y) = �tSN (t, s, x, y) ≤ C(t− s)N−n2 .

c) Si (x, y) ∈ (Uρ/2 − Uρ/4),

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C
(

(t− s)N−n2 e−
r2(x,y)
4(t−s) + (t− s)−n2 e−

r2(x,y)
4(t−s) + (t− s)−n2−1e−

r2(x,y)
4(t−s)

)
≤ C(t− s)N−n2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

(
1 + (t− s)−N + (t− s)−N−1

)
.

Et dans ce cas, r > ρ
4 , alors e

− r
2(x,y)

4(t−s) ≤ e−
ρ2

64(t−s) et

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C(t− s)N−n2 e−
ρ2

64(t−s)
(
1 + (t− s)−N + (t− s)−N−1

)
≤ C(t− s)N−n2 ,

puisque la fonction τ → e−
ρ2

64τ
(
1 + (τ)−N−1 + (τ)−N−1

)
, τ > 0 est uniformément

bornée. Ici, C est chaque fois une constante positive indépendante de x, y ∈ M , et
de (t, s) ∈ R2

T .

En prenant C1, la borne maximale des constantes C, le lemme est démontré.
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72 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

Pour la suite, il est utile de faire quelques remarques. La remarque 3.3.2 sert à se dé-
barrasser du facteur exponentiel qui existe dans le paramétrix, et d'avoir une estimation
dépendante uniquement de (t, s) ∈ R2

T , et de la distance riemannienne r(x, y), par rapport
à la métrique h(0). La remarque 3.3.3, est à propos du changement de variables et le chan-
gement du domaine d'intégration de M en TxM , en utilisant les coordonnées sphériques
de TxM .

Remarque 3.3.2. La fonction f(σ) = σλe−σ, σ ≥ 0, est bornée pour tout λ > 0. En fait,
f ′(σ) = (λ−σ)σλ−1e−σ, alors f ′ s'annule en σ = λ, et f est nulle en σ = 0, croissante dans
l'intervalle [0, λ], pour prendre la valeur λλe−λ en σ = λ, puis décroissante sur [λ,+∞]
avec limσ→+∞ f(σ) = 0.

Remarque 3.3.3. voleuc est la forme volume Euclidienne de TxM , déterminée par la
métrique dé�nie positive h(0), et υ le vecteur variable dans TxM . Soit S(1) la sphère unité
dans TxM , par rapport à la métrique h(0), alors tout vecteur non nul υ ∈ TxM peut être
exprimé sous une forme unique

υ = rϑ, ϑ =
υ

|υ|
, r > 0.

La forme volume Euclidienne admet la décomposition

voleuc(r, ϑ) = rn−1drdµ(ϑ)

où (r, ϑ) sont les coordonnées polaires de υ, et dµ(ϑ) est la mesure en coordonnées sphé-
riques, par rapport à la métrique h(0), ainsi

(expx)∗(dv0)(υ) = (expx)∗(dv0)(rϑ) = J(r, ϑ)dveuc = J(r, ϑ)rn−1drdµ(ϑ)

avec

J(r, ϑ) =
(

1− 1
6
Rich(0)(rϑ, rϑ) + o(r2)

)
.

Lemme 3.3.4. Pour tous m ∈ N, x, y ∈M , et (t, s) ∈ R2
T , on a

|Φm(t, s, x, y)| ≤ (C1)mV ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(t− s)m(N−n2 +1)−1 (3.3.2)

où Φm sont les fonctions données par les équations 3.0.4, C1 est la constante du lemme
3.3.1, et V ol(M) = volume(M,h(0)). Par conséquent, la série

∑∞
m=1 Φm(t, s, x, y) est ab-

solument convergente pour tout (t, s) ∈ R2
T .

Preuve. Pour m = 1, l'inégalité 3.3.2 est vraie (c.f. lemme 3.3.1). Supposons que 3.3.2
est vraie pour m > 1, et démontrons le pour m+ 1. On a

|Φm+1(t, s, x, y)| ≤
∫ t

s

dτ

∫
M

|�tPN (t, τ, x, z)| (C1)mV ol(M)m−1(s− τ)m(N−n2 +1)−1dv0(z)

≤
∫ t

s

dτ

∫
M

C1(t− τ)N−
n
2

(C1)mV ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(s− τ)m(N−n2 +1)−1dv0(z).

Et comme s < τ < t, alors t− τ < t− s, et s− τ < t− τ , alors

(t− τ)N−
n
2 (s− τ)m(N−n2 +1)−1 ≤ (t− s)(m+1)(N−n2 +1)−2,
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3.3 Convergence des series d'intégrales 73

et

|Φm+1(t, s, x, y)| ≤
∫ t

s

dτ

∫
M

(C1)m+1V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(t− s)(m+1)(N−n2 +1)−2dv0(z)

≤ (C1)m+1V ol(M)m

m!(N − n
2 + 1)m

(t− s)(m+1)(N−n2 +1)−1.

D'où 3.3.2, pour tout m ∈M . Ainsi,
∞∑
m=1

|Φm(t, s, x, y)| =
∞∑
m=1

(C1)mV ol(M)m−1(t− s)m(N−n2 +1)−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

= C1(t− s)N−n2
∞∑
m=1

(C1)m−1V ol(M)m−1(t− s)(m−1)(N−n2 +1)

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

= C1(t− s)N−n2 exp
(
C1V ol(M)(t− s)N−n2 +1

N − n
2 + 1

)
≤ C1(t− s)N−n2 exp

(
C1V ol(M)TN−

n
2 +1

N − n
2 + 1

)
<∞.

Posons maintenant FN (t, s, x, y) =
∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y), alors, pour tous x, y ∈ M et tout

(t, s) ∈ R2
T , on a

|FN (t, s, x, y)| ≤ C1 exp
(
C1V ol(M)TN−

n
2 +1

N − n
2 + 1

)
(t− s)N−n2 . (3.3.3)

Corollaire 3.3.5. L'intégrale impropre

ΘN (t, s, x, y) =
∫ t

s

dτ

∫
M

PN (t, τ, x, z)FN (τ, s, z, y)dv0(z) (3.3.4)

converge absolument pour tous (t, s) ∈ R2
T , x, y ∈M . En particulier,

ΘN (t, s, x, y) = O
(
(t− s)N−n2

)
, quand t→ s.

Preuve. L'intégrale

ΘN (t, s, x, y) =
∫ t

s

dτ

∫
M

PN (t, τ, x, z)FN (τ, s, z, y)dv0(z) (3.3.5)

est impropre, ayant une singularité en (z, τ) = (x, t). Cette intégrale converge absolument,
et la singularité est intégrable. En fait, d'aprés 3.3.3

|ΘN (t, s, x, y)| ≤ C(t− s)N−n2
∫ t

s

dτ

∫
M

|PN (t, τ, z, y)| dv0(y),

et,

|PN (t, τ, x, z)| ≤ CN,T e−
r2(x,z)
4(t−τ) (t− τ)

n
2

≤ CN,T (r2(x, z))−
n
2 +α(t− τ)−α

(r2(x, z))−
n
2 +α

(t− τ)
n
2−α

e−
r2(x,z)
4(t−τ)
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74 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

pour tout α > 0. Or, d'après la remarque 3.3.2, en posant σ = e−
r2(x,z)
4(t−s) ,

(r2(x, z))−
n
2 +α

(t− τ)
n
2−α

e−
r2(x,z)
4(t−τ) ≤

(n
2
− α

)n
2−α

e−
n
2 +α,

alors

|PN (t, τ, x, z)| ≤ Cr−n+2α(x, z)(t− τ)−α,

où C une constante positive indépendante de t, τ, x et de z. Comme supp(PN ) ⊆ U ρ
2

(supp(PN ) est le support de PN ), alors, en passant en coordonnées polaires (c.f. remarque
3.3.3), on a∫ t

s

dτ

∫
B(x, ρ2 )

|PN (t, τ, x, z)|dv0(z) ≤ C
∫ t

s

(t− τ)−αdτ
∫ ρ/2

0

r−n+2αrn−1dr,

et en posant α = 1
2 , on obtient∫ t

s

dτ

∫
B(x, ρ2 )

|PN (t, τ, x, z)|dv0(z) ≤ C
∫ t

s

(t− τ)−
1
2 dτ ≤ C(t− s) 1

2 .

D'où

|ΘN (t, s, x, y)| ≤ C(t− s)N−n2 + 1
2

où C est chaque fois une constante positive indépendante de (t, s) ∈ R2
T et de x, y ∈M .

3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur

non linéaire

Dans cette section, on va prouver que PN + ΘN est la solution fondamentale de la
variété (M,h(t)) pour t ∈]0, T ]. D'abord, on va estimer les dérivées partielles premières
et secondes du paramétrix. Cela va nous servir, avec les estimations de l'opérateur de
chaleur non linéaire agissant sur le paramétrix, à démontrer la convergence de la série∑∞
m=1 Φm(t, s, x, y) , et à démontrer l'égalité 3.0.5, et le théorème 3.4.8.

Lemme 3.4.1. (Continuité de la convolution) Soit H ∈ C0
(
R2
T ×M ×M

)
, alors l'ap-

plication

JN : R2
T ×M ×M → R

dé�nie par

JN (t, s, τ, x, y) =
∫
M

PN (t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)

est continue pour tous x, y ∈M , et 0 < s < τ < t < T , et

lim
τ→t

JN (t, s, τ, x, y) = H(t, s, x, y).
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3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur non linéaire 75

Preuve La continuité est démontrée par Friedman [Fri64], page 4-6, dans le cas Eucli-
dien, et la limite provient de la partie Π3, dans la preuve du lemme 3.2.1.

Lemme 3.4.2. (Dérivée partielle première de la convolution avec le Paramétrix) Soient
(U , {xi}ni=1) un système de coordonnées locales surM , et x ∈ U , et soit H ∈ C0

(
R2
T ×M ×M

)
,

alors, PN ∗H est C1 par rapport à la première variable spatiale, et, pour x ∈ U , on a

∂

∂xi
PN ∗H(t, s, x, y) =

∫ t

s

dτ

∫
M

∂PN
∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z). (3.4.1)

Preuve. Soient (U , {xi}ni=1) un système de coordonnées local sur M , et x ∈ U . Pour
tout z ∈M , on a∣∣∣∣∂PN∂xi

(t, τ, x, z)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ ∂∂xi
 e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(4π(t− τ))
n
2
UN (t, τ, x, z)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
(
−∂r

2(x,z)
∂xi

4(t− τ)
UN (t, τ, x, z) +

∂UN
∂xi

(t, τ, x, z)

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(4π(t− τ))
n
2

∣∣∣∣∣∣ .
Or PN (t, τ, ., .) a un support compacte dans U ρ

2
, d'où

∂r2

∂xi
(x, z) est bornée uniformément

en (x, z) ∈ U ρ
2
. Elle s'annule pour x = y, et pour x 6= y, on a

∂r2

∂xi
(x, z) = 2r(x, y)

∂r

∂xi
(x, z).

Pour x 6= y,
∣∣ ∂r
∂xi (x, z)

∣∣ est bornée par 1. De même, UN (t, τ, ., .) est C∞ sur U ρ
2
, donc

bornée uniformément. Par suite, il existe une constante C > 0, indépendante de x et de z,
telle que ∣∣∣∣∂PN∂xi

(t, τ, x, z)
∣∣∣∣ ≤ C (1 +

r(x, z)
(t− τ)

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(t− τ)
n
2
.

D'autre part, on a, pour tout α > 0,(
1 +

r(x, z)
(t− τ)

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(t− τ)
n
2

= (t− τ)−α(t− τ)−
n
2 +α(r2(x, z))α−

n
2 (r2(x, z))

n
2−α

(
1 +

r(x, z)
(t− τ)

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

= (t− τ)−α(r2(x, z))α−
n
2

(
(r2(x, z))

n
2−α

(t− τ)
n
2−α

+
(r2(x, z))

n
2−α+1r−1(x, z)

(t− τ)
n
2−α+1

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ) .

D'après la remarque 3.3.2, en posant σ = e−
r2(x,z)
4(t−s) , il existe une constante C > 0, tel que,

pour tout x, z ∈M(
1 +

r(x, z)
(t− τ)

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(t− τ)
n
2
≤ C(t− τ)−αr2α−n−1(x, z)

et ∣∣∣∣∂PN∂xi
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ ≤ C(t− τ)−αr2α−n−1(x, z).
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76 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

Par suite,∫
M

∣∣∣∣∂PN∂xi
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ dv0(z) ≤
∫
B(x, ρ2 )

C(t− τ)−αr2α−n−1(x, z)dv0(z).

En passant par les coordonnées données par l'application exponentielle expx, par rapport
à la métrique h(0), on aura∫

B(x, ρ2 )

r2α−n−1(x, z)dv0(z) =
∫
BTxM (0, ρ2 )

r2α−n−1(x, expxv)(expx)∗dv0(v)

Alors ∫
B(x, ρ2 )

r2α−n−1(x, z)dv0(z) =
∫
S(1)

∫ ρ
2

0

r2α−2J(r, ϑ)drdµ(ϑ) (3.4.2)

Si α > 1
2 , alors

∫ ρ
2

0

r2α−2dr converge , et dans ce cas, il existe C > 0, dépendant de α, tel

que pour tout x ∈M ,∫
M

∣∣∣∣∂PN∂xi
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ dv0(z) ≤ C(t− τ)−α, (3.4.3)

et pour 1
2 < α < 1, l'intégrale

∫ t

s

dτ

∫
M

∂PN
∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z) converge absolu-

ment. Posons

JN (t, s, τ, x, y) =
∫
M

PN (t, τ, x, z)H(τ, s, y, z)dv0(z) (3.4.4)

alors JN est une fonction continue en x, y ∈ M et 0 ≤ s < τ < t ≤ T (lemme 3.4.1).
Comme PN , et H sont respectivement C∞ et C0 sur [0, T ]×M ×M , avec M compacte,

alors l'intégrale
∫
M

∂PN
∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, y, z)dv0(z) est convergente, et

∂JN
∂xi

(t, s, τ, x, y) =
∫
M

∂PN
∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, y, z)dv0(z) (3.4.5)

pour y ∈M , et 0 ≤ s < τ < t ≤ T . Il nous reste à démontrer 3.4.1, i.e.

∂

∂xi
PN ∗H(t, s, x, y) =

∂

∂xi

∫ t

s

JN (t, s, τ, x, y)dτ =
∫ t

s

∂

∂xi
JN (t, s, τ, x, y)dτ

ceci est vrai, et démontré dans [CCG+ar], page 240.

Lemme 3.4.3. (Dérivée partielle seconde de la convolution avec le paramétrix) Soit H ∈
C0
(
R2
T ×M ×M

)
, alors, PN ∗ H est C2 par rapport à la première variable spatiale, et

pour tout 0 ≤ s < t ≤ T , on a

∂2

∂xj∂xi
PN ∗H(t, s, x, y) =

∫ t

s

dτ

∫
M

∂2PN
∂xj∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z) (3.4.6)

où (U , {xi}ni=1) sont les coordonnées géodésiques de centre x ∈M , par rapport à la métrique
h(0), tels que U ⊂ B(x, ρ2 ).
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3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur non linéaire 77

Remarque 3.4.4. Soit z ∈ M . En essayant d'estimer
∂2PN
∂xj∂xi

(t, τ, x, z) comme on l'a

fait dans le lemme 3.4.2, on aura

∣∣∣∣ ∂2PN
∂xj∂xi

(t, τ, x, z)
∣∣∣∣ ≤ C (1 +

1
(t− τ)

+
r2(x, z)
(t− τ)2

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(t− τ)
n
2

où C est une constante positive indépendante de x et de z. Mais cette estimation ne nous
permet pas de démontrer ce que l'on veut, car l'intégrale

∫ t

s

dτ

∫
M

(
1 +

1
(t− τ)

+
r2(x, z)
(t− τ)2

)
e−

r2(x,z)
4(t−τ)

(t− τ)
n
2
dv0(z)

n'est pas convergente (voir [Fri64], page 10). L'idée pour résoudre ce problème, est l'inté-
gration par parties. Cette dernière est utilisée dans [CCG+ar], chapitre 23, page 242-246,
pour résoudre le même problème, dans le cas d'une variété riemannienne munie d'une
métrique �xe. Ci-dessus, on va suivre les mêmes étapes. On va dériver par rapport à la

variable z, alors, soit
∂

∂xjx
la notation de la dérivée partielle par rapport à la première

variable spatiale x dans les coordonnées géodésiques {xi}ni=1 de centre x, par rapport à la

métrique h(0), et soit
∂

∂xjz
la notation de la dérivée partielle par rapport à la deuxième

variable spatiale z, dans le même système de coordonnées {xi}ni=1. Cette dernière notation
est bien dé�nie puisque z ∈ U , car le support de supp(PN (t, s, x, .)) ⊆ B(x, ρ2 ). Alors on
peut écrire∫
M

∂2PN

∂xjx∂xix
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z) =

∫
M

(
∂2PN

∂xjx∂xix
− ∂2PN

∂xjz∂xiz

)
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)

+
∫
M

∂2PN

∂xjz∂xiz
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z).

Pour la preuve du théorème 3.4.3, on a besoin d'un lemme fait dans [CCG+ar], ici, dans
la démonstration, nous donnons plus de détails :

Lemme 3.4.5. [CCG+ar] Si {xi} sont les coordonnées normales centrées en x par rapport
à la métrique h(0), alors, pour tout i = 1, .., n,

∂r2

∂xix
(x, z) = − ∂r

2

∂xiz
(x, z) (3.4.7)

et

∂2r2

∂xjx∂xix
(x, z)− ∂2r2

∂xjz∂xiz
(x, z) = O(r2(x, z)) (3.4.8)

pour tout z ∈ B(x, ρ).

Preuve.
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78 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

(1) Soit z ∈ B(x, ρ). D'une part

∂r2

∂xiz
(x, z) =

∂

∂xiz

 n∑
j=1

xj(z)2

 = 2xi(z),

i.e.
∂r

∂xiz
(x, z) =

xi(z)
r(x, z)

et d'autre part

∂r

∂xix
(x, z) =

〈
∇xr(x, z),

∂

∂xix

〉
h(0)

=
〈
β̇(r(x, z)),

∂

∂xix

〉
h(0)

où β : [0, r(x, z)] est la géodésique telle que β(0) = z, β(r(x, z)) = x, et β̇(s) = 1, pour
tout s ∈ [0, r(x, z)]. Pour arriver à l'égalité 3.4.7, on doit écrire β̇(r(x, z)) en fonction des

termes xj(z), et
∂

∂xix
, i, j = 1, ..., n, alors , on considère la géodésique γ : [0, r(x, z)], telle

que γ(0) = x, γ(r(x, z)) = z, et γ̇(s) = 1, pour tout s ∈ [0, r(x, z)]. On peut voir que
cette géodésique, se confond avec β( voir �gure 3.1), mais paramétrée di�éremment, et
que β̇(r(x, z)) = −γ̇(0),(car r(x, z) < ρ, alors la géodésique reliant x à z est unique.)

Fig. 3.1 � la géodésique reliant x à y est unique. Les 2 vecteurs unitaires γ̇(0) et β̇(r(x, z))
sont colinéaires et de sens opposés

Or

γ(s)j =
sxj(z)
r(x, z)

, pour tous s ∈ [0, r(x, z)], et i = 1, ..., n,

et γ̇(0) s'écrit dans la base
{

∂

∂xjx

}
j

sous la forme
xj(z)
r(x, z)

∂

∂xjx
, par la suite

β̇(r(x, z)) = − xj(z)
r(x, z)

∂

∂xjx
,

et

∂r

∂xix
(x, z) =

〈
− xj(z)
r(x, z)

∂

∂xjx
,
∂

∂xix

〉
h(0)

= − xi(z)
r(x, z)

, (3.4.9)

d'où 3.4.7.
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3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur non linéaire 79

(2) Démontrons maintenant 3.4.8. En fait,

∂2r2

∂xiz∂x
j
z

(x, z) =
∂2

∂xiz∂x
j
z

n∑
k=1

(xk(z))2 = 2δij . (3.4.10)

D'autre part,

∂2r2

∂xix∂x
j
x

(x, z) = 2r(x, z)
∂2r

∂xix∂x
j
x

r(x, z) + 2
∂r

∂xix
(x, z)

∂r

∂xjx
(x, z). (3.4.11)

Or
∂2r

∂xix∂x
j
x

(x, z) = ∇i∇jr (x, z)− Γkij(x)
∂r

∂xkx
.

Et puisque {xi} sont les coordonnées géodésiques centrées en x, alors Γkij(x) = 0, et

∂2r

∂xix∂x
j
x

(x, z) = ∇i∇jr (x, z)

= ∇2r

(
∂

∂xix
,
∂

∂xjx

)
Et comme ∇2r(∇r, .) = 0, alors

∇2r

(
∂

∂xix
,
∂

∂xjx

)
= ∇2r

(
∂

∂xix
− ∂r

∂xix
(x, z)∇r(x, z), ∂

∂xjx
− ∂r

∂xjx
(x, z)∇r(x, z)

)
= II

(
∂

∂xix
− ∂r

∂xix
(x, z)∇r(x, z), ∂

∂xjx
− ∂r

∂xjx
(x, z)∇r(x, z)

)
où II est la seconde forme fondamentale 2 de la sphère distance S(z, r) = {x ∈M,d(x, z) = r}.
Or, d'après [CLN06], page 62, on a

IIij =
1
r
hij(0) +O(r).

En coordonnées géodésiques, on a hij(0) = δij +O(r2), (voir [SY94], page 210), alors,

∂2r

∂xix∂x
j
x

(x, z) =
1
r

〈
∂

∂xix
− ∂r

∂xix
(x, z)∇r(x, z), ∂

∂xjx
− ∂r

∂xjx
(x, z)∇r(x, z)

〉
h(0)

+O(r)

=
1
r
δij −

1
r

∂r

∂xix

∂r

∂xjx
+O(r).

Et avec l'équation 3.4.11, on a

∂2

∂xix∂x
j
x

r2(x, z) = 2δij +O(r2) (3.4.12)

Les deux équations 3.4.10 et 3.4.12, nous donnent 3.4.8, et le lemme est démontré.

2En fait ∇2r(u, v) =
˙
∇∇u(∇r), v

¸
, (puisque ∇ est de torsion nulle), et ∇r est le vecteur normal à la

sphère S(z, r) = {x ∈M,d(x, z) = r}
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80 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

Preuve du lemme 3.4.3. En posant t− τ = υ, on a

∂2PN
∂xj∂xi

=
[
G

16υ2

∂r2

∂xj
∂r2

∂xi
UN −

G

4υ
∂r2

∂xj
∂UN
∂xi

− G

4υ
∂2r2

∂xj∂xi
UN −

G

4υ
∂r2

∂xi
∂UN
∂xj

+G
∂2UN
∂xj∂xi

]
Et

∂2PN

∂xjx∂xix
− ∂2PN

∂xjz∂xiz
=

G

16υ2

(
∂r2

∂xjx

∂r2

∂xix
− ∂r2

∂xjz

∂r2

∂xiz

)
UN (3.4.13)

− G

4υ

(
∂2r2

∂xix∂x
j
x

− ∂2r2

∂xiz∂x
j
z

)
UN (3.4.14)

− G

4υ

(
∂r2

∂xix

∂UN

∂xjx
+
∂r2

∂xjx

∂UN
∂xix

− ∂r2

∂xiz

∂UN

∂xjz
− ∂r2

∂xjz

∂UN
∂xiz

)
(3.4.15)

−G
(
∂2UN

∂xix∂x
j
x

− ∂2UN

∂xiz∂x
j
z

)
(3.4.16)

D'après l'égalité 3.4.7, le terme (3.4.13) est nul. Le terme (3.4.14) en valeur absolue est
égale à ∣∣∣∣ G4υ o(r(x, y))UN

∣∣∣∣ ≤ C r(x, z)υ
G.

On peut aussi majorer la valeur absolue de (3.4.15) par C
r(x, z)
υ

G, car

∂r2

∂xix

∂UN

∂xjx
+
∂r2

∂xjx

∂UN
∂xix

− ∂r2

∂xiz

∂UN

∂xjz
− ∂r2

∂xjz

∂UN
∂xiz

= 2r
(
∂r

∂xix

∂UN

∂xjx
+

∂r

∂xjx

∂UN
∂xix

− ∂r

∂xiz

∂UN

∂xjz
− ∂r

∂xjz

∂UN
∂xiz

)
.

En�n, le terme (3.4.16) en valeur absolue est majoré par CG, où C est chaque fois une
constante positive indépendante de x, y ∈M (la majoration uniforme des tous ces termes
est due à continuité des fonctions étudiés , ainsi que leur dérivées totales et partielles, et
à la compacité de M). Alors, il existe C > 0, tel que pour tout x, z ∈M ,∣∣∣∣( ∂2PN

∂xjx∂xix
− ∂2PN

∂xjz∂xiz

)
(t, τ, x, z)

∣∣∣∣ ≤ C (1 +
r(x, z)
t− τ

+
r2(x, z)
t− τ

)
G(t, τ, x, z).

Donc comme on l'a démontré pour
∂PN
∂xi

(t, s, x, z), pour α ∈ (0, 1
2 ), il existe C > 0,

indépendant de x ∈M , tel que∫
M

∣∣∣∣( ∂2PN

∂xjx∂xix
− ∂2PN

∂xjz∂xiz

)
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ dv0(z) ≤ C(t− s)−α.

Estimons maintenant
∫
M

∣∣∣∣ ∂2PN

∂xjz∂xiz
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ dv0(z), on a

∫
M

∂2PN

∂xjz∂xiz
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z) =

∂

∂xjz

∫
M

∂PN
∂xiz

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)

−
∫
M

∂PN
∂xiz

(t, τ, x, z)
∂H

∂xjz
(τ, s, z, y)dv0(z)−

∫
M

∂PN
∂xiz

(t, τ, x, z)
∂
√

(detgij(0))(z)

∂xjz
H(τ, s, z, y)dz1 ∧ .. ∧ dzn.
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3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur non linéaire 81

Alors puisque
∂

∂xjz

∫
M

∂PN
∂xiz

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dvτ (z) = 0,

et
∂H

∂xjz
et

∂

∂xjz

√
(detgij(τ))(z) sont bornées uniformément, car M compacte, on a, d'après

la preuve du lemme 3.4.2, équation 3.4.3,∫
M

∣∣∣∣ ∂2PN

∂xjx∂xix
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)

∣∣∣∣ dv0(z) ≤ C(t− s)−α (3.4.17)

où C est chaque fois une constante positive indépendante de x. Si, en particulier, α ∈ ( 1
2 , 1),

alors, en intégrant par rapport à s ∈ [0, t], on démontre que∫ t

s

dτ

∫
M

∂2PN

∂xjx∂xix
(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)

est absolument convergente, i.e., l'intégrale
∫ t

s

∂2JN
∂xi∂xj

(t, s, τ, x, y)dτ, où JN est la fonction

dé�nie dans 3.4.4, est absolument convergente. Ceci nous donne d'après [CCG+ar], page
247, que

∂2

∂xj∂xi
PN ∗H(t, s, x, y) =

∫ t

s

dτ

∫
M

∂2PN
∂xj∂xi

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z) (3.4.18)

pour tout (t, s, x, y) ∈ R2
T ×M ×M .

Lemme 3.4.6. (Dérivation par rapport au temps d'une convolution avec le paramé-
trix)3Pour tout (t, s, x, y) ∈ R2

T ×M ×M , on a

∂

∂t
PN ∗H(t, s, x, y) =

∫ t

s

dτ

∫
M

∂PN
∂t

(t, τ, x, z)H(τ, s, x, z) +H(t, s, x, y). (3.4.19)

Preuve. Puisque PN est C∞ sur R2
T ×M ×M , alors

∂JN
∂t

(t, s, τ, x, y) =
∂

∂t

∫
M

PN (t, τ, x, z)H(τ, s, y, z)dv0(z) =
∫
M

∂PN
∂t

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z).

(3.4.20)

Estimons alors
∣∣∣∣∂JN∂t (t, s, τ, x, y)

∣∣∣∣. D'après l'équation 3.3.1, on a

∣∣∣∣∂JN∂t (t, s, τ, x, y)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
M

∂PN
∂t

(t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫
M

∆h(t)PN (t, τ, x, z)H(τ, s, z, y)dv0(z)
∣∣∣∣

+ C1

∣∣∣∣∫
M

(τ − s)N−n2 H(τ, s, z, y)dv0(z)
∣∣∣∣ ≤ C(t− s)α + C,

3Ce même travail est fait dans [Fri64] et [CCG+ar], et il n y a pas de di�érence, par ce que JN dépend
toujours de la même façon du Paramétrix des solutions fondamentales dans les références cités, ainsi que
dans notre travail.
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82 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant

avec α ∈ ( 1
2 , 1), et C une constante positive indépendante de t, s, τ, x, et y. En plus, on a

∂

∂t

∫ t

s

JN (t, s, τ, x, y)dτ = lim
h→0

1
h

(∫ t+h

s

JN (t+ h, s, τ, x, y)dτ −
∫ t

s

JN (t, s, τ, x, y)dτ

)

= lim
h→0

(
1
h

∫ t+h

t

JN (t+ h, s, τ, x, y)dτ +
∫ t

s

JN (t+ h, s, τ, x, y)− JN (t, s, τ, x, y)
h

dτ

)

= lim
h→0

(
1
h

∫ t+h

t

JN (t+ h, s, τ, x, y)dτ +
∫ t

s

∂JN
∂t

(t∗, s, τ, x, y)dτ

)
où t∗ ∈]t, t+ h[. On a

lim
h→0

1
h

∫ t+h

t

JN (t+ h, s, τ, x, y)dτ = H(t, s, x, y)

et

lim
h→0

∫ t

s

∂JN
∂t

(t∗, s, τ, x, y)dτ =
∫ t

s

∂JN
∂t

(t, s, τ, x, y)

d'où le lemme.

Lemme 3.4.7. Pour N − n
2 > l + 2k + p + 2q, ΘN est respectivement Cp, et Cl, par

rapport aux deux variables spatiales x et y, et respectivement Cq, et Ck par rapport aux
deux variables temporelles t, et s.

Preuve. En fait, si on cherche une estimation de ∂k

∂sk
Dl
y�tPN , où D

l
y est une dérivation

par rapport à la deuxième variable y d'indice l, on aura, avec la même technique utilisée
dans le lemme 3.3.1, que

| ∂
k

∂sk
Dl
y�tPN | ≤ CtN−

n
2−l−2k.

Ceci nous donne, par récurrence, comme dans le lemme 3.3.4, que∣∣∣∣ ∂k∂skDl
yΦm(t, s, x, y)

∣∣∣∣ ≤ (C)mV ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 − l − 2k + 1)m−1

(t− s)m(N−n2−l−2k+1)−1,

et par suite que

| ∂
k

∂sk
Dl
yFN (t, s, x, y)|C(t− s)N−n2−l−2k exp

(
CV ol(M)TN−

n
2−l−2k+1

N − n
2 − l − 2k + 1

)
<∞,

si N − n
2 > l + 2k. C est chaque fois une constante positive indépendante de t, s, x et y.

Ceci nous donne la convergence absolue et uniforme de∫ t

s

dτ

∫
M

∂q

∂tq
Dp
xPN (t, τ, x, z)

∂k

∂sk
Dl
yFN (τ, s, z, y)dv0(z)

pour N − n
2 > l + p + 2k + 2q. Donc, comme on l'a démontré dans les lemmes 3.4.2,

3.4.3, et 3.4.6, ΘN est respectivement Cp, Cl par rapport aux deux variables spatiales x
et y, et respectivement Cq, Ck par rapport aux deux variables temporelles t, et s, pour
N − n

2
> l + p+ 2k + 2q .

Théorème 3.4.8. Pour N > n
2 , P = PN + ΘN est la solution fondamentale de 3.0.1, et,

elle est C∞ sur R2
T ×M ×M .
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3.4 La solution fondamentale de l'équation de chaleur non linéaire 83

Preuve. En appliquant les lemmes 3.4.2, 3.4.3, et 3.4.6, on a

�t(PN + ΘN )(t, s, x, y) = �tPN (t, s, x, y) +�t
∫ t

s

dτ

∫
M

PN (t, τ, x, z)FN (τ, s, z, y)dv0(z)

= �tPN (t, s, x, y) +
∫ t

s

dτ

∫
M

�tPN (t, τ, x, z)FN (τ, s, z, y)dv0(z)− FN (t, s, x, y)

= �tPN (t, s, x, y) +
∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y)−
∞∑
m=0

Φm(t, s, x, y)

= 0.

De plus, si f est une fonction continue sur M , alors

lim
t→s

∫
M

(PN (t, s, x, y) + ΘN (t, s, x, y)) f(x)dv0(x)

= lim
t→s

∫
M

PN (t, s, x, y)f(x)dv0(x) + lim
t→s

∫
M

ΘN (t, s, x, y)f(x)dv0(x) = f(y)

car lim
t→s

∫
M

ΘN (t, s, x, y)f(y)dv0(x) = 0. Alors PN +ΘN est bien une solution du problème

3.0.1.

Il nous reste à démontrer que P est C∞ sur R2
T ×M×M . En fait, puisque la solution

fondamentale de l'équation de la chaleur est unique, alors, PN + ΘN est indépendant de
N , pour N − n

2 > 0. Or PN ∈ C∞(R2
T × M × M), et, d'après le lemme 3.4.7, ΘN ∈

Cl+2k+p+2q(R2
T ×M ×M), pour N su�samment large, donc ΘN ∈ C∞(R2

T ×M ×M),
quand N tend vers l'in�ni. D'où P est C∞ pour tout N > n

2 .
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84 La solution fondamentale d'une famille de variétés de volume constant
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Chapitre 4

Plongement d'un �ot de variétés
riemanniennes dans un espace de
Hilbert à l'aide de sa solution
fondamentale

Soit g(t), 0 ≤ t ≤ T , T > 0, une famille C∞ de métriques Riemaniennes sur une variété
compacte M , de dimension �nie n, telle que vol(M, gt) est invariant pour 0 ≤ t ≤ T .

Le but de ce chapitre, est de construire un plongement d'une famille de variétés
(M, g(t)) dans l'espace de Hilbert L2(M,vg(0)) au moins pour les temps petits à l'aide de
sa solution fondamentale. D'abord, par le lemme 1.3.1, on associe à (M, g(t)), une famille
de variétés (M,h(t)), di�éomorphes à (M, g(t)), telle que

dvh(t) = dvh(0) = dvg(0), pour tout t ∈ [0, T ]. (4.0.1)

Ceci implique que l'espace de Hilbert L2(M,dvh(t)) est constant en t.

Posons �t = ∆h(t) − ∂
∂t , et P (t, x, y) = P (t, 0, x, y), où P est la solution fondamentale

du problème de Cauchy {
�tP (t, s, x, y) = 0

limt→s P (t, s, x, y)dv0(x) = δy(x). (4.0.2)

Dans le chapitre précédent, on a démontré que

P (t, s, x, y) = PN (t, s, x, y) + ΘN (t, s, x, y)

où N > n
2 + 1, PN est le paramétrix du noyau de la chaleur, et

ΘN (t, s, x, y) = O
(
(t− s)N−n2

)
, uniformément en x, y ∈M

et
∂

∂xi
ΘN (t, s, x, y) = O

(
(t− s)N−n2−1

)
, uniformément en x, y ∈M (4.0.3)

où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales sur autour de x.

85
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Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace de Hilbert à

l'aide de sa solution fondamentale

On emet la conjecture suivante :

Conjecture 4.0.9. La solution fondamentale P de l'équation de la chaleur non linéaire
admet la formule asymptotique suivante :

P (t, s, x, y) = (4π(t− s))−
n
2 e−

r2(x,y)
4(t−s)

(
N∑
k=0

(t− s)kũk(s, x, y) + Υ(t, s, x, y)

)
quand t→ s+, et pour x, y assez proches dans M , et pour tout N ∈ N, où

Υ(t, s, x, y) = O((t− s)N ),

et ∣∣∣∣ ∂∂xiΥ(t, s, x, y)
∣∣∣∣ = O((t− s)N−1), pour tout i = 1, . . . n,

pour x, y assez proches dans M , où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales autour
de x.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 4.0.10. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors il existe ξ > 0, tel que l'applica-
tion

Pt : M → L2(M,v0)
x 7→ P (t, x, .)

est un plongement pour tout t < ξ.

Pour démontrer notre théorème, on va se servir du corollaire 0.0.19. Or, ici, on a trois
points qu'on doit y faire attention :

Le premier, c'est que notre espace d'arrivée n'est pas une variété di�érentiable de
dimension �nie, mais un espace de Hilbert. Ceci peut être réglé par des méthodes tech-
niques.

Le deuxième, c'est que l'application Pt présente une singularité en t = 0. On est
ramneé donc à étudier la convergence de l'application

t logPt : M → L2(M,v0)
x 7→ t logP (t, x, .)

quand t tend vers 0. On considère alors

R : M → L2(M,v0)
x 7→ − r

2(x,.)
4 .

L'idée d'introduire cette application est motivée par la forme du paramétrix du noyau de

la chaleur PN (t, s, x, y) = e−
r2(x,y)
4(t−s) UN (t, s, x, y), où UN ∈ C∞([0, T ] × [0, T ] ×M ×M),

puisque

lim
t→0

∣∣∣∣t logPN (t, x, y) +
r2(x, y)

4

∣∣∣∣ = 0 uniformément en x, y ∈M.

Pour cela il faut d'abord démontrer que pour tout s ∈ [0, T ],

lim
t→s

∣∣∣∣logP (t, s, x, y) +
r2(x, y)

4

∣∣∣∣ = 0

uniformément en x, y ∈M .
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4.1 Le comportement du logarithme de la solution fondamentale pour les
temps petits 87

Le troisième point, c'est qu' on ne sait pas vraiment si

lim
t→0
‖t∇ logPt(x)−∇R(x)‖L2(M,v0) = 0

uniformément en x ∈ M . Or, sous la condition que la conjecture 4.0.9 est vraie, on dé-
montre qu'il existe pour tout p ∈ M , un voisinage de p, noté Ωp, tel que, pour tous
x, y ∈ Ωp, le noyau de la chaleur est de la forme

P (t, s, x, y) =
e−

r2(x,y)
4(t−s)

(4π(t− s))−n2

(
N∑
k=0

ũk(s, x, y) + ΥN (t, s, x, y)

)
,

où 0 ≤ s < t ≤ T ,
ΥN (t, s, x, y) = O((t− s)N ),

et ∣∣∣∣ ∂∂xiΥN (t, s, x, y)
∣∣∣∣ = O((t− s)N−1), pour tout i = 1, . . . n,

pour x, y ∈ Ωp, où {xi}ni=1 est un système de coordonnées autour de x. quand t tend vers
s. Alors, on introduit deux autres applications

RΩp : Ωp → L2(Ωp)
x 7→ − r

2(x,.)
4

et
(t logPt)Ωp : Ωp → L2(Ωp)

x 7→ t logP (t, x, .).

Et on démontre que RΩp est un plongement de Ωp dans L2(Ωp) et que

lim
t→0
‖dx(t logPt)Ωp(V )− dxRΩp(V )‖L2(Ωp) = 0

uniformément en x ∈ Ωp, V ∈ T 1
xM . Ceci va nous aider à démontrer que l'application

t logPt, et par conséquent l'application Pt est un plongement de M dans L2(M,v0), pour
t su�samment petit.

4.1 Le comportement du logarithme de la solution fon-

damentale pour les temps petits

Dans cette section, on va démontrer que

lim
t→s+

(t− s) logP (t, s, x, y) = −r
2(x, y)

4
(4.1.1)

uniformément en x, y ∈ M , où s ∈ [0, T ], et r est la distance riemannienne par rapport à
g(0) = h(0).

Pour celà, on va utiliser les estimations de l'équation de la chaleur non linéaire, appliquée
au paramétrix de la solution fondamentale et ses convolutions.
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Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace de Hilbert à

l'aide de sa solution fondamentale

4.1.1 Quelques estimations utiles

Le but de cette section est de démontrer qu'il existe une constante CΘ > 0 tel que,
pour tous x, y ∈M , (t, s) ∈ R2

T , et tout 0 < ε < 1, on a

|ΘN (t, s, x, y)| ≤ CΘe
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 + 1
2 ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)(t−s)N−
n
2 +1

.

Lemme 4.1.1. Il existe C2 > 0, tel que pour tous x, y ∈M , (t, s) ∈ R2
T , et tout 0 < ε < 1,

on a

�tPN (t, s, x, y) ≤ C2ε
−(N+1)e−

r2(x,y)
(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 . (4.1.2)

Preuve. Soit 0 < ε < 1. Revenons aux 3 cas de la preuve du lemme 3.3.1, on a

a) Si (x, y) ∈ (M ×M − U ρ
2
),

|�tPN (t, s, x, y)| = 0 ≤ C2ε
−(N+1)e−

r2(x,y)
(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 .

b) Si (x, y) ∈ U ρ
4
,

|�tPN (t, s, x, y)| = |�tSN (t, s, x, y)| ≤ C1
2e
− r

2(x,y)
4(t−s) (t− s)N−n2 ,

avec C1
2 > 0 indépendant de (t, s) ∈ R2

T et de x, y ∈M . Et puisque ε−(N+1) > 1, et

e−
r2(x,y)
4(t−s) ≤ e−

r2(x,y)
(4+ε)(t−s) ,

alors

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C1
2ε
−(N+1)e−

r2(x,y)
(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 .

c) Si (x, y) ∈ U ρ
2
− U ρ

4
, alors

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C2
2e
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) e−
εr2(x,y)

4(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2
(
1 + (t− s)−N + (t− s)−N−1

)
.

Or, dans cette région, r(x, y) ≥ ρ
4 , alors

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C2
2e
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) e−
ερ2

64(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2
(
1 + (t− s)−N + (t− s)−N−1

)
.

D'après la remarque 3.3.2, on a, pour tous k ∈ R, et 0 < ε < 1,

e−
ερ2

64(4+ε)(t−s) (t− s)−k =
(

ερ2

64(4 + ε)

)−k (
ερ2

64(4 + ε)(t− s)

)k
e−

ερ2

64(4+ε)(t−s)

≤
(

ερ2

64(4 + ε)

)−k
kke−k

≤ ε−k
(

320
ρ2

)k
kke−k.
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4.1 Le comportement du logarithme de la solution fondamentale pour les
temps petits 89

Alors

|�tPN (t, s, x, y)| ≤ C3
2e
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 ε−(N+1),

où

C3
2 = C2

2

[
1 +

(
320
ρ2

)N
NNe−N +

(
320
ρ2

)N+1

(N + 1)N+1e−(N+1)

]
.

En posant C2 = max
{
C1

2 , C
3
2

}
, on obtient l'estimation 4.1.2, pour tous x, y ∈M , (t, s) ∈ R2

T ,
et tout 0 < ε < 1.

Lemme 4.1.2. Pour tous m ∈ N∗, x, y ∈M , (t, s) ∈ R2
T , et tout 0 < ε < 1, on a

|Φm(t, s, x, y)| ≤ Cm2 ε
−m(N+1)V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(t− s)m(N−n2 +1)−1e−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (4.1.3)

où V ol(M) est le volume de M . Comme conséquence, on a

|FN (t, s, x, y)| ≤ C2ε
−(N+1)(t−s)N−n2 exp

(
C2V ol(M)ε−(N+1)(t− s)N−n2 +1

N − n
2 + 1

)
e−

r2(x,y)
(4+ε)(t−s)

(4.1.4)
où

FN (t, s, x, y) =
∞∑
m=1

Φm(t, s, x, y).

Preuve. Pour m = 1, l'inégalité 4.1.3 est vraie (lemme 4.1.1). Supposons que 4.1.3 est
vraie pour m ∈ N∗, et démontrons le pour m+ 1. On a,

|Φm+1(t, s, x, y)| ≤
∫ t

s

dτ

∫
M

|�tPN (t, τ, x, z)|C
m
2 ε
−m(N+1)V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(τ − s)m(N−n2 +1)−1e−
r2(z,y)

(4+ε)(t−s) dv0(z)

≤
∫ t

s

dτ

∫
M

C2ε
−(N+1)e−

r2(x,z)
(4+ε)(t−τ) (t− τ)N−

n
2
Cm2 ε

−m(N+1)V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(τ − s)m(N−n2 +1)−1e−
r2(z,y)

(4+ε)(τ−s) dv0(z).

Et puisque t− τ < t− s, alors

|Φm+1(t, s, x, y)|

≤ Cm+1
2 ε−(m+1)(N+1)V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(t− s)N−n2
∫ t

s

dτ

∫
M

e−
r2(x,z)

(4+ε)(t−τ) e−
r2(z,y)

(4+ε)(τ−s) (τ − s)m(N−n2 +1)−1dv0(z).

Or1

r2(x, z)
(t− τ)

+
r2(z, y)
(τ − s)

≥ (r(x, z) + r(z, y))2

(t− s)
≥ r2(x, y)

(t− s)
, (4.1.5)

alors,

e−
r2(x,z)

(4+ε)(t−τ) e−
r2(z,y)

(4+ε)(τ−s) ≤ e−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s) , (4.1.6)

1Pour a, b ∈ R, et c, d > 0, on a a2

c
+ b2

d
≥ (a+b)2

c+d
, (voir [CCG+ar], page 234)
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Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace de Hilbert à

l'aide de sa solution fondamentale

et,

|Φm+1(t, s, x, y)| ≤ Cm+1
2 ε−(m+1)(N+1)V ol(M)m

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

e−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2
∫ t

s

(τ − s)m(N−n2 +1)−1dτ

=
Cm+1

2 ε−(m+1)(N+1)V ol(M)m

m!(N − n
2 + 1)m

e−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)(m+1)(N−n2 +1)−1,

d'où 4.1.3 est vraie pour tout m ∈ N∗. Par conséquent
∞∑
m=1

|Φm(t, s, x, y| ≤
∞∑
m=1

Cm2 ε
−m(N+1)V ol(M)m−1

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

(t− s)m(N−n2 +1)−1e−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s)

≤ C2e
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 ε−(N+1)
∞∑
m=1

Cm−1
2 ε−(m−1)(N+1)V ol(M)m−1(t− s)(m−1)(N−n2 +1)

(m− 1)!(N − n
2 + 1)m−1

≤ C2e
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 ε−(N+1) exp
(
C2ε

−(N+1)V ol(M)(t− s)N−n2 +1

N − n
2 + 1

)
.

Lemme 4.1.3. Il existe une constante CΘ > 0, telle que, pour tous (t, s) ∈ R2
T , x, y ∈M ,

et tout 0 < ε < 1, on a

|ΘN (t, s, x, y)| ≤ CΘe
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 + 1
2 ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)(t−s)N−
n
2 +1

. (4.1.7)

Preuve. Soit 0 < ε < 1. Pour tous (t, s) ∈ R2
T , x, y ∈M , et tout α ∈ R, on a

|PN (t, τ, x, z)| ≤ CN,T (t− τ)−
n
2 e−

r2(x,z)
4(t−τ)

≤ CN,T (t− τ)−
n
2 e−

εr2(x,z)
4(4+ε)(t−τ) e−

r2(x,z)
(4+ε)(t−τ)

≤ CN,T (t− τ)−α
(

εr2(x, z)
4(4 + ε)(t− τ)

)n
2−α(εr2(x, z)

4(4 + ε)

)−n2 +α

e−
εr2(x,z)

4(4+ε)(t−τ) e−
r2(x,z)

(4+ε)(t−τ) .

Toujours d'après la remarque 3.3.2,(
εr2(x, z)

4(4 + ε)(t− τ)

)n
2−α

e−
εr2(x,z)

4(4+ε)(t−τ) ≤
(n

2

)n
2−α

e−
n
2 +α.

Alors

|PN (t, τ, x, z)| ≤ C(t− τ)−αε−
n
2 +αr−n+2α(x, z) exp

(
− r2(x, z)

(4 + ε)(t− τ)

)
où C est une constante positive indépendante de t, s, x, y et ε, d'où

|PN (t, τ, x, z)FN (τ, s, z, y)|

≤ C(t− τ)−αε−
n
2 +αe−

r2(x,z)
(4+ε)(t−τ) e−

r2(z,y)
(4+ε)(τ−s) (τ − s)N−n2 ε−(N+1)r−n+2α(x, z)e

Cε−(N+1)V ol(M)(τ−s)N−
n
2 +1

N−n2 +1 ,

et

|ΘN (t, s, x, y)|

≤ Ce−
r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 ε−(N+1+n
2−α)e

Cε−(N+1)V ol(M)(t−s)N−
n
2 +1

N−n2 +1

∫ t

s

dτ

∫
B(x, ρ2 )

(t− τ)−αr−n+2α(x, z)dv0(z).
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4.1 Le comportement du logarithme de la solution fondamentale pour les
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En passant par les coordonnées polaires (c.f. remarque 3.3.3), on a∫
B(x, ρ2 )

r−n+2α(x, z)dv0(z) ≤ C
∫ ρ

2

0

r2α−1dr,

où C dépend de la métrique g(0) = h(0). En posant α = 1
2 , on a

|ΘN (t, s, x, y)| ≤ CΘe
− r2(x,y)

(4+ε)(t−s) (t− s)N−n2 + 1
2 ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)(t−s)N−
n
2 +1

,

où CΘ > 0, est une constante indépendante de t, s, x, y, et de ε.

4.1.2 Corrélation entre le logarithme de la solution fondamentale
et la distance riemannienne

On est prêt maintenant à démontrer la formule 4.1.1.

Théorème 4.1.4. Pour tout s ∈ [0, T ]

lim
t→s+

∣∣∣∣(t− s) logP (t, s, x, y) +
r2(x, y)

4

∣∣∣∣ = 0 (4.1.8)

uniformément en x, y ∈M . En particulier, pour tous x, y ∈M , on a

lim
t→s+

(t− s) logP (t, s, x, y) = −r
2(x, y)

4
.

Preuve. On a∣∣∣∣(t− s) logP (t, s, x, y) +
r2(x, y)

4

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣(t− s) log (PN (t, s, x, y) + ΘN (t, s, x, y)) +

r2(x, y)
4

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(t− s) log

(
e−

r2(x,y)
4(t−s) (4π(t− s))−n2 UN (t, s, x, y) + ΘN (t, s, x, y)

)
+
r2(x, y)

4

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣(t− s) log

(
(4π(t− s))−n2 UN (t, s, x, y) + e

r2(x,y)
4(t−s) ΘN (t, s, x, y)

)∣∣∣∣ .
D'après 4.1.7, on a, pour tout 0 < ε < 1,

e
r2(x,y)

4τ |ΘN (t, s, x, y)| ≤ CΘe
εr2(x,y)
4(4+ε)τ τN−

n
2 + 1

2 ε−(N+n
2 + 1

2 )eCΘε
−(N+1)τN−

n
2 +1

, (4.1.9)

où τ = t − s, CΘ > 0 est une constante indépendante de x, y ∈, et de (t, s) ∈ R2
T , et de

0 < ε < 1. En plus, puisque

1 < e
εr2(x,y)
4(4+ε)τ ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)τN−
n
2 +1

,

et

|UN (t, s, x, y)| ≤ CN,T , pour tout t ∈]0, T ], et tous x, y ∈M, (c.f. équation 3.2.6),

alors

(4πτ)−
n
2 |UN (t, s, x, y)| ≤ CN,T (4πτ)−

n
2 e

εr2(x,y)
4(4+ε)τ ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)τN−
n
2 +1

. (4.1.10)
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Les deux estimations 4.1.9 et 4.1.10 nous donnent que

(4πτ)−
n
2 |UN (t, s, x, y)|+ e

r2(x,y)
4τ |ΘN (t, s, x, y)|

≤
(
CN,T (4πτ)−

n
2 + CΘτ

N−n2 + 1
2

)
e
εr2(x,y)
4(4+ε)τ ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)τN−
n
2 +1

≤ Cτ−n2 e
εr2(x,y)
4(4+ε)τ ε−(N+n

2 + 1
2 )eCΘε

−(N+1)τN−
n
2 +1

,

avec C + CN,T (4π)−
n
2 + CΘT

N+ 1
2 . Ainsi

τ log
(

(4πτ)−
n
2 |UN (t, s, x, y)|+ e

r2(x,y)
4τ |ΘN (t, s, x, y)|

)
≤ τ log

(
Cτ−

n
2 ε−(N+n

2 + 1
2 )
)

+
εr2(x, y)
4(4 + ε)

+ τCΘε
−(N+1)τN−

n
2 +1

≤ τ log
(
Cτ−

n
2 ε−(N+n

2 + 1
2 )
)

+
ε (DM )2

16
+ τCΘε

−(N+1)τN−
n
2 +1,

où DM est le diamètre de (M,h(0)), et ceci pour tout 0 < ε < 1. En posant ε = τ
1

N+1 , on
a

τ log
(

(4πτ)−
n
2 |UN (t, s, x, y)|+ e

r2(x,y)
4τ |ΘN (t, s, x, y)|

)
≤ τ log

(
Cτ−

n
2−1+ −n−1

2(N+1)

)
+
D2
M

16
τ

1
N+1 + CΘτ

N−n2 +1

qui tend vers 0 uniformément en x, y ∈M , quand τ tend vers 0.

4.2 Plongement à l'aide du logarithme de la solution

fondamentale

Dans cette section on va démontrer que si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors l'application

t logPt : M → L2(M,v0)
x 7→ t logP (t, x, .)

est un plongement pour t su�samment proche de 0.

Lemme 4.2.1. L'application

R : M → L2(M,v0)
x 7→ − r

2(x,.)
4

est continue en tout x ∈M , et injective.

Preuve.

te
l-0

05
44

15
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



4.2 Plongement à l'aide du logarithme de la solution fondamentale 93

(1) L'application R : M → L2(M,v0) est bien dé�nie carM compacte. De plus, pour
tous x, y ∈M , on a

‖R(x)−R(y)‖2L2(M,v0) =
1
16

∫
M

(
r2(x, z)− r2(y, z)

)2
dv0(z)

=
1
16

∫
M

(r(x, z)− r(y, z))2 (r(x, z) + r(y, z))2
dv0(z)

Or, r(x, z)− r(y, z) ≤ r(x, y), et r(x, z) + r(y, z) ≤ 2DM , pour tout z ∈M , où DM est le
diamètre de M , alors

‖R(x)−R(y)‖2L2(M,v0) ≤
D2
M

4
V ol(M)r2(x, y).

D'où R est lipshitzienne sur M , donc continue.

(2) R est injective : En fait, soient x, y ∈M , tels queR(x) = R(y), alors r(x, z) = r(y, z),
pour presque tout z ∈M , et par continuité pour tout z ∈M . En particulier r(x, y) = r(y, y) = 0,
et x = y.

Lemme 4.2.2. On a
lim
t→0
‖t logPt(x)−R(x)‖L2(M,v0) = 0

uniformément en x ∈M .

Preuve. Le lemme est un résultat immédiat du théorème 4.1.4

Soit Ω un ouvert quelquonque deM , de diamètre inférieur à ρ
2 , par rapport à la métrique

h(0). Considérons L2(Ω) = L2(Ω, dv0) ; et considérons l'application

RΩ : Ω→ L2(Ω)
x 7→ − r

2(x,.)
4 .

Lemme 4.2.3. RΩ est un plongement2 de Ω dans L2(Ω).

Preuve.

(1) RΩ est bien dé�nie, puisque V ol(Ω) < ∞. De plus, elle est lipschitzienne sur Ω.
En fait, si x, y ∈ Ω, alors

‖RΩ(x)−RΩ(y)‖2L2(M,v0) =
1
16

∫
Ω

[
r2(x, z)− r2(y, z)

]2
dv0(z)

≤ 1
16

∫
Ω

[r(x, y) + r(y, z)]2 [r(x, y)− r(y, z)]2 dv0(z)

≤ ρ2

16
V ol(Ω)r2(x, y).

2Pour la preuve du théorème 4.0.10, on n'a pas vraiment besoin que RΩ soit un plongement de Ω dans
L2(Ω). Le fait qu'elle soit une immersion su�t.
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(2) RΩ est de classe C1 sur Ω : En fait, soit x ∈ Ω. Puisque Diam(Ω) < ρ
2 , alors on

peut considérer L'application

expx : Rn ' TxM ⊇ exp−1
x (Ω)→ Ω

où expx est l'application exponentielle en x par rapport à la métrique h(0), comme carte
locale autour de x.

De plus, RΩ ◦ expx est di�érentiable en 0. Sa dérivée en 0 est l'application linéaire

L : TxM → L2(Ω)
V 7→ −dxr

2(V,.)
4 .

Pour le prouver, démontrons que

‖R ◦ expx(ϑ)−R ◦ expx(0)− L(ϑ)‖L2(Ω)

|ϑ|
→ 0, quand ϑ→ 0,

i.e.

lim
ϑ→0

∫
Ω

∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣2

|ϑ|2
dv0(z) = 0.

Considérons z ∈ Ω. L'application

r2
z : Ω→ R

x 7→ r2(x, z),

est di�érentiable en tout x ∈ Ω, car Ω ⊆M \ Cutz, où Cutz est le cut locus de z, et
dxr

2
z ◦ T0 expx est la di�érentielle de l'application

r2
z ◦ expx : exp−1

x (Ω)→ R,

T0 expx est bien entendu l'application tangente de expx en 0 ∈ TxM). Notons bien que,
T0 expx(ϑ) = ϑ, pour tout ϑ ∈ exp−1

x (Ω) ⊆ TxM , (voir [DC92], [GHL04]). Alors

lim
ϑ→0

∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣

|ϑ|
= 0, ϑ ∈ TxM,

avec∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣2

|ϑ|2

≤
∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)

∣∣2 + 2
∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)

∣∣ ∣∣dxr2(ϑ, z)
∣∣+
∣∣dxr2(ϑ, z)

∣∣2
|ϑ|2

.

Or∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)
∣∣ = |r(expx(ϑ), z) + r(expx(0), z)| |r(expx(ϑ), z)− r(expx(0), z)|
≤ ρr(expx(ϑ), expx(0)),

ce qui nous donne∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣2

|ϑ|2

≤
ρ2r2(expx(ϑ), expx(0)) + 2ρr(expx(ϑ), expx(0))

∣∣dxr2(ϑ, z)
∣∣+
∣∣dxr2(ϑ, z)

∣∣2
|ϑ|2

.
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4.2 Plongement à l'aide du logarithme de la solution fondamentale 95

Et puisque r(expx(ϑ), expx(0)) = |ϑ| ( expx est un di�éomorphisme de exp−1
x (Ω) ⊆ TxM

dans Ω), et |dxr2(ϑ, z)| ≤ 2r(x, z)|∇xr(x, z)||ϑ| ≤ ρ|ϑ| (car |∇xr(x, z)| = 1, pour tout
x ∈M \ Cutz), on a∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)

∣∣2
|ϑ|2

≤ 4ρ2.

Par le théorème de la convergence dominée,

lim
n→∞

∫
Ω

∣∣r2(expx(ϑn), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑn, z)
∣∣2

|ϑn|2
= 0

pour toute suite de vecteurs ϑn ∈ TxM , convergente vers 0, quand n tend vers l'in�ni. Et
comme ∫

Ω

∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣2

|ϑ|2
∈ [0, 4Vol(Ω)ρ2]

alors,

lim
|ϑ|→0

∫
Ω

∣∣r2(expx(ϑ), z)− r2(expx(0), z)− dxr2(ϑ, z)
∣∣2

|ϑ|2
= 0, ϑ ∈ exp−1

x (Ω) ⊂ TxM,

et,

lim
|ϑ|→0

‖R ◦ expx(ϑ)−R ◦ expx(0)− L(ϑ)‖L2(Ω)

|ϑ|
= 0.

Ainsi RΩ est dérivable en x et sa dérivée dxRΩ en x, est une application qui associe à tout
vecteur V de TxM , l'application

dxRΩ(V ) : Ω→ R
y 7→ −dxr

2(V,y)
4 .

(3) RΩ est une immersion en tout point de Ω : Soit x ∈ Ω, et V un vecteur unitaire

TxM par rapport à la métrique h(0), alors dxRΩ(V )(y) =
1
4
〈
−∇xr2(x, y), V

〉
h(0)

, pour

tout y ∈ Ω. En particulier, il existe y ∈ Ω, distinct de x, tel que
−∇r2(x, y)

2r(x, y)
= V , alors

〈
−∇r2(x, y), V

〉
h(0)

= 2r(x, y) 6= 0.

Comme la fonction distance r(x, .) est continue sur Ω ( car Ω ⊆M \Cutx), il existe η > 0,
tel que B(y, η) ⊆ Ω, et

〈
−∇r2(x, z), V

〉
h(0)
6= 0, pour tout z ∈ B(y, η). La boule B(y, η)

étant de volume non nul, alors dxRΩ(V ) 6= 0 dans L2(Ω), et RΩ est une immersion.

(4) En�n, RΩ est injective. En e�et, si x, y ∈ Ω sont tels que RΩ(x) = RΩ(y),
alors r2(x, z) = r2(y, z), presque pour tout z ∈ Ω. Les applications r2

y : y → r2(x, z), et
r2
x : z → r2(y, z), de Ω dans R, étant continues sur Ω, alors r2(x, z) = r2(y, z), pour tout
z ∈ Ω, donc r2(x, y) = r2(y, y) = 0, et x = y.
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Puisque RΩ est une immersion, on a le lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Soit K un compacte de Ω, alors, il existe b > 0, tel que

‖dxRΩ(V )‖L2(Ω) ≥ b,

pour tout (x, V ) ∈ T 1K (Le �bré unitaire tangent à K).

Considérons maintenant l'application (t logPt)Ω dé�nie par

(t logPt)Ω : Ω→ L2(Ω)
x 7→ t logP (t, x, .)

où Ω est un ouvert quelconque de M .

Lemme 4.2.5. Supposons que la conjecture 4.0.9 est vraie, alors pour tout p ∈ M , il
existe un voisinage ouvert Ωp de p, de diamètre inférieur à ρ

2 par rapport à la métrique
h(0), tel que

lim
t→0
‖dx(t logPt)Ωp(V )− dxRΩp(V )‖L2(Ωp) = 0

uniformément en x ∈ Ωp, V ∈ T 1
xM (unitaire par rapport à la métrique h(0)).

Preuve. Soit p ∈ M . Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors il existe un voisinage ouvert
Ωp de p, de diamètre inférieur à ρ

2 , par rapport à la métrique h(0), tel que,

P (t, x, y) = (4πt)−
n
2 e−

r2(x,y)
4t (ũ0(x, y) +O(t)) ,

avec

dxP (t, V, y) = −dxr
2(V, y)
4t

e−
r2(x,y)

4t

(4πt)−
n
2

(ũ0(x, y) +O(t)) +
e−

r2(x,y)
4t

(4πt)−
n
2

(dxũ0(V, y) +O(1)) ,

pour tous x, y ∈ Ωp, V ∈ T 1
xM . Alors

dxP (t, V, y)
P (t, x, y)

= −dxr
2(V, y)
4t

+
dxũ0(V, y) +O(tN )
ũ0(x, y) +O(t)

,

et

dxP (t, V, y)
P (t, x, y)

+
dxr

2(V, y)
4t

=
dxũ0(V, y) +O(1)
ũ0(x, y) +O(t)

.

Rappelons que (c.f. section 3.2),

ũ0(x, y) = η(x, y)u0(x, y)

où η est une fonction radiale C∞ sur M × M , strictement positive pour (x, y) ∈ U ρ
4
,

et u0 est une fonction C∞ et strictement positive sur Uρ. Ce qui nous donne que ũ0

est strictement positive sur U ρ
4
. En veillant bien à choisir Ωp comme voisinage de p, de

diamètre inférieur à ρ
4 , on pose :

c0 = inf{ũ0(x, y);x, y ∈ Ωp}.
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4.2 Plongement à l'aide du logarithme de la solution fondamentale 97

c0 est strictement positif car Ωp est compacte. De plus, il existe C0 > 0, t0 > 0, tel
que, pour tout t < t0,

|O(t)| ≤ C0t

qui tend vers 0, quand t tend vers 0, uniformémement en x, y ∈ Ωp. Alors, pour 0 < c1 < c0,
il existe t1 > 0, tel que, pour tout t < t1,

|O(t)| < c1.

De plus, il existe C1 > 0, tel que pour tout x, y ∈ Ωp, et tout t < t0, et tout V ∈ T 1
xM ,

|dxũ0(V, y) +O(1)| < C1.

Ainsi, pour tous x, y ∈ Ωp, et tout t < t0, on a∣∣∣∣dxP (t, V, y)
P (t, x, y)

+
dxr

2(V, y)
4t

∣∣∣∣ ≤ C1

c0 − c1
et ∫

Ωp

[
tdxP (t, V, y)
P (t, x, y)

+
dxr

2(V, y)
4

]2

dv0(y) ≤ vol(Ωp)
t2C2

1

(c0 − c1)2
→ 0

uniformément en x ∈ Ωp, et V ∈ T 1
xM , quand t→ 0. D'où le lemme.

Lemme 4.2.6. Supposons que la conjecture 4.0.9 est vraie. Alors il existe ξ > 0, tel que,
pour tout t < ξ, l'application t logPt est un plongement de M dans L2(M, v0).

Preuve.

(a) Il existe ξ1 > 0, tel que pour tout t < ξ1, t logPt est une immersion en tout point
x ∈M : En fait, supposons par l'absurde que pour tout k ∈ N∗, il existe tk ≤ 1

k , xk ∈M ,
et Vk ∈ T 1

xk
M , tels que dxk (t logPtk) (Vk) = 0 dans L2(M,v0). Puisque le �bré unitaire

T 1M est compact ( M compacte), on peut extraire de la suite {(xk, Vk)}k, une sous-suite
{(xk, Vk)}k, (par abus de notation), convergente vers (p, Vp) ∈ T 1M . D'après le lemme
4.2.5, il existe un voisinage ouvert Ωp de p, tel que

lim
t→0
‖dx(t logPt)Ωp(V )− dxRΩp(V )‖L2(Ωp) = 0

uniformément en x ∈ Ωp, V ∈ T 1
xM . Or, il existe k0 ∈ N∗, tel que, pour tout k > k0,

xk ∈ Ωp, et
lim
k→∞

‖dxk(tk logPtk)Ωp(Vk)− dxkRΩp(Vk)‖L2(Ωp) = 0,

avec

‖dxk(tk logPtk)Ωp(Vk)‖L2(Ωp) ≤ ‖dxk(tk logPtk)(Vk)‖L2(M,v0) = 0, pour tout k > k0,

ce qui nous donne que
lim
k→∞

‖dxRΩp(Vk)‖L2(Ωp) = 0,

et
‖dpRΩp(Vp)‖L2(Ωp) = 0.

Ainsi, dpRΩp(Vp) est identiquement nulle dans L2(Ωp), ce qui est absurde, car Vp est
unitaire, et RΩp est une immersion en tout point de Ωp.

te
l-0

05
44

15
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



98
Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace de Hilbert à
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(b) Démontrons maintenant par l'absurde qu'il existe ξ2 > 0, tel que pour tout t < ξ2,
t logPt est injective : Supposons que, pour tout k ∈ N∗, il existe tk ≤ 1

k , xk 6= yk dans M ,
avec, tk logPtk(xk) = tk logPtk(yk). D'après le lemme 4.2.2, on a

lim
t→0
‖t logPt(x)−R(x)‖L2(M,v0) = 0

uniformément en x ∈M . Et on a

‖R(xk)−R(yk)‖L2(M,v0) ≤ ‖tk logPtk(xk)−R(xk)‖L2(M,v0) + ‖tk logPtk(xk)− tk logPtk(yk)‖L2(M,v0)

+ ‖tk logPtk(yk)−R(yk)‖L2(M,v0) ,

alors
lim
k→∞

‖R(xk)−R(yk)‖L2(M,v0) = 0.

En passant par deux sous-suites de {xk}k, et {yk}k, notées également {xk}k, et {yk}k (par
abus de notation) et convergentes respectivement vers x∞, et y∞, on a, R(x∞) = R(y∞)
d'après la continuité de R, et, x∞ = y∞, d'après l'injectivité de R (c.f. lemme 4.2.1).

Posons x∞ = y∞ = p. D'après le lemme 4.2.5, il existe un voisiange ouvert Ωp de
xp, tel que, pour tout a > 0, il existe ξ2 > 0, tel que pour tout t < ξ2, x ∈ Ωp, et tout
V ∈ T 1

xM , on a
‖dx(t logPt)Ωp(V )− dxRΩp(V )‖L2(Ωp) ≤ a.

Soit Kp un voisinage compact de p, tel que Kp ⊂ Ωp. D'une part, le lemme 4.2.4
nous donne l'existence de b > 0, tel que,

‖dxRΩp(V )‖L2(Ωp) > b, pour tous x ∈ Kp, V ∈ T 1
xM. (4.2.1)

D'autre part, soit a > 0, tel que a < b. Comme

lim
t→0
‖dxRΩp(V )− dx(t logPt)Ωp(V )‖L2(Ωp) = 0,

alors il existe ξ2 > 0, tel que, pour tout t < ξ2,

‖dxRΩp(V )‖L2(Ωp) − ‖dx(t logPt)Ωp(V )‖L2(Ωp) ≤ a, pour tous x ∈ Kp, V ∈ T 1
xM.

(4.2.2)

Les deux équations 4.2.1, et 4.2.2 impliquent que pour tout t < ξ2, et tous x ∈ Kp, V ∈
T 1
xM , on a

‖dx(t logPt)Ωp(V )‖L2(Ωp) ≥ ‖dxRΩp(V )‖L2(Ωp) − a
≥ (b− a).

Considérons maintenant y, z ∈ Kp. En intégrant le long de la géodésique γ reliant y à z,
et telle que |γ̇(s)| = 1, pour tout s ∈ [0, r(y, z)], on a∫ r(y,z)

0

‖dγ(s)(t logPt)Ωp(γ̇(s))‖L2(Ωp)ds ≥ (b− a)
∫ r(y,z)

0

|γ̇(s))|ds

et
‖(t logPt)Ωp(y)− (t logPt)Ωp(z)‖L2(Ωp) ≥ (b− a)r(y, z).
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4.3 Plongement à l'aide de la solution fondamentale. 99

Or, il existe k0 ∈ N∗, tel que, pour tout k > k0, xk, yk ∈ N∗,

0 = ‖(t logPt)Ωp(xk)− (t logPt)Ωp(yk)‖L2(Ωp) ≥ (b− a)r(xk, yk)

et r(xk, yk) = 0 pour tout k > k0, ce qui est absurde car xk 6= yk, pour tout k ∈ N∗. Donc,
t logPt est injective pour tout t < ξ2, où 0 < ξ2 < ξ1.

4.3 Plongement à l'aide de la solution fondamentale.

Dans cette section, on va achever la démonstration du théorème 4.0.10.

Preuve du théorème 4.0.10. Soit ξ > 0, comme dans le lemme 4.2.6, alors, si la
conjecture 4.0.9 est vraie,

(a) Pt est une immersion pour t < ξ : En fait, si x ∈M , et V ∈ T 1
xM , alors,

tdx logPt(V ) 6= 0 dans L2(M, v0),

puisque t logPt est une immersion deM dans L2(M,v0), pour t > ξ. E comme P (t, x, y) > 0,
pour tous x, y ∈M , alors

dxPt(V ) 6= 0 dans L2(M,v0),

et Pt est une immersion pour t < ξ.

(b) Soient x, y ∈ M , et t < ξ. Si Pt(x) = Pt(y), alors t logPt(x) = t logPt(y), et
x = y. Ainsi Pt est injective pour tout t < ξ.

4.4 Métrique image réciproque

Dé�nissons l'application

Ψt : M → L2(M,v0), t ∈ [0, ξ]

x 7→ (4π)
n
4 (2t)

n+2
4 Pt(x),

où ξ > 0 tel que Pt est un plongement pour tout t < ξ.

Le but de cette section est de démontrer que, sous la condition que la conjecture 4.0.9
soit vraie, la métrique tirée en arrière Ψ∗t est asymptotique à h(0) quand t → 0. Pour ce
but, on démontre le lemme suivant :

Lemme 4.4.1. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors

lim
t→0

t
n
2 +1

∫
M

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2dv0(x) = 0

uniformément en x ∈ M , V ∈ T 1
xM , où K(t, ., .) est le noyau de la chaleur de la variété

(M,h(0)).
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L'idée est motivée par la forme et les propriétés de K(t, ., .). D'abord, si {λi}i∈N et
{ϕi}i∈N sont respectivement les valeurs propres et une base orthonormale de fonctions
propres de ∆h(0), alors

K(t, x, y) =
∑
i∈N

e−λitϕi(x)ϕi(y), x, y ∈M.

D'après [BBG94], page 379,∫
M

|dxK(t, V, y)|2dv0(x) =
∑
i∈N

e−2λitdxϕi(V )dxϕi(V ) = dsK(2t, V, V )|(x,x).

où dsf est "la seconde dérivation mixte" de f , dé�nie par :

dsf(x,x) = d2,yd1,xf(x, y)|(x,x),

d1 et d2 étants respectivement les dérivations par rapport aux variables spatiales x et y.

De plus, dans [BBG94], on démontre que

2(4π)
n
2 (2t)

n
2 +1dsK(2t, V, V )|(x,x) = h(0)(V, V )+

2t
3

(
1
2
Scalh(0)h(0)−Rich(0)

)
+O(t2), quand t→ 0+,

où Scalh(0), Rich(0) sont respectivement la courbure scalaire et le tenseur courbure de Ricci
de la métrique h(0). Ainsi, en démontrant le lemme 4.4.1, on démontre que

lim
t→0

2(4π)
n
2 (2t)

n
2 +1

∫
M

|dxP (t, V, y)|2dv0(y) = h(0)(V, V ), pour tous x ∈M,V ∈ T 1
xM.

Rappel. K(t, x, y) s'écrit sous la forme (c.f. sections 1.2.2, et 1.2.4)

K(t, x, y) = HN (t, x, y) +QN (t, x, y), N >
n

2
+ 1

où

HN (t, x, y) =
e−

r2(x,y)
4t

(4πt)
n
2

N∑
k=0

tkψ̃k(x, y), QN (t, x, y) = O(tN−
n
2 ),

et
∂

∂xi
QN (t, x, y) = O(tN−

n
2−1), (4.4.1)

uniformément en x, y ∈ M , où {xi}ni=1 est un système de coordonnées locales autour de
x, et ψ̃k, k = 0, . . . , N , sont des fonctions C∞ sur M ×M , avec

ψ̃0 = η(x, y)θ−
1
2 (x, y),

et η une la fonction coupure dé�nie dans l'équation 3.2.4.

De plus, d'après l'équation 1.2.10, il existe, pour tout x ∈ M , un voisinage ouvert
ΩKx de x, tel que pour tout y ∈ ΩKx ,

K(t, x, y) =
e−

r2(x,y)
4t

(4πt)
n
2

(ψ̃0 +O(t)).
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4.4 Métrique image réciproque 101

Maintenant, Pour démontrer le lemme 4.4.1, il nous faut les lemmes 4.4.3, et 4.4.3.

Lemme 4.4.2. Pour tout x ∈ M il existe C > 0, un voisinage ouvert ΩKx de x, tel que
pour tous V ∈ T 1

xM , y ∈ ΩKx ,∣∣∣∣dxK(t, V, y)
K(t, x, y)

+
dxr

2(V, y)
4t

∣∣∣∣ ≤ C.
Par conséquent, si la conjecture 4.0.9 est vraie, il existe un voisinage Ωx de x, tel que pour
tout V ∈ T 1

xM , y ∈ TxM , ∣∣∣∣dxP (t, V, y)
P (t, x, y)

− dxK(t, V, y)
K(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ C. (4.4.2)

Preuve. La preuve de ce lemme est identique à celle utilisée pour démontrer le lemme
4.2.5. On doit juste remplacer ũ0, par ψ̃0.

Lemme 4.4.3. Si la conjecture 4.0.9 est vraie, alors pour tout x ∈ M , il existe un voi-
sinage ouvert Ωx, t0 > 0, et C > 0, véri�ants la propriété suivante : pour tout t < t0, et
tout y ∈ Ωx,

P (t, x, y)
K(t, x, y)

≤ eO(r) + Ct, (4.4.3)

Preuve. Soit x ∈ M . Sous condition que la conjecture 4.0.9 soit vraie, il existe un
voisinage ouvert ΩPx de x, tel que, pour tout y ∈ ΩPx ,

P (t, x, y) =
e−

r2(x,y)
4t

(4πt)
n
2

(ψ̃0 +O(t)).

De même, comme mentionné dans le rappel ci-dessus, il existe un voisinage ouvert ΩKx de
x, tel que pour tout y ∈ ΩKx ,

K(t, x, y) =
e−

r2(x,y)
4t

(4πt)
n
2

(ψ̃0 +O(t)).

Si on pose
Ωx = ΩPx

⋂
Ωkx,

on a, pour tout y ∈ Ωx,
P (t, x, y)
K(t, x, y)

=
ũ0(x, y) +O(t)
ψ̃0(x, y) +O(t)

.

Or ∣∣∣∣ ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y) +O(t)

− ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ũ0(x, y)ψ̃0(x, y)− ũ0(x, y)

(
ψ̃0(x, y) +O(t)

)
ψ̃0(x, y)

(
ψ̃0(x, y) +O(t)

)
∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣ ũ0(x, y)O(t)

ψ̃0(x, y)
(
ψ̃0(x, y) +O(t)

)
∣∣∣∣∣∣ .
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Plongement d'un �ot de variétés riemanniennes dans un espace de Hilbert à
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En posant c0 = inf
y∈Ωx

ψ̃0(x, y) (on veille bien à choisir ΩKx ⊆ B(x, ρ4 )), alors, pour c1 < c0,

il existe t0 > 0, tel que, pour t < t0, |O(t)| < c1. Par suite, il existe C > 0, tel que∣∣∣∣ ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y) +O(t)

− ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ũ0(x, y)O(t)
c0(c0 − c1)

∣∣∣∣ ≤ Ct
pour t < t0, et tout y ∈ Ωx.

De même, il existe C > 0, tel que, pour tout t < t0,∣∣∣∣ O(t)
ψ̃0(x, y) +O(t)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ O(t)
c0 − c1

∣∣∣∣ ≤ Ct.
Ce qui nous donne l'existence de C > 0, t0 > 0, tels que pour tout t < t0,∣∣∣∣P (t, x, y)

K(t, x, y)
− ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y)

∣∣∣∣ ≤ Ct.
et ∣∣∣∣P (t, x, y)

K(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y)

+ Ct.

Or (c.f. section 3.2.2), pour y ∈ B(x, ρ4 ),

ũ0(x, y) = u0(x, y) = θ
− 1

2
0 (x, y)ef(x,y)

où f est dé�nie dans l'équation 3.2.11. En particulier,

f(x, y) = O(r(x, y)).

De plus, pour y ∈ B(x, ρ4 ),

ψ̃(x, y) = θ
− 1

2
0 (x, y).

Alors, pour y ∈ Ωx ⊆ B(x, ρ4 ), on a

ũ0(x, y)
ψ̃0(x, y)

= eO(r),

et ∣∣∣∣P (t, x, y)
K(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ eO(r) + Ct.

Preuve du lemme 4.4.1 Puisqu'il existe, d'après l'équation 4.4.2, C > 0, t0 > 0, tel
que pour pour tous x, y ∈M , V ∈ T 1

xM , et tout t < t0,∣∣∣∣dxP (t, V, y)
P (t, x, y)

− dxK(t, V, y)
K(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ C.
Alors ∣∣∣∣dxP (t, V, y)K(t, x, y)− dxK(t, V, y)P (t, x, y)

P (t, x, y)K(t, x, y)

∣∣∣∣ ≤ C
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4.4 Métrique image réciproque 103

et

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)| ≤ CP (t, x, y) +
∣∣∣∣dxK(t, V, y)

(
P (t, x, y)
K(t, x, y)

− 1
)∣∣∣∣ .

Par l'équation 4.4.3, on a

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)| ≤ CP (t, x, y) + dxK(t, V, y)
(
eO(r) + Ct− 1

)
,

Or eO(r) − 1 = O(r), alors

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)| ≤ CP (t, x, y) + dxK(t, V, y) (O(r) + Ct)

Elevons au carré, et développons, on a

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 ≤ [CP (t, x, y)]2+[dxK(t, V, y) (O(r) + Ct)]2+2CP (t, x, y)dxK(t, V, y) (O(r) + Ct) .

En intégrant sur Ωx par rapport à la variable y, on a∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) ≤
∫

Ωx

(CP (t, x, y))2
dv0(y) +

∫
Ωx

(dxK(t, V, y) (O(r) + Ct))2
dv0(y)

+
∫

Ωx

2CP (t, x, y)dxK(t, V, y) (O(r) + Ct) dv0(y),

D'après la construction du noyau de la chaleur K(t, x, y) (c.f le rappel ci-dessus, et
section 1.2.2), et celle de la solution fondamentale P (t, x, y) dans le chapitre 3, et puisque
Ωx et M sont compactes, on a

t
n
2 +1

∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) ≤ Ctn2 +1

∫
Ωx

e−
r2(x,y)

2t

(4πt)n
dv0(y)

+ Ct
n
2 +1

∫
Ωx

r2(x, y)
t2

e−
r2(x,y)

2t

(4πt)n
(r2 + 2rt+ t2)dv0(y) + Ct

n
2 +1

∫
Ωx

r(x, y)
t

e−
r2(x,y)

2t

(4πt)n
(r + t)dv0(y)

où C > 0 indépendante de y ∈ Ωx, et de t < t0,t0 > 0. Ainsi,

t
n
2 +1

∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) ≤
∫

Ωx

t−
n
2 +1e−

r2(x,y)
2t dv0(y)

+
∫

Ωx

t−
n
2−1r2(x, y)e−

r2(x,y)
2t (r2 + 2rt+ t2)dv0(y) +

∫
Ωx

t−
n
2 r(x, y)e−

r2(x,y)
2t (r + t)dv0(y)

Supposons que Diam(Ωx) < 2a, où a > 0. En passant par les coordonnées polaires, et
d'après la remarque 3.3.2, il existe C > 0, tel que, pour tout t < t0,

t
n
2 +1

∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) ≤ C
∫ a

0

t−
n
2 +1e−

r2(x,y)
2t rn−1dr

+ C

∫ a

0

t−
n
2−1r2(x, y)e−

r2(x,y)
2t (r2 + 2rt+ t2)rn−1dr + C

∫ a

0

t−
n
2 r(x, y)e−

r2(x,y)
2t (r + t)rn−1dr.

En développant,

t
n
2 +1

∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) ≤ C
∫ a

0

t−
n
2 +1e−

r2(x,y)
2t rn−1dr

+ C

∫ a

0

t−
n
2−1e−

r2(x,y)
2t rn+3dr + C

∫ a

0

t−
n
2 e−

r2(x,y)
2t rn+2dr + C

∫ a

0

t−
n
2 +1e−

r2(x,y)
2t rn+1dr

(4.4.4)

+ C

∫ a

0

t−
n
2 e−

r2(x,y)
2t rn+1dr + C

∫ a

0

t−
n
2 +1e−

r2(x,y)
2t rndr

te
l-0

05
44

15
1,

 v
er

si
on

 1
 - 

7 
D

ec
 2

01
0



104
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l'aide de sa solution fondamentale

les termes à droite de l'inégalité ci-dessus, sont de la forme
∫ a

0

t−ie−
r2(x,y)

2t rjdr. Or (c.f.

remarque 3.3.3)

t−ie−
r2(x,y)

2t rjdr = tαr−2(i+α) r
2(i+α)

ti+α
e−

r2(x,y)
2t rj

= tαrj−2(i+α) r
2(i+α)

ti+α
e−

r2(x,y)
2t ≤ Ctαrj−2(i+α), α > 0, C > 0.

Et comme

lim
t→0

∫ a

0

tαrj−2(i+α)dr = 0 si j − 2(i+ α) > −1, α > 0

ce qui est le cas pour tous les termes à droite de l'inégalité 4.4.4, alors

lim
t→0

t
n
2 +1

∫
Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) = 0.

D'autre part, pour tout y ∈M \Ωx, r(x, y) ≤ dist(x, ∂Ωx), (la distance entre x et le bord
de Ωx est positive puisque Ωx est un voisinage de x), et,

dxQN (t, V, y) = O(tN−
n
2−1)( c.f. équation 4.4.1),

dxΘN (t, V, y) = O(tN−
n
2−1)( c.f. équation 4.0.3).

Alors, avec le même calcul fait ci-dessus, on a

lim
t→0

t
n
2 +1

∫
M\Ωx

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) = 0

et

lim
t→0

t
n
2 +1

∫
M

|dxP (t, V, y)− dxK(t, V, y)|2 dv0(y) = 0

pour tout x ∈M , V ∈ T 1
xM . D'où le lemme.

Corollaire 4.4.4.
lim
t→0

Ψ∗t (V, V ) = h(0)(V, V ).

Preuve. On a∫
M

|dxK(t, V, y)|2 dv0(y) =
∑
i≤0

e−2λit (dxϕi(V ))2 = dsK(2t, V, V )|(x,x),

et d'après la métrique réciproque dans le théorème 0.0.11, en faisant bien attention qu'on
remplace ici t par 2t, on a

lim
t→0

2
n
2 (4π)

n
2 (2t)

n
2 +1dsK(2t, V, V )|(x,x) = h(0)(V, V ).
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4.5 Reconstruction de la solution fondamentale avec ses

coe�cient dans la base des fonctions propres de ∆g(0)

Soit a = {φi(0)}i∈N une base orthonormale de fonctions propres de ∆g(0) dans L2(M,dv0),
alors comme P (t, ., .) ∈ L2(M, v0)× L2(M, v0), on peut l'écrire sous la forme

P (t, x, y) =
∑
i,j≥0

aij(t)φi(0, x)φj(0, y), x, y ∈M

où ∑
i≥0

aij(t)φi(t, x) =
∫
M

P (t, x, y)φi(0, x)dv0(x),

et aij(t) est une fonction continue sur [0, T ] dé�nie par

aij(t) =
∫
M

∫
M

P (t, x, y)φi(0, x)φj(0, y)dv0(x)dv0(y).

Alors on a

Corollaire 4.5.1. L'application

Ψa
t : (M,h(t))→ l2

x 7→

∑
i≥0

aij(t)φi(0, x)


j∈N

est un plongement pour tout t < ξ, où ξ est le même nombre positif présent dans le
théorème 4.0.10. Par conséquent, Ψa

t ◦ ηt est un plongement de (M, g(t)) dans L2(M,v0),
pour t < ξ, où ηt est la famille de di�éomorphismes de M , dé�nie dans 1.3.2.

Preuve. Considérons l'application

Ia : L2(M,v0)→ l2

f 7→ {ci(f)}i∈N

où ci(f) =
∫
M
f(y)φi(0, y)dv0(y) sont les coe�cients de f dans la base de fonctions propres

de ∆g(0). Alors, pour tout x ∈ M , Ψt(x) = Ia ◦ Pt(x), Pt étant l'application dé�nie dans
le théorème 4.0.10.

1. Ψa
t est continue en (t, x), pour 0 < t < ξ, et x ∈ M . En fait, d'une part, si (tn, xn)

converge vers (t, x), alors par la continuité de P sur ]0, T [×M ×M , on a

lim
t→0
‖Ptn(xn)− Pt(x)‖L2(M,v0) = 0.

D'autre part, si {fn}n est une suite dans L2(M,v0) qui converge vers f (pour la
norme de L2(M,v0)), alors

‖Ia(fn)− I(f)‖2l2 =
∑
i∈N

∣∣∣∣∫
M

(fn − f) (y)φi(0, y)dv0(y)
∣∣∣∣2

= ‖fn − f‖2L2(M,v0) → 0

quand n→∞. Ce qui nous donne que,

lim
n→∞

‖Ψa
tn(xn)−Ψa

t (x)‖l2 = lim
n→∞

‖Ia (Ptn(xn))− Ia (Pt(x)) ‖L2(M,v0) = 0.
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l'aide de sa solution fondamentale

2. Supposons que Ψa
t (x) = Ψa

t (y), pour x, y ∈M , et t < ξ, alors,

Ia ◦ Pt(x) = Ia ◦ Pt(y).

Ceci nous donne, puisque la base {φi(0)}i∈N est complète, que Pt(x) = Pt(y), alors
x = y (d'après l'injectivité de Pt pour t < ξ). D'où l'injectivité de Ψa

t pour t < ξ.

3. Ψa
t est une immersion pour t < ξ. En fait, supposons que dxΨa

t (V ) = 0 pour x ∈M ,
V ∈ TxM , alors

∑
i≥0

aij(t)dxφi(0, V ) = 0, pour tout j ∈ N, ce qui nous donne que

dxPt(V ) = 0, et V = 0 (puisque Pt est une immersion pour t < ξ).
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Résumé

Le but de la thèse est de relier entre les propriétés de di�usion des variétés riemanniennes
et leur géométrie. On veut plonger une famille de variétés riemanniennes dont la métrique
est dépendante d'un paramètre t dans un espace de Hilbert par ces propriétés de di�usion.
Plus précisément, à l'aide des fonctions propres du laplacien correspondant ou de son
noyau de la chaleur. On démontre qu'on peut construire des plongements par un nombre
�ni de fonctions propres pour toute famille de variétés riemanniennes (M, g(t)) telle que la
métrique g(t) est analytique en fonction de t. Dans le cas où g(t) est de volume constant,
on peut construire un plongement avec toutes les fonctions propres. Ce dernier s'appelle
plongement G.P.S et donne beaucoup d'informations sur cette famille de variétés. Ensuite,
on construit la solution fondamentale P de l'équation de la chaleur non linéaire sur (M,
g(t)) telle que g(t) soit de volume constant. Finalement, on émet une conjecture sur ce
noyau de la chaleur. Si cette dernière s'avérait vraie, on pourrait plonger (M, g(t)) dans
un espace de Hilbert à l'aide de P.

Abstract

In this thesis, we create links between the properties of di�usion of the Riemannian mani-
fold and its geometry. We embedd a family of Riemannian manifolds whose metric is time
dependent, into a Hilbert space with its du�usion properties. Namely, via the eigenfunc-
tions of the corresponding laplacian or its heat kernel. We prove that we can construct
embeddings via a �nite number of eigenfunctions for all families of Riemannian manifolds
(M, g(t)) such that g(t) is analytic in t. If the volume of (M, g(t)) is constant, we can
construct an embedding with a complete eigenfunctions basis. This embedding will be cal-
ledÂ  the G.P.S embedding. This embedding is very informative regarding this family of
manifolds. Then, we construct the fundamental solution P for the non-linear heat equation
acting on (M,g(t)), such that the volume (M, g(t)) is constant. Finally we give a conjecture
on the asymptotic formula of P, and we prove that, if this conjecture is true, we can embed
(M,g(t)) into a Hilbert space via P.

Mots clés

Géométrie riemannienne, variété compacte, laplacien, valeurs/fonctions propres, di�usion,
équation de la chaleur, solution fondamentale, paramétrix, plongement.

Riemannian geometry, compact mani�od, Laplacian, eigenvalues/eigenfunctions, di�u-
sion, heat equation, fundamental solution, parametrix, embedding.
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