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Chapitre 1

Introduction

La premiere partie traite des résultats connus au sujet D&RE tandis que les trois parties suivantes
sont indépendantes et abordent les résultats nouveaunusbél cours de cette thése. Le début de ce
chapitre s’inspire fortement de l'introduction de [19].

1.1 Rappels préliminaires sur la théorie des EDSRs

L'objet de cette thése est I'étude de certaines équatidfésehtielles stochastiques rétrogrades (notées
EDSRs). Commencons donc par rappeler qu'une EDSR est uaéic@udu type

T T
Yt=§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ Z,dW,. 0<t<T, (1.1)
t t

ou (Wi)o<e<r €St un mouvement brownieirdimensionnel défini sur un espace de probabilité complet
(Q, F,P) dont la filtration naturelle augmentée est nat#g)o<:<7. Les données d’une telle équation sont
d’une part la condition terminalg qui est une variable aléatoifé--mesurable a valeur dai®¥ et d’autre
part, le générateuf, fonction aléatoire définie sid, 7] x 2 x R¥ x RF*4 & valeur dan®* et mesurable
par rapport aux tribu® ® B(RF) @ B(R**9) et B(R¥), P désignant la tribu des événements prévisibles.
Résoudre une telle équation consiste a trouver un coupleadessugY;, Z;)o<i<r adapté par rapport a

la filtration engendrée par le mouvement brownii€ret vérifiant I'équation (1.1). Donnons une définition
plus précise.

Définition 1.1 Une solution de 'EDSR (1.1) est un couple de procesiig) a valeur danR* x R¥*d
tel que,Y est continu et adapté; est prévisible eP-p.s.,t — Z; appartient aL>([0,T)), t — f(t, Y, Z;)
appartient aL*([0, 7). et

T T
Yt:§+/ f(s,YS,ZS)ds—/ ZdW,, 0<t<T.
t t

Avant de poursuivre il peut étre bon d’expliquer un peu phiigitivement la notion d’EDSR. Supposons
que I'on souhaite résoudre I'équation différentielle snite :

dYy

— =L = f(t,Y,), te]o,T],

L= f(t.Y)), tel0.T]

avec la condition terminalg;r = ¢ - d’ou la dénomination « rétrograde » - en imposant que, pudiinstant

t € [0,T], Y: ne dépende pas du futur apres’est & dire que le processtissoit adapté par rapport a la
filtration (F4).c[0,7)- Prenons un exemple simplef:= 0. On doit donc résoudre I'équation différentielle

suivante :
dy;

dt

Le candidat naturel pour étre solution est alBrs= ¢. Malheureusement ce dernier n'est pas adapgé si
n’est pas déterministe. Nous pouvons également consi@éneeilleure approximation, dars’, adaptée,

=0, tel0,T], avec, Yr=¢.
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donnée par la martingalé = E[{|F;]. Le théoréme de représentation des martingales browrsermes
assure alors I'existence d’'un procesgude carré intégrable et adapté tel que :

t
Y, = El¢|F,] = El¢] + /0 Z,dW,.

Un simple calcul montre ainsi que
T
Y, =¢ f/ ZsdWs, i.e. —dYy,=—Z,dW,;, avec Yr=~¢.
t

La seconde inconnug permet donc au processtigl’étre adapté. Pour garder le plus de généralité possible,
on peut alors faire dépendfede Z et ainsi I'équation différentielle initiale devient I'égtion différentielle
stochastique rétrograde suivante :

—dY; = f(t, Y:, Zt)dt — ZydWy, avec, Yp = 6

1.1.1 Résultats connus

Les EDSRs ont été introduites, dans le cas ou le générateuneg$onction linéaire, par Bismut [15].
Néanmoins, le point de départ de la théorie des équatiomgréates est I'article de Pardoux et Peng [74],
dans lequel ces deux auteurs considérent des EDSRs domndeaggur est non linéaire par rapport aux
deux variableg etz. Rappelons ce résultat.

Théoréme 1.2 Supposons le génératefilipschitzien par rapport &y, z), uniformément e, w), et

E < +o00.

T
2 ,0,0)]*d
€] +/0 1£(5,0,0) ds

Alors 'EDSR (1.1) posséede une unique solutighz) telle queZ soit un processus de carré intégrable.

Il convient de noter que ce résultat peut étre démontré eastiies mémes idées que pour obtenir I'exis-
tence et I'unicité d’une solution pour des équations défdielles ordinaires ou stochastiques : I'article [74]
repose sur l'utilisation du lemme de Gronwall mais il estlégeent possible d’utiliser un argument de point
fixe (cf [41] par exemple).

Aprés la publication du théoréme cité précédemment, de reumtauteurs ont cherché a affaiblir les
hypothéses sous lesquelles on peut obtenir I'existen¢enétité de 'EDSR (1.1). La liste compléte serait
trop longue a énumérer. On peut tout de méme diviser ledaé¢sobtenus en deux catégories : ceux valables
en toutes dimensions, lorsqlieest a valeur dariR”, et ceux qui sont propres a la dimensign” étant alors
un processus réel. En ce qui concerne le premier point, $estaés reposent généralement sur I'obtention
d’estimations a priori déduites d’'une variante du lemme den@all ou bien d’'un théoréme du point fixe.
Signalons notamment l'article [21] qui donne des résultagistence et d’unicité pour des EDSRs dont la
condition terminale appartient a Ur¥ pourp > 1 et dont le générateur est supposé lipschitzien erais
seulement « monotone » gnCette condition de monotonie s’écrit :

El/’La Vyayla (yiy/)(f(ayv)if(ayla)) g:u‘|y7y/|2

Notons également que le cas= 1 est étudié dans ce méme article. Pour le second point, ar SAvai
valeurs réelles, les hypothéses peuvent étre affaibligsicieldu théoréme de comparaidof&n particu-
lier, Lepeltier et San Martin ont construit des solutionscimeales et minimales lorsque le générateur est
seulement continu ey, z) et a croissance linéaire. Mais, une des avancées les phificgiives pour cette
théorie est due a Kobylanski [60] qui a construit des sohigipour des EDSRs quadratiques, c'est a dire
des EDSRs dont le générateur est a croissance quadratiquppart a la variable. Pour étre plus précis,
une EDSR du type (1.1) est dite quadratique lorsque le gnérfsatisfait la condition :

vy
y.z |ty 2l <ot Blyl+ 5 lo” Pps,

1Ce dernier permet, si I'on sait comparer deux génératglys’? ainsi que deux conditions terminalgs et £2, de comparer les
deux solutions associéas! etY 2.
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ou 3, v sont des constantes positiveswetst un processus adapté positif satisfaisant la propriétéglra-
bilité suivante :

T
4C > 0, / asds < C, P-p.s.
0

La question de l'unicité est également traitée dans ce métisteaavec des hypothéses supplémentaires.
Une partie des résultats de Kobylanski a ensuite été étemdmecadre plus général par Lepeltier et San
Martin [64]. Cette généralisation concerne en fait la @aice du générateur par rapport a la varigbla
croissance par rapportzaétant toujours quadratique. Une des caractéristiquesésedtaits obtenus dans
ces travaux est que la condition terminglest supposée bornée. Or cette condition n’est pas natoeelte
I'on prend 'EDSR de génératelLtzr|2 /2 on peut montrer par une simple transformation exponeetiple

Y; := InE[e*|F;] est une solution. On voit ainsi que la bornitudetdest une condition a priori trop forte,

la simple existence d’un moment exponentiel semblant suffiorts de cette remarque, Briand et Hu ont
montré dans [24] un résultat d’existence ainsi qu’un résdtunicité dans I'article [25]. L'article [36] qui
fait I'objet du chapitre 4 consiste justement a améliorerésailtat d’unicité.

Pour terminer, notons que des résultats supplémentaivegpeétre obtenus pour les EDSRs quadra-
tiques dont la condition terminale est bornée : sous desthgpes plus fortes concernant la condition
terminale et le générateur on peut montrer que l'intégitalehastique du processdspar rapport au mou-
vement brownieV est une martingale a oscillation moyenne bornée, égaleappeiée martingale OMB
ou BMO. Ceci permet notamment aux auteurs de [55] d’obteniésultat d'unicité. Les auteurs des articles
[20] et [1] obtiennent également des estimations sur ledisols qui permettent d’en déduire un résultat de
stabilité. Ce type d’argument est essentiel pour obtesirdsultats du chapitre 5.

1.1.2 Quelques champs d’application des EDSRs

Depuis les premiers résultats théoriques obtenus pour&RE, cette théorie n'a cessé de se déve-
lopper en raison de ses applications dans les domaines datdit aux dérivées partielles (EDPs), de
la finance et du contr6le stochastique. Pour ce qui est ddeatigns des EDSRs aux EDPs, il convient
d’introduire la classe particuliere des EDSRs markovisnReur ces équations, I'aléatoire du générateur
et de la condition terminale est donné par une diffusions précisémentY’, Z) est solution de 'TEDSR

T T
Y; = g(X7) +/ f(s,XS,YS,ZS)ds—/ ZsdWs, (1.2)
t t
ou X est solution de 'EDS
ot ot
Xi==x +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs,
0 0

et f etg sont des fonctions déterministes. Considérons 'EDP
Owu+ Lu+ f(.,,utVuo) =0, u(T,.) =g, (1.3)

avec, le générateur du semi-groupe de la diffusiordonné par
1
Lo = §Tr(atav2v) +' bV,

et supposons que cette EDP posséde une solution suffisamégahéreu. En appliquant la formule d’It6,
on montre finalement queu(t, X;), ‘Vuo(t, X;))o<i<r €st solution de 'EDSR (1.2). En particulier, la
formulew (0, z) = Y, généralise la formule de Feynman-Kac qui donne une intefioé probabiliste a la
solution d’'une EDP. Cette relation entre les EDPs et les EDSRilise dans les deux sens : on peut étudier
'EDSR pour obtenir certaines propriétés de 'EDP assooid¢éaire le contraire. Une autre application
possible de ce type de formule est la simulation numériqumtigions d’EDPs en utilisant des méthodes
probabilistes. Peng [73] est le premier a remarquer ce lieredes EDSRs et les EDPs en travaillant
avec des solutions classiques (pour les EDPs). Néanmaitisebrie des EDSRs permet de travailler de
maniére naturelle avec des solutions de viscosité (cf [T8jus allons rappeler rapidement la définition
d’une solution de viscosité. Pour plus de détails, nousayons le lecteur au livre de Barles [10].
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Définition 1.3 Une fonction continue définie surl0, 7] x R telle queu(T,.) = h est une sous-solution
(respectivement sursolution) de viscosité de I'EDP (1i.8ar toute fonctionp, de class€!:2([0, T x R?),
ona

dro(to, xo) + Lo(to, 20) — f(to, xo, u(to, x0), ‘Vo(te,z0)) = 0, (respectivement 0)

dés que: — ¢ posséde un maximum local (respectivement minimum locgidit (¢, o) € (0,7T) x R%.
Une solution de viscosité est a la fois sous-solution etduti®n de viscosité.

Une formule de Feynman-Kac pour les EDPs semi-linéairesiégges avec condition de Neumann est
établie dans le chapitre 2 tandis que le cas des EDPs sefifias avec une croissance quadratique par
rapport au gradient est étudié dans le chapitre 4.

Un second exemple d’application se trouve dans le domaireudidle stochastique. Considérons par
exemple le probleme de contr6le optimal étudié dans llarfé2] consistant a minimiser la fonction de
co(t suivante :

J(u)=E

T
/ h(thZLaut)dt+g(X%)‘| )
0

ou u désigne un processus de contrdle a valeur dansn sous ensemble fermé @&, et X" est le
processus défini comme solution de 'EDS suivante :

t t
Xi==z +/ b(s, X)ds +/ o (s, Xo)[dWs + (s, X ug)ds]. (1.4)
0 0
Afin de résoudre ce probléme nous introduisons I’hamiltodie systeme)> comme suit :
Ytz z) = in£ (h(t,x,u) + z.r(t, z,u)) .
ue

La réponse au probleme de contrdle s’exprime a I'aide delldisn (Y, Z) de 'TEDSR

T T
Y: = g(X7) —|—/ (s, Xs, Zs)ds —/ ZdWs,
t t

ou X estsolutionde I'EDS (1.4) avec= 0. On a alors/ > Yj et sous certaines conditions on peut montrer
I'égalité ainsi qu’exhiber un contréle optintad I'aide deZ. Notons que, sous I'hypothése que la fonction
h est a croissance quadratique par rapportet v, on peut montrer qué est a croissance quadratique

enz et, de ce fait, 'EDSR associée est de type quadratique ti@sapplications des EDSRs au domaine
du contréle optimal sont abordées dans les articles [76}@tpar exemple. Des problémes de contrdle
ergodique sont étudiés dans le chapitre 2.

Enfin, les mathématiques financiéres sont également unrmas gomaine d’application des EDSRs.
N’ayant pas travaillé sur ce type de problématiques au coersette thése, nous renvoyons le lecteur a
I'article d’El Karoui, Peng et Quenez [41]. En ce qui coneete probleme plus spécifique des EDSRs
guadratiques, on pourra se référer par exemple aux arftde85, 54] ou la these [70].

1.1.3 Lasimulation numérique des EDSRs

Des lors que des applications pratiques voient le jour, &stjon de la simulation numérique des ED-
SRs se pose tout naturellement. Avant de sérier les diffésanéthodes proposées dans la littérature pour
résoudre ce probléme, il est bon de préciser la problénmtitput d’abord, notons que le probleme de la
discrétisation et de la simulation d’EDSs est plutot biempds et traité. Par exemple, si le processis
est solution de 'EDS

t t
X, = ac—l—/ b(s,Xs)ds—i—/ o (s, Xs)dWs,
0 0

alors la solution la plus simple pour obtenir une approxiam¢n temps discret d& est de considérer le
schéma d’Euler

X =
{Xn = Xy 40, X)) (i1 — ti) + ot X3)(Weyy, = We,), i€{0,....,n—1},

tit1 i+1 i

2Un contrdle optimal est un contréle qui permet d’atteindrdimum de.J sur I'ensemble des contréles admissibles.
3voir par exemple le livre de Kloeden et Platen [59]
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avec0 = ¢y < ... < t, = T une partition dd0, T']. Le processus ainsi obtenu a le bon godt d’étre encore
adapté. De plus, il est possible d'obtenir assez facilemmeavitesse de convergence pour ce schéma. Enfin,
un tel algorithme est facilement implantabtir un ordinateur. Considérons mainten@nt?) la solution

de 'EDSR

T T
Vgt [ fYazds- [ zaw.
t t
que I'on souhaite approcher par un coud&', Z™) de processus adaptés a temps discret. Si I'on remplace
ff“ [(s,Ys, Zs)ds par(tiy1—t;) f(t:, Y/, Z}") alors le théoreme de représentation martingale nous assure
I'existence d’'un processqi,ﬁ)te[oﬂ tel que I'on ait

tig1
Y= Y7+ flt Y 20 (b — ) —/ Znaw,.
t

i

Pour Z}* nous allons prendre la meilleure approximationgie par une variable aléatoitg;, -mesurable
dansL2(Q X [ti,tiy1]), & savoir

d’apres l'isométrie de l'intégrale d’It6. Cela nous perrd&btenir un premier schéma de discrétisation en
temps donné par

tig1
ZZ = (ti+1 — ﬁi)ilE |:/ Z‘fds‘}}l] = (ti+1 — ﬁi)ilE |: it (Wtz+1 — Wm)
123

Y =¢
ZZ = (tiJrl —t; ) 'E |: t+1(Wti+1 - th) fti} (15)
v =B [V Fu] + (e — 0 £ Y 22), i€ {0,n— 1}

Un tel schéma estimplicite caf’ est solution d’'une équation non linéaire. Néanmoins, si$oppose que
/ est une fonction lipschitz ep alors un argument de point fixe nous assure I'existence eicité d'une

solution lorsquér est suffisamment petit car dans ce gas> E [ bt ’]—}i} + (tig1 — ti) f(ts,y, Z7)) est

une contraction dank?(F;,). Notons qu'il est également possible de modifier [égéremmeisthéma pour
le rendre explicite en considérant

tn T

Z = (tiq1 — t;)'E {Ytll(WtHl - W)
Y =E { v i — ) f(6, Y4 Z1)

] (1.6)
} . ie{0,.n—1}.

Contrairement au schéma d’Euler pour les EDSs, I'algorittoitenu n’est pas implantable tel quel car il
reste a évaluer les espérances conditionnelles.

Discrétisation temporelle et évaluation des espérancesmuditionnelles. Comme nous allons pouvoir
le constater, il existe de nombreux travaux traitant derfaukition des EDSRs. Commencons par traiter
ceux qui s'appuient sur la discrétisation temporelle d®BR décrite peu avant. Tout d’abord dans [86]
puis dans [84], Zhang établit des propriétés fines de solsitiEDSRs. En particulier, il obtient un résultat
fondamental sur la régulari#? de Z. Sion note) = to < t; < ... < t, = T une subdivision dé), T'] et

on définit

B 1 rrti+a
Zy, = ——E / sts‘fti} , Vie{0,...,n—1},
tiv1 —1; t
alors Zhang montre que sous certaines conditions, on a
n—1 roptir o,
S E / |2 — 7, dt] < C6,,
i=0 LIt

4Lutilisation du verbe « implanter » en lieu et place du néigme « implémenter » est un sujet régulierement débattuenséta
second terme a été officiellement adopté par la commissio@rgie de terminologie et de néologie le 20 avril 2007. Poaupart, je
me bornerai a utiliser uniquement le premier terme.
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avecd, le pas de la subdivision. Ce résultat lui permet d’'étable uitesse de convergence dans [86] pour
un schéma moins naturel que (1.5) puis pour le schéma (InS)[84]. Par contre la question de I'évaluation
des espérances conditionnelles n’est pas abordée.

Dans [17], Bouchard et Touzi étudient également la vitegseotivergence du schéma implicite (1.5).
De plus ils utilisent des techniques du calcul de Malliaviées de I'article [16] pour approcher ces espé-
rances conditionnelles. Les auteurs analysent la projpagde I'erreur su” mais pas suZ. En outre, le
schéma numérique semble difficile et coliteux a mettre ere @aaehors du cas o%i est un mouvement
brownien ou un mouvement brownien géométrique.

Dans [48], Gobet, Lemor et Warin donnent un schéma totalemmgiantable et étudient sa vitesse de
convergence. Celui-ci se base également sur le schémait@gli.5). En se placant dans un cadre marko-
vien, la solution(Y;, Z;)cjo,7) de 'TEDSR peut s'exprimer comme un couple de fonctions dupteat de
X (u(t, Xt),v(t, X¢))epo,r)- Ainsi, évaluer les espérances conditionnelles revienaéuér ces fonctions
u etv. Pour ce faire, les auteurs proposent d’évaluer leur ptiojesur un sous-espace vectoriel fonction-
nel : typiqguement les bases considérées peuvent étre uaelbgpercubes de taille fixée ou bien une base
de polyndmes de degré donné sur ces hypercubes. Ensuifaojestions sont elles-mémes évaluées par
une méthode de Monte-Carlo : on simule dans un premier teepsadlisations d&’, ou d’un processus
approchantX, puis on détermine la projection des fonctianst v a I'aide d’'une méthode des moindres
carrés. Le schéma étant implicite, il est nécessaire d@j@uchaque pas de temps des itérations de Picard
afin d’approcher le point fixe. Dans l'article [49], ces troi€mes auteurs proposent un travail similaire en
partant cette fois du schéma explicite (1.6). Notons queleex papiers sont tirés de la these [63] ou de
nombreuses simulations numériques sont développées.

Nous avons vu que le schéma proposé par Gobet, Lemor et Wargl'drticle [48] se fait de maniére
rétrograde en partant dé Dans l'article [13], Bender et Denk présentent une améfion de ce schéma
en proposant une évaluation des espérances conditioanelfeplus de maniere rétrograde mais progres-
sive : I'idée est de considérer les itérations de Picardtdi@raluation des espérances. Ainsi, si I'on note
(Yymk Zmk) |la kieme itérée de Picard de 'EDSR discrétisée, nous avons

Ym0 =0
Zm0 =0
W,

n,k i n,k—1 n,k—1 .
7k~ E ﬁ(&zj L (e — ) (Y 2 )) ‘}}i}, ie{0,.n—1},

YR =R €+ 05 (b — ) f(t jvn?’k_lazfj’k_l)‘fti} , 1€{0,...,n},

a.7)
puis, dans un second temps, les espérances conditiondelEsschéma progressif sont évaluées a l'aide
des mémes outils que ceux des articles [48, 49].

Dans l'article [46], Gobet et Labart obtiennent pour des BRB$#arkoviennes un développement plus
fin de I'erreur d’approximation temporelle du schéma (1di)ssdes conditions fortes de régularité pgur
g, b eto. Les auteurs trouvent notamment une meilleure vitesse keecgence que celle de [49] lorsque
I'on sait simuler de maniére exacte le processus progr&ssi qui est le cas par exemple du mouvement
brownien, du mouvement brownien géométrique ou bien desepeus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Tous les articles précédents établissent leurs résubtatdebse de convergence lorsguest une fonc-
tion lipschitz. Dans l'article [51], Gobet et Makhlouf éiedt la vitesse de convergence du schéma (1.6)
lorsqueg est peu réguliere. Pour mesurer ce manque de régularitgrissluisent I'espace

_ o oy Bl —ElgXnE
Loai= {gt.q.E[gaT)HO@gl T <+ }

aveca €]0,1]. Par exempleg € Lo, si cette fonction est-Holder, etg € L, 3 si c’est I'indicatrice

d’'un domaine régulier. Les auteurs démontrent que lorsaggille de discrétisation est uniforme, de pas
h:=T/n, alors la régularitd.? de Z est de la forme

tit1
ZEU 1z 2 | < =
n

et donc la vitesse de convergence du schéma (1.6) est plilis €pie dans le cas classique. lls montrent
également qu'il est possible de choisir une grille non umife, ot les points de discrétisation se concentrent
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prés deT’, afin de retrouver la régularité? de Z classique et donc la vitesse de convergence habituelle du
schéma (1.6). La grille non uniforme est donnée par

%
{tk:TT<1E) ,ngin}, (1.8)
n

Marches aléatoires. Une autre idée naturelle pour simuler des EDSRs consistaglaeer le mouvement
brownieniW par une marche aléatoire. Pour étre précis, considérorsuiteés,, )1 <<, i.i.d. de variables
de Rademacher symétriques, notohs:= o(z1,...,c;) et posond := T'/n le pas de discrétisation. Le
schéma considéré est donc :

Y =&
Zp =h"'’E [ﬁllfiﬂ‘gi} (1.9)
}/;?:}/;?+1 +hf(}/t?azt71)_\/ﬁgl+l7 i€ {0,...,71—1},

avecs < «alorsquea < 1.

avec&™ une variable aléatoire de carré intégragkenesurable qui converge vegsdansZ!. Le schéma
est implicite et donc il est bien défini poursuffisamment grand et lipschitz eny. De plus,Y;, estg;-
mesurable car elle et ;-mesurable et orthogonalesa ;. Dans l'article [22], Briand, Delyon et Mémin
démontrent la convergence de ce schéma. Ce résultat regpoge schéma d’approximation de Picard et
des résultats concernant la convergence des filtratios die [29]. Malheureusement aucune vitesse de
convergence n'est établie. Toldo, dans les articles [8R @8longe ce résultat de convergence aux EDSRs
dont le temps terminal est aléatoire.

Dans [66], les auteurs adaptent le schéma (1.9) pour le eemdilicite en s’appuyant sur le schéma
d’approximation de Picard. Comme précédemment, aucueesdtde convergence n’est établie. De plus
leur résultat de convergence se restreint au cas ou le généfane dépend pas de

Dans [27], Cheridito et Stadje prolongent les résultatsat@dle [22] au cas des EDSRs dont le généra-
teur a une croissance sous-quadratique par rappor€amme pour la plupart des résultats sur les EDSRs
de générateur non lipschitz enleur preuve repose sur un théoreme de comparaison. Enceriis, la
convergence est prouvée mais aucune vitesse n’est établie.

Systémes progressifs rétrogrades. De maniere plus générale, ces questions concernant laagioruhu-
mérique se sont posées pour les systemes d’équation®diffdles stochastiques progressives rétrogrades.
Rappelons que la particularité de tels systemes est d’ameidiffusion dont les coefficients peuvent dé-
pendre d&” et Z. Plus précisément, la solution d’'un systeme d’EDSPR egiplg t X, Y, Z) de processus
adaptés vérifiant/t € [0, T,

t t
{ Xi = a+ [lb(s, Xo,Ys, Zo)ds + [Lo(s, X, Y)W, (L.10)

Ve = g(Xr)+ [ (s, Xe, Ve, Zo)ds — [ ZodW.

Concernant les résultats théoriques sur I'existence etdii¢ de solutions nous renvoyons le lecteur a
I'article [33] ainsi qu’a sa bibliographie. Dans [67], Mad®er et Yong établissent le lien entre la solution
du systeme (1.10) et la solution, au sens classique du telfores EDP. Les auteurs soumettent alors l'idée
de résoudre 'EDSPR en résolvant 'EDP associée. Puis,ltatisle [39], Douglas, Ma et Protter étudient
la convergence ainsi que la vitesse d'un schéma aux diffésefinies pour résoudre I'EDP associée au
systéeme (1.10). Malheureusement, ce type de résolutiat p&s envisageable en grande dimension. De
plus, les résultats établis nécessitent des conditionégldarité tres fortes : notammepntloit étre un peu
plus de quatre fois différentiable, & dérivées bornées datit étre uniformément elliptique.

Dans l'article [34], Delarue et Menozzi proposent un schéinectement implantable pour résoudre le
systéme (1.10). Leur algorithme s’appuie sur des techsidaequantificatioha I'aide de grilles détermi-

5Les méthodes de quantification optimale consistent & apprate maniére discréte des vecteurs aléatoires sous faioted’un
critere d’optimalité. Par exemple, on peut chercher & raogsl un vecteur aléatoir® € L2(92, R%) par un vecteur aléatoir&
prenant au plugV valeurs en minimisant 'erreut? commise :

X = arg min{||x — Y|y |Y : @ — R%, mesurable, t.q. Cat¥ () < N} .

Pour plus de détails, notamment sur les méthodes numémguettant de résoudre cette problématique, nous rensdgdecteur a
I'article [72].
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nistes : la résolution fait uniquement appel a des méthod#sapilistes contrairement a I'algorithme de
I'article [39]. Une vitesse de convergence est établie ¢@gumet en pratique de régler « intelligemment »
les nombreux paramétres intervenant dans leur schémaubBdegs hypothéses de régularité sont fortement
réduites par rapport a [39].

Autres méthodes. Dans [6], Bally présente un schéma de discrétisation engdrapé sur les temps de
sauts d’'un processus de Poisson. Cette méthode lui pernmet pas utiliser la régularité inconnue de

et de déduire une vitesse de convergence par rapport anbitdedu processus de Poisson. Cependant, le
schéma numérique, pour étre implantable, nécessite lelchictégrales de grande dimension ce qui n'est
pas traité dans cet article.

Dans [28], Chevance propose un schéma de discrétisatiandestEDSRs markoviennes dont le gé-
nérateur est indépendant dela discrétisation spatiale étant traitée a I'aide de neitksale quantification
optimale. L'algorithme ainsi obtenu est entierement imgdale. Une borne pour I'erreur sir est établie
mais sous des hypothéses de régularité tres fortesetuf, tandis que I'erreur sur n’est pas étudiée.

Dans [7], Bally et Pagés proposent un schéma numérique bastes techniques de quantification
pour des EDSRs markoviennes dont le générateur est indépiethet et qui peuvent étre réfléchies. Cette
méthode est également développée dans les articles [Tidgle est de remplaceX par une chaine de
Markov a temps discret et a nombre d’états finis, ces états @étdenus par des méthodes de quantification
optimale. Une fois estimées les probabilités de transjiiour cette chaine de Markov, les auteurs peuvent
facilement implanter une équation de programmation dygampour résoudre 'EDSR initiale. Cet algo-
rithme s’avere trés efficace lorsgiteest un mouvement brownien ou une fonction explicite du momerg
brownien (un mouvement brownien géométrique par exempla)s ce cas, les grilles de quantification
ainsi que les probabilités de transition sont calculéesfoisgpour toute. Dans le cas contraire, il peut étre
nécessaire de les recalculer chaque fois que I'algorittsnesancé ce qui peut étre rédhibitoire en terme
de temps.

Dans [47], Gobet et Labart proposent un algorithme baséesssHéma de Picard. Notofis*, Z*) la
kieme itérée de Picard d’'une EDSR markovienne définie réament par la suite d’'EDSRS linéaires

Yo=0, Zz%=0o,
YF = g(Xe) + [ fs, X, Y1, 26 Vyds — [ ZFaw,.

Sous des conditions de régularité suffisantes, ces EDSReitedtre reliées a une suite d’EDPs : en notant
Y = ug(t, X;) et ZF .= "V (t, X;)o(t, X;), nous avons

Opugt1 + Luky1 + f(, U Vugo) =0, ur1(T,.) =g.

Puisque ces EDPs sont linéaires, la formule de Feynman-étacgi de les résoudre numériquement a l'aide
d’'une méthode de Monte-Carlo. Pour ce faire les auteurisertil une technique de réduction de variance
décrite dans [50] ce qui leur permet d’obtenir une bonnessdede convergence. De plus, leur schéma
d’approximation fournit une solution réguliére en espacenetemps. Par contre, afin de pouvoir utiliser la
correspondance entre les EDSRs et les EDPs, leur résultangtergence est établie sous des hypothéses
de régularité fortesa est uniformément elliptique gtest un peu plus de deux fois différentiable.

1.2 Etude des EDSRs ergodiques

L'objet de la partie | est I'étude d’EDSRs ergodiques, égert notées EDSRESs. Dans toute cette partie
on considere des EDSRs markoviennes a valeurs réelles.

1.2.1 Résultats connus

On suppose que la diffusiok est solution de 'EDS suivante :

ot ot
X == +/ b(Xs)ds +/ o(Xs)dWs.
0 0
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En prenant la condition terminale nulle et en faisant tefftvers+oo, il est possible de définir une nouvelle
classe d’EDSR, appelée EDSR en horizon infini, qui s’écrit

T T
Y, =Yr+ f(Xs, Y5, Zs)ds — / ZsdWs, Vt,Ttelsqued <t <T. (1.12)
t t

Un résultat d’existence et d’unicité a été obtenu par Brietridu [23] et généralisé par Royer.

Théoréme 1.40n suppose qu'il exist& > 0 etp > 0 tels que
1. f estuniformément lipschitz gnet enz, de constante de lipschifg,
2. f est strictement monotone gn Vz, y,y’, 2

(y - y/)(f(zayvz) - f(:rvy/vz)) < —H |y - y/|27
3. 1f(,0,0) < K.

Alors 'EDSR (1.11) posséde une unique solutfdhZ),>, progressivement mesurable telle ghieest
continu borné et

+oo
E[/ e Z,? dt| < +oc.
0

De plus on a I'estimatiofy | < &

Ces EDSRs markoviennes permettent notamment d’avoir yrésentation probabiliste des EDPs ellip-
tiques semi-linéaires du type

Lu(x) + f(z,u(z),! Vuo(z)) =0,
avec/L le générateur du semi-groupe associ& .a.orsquef ne dépend plus dg, la condition de stricte
monotonie n’est plus vérifiée. Il apparait alors dans lesrincies une constante, appelée constante d’ergo-
dicité. 'EDSR (1.11) devient :

T T
Y, =Yr +/ [f (X5, Zs) — Nds — / ZsdWs, Vi, Ttelsqued <t < T. (1.12)
t t

La solution de cette EDSR, appelée EDSR ergodique, estahdriplé (Y, Z, \). Ce type d’équation a été
introduit dans Il'article [43] de Fuhrman, Hu et Tessitonee@un processuX a valeur dans un espace de
Banach, et permet de traiter des problémes de contréleigigode la forme :

T
I(@, p) = limsup -E77 [ / L(X?, ps>ds1 ,
T—~+o00 0

ou p est un processus adapté a valeur dans un espace métriquabdepaet E-T est 'espérance par
rapport a la probabilit®;. sous laquelléVy = W; + fO (ps)ds est un mouvement brownien. Il existe
une littérature abondante traitant ces problémes d'untm@nvue analytique en étudiant I'équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman associée, nous pouvons citeepample les papiers d’Arisawa et Lions [4] et
d’Arisawa [2], mais le point de vue probabiliste n'a été sagié que tres récemment.

1.2.2 Résultats nouveaux

Le but du chapitre 2 est de construire des EDSRs ergodiqaesiéss a des EDPs ergodiques définies
sur un compact, ayant des conditions de Neumann au bordext tple la constante d’ergodicité appa-
rait dans la condition au bord. Pour ce faire, nous allonsidéner 'TEDSR généralisée en horizon infini
suivante : pourtou8 < ¢ < T < +oo0,

T T T
Ve=vi+ [ e ze N+ [ loxn) - ak: - [ zzaw.. @3)
t t t

Dans cette équatioiX”, K*) est la solution d’'une EDS réfléchie dans un domaine borndiesgii =
{¢ > 0} qui est donnée par

Ky = fo leeaGdK KI est cr0|ssant.
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La solution d’'une telle équation est un trifl¥, Z, 11). . - appelée « colt ergodique a la frontiére » - fait
partie des inconnues tandis guest simplement un parametre. Lorsqguet g sont des fonctions dgstric-
tement monotones, Pardoux et Zhang [75] ont m&rjuéil existe une unique solution « classiquéls, 7).
L'apparition de cette nouvelle inconnue s’explique donclaaon monotonie stricte de ces fonctions.

Il existe dans la littérature de nombreux articles quiérippar des méthodes analytiques les problemes
de contrbles ergodiques avec des conditions frontieressouvons citer par exemple les travaux de
Bensoussan et Frehse [14] dans le cas de conditions honmgéadrontiere, ou bien I'article de Lasry
et Lions [62] dans le cas de conditions plus générales. Néarsndans ces publications, la constante
n'apparait pas et la constantdait partie des inconnues. Il semblerait que les seuls traga la constante
d’ergodicitéy est présente dans la condition de Neumann sont ceux d’AaiE#wde Barles et Da Lio [11]
et de Barles et coll. [12]. Il est bon de rappeler une derrfiégieque les constantes et 1 n'ont pas le
méme role : notre résultat principal dit que sous de bonnpsthgses, pour tout il existe une constante
w telle que (1.13) a une solution. A premiére v@e joue pas de rdle et pourrait &tre incorporég, a
néanmoins notre stratégie de preuve I'utilise : nous maosttout d’abord que pour tout, il existe une
unigue constantg := \(u) pour laquelle (1.13) a une solution et ensuite nous prougaes (R) = R.

Pour étre plus précis, nous commencgons par traiter le cd3REs avec une condition de Neumann
nulle dans un domaine régulier borné. Comme dans [43], mirediuisons une EDSR en horizon infini de
générateur strictement monotone :

T

T
Yoo —vpt o [ zee) - aveelds - [ zzeaw., 0<i<T <4, (L15)
t

t

aveca > 0. Ensuite nous voulons prouver gé** — Yoo’a, VAR aYOO"’) converge, lorsqua — 0, vers
une solution(Y*, Z*, \) de 'EDSRE (1.13) aveg = 0 et = 0 fixé. Le point clé de la démonstration
consiste a montrer que, (z) := Y;"* est une fonction lipschitz en uniformément erx. Pour ce faire,
on utilise des hypotheses tres fortes Bur et le domaine pour que, en moyenne, les trajectoire’ de
rejoignent a I'infini avec une vitesse exponentielle : naysp®sons qué& est convexe et, si l'on notela
constante de dissipativité deetoc donnée par

{t(fc —y)((z) = by)) | Tr(o(z) ~ o(y))'(o(z) = a(y))] } ,

lz —y|? 2|z —y[?

7= sup
z,yeG,x#y

nous supposons également guest strictement inférieure & une constante négative éepli¢otons qu’une
condition de stricte dissipativité est également présgaus I'article [43]. Cette condition étant relativement
forte, Debussche, Hu et Tessitore proposent une méthodesigouaffranchir dans 'article [32].

Dans un deuxiéme temps nous nous ramenons a une conditioaudeadn non nulle en considérant
© une fonction vérifian%(z) +g(x) = pu,Yo € 0G. A l'aide du processus(X®) nous pouvons alors
modifier 'EDSRE initiale (1.13) pour pouvoir obtenir une ERE avec condition de Neumann nulle et ainsi
appliquer le résultat d’existence précédent. A ce stada démonstration nous obtenons les théorémes 2.9
et 2.10 qui nous assurent que pour tputl existe une unique constante:= A(x) pour laquelle (1.13) a
une solution.

Enfin, dans un troisieme temps, I'étude de la foncfion: A() montre gu’elle est continue et décrois-

sante. Sous certaines conditions, nous avons égalevfent —=° —oo et A1) “==° 400 ce qui permet
de conclure : pour tou, il existe une constantepour laquelle (1.13) a une solution. Lorsquest bornée
(cfthéoréme 2.13), ce résultat est vrai si nous supposans qu

/ _ E[K{]v(dz) >0
zeld

avecv I'unique mesure invariante dg. Cette hypothése naturelle signifie que la frontiére dogt @tffisam-
ment vue dans le temps par le proces&usMalheureusement, I'application des EDSRES aux problémes
de contrble nécessite quesoit non borné. Dans ce cas, I'étude est beaucoup plus apuégli: voir les
théoremes 2.15 et 2.20.

6En fait ces auteurs ont montré un résultat d’existence eticité lorsque la constante de monotopiest supérieure a une valeur

explicite. Néanmoins il est possible de généraliser cdtedquour,. > 0 en appliquant la méme démarche que dans I'article [23] : cf.
le théoreme 3.1.
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Une fois obtenus ces résultats d’existence, nous pouveraplgliquer a des problémes de contrdle opti-
mal dont les codts sont donnés par

T—+o00

1 T T
I(z,p) = limsup B77 [ / L(XZ, p)ds + / [g(Xﬁ)u]dK:],

J(x, p) = limsup
T—4oc0

too  SIEPT[KE] =0,
W[K;]ETUO (XZ ps) — A ds—i—fo dKI} sinon

ou p est un processus adapté a valeur dans un espace métriquabdepaect E~-7 est 'espérance par
rapport a la probabilit®”. sous laquelléV = W, + fo (ps)ds est un mouvement brownien. Avec des
hypothéses appropriées et en prenant

¥(z,2) = inf {L(z,u) +2R(u)}

dans (1.13), nous prouvons alors que- inf, I(x, p) ety = inf, J(z, p) ot 'infimum est pris sur tous les
contréles admissibles (cf. théorémes 2.27 et 2.29).

Ce chapitre est organisé ainsi : les EDSREs avec conditieriéedimann nulles sont étudiées dans la
partie 2.2, la partie 2.3 est dédiée aux EDSREs avec conglition nulles, le cas particulier des processus
de Kolmogorov réfléchis (pour X) est envisagé dans la paidig2 partie 2.5 donne des liens avec les EDPs
ergodiques tandis que la partie 2.6 traite des applicanargproblemes de contrdles ergodiques et, enfin,
I'avant-derniére partie fournie quelques résultats stipeintaires lorsqué est non convexe.

1.2.3 Quelques résultats complémentaires

Le but du chapitre 3 est de donner quelques résultats corapkéimes au chapitre 2. Ces résultats ne
se trouvent pas dans l'article [77]. Tout d’abord, nous i&tosl la possibilité de montrer de maniére plus
directe I'existence d’une solutiafY, Z, ;1) pour 'TEDSRE

T T
VP = Vi 4 / B(XZ. ZVds + / lg(X7) — pldK? — / Zzaw,.
t t

L'idée consiste a traduire en termes probabilistes la détnation de I'article [11] ce qui revient a introduire
'EDSR en horizon infini

T T T
Yo =y +/ [p(XZ,22%) — a?Y]ds +/ [9(XT) — oY ]dK? f/ Z3dW.
t t t

En premier lieu, il convient de savoir si cette EDSR posseateanlution éventuellement unique. Ce type
d’équation a déja été envisagé, pdlen dimension quelconque, dans l'article [75], mais I'étpdgposée
fait apparaitre des hypothéses techniques dont nous sondaious affranchir. En utilisant les spécificités
de la dimension, Briand et Hu [23] proposent un résultat qui va dans ce serns seacantonnent aux
EDSRs non généralisées. Il est néanmoins possible de teprienir démonstration pour I'adapter a notre
situation : nous obtenons ainsi le théoréme 3.1. Puis darsecond temps nous expliquons en quoi les
résultats obtenus ne sont pas suffisants pour pouvoir aenélyposteriori, cette méthode « directe » semble
nécessiter des estimations et des résultats de convenglesdas que ceux employés dans le chapitre 2.

Dans une seconde partie, nous obtenons un nouveau théoexisssthce d’une solutiofY, Z, i) pour
'EDSRE

T T
t t

lorsquey est non borné. Dans le chapitre 2, les théorémes 2.15 et BopOgeEnt déja ce type de résultat.
Néanmoins, le premier nécessite des hypothéses trés &drtessecond est démontré lorsqieest un
processus de Kolmogorov. L'intérét de ce nouveau théore@est d’avoir des hypothéses proches de
celles du théoréme 2.20 sans pour autant particulariseptepsusX . La preuve repose sur une inégalité
de grande déviation tirée de [38].
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1.3 Un résultat d'unicité pour les EDSRs quadratiques

La partie Il traite de résultats d’unicités pour les EDSRadratiques dont la condition terminale est
non bornée et le générateur est convexe, ou concave, partadp variable:.

1.3.1 Reésultats connus

Dans le chapitre 4 nous nous intéressons a I'EDSR quadesdigjuante

T T
Ytz«s—/ g(s,Ys,Zs)dH/ ZydW,, 0<t<T. (1.16)
t t

Rappelons que le terme EDSR quadratique désigne une EDSRedgénérateur-g a une croissance
quadratique par rapport a la variable®Comme nous I'avons déja évoqué, les premiers résultatstéace

et d’unicité concernant les EDSRs quadratiques ont étéabtear Kobylanski [60] puis ont été généralisés
par Lepeltier et San Martin [64] en se restreignant au caa ooardition terminal€ est bornée. Nous avons
également vu que cette condition n’est pas naturelle carerapt le génératelir|* /2 on peut montrer par
une simple transformation exponentielle dge= In E[e¢|.F;] est une solution ce qui laisse supposer que
I'existence d’'un moment exponentiel pausuffirait. Supposons qugveérifie

2l
Yy z gty ) Sact Blyl+ 5 2, Pps,

alors Briand et Hu [24, 25] ont montré I'existence d’une $olu (Y, Z) sous I'hypothése
E [ere”" (€)s" asdﬂ < +o0.

Pour parvenir a ce résultat, ils ont développé une sorte diraté de localisation pour passer a la limite
dans les EDSRs. Bien que cette technique soit assez effioacéudier I'existence de solutions, elle n'est
d’aucun secours pour étudier l'unicité. Dans l'article][2®s mémes auteurs prouvent un résultat d'unicité
lorsqueg est convexe (ou concave) en la variabkous I'hypothese

VpeR*, E [ep(‘ﬂ*foT “sdﬂ < +o0. (1.17)

Leur démonstration consiste & montrer un théoreme de caisparen utilisant la méthode de la « diffé-
rencef) » qui revient, pour deux solutions! etY?2, a estime®’* — 0Y2 avecd € (0, 1), puis faire tendre
6 vers1. Un tel résultat leur permet de donner une représentatiéEDB® suivante :

opu(t,z) + Lu(t,z) — g(t, x,u(t,x), —"Vuo(t,x)) =0, u(T,.)=h,
lorsqueh et g sont sous-quadratiques eni.e. :
V(t,z,y,2) € [0,T] x R x Rx R |h(z)| + |g(t, 2., 2)] < f(t.y,2) + Claf”,

avecf > 0,C > 0etp < 2.

1.3.2 Résultats nouveaux

Le but du chapitre 4 est d’améliorer le résultat d'unicit§24 en réduisant I'hypothése (1.17) tout en
conservant 'hypothése de convexité gulMu que notre résultat d’unicité portera sur des EDSRs gont
est lipschitz eny et convexe en, nous allons supposer gyesuit les conditions de croissance suivantes :
Y(t,y,2) € [0,T] x R x R1*4,

) v
—a, —r(yl + |2]) S glty.2) <+ Blyl + 5 |2l

Cette dissymétrie dans la croissance nous permet de réhdgoge les hypothéses de momentssur et
a. Ainsi, le théoréme 4.1 nous assure I'existence d’une isolygour 'TEDSR (1.16) lorsqu’il existe > 1

tel que
T T p
E lexp (765T£_ + 'y/ ateﬁtdt> + (E7)P + (/ gtdﬁ)
0 0

< +00.
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Ce type de résultat, tirant partie de la croissance dissyométdu générateur, a déja été obtenu dans I'ar-
ticle [24] lorsquex et @ sont des constantes.

Passons au résultat principal de ce chapitre, & savoir idta€s’unicité. Le théoréeme 4.5 associé au
corollaire 4.2 nous assure I'unicité d’une solution po&D'SR (1.16) lorsqu'’il existg > ve’T ete > 0

tels que
T T
exp (qé_ +4q / atdt) + exp (a&* +e / gtdt>
0 0

Pour montrer ce résultat, nous appliqguons une méthode deaton : nous définissons dans un premier
temps un probléme de contrdle stochastique et ensuite mousgns quer” est la valeur optimale de ce
probléme de contrdle. Pour étre plus précis, nous introdgita transformée de Legendre-Fenchej de

E < +o00.

f(t.y,q) = sup (24— g(ty,2)), vt € [0,T],q e R,y e R.
zER1X

Commey est convexe, elle est également égale a la transformée @émdegFenchel dé :

g(t,y, 2) == sup (zq — f(t,y,q)), Vte€[0,T],z€ R yeR.
qeER?

Ainsi nous avons
g(S, }/S; Zs) > ZSQS - f(sv YS) q5)7

ce qui implique
T T B
Yy <§+/ f(&Ys,qs)der/ ZsdWs,
t t

avecdW, = dW, — g.ds. Imaginons un instant que I'on ait le droit d’appliquer Iéthéme de Girsanov,
alors nous obtenons

Y; < EQ

T

£+ / f(s,Ys, qs>ds] :
t

Si de plus on a I'existence d’un processgtigel que

g(sa}/S; Zs) = qu: - f(svysaq:)v
alors

Y, = EY

T
£+/t f(s,n,q;wds] .

Finalement, le but est de montrer que

Y = essinfY’?
geA

avec

v = B¢

T
«s+/t f(s,mqs)ds] |

Pour justifier tous ces calculs, il convient de définir cametent un ensemble de contréles admissibles
A tel que 'on ait le droit d’appliquer le théoreme de Girsaraivque I'on ait¢g* € A. Concrétement
nous montrons que ces calculs se justifient lorsfueest pas trop grand. Dans le cas général, nous nous
contentons de coller « bout & bout » des problémes de costrblies sous-intervallés, t;11].

Ce résultat permet également d’améliorer la formule de FeynKac prouvée par Briand et Hu [25] en
relachant un peu les hypothéses k@t g (cf. théoreme 4.10). Ces fonctions peuvent dorénavant avei
croissance quadratique pas trop grande par rapport a Ebleri. Par contre, dans notre case dépend
plus que du temps.

Ce chapitre est organisé ainsi : un résultat d’existengeresté dans la partie 2.2, la partie 2.3 est dédiée
au résultat d’unicité, et, enfin, la derniere partie nousatid’obtenir une formule du type Feynman-Kac.
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1.4 Simulation d’EDSRs dont le générateur est a croissancaugdra-
tique

La partie Il concerne I'étude de la simulation d’'EDSRs gadidues d’un point de vue théorique (cha-
pitre 5) et d’'un point de vue numérique (chapitre 6).

1.4.1 Résultats connus

Comme nous l'avons déja vu dans la partie 1.1.3, la mise au gilgorithmes efficaces capables de
résoudre des EDSRs pour des dimensions raisonnables aétésdnent étudié. Néanmoins dans pratique-
ment tous les travaux cités, le générateur de 'EDSR estamaibn lipschitz erx et cette hypothése joue
un role clé dans leurs preuves. Le seul article faisant digep cette regle est celui de Cheridito et Stadje
[27], dans lequel le générateur est supposé étre localdipsrtiitz et avoir une croissance sous-quadratique
en la variable:. A I'heure actuelle les résultats théoriques et numérigoasernant la simulation ’EDSRs
quadratiques sont réduits, nous pouvons donc les passevenade maniere exhaustive.

Tout d’abord, lorsque le générateur a une forme suffisamsiergle, il est possible de contourner le
probléme en transformant 'TEDSR quadratique en une EDSRiasance linéaire en. Prenons 'TEDSR
quadratique la plus simple qui soit,

"z, T
Ytzg+/ des—/ Z,dWs.
t t

cette EDSR se simplifie en effectuant une transformatioroeaptielle, aussi appelée transformation de
Cole-Hopf, de cette équation : si nous notdéhs= exp(Y') etV = exp(Y)Z alors(U, V') est solution de
'EDSR

T
U, = e — / V.dW,.
t

Dans ce cas, 'EDSR initiale posséde une solution explicite- In E[e¢|.F;]. De maniére plus générale,
lorsque le générateur est la somme d’un terme quadratigueC |z|2 et d'une fonction qui a une crois-
sance linéaire en, cette méthode ne permet pas forcément de résoudre esqlait 'EDSR mais peut la
transformer en une EDSR a croissance linéaire. Ainsi, dartgcle [57], Imkeller, dos Reis et Zhang se
placent dans un cadre markovien et supposent que le ganéfast de la forme

Ft,2,9,2) = Ut ) + alt, 2) + 2|2

ou! eta sont des fonctions mesurablégst uniformément lipschitz enety, [ eta sont continues enet
enfina est uniformément lipschitz et homogénexw’'est a dire

Ve € R,Y(s,2) € [0,T] x R4, (s, cz) = cals, 2).

Sous cette condition, les auteurs montrent que la transfttwmexponentielle permet d’obtenir une EDSR
lipschitz enz, y et z. Il suffit alors d’appliquer un des algorithmes décrits diansartie 1.1.3 pour résoudre
numeériqguementla nouvelle EDSR puis appliquer la transftion inverse pour retomber sur la solution de
'EDSR initiale. Dans le méme papier [57], les auteurs apmint cette méthode pour résoudre un probleme
de maximisation d'utilité exponentielle afin de fixer le pdixine option sur le cours du pétrole.

Lorsque I'on cherche a résoudre numériquement une EDSR-afigue uniquement dans le but d’ob-
tenir une solution & 'EDP associée, il est également plessib contourner le probleme en faisant appel
aux EDSPRs. Rappelons que résoudre une EDSPR revient endéteun triplé(X,Y, Z) de processus
adaptés vérifiant

Xe=a+ [ b(s, Xs, Ys, Zs)ds + [} o(s, X, Yy)dWs,
Y = g(Xr) + [ fls. X, Ve, Zo)ds — [ Z,dW,

I'EDP associée étant

Owu+ Lu+ f(., ., u' Vuo(.,.,u)) =0, u(T,.) =g,
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avecL donné par
1
Lv = §Tr(g(_7 S)te(., ., v)V20) +1b(., ., v, Voo(., ., v)) V.

Ainsi, il est parfois possible de transférer la partie qatique enz du générateuyf vers la dériveb sans
pour autant modifier 'EDP. Il suffit alors d'utiliser 'uneed méthodes de résolution d’EDSPR décrites dans
la partie 1.1.3 pour obtenir une solution a 'EDP initialeto@s par exemple I'article [34] ou est résolue
numeériquement I'équation déterministe KPZ de cette fat@mconvénient majeur de cette méthode réside
dans le fait qu’elle fait appel aux résultats d’approximas sur les EDSPRs qui, de maniere générale,
nécessitent des hypothéses plus fortes sur la régulastéagdficients.

L'idée la plus naive pour résoudre une EDSR quadratiqueisterd approcher celle-ci par une EDSR
a croissance linéaire que I'on sait résoudre numériquemi&anmoins, pour pouvoir obtenir une vitesse
de convergence, il convient de pouvoir quantifier I'erreaimenise lors de I'approximation initiale. Dans
le cadre de la théorie des EDSRs quadratiques ce type déatéselst pas simple a obtenir et il a fallu
attendre I'utilisation de I'outil des martingales OMB pqauvoir débloquer la situation. Ainsi, récemment,
Imkeller et dos Reis proposent dans l'article [56] d’appreda solution d’'une EDSR markovien(g, 2)
par la solution Y™, Z) de 'EDSR tronquée suivante :

T T
VY= g+ [ fe XY h(Z)s - [ 2w,
t t
oUhy : RY*4 — R1*4 est une modification réguliére de la projection sur la boutdidienne de rayov
et de centr®. Grace a I'étude de la régularité des trajectoires des psosesolutions, les auteurs montrent
que pour tout3 > 1, I'erreur d’approximation est inférieure @; N —#. Comme on suppose queest
localement lipschitzienne par rapport a.e.

1f( 0 n2) = flhnn2) S COA+ 2|+ 12)) |2z = 2],

alors 'EDSR tronquée posséde un générateur lipschitzgmrart az. Il est maintenant possible d’avoir
une estimation de I'erreur pour I'approximation en temp$EBSR approchée a I'aide de n'importe quel
schéma de discrétisation temporelle pour des EDSRs deaénélipschitz. D’aprés [84, 17, 49], I'erreur
quadratique de discrétisation est bornée(@an avecn le nombre de points de discrétisation. Néanmoins,
la constante dépend de la constante de lipschitz du généeaie et donc deN : elle est de la forme
CeCN’ . Le terme exponentiel résulte de I'utilisation du lemme der®vall discret. Ils obtiennent donc

I'erreur globale suivante :
1 GCNQ
— 1.18

Ainsi, lorsqueN augmenten~! doit devenir « petit » trés vite et la vitesse de convergeresgedt mau-

vaise : si hous prenons = (g log n)l/2 avec0 < ¢ < 1, alors I'erreur globale deviertts . (log n)_B/Q.

Il est également possible d’approcher une EDSR quadrapiguene EDSR a croissance linéaire en
approchany. En effet, lorsque est une fonctiork ,-lipschitzienne, alors, sous certaines conditidhgst
un processus borné par une constarité’, + 1) (voir théoréme 5.3). L'idée consiste donc & approcher la
solution de notre EDSRY,, Z) par (Y™, Z"), la solution de 'EDSR

T T
N o= gn(Xr) +/ f(s, X, YN, ZN)ds f/ zZNaws,
t t
ou gn est une approximatiok',, -lipschitz deg. Grace a I'outil des martingales OMB, nous avons une
estimation de I'erreur pour cette approximation : cf. [56] @u proposition 5.9. Par exemple,gesta-

Holder, nous pouvons obtenir I'erreur d’approximatiof,, © (voir proposition 5.17). Finalement, lorsque
g esta-Holder etk = N, l'erreur globale s’écrit

CN?
c(Nla + £ ) (1.19)

)1/2

et, par conséquent, la vitesse de convergence est égaleraewise : si nous prenons = (% logn
avec) < ¢ < 1, alors I'erreur globale deviertt, (logn)?-=7.
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Concernant la méthode d’approximation d’EDSR consistaapgrocher le mouvement brownien par
une marche aléatoire, nous avions vu dans la partie 1.1.&Ehaddito et Stadje, dans I'article [27], ont
démontré la convergence de leur schéma lorsque le géneéesteds croissance sous-quadratiquee@e
résultat repose en grande partie sur un théoréeme de compagi’ils doivent dans un premier temps
démontrer. Les auteurs se sontbornés au cas sous-quadratgs considérer le cas quadratique, a cause de
ce théoréme. En effet, ils montrent que pour un exemple siiplschéma, dont le générateur|egt, leur
théoreme de comparaison est faux. Ainsi, il semble vain déowoétendre leur résultat au cas quadratique,
tout du moins en utilisant les mémes outils de démonstration

Pour finir, il est important de noter que les résultats camaetrla théorie des EDSRs quadratiques sont
trés souvent démontrés a I'aide d'un théoreme de compards@rocessuy” de 'EDSR étant obtenu
par convergence monotone d’'une suite de processus. Aissinble vain, a priori, de vouloir obtenir des
résultats de convergence dans le cadre quadratique pasghémas reposant sur des itérations de Picard.
De méme, les schémas implicites semblent moins intéresaatidier que leurs homologues explicites car
en aval se posera le probléme de la résolution de I'équatipfigite. Néanmoins, il convient de modérer
quelque peu nos propos au vu de l'article [81] de Tevzadze lmuel I'auteur prouve un résultat d’exis-
tence et d’'unicité pour une certaine classe d’lEDSRs qugdes en utilisant un argument de point fixe.
L'idée principale de la démonstration consiste a utilisau” la norme OMB en lieu et place de la norme
L? habituelle.

1.4.2 Résultats théoriques nouveaux

Le chapitre 5 traite de la discrétisation temporelle d’EBSRarkoviennes dont le générateur a une
croissance quadratique par rapport a la variabllus précisément, nous nous intéressons a 'EDSR sui-
vante

T T
Y, :g(XT)Jr/ f(s,XS,YS,ZS)dS—/ ZsdWs,
t t

avecX le processus solution de 'EDS

t t
Xi=a+ / b(s, Xs)ds + / o(s)dWs,
0 0

g une fonction bornée et une fonction localement lipschitzienne qui a une croissan@dratique en la
variablez, i.e.

|f('a'a'az) - f('v'v'?zl)| < C(l + |Z| + |Z/|) |Z*Z/| .

Les résultats principaux de ce chapitre reposent entigresug une majoration déterministe de Nous
avons déja vu que gj est une fonction lipschitzienne alog est un processus borné : dans ce cas le
générateur de 'EDSR peut étre vu comme une fonction lipzieinine en: et ainsi le probléme est résolu.
Lorsque I'on supposg seulement semi-continue inférieurement ou supérieureaiers le théoréeme 5.4
nous assure, sous certaines hypotheses, la majorati@nsziiv

M,

i < My + ————r,
| Zs| 1+(T—t)1/2

0<t<T. (1.20)

Ce type d’estimation a tout d’abord été prouvé dans le cagdérgteurs a croissance linéaire par Fuhr-
man et Tessitore dans l'article [44]. Elle est obtenue corame conséquence de la formule de Bismut-
Elworthy ce qui nécessite notamment de supposer l'inviditilde 0. Dans l'article [35], Delbaen, Hu et
Bao obtiennent la méme majoration pour des EDSRs dont lergi@ug a une croissance sur-quadratique
par rapport &. Leur résultat est établi pour des générateurs dépendantament de;, néanmoins leur
méthode de démonstration s’adapte trés facilement powoiduaiter des générateurs plus généraux : c.f.
le théoréme 5.4. Notons que 'idée de la démonstrationrditfétalement de celle employée par Fuhrman et
Tessitore. Ainsi, dans notre cas il n’est pas nécessairegjmser que est inversible, par contre il convient
de se restreindre aux fonctioasdéterministes. Notons également que la démonstratioagairaitre une
hypothése technique : on suppose qu'il existe R* tel quevs, € R?

2

“no(s)[! o () Vi(s, @) o’ (s)ln] < A |'ner(s)| (1.21)



tel-00543719, version 1 - 6 Dec 2010

1.4. SIMULATION D’EDSRS DONT LE GENERATEUR EST A CROISSANQBUADRATIQUE 17

La partie 5.5 traite plus spécifiguement cette hypothestarment, lorsque ne dépend pas du temps, il
est possible de donner des formulations équivalentes &)l simples et de montrer que cette hypothése
suffisante n’est pas nécessaire pour obtenir (1.20).

Pour comprendre comment nous pouvons utiliser cette ntajora convient de rappeler comment on
obtient une vitesse de convergence dans le cas classidéeedsons nous a l'erreur sur le procesguys
I'erreur surZ s’étudiant de la méme facon. La démonstration repose touigur I'utilisation du lemme de
Gronwall discret : si nous notors = E \Yt — ng|2 I'erreur au temp$; entre la solutiort” et la solution
de 'EDSR discrétisée en temps’, alors on peut montrer une inégalité de la forme

ei < [1+4C(tiyr — i) + CK?(tiy1 — t;)] €1 + Cltiyr — )2,

avecK la constante de lipschitz deenz. Revenons maintenant & notre cadre d’étude. Comme nous avon
supposé qug est localement lipschitz enet que nous avons I'estimation (1.2@)est donc une fonction
lipschitz enz dont la constante de lipschitz dépend du temps et I'inégpliécédente devient, dans notre
cas,

tig1 —t;

e; < [1 + C(tig1 —ti) + Cu} eir1 + Cltiyr —ti)%

T—ti11
Notre idée est de choisir une nouvelle grille de discrétsatn temps, non uniforme, telle q(ﬂéfft—’:l ne
dépend pas dé Cela revient a mettre plus de points de discrétisationguéemps finall’ que de0. Pour
cela, il suffit de définir les 4 1 points de discrétisation par

o= T(1-(3)""7), o<k<n-1,
t, = T,

avece un paramétre. De maniéere similaire, nous avons vu dans e dat.3 que Gobet et Makhlouf ont
utilisé dans l'article [51] des schémas de discrétisatmmumiformes pour simuler des EDSRs a croissance
linéaire dont la fonction terminalgn’est pas lipschitz : c.f. la grille (1.8). Notons que nousbitenons pas

la méme grille de discrétisation.

A ce stade, plusieurs points techniques sont encore pratilgmes. Tout d’abord, le générateun’est
plus une fonction lipschitz en sur le dernier intervalle de temgs,_1,7]. De plus, nous avons besoin
d’adapter a notre cadre d’étude le théoréme classique dearég des trajectoires de Zhang (c.f. [86]).
Pour cela, nous commencons par approcher 'EDSR initialépASR suivante :

T T
t

t

avec
fs(sa €, Y, Z) = ]]-S<T7€f(sa x,Y, Z) + ]]-S>T7€f(57 €, Y, 0)5

et g une approximation lipschitz de. Cette approximation de 'EDSR permet a la fois de rendre le
générateur globalement lipschitz ensur l'intervalle [t,,_1, 7] et de pouvoir appliquer le théoréme de
régularité 5.7. Enfin, dans certains cas l'intervéllle 1, T'] est trop grand pour pouvoir obtenir un résultat
de convergence, il est alors nécessaire de redécoupertentaite de maniére uniforme avec au phs
nouveaux points de discrétisation : nous n’en parleronphesici afin de ne pas compliquer inutilement
cette introduction.

Finalement, le schéma de discrétisation temporelle pgpssune simple modification de I'équation
de programmation dynamique classique :

Yoot = gn(XE)
Z£7E,n = Ptrgp mE [Yrtﬁ;?n(wtk+1 - Wtk) ftki|) , 0<k<n—1,
yNer = g {thjv" (b — ) S5 (1, XJ, Y5, Z e ]—‘tk} L 0<k<n—1,

avec(X™) le schéma d’Euler associé¥et p, : R*¢ — R*4 |a projection sur la boule

Mo
B0, M _—
<’ 1+(T5)1/2)
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ou M, et M, sont issues de la majoration (1.20). Grace a I'estimatio?0)] nous obtenons une vitesse
de convergence pour I'approximation temporelle de cettS8ERpprochée (voir théoreme 5.15). De plus,
I'outil des martingales OMB nous donne & nouveau une esomee 'erreur d’approximation ent(@’, Z)

et (YN ZN:€) (voir proposition 5.9). Finalement, si nous supposonsgiasta-Hélder, nous prouvons

que I'on peut choisiV ete pour obtenir une estimation sur I'erreur globale de la fofing T—at e

(voir théoréme 5.20) ol dépend de la constanié, définie dans la majoration (1.20) et des constantes
liées af, g, b eto. Nous obtenons donc une vitesse bien meilleure que (1.1@) 8), mais ce résultat n’est
pas forcément trés intéressant en pratique puisque las®itipend fortement d€. Cependant, lorsque

b est bornée, nous prouvons qu'il est possible de prendireaussi petit que I'on veut dans I'estimation
(1.20). Dans ce cas, nous obtenons une erreur gIobaIeduférhCnn—(“—W, pour toutn > 0 (voir
théoréme 5.23).

Ce chapitre est organisé comme suit. Des résultats conmggc@ant les EDSs et les EDSRs sont rap-
pelés dans la partie 5.2. La partie 5.3 est dédiée aux egimsatur” : nous donnons une premiere borne
uniforme pourZ, puis une borne dépendant du temps et finalement nous prédesthéoreme classique
de régularité des trajectoires de Zhang. Puis dans la fadtieous définissons un schéma de discrétisation
temporelle pour des EDSRs quadratiques avec une grillesteédisation non uniforme et nous obtenons
une vitesse de convergence explicite. Enfin, la partie Bii€éplus en détail la majoration (1.20) ainsi que
I'hypothése technique (1.21).

1.4.3 Reésultats numériques

Le chapitre 6 traite de la simulation numérique des EDSRel@gtigiues. Le but est de confronter a la
pratique les résultats théoriques obtenus dans le ch&piletons que les résultats du chapitre précédent
ne concernent que la discrétisation temporelle de 'TEDSRr Pouvoir avoir un algorithme implantable il
convient d’évaluer les espérances conditionnelles. Darisit nous utiliserons les méthodes développées
dans les articles [48, 49] et la thése [63] que nous avonsdééjates dans la partie 1.1.3.
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Chapitre 2

EDSRs ergodiques et EDPs avec
conditions de Neumann au bord

Résumé : Nous étudions une nouvelle classe d’équations différéegistochastiques rétrogrades (ED-
SRs en abrégé) qui sont reliées a des conditions de Neumaniirséaires relatives a des phénoménes
ergodiques. La particularité de ces problémes est que lstaxatie ergodique apparait dans la condition
au bord. Nous étudions I'existence et I'unicité de solwipour de telles EDSRES ainsi que le lien avec
les équations aux dérivées partielles. Nous appliquongitenses résultats a des problemes de contrdle
ergodique optimal.

Mots clés. Equations différentielles stochastiques rétrogradestrét® ergodique, conditions de Neu-
mann, equations aux dérivées partielles ergodiques.

Abstract:  We study a new class of ergodic backward stochastic diffedeaquations (EBSDEs for
short) which is linked with semi-linear Neumann type bounydzalue problems related to ergodic phe-
nomena. The particularity of these problems is that the dicgoonstant appears in Neumann boundary
conditions. We study the existence and uniqueness of eakto EBSDESs and the link with partial differ-
ential equations. Then we apply these results to optimaldécgcontrol problems.

Key words. Backward stochastic differential equations, ergodic m@nNeumann boundary conditions,
ergodic partial differential equations.

AMS subject classifications. 60H10, 93E20.

This chapter was published in
Stochastic Processes and their Applications
(Volume 119, Issue 9, September 2009, Pages 2945-2969)
under the title:
Ergodic BSDEs and related PDEs with Neumann boundary dondit
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2.1 Introduction

In this paper we study the following type of (Markovian) baelid stochastic differential equation with
infinite horizon that we shall call ergodic BSDEs or EBSDEsdloort: forall0 <t < T < +o0,

T T T
Ve =i+ [ o zn - Nds+ [ lo(xp) - arz - [ zzaw.. (2.1)

In this equatior(1V;);>¢ is ad-dimensional Brownian motion anl{*, K*) is the solution to the following
forward stochastic differential equation reflected in a sthdounded domait¥ = {¢ > 0}, starting at:
and with values iR¢:

Xp =+ [y b(X2)ds + [y o(X2)AW, + [y VO(X2)AKE, t>0; 2.2)
K} = [ 1xseocdK?, K*isnon decreasing. '
Our aim is to find a tripl€Y’, Z, 1), whereY, Z are adapted processes taking valueR endR!*¢ respec-
tively. ¢ : R? x R*4 — R is a given function. Finally\ andy are constantsy, which is called the
“boundary ergodic cost”, is part of the unknowns whilé a given constant.

It is now well known that BSDESs provide an efficient alteraatiool to study optimal control problems,
see, e.g. [76] or [40]. But to the best of our knowledge, theepaf Fuhrman, Hu and Tessitore [43] is
the only one in which BSDE techniques are applied to optinakml problems with ergodic cost func-
tionals that are functionals depending only on the asyripbahavior of the state (see e.g. costs defined
in formulas (2.6) and (2.7) below). This paper deals withgshme type of EBSDE as equation (2.1) but
without boundary condition (and in infinite dimension): itheém is to find a triple(Y, Z, \) such that for
allo <t <T < 400,

T

T
Yo=Y+ [ gz - Nas- [ zzaw, 2.3)
t

t
where (W)= is a cylindrical Wiener process in a Hilbert space axd is the solution to a forward
stochastic differential equation starting atand with values in a Banach space. In this casés the
“ergodic cost”.

There is a fairly large amount of literature dealing by aties} techniques with optimal ergodic control
problems without boundary conditions for finite-dimensibstochastic state equations. We just mention
papers of Arisawa and Lions [4] and Arisawa [2]. In this framoek, the problem is treated through the study
of the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman equatiohc@urse, same questions have been studied in
bounded (or unbounded) domains with suitable boundaryitiond. For example we refer the reader to
Bensoussan and Frehse [14] in the case of homogeneous Nelmandary conditions and to Lasry and
Lions [62] for state-constraint boundary conditions. Bugll these works, the constgmtdoes not appear
and the authors are interested in the constanstead.

To the best of our knowledge, the only works where the probdérthe constanj:. appears in the
boundary condition of a bounded domain are those of Aris@larid Barles and Da Lio [11]. The purpose
of the present paper is to show that backward stochasterdiitial equations are an alternative tool to treat
such “boundary ergodic control problems”. It is worth paigtout that the role of the two constants are
different: our main results say that, for ahyand under appropriate hypothesis, there exists a consfant
which (2.1) has a solution. At first sightdoes not seem to be important and could be incorporatéd to
but our proof strategy needs it: we first show that, for anyhere exists a unique constant= A\(u) for
which (2.1) has a solution and then we prove th@) = R.

To be more precise, we begin to deal with EBSDES with zero Neunboundary condition in a bounded
convex smooth domain. As in [43], we introduce the classraftst monotonic backward stochastic differ-
ential equations

T T
Yo =y +/ [W(XT, Z2Y) — aYds — / Z5%dW,, 0<t<T < +oo, (2.4)
t t
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with o > 0 (see [23] or [79]). We then prove that, roughly speakifi¢: > — YOO”*, 7 aYOO"‘") converge,
asa — 0, to a solution(Y'*, Z* \) of EBSDE (2.3) for all: € G when(X®, K*) is the solution of (2.2)
(see Theorem 2.6). When there is non-zero Neumann boundadijtion, we consider a functioh such
that 22 (z) + g(z) = p, Vo € 9G and thanks to the proces$X®) we modify EBSDE (2.1) in order to
apply the previous results relating to zero Neumann boyndandition. In Theorems 2.9 and 2.10 we
obtain that for any., there exists a unique constani= A\(x) for which (2.1) has a solution: — A(u) is a

continuous decreasing function and, under appropriatethgsis, we can show that) HZEX o and

AMp) "==" 400 which allow us to conclude: see Theorem 2.13 wihieis bounded and Theorems 2.15
and 2.20 wheny is bounded ine and Lipschitz inz. All these results are obtained for a bounded convex
domain but it is possible to prove some additional resultswifie domain is not convex.
Moreover we show that we can find a solution of (2.1) such¥fat= v(X?) wherewv is Lipschitz and
is a viscosity solution of the elliptic partial differenttiequation (PDE for short)
{ Lo(x) +(z,! Vo(z)o(z) =\, z€G (2.5)
9 (x)+g(x) =p, x€0G, '

with
LF(x) = 5THo (@) o(2) V() + b2) V£ (z).

The above results are then applied to control problems vaigihsc

1 T T
I(a.p) = limsup ZEPT [ / L(XZ, p,)ds + / [g(Xf)—u]dK;v], (2.6)

J(x, p) = limsup
T——+oc0

+oo ifEPT[KE] =0, o
W[K%]EP’T [fo [L(XZ, ps) — Nds + [, g(XS)dKS} otherwise

wherep is an adapted process with values in a separable metric 8pandE~” denotes expectation with
respect td/. the probability under whichV’y” = W, + fot R(ps)dsis a Wiener process di, T]. R: U —
R? is a bounded function. With appropriate hypothesis and tiinge) (z, z) = inf e {L(z, u) + zR(u)}

in (2.1) we prove that = inf, I(z,p) andp = inf, J(x, p) where the infimum is over all admissible
controls.

The paper is organized as follows. In the following sectiom study EBSDEs with zero Neumann
boundary condition. In section 3 we treat the general ca&B&DESs with Neumann boundary condition.
In section 4 we study the example of reflected Kolmogorov @sses for the forward equation. In section 5
we examine the link between our results on EBSDEs and saktibelliptic semi-linear PDEs with linear
Neumann boundary condition. Section 6 is devoted to optargddic control problems and the last section
contains some additional results about EBSDES on a honesdymunded set.

2.2 Ergodic BSDEs (EBSDES) with zero Neumann boundary condi
tions

Let us firstintroduce some notations. Throughoutthis pdpér),> will denote ad-dimensional Brownian
motion, defined on a probability spate, 7, P). Fort > 0, let F; denote ther-algebras(W; 0 < s < t),
augmented with th&-null sets ofF. The Euclidean norm oR¢ will be denoted by.|. The operator norm
induced by|.| on the space of linear operator is also dengtedsiven a functionf : R¢ — R* we denote
|floo = sup,cpa | f(2)] @nd| floo,0 = sup,co | f(z)| with O a subset oR“.

Let O be an open connected subsefst C*(0), Cf(O) andC/;,(O) will denote respectively the set of
real functions of clas€* on O, the set of the functions of clag¥ which are bounded and whose partial
derivatives of order less than or equaktare bounded, and the set of the functions of ai#s&hose partial
derivatives of ordek are Lipschitz functions.
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M?(R*, R¥) denotes the space consisting of all progressively measupaticesses(, with values inR*
such that, for alll” > 0,
T
/ | Xs|%ds
0

Throughout this paper we consider EBSDEs where forwardt@mnsaare stochastic differential equa-
tions (SDEs for short) reflected in a bounded sulssetf R¢. To state our results, we use the following
assumptions ot

E < +o00.

(G1). There exists a functiop € CZ(R?) such thatG = {¢ > 0}, G = {¢ = 0} and|V¢(x)| = 1,
Va € 0G.

(G2). Gisabounded convex set.

If z € OG, we recall that-V¢(x) is the outward unit vector tdG in . We also consideh : R? +— R?
ando : R? — R%*4 two functions verifying classical assumptions:

(H1). There exist two constanfs, > 0 andK, > 0 such that/z, y € R,

b(z) = b(y)] < Kplz—yl,
and
lo(z) —o(y)| < Kqlz—yl

We can state the following result, see e.g. [65] Theorem 3.1.

Lemma 2.1 Assume that (G1) and (H1) hold true. Then for everg G there exists a unique adapted
continuous couple of processgsX, K¥);t > 0} with values inG x RT such that

Xp =+ [ b(X2)ds + [y o(X2)AW, + [y VO(X2)AKE, t>0;

2.8
K¢ = fot lx:coqdK?, K7 isnon decreasing. 28
This section is devoted to the following type of BSDE with it horizon
T T
V' =Y¢ +/ [W(XE Z5) — Nds —/ Z7dWs, 0<t<T < 400, (2.9)
t t

where)\ is a real number and is part of the unknowns of the problemyands x R? — R verifies the
following general assumptions:

(H2). There existy, , > 0 andKy, . > 0 such that
[Y(z,2) — (2!, 2")| < Ky plo — 2! |+ Ky .|z — 2|, Va,2’ € G, 2,7 e R%

We notice that)(.,0) is continuous so there exists a constafif verifying |¢(.,0)] < M,. Asin [43],
we start by considering an infinite horizon equation witlcifr monotonic drift, namely, forv > 0, the
equation

T T
Yo=Y, +/ [W(XE, Z5Y) — aY 5 ds — / Z9%AW,, 0<t<T < +o0. (2.10)
t t
Existence and uniqueness have been first studied by Briah#farn [23] and then generalized by Royer

in [79]. They have established the following result:

Lemma 2.2 Assume that (G1), (H1) and (H2) hold true. Then there existsique solutionY*:*, Z*:<)
to BSDE (2.10) such that®* is a bounded adapted continuous process @ifd* ¢ M?(R+,R1¥9),
Furthermore |Y;"“| < M, /«, P-a.s. for allt > 0.
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We define
va(z) = Y5

It is worth noting thafv, (z)| < M/« and uniqueness of solutions implies tha( X)) = Y,”*. The
next step is to show that, is uniformly Lipschitz with respect ta. Let

D= sup {t(w —y)(b@) b)) | Tr(o(z) = o(y)(o(z) = o(y))] } _

|z —y? 2|z —y|?

z,y€G z#y

We will use the following assumption:

(H3). n+ Ky .Ks <0.

Remark 2.3 Wheno is a constant function, (H3) becomes

sup {t(x — y)(b(z) — b(y)) } <0,

z,y€G,x#y |.I' - y|2

i.e. bis dissipative.

Proposition 2.4 Assume that (G1), (G2), (H1), (H2) and (H3) hold. Then we hé&weall « > 0 and
z, 2’ € G,

V() — vala')] € ——

/
—_—————|T — X |.
\*H*KWKU' |

Proof. ~ We use a Girsanov argument due to P. Briand and Y. Hu in [23].zl & € G, we sety® :=
yoo YZ/’O‘, Jo . gra Zz/,a,

Y(XT, 270 — (X, Z2)

(Zzzhe — Zmey jf Zrhe — zma £

Bs = |Z§F"CY — 7572
0 otherwise,
fa(s) = (X7, Z97) — (X7, Z97),

andW, = f(f Bsds + Wy. By hypothesis (H2)$3 is anR? valued adapted process boundedmy ., so
we are allowed to apply the Girsanov theorem: forfale R* there exists a probabilit;- under which
(Wt)tepo, 1) IS @ Brownian motion. Then, from equation (2.10) we obtain

T T T
Y :?;ua/ }7so‘d5+/ fa(s)dsf/ Z4dWs, 0<t<T. (2.11)
t t t

Applying It6’s formula toe =~ Y, we obtain

T T
f@o‘ = e_o‘(T_t)f/To‘Jr/ e_o‘(s_t)fa(s)dsf/ e_a(s_t)Z?dWS
t t
B 5 T
Vo] < e TR 19| A ] + / e~ TR fo(s)]| ] ds
t
< e_a(T_t)EQT{lf/]g'}—t}

T , 1/2
YKy, / eo(s—)ger [|X§7X§ H]-}} ds.
t

To conclude we are going to use the following lemma whosefjwilbe given after the proof of Theorem:
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Lemma 2.5 Assume that (G1), (G2), (H1), (H2) and (H3) hold. For@kK ¢ < s < 7,
EQr [|Xf _ X;n’|2‘]_—t} < 62(77+Kw,zKa)(sft)|ch _ th’|2_

Furthermore, ifo is constant then, for al) < ¢ < s, we have

’

X2 — X2 < eV XT - X7

From the last inequality, we deduce

T
|}'}ta| < e—a(T—t)RQr [|}779¢| ft:| +K¢,1|X,§T*th/|/ e(*a+n+Kw,zKU)(sft)ds,
t

which implies

. M, 1 — e(—atn+Ky :Kq)(T—t) . ,
7o) < ooy g, | Lixe - xz)|.
« ’ a—n—Ky K,
Finally, letT — +o00 and the claim follows by setting= 0. 0

Proof of Lemma 2.5.  Let us apply Itd's formula te =201+ Kv = Ko)(s—t)| x o _ xo'|2:

6_2(n+Kw’zKa)(s—t)|X;p o Xswl|2 = |th“ — th;’|2

42 [ emam it [ (0 - X )(b(XE) - bXD)du
t

5 THO(XD) — o (X5 ) (0(X5) — o(XI )]du

+ (X2 = X2 )Vo(XDAKE — (X5 — X2 )Vo(Xg K
(X7 = X)X = o (X)) (AW — Budu)

0+ Ko Kq) X5 = X du.

G is a convex set, stz — y)V¢(x) < 0 for all (z,y) € G x G. Furthermorés,| < K, . ando is
K,-Lipschitz. By definition ofy we obtain,

b D e D
s t ’ ’ ~
2 / et K0 [ (X7 X ) ((XD) - o(X2)] diF
t

Taking the conditional expectation of the inequality we thet first result. To conclude, the stochastic
integral is a null function when is a constant function. t
As in [43], we now set

V() = va(z) — v4(0),
then we havér,, (z)| < %Lﬂ forallz € G and alla > 0, according to Proposition 2.4. Moreover,
alve (0)] < My by Lemma 2.2. Thus we can construct by a diagonal procedwguescéa;, ) en \, 0

such that, for all: € G N Q, 4, (2) — ©(z) anday,va, (0) — A. Furthermorep, is a%-
Ky.z ’

Lipschitz function for everyx. Sov can be extended to gm-upschitz function defined on the

whole G, therebys,,, (z) — o(x) for all z € G. Thanks to this construction, we obtain the following
theorem which can be proved in the same way as that of Theorem f43].

Theorem 2.6 (Existence of a solution)Assume that (G1), (G2), (H1), (H2) and (H3) hold. Debe the
real number ands the function constructed previously. We defife := o(X}’). Then, there exists a
processZ® € MZ2(R* R'*4) such thatP — a.s. (Y*,Z% )\) is a solution of the EBSDE (2.9) for all

x € G. Moreover there exists a measurable functionR? — R'*¢ such thatZ{ = ((X}).

We remark that the solution to EBSDE (2.9) is not unique. &ubie equation is invariant with respect
to addition of a constant t&'. However we have a uniqueness resultXor

Theorem 2.7 (Uniqueness ok) Assume that (G1), (H1) and (H2) hold. L@t, Z, \) be a solution of
EBSDE (2.9). Then is unique among solutiong, Z, ) such thatY” is a bounded continuous adapted
process andZ € M?(R*, RI*d),
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Proof. ~ We consider(Y, Z,\) and (Y”’, Z’, \') as two solutions of the EBSDE (2.9). Lat= N — ),
Y=Y'-YandZ =27 —Z. We have, for all" € R**,

T T
A=T"! [?T - ?0} + T—l/ Z,B,dt — T—l/ Z,dW,
0 0

with

Z' —Zy) W2 —Z,4#0
|Zé _ Zs|2 ( S ) S #
0 elsewhere.

65:

{ V(XY 7)) — (XY, Zs) o
(2.12)

[ is bounded: by the Girsanov theorem there exists a probabiikasure), under WhiCh(Wt =W; —
fot Bsds)epo,) iS @ Brownian motion. Computing the expectation with respe@r we obtain

=7 e [fr | < 7

T

becausé” is bounded. So we can conclude the proof by letfihg> +oc. O
To conclude this section we will show a proposition that Wwél useful later.

Proposition 2.8 Assume that (G1) and (H1) hold,is a bounded set angl< 0. Then there exists a unique
invariant measure- for the proces$X;):>o.

Proof. The existence of an invariant measuréor the proces$X,);> is already stated in [80], Theo-
rem 1.21. Le andv’ be two invariant measures. For glle Cloip(Rd) and allt € R* we have

‘/fdz//fdz/

| Bt - [ E[f(Xzf)]v’(dy)}

G G

[ [ sircxe) - xeaon @)
GJG
Ky /G/GE“Xf—Xtyﬂl/z v(dz)V (dy),

N

with K ; the Lipschitz constant of. We are able to apply Lemma 2.5 with= 0: forall ¢t € R

Vfdy/fdz/

Then the claim ends by the use of a density argument and thetoraclass theorem. U

< Kpe” LL & — y|v(dz)V/ (dy) =7 0.
GJG

2.3 EBSDESs with non-zero Neumann boundary conditions

We are now interested in EBSDESs with non-zero Neumann bayradenditions: we are looking for solu-
tions to the following type of BSDE, forall < ¢ < T' < +o0,

T T T
Ve =Yi+ [ WO zn - ds+ [ g0 - i - [ zzaw., (219
t t t

where )\ is a parametery is part of the unknowns of the problem,still verifies (H2) andg : G — R
verifies the following general assumption:

(F1). gecC,(G).
Moreover we use an extra assumptiongon

(G3). ¢ el (RY.
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In this situation we will say thatY, Z, 1) is a solution of EBSDE (2.13) with\ fixed. But, due to
our proof strategy, we will study firstly a modified problemavl . is a parameter and is part of the
unknowns. In this case, we will say th@t, Z, \) is a solution of EBSDE (2.13) with fixed. We establish
the following result of existence:

Theorem 2.9 (Existence of a solution)Assume that (G1), (G2), (G3), (H1), (H2), (H3) and (F1) holgt

Then for any: € R there exist\ € R, v € Cj;(G), a measurable functiog : R* — R'*¢ such that, if we

defineY;” := v(X[) and Z7 := ((X}) thenZ® € M?*(RT,R'*?) andP — a.s. (Y*, Z*, \) is a solution
of EBSDE (2.13) with: fixed, for allz € G.

Proof.  Our strategy is to modify EBSDE (2.13) in order to apply Thernr2.6. According to Theorem
3.2 of [61] there exista € R andv € Cj (G) such that

Av—ab =0 onG
20 (2) + g(x) = p, Va € 0G.

We setY* = 5(X#) andZF = ‘Vi(XF)o(X?). These processes verify for all< t < T' < +oo,

7 / " La(XT)ds + / " g(X7) — pldk / " zraw,
with
Lf(x) = 5TH(o () o(@)Vf(2) + b(2)Vf (z).

We now consider the following EBSDE with infinite horizon:
Y, =Y} +/ [W(XE,Z2) — Nds — / Z7dWs, 0<t<T < 400, (2.14)
t t

with o(z, 2) = Li(x) + ¢(z, 2 + 'Vi(z)o(x)). Sinceo, v and derivatives of are Lipschitz functions,
there exists a constaht; such that we have for all, 2’ € G andz, 2’ € R?

|’(/}($, Z) - 7/1(35/7 Z/)| < KJ),ILE - $/| + K¢7Z|Z - Z/| :

In pa[ticulamﬁ andy are twoKy, .-Lipschitz functions inz. So we are able to apply Theorem 2.6: there
existA € R, v € C}),(G) and a measurable functign: R? — R'*? such tha(Y* := o(X*), Z* :=

£(X*), \) is a solution of EBSDE (2.14). We set

Y= Yo+ Y = 0(XP) +0(X]),
Z¢ =27 + 7 = "Vo(X{)a(X]) + E(XT)
Then(Y®, Z*, \) is a solution of EBSDE (2.13) linked {o. O

We have also a result of uniqueness Xahat can be shown exactly as Theorem 2.7:
Theorem 2.10 (Uniqueness ok) Assume that (G1), (H1) and (H2) hold. L@&f, Z, \) a solution of EB-
SDE (2.13) with fixed. Then\ is unique among solutiond’, Z, \) such thatY” is a bounded continuous
adapted process and € M?2(R*, R1*4).

Thanks to the uniqueness we can define the map A(1:) and study its properties.

Proposition 2.11 Assume that (G1), (G2), (G3), (H1), (H2), (H3) and (F1) haldet ThenA(y) is a
decreasing continuous function &



tel-00543719, version 1 - 6 Dec 2010

2.3. EBSDES WITH NON-ZERO NEUMANN BOUNDARY CONDITIONS 29

Proof.  Let (Y, Z% )) and (Y, Z%,X) be two solutions of (2.13) linked tp andji. We sety’® :=
Y® —Y*andZ* := Z® — Z*. These processes verify for dllc R

— — T ~ ~ T —
Vi = Vi + /O [V(X7, Z7) — (X2, Z5)]ds + [N~ NIT + [ — Al KF — /0 Zzdw,.  (2.15)

As usual, we set

B(XE,Z28) = (X2, Z8) 4, - -
s1 5 278 N zE —ZmY i 2 — 27 40
By = |2 — zz|? (-2 Wai-Z#0
0 otherwise,

andW, = — fot Bsds + Wy. According to the Girsanov theorem there exists a prolgliili- under which
(Wt)te[o_’T] is a Brownian motion. Then we have

Y@ = EQr [Y;f] FA = NT + [ — AR {Kﬂ . (2.16)
——— ~——
<M >0

If we suppose that < jz and\ < X then

Ve < N=NT + M 25 —o0;

this is a contradiction. Sp < i = A > A. To show the continuity ok we assume thaf — p| < e with

e > 0. Then

oM
<+ %EQT 7).

3 1 T T ~ T
- 3 5~ + ]| < 2

Let us now prove a lemma about the bound&5T [Kf} .
Lemma 2.12 There exists a constant such that

EQr [Kﬂ <C(+1), VI eR*Vtel0,T],Vae .

Proof of the lemma.  Applying 1t6’s formula tog(X?) we have for alt € R* and allz € G

K = 6(X7) — d(z) - / LHXT)ds — / (X )o (XE)dW,. (2.17)

0 0

Then

t
0

B 7] = B [ox7) — o(o) — [ otxiids — [ VOO0 s + W)

t t
< E¥ | [9(XP)]+ ()] + / [LH(XD)] ds + / ['Vo(X2)r(X2)B, ] ds]
N—— N~ 0 S——— 0
<C/2 <C/2 <C/2 <C/2
< C(l+1t).
O
Let us return back to the proof of Proposition 2.11. By apmhliemma 2.12 we obtain
5 2M TH+1 | 74
_ < = I .
‘)\ A’ S5 + T Ce™ — Ce
The proofis therefore completed. t

To prove our second theorem of existence we need to introgfiagher assumption.
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(F2).
1. |¢| is bounded byl ;
2. E,[L¢] := [ Lodv < 0 with v the invariant measure for the procgss, );>o.

Theorem 2.13 (Existence of a solutionAssume that (G1), (G2), (G3), (H1), (H2), (H3), (F1) and (F2)
hold true. Then for any < R there exisi € R, v € Cp),(G), a measurable functiog : R* — R'*¢ such
that, if we defing}* := v(X¥) and Z¥ := ((X¥) thenZ® € M?(R*,R*4) andP — a.s. (Y*, Z%, p) is

a solution of EBSDE (2.13) with fixed, for allz € G. Moreover we have

A1) = M0) — pE, [Lo]| < 2My,.

Proof. Let (Y, Z,\(1)) and(Y, Z, A\(0)) be two solutions of equation (2.13) linked oand0 respec-
tively. Let v the invariant measure for the proc€s§,):>o. We setY’” := Y? — Y*. Then, from equation
(2.15), we deduce for ail" € R™

LE[¥s =¥ = N - OIT - k] wide) = [

G

T ~
B [ (v0xz.22) - 0(x7, 22) ds|(da),
0
from which we obtain that

L[5 - ¥]vtan) - oo - 20T - u |

G

IE[K%} v(dx)

< 2MyT.

By using equation (2.17) we have

T
LE[rs]uan) = [ E[otxr) ot - [ cocezas]vas)

Blo—ol- | ' | Eleotx]vayas
- _E, {ng)} T.
Combining the last two relations, we get
Jo |V — Vi |v(de)
T

~ M) = AO)] + 4, [ £6] | < 2My.

Thus lettingl” — +oo we conclude that
[A(1) = A0) = pEy [Lo]] < 2My.
So, we obtain
Ap) HZEX oo and M) == oo

Finally the result is a direct consequence of the interntedialue theorem. U
_The hypothesi&, [L¢] < 0 says that the boundary has to be visited recurrently. Vdhismon-singular
on G we show that this hypothesis is always verified.

Proposition 2.14 Assume that (G1), (G2) and (H1) hold true. We assume alsoothgtis non-singular
forall x € G. Then for the invariant measureof the proces$X;),>o we haveE, [L¢] < 0.

Proof.  We already show thafaE[K%}y(dz) = -E, [&b}T, which implies thatE, [Lgb} < 0. If

E,[L#] = 0, then forv-a.e.x € G and for allt € R, K¥ = 0. So, forv-a.e.x € G, the procesX ® is the
solution of the stochastic differential equation

t t
X7 —a+ / B(X?)ds + / F(XT)AW,, t>0, (2.18)
0 0

with b and & defined onR? by G(z) = o(projg(x)) andb(z) = b(projz(x)). But according to [53]

(Corollary 2 of Theorem 7.1), the solution of equation (3.i8a recurrent Markov process @&f. Thus

this process is particularly unbounded: we have a contiadic t
Whene is singular oG then (F2) is not necessarily verified.
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Examples.

X 0

e LetG = B(0,1), ¢(z) = # b(x) = —z ando(z) = onG. Thend, is the

0 Xrd
invariant measure anflp(0) = 0. If we setd = 1, ¢ = 0 andg = 0 then solutions of the differential
equation (2.5) without boundary condition &d; + B;z* — 2\In|z|, (A;, B;) € R?} on[-1,0]
and]0, 1]. Thereby bounded continuous solutions fre— £|z[*, A € R} andA(p) = 0.

e LetG = B(0,1), ¢(z) = #, b(xz) = —z ando(z) = ( (I)k gd—k ) onG.

Fy = {2 € R/ap41 = ... = x4 = 0} ~ R" is a stationary subspace for solutions of equation (2.8).
Let v, the invariant measure di* for ¢(z) = # b(z) = —z andé(z) = I.. According to
Proposition 2.14%,, [£¢] < 0. Theny := vk ®do,,_, IS the invariant measure for the initial problem
andE” [L¢] < 0.

Theorem 2.13 is not totally satisfactory for two reasons:deenot have a result on the uniqueness of
w1 andwy is usually not bounded in optimal ergodic control probler8a we introduce another result of
existence with a different hypothesis.

(F2). —Lo(x) >|'Vool|, gKy- Vred.

Theorem 2.15 (Existence and uniqueness of a solutioyssume that (G1), (G2), (G3), (H1), (H2), (H3),
(F1) and (F2’) hold true. Then for any) € R there existu € R, v € Cloip(G), a measurable function
¢ : RY — R4 such that, if we defin&” := v(X[) and Z7 := ((X}) thenZ” € M*(R*,R'*4)
andP — a.s. (Y*,Z%, p) is a solution of EBSDE (2.13) with fixed, for allz € G. Moreovery is

unique among solutiond’, Z, u) with X fixed such thal” is a bounded continuous adapted process and
Z € M2(R*,R*4),

Proof.  Let (Y, Z, A1) and (Y, Z, A(ji)) be two solutions of equation (2.13) linked goandi. As in
the proof of Proposition 2.11 we s’ := Y* — Y* andZ* := Z* — Z*. From equation (2.16), we have:

(u— w2 [2E] = 2 (Y ~ B [77]) — () — A@))

Y* is bounded, s&%r [K% /T has a limitl,, ; > 0 asT — +oo wheny # fi such that
(A() = A(@) + (= @)lp.p = 0. (2.19)

By the use of equation (2.17) we have

B [K7| = B [o(XF) - o) - /OT&b(Xf)ds— /TtW(Xf)U(Xf)Bsds}

0

T 2[¢|oo
QT _T > R el _ _ t .
E [ T } z T T { ilelg£¢ | V¢U|oo,GKw,z]-
We setc = —sup, .z Lo — |'Voo|, zKy... Since hypothesis (F2’) holds true, we have> 0 and

li = ¢ > 0wheny # fi. Thus, thanks to equation (2.19),

Ap) =5 —oo and A(p) "= 4o
Once again the existence result is a direct consequence ofitérmediate value theorem. Moreover, if
A1) = M(@) thenp = f. 0
Remark 2.16 By applying Lemma 2.12 we show tfit” [K%/T} is bounded. So we have:
O<e<l,p<C, Yu#p.

Remark 2.17 If we have interest in the second example dealt in this seetecan see that (F2’) hold true
whenk/2 —1 > Ky ..



tel-00543719, version 1 - 6 Dec 2010

32 CHAPITRE 2. EDSRES ET EDPS AVEC CONDITIONS DE NEUMANN AU BORD

2.4 Study of reflected Kolmogorov processes case

In this section, we assume tha&iX;):>o, (P.) ) is a reflected Kolmogorov process with a unique invari-
ant probability measure. We dendig(.) := [z P.(.)v(dz). Then((X:):>0,P,) is a stationary ergodic
process. The aim is to obtain an equivalent to Theorem 2.fbaviess restrictive hypothesis than (F2).
We setr = /21 andb = —VU whereU : R? — R verifies the following assumptions:

(H4). U € C%*(R%), VU is a Lipschitz function oiR? andV2U > cI with ¢ > 0.

We notice that (H4) implies (H3) and (H1). Moreover, withdasgs of generality, we use an extra as-
sumption ony:

(G4). Vg¢is a Lipschitz function orR?.
To study the reflected process we will introduce the relatthfized process:

t
Xt”’xzxf/VUn(XQ’”“')dSwL\@Bt, t>0, zeR% nel,
0

with U,, = U + nd?(., G). According to [45], d(., G) is twice differentiable an&?d?(., G) > 0. So, we
haveV2U,, > cl. Let L, the transition semi-group generator(df;"),~o with domainDs(£,,) andw,, its
invariant measure given by

1 .
Up(dx) = N exp(—U,(x))dz, with N,, = y exp(—U,(x))dz.

Proposition 2.18 E,, [f] "= E, [f] for all Lipschitz functionsf.
The proof is given in the appendix. We obtain a simple corglihat we also prove in the appendix:

Corollary 2.19 v(dz) = 3 exp(—U(z))1, gdx, with N = [z exp(—U(x))dx. Moreover,, converges
narrowly tow.

We now introduce a different assumption that will replac2’F

5
(F2). (\E - \/§|V¢>Im,o) Ky,. < —E,[£4],

with § = supwea(tVU(z)x) - inflea(tVU(x)z).

Theorem 2.20 (Existence and uniqueness of a solutiofjheorem 2.15 remains true if we assume that
(G1), (G2), (G3), (G4), (H2), (H4), (F1) and (F2") hold.

Proof.  If we use notations of the previous section, it is sufficienshow that there exists a constant
C' > 0 such thatimy_, 4 o fa]EQT {KT;} v(dx) > C for all u # fi. Thanks to hypothesis (F2") we piek
in the interval

)
] EKW,% —E,[Le] — \/§|V¢|OO7§K¢,Z {7

and consider the set

1 (T _
Ap = {_7/0 LH(X,)ds < —E,[Lo] — g} cGxQ,
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with 7" > 0. We have
/JE@T [%}y(dz) - /JEQT {@ - @ - %/OT LH(XT)ds

G G
T
V2 "VO(XE)Byds|v(dx)
Ty
2|9] o0
> A=y [ B9 [Balco] - e1enr — Lol glar (de)
—V2|Vo| 5Ky.x
> ey oo (1 [ @rtanmian)

Ll /6 Qr(Ar)(dz) — VAVH|.. 5 Koo

By using Holder’s inequality witp > 1 andg > 1 such thatl /p + 1/q = 1 we obtain, for allz € G,

T 1 (T
exp / BSdWS——/ |ﬁs|2ds la,
0 2 /o
1/p
T 9 T - T
o (p [ g, [T i+ PO [T )| aan s
0 2 Jo 2 0

-1
exp <(p 5 )KizT) PI(AT)l_l/p.

Qr(Ar) E

N

E

N

So

/GQT(AT)I/(dz) < exp <(p§ 1)

To conclude we are going to use the following propositionalihvill be proved in the appendix thanks to
Theorem 3.1 of [52]:

Proposition 2.21 Assume that (G1), (G2), (G3), (G4), (H1) and (H4) hold. Then

2T
P, (A7) < exp (—&) .

K;ZT) P, (Ap)=1/P.

52
So

P,z 52

/5QT(AT)V(CZ$) < exp <Zy[(2 M) Z;

BP
B, is a trinomial inp that has two different real rootisand 622;’(822 > 1 because > 6Ky ./v2c by
P,z
T—+4o00

hypothesis (F2"). So we are able to fipd> 1 such thaiB, < 0. Then [ Q7 (Ar)v(dz) *—" 0 and

K%
i Qr | 2T > — — —
i E]E { 7 }Z/(dm) > —E,[L¢] — V2|Vl gKy- —e > 0.

0
I, 0O

0 Og—k
example, is a stationary subspace\of/. We can even replace (F2") by

1
<\/;6 + x/ilwuoyam) Koo < ~Ey[Lo),

with § = sup, (VU (2)2) — inf, g p, (VU (2)z). Indeed, as we see in the previous example,
non-zero at most on the s6tN F},. So it is possible to restrict the process to the subsgace

Remark 2.22 All these results stay true if(z) = /2 and £y, defined in the previous
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2.5 Probabilistic interpretation of the solution of an elliptic PDE with
linear Neumann boundary condition

Consider the semi-linear elliptic PDE:

(2.20)

8

Lo(z) +(z,)! Vo(z)o(z)) =N, x€G
{ go@) +g(a) =p, x€0G,
with

Lf(x) = %Tr(o(w)to(w)VQf (2)) +" b(2)V f(2).
The solutionv of this semi-linear problem is a scalar function and: are constants: In some cases a
given constant and is part of the unknowns, and it is the contrary in the otheesa8Ve will see now that

v, defined in Theorem 2.9, in Theorem 2.13, in Theorem 2.15 ®hgorem 2.20, is a viscosity solution of
PDE (2.20). See e.g. [75] Definition 5.2 for the definition afiscosity solution.

Theorem 2.23 Assume hypothesis of Theorem 2.9. For ary R, there exists a solutiofv(X ), (X ), \)
of the EBSDE (2.9) witp fixed. Ther{v, \) € Cloip(G) x R is a viscosity solution of the elliptic PDE (2.20)
with p fixed.

Theorem 2.24 Assume hypothesis of Theorem 2.13, Theorem 2.15 or Thed28mPr anyA € R, there
exists a solutiorfu(X ), ((X.), u) of the EBSDE (2.9) with fixed. Ther{v, 1) € C}}(G) x R is a viscosity
solution of the elliptic PDE (2.20) with fixed.

The proof of these results is very standard and can be eakijyted from [75], Theorem 4.3.

Remark 2.25 For any A, uniqueness of solutiofv, 1), up to additive constants far, is given by Barles
and Da Lio in Theorem 4.4 of [11] with different hypothesis:

e G is a bounded domain with &3> boundary,
e the outward unit normal vector t8G is a Lipschitz continuous function a@itz,

there existg > 0 such that

(e, 2) — (@', )| < K(le =/ |(L+ |2 + 1)) + |z = 2'l),  Va,o! €C, 2,2/ € RY,

o is non-singular on?,

there exists a continuous functign, such that

t~M)(x,t2) — oo (2, 2) locally uniformly, ast — +oo,

g is a Lipschitz continuous function @n

If o is non-singular or; we notice that it is possible to jointly modifyands without modifying PDE
2.20. We seb(x) = b(x) — &z andy(x, z) = ¢(x, z) + 20~ ! (x)z for € € RT. Then we are able to find
a new hypothesis substituting (H3). We n@gtthe scalar corresponding té.

Proposition 2.26 If 1) + K, . K, < 0 or Ky sup, ¢ |0~ (z)z| < 1 then there exist§ > 0 such that
1+ K; Ko <0.Inparticular it is true wheny is a constant function.

Proof: It suffices to notice thaj = n — { andK; , < Ky» + {sup, g lo~1(x)x|. So

N+ Kj Ko <n+ Ky Ky + (Ko sup |0~ (z)x] - 1).
zeG
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2.6 Optimal ergodic control

Let U be a separable metric space. We define a copted an(F;)-progressively measurabié valued
process. We introducB : U — R% andL : R? x U — R two continuous functions such that, for some
constantsV/yp > 0 andM;, > 0,

|R(u)| < Mg, |L(z,u)| < Mp, |L(z,u)— L(z',u)| <clz—2'|, YucU, z o e¢RL (2.21)

Given an arbitrary contrgl and7" > 0, we introduce the Girsanov density

p ’ Lt 2
I = exp R(ps)dWs — B |R(ps)|"ds
0 0

and the probability/lP7. = T'4.dIP on Fr. Ergodic costs corresponding to a given contreind a starting
pointz € R? are defined in the following way:

1 T T
I(z, ) = limsup BT [ /0 L(XE, p,)ds + /0 [g(Xﬁ)u]dKZ?], (2.22)

J(x, p) = limsup (2.23)

T—~+o00

+oo if EP=T[K%] =0,
1 EPT UOT[L(X;‘E’pS) _ )\]dg + fOTg(X;”)dKj} otherwise

Er T K]

whereE”T denotes expectation with respectity. We notice thatV/ = W, — f(f R(ps)ds is a Wiener
process off0, '] underPs..
Our purpose is to minimize cosfsand.J over all controls. So we first define the Hamiltonian in the
usual way
P(x,z) = 51615 {L(z,u) +2R(u)}, zcR%zec R (2.24)

and we remark that if, for alt, z, the infimum is attained in (2.24) then, according to Theoreoif 58],
there exists a measurable functipn R? x R'*¢ — U such that

U(z,2) = L(z,v(x, 2)) + 2R(y(%, 2)).
We notice that) is a Lipschitz function: hypothesis (H2) is verified wilfy, . = Mp.

Theorem 2.27 Assume that hypotheses of Theorem 2.9 holds trudYL.&t \) be a solution of (2.13) with
1 fixed. Then the following hold:

1. For arbitrary control p we havel(z,p) > A and the equality holds if.(X7, p:) + ZFR(p:) =
(XF, Z7F), P-a.s. for almost every.

2. If the infimum is attained in (2.24) then the confipl= ~(X [, Z7) verifiesI (z,p) = A.
This theorem can be proved in the same manner as that of Théblein [43], so we omit it.

Remark 2.28 1. If the infimum is attained in (2.24) then there exists amapitfeedback control given
by the functione — ~(x, £(x)) where(Y, £(X), A) is the solution constructed in Theorem 2.9.

2. If limsup is changed into liminf in the definition (2.22)tbé cost, then the same conclusion holds,
with the obvious modifications, and the optimal value isgive\ in both cases.

Theorem 2.29 Assume that hypotheses of Theorem 2.15 or Theorem 2.20held.et(Y, Z, 1) a solution
of (2.13) with) fixed. Then the following hold:

1. For arbitrary control p we haveJ(z,p) > u and the equality holds il.(X[, p.) + ZFR(p:) =
V(XE, ZF), P-a.s. for almost every.

2. If the infimum is attained in (2.24) then the confipl= v(X [, Z,) verifiesJ (x,p) = u.
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Proof. As(Y, Z, ) is a solution of the EBSDE with fixed, we have

=AY = (X, ZF) = Ndt + [g(X]) — pldK — Z7dW,
= WXV Z0) = Ndt + [g(X]) — pldK — Z7dWE — Z7 R(py)dt,

from which we deduce that

WEPTIRE] = BT (VE - YV§]+ BT

T
/O [WW(XE, Z8) — ZER(ps) — L(XF, pt)]dt]

+EP7T

T
/0 L(XF, pr) — Alde

T
+ E~T l / g(XF)dKY
0

Thus
T T
WECT (K] + B2 Y~ VF] <BPT l i - e | g(Xf)dKf] .
0 0

To conclude we are going to use the following lemma that weprdve immediately after the proof of this
theorem:

Lemma 2.30 Assume that hypotheses of Theorem 2.15 or Theorem 2.20rheldrhen for ale € G

; p Ty
TEI-EOOE [K7] = +o0.

So, forT > Ty, E#T[K%] > 0 and

Brlg-vE 1 o[ r |
< Er L(X}, — \|dt XHdKF | .
ErT[KZ] ErT[KZ] /0 [L(XY, pr) — A +/0 9(X{)dK]{

SinceY is bounded we finally obtain

n+

1 T T
< limsup ———E~7T / L(XZ, p) — A dt+/ XOVAK® | = J(x, p).
H T~>+o£) EP’T[K%] [ 0 [ ( t pt) ] 0 g( t ) t ( p)

similarly, if L(XF. pe) + Z§ R(pr) = (X7, Z7).

T T
pEPTKE] + EPT [V — Y] = EPT V [L(X], pt) — Aldt +/ g(Xf)dKf] :
0 0
and the claim holds. 0

Proof of Lemma 2.30. Firstly we assume that hypotheses of Theorem 2.15 hold Asién the proof of
this theorem, we have by using equation (2.17),

Eva{K%} — EPT

T T

B(X3) — olx) - / L(XT)ds — / ’fW(X:)a(X:)R(ps)ds],
0 0

from which we deduce that

K¥% 2| oo
e || 2 -2 [ swcoto) - Vool ]
T T |: z€G “ i|

Thanks to hypothesis (F2’) we have

K7 1
w7 | GE| = 5[ sw o) - Vool ghi] >0 vrs
zelG
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and the claim is proved. We now assume that hypotheses ofé&ime.20 hold true. Let be the invariant
measure of X;);>0. Exactly as in the proof of Theorem 2.20 we are able to showv tha

/ EAT [KY/T]v(dy) > C > 0

G

forall T > Ty by replacing3 with R(p). On the other hand, for all € G andT € R**, we have

J=EPT | KY |\ v(dy) — EPT | K% 1
o |t - 1] < T/EEP’TDK%*K%W(@)
and
1 4l 1 r
I | |£¢<X3>£¢(X§>|ds] (dy)
T
o Lo |tv¢<X;f>a<X;f>tv¢<X§>a<X:>||R<ps>|ds] W(dy).

SinceL¢ and’V¢o are Lipschitz functions, we obtain

Ry
= STt T Jo

MpK: ’
stmee [t | [y xlas| vidy)
T a 0

E~T

T
/ XY~ X:|ds] v(dy)
0

Exactly as in Lemma 2.5 we are able to show that fogall 0
EPT[|XY = XT[?] < 2OreMnkily — gf?.

Finally,

o oo 3] i) - B[]

Krg+ MpKigys T
< Lo RIT ¢ /7|y71'|21/(dy)/ e(nJrMRKU)SdS
G 0

T T
.
+ T
Kro + MrKeoy, 1 — o+ MrK)T
< SEetoRver [y apuay =
G _n_MRKU
.
=

Since hypothesis (H3) holds trug; Mz K, < 0 and so

|2 007

=0.
T—+o0 T

Thus, for allz € G there existd}, > 0 such that
1
EPT[K7/T] > 3 /7EP’T [K7/Tlv(dy) > ¢/2>0, VT =T,
G

and the claim follows. 0

Remark 2.31 Remark 2.28 remains true for Theorem 2.29.
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2.7 Some additional results: EBSDESs on a hon-convex boundeset

In the previous sections we have supposedthatas a bounded convex set. We shall substitute hypothesis
(G2) by this one:

(G2). G'isabounded subset &f.

In this section we suppose also thais a constant function. At last, we set

a= sup sup ("yVie(z)y)
z€co(G) ly|=1

with co(G) the convex hull ofz. Without loss of generality we assume that- 0. Indeed,a < 0 if and

only if ¢ is concave which implies that is a convex set. In the previous sections the convexi§ dias
been used to prove Lemma 2.5 so we will modify it:

Lemma 2.32 Assume (G1), (G2’), (H1), (H2) hold true ands a constant function. Let

b wp {2 " — D) - by)
|z —yl
7()¢t(v¢(;p) + V(b(y))aﬁ(x, Y, z, Z/)
-5 Tt (V(a)o'o + V26(y)o's) — a' Vo(a)b(z) — a'Ve(y)b(y)

z,y€G Yy 2,2 €RY 272

+a?(“Vote) +Vo))o'o (Yol + Vo)) b

with

Y(x,2') + iy, 2') — by, 2) —P(x, 2) o = 2)
Blx,y,2,2") = 2|2" — 2|2
0

if 2 £ 2

otherwise.

Then there exists a constaimi which depends only apand such thatforal) <t < s <7,

EQr “X;c o X;c’|2’f-t:| < M69(sft)|thE _ ch’|2'

Proof.  Firstly we show an elementary lemma.
Lemma 2.33 Vx € G, Vy € OG we have

—alz —y[* +2'(y — 2)Ve(y) < 0.

Proof. Letx € G andy € dG. According to Taylor-Lagrange theorem there existg0, 1] such that

B(r) = 6u) + (&~ 9)Voly) + 5"z — ) V6t + (1~ ) — ).

¢(z) =0, ¢(y) = 0 and the claim easily follows. O
As in Lions and Sznitman [65] page 524, using Itd’s formula,develop the semi-martingale

e~ Oe (XD X)) | x7 _ X2,
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which leads us to
d(efeuefa<¢<xz>+¢<xlﬂf/>>| X X§’|2) _

e e XD+ | X7 — X7 [2du

1 9e—Oue—ald(XD)+(X:) [t(X;c — XY (B(XE) — b(XE))du
+(X2 = XI)V(XD)AKE — (X5 — X2 )V(XT )dK ]

ae—éue—a(¢>(Xff)+¢(X$'))|ng X' [d}(m +dK*
+ (VO(XE) + Vo(X)o(dWy + Budu)
HATH(V2H(X 2 )oto + V2H(XE ato)du
+(VO(XDB(XE) + tv¢<xs’>b<xs’>)du}

+ale —0u,—a(o(X7)+e( XT |Xac XZ’|2

[ (VO(XZ) + VO(XE )t o(VO(XE) + Vo(X2))] du.

By Lemma 2.33 we have
(2" (X2 = X2)Vo(X2) — ol X7 - X2 ) dK <0,

and
(2'(X¢ = XOVo(XE) - alXs - X2 )aKy <o.

Applying the definitions of3 andd, we obtain

d(efeuefa<¢<xz>+¢<xlﬂf/>>| X7 X§’|2) <

—aem OO Xz — XF P (VO(XT) + Vo(XE)od W,
Thereby, forald <t <s<n

ECr [e_e(s—t)—a(¢(Xf)+¢(X:l))|XSZ - X7

Al <X - X7,

The claim follows by setting/ = e2®s1Pzcc ¢(=), 0
We replace hypothesis (H3) by an analogous one:

(H3). 6 <0,

In the context of this section, Lemma 2.32 plays the samea®leemma 2.5 in section 2.2. So, with the
new hypothesis (H3’), we are able to show an analogous of fEme@.6 in a similar way. Moreover, since
Theorems 2.9, 2.13 and 2.15 are consequences of Theoremeae able to do the same thing to these
ones.

Theorem 2.34 Assume that is a constant function. Theorems 2.6, 2.9, 2.13 and 2.15 tsteeyif we
substitute hypothesis (G2) and (H3) by (G2’) and (H3).

As in section 2.5, it is possible to jointly modityand+/ without modifying the PDE 2.20 i is non-
singular onG. We seth(z) = b(x) — &z andi(z, z) = (x,z) + Ezo ta for € € RT. Then we are able to
find a new hypothesis substituting (H3’). We nﬁ(@) the scalad corresponding td and. Letd be the
diameter ofG":

d:= sup |z —yl.
z,yeG

Proposition 2.350(¢) < 0 — (2 — +d%a?)¢. In particular, if ad < 2 then there exist§ > 0 such that
(¢) < 0.



tel-00543719, version 1 - 6 Dec 2010

40 CHAPITRE 2. EDSRES ET EDPS AVEC CONDITIONS DE NEUMANN AU BORD

Proof.  Let 3 be the functions linked with ). We have3(z,y, z,2') = B(z,y,2,2') + o~ (z + y).
Thusd(¢) < 0 + C¢ with

C = =2+ sw {-Z'(Vo) + Vo) (@ +y) + al Vo(a)r + Vo)) }
z,yeG,x#y
= 242 sw {'(Vo(@) - Vo) -y}
z,yeG

On the other hand, we have

swp {!(Vo(a) = Volw)ie ~v)} < d'a

Indeed, according to the Taylor Lagrange theorem there &xisc]0, 1] such that
1
¢(z) = d(y) + "(z — y)Voly) + j(x —yV2o(te + (1 - t)y)(z —y),

B() = 0lx) + 'y — 2)V6(a) + 5y~ 2)V2H(t'y + (1~ )a) y — ).

Finally C < —2 + @ and the proof is therefore completed. t
The assumption obtained in Proposition 2.35 is very simpieitocould be not optimal. Indeedy
strongly depends on and it could be huge if the functiahis not well-chosen. So, we are able to optimize

the choice of by defining

)

of = inf | sup sup (‘yVZé(z)y)
peA z€co(@) |y|=1

with
A={peCR)) |G={p>0}, aG={p=0}, |[Vé(z)|=1, VaedG}.

Then the assumptiond < 2 becomesy*d < 2. Moreover,a* has some nice properties given by the
following proposition.

Proposition 2.36 *

o = inf sup  sup ("yV3op(2)y)| ,
peA [zGCo(G)\é ly|=1

o > o = inf | sup sup ("yV7¢(z)y)| ,
peA z€0G |y|=1

o =sup  sup  (YVi¢(x)y), Ve A
r€0G ly|=1
ye{Ve(x)}*

The proof is given in the Appendix.
Remark 2.37

e For someG we can havex* = o*, that is to saya* only depends on the local geometry i
characterised by*. For example, it is easy to show that in dimensigrnthe domain given by
figure 2.1 verifies such an equality.

e Itis also possible to find a domai such thata* > o*: in this casen* depends also on the global
geometry of7. Indeed, let us consider the domain given by figure 2.2. Ténisain is a gathering of
four arcs of a circle, so it i€©* but onlyC? by pieces. This is not an important restriction because it
is possible to mollify this domain near the four points whteboundary is naf?. It is easy to see

1This proposition and the remark that follows are not in thiicker [77]. The author would like to thanks Michel Pierre fam
helpful conversation that led him to these results.
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that o* does not depend an €]vy, 27[ wherev, is the angle such thatt = B. Moreover, for any
¢ € A, we can consider the function

p. 01— R~
ot o ¢tza+ (1 —t)ap).
Sincey’(0) = —|ap —xza| andy’(1) = |xp — x4|, there exists €]0, 1] such thaty”(t) =
2|zp — x| Sothere is a poinf' € [A, B] such thatyV2¢(zc)y = #_“‘ wherey = ZE=24,

Thus,a* — 400 whenv — 1.

Figure 2.1: The “donut” example. Figure 2.2: The “eaten donut” example.

2.8 Appendix

2.8.1 Proof of Proposition 2.18.

We will prove that for all Lipschitz functiong, E, [f] "==5° E, [f]. We have, for alt > 0,

By, [f] = Eu[f]]

LBl n(de) ~ [ B )

G G

< | LB - | E[f(Xf’y)]V(dy)’
Ant
| [ Brog - o)

Firstly,
Ay < /6 /6 E[|f(XP") — (XY Jvn(de) v(dy)

K /G /G E[| X7 — XY|v(da) w(dy).

N

V2U, > cl, so—VU, is dissipative : we can prove that (see e.g. Propositionr3[33])

EIX;" = XY < e o -yl
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Then, by simple computations

L L1 =slvta)viay /|x|un @)+ [ 1ylviay)

< |z|e” dz+/ ly| v(dy) < 400,
N a

with N defined in Corollary 2.19. So4,, ; < Ce™“ fmase 0, and the limit is uniform im. Moreover,

B,: < Kf/ E|X,"" — X7|v(dx) < Kf/ E[ sup | X" — X7|]v(dx).
G G 0<s<t

So, by Theorem 1 in [69]B,,; "—° 0 whent is fixed. In conclusion, for all > 0,

limsup [E,, [f] — E.[f]] < Ce™ ¢,

n—-+o0o

So we can conclude the proof by lettihg- +oo. O

2.8.2 Proof of Corollary 2.19.
Forall f € Cp,(R?) we have

1

B, =5 | f@e ™ da

According to Proposition 2.18;,, [f] ey E.[f], and by the dominated convergence theorem, we show

that ) )
— fla)e Un@) gg "2Ee —/ f(x)e V@ dg.
Rd N Ja

N,
Bl = 5 [ f@e

Then the first claim ends by the use of a density argument anchtimotone class theorem. Finally, we are
able to apply the dominated convergence theorem to show thainverges narrowly to. t

So

2.8.3 Proof of Proposition 2.21.

We know thatV2U,, > cI. So, according to the Bakry-Emery criterion (see [5]), weehthe Poincaré
inequality

vary, (f) < = HLuf. [, Vf € Da(Ln).

Now, we are allowed to use Theorem 3.1 in [52]:

1 [T " dv \? ce®T
P, <_T/o LO(XM)ds < —E,, [£4] _5> <E, KE) ] exp (_5—2)

Firstly, by dominated convergence theorem

1/2
dv 2]/ Np notoo
E, —_— = — — 1.
dv, N

Moreover, applying Proposition 2.18,

E,,[Co] "= B, [Lg).

7| cocxpnas— [ cotxis

Finally,

/61[12

l/(dm) < Kﬁd)/aE

sup | X" — XZ|| v(dx).
s€[0,7)
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But, according to [69],

E | sup |X* — X7 "
s€[0,T]

and the limit is uniform inz belonging toG. So

/EE

and, as convergence il implies convergence in law, the claim follows. 0

e e oo
—/ £¢(X§’z)ds——/ LO(XT)ds|v(dx) —= 0,
T Jo T Jo

2.8.4 Proof of Proposition 2.36.
First of all, it is easy to see that
2] o)
To show the equality, we will do a proof by contradiction. ustassume that there existsuch that
sup  sup ('yV>(z)y) < inf [ sup  sup (fyv%(x)y)] ,
zeco(G\G lyl=1 PEA | zeco(@) lyl=1

and let us consider. : R — R a2 function such that

o ho(x)=xzforz <e,

o he(x) =2eforz > 2,

e 0 < hl(x)<landh!(z) <Oforz € e, 2e].

We setp. = h. o ¢. Then

inf | sup sup (tyV2¢)(x)y) < sup sup (tyv2¢5(x)y),

peA z€co(G) |y|=1 z€co(G) lyl=1
and
sup  sup ("yV?¢e(z)y) = sup sup (‘yV>¢.(2)y),
z€co(@) |y|=1 z€ B |y|=1
with Ey. = co(G) N ¢~ 1(] — o0, 2¢]). But, we have
0< sup sup ("yV?¢.(z)y) = sup (‘yV>e(zo)y)
€ E2e |y|=1 lyl=1
= hé’(¢>(ws))|SI|1p1(tyV¢(wa)tV¢(xa)y)
y =

N

+ B (p(x2)) sup (‘yVé(xe)y)
T\y\zl

>0

< sup (‘yV3o(z.)y)
ly|=1

< sup sup (YV2e(z)y).
z€Es. |y|=1

Moreover,V2¢ is a continuous function, so

sup sup ("yV2p(z)y) 2 sup  sup (‘yV3e(x)y),
z€F2e |y|=1 zeco(@)\G lyl=1
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and then

inf | sup sup (‘yVi¢(x)y)| < sup  sup ('yV3e(z)y),
PE€A | zeco(G) lyl=1 zeco(G)\G lyl=1
which is a contradiction: we obtain the first equality.
Now, let us show the end of the proposition. Obviously we have

a*>a* > inf sup  sup  ("YyVe(x)y).
PeAzeoa ly|=1

ye{Vo(a)}+

Moreover, the quantity

sup  sup  ('yVio(x)y)
r€dG ly|=1

ye{Vo(x)}*
does not depends ahe A, so
a* > sup sup (tyV2¢7(J:)y), Vo € A.

z€0G  |y|=1
ye{V(z)}*

To show the equality, we will take the oriented distance fiomcg = d(.,G¢) — d(.,G). Thanks to
Theorem 5.6 in [37], we know that there exists an open neightam of0G whereg is C2. Outside of this
neighborhood, it is possible to consider a mollificationsdab obtain aC? function onR?. Moreover, it is
proved in section 5.5 of the article [37] that

V2p(x)Vo(x) =0, VY€ dG.

So, in an orthogonal basis such thap(x) is the first vector, we have

V2¢(x) ’
)= | .
: M(x)
0
Then
sup sup (‘yV?é(z)y) = sup  sup  (‘yV3o(x)y).
z€0G |y|=1 r€0G ly|=1
ye{Ve(z)}*

O

Acknowledgements. The author would like to thank his Ph.D. advisers, Philippiaid and Ying Hu, an
anonymous referee and the associate editor for their daesfding and helpful comments.
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Chapitre 3

Quelgques resultats compléementaires sur
les EDSREsSs

Dans ce chapitre nous ajoutons quelques résultats comtéesd&EDSRES ne se trouvant pas dans l'ar-
ticle [77].

3.1 Un résultat d’existence et d’unicité concernant les EDSs géné-
ralisées en horizon infini

3.1.1 Motivation

Revenons au probleme initial que nous cherchons a résoadsdelchapitre 2. Nous souhaitons montrer
I'existence d’une solutioflY, Z, 1) pour 'TEDSRE

T T T
ve=vi+ [ wi s+ [ lo(x) - panz - [ zzaw,
t t t

Pour cela, I'idée la plus naturelle est de traduire en tenpnesabilistes la démonstration de I'article [11]
qui consiste a étudier la limite, lorsque— 0, de la solutiorv® de 'EDP

{ £ ot Tt - ) =0,z
9% (1) + g(z) — av(z) = 0, € G,
avec

LF(x) = 5THo (@) o(2) V() + b(2) V£ (2).

D’un point de vue probabiliste, cela revient a introduiEeED'SR

T T T
voo =i [ zee) - el + [ g0 - vzl - [ zzeaw.. ()
t t t

En premier lieu, il convient de savoir si cette EDSR possédesolution éventuellement unique. Ce type
d’équation a déja été envisagé, pduen dimension quelconque, dans l'article [75], mais I'étpdeposée
fait apparaitre des hypothéses techniques dont nous sonhaious affranchir. En utilisant les spécifici-
tés de la dimensiom, Briand et Hu [23] proposent un résultat qui va dans ce seris ces derniers se
cantonnent aux EDSRs non généralisées. Il est néanmoisibf@ode reprendre leur démonstration pour
I'adapter a notre situation.

3.1.2 Le résultat d’existence et d’unicité

Considérons 'EDSR généralisée en horizon infini

T T T
Y, =Yr Jr/ f(s,Ys, Zg)ds Jr/ 9(s,Ys)dAs — / ZsdWs, YO<Lt<LT. (3.2)
t t t

45
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f est une fonction aléatoire définie $0r77] x Q x R x R'*4, a valeur dan® et mesurable par rapport aux
tribus? ® B(R) @ B(R'*4) et B(R), P désignant la tribu des événements prévisibjesst une fonction
aléatoire définie suj0,7] x Q x R, & valeur dan® et mesurable par rapport aux tribfls® B(R) et
B(R). De plus,(As)s>0 est un processus continu croissaht;progressivement mesurable, & valeur dans
R et vérifiantA, = 0. Enfin, pour tousy € R et 3 € R, on noteM A (R*, E) 'espace de Hilbert des
processus;-progressivement mesurables a valeur dans I'espace ieuchidels que

—+oo
X1 = | [ et
0

Considérons les hypothéses suivantes sur les foncfiens :

X,[*ds| < .

(H). Il existe quatre constantédy > 0, M, > 0, p > 0 ety > 0 telles quedP ® dt-p.s.,

1. f estM;-lipschitzienne eny etz : pour tous(yy, z1), (y2, z2) dansR x RY,
|f(t,y1,21) — f(t,y2, 22)| < My(lyr — ol + |21 — 22|);
2. g estM -lipschitzienne ery : pour tousy;, y» dansR,
l9(t,y1) — 9(t, y2)| < Mglyr — yal;
3. f etg sont monotones en: pour tousy; , y» dansR et z dansR? on a
(y1 = y2)-(f(t,y1,2) — f(t,y2,2)) < —p(yr — ya2)* et
(y1 = y2)-(9(t,y1) — 9(t,y2)) < =1/ (y1 — y2)%;
4. |£(£,0,0)] < My et[g(t,0)| < M,.

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothésg$ gont vérifiées. Alors 'TEDSR en horizon infini généralisée
(3.2) posséde une solutiol, Z) qui appartient aM? ~2=2¢(R* R x R?) pour toute > 0 et telle quey’

est borné. Cette solution est unique parmi les proce€Bug) tels queY” est continu borné e¥ appartient
amM? (Rt R™9). De plus on a I'estimation suivante :

loc
My M
Y] < (—f\/—f’).
pooop

Démonstration.  Prouvons tout d’abord l'unicité. Supposons &, Z!) et (Y2, Z?) sont deux solu-
tions de 'EDSR (3.2) telles quE! etY? sont bornés et continus et qué et Z* sont dansm? (R* -

R!*d) Posong” := Y'! —Y?etZ := Z' — Z2. AinsiY est un processus continu et il existe > 0 tel
que|Y'| estP-p.s. borné pad/. On a alors

Y;E = YT+/ [f(SaszlaZ;)_f(SaY?aZsQ)} d8+/ [9(575/51)_g(sayf)]]dAs_stWs-
t t

Afin de linéariser cette EDSR, nous définissons trois nouvpancessusa, 5, v), a valeur dan® x
R? x R, en posant
f(tvi/tlaZtl> B f(ta}/t27Ztl>

ap = }/;1_}/;2 Sthl*Yg#Ov
— i sinon,
tY2 ZN — f(t, Y2, Z3) e -~ . -
f(’ t t>~ 2f(’ t t)tZt Sth#O,
ﬂt = ’Zt
0 sinon,
g(t7§/;1) _g(taY;SQ) vl 2
siY,'! —Y, 0
Y = }/tl o }/152 t t # )
—u sinon.

Remarquons quéy, 3,+) sont trois processus bornés gaet g sont lipschitziennes. Finalement, on
obtient

B B T T T
Y, =Yr +/ asYsds Jr/ Vs YsdAg — / Z(dWy — Bsds).
t t t
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Posons, & fixé, R, = exp(f: oy du + fts vudA,), et appliquons la formule d’1td au process]ﬁi§}7S :
Rn?n - Rtﬁ = / Rszs(dWs - ﬁsds)v
t

ce qui se réécrit,
Y, = R,Y, - / R.Z.dW,, (3.3)
t

avecW, = W, — fg Bsds. SoitQ,, la mesure de probabilité s(f2, 7,,) dont la densité par rapportf,

est " ) "
exp (/ BsdWs — —/ |BS|2ds) .
0 2 Jo

(3 est un processus borné donc la condition de Novikov est @érit I'on peut appliquer le théoreme de
Girsanov : Les mesures de probabilip§ etP -, sont mutuellement absolument continue(;léft)ogtgn
est un mouvement brownien so@Qg. En prenant I'espérance conditionnelle par rappdft de I'équation
(3.3), nous obtenons

il <E% |R, |V,

\]—}} . Qup.s. (3.4)

Or I'hypothése de monotonie portant stiet g nous donner < —p ety < —p' < 0 dP ® dt-p.s.. Donc
R, < em#n=h=pw(An=A) L e=r(n=H P, -p.s.. De plus|Y| estP|x, -p.s. borné pa2 M etP z ~ Q,,
donc

R, |V, | < 2Me (=Y Q,-p.s.

En revenant a (3.4), nous obtenons

Y| <2Me *=t)  Q,-p.s.

CommeP,|, ~ Q, nous pouvons en déduire que
P-ps. VneN, n>t, |V <2Me #n=t,
Il reste a faire tendre vers l'infini pour obtenir
[Vi| =0 P-ps.

Enfin, la continuité des processkis etY? nous assure qUE' = Y2 P-p.s.. Pour terminer la preuve de
I'unicité, nous appliquons la formule d’Itd au proces$tig?

t t
VPR = 2 / (s, YL, Z1) = (s, Y2, 22)]Vads — 2 / l9(s, Y1) — g(s, Y2)VadA,
0 0

t t
+/ IZS|2ds+/ Z,Y,dW;,
0 0
ce qui nous donne finalement,
t
E [/ |ZS|2ds] =0, Vt>0.
0

Passons maintenant & la démonstration de I'existence. @r{Yi6, Z") l'unique solution de 'EDSR
généralisée
ve = [ reyrzist [ gsvnaa- [ zzaw, (3.5)
t t t
verifiant "
E { sup |v;"|? Jr/ |Zt”|2dt} < 400.
otn 0

L'existence et I'unicité de cette solution sont établiessiéarticle [75]. Dans un premier temps nous allons
obtenir une estimation a priori poi*. Comme pour la preuve de l'unicité, nous posons

n o __
ap = Y;" _
—u sinon,

siY #0,
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f(ﬁ,O,Zf)—f(t,0,0)

tzr sizZp #0,

b= Zp|”

0 sinon,

n siYr #0,
T = Y ks
—u sinon.
L'EDSR linéarisée est alors donnée par
ve = [Clanvr e zna e e 00)ds s [ BV gs0)da - [ zaw. @)
t t t

On définit .
R = exp </ agds+/ WQdA5> et Wt":Wt—/ fsds.
t t 0

En appliquant la formule d’Itd au processlis(s)Y;,(s) nous obtenons
Y — / R™£(5,0,0)ds + / Rg(s,0)dA, — / RMZ AT
t t t
On introduit la mesure de probabili@, sur (€2, F,,) dont la densité par rapporffa, est donnée par

n 1 n
exp </ BrdWs — 5/ |ﬂ?|2ds) .
0 0

4™ est un processus borné donc la condition de Novikov est &érét nous pouvons appliquer le théo-
reme de Girsanov : Les mesures de probabilifget P, sont mutuellement absolument continues et

(W/")o<t<n €St un mouvement brownien sols. Nous en déduisons

¥ < B [ [ RV 0.00ds+ [ Rz oG04,
t t

]:t:| ’ @n_p's'
En remarquant qugf (s, 0,0)| < M; et queR” < e~ +(s==#(A:=4:) nous avons

t t

< <% y %/g) ECx [/" (e hs=—# (=40 g 4 M/e*#(S*t)*#,(As*At)dAs)‘]-"t}
2 K t
M M,
< <—f v —,g) ., Qups.
noop
CommeY™ est un processus continu et qiig;, ~ Q,,, nous obtenons finalement
M M,
P-ps. VneN, Vie[0,n], |¥"]< <7f \Y ,u_’g) . (3.7)

Nous allons maintenant étudier la convergence de la 6Yiite 7™ ), dans I'espace de Hilbert
M> 72725 (RY R x RY)

poure > 0 fixé. On définity™ et Z" surR* en posant™(t) = 0 et Z"(t) = 0 pourt > n. Fixons
t<n<metposony :=Y™ —-Y"etZ:=Z™ — Z". Laformule d'Itd nous donne

o= [ YD)~ Lt (52 20)]ds
t

+ / (905, Y™™) — Locng(s, Y7)]dA,s — / Zodw,
t t



tel-00543719, version 1 - 6 Dec 2010

3.1. UN RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE POUR LES EDSRS GHNRALISEES 49

Comme pour la preuve de l'unicité et de I'estimation a prindus allons utiliser le méme type de linéari-
sation en posant

f(tvy;fmazzn) _f(ﬁay;fnvzzgm)

SiY™ — Y £ 0,

a;z,m — }/tm . }/tn
—1 sinon,
LY Z5) = FYS 20 s s
I LA O R (Y e LA
= ‘Zt
sinon,
gt,Yyy™) —g(t,Yy) .
m,n sl Ym - Y" 0’
"= Y=y ' o7
—u! sinon.
On aalors
g::/ (0177 + ZuB™ 4 Lasnf(5,0,0)) ds
t
Jr/ ('Yg’mf/s + ]ls>ng(57 0)) dAs — / stWS'
t t
On définit

u u t
R"™ = exp (/ al™ds +/ Vg’mdAs) etw,”™ =W, — / B ™ds.
t t 0

En appliquant la formule d’1td au processi% ™Y, nous obtenons

m m

R™™g(s,0)dA, — / RY™Z AWM,

n

Y- [ Rems0.0as+ [

On introduit alors la mesure de probabili@g, ,,, sur (€2, 7,,,) dont la densité par rapportfa, est donnée

par
m 1 m
exp < / B AW, — = / |5;W|2ds> )
0 2 0

En appliguant une nouvelle fois le théoréme de Girsanov aow#duisons

|Y/t| < EQ"’m |:Mf / eiu(sit)i‘u,(AsiAt)dS + Mg/ eiﬂ(57t)7“,(A57At)dAs‘ft:| ) Qn,m'p's'
t t

< (% v %) EQn,m |:/m(ue_u(s—t)_ul(As—At)dS
wow n
+M/e*ﬂ(5*t)7ﬂ’(As*At)dAs)‘ft}7 Qn,m—p.s.
< <% y %) e HD QDS
I W )

CommeY est un processus continu et diie:, ~ Q, ., NOUs obtenons finalement
M M,
P-ps. YO<t<n<m, |Y"-Y" < (—f Vv —f’) e M=t (3.8)
I

D’aprés cette inégalité, pour tout> 0 la suite de variables aléatoir€g;”),cn est une suite de Cauchy
dansL* et donc converge vers une limite notée uniformément en sur tout compact. En faisant tendre
m vers l'infini, I'inégalité précédente devient

M; M
P-ps. YO<t<n, |Y;-Y" < (—f v —Ig> e Hn=t), (3.9)
nooop
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Montrons maintenant qu& ™), est une suite de Cauchy dahg> 2+ ~2¢(R* R). On a

E |:/ e2,us2sA5|j}s|2dS:| —E |:/ 62#S2€A5|i}5|2d8:| +E [/ e
0 0 n

On applique alors I'inégalité (3.8) et I'estimation a pri8.7) pour obtenir

|

" "My M\ ™M M\ >
E [/ e ds} <E / <—f \Y, —/g) e 2Mds| +E / <_f Vv —Ig> e 25 ds|
0 0 H H n Iz M
c'est-a-dire,
" My M\’ 1
E {/ e 2ms=2As jym _y 2 ds] < <—f \Y —/g) e 2 (n + —> , (3.10)
0 1% 1% 2p

ce qui nous prouve qué&’ "), est une suite de Cauchy dais$® 2 ~2¢(R*, R). Montrons maintenant
la méme chose pour le proces$ug),.cn. Pour cela, on applique la formule d’ltéea?#t 254 |Y;|? pour
obtenir

}7 2#52€A5|Zs|2d5:| =

[ “ame 2 (VL2 2V, [f (5, VI, Z00) — f(s, Y2, Z0)) ds
/ o 2ns—2¢A, (25|?5|2 +2Y;[g(s, ") = g(s, st)]) dA,
0

+/ 6_2“8_28A31/'Smf(5,0,0)d5+/

m

6_2“5_25A55/'5mg(s, O)dAS} .

Les fonctiong; et f vérifient I' hypothese*{) donc

m
E |:/ e—2us—2&A3 ~
0

ds] < E U e~ 2us=2e A, (2M|Y/S|2 MY, + 2Mf|57s||28|) ds
0
+/ e—2us—25As (2&_'{/8'2 + 2Mg|§/s|2) dA
0
+/ 672,u5725A5Mf|}/8m|dS +/ e2,us2sA5Mg|}/sm|dAS:| .
On utilise le fait queM |V, || Z,| < 2M?|Y,|* + 3| Z.|* pour obtenir

E]E /m e—2us—28A3 7 2 <
2 0

& {/ e~ 25224 (2 4 IMp + 2Mf)|}75|2d5
0

+/ e 72284 (9 4 2 M) |V | Pd As
0

+/ e—2us—25Ast |Y;m|d8 +/

m

e—2us—2&A3Mg |Y;m| dA5:| )

Pour faciliter les calculs, notons, B etC les trois termes du membre de droite de I'inégalité préceésden
En utilisant I'inégalité (3.10), on obtient

My M,\? 1
A< (2u+ 2Mf + 2M? (—f\/—9> 62“"<n+—>.
( f 7) R o
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De plus, I'inégalité (3.8) et I'estimation a priori (3.7) m@donnent

m

B < (2 +2M,)E U 6*2#5*2€A5|?5|2d145+/
0 n

M M n m
< (26 +2M,) (—f V —9) E [ / e 2ms =2 A g 2u(n=s) g Ay / eQw?aAsdAs}
K 0 n

672#71726145 |Y/S |2dA5:|

W

M M, 1
< (26 4+2My) (—f % —/g) e2Hm —,
meoop 2¢e

Enfin, nous avons

M M M M m —2us—2eAg
C < (_f y _g) (_f v _9) E [/ T (ouds + 25dAS)}

wooop 1% € 2
o (M, My (My | M) e
S\ poooe 2

ce quinous prouve quU& ", Z"),.cn est une suite de Cauchy dans I'espace de Hilb¢tt—2#—2¢ (RT R x
R?) et donc converge vers une limit¥, Z). Il ne reste plus qu’a prouver que ce couple de processufgevéri
bien 'EDSR (3.2).Tout d’abord, I'estimation a priori (3.7ous assure que

M; M
P-p.s, VteRt, |vi|< (—f v —,9> .
poop
Ensuite, poud < r < t < n, hous avons

t t t
veove = [peyrzdss [ gvmaa- [ ziaw,

Ainsi, en appliquant le théoréme de convergence dominé Bansus obtenons

t t t
Vo Yi= [ s Vaz)ds+ [ gls.vda. - [ zaw.

ce qui termine la preuve. O

3.1.3 Non application aux EDSRES

Comme nous le souhaitions, le théoreme 3.1 permet d’oHtexistence d’une unique solutiofy >,
Z®) pour 'TEDSR généralisée en horizon infini (3.1). Il convierdintenant de s'intéresser aux processus
limite lorsquex tend verd). La stratégie de démonstration présente dans les articled 3] nécessite deux
résultats distincts :

e le processugY ™ “| est borné uniformément enet enc,

e x — Y,”” est une fonction lipschitz uniformément en

Considérons tout d’abord le premier résultat nécessaireoBime dans I'article [43], nous souhaitons
appliquer I'estimation a priori du théoreme 3.1, alors nalienons que le proces#ugYm} est borné ce
qui n'est pas suffisant. Il est alors naturel de se demanilerest pas possible de reprendre la démonstra-
tion du théoréme 3.1 afin d’obtenir une estimation a priarsgbrte. Dans ce but, regardons 'EDSR (3.2)
lorsquef(s,y,z) = 1 — a?y etg(s,y) = 1 — ay, la solution étant notégr~, Z*). Une transformation
classique permet d'obtenir de maniere explicite la sohuti@ :

o0 5 +o0 5
Y;a -F |:/ e~ Q (s—t)—oz(AS—At)ds +/ e~ @ (s—t)—a(AS—At)dAS’]_-t:| ]
t t
On peut tout d’abord remarquer que

+o0 5 +oo
’E [/ e (St)o‘(AsAf)dAsjft} < E [/ e“(ASAt)dAS]]-}}
t t

<

Q|+

)
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ce qui est la bonne majoration. En ce qui concerne la prermégrale, étudions ce qui se passe sur des
exemples. Si nous prenons = s, alors nous obtenons encore la bonne majoration. Par ¢anineus
fixonsA; = log(s + 1), alors

+o0 5 , +o0 eiazs
/ e~ st —alAs—A) g = e Et + 1)0‘/ ————ds
t t (s +1)>
a’t a2« +oo —u
t+1
_ et )% / e o

o? 2y (u+a2)e

Or le théoréme de convergence dominée nous assure que
o0 e~ +o0
lim ———du = / e du = 1.
a—0 Jq2q (’U, + o )a 0

Finalement, nous avons, lorsque— 0,
oo 2 1
e~ (sft)fa(Aszt)dS ~=.
t «

Donc, ce cas particulier nous montre que I'inégdlit® *| < C n’est pas nécessairement vérifiée. Pour
obtenir une telle inégalité dans notre cas, il apparaitssziee d’'étudier plus finement le comportement
de (K7 )i>0. On pourrait notamment penser a utiliser les estimatiomsrpus avons obtenues au chapitre
précédent montrant qu’en moyenfi¥;),>, se comporte comme — Ct (cf. les démonstrations des
théoremes 2.15 et 2.20).

Le second résultat nécessaire peut s’obtenir, dans le assigqie, en comparant deux solutidfis® et
Y¥«, Sinousregardons 'EDSR vérifiee gaf-> —Y¥-, il apparait dans notre cas le terme supplémentaire

T T
/ [9(X?) — aYe] dK? — / 9(XY) — aYPe]dKY|,
t t

qu’il faudrait pouvoir majorer uniformément enparC' |2 — y|. Nous n’avons malheureusement pas réussi
a traiter ce probléme directement. L'idée qui consiste aager 'EDS réfléchie par une EDS pénalisée et
ensuite utiliser un résultat de convergence pour les EDSBE par exemple I'article [18] - ne semble pas
non plus aboutir.

3.2 Un nouveau théoreme d’existence pour les EDSRES lorsqule
générateur est non borné

Nous allons voir dans ce paragraphe comment il est possiiéethir un théoréme d’existence et d’uni-
cité pour 'EDSRE lorsque\ est fixé ety fait partie des inconnues du méme type que le théoreme 2.20.
Rappelons que ce théoréme est obtenu dans le cas ou le génératst non borné ce qui est le cas in-
téressant lorsque I'on s’intéresse aux applications aaklpmes de contrdle ergodique. La clef de cette
démonstration repose sur une inégalité de grande déviptionla moyenne empiriqu% fOT Lo(X)ds
démontrée dans l'article [52]. Pour pouvoir appliquereétggalité, nous avons besoin de supposer que
le processus progressif vérifie une inégalité de Poincaré de constanteAfin d’obtenir des hypothéses
vérifiables en pratique, nous nous sommes cantonnés auspsogessus de Kolmogorov pour lesquels le
critere de Bakry-Emery nous donne explicitement la constan Néanmoins il serait tout a fait possible
de mener les méme calculs dans le cas général avec une t¢enstaion explicite.

Dans l'article [38], les auteurs démontrent la méme inégale grande déviation pour la moyenne
empiriques fOT Lo(X;)ds sans supposer que le processus progressif vérifie uneitéé@mPoincaré mais
en utilisant le fait que ce processus soit strictement pligice qui rentre parfaitement dans notre cadre
d’étude. Il est alors possible d’obtenir un théoréme dtexise et d’unicité équivalent au théoréme 2.20
en remplacant I'hypothese (F2") par une hypotheése ad hacs®eis de lisibilité, nous allons refaire
la démonstration dans son intégralité aprés avoir inttagoire nouvelle hypothese (F2™) et énoncé le
résultat. Toutes les notations sont celles du chapitreépieia.
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K
(F2"). <#‘>'i’ +1'V60liq | Kue < ~EilLd)
o0, G

avecr la constante de dissipativité du proces&ust K .4 la constante de lipschitz d&p.
Théoreme 3.2 (existence et unicité d’une solutionyupposons que les hypotheses (G1), (G2), (G3), (G4),
(H1), (H2), (H3), (F1) et (F2™) sont vérifiées. Alors pourdo) € R il existen € R, v € Cp (G) et
une fonction mesurablg : R? — R'*4 tels que, si I'on définit;” = v(X7) et ZF = ((X7¥) alors
Z® € M*(RT,R'?) etP-p.s.(Y", 2", ) est une solution de TEDSRE (2.13) avkdixé, pour tout
x € G. De plusy est unique parmi les solutiont¥”, Z, 1), avec) fixé, telles qué” est un processus adapté
borné continu etz € M?(R*, R *4),

Preuve. Comme nous I'avons déja vu dans la preuve du théoréme 2 .4&, suffisant de prouver qu'il

existe une constanté > 0 etz € G telles queE?r [KT;} > C pour toutu # . Grace a (F2") il existes

dans l'intervalle

]KL¢|77|

ol

Kag,—EAcm-—Vv¢auan¢J['

Considérons I'ensemble
1 T
Ap = {_T/ LH(XT)ds < ~Ey[L¢] - g} ca,
0

avecT > 0 etz € G quelconque. Nous avons

Qr ﬁ Qr —(b(Xz)fM,l g o 71 Tt T T
" [ TT] = E T T T/o LO(XJ)ds T/o Vo(X)o(XJ)Psds
> _2|¢|T100’6 + EQT |:(_EV[‘C¢] - E)]lCAT - |‘C¢|0051AT:| - |tv¢a|oc,aK1/),Z
2 —
Z - |¢|TOOI'G + (*Eu[ﬁfb] - E) (1 — QT(AT)> — |£¢|Oo7§QT(AT) — |tv¢g|oo,§K¢-,Z'

En utilisant I'inégalité de Holder avec> 1 etq > 1 tels quel/p + 1/¢ = 1, nous obtenons

T 1 /T
exp / ﬁdes——/ |Bs|?ds | 14,
0 2 /o
T o T B T 1/p
o (p [ g, [T i PO [ )| raan
0 2 Jo 2 0

exp <—(p2 I)Kisz) P(AT)l_l/p.

E

Qr(Ar)

N

E

N

Pour conclure nous allons utiliser la proposition suivaguie nous prouverons plus tard en utilisant le
corollaire 5.11 de l'article [38] :

Proposition 3.1 Supposons que les hypothéses (G1), (G2), (G3), (G4) et @it Vvérifiées et que < 0.
Alors il existeC' > 0 telle que

2K12:¢772

wiﬁk—%fT>

P(Ar) < exp <

Ainsi,

W&a@%f>@—nT

Qr(Ar) <exp || pK] . —
(Ar) M K%QWQ 2p

By
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Nous avons choisi > K4 [n| Ky ./ |o|, &, doncil existely > 0 et une constante > 0 tels que pour

toutT” > Tp, on aB; < —a. Nous pouvons donc trouver> 1 et une constanté > 0 tels queB, < —&

pour tout?’ > Ty. Finalement, nous avons prouvé qle(Ar) =% et

KI
lim EQr [TT} > ~E,[L] - ['Voo| 5Ky, — & > 0.

T—4oc0

0

Preuve de la proposition 3.1. La démonstration de ce résultat consiste a utiliser I'ifitgde Hoeffding
du corollaire 5.11 de l'article [38]. Pour cela, nous avoasdin de réécrire I'événement :

1 (7 .
P(Ar) = P<?/O £¢(Xs)ds<El,[£¢]5>
T T T
_p <_% /0 £¢(X§)ds+% /0 E[L(XT)] ds < —E—Eu[c¢]+% /0 E[£(X?)] ds).
Or,
1 T 1 T 1 T
TAEwaﬁww—mwﬂ = |7 | Eeoxnyas— 5 [ [ Eleoxnmaas
c [T S
< 7| [Enxs - xzpaas
C (M .
< f/o /66 |z — y|v(dy)ds
c
< T
T

ce qui nous donne

T T
P(Ar) <P <%/O LO(XE)ds + %/0 E[Lo(XP)]ds < — + %) .

Le résultat de [38] permet d’estimer le membre de droitegioesy est solution d’'une EDS non réfléchie.
Pour obtenir le résultat nous allons donc introduire le pssas pénalis& ™-* solution de 'EDS

t t t
X =x+ / b(X")ds — / nd(X™", G)ds + / o(X")dWs,
0 0 0

avecd(.G) la distance au compaét. Pourn suffisamment grandy™* a pour constante de dissipativife
De plus, nous pouvons définirsur toutR? en considérant(d(.G)) ce qui implique quéo| = o]0 -
Ainsi, I'inégalité de Hoeffding du corollaire 5.11 de I'afe [38] nous assure que, poursuffisamment
grand,

w&g@%fT>

P [ cocxrnids s % [ BlLo0r s < e+ O ) <o -
T ) s )T s AASS TET R SO 2K i

Or, l'article [69] nous donne le résultat de convergence
E| sup [X]"—XI|| "= 0,
s€[0,T]
Ce qui nous permet de montrer, en utilisant le caractéretipsen deL¢,

1 4 n,T 1 T n,T L' 1 4 T 1 T T
-z /0 LOXT*)ds + o /0 E[Lo(X7")]ds 2 1 /0 LOXT)ds + /0 E[£o(X2)] ds
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lorsquen — +oo. Comme la convergence dahs implique la convergence en loi, nous obtenons

n—-+o0o T

2 _ (. _C 2T
. eXp<|a|oc,g(fs 7) )

2K%¢172

I I C
P(Ar) < 1iminf]P’<—?/0 E¢(X;”)ds+f/0 E[Lop(X")]ds < —5+—>

O
Comme dans le chapitre précédent, ce résultat d’existesroegh d’obtenir des résultats concernant les
EDPs ergodiques et les problemes de controle ergodiquestuemt les EDPs ergodiques, le théoreme qui
suit se démontre comme le théoréme 2.24.

Théoreme 3.3 Supposons que les hypotheses du théoreme 3.2 sont veRb&esout) € R, il existe une
solution (v(X ), ¢(X.), u) de FEDSRE (2.9) avea fixé. Alors(v, 1) € Cy,,(G) x R est une solution de
viscosité de 'EDP elliptique (2.20) avecfixé.

Pour le probléme de contréle ergodique, le théoréme sussadémontre comme le théoréme 2.29.
Théoreme 3.4 Supposons que les hypotheses du théoreme 2.15 sont véBi&é¥, 7, ;1) la solution de

'EDSRE (2.13) avea fixé. Alors nous avons les résultats suivants :

1. Pour tout contrdlep nous avons/(x, p) > u et I'égalité est vérifiée sL(X?, p:) + ZF¥ R(p:) =
W(XF, Z¥), P-p.s. pour presque tout

2. Sil'infimum est atteint dans (2.24) alors le contrple= v (X}, Z;) vérifie J(x,p) = p.
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Chapitre 4

Unicité des solutions dEDSRSs
guadratiques dont le générateur est
convexe et la condition terminale non
bornée

Résumé : Les auteurs de l'article [25] ont prouvé un résultat d’utéigiour les solutions d’EDSRs qua-
dratiques de générateur convexe et de condition termimalbornée ayant tous leurs moments exponentiels
finis. Dans ce papier, nous prouvons que ce résultat d'émiegte vrai pour des solutions qui admettent uni-
quement certains moments exponentiels finis. Ces momeptsertiels sont reliés de maniére naturelle
a ceux présents dans le théoréme d’existence. A I'aide déstétat d’unicité nous pouvons améliorer la
formule de Feynman-Kac non linéaire prouvée dans [25].

Mots clés. Equations différentielles stochastiques rétrogradeséigéeur a croissance quadratique, condi-
tion terminale non bornée, résultat d’unicité, formule @égriman-Kac non linéaire.

Abstract:  In [25], the authors proved the uniqueness among the sokitibquadratic BSDEs with con-
vex generators and unbounded terminal conditions whichtaelrmary exponential moments. In this paper,
we prove that uniqueness holds among solutions which admiegjiven exponential moments. These ex-
ponential moments are natural as they are given by the egistheorem. Thanks to this uniqueness result
we can strengthen the nonlinear Feynman-Kac formula priovib].

Key words. Backward stochastic differential equations, generatguafdratic growth, unbounded termi-
nal condition, uniqueness result, nonlinear Feynman-Keutla.

AMS subject classifications. 60H10.

This chapter will be published in
Annales de linstitut Henri Poincaré
under the title:
On the uniqueness of solutions to quadratic BSDEs with cogeaerators and unbounded terminal
conditions.
It has been written in collaboration with Freddy Delbaen ¥y Hu.
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4.1 Introduction

In this paper, we consider the following quadratic backvsiothastic differential equation (BSDE in short
for the remaining of the paper)

T T
Yi=¢ —/ 9(s,Ys, Zs)ds —|—/ ZdWs, 0<t<T, 4.2)
t t

where the generaterg is a continuous real function that is concave and has a gtiagrawth with respect
to the variablez. Moreover¢ is an unbounded random variable (see e.g. [60] for the cas@adratic
BSDEs with bounded terminal conditions). Let us recall tmathe previous equation, we are looking for a
pair of processegY, Z) which is required to be adapted with respect to the filtratjenerated by th&<-
valued Brownian motio?. In [25], the authors prove the uniqueness among the sokitidich satisfy
foranyp > 0,

E [epsupogth|Yt| < 00.

The main contribution of this paper is to strengthen theiqueness result. More precisely, we prove
the unigueness among the solutions satisfying:

P>753>0, E [epsupogth(Y[-&-fJ asds) + e SUPo<t<T Yr,+} < 400,
wherey > 0 and(a:):c[0,7) IS a progressively measurable nonnegative stochastiegsasch thak-a.s.,
Yty 2) € [0,T] x Rx R, glt,y,2) <aie + Blyl + 5 |4

Our method is different from that in [25] where the authorplgyghe so-called)-difference method, i.e.
estimatingy’t — 0Y2, for @ € (0, 1), and then letting — 0. Whereas in this paper, we apply a verification
method: first we define a stochastic control problem and thempreve that the first component of any
solution of the BSDE is the optimal value of this associateatio| problem. Thus the uniqueness follows
immediately. Moreover, using this representation, we aie & give a probabilistic representation of the
following PDE:

Owu(t, ) + Lu(t,x) — g(t, x,u(t, ), —0"Vyu(t,z)) =0, u(T,.)=h,

whereh andg have a “not too high” quadratic growth with respect to thealale . We remark that the
probabilistic representation is also given by [25] under¢bndition that, andg are subquadratic, i.e.:

V(t,z,y,2) € [0,T] x RT x R x R, [h(z)] + |g(t, 2,9, 2)| < f(t,y,2) + Claf’

with f > 0,C > 0 andp < 2.

The paper is organized as follows. In section 2, we prove @temnce result in the spirit of [24] and
[25]: here we work with generatorsg such thaty~ has a linear growth with respect to variableand
z. As in part 5 of [24], this assumption allows us to reduce figpsis of [25]. Section 3 is devoted to the
optimal control problem from which we get as a byproduct ajuainess result for quadratic BSDEs with
unbounded terminal conditions. Finally, in the last settie® derive the nonlinear Feynman-Kac formula
in this framework.

Let us close this introduction by giving the notations thatwill use in all the paper. For the remaining
of the paper, let us fix a nonnegative real nuniber 0. First of all, (W;)c(o,7] is @ standard Brownian
motion with values inR¢ defined on some complete probability spate F,P). (F;):o is the natural
filtration of the Brownian motiori¥ augmented by th&-null sets of 7. The sigma-field of predictable
subsets 0f0, 7] x Q is denoted byP.

As mentioned before, we will deal only with real valued BSD#sch are equations of type (4.1). The
function—g is called the generator agdthe terminal condition. Let us recall that a generator israloe
function[0, 7] x © x R x R4 — R which is measurable with respect®® B(R) @ B(R'*%) and a
terminal condition is simply a reaf-measurable random variable. By a solution to the BSDE (#el)
mean a paifY;, Zt)te[o,T] of predictable processes with valuesRnx R'*¢ such thatP-a.s.,t — Y; is
continuoust — Z; belongs toL?(0,T), t — g(t,Y:, Z;) belongs toL'(0,T) andP-a.s. (Y, Z) verifies
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(4.1). We will sometimes use the notation BSBE{ to say that we consider the BSDE whose generator is
f and whose terminal condition {s
For any reap > 1, SP denotes the set of real-valued, adapted and cadlag pre¢ésse o, ) such that

1/p
Wl =B | sup 17| <4,
0<t<T

MP denotes the set of (equivalent class of) predictable psesg8; ), (o, ) with values inR'*? such that

T P/2 l/p
1Z1l 0 :=E (/0 |ZS|2 dS) < +00.

Finally, we will use the notatiol’™ := sup,, <7 |Yz| and we recall that” belongs to the class (D) as soon
as the family{Y, : 7 < T stopping timé is uniformly integrable.
4.2 An existence result

In this section, we prove a slight modification of the existenesult for quadratic BSDEs obtained in [25]
by using a method applied in section 5 of [24]. We consideeltee case wherg~ has a linear growth
with respect to variablegandz. Let us assume the following on the generator.

Assumption (A.1). There exist three constants > 0, v > 0 andr > 0 together with two progres-
sively measurable nonnegative stochastic procggsgs<.< 7. (a;)o<i<r and a deterministic continuous
nondecreasing function: R™ — R* with ¢(0) = 0 such thatP-a.s.,

1. forallt € [0,T], (y, 2) — g(t,y, 2) is continuous;

2. monotonicity iny: V(¢,y,z) € [0,T] x R x R1*,
y(9(t,0,2) — g(t,y,2)) < Blyl*;
3. growth condition¥(t,y,z) € [0,T] x R x R*4,
—a, =yl + |2]) < g(ty,2) < @+ ollyl) + 2 2.

Theorem 4.1 Let (A.1) hold. If there exists > 1 such that

T T
E PTe= et dt typ dt
lexp <7€ &+ ’y/o age ) + (€T + </0 Q )

then the BSDE (4.1) has a soluti¢¥, Z) such that
T p
<Y, < CeCT <E [(ng)P + </ g,.dr) ’}4)
t

p
< +00

1 1/p
——logE
g

T
exp <’yeﬁ(Tt)§ +'y/ &Teﬁ(rt)dr> ‘ft
t

with C' a constant that does not dependBn

Proof. We will fit the proof of Proposition 4 in [24] to our situationdithout loss of generality, let us
assume that is an integer. For each integer> r, let us consider the function

gn(t,y, 2) ==inf {g(t,p,q) +nlp—y|l +nlg— 2|, (p.q) € Q"T¢}.

gn 1s well defined and it is globally Lipschitz continuous witbrstant:. Moreover(gy,).,>. iS increasing
and converges pointwise to Dini’s theorem implies that the convergence is also unifon compact sets.
We have also, for alh > r,

h(t,y,Z) =y — 7’(|y| + |Z|) < gn(t,y,Z) < g(t,y,Z)
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Let (Y™, Z™) be the unique solution i§? x M? to BSDEE,—g,,). It follows from the classical comparison
theorem that
YLy YT

Let us prove that for each > r
1 T
Y > —=1logE |exp | ye?T D¢ +7/ are’ =ty ‘ft = X,
0 t

Let (Y™, Z™) be the unique solution i§” x M? to BSDE(-£¢~,—g;'). It follows from the classical com-
parison theorem that”™ < Y™ andY™ < 0. Then, according to Proposition 3 in [25], we havé > X
and soY™ > X foralln > r. We setY’ = inf,,>, Y™ and, arguing as in the proof of Proposition 3 in [25]
or Theorem 2 in [24] with a localization argument, we consteuprocess’ such thatY, Z) is a solution to
BSDE,—g). For the upper bound, Iét", Z) be the unique solution i§? x MP to BSDEE™,—h). Then
the classical comparison theorem gives us that Y™ < Y and we apply a classical a priori estimate for
LP solutions of BSDEs in [21] td’. 0

Corollary 4.2 Let (A.1) hold. We suppose that + fOT a;dt has an exponential moment of ordgr””
and there existg > 1 such thatt* + fOT a,dt € LP.

o If &~ + fOT a;dt has an exponential moment of ordgr®” with ¢ > v then the BSDE (4.1) has a
solution(Y, Z) such thatf [¢?"] < +oo with A, := Y,~ + [ ads.

o If €T + fOT a,dt has an exponential moment of orde?e“”, with C' given in theorem 4.1, then the
BSDE (4.1) has a solutiofY, Z) such thaff {ea(w)*} < +oo.

Proof. Letus apply the existence result : BSDE (4.1) has a sol|figty) and we have

exp <’Y€BT (5 + /0 ' am)) ‘ft] .

=M,

t
1

At:Yt_qL/ asds < —logE
0 Y

Soeddt < (M;)?/7 with ¢/~ > 1. SinceM /7 is a submartingale, we are able to apply the Doob’s maximal
inequality to obtain

E [qu*} < CqE [eqeﬂT(g—JrfoT asds):| < +00.
To prove the second part of the corollary, we define

T p
/ a.ds ‘.7-}1 .
0

We sety > 1. There exist€'c . ,, > 0 such thatr — eCe“ "=/ is convex onCe.e p.q, +00[. We have

s/ < eCe7 (CocnatND7e/a_ Sincee(CocratN)7e/a is g submartingale, we are able to apply the
Doob’s maximal inequality to obtain

Ny :==E [ (1) +

E [50)"] < O [e50e (CocnatE (] 24917 < O [es0e7T €+ 2.9 < o,

4.3 A unigueness result

To prove our uniqueness result for the BSDE (4.1), we wiliddtice a stochastic control problem. For this
purpose, we use the following assumptiongon
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Assumption (A.2). There exist three constanks, , > 0, 3 > 0 andy > 0 together with a progressively
measurable nonnegative stochastic pro¢ass <o, 7] such thatP-a.s.,

e for each(t, z) € [0, 7] x R*9,
lg(t,y, 2) — gty 2)| < Kgyly — o', V(y,y) €R?,

e foreach(t,y, z) € [0,T] x R x R1*4,

_ = Y2
g(t,y,z) <at+ﬂ|y|+§|2|

3

e foreach(t,y) € [0,T] x R, z — g(¢, vy, z) is a convex function .

Sincey(t, y, .) is a convex function we can define the Legendre-Fenchelftranation ofg:

f(ty,q) = S}gpd(zqu(t,yﬁ)), vt €[0,T],g € R%,y € R.
z€R1X

f is a function with values ifR U {400} that verifies direct properties.
Proposition 4.3
o Y(t,y,9,q) € [0,T] x R x R x R such thatf(t,y, q) < +oo,

fty',a) <+oo and |f(t,y,2) — f(t.¥',2)| < Koy ly — ¥/
e fis aconvex function ig,

_ 2 2

Fore > 0 andp > 7 given we setV € N* such that

T 1 1 1
—< (; — —) - (4.2)
N “\7 »p)B/p+1/e)

Fori € {0, ..., N} we definet; := % and, for all real%;, , , -measurable random variabje

tiva i tit1
Ag i () = {(QS)SG[ti,ti+1] : / |qs|2 ds < 400 P—a.s., E2 [/ |qs|2ds} < 400,
t t

i 7

) ; tita
(M)seft. 1., is @ martingale  E° {I??l +/ If(s,O,qs)ldS} < 400,
t.

. i ¢ 1 i 2 d@l ]
with Mt = exp . quWs - 5 " |qs| ds ) and dP = Mti+1 '

Letg be in Ay, 4., (n), if this set is not empty. We defin@V/ := dW; — ¢.dt. Thanks to the Girsanov
theorem,(Wt‘iJrh — W) hepo,r/n is @ Brownian motion under the probabilify/. So, we are able to apply
Proposition 6.4 in [21] to obtain this existence result:

Proposition 4.4 There exist two process€s ¢, Z%) such that(Y;"?),c(, +,,,] belongs to the class (D)
underQ’, f:&l 1229 ds < 400 P — a.s., f:&l [f(s, Y14, q5)| ds < 400 P — a.s. and

tiv: tit1
Y =n +/ f(s,Y11,q5)ds Jr/ ZPUWY, b <t <tiga
t t

We are now able to define the admissible control set:

A = {(QS)se[O,T] D Q1) € Aty 1,16,V E{N = 2,.., 0}, qt ti0] € Atitin (Y;‘Z?H)
Yoo 1oti42
with ! =Y, " Mtz gndyg = 5} .
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A is well defined by a decreasing recursionioa {0,...,N — 1}. Forq € A we can define our cost
functionalY? on [0, T'] by

Vie{N—1,...,0},Vt € [ti,tisa], Yy —Y il B

and, similarly, we define the proce8$ associated t&"¢ by

Vie {N—1,...,0},Vt € (ti,tiv1), Z{:=2, Y )

(Y,79) is also well defined by a decreasing recursionioa {0,..., N — 1}. Finally, the stochastic
control problem consists in minimizing? among all the admissible contrajs= A. Our strategy to prove
the uniqueness is to prove that given a solutibn), the first component is the optimal value.

Theorem 4.5 We suppose that there exists a solut{®n.Z) of the BSDE (4.1) verifying
Ip>75,3e >0, Elexp(pA*)+exp (e(Y1)*)] < 4oo,

with A, ==Y, + fg asds. Then we hav&” = ess inf. , Y7, and there existg” € A such that” = Ye.
Moreover, this implies that the solutidii’, ) is unigue among solutions verifying such condition.

Proof. Let us first prove that for any admissible, we hav® < Y¢. To do this, we will show that
Yiititisn) S Y[t tirn by decreasing recurrence ore {0,..., N — 1}. Firstly, we haveYy = Y} = &.
Then we suppose théit YVt € [tit1,T]. We sett € [t;,t;4+1] and we define

' 1nf{ >t: sup{/ | Z|? du/ |Z4|? du/ \qu|? du}>n}/\tz+1,

h(S,y,Z) = *g(S,y,Z) + 2qs, and

h(s, Y4, Zs) — h(s,Ys, Zs)
hg := Y —Y,
0

if Y9 —Y, £0

otherwise.

We observe that;| < K, ,. Then, by applying It formula to the procg3s? — Y,)eli hudv we obtain

VoY= e bt [y oy [ ek (5,0, 0 < o Y3, 20 dst [ ek e (21 -z aw.
" t t

By definition, f(s,YZ,qs) — h(s,Y1,Zs) > 0, SO

}/tq _ }/t 2 ]E@1 |:ef;n hsds |:Y7f11 o YTTZI:|

7.

. - tit1 . . . ,
Since (YT‘{- el h5d5> tends toYt’jHeft hsds almost surely and is uniformly integrable undgt, we
" n

have v
lirJIrl ]EQ'L {ef;n hSdSY_IZ- ft] _ EQi [ A tit1 hs dsyttz+1 ]:t} )
Moreover,|Y, eft heds| < (Y ) eTKaw 4 (Y7 )*eTEaw, Let us recall a useful inequality: from
vy < exp(z) +y(log(y) —1), V(z,y) € R xR,
we deduce

Ty = pz% < exp(pz) + % (logy —logp —1). (4.3)
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Thus
E® [(Y™)] =E {Mt'm(Y_)*} < Elexp(p(Y )] + %E [M;’M (1othii+l “logp — 1)}

Lo [ [0
< Cp+—E [/ s ds}
i 2p t;

< 400,

and, in the same manner,
(3 1 i ti+1 2
EQ (Y] <Co+ Q—EQ [/ |gs] ds} < +o0.
19 t;

So, by applying the dominated convergence theorem we obtain

| f].
n—-+oo i1 t

lim ]EQI |:eft1-" hSdSYT;iL‘ ft:| _ ]EQI |:€ft it+1 hst}/t
Finally,

Y2-Y, > lim EY [eff" hads [yé - YT;} |ft} — ¥ [eft T heds (Y{fﬂ - th) ] ft} >0,

n—-+o0o

becauséft‘j+1 >Y;,., by the recurrence’s hypothesis.

Now we set'q’ € d.g(s, Y, Zs) with 0. g(s, Ys, Z,) the subdifferential ot +— g(s,Ys, ) at Z,. We
recall that for a convex functioh : R'*¢ — R, the subdifferential of at z, is the non-empty convex
compact set ofi € R'*< such that

I(z) — I(x0) > u'(z — x0), Vae R4

We havef (s, Y, q¥) = Zsqt — g(s,Ys, Z,) forall s € [0,T], so

* 1 * 2 =
9(5,Ye Z) < Zug; — 5= |4+ BVl +
< 1 27|Z|2+@ —iq*|2+3|Y|+5é
S D) s 2;}/ 2;}/ s s S5
g ? 2. §
15 < —9(8,Ys, Zs) + 7 1Zs|” + B|Ys| + as,

and finally,fOT lgz|? ds < 400, P-a.s.. MoreoveWt, t’ € [0,T7,

t’ t
Y, =Yy —|—/ f(s,Ys,¢5)ds —|—/ Zs(dWs — ¢ids).
t t

Thus, we just have to show that is admissible to prove that* is optimal, i.e.Y = Y . For this, we
must prove thatq;) sct, t,.1] € At tiy (Ve ) fori € {0,..., N — 1}. We define

t t i
- 1 9 dQ** -
M} = exp (/ quWSf—/ lq] ds>, — =M,
K " 2 /s, dP bit

t t ;
. dQ*i .
7! = inf {t € [tiytit1] : sup (/ g2 ? ds,/ | Z4|? ds) > n} Atit1, % = M.

t t n

Let us show the following lemma:

Lemma 4.6 (M", ), is uniformly integrable.
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Proof. We apply inequality (4.3) to obtain

* 1

EQ (4] = E {M;'%A*} < E [exp(pA*)] + %E [Mj; (10g M}, —logp 1)}

T 5
JRE
t.

i

)

1 i
< C _]EQn’
p + 2p

and, in the same manner,

I
EQ" [(YT)*] < —EQ / 12 ds| .
[(Y+)*] Ce + 5 lgs|” ds

7

Sinceg(s, Ys, Zs) = Zsq; — f (s, Ys, q5) and (M, i )iepr, 1, iS @ martingale, we can apply the Girsanov
theorem and we obtain

Ti

Yo+ [ f(s,Yeiq))ds

t;

k3

EQ: =E% ;] =E [Mii Yu} =E[Y;].

Moreoverf(ta Y, Q) > % |q|2 - B |y| — 0 andY‘rfl 2 -Y,so0

_EQ: [Y;} — E® [ / " duds
" t

[t ] - & (0 o)

t;
R
[z as)
tv

1/1 1 T /(5 B
C (=== (Z+5))E®
33w 6 2) = |

>0

E[Y;,] — BE®

WV

[ wilas
ti

o
JCRE
t,

i

1 i
—EQw
+ %

*,1 1 %,
> C—E%' [4"]+ —E% l
y

WV

This inequality explains why we take N verifying (4.2). Hiyave get that

o
JRE
t

i

O {M;; log ML} — EO' < Cpe. (4.4)

Then we conclude the proof of the lemma by using the de La ¥&lgussin lemma. 0
Thanks to this lemma, we have tH@ﬁMtZ’M] = 1 and so(M} )¢ ] is a martingale. Moreover,
applying Fatou’s lemma and inequality (4.4), we obtain

titit1

, , i [l i |
9F [MgmlogMgm}zE@ [/ |q:|2ds} < lim inf E" [/ P ds| < +00.  (4.5)

ti ti

So, by using this result and inequality (4.3) we easily shoat EQ"" [(YT)* + (Y ™)*] < +oo. To con-
clude we have to prove thafR"™" [fttf“ |£(5,0,q5)] ds} < 400!

i tiv1 i tit1
EC [/ |f<s,o,q:>|ds] < E [/ If(s,Ys,q;*)HKg,lesldS]

ti ti

) tit1
< B [T Ve lds 4 Ky T () + (7))

tq
*,7 t7'+1
< onr [ e+ Yaaas).
123

Firstly,
i tit1 i tit1 _
E2" [/ f_(s,Ys,q:)ds] <EC [/ ozs+ﬁ|Y;|ds} < 4o00.

t; ti
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Moreover, thanks to the Girsanov theorem we have

EQ*,i [}/tl] _ ]EQ*,Z

Y‘ryil +/ nf(sa}/Saq:)dS‘| )
ti

SO

EY [ / n’f*(s,Ys,q:)ds] < EY [, - Y] +EY [ / ”’f(s,ifs,qu)ds]
ts ti

w0 it
< C+EY [/ f-<s,Ys,q:>ds}<c

t;
Finally, EQ"" [f:f“ f*(s,YS,q:)ds} < 400 andEQ”" [f:f“ |f(s,0,q:)|ds} < 4o00. Thus, we prove
thatg* is optimal, i.e.Y? =Y.
The uniqueness df is a direct consequence of the fact thiat= Y7 = ess infe 4 Y. The uniqueness
of Z follows immediately. u

Remark 4.7 If we haveg(t,y, 2) < g(t,0,2), thenf(t,y,q) > f(t,0,q) > 3= |q* — &+ and we do not
have to introducéV in the proof of Lemma 4.6. So we have a simpler representtigorem:

Y; = essinf Y, Vtel0,T].
q€Ao, (&)

For example, whep is independent af, we obtain

Y, = essinf EQ
q€Ao, 1 (§)

T
N / F(s,qs)ds
t

ft] , Vtelo,T].

4.4 Application to quadratic PDEs

In this section we give an application of our results coniceyBSDESs to PDESs which are quadratic with
respect to the gradient of the solution. Let us considerdheviing semilinear PDE

Owu(t, ) + Lult,x) — g(t, z,u(t,z), —o*Vyu(t,z)) =0, u(T,.)=h, (4.6)

where/ is the infinitesimal generator of the diffusidf®:* solution to the SDE
Xb* =g +/ b(r, XE*)dr Jr/ o(r)dW,, t<s<T,andX!" =2z, s<t. 4.7)
t t

The nonlinear Feynman-Kac formula consists in proving thetfunction defined by the formula
V(t,x) € [0,T) x RY,  u(t,x) :=Y,"" (4.8)

where, for eaclity, zo) € [0, T] x R4, (Yto-wo Ztowo) stands for the solution to the following BSDE
T T
Y, = h(X;?"zO) — / g(s, Xﬁ“"zo, Y, Zs)ds +/ ZsdWs, 0<t<T, (4.9)
t t

is a solution, at least a viscosity solution, to the PDE (4.6)

Assumption (A.3). Letb: [0,7T] x R? — R? ando : [0,7] — R%*? be continuous functions and let us
assume that there exisks > 0 such that:

1.Vt e [0,7T], b(t,0) < K,
2.Vt €[0,T),¥(z,2") € R x R, |b(t, ) — b(t,2')| < K |x — 2'].
Lemma 4.8

1

vAe |0, —————
2eKT |||, T

to,xo |2 2
,3dCr > 0,3C > 0, IE[ sup e’\|Xt0 ° } < CTeCk”O' ,
0<t<T

with T — Cr nondecreasing.
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Proof. Asin [25] we easily show that, for ail > 0, we have

sup ‘X:o,wo‘ < (|x0|+KT+ sup
0<t<T 0<t<T

)eKT

t
/ Lssio0(s)dWs
0

t
/ Lesiy0(s)dWs
0

2
2
sup ‘Xf”’z‘)’ < C(T? + |zo*) + (1 + 2)e*ET sup

0<t<T 0<t<T

We definel := (1 + ¢)e257. It follows from the Dambis-Dubins-Schwarz representatioeorem and
the Doob’s maximal inequality that
2

which is a finite constant ik ||o||>, T < 1/2. 0
With this observation in hands, we can give our assumptiorthe nonlinear term of the PDE and the
terminal condition.

t
E / Le>iy0(s)dWs
0

sup exp (5\

0<t<T

Y 2 3 2 2
sup M| <4R {exnauxT\Wl\ } 7
o<t<|ol|Z,T

Assumption (A.4). Letg:[0,7] x R? x R x R — R andh : R? — R be continuous and let us assume
moreover that there exist five constants 0, 3 > 0, > 0, a > 0 anda’ > 0 such that:

1. foreach(t,z,z) € [0,T] x R? x R1*4,

V(y,y') €R?, gt 2,y,2) — gt 2.y, 2)| < Bly — ¥/l
2. foreach(t,z,y) € [0,T] x R x R, 2 g(t,z,v, 2) is convex onR'*;
3. foreach(t,z,y,2) € [0, 7] x R? x R x R*4,

—r(1+ fof’ + Iyl + [2) < glt.@,y,2) < talel + Blyl+ 212
—r — o[ < h(w) <r(1+ |2f);
4. foreacht,z,2',y,2) € [0,T] x R x R? x R x R1*4,
lg(t 2, y,2) — g(t, 2", y, 2)| < r(1 + || + [2]) |2 — 2],
|h(z) — h(z")] < r(L+ |z] + [2]) [z — 2'];

1

o +Ta < )
DGR o2 T

Thanks to Lemma 4.8, we see that there exist ve’” ande > 0 such thath~(X2") + fOT (r +

o ]Xf”’“]Q )dt has an exponential moment of ordgandh ™ (X2°™) + [ (r +r ]Xf"’”“"’\z) dt has an

exponential moment of ordetr So we are able to apply Corollary 4.2 and Theorem 4.5 to olatainique
solution (Y'te:xo | Zto.x0) to the BSDE (4.9). Let us recall the definition of a viscosipyusion and then,
prove thatu is a viscosity solution to the PDE (4.6).

Definition 4.9 A continuous function: on [0,7] x R4 such thatu(T,.) = h is said to be a viscosity
subsolution (respectively supersolution) to (4.6) if

Orp(to, xo) + Lo(to, o) — g(to, xo, u(to, o), —0 " Vap(to, xg)) =2 0, (respectively < 0)

as soon as:, — ¢ has a local maximum (respectively minimum)at zo) € (0,7) x R? wherey is a
smooth function. A viscosity solution is both a viscositysslution and a viscosity supersolution.
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Proposition 4.10 Let assumptions (A.3) and (A.4) hold. The functiogefined by (4.8) is continuous on
[0, 7] x R? and satisfies

V(t,z) € 0,T] x R, u(t,2)| < O(1+ |af*).
Moreoveru is a viscosity solution to the PDE (4.6).

Before giving a proof of this result, we will show some awili results about admissible control sets. We
have already notice in Remark 4.7 that we have a simpler septation theorem whén is small enough

to take N = 11in (4.2). So we define a constafit > 0 such that for alll’ € [0,7;] we are allowed to
setN = 1. We will reuse notations of Section 4.3. For @lle [0,T}],t € [0,7], z € R?, we define the
admissible control set

T
|l as
0
T

e+ [ 100,00 ds
0

. ! L[t dQ
with M; := exp qsdWs — = lgs|” ds | and— := Mrp ;.

We will prove a first lemma and then we will use it to show thas tdmissible control set does not depend
ont andz.

< 00,

T
AO,T(ta :E) = {(qs>sE[O,T] : / |qs|2 ds < +oo P— a.s., EQ
0

(My)se(o,7) is a martingale  E? < 400,

Lemma 4.113C > 0 such thatvT' € [0,T1], V¢ € [0,T], Vo € R4, Vg € Agr(t,z), Vt' € [0,T],

va' € R4, Vs € [/, T),
2 S
} <C <1+ |z’|2+T/ EQ {|qu|2} du>.
t/

Remark 4.12 In the second part of the lemmgaandQ depend orx andt but we do not write it to simplify
notations.

E? UXW’

Proof. Foralls € [t/, T] we have an obvious inequality

s 2 s 2
< C<1+|x'|2+(/ +( |qu|du)>.
t’ t’

Then, by applying Cauchy-Schwarz’s inequality and Dookésimal inequality, we obtain

t' 2 t'
Xt x4

2
du) + sup

' <r<T

/ o(u)dWy
t/

2
it s ;o2 T
EQ UXt @ } < o1+ |:v’|2—|—T/ EQ ng-ﬂﬂ ]du+1EQ / o (u)dW 3
t t’
+TE@[ |qu|2duD.
t/
Finally, Gronwall's Lemma gives us the result. t

Proposition 4.13 Ay r(t, z) is independent of and . We will write it Ag 7.

Proof. Letz,2’ € R% ¢,#' € [0,T] andq € Ao r(t,r). We will show thaty € Ao (¢, 2"). Firstly,

thanks to Lemma 4.11 we have
2 T 9
]) <C 1+/ EQ {|qu| }du < +o00.
t/

2 ’ ’
) g f(SaX: ,z 70,(]5)7

EQ Hh(x;'-fz')u <C (1 +EC UX;””

Moreover
—C(1+ ‘X;%’vf’

) < ol - o X
X 2 ds s
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and

2).

£, X5 ,0,0,) < fls, XE7,0,q5) + C(1+ | X0 4 | X0

2

S0, [£(s, XI'*,0,,)| < | (5, XE%,0,0)] + C(1+ | X07[* 4 | XI'+'| ") and finally

ds| < 4o0.

T
EC V (5, X2 0,00)
0

Now we will do a new restriction of the admissible control. set

Proposition 4.14 3T, €]0, 73], 3C > 0, such thatyT € [0, T3], ¥Vt € [0,T], Vs € [0,1], Vo € R,

T
/ g2 2 du
0

Y| <C(A+2)*) and EY <C(1+ |z).

Proof.  Firstly, we suppose that< ¢, soY/}* is a deterministic variable. We are able to use estimates of

the existence Theorem 4.1 and Lemma 4.8:

1/2
—ClogE [ sup exp (C—i—veﬁT(O/ + Ta) ‘Xﬁzf)} LY O (1 +E [ sup ’Xg’xrl])

0<s<T 0<s<T

O+ [af) <YET< G+ o).

Then, according to the representation theorem, we have

T
YT = EY [h(X%IH / Fls, X075 q5)ds
0

| IS

> —C-oEY ||xp[]
1 | (T T 9 T
+-—E® l/ |qZ|2du] — % V | X% ds] — BEQ / \Yj’z]ds].
2y 0 0 0

But, thanks to the uniqueness, we haye® = Y5 fors > ¢, soEQ” [[Y##[] < C (1 +EY [|X§7I|2D.
Moreover, we are allowed to use Lemma 4.11,

T
Y§' > —C(1+[af’) - O’ + Ta+ fC) <1+|:c|2+T / EY Iz’ d“)
t

Lo | 7 e
+—E lgi|” du
2y 0
2 1 o | [F e
> —C(l+|z|)+|(——-CT)E lgi|” du| .
2y 0

We seth < T» < Tj such that — CT > 0 forall T € [0, 73]. Finally,

T
/ g2 2 du
0

EY <O+ |z +YE™) < C(1 +|z)?).
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According to the Proposition 4.14 we know thit” [fOT gz |? du] < C(1+]z|?) so we are allowed to
restrict Ay r: for all R > 0 we define

T
AgT = -AO,T N {(QS)SE[O,T] : EQ l/ |Qu|2 du
0

<O+ RQ)} . (4.10)

With this new admissible control set we will prove a last inality:

Proposition 4.153C > 0,VT € [0, T3], V4,t’ € [0,T], Vz,2’ € R, Vg € ALY, vs € 0,77,

E2 ngw — xte

2
} <O (lo—af +(1+laf + 1)t~ ¢1).

Proof.

2 ’
} < 2EQ ngvz _ Xt

2 ’ ’ ’
} +2EC ngw _ xthe

[ |
We have, fors > t,

Xbr X =g o 4 / (b(u,Xff) - b(u,Xff/)) du.
t

Jau).

So,
EQ |:‘Xt,m _ Xt,m’

2 s ,
] <C (|x — ) +/ EC UXE*”” .
t

We apply Gronwall's Lemma to obtain that

2
|

.12
EQ [‘X:IXzz ] <Clz—d

Now we deal with the second term. Let us assume that#’. Fors < t, X©* — X!"* = 0. When
t < s<t,wehave

Xg’I,—Xg’I, :/ b(u,XE’z/)dqu/ U(u)de+/ o(u)gydu.
t t t

So,
2 t/ 2 t/
Q ta' oyt Q tx’ 2
E* || X, X. < C|E b(u, X% )| du + lo(u)|” du+
t t
t 2
EQ ( / |a<u>qu|du>
t
t/ , 2 t/
< C |t’7t|+|t’7t|/ EQ [’Xﬁ-ﬂﬁ }du+|t’t|/ EQ [|qu|2] du
t t
5 T
< Cl =t [1+]2) +/ EQ {|qu|2} du
0
< CO+|z"+ ) —t].

Lastly, whent’ < s,
Xﬁ"zl B Xﬁl"z/ _ X;,;m’ B X;’,m’ Jr/ (b(u7X£=zl) - b(u,XfL/"zl)) du.
t/
So,

EQ |:’Xt,I, o Xt,’I,

2 S ’ o
] <O+ |z + |z’|2)|t’7t|+0/ EQ UXf;”” - X

t

2
} du,
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and according to Gronwall’s Lemma,

! ’ 2
E2 UXQE - Xb® ] <SCA+ x>+ 2/ | — 1.

0

Proof of Proposition 4.10. First of all, let us assume thdt < T,. With this condition, we are allowed
to use all previous propositions. Firstly, the quadrataréase of: is already proved in Proposition 4.14.
Then, we will show continuity of; in (¢, zo) € [0, 7] x RZ. We have

Y(t,z) € [0,T] x RY,  |u(t,z) — u(to, z0)| < |u(t,x) — u(t, zo)| + |u(t, z0) — u(to, x0)|.
Let us begin with the fist term. We defide:= |z| V |zo|. Thanks to the representation theorem, we have

Yh" = essinfy,?"* and Y™ = essinfy;""".

q€EAL, g€ Al 1
So,
‘Y;t’m - Y;t,aco‘ < ess Suqﬂ/;%t,ﬂﬂ _ Y;;Lt,ﬂﬂo’ )
qEA(IfT
But, fort < s < T,
[yote —ygrr] = B[R — h(XE™)

3

T
+ / (F (X7 Y0 ) = f(u, X5, Y00, q,)) du| 7]

1/2 1/2

B [|vote —yatol] < EQ [0+ [xgr + x5 ) B [lxke - xpm)?]

1/

T 9 9 2 211/2
+/ EQ [C(1+ [xie ) + [xim )] B [| Xt - Xt P du

S

T
+c/ EC [y gt — Yy ateo|] du,

thanks to Assumption (A.4) and Holder’s inequality. Acdagito Lemma 4.11, the definition ozlng and
Proposition 4.15, we obtain

T
E2 [[ygt® — yaheo|] < C(1+ |z” + |wol*) /2 |z — 2ol + c/ EQ [|[ygt® — yeteo|] du.

S

Then, Gronwall's lemma gives y3;""* — Y,***| < C(1 + |z| + |zo]) | — mo|. Since this bound is
independent of, we finally obtain that

Y =Y SO+ Jz] + |zo|) [ — o -

Now, we will study the second term. Without loss of geneyalét us assume that< .
to
‘Y;t@o _ Y;io@o‘ < ’Y;t,ﬂﬂo _ Y;to,wo‘ + / ’g(S, To, Y;to,zo, O)‘ ds,
t

t
< |Ytt,zo B }th,zo‘ +/t ° o+ |$0|2 I |Ysto,mo|>ds_

We apply Proposition 4.14 to obtain
Vi = Vi o | Y0 = Y |+ (1 + Jaol) (to — 1),

We still have
‘Y?Io _ Y;towo‘ < ess Suqﬂ/;%t,wo _ Y;q,to,ﬂﬂo‘ )
qe Al
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Moreover, exactly as the bound estimation®¥ |Y.94* — Y9t | we have, for < s < T,

1/

EQ [yt _ yaiow|] < EO [0(1 + | xh* 4 \X;“’“\Q)} o [\X?IU - X?’mﬂw

T
Jr/ EQ |:C(1 + |X7i"z0|2 + |X;0=10‘2>} 1/2 EQ [‘Xi,xo _ thlo.,zo‘Q} 1/2 du

S

T
+C/ EQ [[ygteo — ydtomo|] du.

According to Lemma 4.11, the definition oﬁéfT, Proposition 4.15 and Gronwall's Lemma, we obtain
[ygtro —yploro| < 01 + |zf” + |zo|*) |t — to|'/*. Since this bound is independentgfwe finally
obtain that
[V = v/ < OO+ laf? + feol*) = to] /2.
So,
u(t, ) — ulto, z0)| < C(1 + |z + |zo|) |z — xo| + C(1 + |2 + |zo|*) |t — to] />

We now return to the general case () : we setV € N such thafl’/N < Ty and, fori € {0, ..., N}, we
definet; :=iT/N. According to the beginning of the proaf,is continuous or¢ 1, T] x R?. We define
hy—1(z) := Ytiévjll’””. Sincelhn_1(z) — hn—1(z")] < C(1 + |z] + |2'|) |z — 2|, we are allowed to reuse
previous results to show the continuity@fon [tx_»,tx_1] x R Thus, we can iterate this argument to
show the continuity of: on [0, 7] x R<. Moreover the quadratic increasewfvith respect to the variable
x results from the quadratic increasewobn each interval.

Finally, we will use a stability result to show thatis a viscosity solution to the PDE (4.6). As in the
proof of Theorem 4.1, let us consider the function

gn(t,IL’,y,Z) := inf {g(tv:rvpaq) +Tl|p7y| +TL|Q7Z| ) (p7Q> € @1+d} .

We have already seen th@}, ), is increasing and converges uniformly on compact setg. th.et
(Yt zmte) be the unique solution i§2 x M? to BSDEQ(X5"),—gn(., X7, .,.)). We define

Un(t, ) ==Y,
Then by a classical theorem (see e.qg. [73, 41])is a viscosity solution to the PDE
Opu(t, x) + Lu(t, z) — gn(t,xz,u(t,x), —c*Vyu(t,x)) =0, u(T,.)=h.

Moreover, it follows from the classical comparison theottat (v, ),,> 1,1 is decreasing and, by construc-
tion, converges pointwise to. Sincew is continuous, Dini’s theorem implies that the convergesadso
uniform on compacts sets. Then, we apply a stability resek €.9. Theorem 1.7. of Chapter 5 in [9]) to
prove thatu is a viscosity solution to the PDE (4.6). t

Remark. The uniqueness of viscosity solution to PDE is considere®éayio and Ley in [31] and
[30].
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Chapitre 5

Simulation d’EDSRs dont le générateur
est a croissance quadratique

Résumé : Ce chapitre traite de la résolution numérique d’équatidfiérdntielles stochastiques rétro-
grades markoviennes (EDSRs) dont le générateur a uneamossgjuadratique par rapport &t dont la
condition terminale est bornée. Nous estimons dans un preéemps des bornes sur le processgiet nous
précisons le théoreme de Zhang portant sur la régularitéaestoires. Nous donnons ensuite un nouveau
schéma de discrétisation en temps dont la particularitguesta grille de discrétisation est non uniforme.
Enfin nous obtenons une vitesse de convergence pour ce schéma

Mots clés. Equations différentielles stochastiques rétrogradesgdeur a croissance quadratique, schéma
de discrétisation temporelle, grille de discrétisation naiforme.

Abstract:  This chapter deals with the numerical resolution of Markowackward stochastic differential
equations (BSDESs) with drivers of quadratic growth withpest toz and bounded terminal conditions. We
first show some bound estimates on the proéeaad we specify the Zhang’s path regularity theorem. Then
we give a new time discretization scheme with a non unifonretnet for such BSDEs and we obtain an
explicit convergence rate for this scheme.

Key words. Backward stochastic differential equations, driver of dpaéic growth, time discretization
scheme, non uniform time net.

AMS subject classifications. 60H10, 93E20.

This chapter will be published in
The Annals of Applied Probability
under the title:
Numerical simulation of BSDEs with drivers of quadraticgtb
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5.1 Introduction

Since the early nineties, there has been an increasing#ttier backward stochastic differential equations
(BSDEs for short). These equations have a wide range ofagtjains in stochastic control, in finance or
in partial differential equation theory. A particular ctasf BSDE is studied since few years: BSDEs with
drivers of quadratic growth with respect to the variableThis class arises, for example, in the context of
utility optimization problems with exponential utility fictions, or alternatively in questions related to risk
minimization for the entropic risk measure (see e.g. [S8ny papers deal with existence and uniqueness
of solution for such BSDEs: we refer the reader to [60, 64] mvtiee terminal condition is bounded and
[24, 25, 36] for the unbounded case. Our concern is rathateelto the simulation of BSDEs and more
precisely time discretization of BSDEs coupled with a fomvatochastic differential equation (SDE for
short). Actually, the design of efficient algorithms whiale able to solve BSDEs in any reasonable dimen-
sion has been intensively studied since the first work of @heg [28], see for instance [84, 17, 48]. But in
all these works, the driver of the BSDE is a Lipschitz funetwith respect ta: and this assumption plays
a key role in theirs proofs. In a recent paper, Cheridito atadj8 [27] studied approximation of BSDEs by
backward stochastic difference equations which are basedralom walks instead of Brownian motions.
They obtain a convergence result when the driver has a sdbafiagrowth with respect te and they give
an example where this approximation does not converge wWigethriver has a quadratic growth. To the best
of our knowledge, the only work where the time approximatiéra BSDE with a quadratic growth with
respect toz is studied is the one of Imkeller and Reis [56]. Let notice thhen the driver has a specific
form?, it is possible to get around the problem by using an expaaldransformation method (see [57]) or
by using results on fully coupled forward-backward diffetiael equations (see [34]).

To explain ideas of this paper, let us introdcg Y, Z) the solution to the forward backward system

ot ot
Xy = z+/ b(s,Xs)ds+/ o(s)dWs,
0 0

T T
Yo = g+ [ fe XY zgds - [ zaw,
t t
whereg is bounded f is locally Lipschitz and has a quadratic growth with resgect. A well-known
result is that whem is a Lipschitz function with Lipschitz constaiif,, then the procesg is bounded by
C(K,+ 1) (see Theorem 5.3). So, in this case, the driver of the BSDHR.ipsthitz function with respect
to z. Thereby, a simple idea is to do an approximationafZ) by the solutionY ", Z™V) to the BSDE

T T
YN = gn(Xr) +/ f(s, X, YN, ZNYds — / zZNaws,
t t
wheregy is a Lipschitz approximation qf. Thanks to bounded mean oscillation martingale (BMO matr-
tingale in the sequel) tools, we have an error estimate ferapproximation: see e.g. [56, 20] or Proposi-

tion 5.9. For example, if is a-Holder, we are able to obtain the error boun#l ;. * (see Proposition 5.17).
Moreover, we can have an error estimate for the time digaiédin of the approximated BSDE thanks to
any numerical scheme for BSDEs with Lipschitz driver. Bhisterror estimate depends &), : roughly

2
speaking, this error i6'e“Xon n=1 with n the number of discretization times. The exponential tersnlis
from the use of Gronwall’'s inequality. Finally, wheris a-Holder andk,,, = N, the global error bound is

O( L+€CN>. (5.1)

N1« n

So, whenN increasesp~! will have to become small very quickly and the speed of cagerce turns
out to be bad: if we takeV = (%10gn)1/2 with 0 < ¢ < 1, then the global error bound becomes

C: (logn) 20-a) . The same drawback appears in the work of Imkeller and Réis [Gdeed, their idea is
to do an approximation afY, Z) by the solution Y™V, Z¥) to the truncated BSDE

T T
YN = g(xr) + / (5, X YN g (Z))ds - / ZVaw,,
t t

1Roughly speaking, the driver is a sum of a quadratic term C' |z\2 and a function that has a linear growth with respect.to
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wherehy : R1*4 — R*4 is a smooth modification of the projection on the open Euelideall of radius
N about0. Thanks to several statements concerning the path retyudandl stochastic smoothness of the
solution processes, the authors show that for@apy 1, the approximation error is lower tham N —°. So,

they obtain the global error bound
1 GCN2
Cp N7 + - , (5.2)

and, consequently, the speed of convergence also turns betlad: if we takevV = (g log n)l/2 with

0 < ¢ < 1, then the global error bound becon@g. (log n)’ﬁ/Q.
Another idea is to use an estimate Zfthat does not depends dti,. So, we extend a result of [35]
which shows

My
(T —t)1/2’

Let us notice that this type of estimation is well known in tese of drivers with linear growth as a
consequence of the Bismut-Elworthy formula: see e.g. [Bd}.in our case, we do not need to suppose that
o isinvertible. Then, thanks to this estimation, we know thdtent < 7', f(t, ., ., .) iS a Lipschitz function
with respect taz and the Lipschitz constant dependstorSo we are able to modify the classical uniform
time net to obtain a convergence speed for a modified timeetization scheme for our BSDE: the idea
is to put more discretization points near the final timéhan neaf). The same idea is used by Gobet and
Makhlouf in [51] for BSDESs with drivers of linear growth anderminal functiong not Lipschitz. But due

to technical reasons we need to apply this modified time eligation scheme to the approximated BSDE:

\Z,) < My + 0<t<T. (5.3)

T T
Ve =g+ [ XY N s~ [ 2w,
t t
with
fs(sa xr,Y, Z) = ]]-S<T7€f(sa €, Y, Z) + ]]-S>T7€f(57 €, Y, 0)

Thanks to the estimate (5.3), we obtain a speed convergendbd time discretization scheme of this
approximated BSDE (see Theorem 5.15). Moreover, BMO towks gs again an estimate of the approxi-
mation error (see Proposition 5.9). Finally, if we suppde# ¢ is a-Hdlder, we prove that we can choose
properly N ande to obtain the global error estimatén ™ TG 077 (see Theorem 5.20) whefe > 0
depends on constani, defined in equation (5.3) and constants relatefl tbet us notice that such a speed
of convergence where constants related tg, b ando appear in the power ot is unusual. Even if we
have an error far better than (5.1) or (5.2), this result isveoy interesting in practice because the speed
of convergence strongly depends &nh But, whenb is bounded, we prove that we can takg as small
as we want in (5.3). Finally, we obtain a global error estariatver thanO,]n—(a—"), foralln > 0 (see
Theorem 5.23).

The paper is organized as follows. In the introductory ®&cl we recall some of the well known
results concerning SDEs and BSDEs. In Section 3 we estadiisie estimates concerning the procgss
we show a first uniform bound faf, then a time dependent bound and finally we specify the clalgsath
regularity theorem. In Section 4 we define a modified timeréiszation scheme for BSDEs with a non
uniform time net and we obtain an explicit error bound.

5.2 Preliminaries

5.2.1 Notations

Throughout this pape(¥;):>o will denote ad-dimensional Brownian motion, defined on a probability
spacg (2, F,P). Fort > 0, let 7; denote ther-algebras (Ws; 0 < s < t), augmented with thB-null sets

of F. The Euclidian norm ofiR? will be denoted by.|. The operator norm induced by on the space of
linear operator is also denoted py Forp > 2, m € N, we denote further

e SP(R™), or S? when no confusion is possible, the space of all adapted psesg;);c(o, 7] With
values inR™ normed by||Y || s, = E[(sup;epo, 1 [Y;])P]V/P; S (R™), or 8>, the space of bounded
measurable processes;
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e MP(R™), or MP, the space of all progressively measurable proces&es- o, with values inR™
normed byi|Z|| v = E[([i |Z4|* ds)P/2)1/7.

In the following, we keep the same notatiotfor all finite, nonnegative constants that appear in our com-
putations: they may depend on known parameters deriving iesumptions and dh, but not on any

of the approximation and discretization parameters. Instimae spirit, we keep the same notatipfor

all finite, positive constants that we can take as small as am imndependently of the approximation and
discretization parameters.

5.2.2 Some results on BMO martingales

In our work, the space of BMO martingales play a key role ferdpriori estimates needed in our analysis
of BSDEs. We refer the reader to [58] for the theory of BMO rnmayales and we just recall the properties
that we will use in the sequel. L&t, = f(f ¢sdWs, t € [0,T] be a real square integrable martingale with
respect to the Brownian filtration. Thdnis a BMO martingale if

19 prio = sup E[(®)r — (®),[F]* = sup E

- 1/2
| sasr| <.
T€[0,T] T7€[0,T] T

where the supremum is taken over all stopping timédg.,if’]; (®) denotes the quadratic variation®f In
our case, the very important feature of BMO martingalesasétiowing lemma:

Lemma 5.1 Let® be a BMO martingale. Then we have:

1. The stochastic exponential

ot 1 t
E(P) =& =exp </ ¢>5dWs—§/ |¢5|2d8>, 0<t<T,
0 0

is a uniformly integrable martingale.

2. Thanks to the reverse Hélder inequality, there exists 1 such thattr € LP. The maximap with
this property can be expressed in terms of the BMO nor#. of

3. vn e N E[(J) 16:2ds)"] < @) Fy0.

5.2.3 The backward-forward system

Given functions, o, g and f, for € R? we will deal with the solutior{ X, Y, Z) to the following system
of (decoupled) backward-forward stochastic differergigliations: for € [0, 71,

t t
X = ac—l—/ b(s,Xs)ds—i—/ o(s)dWs, (5.4)
0 0

Y;

T T
g(X7) Jr/ f(s, X, Yy, Zs)ds f/ ZsdWs. (5.5)
t t
For the functions that appear in the above system of equatiergive some general assumptions.

(HX0). b:[0,7] x RT — R4, 5 : [0,7] — R¥*? are measurable functions. There exist four positive
constants\ly, K, M, andK,, such thatvt,t' € [0,T], Va, 2’ € R?,

b(t,2)| < My(1+]a]),
b(t, ) — b(t',a")| < Kp(le —a'| + [t — ]"?),
o) < M,,
lo(t) —o(t)] < K,|t—1t].
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(HY0). f:[0,7] xR¥x R x R4 - R, g:R?Y — R are measurable functions. There exist five positive
constantsVly, Ky, ., Ky, Ky andM, such that't € [0, 7], Vz,2’ € R%, Vy,y' € R, Vz, 2/ € R*9,

[ft 2y, )| < Me(1+ 1yl + 2%,
|t 2y, 2) = f(t, 2"y, 2 < Kpale—a' [+ Kpyly =y [+ Ky + Lys(l2) +[2]) [2 = 2],
lg(z)| < M,

g
We next recall some results on BSDEs with quadratic growtin tieir original version and their proof we
refer to [60], [20] and [56].

Theorem 5.2 Under (HXO0), (HYO0), the system (5.4)-(5.5) has a uniquetsnly X, Y, Z) € §% x S x
M?. The martingaleZ « W belongs to the space of BMO martingales 4« W|| 5,,, only depends on
T, M, and M. Moreover, there exists > 1 suchthat(Z « W) € L".

5.3 Some useful estimates of

5.3.1 Afirst bound for Z

Theorem 5.3 Suppose that (HXO0), (HYO) hold and thais Lipschitz with Lipschitz constad{,. Then,
there exists a version & such thatyt € [0, 7],

|Z4] < CRAKLITNL (K + TK ).

Proof.  Firstly, we suppose that g and f are differentiable with respect tq y andz. Then(X,Y, Z) is
differentiable with respect to and(VX, VY, VZ) is solution of

t
VX, = Id+/ Vb(s, X,)VX.ds, (5.6)
0
T
VY, = Vg(X7)VXr —/ YV Z,dW, (5.7)
t
T
+/ sz(S,XS,YS, ZS)VXS + Vyf(SaX57Ys; ZS)VYS + vzf(sastyssz)VZSdsa
t

whereVX,; = (8X§/8:z:j)1gi,j<d, VY;: = t(aY}/al’j)lgjgd S Rle, VZ; = ((’)Z}/c’)xj)lgi,jgd and
ftT VZ.,dW, means

> [ wzyaw:

1<i<d

with (VZ)" denoting the-th line of thed x d matrix proces&/Z. Thanks to usual transformations on the
BSDE we obtain
T
ef[f Vyf(S,XS,YS,ZS)dSV}/t — efOT Vyf(S,XS,YS,Zs)dsvg(XT)VXT o / efOS Vyf(u,Xu,Yu,Zu)duVZSdWS
t

T
+/ elo vyf(“’X“’Y“’Z“)d“sz(s,XS,YS, Z)V X,ds,
t

with dW, = dW, — V. f(s, X, Ys, Z)ds. We have

2 T
/ V. (s, Xs, Ys, Zs)|* ds

T
/ \Z,|? ds fD

C(1+ 12 Who)

/' V.f(5, Xa, Ve, Z2)dW,
0

BMO T€[0,T]

]

N

Cl1+ sup E
T€[0,T]
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Since Z + W belongs to the space of BMO martingaldsfy V. (s, X, Vs, Z)dW, ||, < +oo.
Lemma 5.1 gives us thaﬁ(f(; V.f(s, X, Ys, Zs)dWs): is a uniformly integrable martingale, so we are
able to apply Girsanov’s theorem: there exists a probgiflliinder which(W)te[oyT] is a Brownian mo-
tion. Then,

ft] |

VY| < Bt KD T (K 4+ TKS,), (5.8)

becauseéV X;| < e*T. Moreover, thanks to the Malliavin calculus, it is classitceshow that a version of
(Zt)tepo, 1) is given by(VY;(VX,) 1o (t))tepo,77- SO we obtain

elo Vyf(s:XaYeZ)dsyy, — EQ [efoTVyf(s,Xs7Yst)dsvg(XT)VXT

T
+/ oJs Vo XY 20dey f(s X, Y, 2,)V X ds
t

and

|Ze] < 50T M, | VY| < BRI T M (K + TKy0),  as.,

becauseV.x, | < eXeT.
Whenb, g and f are not differentiable, we can also prove the result by adstahapproximation and
stability results for BSDESs with linear growth. O

5.3.2 Atime dependent estimate of/

We will introduce two alternative assumptions.

(HX1). bis differentiable with respect to ando is differentiable with respect tb There exists\ € R

such thatn € R¢
no(s)['a(5)' Vb(s,x) = "o (s)}n| < A |'no(s)]’ (5.9)

(HX1). oisinvertible andvt € [0,7], |o(t) ™| < M,-1.

Example.  Assumption (HX1) is verified wherys € [0,7], Vb(s,.) commutes witho(s) and3A :
[0, T] — R¥*4 bounded such that' (t) = o (t) A(t).

Theorem 5.4 Suppose that (HX0), (HYO0) hold and that (HX1) or (HX1") holdi4oreover, suppose that
g is lower (or upper) semi-continuous. Then there exists aigarof Z and there exist two constants
C,C’" € R thatdepend only if’, M,, My, K¢, K¢, Ky, and Ly ., such thatvt € [0, T,

|Z| < O+ /(T —t)~ Y2,

Proof. In afirst time, we will suppose that (HX1) holds and tifay are differentiable with respect tq
y andz. Then(Y, Z) is differentiable with respect to and(VY, V7) is the solution of the BSDE

T
VY, = VﬂXﬂVXT—/‘VLm%
t
T
+/‘%ﬂ&&JQ&W&+VJ@Xﬁg&Wn+VJ@XM@&WL@.
t

Thanks to usual transformations we obtain

t
elo Vyf(s,Xs,Ys, Zs)ds 7y, +/ elo Vyf(u7Xu,Yu,Zu)duvmf(s’XS, Yy, Zs)V X ds =
0

T
efoT Vyf(S’XS’YS"Zs)dsvg(XT)VXT Jr/ elo Vyf(u,Xu,Yu,Zu)cluvzf(S’)(SHYS7 Z4)V X,ds
0

T
_ / eJi Vot XY Zidug 7 i,
t
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with dW, = dW, — V. f(s, X, Yy, Z,)ds. We can rewrite it as
T . B
F, = Frp — / edo Vol (WX Yo, Zu)dug 7 qyiy, (5.10)
t
with
t
F, = oo Vil (s:XsYe,Zo)ds gy, 4 / elo Vyf(u,Xu,Yu,Zu)dquf(s, X, Ys, Zs)VXds.

0

7 x W belongs to the space of BMO martingales so we are able to &imanov’s theorem: there exists a

probabilityQ under whicr‘(W)te[oyT] is a Brownian motion. Thanks to the Malliavin calculus, ipisssible
to show thal VY; (VX;) !0 (t))c(o,1 is a version ofZ. Now we define:

t

ap = /efosVyf(“’X“’Y“’Z“)d“VJCf(s,XS,Y;,ZS)VXSds(VXt)*la(t),
0

Zi = F(VXy) lo(t) = el Vol XeYoZods 7z, 4y as.,

ﬁt = eAtFt(VXt)il.

SincedV X, = Vb(t, X;)VXdt, thend(VX;) ™! = —(VX,) "t Vb(t, X;)dt and thanks to Itd’s formula,
dZ; = dF,(VXy) " to(t) — Fi(VX,)7IVb(t, Xy)o(t)dt + F (VX)) o' (t)dt,

and
d(eMZ;) = Fy(\d — Vb(t, X;))o(t)dt + Fyo' (t)dt + eMdF (VX)) o(t).

Finally,

d Fta(t)f — Fo®)['o(t)'Vb(t, X;) — o' (1)) Fy| dt + dby,

- 12
e/\tZt‘ =d(M);+2 {A

with M; = fot eMdF,(VXs)~lo(s) and M; a Q-martingale. Thanks to the assumption (HX1) we are

- 12
able to conclude thz*te”Zt is aQ-submartingale. Hence,

T 2 2
EQ / s ZS‘ ds|F| > et Zt‘ (T — 1)
t
+ 2
> 62/\75}6‘[0 Vyf(saxs%vzs)dsZt—i—at‘ (T —t) a.s.,
which implies
1Z)P (T —t) = e PMe 2l Vyf(s,Xs,Ys,Zs)dsew}ef[f Vif(s.XsYeZ)ds 7 4 Q(T_t)
t 2
< 0(62/\t ol Vyf(s,XS,YS,ZS)dsZt+at‘ +1) (T — 1)
T ~ 2
< C|E© / e ZS’ ds|Fe| + (T —1t) a.s.,
t

with C a constant that only depends®nky, M., Ky ., K¢, and\. Moreover, we have, a.s.,

T T
/62)‘5 / \Z|? + |as|* ds|
t t

< C(1Z1hmo + (T -1).

But[|Z|| 5ar0(q) does not depend afiy becausgY’, Z) is a solution of the following quadratic BSDE:

- 12
EQ Z.| ds

]-"t] < CEQ

T T
}/t :g(XT)+/ (f(S5X57Y57ZS) 7ZSVZf(S7XS;YS;ZS)) dsf/ ZSdWS- (5.11)
t t
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Finally [Z;| < C (1 + (T —t)~'/?) as..

Wheno is invertible, the inequality (5.9) is verified with:= M, -: (M, K}, + K, ). Since this\ does
not depend orVb ando’, we can prove the result whéit, .) ando are not differentiable by a standard
approximation and stability results for BSDEs with lineamgth. So, we are allowed to replace assumption
(HX1) by (HX1).

Whenf is not differentiable and is only Lipschitz we can prove the result by a standard agpration
and stability results for linear BSDEs. But we notice that@stimation orZ does not depend off,. This
allows us to weaken the hypothesis @further: wheng is only lower or upper semi-continuous the result
stays true. The proof is the same as the proof of Proposit®m435]. 0

Remark 5.5 The previous proof gives us a more precise estimation forsiore of Z whenf is differen-
tiable with respect ta: Vvt € [0, 7],
T
/ 12| ds| 7,
t

Remark 5.6 When assumptions (HX1) or (HX1") are not verified, the precésnay blow up beford".
Zhang gives an example of such a phenomenon in dimensionrefavehe reader to example 1 in [85].

1/2

|Z| < C + C'E (T —t)~ /2,

5.3.3 Zhang'’s path regularity Theorem

Let0 =ty < t1 < ... < t, = T be any given partition of0, 7], and denote,, the mesh size of this
partition. We define a set of random variables

B 1 tit1
ZtiziE[/ ZSdS’]:ti:|, Vie{0,...,n—1}.
tit1 —ti t

Then we are able to precise Theorem 3.4.3 in [86]:

Theorem 5.7 Suppose that (HX0), (HYO) hold apds a Lipschitz function, with Lipschitz constafit,.

Then we have
n-1 tit1
Z E { / |2, — Zy,
i=0 ti

where C is a positive constant independent,pnd & ,.

’ dt} < C(1+ K2)5,,

Proof.  We will follow the proof of Theorem 5.6., in [56]: we just ne¢dl specify how the estimate
depends otk ,. Firstly, it is not difficult to show tha¥,, is the bestF;,-measurable approximation 4fin
MQ([fi, ti+1]), i.e.

tit1 _ 9 cti1 5
EU |2 — 24, dt} = inf E[/ |Z — Zi] dt}
t; Z; €L2(Q,Fy,) t

tit1 _ 9 tit1 5
EU |2 — Zy, dt]gE[/ |Z — Z4,| dﬁ].
ts ti

In the same spirit as previous proofs, we suppose in a firsttiirath, g andf are differentiable with respect
tox, y andz. So,

In particular,

Zy — Zy, = VY (VX)) to(t) = VY, (VX)) to(t) =1 + I + I3, a.s.,

with I; = VY;:(VXt)_l(O’(ﬁ) — O'(ti)), I, = VY;:((VX,:)_l — (VXti)_l)O'(ti) and I3 = V(Y;: —
Y, ) (VX)) to(t;). Firstly, thanks to the estimation (5.8) we have

L < VY TR [ty — i) < C(1+ KJ)60.
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We obtain the same estimation fds| because

t
(VX)) ™ = (VX)) < / (VX)7'Vb(s, X, )ds| < Kpe™oT |t —t,].
t.

i

Lastly, |I3| < M,efvT |VY; — VY, |. So,

n—1 tit1 n—1
Y E [/ |I3|2dt] < C6, Y E | esssup|VY; — VY, |
=0 ti i—0 tets,tit1)

By using the BSDE (5.7), (HYO0), the estimate 91X and the estimate (5.8), we have

VY, - VY, |°
2 t

<c (/ (CO+ K+ 19:00, X0 Yo 20 192D 85) -+

t;

2
VZSdWS)

ti

The inequalities of Holder and Burkholder-Davis-Gundyegiis

n—1
ZE ess sup|VY; — VY, 2
i—0 tE[ti,tit1]
n—1 tit1 2 tit1
<CU+K)+CY E (/t V. f(5, X, Vo, 22)| [V 24| ds) +CE (/t V2,2 ds)
=0 @ i

<C(1+K2)+CE

T 2 T
(/ |sz(s,XS,YS,ZS)||VZ5|ds> +/ V2,2 ds
0 0
T T T
(/ (1+|Zs|2)ds> (/ |VZS|2ds> +/ \VZ,|? ds
0 0 0
T pt/p T qq1/q
</ |Zs|2ds> 1 E (/ |VZS|2ds>] :
0 0

forallp > 1 andg > 1 such thatl/p + 1/¢ = 1. But, (VY,VZ) is solution of BSDE (5.7), so, from
Corollary 9 in [20], there existg that only depends of\Z « W|| 5, such that

T q 1/q
EK/ |VZS|2ds> ] <C(1+K2).
0

Moreover, we can apply Lemma 5.1 to obtain the estimate

<C(1+K})+CE

<C(1+K§)+C(1+E

T pq1l/p
E (/ |Zs|2ds>] <C1Z0 < C.
0
Finally,
n—-1 tit1
SR [/ |I3|2dt} <O+ K23,
i=0 ti
and
n—1 tit1 B ) n—1 tit1 ) ) )
SE|[Tz-afa] < TE[[7 (084 Re jnr)
i=0 ti i=0 ti
2
< C(1+ K)o
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5.4 Convergence of a modified time discretization scheme ftine BSDE

5.4.1 An approximation of the quadratic BSDE

In afirst time we will approximate our quadratic BSDE (5.5)dnother one. We sete]0, 7[andN € N.
Let (v;"¢, Z}V¥) the solution of the BSDE

T T
YN (X4 [ e XYz s [z aw, (5.12)
t t
with
fs(sa €, Y, Z) = ]]-S<T7€f(sa x,Y, Z) + ]]-S>T7€f(57 x,v, 0)7

andgy a Lipschitz approximation of with Lipschitz constaniV. f¢ verifies assumption (HYO) with the
same constants gs Sincegy is a Lipschitz functionZ-¢ has a bounded version and the BSDE (5.12) is
a BSDE with a linear growth. Moreover, we can apply Theoreft® obtain:

Proposition 5.8 Let us assume that (HX0), (HYO0) and (HX1) or (HX21’) hold. ‘Ehexists a version of
ZN-¢ and there exist three constanté, 1, M. », M, 3 € RT that do not depend oV and ¢ such that,
Vs € 10,17,

M
Ne 2
227 < (Mo + s ) A (e 4 1)

Thanks to BMO tools we have a stability result for quadrat8CHEs (see [20] and [56]):

Proposition 5.9 Let us assume that (HX0) and (HYO) hold. There exists a conStehat does not depend
on N ande such that

El sup ’YtN’a—Yt +E < C(e1(N) + e2(N,e))

’2
t€[0,T]

T 2
/ ‘ZtN’E - Zt’ dt
0

with y
q
e1(N) = E [lgn(Xr) - g(Xr)[**] 2
1/q

T 2q
62(N7€) =E </ f(thta}/tN,aaZtJv’E)f(t;Xta}/sz7EaO)‘dt> ’
T—¢

whereq = - andr is defined in Theorem 5.2.

r—1

Then, in a second time, we will approximate our modified baakiaforward system by a discrete-
time one. We will slightly modify the classical discretizat by using a non equidistant net wign + 1
discretization times. We define tiet 1 first discretization times oft), T’ — <] by

w=r(-(5)").

and we use an equidistant net[@h— ¢, T'] for the lastn discretization times:

2n — k
tk:T—(n )5, n<k<2n.
n

We denote the time step byix := tx41 — th)o<k<an—1. We considet(ch)ngQn the classical Euler
scheme fotX given by

Xy = =z
Xty = Xi +heblte, X3,) +o(te) Weyyy —We), 0<k<2n—1. (5.13)

2The authors of [56] obtain this result witf? instead ofg. Nevertheless, we are able to obtain the good result by ayptie
estimates of [20].
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We denote, : R'*? — R*? the projection on the ball

Mz2
Blo,M,, + 22
(’ ,1+(T5)1/2)

with M, ; and M, » given by Proposition 5.8. Finally we dengfgN-¢:» ZN:€:m) our time approximation
of (Y=, ZN:#). This couple is obtained by a slight modification of the dleeisdynamic programming
equation:

Yoot = gn(XE)

gNen  _ 1 B, [y Nen W 0<k<2n—1 5.14
tr = Ptrg h_k tk[ tht1 ( terr — Wity )] ) SfPsxen— 1 (5.14)

VSt = B, (YT A B [ (e, X7 YT 200, 0<k<2n—1,  (5.15)

whereE,;, stands for the conditional expectation giv&p,. Let us notice that the classical dynamic pro-
gramming equation do not use a projection in (5.14): it is¢hly difference with our time approximation,
see e.g. [48] for the classical case. This projection corirestty from the estimate of in Proposition 5.8.
The aim of our work is to study the error of discretization

N 9 2n—1 tht1
e(N,e,n):= sup E[YtkenYtk }JrZIE{/
k=0 b

ty
0<k<2n

2
ZNen _ Zt‘ dt} .

It is easy to see that
e(N,e,n) < C(e1(N) + ea(N,e) + e3(N,e,n)),

with e1 (V) andes (N, ¢) defined in Proposition 5.9, and

N,e,n N,e
zhen — 7

2 2n—1 thtt
es(N,e,n) = sup IE{Y#:E"YtiV6 ] + Z E{/
k=0 tr

0<k<2n

2
]

5.4.2 Study of the time approximation errorez(N, e, n)

We need an extra assumption.

(HY1). There exists a positive constaliit; ; such thatvt, ¢’ € [0, 7], Vo € R?, ¥y € R, Vz € RT*4,

1/2
|f(t,$,y,2>*f(tl,l',y,2’)| g Kf7t |t7t/| / .

Moreover, we set = Tn~* and N = n’, with a,b € R*t* two parameters. Before giving our error
estimates, we recall two technical lemmas that we will piovide appendix.

Lemma 5.10 For all constantM > 0 there exists a constant that depends only off, M anda, such that

2n—1
H (1+ Mh;) < C, VneN*.
1=0

Lemma 5.11 For all constants\/; > 0 and M, > 0 there exists a constafit that depends only o, M;,
M, anda, such that
n—1
11 (1 + Myhi + M,
=0

L) < OnoMz

T —ti41

Firstly, we give a convergence result for the Euler scheme.

Proposition 5.12 Assume (HXO0) holds. Then there exists a constathtat does not depend oy such that

Inn
sup E[‘th—XtZ 2} <C—-.
0<k<2n n
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Proof. We just have to copy the classical proof to obtain, thankssimina 5.10,

s E|[|X;, - X1 "] <€ sup hy=Cho.

0<k<2n 0<i<2n—1
But
ho=T(1—n"%") < Cln—”
n
becausgl — n=%/") ~ aT'2 whenn — +o0, so the proof is ended. O

Now, let us treat the BSDE approximation. In a first time wd stildy the time approximation error on
[T —¢e,T).

Proposition 5.13 Assume that (HX0), (HYO) and (HY1) hold. Then there existmatantC' that does not
depend om and such that

N N 2 2n—1 tht1
R
k=n th

n<k<2n

Clnn

N, N
gNen _ gNe -
7’L1_2b

123

2
dt] <

Proof. The BSDE (5.12) has a linear growth with respectton [T' — ¢, T] so we are allowed to apply
classical results which give us that

-1

N,e, N82 - bt
o 2o 7]
k=n k

“a] < (B e - onCxpr?] + )

Inn €
< ¢ (n12b + 5) ’

by using the fact thagy is N-Lipschitz and by applying Proposition 5.12. t

ZtNan _ ZtN,a
k

n<k<2n

Remark 5.14

e Whena > 1 — 2b, thene = Tn~* = o(n?*~1Inn). So we do not need to have a discretization grid
on[T —e,T]: n+ 2 points of discretization are sufficient ¢t 7).

e Whena < 1 — 2b, then is is possible to take only.°] discretization points ofT’ — &, T| with
a + ¢ =1 —2b. In this case the error bound becomes

N N 2 2n—1 tht1
R
k=n Lk

N,e,n N,e
zhen — 7

2 Inn 1
dt:| g c (nl—Qb + na+c> ’

n<k<2n
and the Proposition 5.13 stay true.
Now, let us see what happension? — ¢|.

Theorem 5.15 Assume that (HX0), (HY0), (HY1) and (HX1) or (HX1") hold. iiter all » > 0, there
exists a constant’ that does not depend a¥, € andn, such that

2n—1 tht1
sup EUYNEn }+ZE[/
k=0 tr

0<k<2n

N,e,n N,e
zher — 7]

nl—2b—Ka’

2
dt] < ¢

with K = 4(1 +5)L3 M2,
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Proof.  Firstly, we will study the error ofy". From (5.12) and (5.15) we get

tr41

N, Nen _ N.en : : n yNen Ngn

}/tk 57}/% : Etk |: tk+1 - }/thrsl :|+Et’€ /t (‘f(S’XS’ }/SNE’ Z;VE) - f(tk’th’}/thrEl ’Zt’“ : )) ds.
k

We introduce a parametgg > 0 that will be chosen later. Thanks to Proposition 5.8 andragsion (HYO0),

f is Lipschitz on[ty, t,1] with a Lipschitz constank’, :== K* + Kiw whereK? = 2L; .M, 5. A

(Tt
combination of Young's inequalitfz + b)? < (1 + yrhi)a® + ( )b2 and properties of gives

2
N,e N,e,n
}/tk - }/tk

E

2
N N,e,n
< (1+7khk)E‘Etk [Y;Sk+i Yoy } s

2 1 tht1
(14 0) K+ E
k

tr

Z;V,a _ ZtN-,EJl
k

YN,& o YN,E,n
S

tr41

1 tk+1 9 tk+1
+C(hk+—)(hi+/ E|X, - X} | ds+/ E
Tk tr tr

We define

2

ds) . (5.16)
~ n 1 n

Zhen .= h—Etk[ tjjj (Wig,r — W)

So,Zt]Z"E’" = Ptk+1(Zt]Z’€"n) Moreover, Proposition 5.8 implies that":< = p,, ., (Z), and, sincey, ,,
is 1-Lipschitz, we have

. 2
’Z£V,s _ ZtN-,EJl
k

N.e Nsn2 N.e ~N.,e.n 2
’237 7Ztk7 .’ = ptk-+1(Zs ’ )7ptk-+1(Ztk.’ ' ) <

(5.17)

As in Theorem 5.7, we defing,* by

B trt1 teta
heZy) =By, / ZNeds = By, ((thﬁ +/ f(s, X5, YN, ZN)ds) (W, — Wtk)) .
tr

tr
Clearly,
tr41 B 2 thy1 B 2 _ ~ 2
IE/ zNe -zl ds = IE/ zNe — ZMe| ds + hyE ’ZtN —zen (5.18)
tr tr
The Cauchy-Schwartz inequality yields
2
N, N,e,n\t N N, ,n N,e,n
B, (V22 Y Wi~ W) [ < B (Y — v ) = B (v - viem[),
and consequently
2 2 2
7N, ~N.,e.n N N,e,n N,e,n
mE|Ze - 2 < e R B (v - v ) - e il - v |
fest N,e N.ey|2
+ChiE |f(s, X5, Y5, Z109)|" ds. (5.19)
ty
Plugging (5.18) and (5.19) into (5.16), we get:
2 2
E YtJ:E - Ytivan < (14 yhi)E ‘Etk [ tivj - Yti\[jn}
2 1 fest N,e ~N,e 2
+(1+n)K,€(hk+7—)E Z)f—=7,.%| ds
k th

1 2 fest n |2 fert N,e N,e,n 2
Ot ) (thr/t E|X, - X]'| ds+/t E|yNe—yNe ds)
k k

) ]

N € N,a,n
tk+1 Ytk+1

. N,e,n
tk+1 Ytk+1 )

1
Hunw%ﬁm+7mhm
k

o

tht1
FOR2(hy + )hklE/ £ (s, X, Y2V, Z) | ds.

ty
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Now write
E|yNe —yNen ‘< oF |y Ne YN’E oF |y Ve —yNen ’ 5.20
s B 7Y =~ s B 7Y + tk+1 B 7Y ) ( ' )
E|X, — X' |* <2E|X, — X3, [ + 2E | X, — X7 |7, (5.21)

we obtain

2
N,e N,e,n
E}/t,;*YtkH

< (14 yhe)E

tht1

2
N,e,n
]Etk |: tk+1 -Y, :|

1 tht1 N _N
+(1+U)K§(hk+%)ﬂz/ ZS *Ethk’E ds

ty

1 tht1
+C(hi + 7—) <h§ +/ E|X, — X, |* ds + hiE | X, — X! 2)
k

tr

1 tht1
+C(hk + —) </ E
Yk th

1
(U)K I+ 8 [M

N,e,n
tk+1 - Ytk+1

N
€y NE

trt1

dS + th

)
- YN,E,n)

N € N,e,n
- tk+1 tet1

tk+1 tet1

Y-

]Etk(

]
tr41 9
+CK?(hg + — )th/ |f(s, X, YV5, Z9)| ds.
Vi

ty

Taking~yy, = (1 + n)?/3K?: for by, small enough, it gives

2 2
E }/;]:76_5/;1\[’8771 < (1+Chk+(1+n)2/3Kkhk E‘Eft _YN,&n

k+1 tr41
tht1
+CE /
tr

tht1
+C E

ti

n |2
+ Chi + Chy, Jmax E|X: — X,

N,e ~N,e
ZS - Ztk-

tht1 5
derC’/ E|Xs — X4, | ds

tr

YNE

tr41

trt1
ds + Cth/ f(S; Xsa YVSN’Ea ZSN’E)2dS’

tr

becaus&Zhy < C(ho + hi(T — tip1) ™) < C’“‘T”. The Gronwall's lemma gives us

9 n—1[j7—1
N, N,en n|2
|V - Y < CZ [L00+ Chot (Lt K2R [h?+hjo%ﬂXnE\th—Xn\
tj+1 N,
+]E/ (’ZSN"SZt X, - x| ‘YNafYtH )ds
tj

ti+1
+hjE/ (s, X, Y5, ZN9) P ds
t

J

n—1

[T+ Chi+ 1+ ) K7 k)
=0

2
N,e N,e,n
+ ‘Y _Y;an

Then, we apply Lemma 5.11:

2
E er,E erE,
n

tr tr

< Cn(lJrn)(K )%a {hOjL max E|th sz

0o<i<
n ti+1
e[
§=0 ti

tn
+h0E/ ‘f(s,XS,YSNVE,Zjv*E)fds+E’th’sfYt]:’E’"
0

, _YN,E

tjta

1

2
+ |XS - th‘Q

L
J

2
ds
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A classical estimation gives UEUXS — Xy, ]2} < C'|s — t;|. Moreover, sinc&Z V¢ is bounded,

tn tn
IE/ yf(s,Xs,YsN@,Z;va)des < CT(1+ Y™ )+ CE U ]Z;va\“ds}
0 0

T
/ \zgvvsfds] |
0

But we have an a priori estimate fEr[fOT \Zj\’-ff ds} that does not depend d¥i ande. So

< CT(1+ Y| )+ Cn™E

tn
]E/ yf(s,Xs,igN=€,Z;va)des < Cn®. (5.22)
0
With the same type of argument we also have
E|y e —ye|

tjt1

< Chn?. (5.23)

If we add Zhang’s path regularity theorem 5.7, Propositidri?mnd Proposition 5.13, we finally obtain

261 1
el 2R _ ¢ — . (5.24)

? (147) (K
<Cn n 1—2b—(1+1)(K*)%a

N N,
y Ve _yNen

ty ty

E

Now, let us deal with the error ofd. First of all, (5.17) gives us

— teta tht1 2
Z [/ gNem _ ghe } ZE{/ gNen _ ghe dt].
k=0 tr
For0 < k < n —1,we can use (5.18) and (5.19) to obtain
tht1 | _ 2 tht1 | 2
E[/ z)om - zNe dt} < E[/ z)c—zle dt}
tr tr
2
N, N,e,n N,e,n
e B (15 - v - B - v |
tht1 9
+ChiE |:/ ’f(s,XS,YSN,E,Z;\ﬂE)’ ds:| .
ti
Inequality (5.22) and estimates f@rgive us
— Phet1 N N 2
Se[ [ e 2l
k=0
n—1 tht1 N N 2
< E [/ Zy,"—Z," dt] (5.25)
k=0 bk
)2/3 Nenl|? Noemy|?
(1 + 77 ZE ]Etk tk+1 - Ytk+1 ) ]Etk( tk+1 - Ytk+1 )
T 2
+ChoE / |f(s, X0, YV, 29|  ds
0
thy1 | Nel?
< ZE [/ ZNe—z0F dt]
2
N, N, 7n N,e,n
+(1 +77 2/3 ZE |:Etk Y g _ Y;k € ‘Etk tk+1 —}/;ij ) :|

+CE UYtN —yNen } + Chon® (5.26)
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with an index change in the penultimate line. Then, by usin@f) we get

N 5 YN,s,n

N,e,n
Y YV

2
(1 +n)*/E [Em ) [En (v — yivem)

1
1 tht1
(LK (R + W—)E/
%

ti

N,e,n 2 2
< CyhiE|E, { ey e } ds

N,e _ Nen
tet1 ZS Z

ty

2D . (5.27)

Thanks to (5.20), (5.21), (5.23) and a classical estimatiioR [|XS — X, |2} we have

N
Y;Nf _yNen

tr41

1
+C(hy + ,y_)hk (hk + sup E [’XS - X7 ’2 +
k

S€[tg,trt]

YN7E _ YN’EJL
s

tht1

tht1

sup E [’XS - X ’2 +
]

SE[tk,tht+1

2
2b Nien
} C (hkn +E UYWH yNe

1)
Letus sety, = 3(1 +n)K?2. We recall thatb, K7 < <22 — 0 whenn — 0. So, forn big enough, (5.27)
becomes

]

2
ds

YN,E,n

N,e N,a,n
Y Y;fk tk+1 th+1 )

- o

2 1 tht1

B
2y,

If we inject this last estimate in (5.26) and we use Theoreme obtain

1 tr41
e[l

By using (5.24) and Proposition 5.13, we finally have

2 2n—1 tht1
|- 2=l
—0 ti

k

1+ 2K [Em

YN,& _ YN,a,n

ZN,E _ ZN75177/
tet1 tet1 s

ty

N

ClnnE{

+Ch0hkn2b

Nan ZN,E
4t

2
dt} < Chon® +Clan  sup EUYNE— yVen

th+1 th+1
0<k<n—1 + +

1

(Inn)?

N,en  Ne
Ztk Zt nl—2b—Ka’

N N
SU.p E [’}/}k ,E,M _ }/tk yE
0<k<2n

2
dt} <C
with K = 4(1 + n)L?_’ZMZQ. Since this estimate is true for eveyy> 0, we have proved the result. [

5.4.3 Study of the global errore(N, ¢, n)

Let us study errors; (V) andes (N, ¢).

Proposition 5.16 Let us assume that (HX0) and (HYO) hold. There exists a consta- 0 such that
C

e2(NV, ) < P b
H : N,e N,e N,e N,e 2
Proof. We just have to notice th%y“(t,Xt,Yt 700 = (X Y ,O)‘ < O}Zt '

is bounded byCn’. 0
For g we use the classical Lipschitz approximation

N,e
Zt

gn(z) = inf {g(u) + N |z — u||u € R} .

Proposition 5.17 We assume that (HXO0) holds agds «-Holder. Then, there exists a constansuch that

el(N) g

2ba *
nli—«
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Proof. gy is aN-Lipschitz function andjy — g whenN — +oo uniformly onR?. More precisely, we
have

0

Remark 5.18 For some explicit examples, it is possible to have a bettavemence speed. For example,
let us takeg(z) = (|z|* 1,>0) A C and assume that is invertible. Then, we can use the fact that this
function is not Lipschitz only ifi, and obtain

(N < - _p (Xre [O,N%Dw <« ¢

ni-« nisa(2047)

Remark 5.19 It is also possible to obtain convergence speed whé&nhnot o-Holder. For example, we
assume that is invertible and we sejf(z) = Hle 1.,>0(x). Then

d 1/q C
> B((Xr)i € [0, 1/N]>] S N2 e

=1

61(N) < C

Now we are able to gather all these errors.

Theorem 5.20 We assume that (HXO0), (HY0), (HY1), and (HX1) or (HX1") hal assume also thatis
«a-Holder. Then for ally > 0, there exists a constant > 0 that does not depend onsuch that

C

e(n) i= e(N,e,n) < ——2——
nC—a)@+K)—2+2a

3

with K = 4(1 +n)L3 ,M2,.

Proof. Thanksto Theorem 5.15, Proposition 5.16 and Propositibn &e have

P C C C
e(n) < nl—2b-Ka + n2a—4b + T
Then we only need to set:= 122 andb := (2704)(21;% to obtain the result. 0

Theorem 5.21 We assume that assumptions of Theorem 5.20 hold. Moreovessuene that has a sub-
quadratic growth with respect to: there existd) < 3 < 1 such that, for alt € [0,T],z € R¢, y € R,
z, 7 € R1*4,

|f(ta z,Y, Z) - f(ta z,Y, Z/)| < (Kfz + sz(|z|ﬁ + |Z/|B>> |Z - Z/| .

Then, for allp > 0, there exists a constaft > 0 that does not depend ansuch that

e(n) <

na=—n’
Proof.  Firstly, Proposition 5.8 stays true. Then, let us remarkfiaall 6 > 0 we have

|f(t, 2y, 2) = ft,2,y,2")] < (Cs + 0Ls(I2| +12'])) |2 = 2.

So, Theorem 5.15 also stays true with a cons@rhat depends od and K5 = 4(1 — 1)d°L} M2 ,.
Finally, like in Theorem 5.20, we obtain that

2
e(n) g an_ (27&)(2«#1?5)72«#2& .

To conclude, we just have to remark that

2¢
. o
o0t 2— )2+ Ks) —2+2a O
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Remark 5.22 We are able to specify Remark 5.14 in our case, whenéji—%’ andb = m

e Whenk < 232 thatis to say, when < 2/3 and K is sufficiently small, then we do not need to

2—«

have a discretization grid ofY” — ¢, T').

e WhenK > 2=32 then it is possible to take onfy.°] discretization points ofi” — e, 7] with

(03

3a—4

Mt et R —2+2a

Theorem 5.20 is not interesting in practice because thedspieeonvergence depends strongly &n
But, we just see that the global error becorags) < HL when we are allowed to choogé as small as

e
we want. Under extra assumption we can show that we are alltoviake the constanit/, , as small as
we want.

(HX2).  bis bounded o0, T x R by a constan\/;,.

Theorem 5.23 We assume that (HX0), (HY0), (HY1), (HX2) and (HX1) or (HX®bld. We assume also
thatg is a-Hélder. Then for ally > 0, there exists a constant > 0 that does not depend onsuch that

C

na—n’

e(n) <
Remark 5.24 With the assumptions of the previous theorem, it is alsoiplest® have an estimate of the

global error for examples given in Remarks 5.18 and 5.19. Wite) = (|z|” 1.>0) A C, we have

C

11—« Y
n*tived 1

e(n) <

and whery(z) = Hle 1,,>0(z), we have
C

e(n) < ———.
nitzq N

Proof.  Firstly, we suppose that is differentiable with respect te. Thanks to Remark 5.5 we see that it

is sufficient to show that
T
/ |Z2<|* ds ft]
t

is small uniformly inw, N ande whent is close toT.We will obtain an estimation for this quantity by
applying the same computation as [20] for the BMO norm egémé” page 831. Thus we have

T 2
/ 2| as| 7.
t

EQN,S

]EQN,E

<EC (o) - o(v)

7] + e -,

with p(z) = (€2 +™) —2¢(x+m) —1)/(2¢%), m = |Y|__ andc that depends on constants in assumption
(HYO) but does not depend dvi, f. Let us notice thatn, c and sop do not depend oV ande. SinceY
is boundedy is a Lipschitz function, so

T )
/ 12| ds
t

We denote by Y V:e:t: ZN.et) the solution of BSDE (5.12) wheli[™” = . As usual, we seX’* = x
andzZN-=te = ( for s < t and we define™N 5 (¢, ) = YtN’E’t’I. Then we give a proposition that we will
prove in the appendix.

Proposition 5.25 We assume that (HX0), (HYO0), (HY1), (HX2) and (HX1) or (HXbTd. We assume also
that g is uniformly continuous o®?¢. Thenu™">¢ is uniformly continuous oft), 7] x R? and there exists)

a concave modulus of continuity for all functions{inN75|N eN,e > O}: i.e. w does not depend o
ande.

EQN,E

Fi| <Y [y -y

ft} FO(T - 1),
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Then

EQN,e HYTZ’V’e — Y;N,s ]:t} = EQN,E UUN,&(T7 Xr) — UN’E(t,Xt)‘ ‘]__t}
e N, N,
< B [llff o(syaiv | < |15 (T, Xor) = w5 (2, X0 |
N, }
2|V V| L i ft}
Qe
< B9 [ (IT =t + 17 a1 X7 — X1

+2 ‘YN,E|

Jore) llftT a(s)dWs|>V ]:ti| ’
with dW, = dW, — V. f(s, X,, Y=, ZN-)ds. But,

L7 o syam,| < [ X1 — Xt

T T T
]l|ftTo(s)dW5|<u / b(s,Xs)ds—i—/ vsz(SaXSa}/tsN7EaZ;v7E)d5+/ o(s)dW,
t t t

/N

T
My(T —t) +1/+C/ (1+ |ZN=])ds
t

N

T 1/2
C(T —t) + v+ C(T —t)'/? </ |ZSN’8‘2dS> :
t

Sincew is concave, we have by Jensen’s inequality

EQ o (T -t + 1 oo X = X|) | F
|ftT o(s)dW,|<v 14T t t

v 1/2
< w C|T—t|+1/+C(T—t)1/2EQN’E </ |ZSN’8‘2ds> ‘.7-}
t

- 1/2
< w C|T—t|+1/+C(T—t)1/2E@N’E / ‘Z§V75|2ds‘ft]
t

< w (C T —t|+v+C(T —t)'/? HZNVEHBMO(Q)) ‘

But, | 24| 5,0 ONly depends on constants in assumption (HY0), so it is bedwaiformly in v and

E. Moreover,’ftT a(s)dWs is independent of; so we have by the Markov inequality

ﬂ} _ QN,E(/tTU(S)dWS >1/>

C(T —t)1/?

v

N,e

EQ

|:]]'|ftT o(s)dW, |>V

N

Finally, we have

(T —t)1/?

Ne flyNe _yN.
S (LA 7

ft} < w(C|T—t|1/2+V)—|—C

< w (c*|zut|1/2 + |Tft|1/4) Lo -V,

by settingy = |7 — ¢|*/*, andEQ"" [ v —yNe

]-"t] — 0 uniformly in w, N ande whent — T.

When f is not differentiable with respect tobut is only locally Lipschitz then we can prove the result by

a standard approximation. t
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5.5 Some additional results on the time dependent estimatd &3

5.5.1 What happens ifo does not depend on time ?

We have seen that the key point of our approximation ressilisé time dependent estimatefin The-
orem 5.4. This estimate needs the technical assumption YHWheno does not depend on time, this
assumption becomes

(HX1). bis differentiable with respect to and there existd € R* such that for all) € R?
thtJtVb(s,x)n’ <A |t770‘2 . (5.28)

It is possible to obtain some equivalent assumptions.

Proposition 5.26 Let us assume that (HXO0) holglis differentiable with respect to ando does not depend
on time. Then, following assertions are equivalent:

(i) Vo € R4, Vs €[0,T],Im Vb(s,x)o C Imo,
(i) Vz € RY, Vs € [0,T], kerto C kerta'Vb(s, z),
(iiiy 3f:[0,7] x R? — R¥*? pounded such thatr € RY, Vs € [0,T], Vb(s,z)o = o f(s, ),

(iv) there existd : [0, T] x R — R¥*4 andB : [0,T] — R**? such thatA is differentiable with respect
toz, VA is bounded andz € R%, Vs € [0,T), b(s,z)0 = 0 A(s,z) + B(s),

(v) there exists\ € R such thatyn € R¢

t?]O'tO'tVb(S,$)7]’ <A |t770‘2 . (5.29)

Proof.

(i) = (i), (ii) = (i), (i) = (v) and (i) < (iv): Trivial.

(i) = (iii): There existsy such thav 6|1, = Id|1mo- Sincelm Vb(s,v)o C Imo thenVi(s,z)o =
oaVb(s,x)o .= o f(s,x). Vbis bounded s¢ is also bounded.

(ii) = (iii): The proof is the same when we notice that there existach thato|y, = Id|y, with M &
ker o = R,

(V) = (ii): Let Sj (R) denote the space of non negative symmetric matrix. Sirfee € Sj (R), there
existss € S (R) such that'oc = s2. Itis easy to show thdter s = ker ‘o andker s"Vb(s, z) =
ker 'a'Vb(s, z). Moreover,yy € R? and|'no|® = |'ns|”, so we are allowed to assume that
ST (R).

If o is invertible oro = 0, the result is proved. Otherwise, let us consigieandn, two eigenvectors
of o linked with eigenvalues; # 0 andAs = 0. (v) gives us, for albv € R,

1+ am)o® (s, ) (ny + ama)| = [ Xy Vb(s, @) + add o V(s @)
< M m.
‘t(m + ana)o2'Vb(s, z) (n + 04772)‘ is bounded with respect te, implying ‘7, "Vb(s, z)n; = 0.

1
Sinces € S (R), we havekero @ Imo. So, for alln, € kero, we have showdVb(s, z)n, €
(Imo)t = kero, that is to sayp' Vb(s,2)n. = 0. This last equality allows us to conclude that
ker o C ker o' Vb(s, ). U

The assertion (v) allows us to reduce assumptions on thdarétywf o. Indeed, wherA is only a
Lipschitz function with respect ta with a Lipschitz constanf 4, then it is possible to do a classical
approximation of4 by a sequence of differentiable functions$,, ),en such thatV A, (s, x)| < Ka.

3This section has been added after the submission of théeartic
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(HX1"). o does not depend on time. There exist [0,7] x R? — R™4andB : [0,7] — R**4 such
thatVe € R%, Vs € [0,T], b(s,x)o = 0 A(s,x) + B(s).
Then we obtain a new version of Theorem 5.4,

Theorem 5.27 Suppose that (HX0), (HY0) and (HX1") hold. Moreover, sugpthstg is lower (or upper)
semi-continuous. Then there exists a versio& @nd there exist two constant§ C’ € R™ that depend
onlyinT, My, My, K¢, Ky, Ky, andL; ., such thatvt € [0, T,

|Z| < O+ (T —t)~ Y2,

5.5.2 Some examples and counterexamples

As we already explain in the introduction, Theorem 5.4 i aitderesting for BSDESs with a linear growth
with respect toz. Indeed, such an estimation has been already proved wheinvertible by using the
Bismut-Elworthy formula, see e.g. [44], while in our case deenot need to assume the invertibility of
Nevertheless, technical assumptions (HX1) or (HX1") appéet us see what could happen when these
assumptions do not hold. The most simple counterexamplgés @py Zhang in [85]. Let us consider our
SDE in dimension. We take:

o I'=2,
o b=0,
o Vte[0,2],0(t) = (1—t)Liey,
o f=0,

Vo € R, g(x) = arctan (MLJM)
Proposition 5.28 VM > 0,30 < t1 < t2 < 1, (|21, 4,)| = M) > 0.

Proof. Letus denotei(t, z) := Y;"* with (Y;"*, Z}'") the solution of the BSDE (5.5) wher€ verifies
X, = x. Fort € [1,2], obviouslyu(t, z) = g(z) andZ}"* = 0. Fort € [0, 1], we have

E[g <x+/tl(1s>dws)]

= \/%O't /Rg(y)eXp < (y%;)2> dy,

(1 —t)3. Moreover,

u(t, x)

with o2 = ftl(l —s)%ds = %

_ 1 (y — =) (y—=)?
Vu(t,z) = oo, /Rg(y) = exp ( 507 dy. (5.30)
By using the substitutiop = 0,2, we get
Vu(t,0) ! / (002)ze ( Zz) d
u = gtz )z exX —_— z
’ /_27I'O't R g\o¢ p 9

02/4 / 1 . 14 % ( Z2)d
= —arctan | o zexp [ —— )
V2o Jr 02/4 ! |z|3/4 P 2 Y

By dominated convergence theorem we have

1 14 2 ( z2) 1 / 2-3/4 2
——arctan | o zexp | —— | dy — |z exp [ — dy > 0.
/Ratl/4 ( ' |z|3/4> 2 R 2
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So,
—1 C(l 7t> C t—1—
Vu(t,0)o(t) "% = i .
u(t, 0)o(t) 03/4 TEDLE +00

Moreover, the equation (5.30) allows us to show tftat:) — Vu(t,z) is continuous or0, 1[xR. So,
forall M > 0, J[t1,t2] C [0,1] with t; < tg, 3= > 0, such thatvz € [—¢,¢], Vt € [t1,t2] we have
|Vu(t,z)o(t)] = M. SinceZ, = Z\™*" = Vu(t, X2)o(t), then

P(|Zjjt, 10| = M) > P(‘X[l

t1,to]

<e)>0.

0

To construct this example, the idea is to stop the noise tiféstimet = 1 to obtain no random evolution
in the time intervall, 2]. In this example we need to have a functiothat depends on time. Let us see
if it is possible to construct a counterexample when we atémthis situation. If we suppose that (HX0)
holds, then the assumption (HX1") is always true in dimengioSo we will taked = 2 and

o ' =2,

o Vt€[0,2], Vo = (z',2%) € R?, b(t, x) = ( h(gxl )

o Vte[0,2],0t) = ( - )
e f=0
With these functions, (HX1) does not hold whies4 0. The solution of the SDE is
Xt = t+w

t t
2%+ ot / h(s)ds + / h(s)Wlds.
0 0

X7

As we try to obtain an explosion at tinte= 1, we will take forh a continuous function such thag, ;[ > 0

andhyj; o) = 0. Moreover, we assume thet = (2!, z*) € R?, g(z) = g(2*) with g : R — R a bounded
lower (or upper) semi-continuous function. As before, waateu(t, z) := Y;"* with (Y;"*, Z}'*) the

solution of the BSDE (5.5) wher¥ verifies X; = z. Fort € [1, 2], obviouslyu(t, z) = g(z) = g(z*) and

ZI" = 0. Fort € [0,1], we have

u(t,z) = E [g (1:2 + 2! /t1 h(s)ds + /tl h(s)W;dsﬂ .

Let us denotdd a primitive ofh. Then,

/1 h(s)Wkds = H1L)W} - HH)W} — 1 H(s)dW}
= HO) = HEOWE + [ 1) - H)aw),
So,
B 1 _ (y — 2% — ayzt)?
u(t,z) = Nz Ag(y) exp (——20? ) dy,
with o2 = [H(1) — H(t)]*t + jf [H(1) — H(s))?ds anda; = [H(1) — H(t)]. Moreover,
Zt = Vu(t,Xt)J = %(t,Xt),

9zt
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and
ou ag _ o (y— 2% —axt) (y — 22 — azt)?
L - WZL —ar ) YT @l ) g
51 %) ron /R 9(y) = exp 207 y

So, By using the substitution— 22 — a;z' = 0,2, we get

2
/g(atz + 22 4+ azzt)zexp (—%) dz,
R

gt < [ ey (-5 ) az <

becausda:| < 0. Finally, we obtain thatZ is bounded on the intervdl, 2] even if it is possible to

show that% (t,0) "Z1, 4o for well-chosen functiong andh*. This example proves that (HX1") is a

not necessary but sufficient assumption. To be more pregtseno does not depend on time we do not
succeed to find an example of BSDE such that we have not theatsti

Zy <C+C(T —t)~1/2,

So, the assumption (HX1") seems to be artificially restrietand unnecessary. But this question remains
open.

ou at

—(t, —
g1 H7) NGT D

and

5.6 Appendix
5.6.1 Proof of Lemma 5.10.

We have,

ﬁ (1+ Mh;) = <HH(1+Mhi)> (ﬁ (1+Mhi)> .

=0 1=0 =n
Firstly,
2n—1 T n
[T @+ M) < <1+M—) <C.
. n
Moreover, for0 <:<n—1,
- alnn 1
hi=ti4+1 —t; = Tn_‘“/"(l —e D ) < Tn_‘“/" nn
n

thanks to the convexity of the exponential function. So

n—1 n—1

[Ta+mn) < H(1+MTa —‘“/"ln”)

) n
=0

1
= exp Zln 1+MTan7'“/” nn))
n

1
exp Z MTa( _a/")zﬂ>
n

exp (M TalnTn (1 1—?1(/171/(2/ ") ))
(

Inn ne/n )

N

N

< exp| MTa—

n ne/n—1

But,
Inn ne/n Inn 1

1
ket ~——— ~ =,
n ne/n —1 n g% g

whenn — +o00. Thus, we have shown the result. 0

4Take for exampléy(s) = (1 — s)1,-1 andg(z) = arctan <m+/2)
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5.6.2 Proof of Lemma 5.11.
Thanks to Lemma 5.10, we have
n—1 . hi n— n—
Hi:o (1+M1hz+M2T7ti+1) ! ( n M1 hi> < !
—t +1

ii+1 ) =0

n—1 h
[Ti=o (1 + Mo

So, we just have to show that

n—1 h
11 (1+M2 : ) < CnMz,
T —ti41
=0
But,
L Myt 1+ My(n®™ —1)
— no/n _
2 ti 2
So,
n-1 h.; n
I (t+ 3 - (1+M2(n“/”f1))
1=0 T- ti+1
Inn In’n
= exp|nln|{l+aMe— +O 5
n n
In®n M
= exp|aMsylnn+ O ~ 2,
n
whenn — +o0o. Thus, we have shown the result. 0

5.6.3 Proof of Proposition 5.25.

We will prove this proposition as the authors of [36] do fagittProposition 4.2. In all the proof we omit the
superscriptV, e for u, Y andZ to be more readable. Let,, z{, € R? andty, t, € [0,T]. By an argument
of symmetry we are allowed to suppose thak t. We have

|u(to, z0) — ult, )| < |ulto, z0) — u(to, 2p)| + u(to, ) — u(ty, z0)] -

Let us begin with the first term. We will use a classical argnheé linearization:

’ ’ T N ’
yjore —y[oto = g (XRT0) — gn (XpT0) +/ R (Xﬁ”"zo - Xﬁ”’%) + Bs (Kt“’x“ - Yst"’z“) ds
t

T ’
_/ (Zio@o _ Z§0=z0) dWs,
t

with
to,x to,3) o, to,x to,x(  rrto,u
fE(S7XSO 1075/;‘ O)ZS 0)_f8(saXS 075/;‘ O)ZS 0) |f Xt()vz()thO’I(,) #0
S
Qg = Xlowo _ X§07Z6 ® 7
elsewhere,
to, t to, t to, x4 to,
Je(s, Xiowo Yiore Z070) — fo(s, Xm0 Y770 Z770) if yrtowwo _ Yt0,$6 £0
Bs = to,To to,x, s s )
Ys —Ys
0 elsewhere,
€ to,x to,x to,T £ to,x to,x t()@/g
f (Svao Ovyso U’Zso 0)7f (Svao UaYso O’ZS >t(Zt07m07Z§0a$6) if ZthIU,ZEO’wg 7&0
2 s s )
Vs = Ztowo _ Z;U’%

elsewhere,
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anddW, := dW, — ~.ds. By a BMO argument, there exists a probabil@yunder whichi¥’ is a Brownian
motion. Then we apply a classical transformation to obtain

EQ [effo Bsds (Ytto,xo _ Ytto’z/”ﬂ — E@ [eftz Bsds (gN(X;O’IU) - gN(X;‘””CE’))

T 7
+/ asef{o Budu (X;"’C”U — Xﬁo’xo) ds} ,

to

and

lulto, 70) — ulto, zp)| < C (]E@ [ (Jxgeme — xqe0

T
0« e xiif ).
to

with w a modulus of continuity of that is also a modulus of continuity fgr,. We are allowed to suppose

thatw is concave, so Jensen’s inequality gives us
T ’
|)+ / B [[xcioe - xi0|| ds )
to

By using the fact thal is bounded we can prove the following proposition exactlgathors of [36] do for
their Proposition 4.7:

Proposition 5.29 3C > 0 that does not depend aN ande such thatvt,t € [0,7], Vz,2' € R%, Vs €
[0, 77,

lulto, z0) — ulto, )| < C (w (B2 [|xgee - xjpeo

EC [|xte - x!f

| <c(la—a1+p-¢1"?).
Then,

lu(to, w0) — ulto, zp)] < C(w(lzo —ap|) + w0 — xg)) -
Now we will study the second term:

to ,16 t(),x[’)
}/;fg - 5/;0

to ,16 t[’) ,16
Y;fo - Y;f{)

<

+

t/, ’ t,, /
lu(to, z4) — u(ty, xp)| = Y, 0 Ty 5/1560 To|
Firstly,

th,xh th,xh
}/toov 0 __ Yt/m 0
0

té} ! !
< / f(S, :17/07 YStO’IOa O)dS <C |t0 - t/0| .
to

Moreover, as for the first term we have

R [ (ot Y] = R [ () - )

T !’ ’ !’
+ / gelin Pt (Xt - xfoet) ds] ,

to

and
Y™ =yt <0 (w (1t —t0l"%) + o — 15]'7*).
Finally,
1/2 1/2
[ulto, ) — u(th, a6)| < C (w (Ito = t6]'"*) + Ito — t6]""?)
and

1/2 1/2
[uto, @0) — u(th, 7)| < C (w (a0 = a]) +w (Ito — tol""*) + a0 — 2] + [to — t]'/*)

Sow is uniformly continuous orj0, 7'] x R¢ and this function has a modulus of continuity that does not
depend onV ande. Moreover, we are allowed to suppose that this modulus dfirwaity is concave. [

SThere exist two positive constantsandb such thato(z) < az + b. Then the concave hull of — w(z) V (1,51 (az + b)) is
also a modulus of continuity af.
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Chapitre 6

Résultats numériques

Ce chapitre a pour but d’illustrer les résultats théoriquienus dans le chapitre précédent. Plus préci-
sément, nous nous intéressons a la simulation numériquSRE de la forme

T T
Y, =g(XT)+/ f(s,Xs,Y;,Zs>ds—/ Z,dWw,,
t t

avecX le processus solution de 'EDS

¢ ¢
X,=z+ / b(s, Xs)ds + / o(s)dWs.
0 0

b, o, g et f vérifient les hypothéses suivantes :

e b:[0,7] x R? — R? est une fonction mesurable telle qa&ly, K, € RT, V¢, ¢’ € [0,T], Vo, 2’ €
R4,

b(t, )|

lb(t, ) — b(t', 2")|

< M,

< Ko —a'|+ ]t =],

e 0:[0,T] — R?*9 est une fonction mesurable telle qi#l,,, K, € RT,Vt, ' € [0,T],Va, 2" € RY,
lo(t)] < Mo,

o) — o) < Ko lt—t],

e g:R? — R estune fonction mesurable telle g/, € R*, Ja €]0, 1],

- /
voeRY, @) <M, sup DI

a0 < +o00,
x,x’ R4 |$ - |

o f:[0,T]xRYxR xR™4 — R estune fonction mesurable telle ikl ¢, K¢+, K¢, K., Ky, €
R+, Vt, ¢ € [0,T],Vz, 2’ € R, Vy,y € R, Vz, 2/ € R*4,

My(L+ 1yl +121),

Kpolt =t + Kpole /| + Kpyly — /|

+(Eyz + Ly:(12] + ') |2 = 2]

If(t,x,y, 2)| <

De plus, nous supposons qu'il existé , M, € R telles queP-p.s.,

Mo

Zi| < My + ————,
| Zt] 1+(T—t)1/2

vt e [0,T].

Cette majoration est obtenue dans les théoremes 5.4 et ®@Tlordes hypothéses supplémentaireshsur
eto.

103
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6.1 Description de 'algorithme

Nous allons, dans une premiére partie, rappeler le schérdésdettisation temporelle étudié dans le
chapitre 5 puis, dans une seconde partie, nous détaillEromsthode employée pour estimer les espérances
conditionnelles.

6.1.1 Discrétisation temporelle

Commencgons par donner quelques notations. Nous noterlensombre de pas de tempstet ¢y <
t1 < .. < t, = T lagrille des temps de discrétisation. Dans toute la skiitdésignera une constante
positive telle que

K > 4L} M3,
On poses := Tn~% et N := n’ avec
b 11—« ot 142b
= a . = ——.
2-a)2+K)—-24+2a 2+ K

On définit également la constantear la formule

3a—4

=1 .
et e R) -2+ 2a

Enfin la grille de discrétisation est donnée par

b= T(1-(£)""), o<k<m,
ty = Tf<:_—’nkl)5, ny <k < n,

avecn; définie ainsi :

o siK < 252 alorsny =n — 1,

e si K > 2=3% alorsn, est le plus grand entier vérifiant + [n$] < n.
L'EDS est remplacée par le schéma d’Euler classique :

Xy = x
{ X&H = Xg; +(tk+1 —ﬁk)b(ﬁk,X&)—l—O’(ﬁk)(WtkH —Wtk), 0<k<n.
Afin d'alléger les notations du chapitre précédent, nousnoois(Y ", Z™) la solution de 'EDSR discré-
tisée en temps en lieu et place@&" =", ZN-=n) (Y™, Z™) est définie par une équation de programmation

dynamique :

Yro= gn(X7)
Zﬁ = Ptrgq mE [Y;SZ+1 (Wtk+1 - Wtk) ftk}) , 0<k<n—
Y= B[V (e — ) (e XY ZR)| R 0k <n—1,

avecp, : R1*4 — R1x4 |a projection sur la boule fermée

/¢ une modification d¢f définie par
fo(s 2y, 2) o= Lacr—c f(5, 3,9, 2) + Losr—c f(5,2,9,0),
etgy une approximatiotV-lipschitz deg donnée par

gn(z) = inf {g(u) + N |z — u||lu € R4} .
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6.1.2 Discrétisation spatiale

Pour pouvoir obtenir un schéma implantable sur un ordimateeste a estimer les espérances condi-
tionnelles. Pour cela nous allons utiliser le caractéerekmaen deX™ qui permet de montrer facilement
queY™ et Z™ sont des fonctions déterministes €.

Proposition 6.1 Supposons vérifiées les hypothéses décrites au début daeekur f, g, b eto. Alors
ona
Vi =wr(X3), Zi

itk

2e(Xh), 0<k<n, 1<i<d,
ou (y (-))k» (2% (-))i,r sSONt des fonctions mesurables.

Lidée développée dans les articles [48, 49] consiste acapyery;; et (2], ); par leur projection sur des
sous-espaces vectoriels de dimension finie engendréspzadep;, et(q; k) On définie ainsi de nouvelles
fonctions :

0 i )6 ; .
ypo = Proj yp=oupr, zp = Proj 2 =Bk, 0<k<n, 1<i<d,
Vect{ps } Vect{qi,x }

ollay, et B; . sont des ensembles de coefficiénBnfin, ces coefficient&yy ), et (8 x )i x SONt eux-mémes
estimés a l'aide d’'une méthode de Monte-Carlo. Pour ce, fb@genvient de réalisel/ tirages indépendants
de X" : nous noterons(™™ le mieme tirage et nous poserafsV;”, := W/ — W/ . L'algorithme
final se présente toujours sous forme rétrograde :

e Initialisation pourk = n pary™>M = g.

e A linstant de discrétisatiort;, on calcule les coefficient ) par une méthode des moindres

carrés :
2

AW™
6M k X
yZJrl tk+1) - 76(]“"( sz)

M L
arg min Z o

On pose alors
ZZ’s’M = (ZZ}:;’M)i = Pl ((5%%1@)1) :
e Toujours & l'instant de discrétisation, on calcule ensuite les coefficientg! par une méthode
similaire :
ol = arg min,
i Z Z—flM(th+1) + hi f€ (tk, sza ?JZf1M(XgC’E), ZZ’s’M(XZC’m)) apk(X" ™) ’
On pose alors

n,o, M
Y’ *04 qk-

e On itére ces calculs jusqu’a I'instafit
La solution(Y;, Z;)+c(o, 7 de notre EDSR initiale est alors approchée numériquement pa

SM . n,6,M OM o n,6,M
Yt: = yZ (X&), ch = ZZ (Xt’;), 0<k<n.

Il reste maintenant & définir les bases de fonctigns;. et (¢; x):x. Pour simplifier, nous ne les ferons
pas dépendre deet nous ne ferons pas de distinction entet ¢ : nous noterong,, cette base au tempg.
Pour définir ces derniéres, nous allons décoiifeen petits hypercubes d’aréte

R'= |J Dy avec Di i, :=li1d, (ix + 1)0] x ...x]ig6, (ia + 1)d].

Nous pourrions alors définps, comme la famille des fonctions indicatrices associées risémble des

hypercubes{]lDi1 i () ’ eza’ mais cette base n’est pas de cardinal fini. Néanmoins, naw®pse
T B1ye.eyid) EL
nous contenter des hypercubes dans lesquels « tomber(txgcég)lgmgM :

.....

1Afin de ne pas alourdir inutilement les notations nous n’avmas indexé les bases de fonctions et les coefficients porrdants.
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avec

Nous utiliserons principalement ces bases par la suite.l®mus pourrons éventuellement considérer
une variante de ces bases qui consiste a prendre sur chgogreliye une base de polynémes locaux de
degrél. On a alors

pk() = (]qu',l,...,i,d ()a wl]qu-,l,__.,i,d ()7 ey xdth,...,id ()) (i1 0emria) € .
D’autres choix pour ces bases sont également envisage&ldas ne les utiliserons pas ici mais nous
pouvons tout de méme citer quelques exemples :
e On peut prendre sur chaque hypercube une base de polynécaes lbe degré supérieura
e |l est possible de considérer une base de polyndmes globaiRés
e On peut utiliser les fonctions indicatrices des pavagesatenoti associés & simulations indépen-
dantes deX™.
Une étude numérique approfondie comparant ces différgotesbilités est disponible dans la thése [63].

6.1.3 Choix des parametres

Au final, I'algorithme dépend de trois parameétres. Dans tedss EDSRSs lipschitz, la these [63] pro-
pose une étude théorique et numérique compléte de I'ertebalg en fonction de ceux-ci. Il en résulte
que le comportement de I'algorithme est trés sensible a egsais et qu'il convient de les faire varier
correctement afin d’obtenir une convergence. Par exeniglense contente d’augmenteren fixant\M/
etd, 'erreur globale peut exploser. Afin de pallier ce risquerrior propose de fixer, § et M ainsi :

n=|no(V2 ], M= |My(v2)U D] §= (\/—2)?%7 Jj €N~

Nous prendrons par la suitg = 2, My = 50 etdg = 4. ll reste alors a fixetvy; etay suffisamment grands :
en effet, théoriguement il convient d’aveig > 0.5 et pouras fixé, il existe un seuil poudr,; en dessous
duquel I'algorithme ne converge pas et au dessus duquehilezge. Au vu des résultats numériques de
Lemor, nous prendronss = 1,5 etays € {2,5;3}.

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n 2 2 4 5 8 11 16 22 32
M (aps =2,5) || 50| 118 282 672 | 1600| 3805 | 9050 | 21526 | 51200

M (aps = 3) 50| 141 | 400 | 1131 | 3200| 9050 | 25600 | 72407 | 204800
0 4 | 2,378]| 1,414| 0,841| 0,5 | 0,2973| 0,1768| 0,1051| 0,0625

6.2 Convergence de l'algorithme

Tous les résultats numériques de cette partie sont obtarasgn0 fois I'algorithme.

6.2.1 Exemples considérés
Nous allons nous placer en dimensibg- 1 et considérer pouk un simple mouvement brownien :
X, =W,, 0<t<T.

Les fonctionsf et g sont données par :

f(.,.,.,Z):f—, ZGR)

g(x) = 2%loga<1 + 1zs1, = €R,
aveca €0, 1]. Pour I'approximation lipschitz dg nous posons

gN(aC):{ g(x) sixz¢ {O,N%},

Nz  sinon.
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Une transformation exponentielle classique permet deidrsale maniére exacte cette EDSR quadratique :

Y, =IhE {eg(WT”}—t} .

Ainsi, on a
Yy = InE {eff(WT)} = In(u(0)),
avec )
(y—=)?
u(z) = — [ e9We "2 dy,
=75, ’

De plus, on a

u(0)”
avec

,(0> 61/271 4 1 /1 y 792/2(1
U = — 4+ — e’ e .
V2T V21 Jo Y 4

Voici les valeurs obtenues pour différents

« Y() Z()

1 || 0,4015| 0,3767
0,5 0,4659| 0,3797
0,1 0,5729| 0,3743
0 || 0,6201| 0,3687

Il convient également de calculer explicitement I'estiimatemporelle du processusprovenant du théo-
reme 5.4 en reprenant sa démonstration. Supposongegtalifférentiable, alors

T
VY, = Vg(X7)VX7 — / YV Z,dW,
t

avecdW, = dW, — Z.ds qui est un mouvement brownien sous la probabitéOn aVX; = Id et
Z; = VY;, doncZ est uneQ-martingale etZ|” est uneQ-sous-martingale :

T
[isois]
t

cette inégalité restant vraie lorsqgesst uniguement semi-continue inférieurement ou supénaent ce
qui est notre cas. Or,

|Z|* (T — t) <E®

"z, T
Y, = g(XT)+/ T“’ds—/ ZdW
t t
T |Z|2 T B
= g(XT)—/ T“’ds—/ ZodWs.
t t
Finalement,
1 T
5]E@ / |Z5|2ds]-"t]EQ[YT}Q|ft].
t

Une estimation classique stirnous donne la majoratidl’| < 1 ce quinous permetd’obtenir une premiere
estimation pout” :

|Z:| < t € [0,T]. (6.1)

VT =t
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Comme nous 'avons vu dans la démonstration du théoréme i3 également possible de développer
le termeR? [ — Y;| 7]

avec

Or

CHAPITRE 6. RESULTATS NUMERIQUES

|E? [Yr — Y| 7| <EC HU(T, Wr) — u(t, W;)

u(t,z) = —InE? [efg(WT*erI)} .

lu(t, z) —u(t’, 2')]

ce qui nous donne

|EQ [Yr — V3| F]|

< 2T —t**,

NN N

N

<

X

e

7],

FQ [efgw'vpm) _ efg<v"vT,,,f+m'>} ‘

eE? ‘Q(WT—t +a) = g(Wr_p + CE/)‘

e (E HWH Wy

e(jt=¢"" +]o—a'),

e (|T —1]*/? 4 B2 HWT - W,

Nous obtenons ainsi une seconde estimatioriZspius fine :

Enfin, rappelons que comngeest approchée pagry qui est une fonctiodV-lipschitz, alors le théoréme 5.3

| Z4|

nous assure que™ est borné :

<

2,/
T -t

)

e
4

te0,T].

11—«
|Z"| < N =n C-a@E+K)—2+2a ,

6.2.2 Utilité de la projection pour Z

Dans un premier temps, nous allons traiter de I'utilité dprigjection. Pour cela nous considérons le

schéma suivant :

e pas de projection pouf,
e grille de discrétisation temporelle uniforme,
e approximation lipschitz de.
\oici les résultats obtenus pour les différentg :

e ay =2,5

e ay =3

e =a?)

1))

j || moyenneY, | écarttypeYy | moyenneZ, | écart typeZ,
1 0,3872 0,09461 0,2127 0,1363
2 0,3950 0,05454 0, 1905 0,05892
3 0,4105 0,03442 0,1463 0,05892
4 0,4259 0,02999 0,2174 0,06622
51 4,017%107 | 2,200 108 4910 2,689 % 10
6 002 00 00 %)
j moyenney, | écarttypeYy | moyenneZ, | écarttypeZ,
1 0,3841 0,08744 0,1945 0,1151
2 0,3941 0,05596 0,1926 0,06994
3 0,4058 0, 05054 0,1607 0,1194
4 0,4146 0,01736 0,1957 0,03452
5| 1,401%10' | 7,671 %106 | 9,274+ 10% | 5,019 % 10®
6 || 2,469 % 1016? %) 4,444 % 1084 | 2,434 * 10%°
7 00 %) %) 00

21Vinfini numérique correspond &, 7 x 10308,
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Ces résultats prouvent qu'il est nécessaire d'utiliser pnogection pourZ afin d’assurer une non ex-
plosion de la solution. Ainsi, nous allons modifier la préj@c pour éviter qu@frf’lM soit non borné.
Dorénavant nous poserons

5M 0, M
8= (47, = o ((0),)

6.2.3 Utilisation de I'algorithme non optimisé

Dans cette partie, nous allons utiliser le schéma suivant :
e projection poutZ en utilisant la borne

2
T—1

|Z:] <

)

e grille de discrétisation temporelle non uniforme avée= 4,1,
e approximation lipschitz de.

CommeK > 22__35, la grille de discrétisation est formée de deux parties amportements distincts :
to < ... < ty, ett,, <..<t,. Lesvaleursde, poura =0,5eta = 0,1, sontles suivantes :

J 1[2[3[4[5] 6] 7] 8]0

n 22458 11|16 22] 32
m(@=005) | 1|1]2]2]4] 7 |10]15] 23
m(@=01)|1]|1[2|3[5]| 7 |11]| 16| 24

Les figures 6.1 et 6.2 donnent les résultats de la simulatang = 0, 5 tandis que les figures 6.3 et 6.4
concernent le cas = 0, 1. Nous pouvons constater que la vitesse de convergenkg egt extrémement
lente. Par contre, il ne semble pas possible de concluret guianconvergence dg, : il conviendrait de
faire d’autres simulations poyrplus grand. Cette vitesse faible fait que I'algorithme hjgss exploitable
en pratique : nous allons par la suite utiliser une grille gerétisation temporelle non uniforme avec
K =0,1.
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0.48 T T T T T

0.46 - —

0.44 .

0.42 —

moyenne Y
o
I
T
1

0.38 | _7

0.36 | -
0.34 | 4

Y, exact ———
K=4,1  --—--—---

032 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9

0.025 T T T T T

0.02

0.015

ecart type Y,

0.01

0.005

FiG. 6.1 — Convergence deg pour une grille de discrétisation non uniforme= 0,5 et K = 4, 1.
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04 T T T T T

0.35 |- - —

0.25 + E

moyenne Z,

0.2 / .

0.15 | L7 .

T Z,exact ——
K=4,1 -
01 1 1 1 1

3 4 5 6 7 8 9

0.1 T T T T T

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

ecart type Z,

0.04

0.03

0.02

0.01 1 1 1 1 1

FIG. 6.2 — Convergence d&, pour une grille de discrétisation non unifornae= 0,5 et K = 4, 1.
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0.6 T T T T T

0.55 |- —

0.45 | —

moyenne Y

0.35 f .

Yo exact ———
K=4,1 -

03 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8 9

0.03 T T T T T

0.025

0.02

0.015

ecart type Y,

0.01

0.005

FIG. 6.3 — Convergence dg pour une grille de discrétisation non uniformme= 0,1 et K =4, 1.
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0.4 T T T T T

113

0.35 |

0.25 |

moyenne Z,

0.2 |

0.15 7

I Z,exact ——
K=4,1  -------

01 1 1 1 1
3 4 5 6 7 8

0.07

0.06

0.05

0.04

ecart type Z,

0.03

0.02

0.01 1 1 1 1 1

FIG. 6.4 — Convergence dé&, pour une grille de discrétisation non unifornae= 0, 1 et K

4,1.
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6.2.4 Comparaison des différentes grilles de discrétisatn

Dans cette partie nous allons vérifier si la non uniformitéadgille de discrétisation temporelle apporte
un gain numérique par rapport a la grille uniforme habiti€llous les exemples numériques seront donc
traités avec une grille uniforme puis une grille non uniferde paramétr& = 0, 1. Pour cette derniére;
est définie comme la projection sur la boule

B(OL)
(T —t)

Choix de ar

Nous prenongy = 0,5. Les figures 6.5 et 6.6 sont obtenues pauf € {2,5;3}. Il semble clair
quea)s = 2,5 n'est pas suffisant pour observer une convergence. Dareslepgtiite nous fixerons donc
ap = 3. Notons que lorsque le générateur a une croissance linéaire= 2,5 suffit pour assurer la
convergence du schéma (c.f. [63]) : le cadre quadratiquioest plus exigeant en ce qui concerne le réglage
des parametres. Les deux types de grille semblent se caenplerta méme facon pour I'approximation de
Y, tandis que la grille uniforme est légerement meilleure equieoncerneZ,. Cela tendrait & prouver que
I'introduction de cette grille non uniforme se justifie thigmement mais pas dans la pratique.

Roéle de la projection

Nous avons vu que lI'approximation gepar une fonction lipschitz implique qug™ est borné. Il est
alors envisageable de modifier la projectijppour en tenir compte. Ainsi, la projection 1 désignera par la
suite la projection définie précédemment tandis que pouoggtion 2,p; est définie comme la projection

sur la boule
2
B 0,%AN .
(T —-t)y =

Les figures 6.7 et 6.8 permettent de comparer ces deux goujectla projection 2 permet d’obtenir de
meilleurs résultats poly, tandis que pou¥ la conclusion est moins nette. Encore une fois, il n'y a pas
de différence majeure entre les deux types de grille.

Role de I'approximation de g

L'approximation dey par une fonctionV-lipschitz crée un biais dans notre approximation. Il pere é
intéressant de quantifier I'erreur commise entre la salud® notre EDSR initiale et la solution de 'TEDSR
associée a la condition terminalg . Les tableaux qui suivent donnent les erreurs relativeencentage
surY et Z, lorsqueN = n’ et N = 10n’.

a=0,5
j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n? 1,175 | 1,175 | 1,380 | 1,454 | 1,622 | 1,747 | 1,906 | 2,052 | 2,239

erreurYy (%) || 8,22 | 8,22 | 4,85 | 4,00 | 2,8 | 2,24 | 1,69 | 1,33 | 1,00
erreurZy (%) || 3,91 | 3,91 | 2,28 | 1,92 | 1,34 | 1,05 | 0,79 | 0,62 | 0,47

10n? 11,75 | 11,75 | 13,80 | 14,54 | 16,22 | 17,47 | 19,06 | 20,52 | 22,39
erreurYy (%) || < 0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01

erreurZy (%) || < 0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01 | <0,01

a=0,1
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n? 1,330 | 1,330 | 1,768 | 1,938 | 2,351 | 2,679 | 3,125 | 3,562 | 4,1
erreur relativery (%) || 21,11 | 21,11 | 14,71 | 13,08 | 10,19 | 8,61 7,05 | 5,95

4

erreur relativeZ, (%) || 12,86 | 12,86 | 8,79 | 7,78 | 6,01 | 5,05 | 4,12 | 3,47 | 2,
10n? 13,30 | 13,30 | 17,68 | 19,38 | 23,51 | 26,79 | 31,25 | 35,62 | 4

erreur relativery (%) 1,09 1,09 | 0,76 | 0,68 | 0,53 | 0,45 | 0,37 | 0,31 0,26
erreur relativeZ, (%) || 0,63 | 0,63 | 0,44 | 0,39 | 0,30 | 0,26 | 0,21 | 0,18 | 0,15

Nous pouvons observer que l'erreur relative est fortemtt@haée lorsque I'on prenty = 10n°. De
plus, nous remarquons que lorsque- 0,5 et N = n® alors

2\/e

———= AN=N
(T —1)%

pourj € {1,...,9}. Ainsi, la projection 2 est uniforme en temps pour les fig@&set 6.8 : cela pourrait
expliquer que la grille non uniforme n’est pas plus efficace kg grille uniforme. Néanmoins, les figures 6.9
et 6.10, obtenues pour= 0, 5, montrent que prend®¥ = 10n’ est néfaste pour la convergence. De plus,
il N’y a toujours pas de différence majeure entre les deursyqe grille. Lorsque: = 0, 1, la figure 6.11
montre cette fois que, contrairement a ce que les résuftatsitues laissent penser, la grille uniforme est
meilleure que la grille non uniforme.

Pour terminer, nous allons étudier numériquement ce quasseplorsque n’est pas approchée par une
fonction lipschitz. La figure 6.12 est obtenue paut= 0,5, N = n’ et une grille uniforme tandis que pour
la figure 6.13 nous avons pris= 0,1, N = 10n® tout en conservant une grille uniforme. Nous pouvons
observer que I'approximation ou non genflue peu sur les résultats. Cela peut étre du au faitgest
a-hdlderienne uniguement en un point.
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0.5 T T T T T T T
0.48
0.46
>_O 0.44
(]
c
c
(O]
>
o
S 0.42 |
0.4
T exact —
038 ¢ gPlIIe non uniforme, 0y,=2,5 = - N
grille uniforme, C(M:Z,'}:A) eeee
grille non uniforme, a,,=3
grille uniforme, ay=3 R
0.36 ! 1 L I T T I
1 2 3 4 5 6 7 8 9
j
0.12 T T T I T . .
arille non uniforme, ay,=2,5 —
grille uniforme, aM=2,’g ,,,,,,,
grille non uniforme, ay,=3 -
grille uniforme, 0),=3 =~ e
0.1 4
0.08 |
o
>
()
o
2 0.06
I
[S]
()
0.04
0.02

FIG. 6.5 — Convergence dg pouray, = 2,5 etay, = 3.
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moyenne Z,

ecart type Z,

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.2

0.18 f

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02
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exact
grille non uniforme, a,,=2,5
grille uniforme, C(M:Z,'}:A)
grille non uniforme, a,,=3
grille uniforme, ay,=3
I I

3 4 5 6 7

1 1
grille non uniforme, ay,=2,5
grille uniforme, aM=2,’g
grille non uniforme, ay,=3
grille uniforme, o,=3

Fic

. 6.6 — Convergence dé&, poura,; = 2,5 etay, = 3.
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047 T T T T T T T
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0.45
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0.43
o
>_
2
= 0.42
>
=} .
1S
0.41
0.4
0.39
o exact [—
projection 1, grille non uniforme -
0.38 projection 1, grille uniforme e |
projection 2, grille non uniforme
rojection 2, grille uniforme —e
037 1 1 1 T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9
j
0.12 T T T T — - T I
projection 1, grille non uniforme —
projection 1, grille uniforme  -—--—--
projection 2, grille non uniforme oo
rojection 2, grille uniforme
0.1
0.08
o
>_
(]
o
2 0.06
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[8]
(O]
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0.02
0

FiG. 6.7 — Convergence dg pour différentes projections.
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moyenne Z,

ecart type Z,
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o exact

projection 1, grille non uniforme

projection 1, grille uniforme

projection 2, grille non uniforme
roiecltion 2, grille Iuniforme

3 4 5
i

6 7

1 1 1
projection 1, grille non uniforme
projection 1, grille uniforme
projection 2, grille non uniforme

rojection 2, grille uniforme

Fic

. 6.8 — Convergence dé, pour différentes projections.
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ecart type Y,
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o exact
projection 2, N:nb, grille non uniforme
projection 2, N=n", grille uniforme
lprojection 1, N=10n_, grille non uniforme
projection 1, N=10n_, grille uniforme
projection 2, N=10n_, grille non uniforme
oroi1ection 2.N=10n grille qniforme

3 4 5 6 7
i

1 1
projection 2, N=n?, grille non uniforme
projection 2, N=n", grille uniforme
projection 1, N:10nb, grille non uniforme
projection 1, N=10n_, grille uniforme
projection 2, N=10n_, grille non uniforme
projection 2, N=10n", grille uniforme

Fic

. 6.9 — Convergence dg pour différentes projections.
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moyenne Z,

ecart type Z,
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FIG. 6.10 — Convergence d&, pour différentes projections.
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o exact —

projection2, N:lOnE, grille non uniforme -
DrpiectionZ N=10n grille Iuniforme =

o exact

projection2, Nzlong, grille non uniforme -
nrloiectionz N|=10n grille Iuniforme S —

2 3 4 5 6 7 8 9
j

FIG. 6.11 — Convergence d§ et deZ, lorsquea = 0, 1.
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FIG. 6.12 — Convergence d§ et deZ, lorsque la condition terminaken’est pas approchée/ (= 0, 5).
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moyenne Y

moyenne Z,

FIG. 6.13 — Convergence dg et deZ, lorsque la condition terminalgn’est pas approchée (= 0, 1).
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Comparaison avec la méthode de troncature du générateur

Lorsque I'on prend pouZ une projection uniforme en temps, cela revient a considérelEDSR dont
le générateur est tronqué pour la variahl®&lous retombons alors sur la stratégie développée datisleéar
d’'Imkeller et dos Reis [56]. Nous avons déja vu que la pragec? poura = 0,5 était, dans les faits, une
projection uniforme en temps. Dans notre cas la troncatstrarge puissance detandis que les résultats
théoriques de l'article [56] nécessitent une puissancige afin d’obtenir la convergence du schéma.
Néanmoins nous avons déja observé avec les figures 6.7 atél8 convergence est tout de méme assurée.
Regardons maintenant ce qui se passe lorsque I'on prendrpogatureN = 10n°. Le tableau qui suit a
été obtenu pour une grille uniforme,= 0,5, ¢ hon approchée paypy et une projection uniforme sur la
boule B(0, 10n?).

j || moyenneY, | écart typeYy | moyenneZ, | écart typeZ,
1 0,4281 0,08394 0,2004 0,1288

2 0, 4206 0, 05040 0,2170 0,08738

3 0, 4227 0,02931 0,1391 0,05993
4 0,4371 0,01614 0,1944 0,03742

5 0,4586 0,03320 0, 3022 0,1158

6 0,8412 1,478 1,070 2,188

7 15,34 12,14 18,67 11,74

8 37,70 14,00 31,27 6,608

Ainsi, le schéma numérique consistant a tronquer le géaérde 'EDSR peut grossiérement diverger
lorsque la troncature augmente trop vite.

6.3 Conclusion

L'étude numérique proposée dans ce chapitre est loin dé&traustive. Néanmoins, il est possible d’en

dégager quelques constatations empiriques :

e L'algorithme ne converge pas suffisamment rapidement @ g est trop grand.

e Lesregles proposées par Lemor pour faire varier les param@tl schéma s’appliquent bien dans le
cadre quadratique. Néanmoins, le seuil de convergencenpgeemble étre plus élevé que pour les
EDSRs dont le générateur est a croissance linéaire.

e La projection 2 donne, de maniere générale, de meilleuditaés que la projection 1.

e La grille de discrétisation temporelle non uniforme ne foupas de meilleurs résultats que celle qui
est uniforme.

e Le schéma de discrétisation basé sur une troncature duagénédiverge lorsque cette troncature
augmente trop rapidement.

Tous les tests ont été réalisés en dimensioe qui, bien entendu, n’est pas suffisant. Il conviendraicdo
d’étudier le comportement du schéma pour des dimensioré&risupes al et notamment des grandes di-
mensions que I'on ne peut pas traiter avec des méthodes iquregidéterministes. Il serait par exemple
intéressant d’ appllquer ce schéma pour résoudre une EDSRalpartie quadratique du générateur est

de la forme'z1| avecz; la premiere composante de Ces EDSRs apparaissent dans I'article [54] pour
traiter un probleme financier d’optimisation d'utilité expentielle et elles sont appliquées a la couverture
de risques liés a la météorologie dans l'article [26]. Despilserait bon d’accompagner cette étude de
résultats théoriques sur la convergence du schéma, du gypeuk énoncés par Lemor dans sa these, afin
de pouvoir valider nos constatations empiriques concetadixation des paramétres de convergence.
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Résumé

Etude théorique et numérique des équations différentielle s stochastiques rétrogrades

Cette thése est composée de trois parties indépendantes. Dans un premier temps, nous étudions une nouvelle
classe d’équations différentielles stochastiques rétrogrades - notées EDSRs - qui sont reliées a des conditions
de Neumann semi-linéaires relatives a des phénomeénes ergodiques. La particularité de ces problemes est
gue la constante ergodique apparait dans la condition au bord. Nous étudions I'existence et I'unicité de
solutions pour de telles EDSRs ergodiques ainsi que le lien avec les équations aux dérivées partielles. Nous
appliquons également ces résultats a des problémes de contréle ergodique optimal.

Dans une deuxiéme partie nous généralisons des travaux de P. Briand et Y. Hu publiés en 2008. Ces derniers
ont prouvé un résultat d'unicité pour les solutions d’EDSRs quadratiques de générateur convexe et de
condition terminale non bornée ayant tous leurs moments exponentiels finis. Nous prouvons que ce résultat
d’unicité reste vrai pour des solutions qui admettent uniquement certains moments exponentiels finis. Ces
moments exponentiels sont reliés de maniére naturelle & ceux présents dans le théoréme d’existence. A l'aide
de ce résultat d’unicité nous pouvons améliorer la formule de Feynman-Kac non linéaire prouvée par P. Briand
et Y. Hu.

Enfin, nous nous intéressons a la résolution numérique d’EDSRs quadratiques markoviennes dont la condition
terminale est bornée. Nous estimons dans un premier temps des bornes déterministes sur le processus Z
et nous précisons le théoreme de Zhang portant sur la régularité des trajectoires. Nous donnons ensuite
un nouveau schéma de discrétisation en temps dont la particularité est que la grille de discrétisation est
non uniforme. Enfin nous obtenons une vitesse de convergence pour ce schéma. Par ailleurs, quelques
simulations numériques permettent d’étudier I'efficacité de notre nouveau schéma dans un cadre pratique.

Mots clés : équations différentielles stochastiques rétrogrades, contrdle ergodique, générateur a croissance
guadratique, schéma de discrétisation temporelle, formule de Feynman-Kac non linéaire.

Abstract

Theoretical and numerical study of backward stochastic dif ferential equations

This thesis is made of three independent parts. Firstly, we study a new class of ergodic backward stochastic
differential equations - EBSDESs for short - which is linked with semi-linear Neumann type boundary value
problems related to ergodic phenomena. The particularity of these problems is that the ergodic constant
appears in Neumann boundary conditions. We study the existence and uniqueness of solutions to EBSDEs
and the link with partial differential equations. We also apply these results to optimal ergodic control problems.
In a second part, we generalise a work of P. Briand and Y. Hu published in 2008. these authors have proved
the uniqueness among the solutions of quadratic BSDEs with convex generators and unbounded terminal
conditions which admit every exponential moments. We prove that uniqueness holds among solutions which
admit some given exponential moments. These exponential moments are natural as they are given by the
existence theorem. Thanks to this uniqueness result we can strengthen the nonlinear Feynman-Kac formula
proved by P. Briand and Y. Hu.

Finally, we deal with the numerical resolution of Markovian quadratic BSDEs with bounded terminal conditions.
We first show some bound estimates on the process Z and we specify the Zhang’s path regularity theorem.
Then we give a new time discretization scheme with a non uniform time net for such BSDEs and we obtain an
explicit convergence rate for this scheme. We also compute some numerical simulations to study the efficiency
of our scheme in a practical situation.

Keywords : Backward stochastic differential equations, ergodic control, driver of quadratic growth, time dis-
cretization scheme, nonlinear Feynman-Kac formula.




