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Introduction

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et soit A = K][[t1,...,tn]], N > 1
I'anneau des séries formelles en ¢y, ...ty a coefficients dans K. Soit I = (fi,..., f,) un idéal
non nul de 'anneau A[[zy,...,x.]] des séries formelles en zy,...,z. a coefficients dans A.

D’aprés M. Artin[4], G.Pfister et D. Popescu[21], il existe une fonction b de N dans N tel que
sit=(ty,...,ty) alors pour tout entier i et pour tout F(t) = (Fi(t),..., F.(t)) dans A°:

si pour tout j, f;(F(t)) est dans ()" @+ ol (¢) est l'idéal maximal dans A, alors il existe
G(t) = (Gi(t),...,Gc(t)) dans A° tel que f;(G(t)) = 0 pour tout 1 < j <pet G(t) — F(t) est
dans ((t)"1)e.

La fonction d’Artin, notée (3, est la plus petite fonction vérifiant cette propriété.

Supposons N = 1 et soit V = V(I la variété analytique définie par I'idéal I. Appelons arc tout
élément G(t) = (G1(t), ..., Ge(t)) dans A® = K][t1]]° tel que f;(G(t)) = 0 pour tout 1 < j < p.
Dans ce cas, la fonction d’Artin, appelée aussi la fonction d’Artin-Greenberg, mesure 'ordre

minimal d’un élément de A® au dela duquel cet élément se releve en un arc.

En général, les ((i),7 € N sont des invariants analytiques de V. On sait aussi que V' est non
singuliére si et seulement si 3(i) = i pour tout 7 € N. Dansle casou V' = V/(f) est une singularité
d’hypersurface, la fonction d’Artin a été étudiée par M. Hickel et M. Lejeune-Jalabert dans leurs
travaux sur les arcs tracés sur V' (voir [14] et [17]).

Le but de ce travail est de calculer la fonction d’Artin pour les singularités de courbes planes,
et les singularités quasi-ordinaires. Le point de départ est le travail de Hickel qui calcule dans
[15] la fonction d’Artin d’une singularité de courbe irréductible. Plus précisement, soit

f=y"+a @)y + ... +a.(2)
un polynome distingué (i.e. a;(0) = 0 pour tout 1 < ¢ < n) et irréductible de K[[z]][y] et
rappelons, par le Théoreme de Newton-Puiseux, que :

n

&y =T -w®)

i=1
ou y1(t),...,yn(t) € K[[t]] sont liées par les racines n-iemes de I'unité dans K. Etant donné un
polynéme non nul g € K[[z]][y], on note int(f, g) I'ordre en t de g(t",y1(t)). L’ensemble

{int(f,9),9 € K[[z]][y]}

7
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est un semi-groupe de N, noté I'(f). Notons que dans ce cas I'(f) est finiment engendré, i.e. il
existe 19,71, ...,r, € T'(f) tel que pour tout g € Kl[z]][y], il existe Ao, A1,..., \n € N tel que

. h

int(f,q) =D i_gNi-Ti-

Dans son travail, outre des formules explicites pour la fonction d’Artin de f, Hickel montre que
cette fonction augmentée de la multiplicité a 'origine de f détermine I'(f).

Supposons plus généralement que le polynome f n’est pas nécessairement irréductible, et soit

f=11I
i=1
sa décomposition en polynomes irréductibles de K[[z]][y]. L’ensemble

{int(f,9) = (int(f1,9), ..., int(fs,9)), g € K{[z]][y]}

est un semi-groupe de N*. C’est le semi-groupe de f, noté I'(f). Contrairement au cas irréductible,
ce semi-groupe n’est jamais de type fini. Dans [6], [8], et [11], A. Campillo, F. Delgado, A. Gar-

cia, et S. Gusein-Zade ont montré I'existence d’un ensemble fini de I'(f), les maximaux absolus

irréductibles, qui permet avec d’autres invariants de la singularité de décrire tout le semi-groupe.

Dans le premier chapitre, on rappelle ces résultats puis on montre que cet ensemble peut étre

décrit a l'aide de 'arbre des contacts introduit par S.S. Abhyankar et A. Assi(voir [3]).

Le deuxieme chapitre est dédié a 1’étude de la fonction d’Artin-Greenberg de f. Apres avoir
rappelé le résultat de M. Hickel, et par souci de clarté, on donne une description de cette
fonction lorsque f est un produit de deux branches irréductibles, et on montre que cette fonc-
tion augmentée de celles des deux composantes et de leurs multiplicités a l'origine détermine
I'ensemble des maximaux absolus irréductibles, et donc le semi-groupe I'(f). On montre aussi
que cette fonction est un invariant de la classe d’équisingularité de f. Le calcul de la fonction
d’Artin-Greenberg dans le cas général est fait dans la section 2.4. Outre des formules expli-
cites de cette fonction, on montre, comme dans le cas de deux branches, que cette fonction
augmentée de celles des composantes et de leurs multiplicités a 1’origine détermine ’ensemble
des maximaux absolus irréductibles de I'(f). Dans la section 2.5, on donne un programme en
MAPLE qui calcule la fonction d’Artin dans le cas de deux branches.

Dans le troisieme chapitre on s’intéresse a une approximation des solutions d’une singularité
quasi-ordinaire irréductible. Rappelons brievement les propriétés dune telle singularité : soit

flzy) =y"+a()y" ' +... +an(z)

un polynéme non nul distingué de K[[z]][y] ot = (x1,...,x.). Supposons que le discriminant
de f est de la forme z2. ... e u(xy,. .., x.), o0 Ny,..., N, € Net u(0) € K*. Un tel polynome
est dit quasi-ordinaire. Supposons que f est irréductiblle, d’apliés le théoreme d’Abhyankar-Jung,
toutes les racines y = y(z) de f = 0 sont dans K[[z],...,zZ]]. Posons 1 = t},...,x. = t" et
soit y1(t) = yi(t1, ..., te) € K[[t1, ..., tc]] (quon note K[[t]]) tel que f(t7,...,t7, y1(t)) = 0. On
a:
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f(ﬂlla v 7t27y) = H(y - yz(é))
i=1
ou y1(t), ..., y,(t) € K[[t]] sont liées par les racines n-iemes de I'unité dans K.

Etant donnée une série u = >, cpt? dans K[[t]], on note In(u) la forme initiale de u : si
U = Ug+ Ugs1 + ... est la décompostion de © comme somme de composantes homogenes, alors
In(u) = ug. On pose d = Oy(u) et on 'appelle le t-ordre de u. On note exp(u) l'exposant
dominant de u : c’est le plus grand exposant dans In(u) par rapport a l'ordre lexicographique.
Soit g un polynéome non nul quasi-ordinaire de K[z, ..., z.]][y]. L'ordre de g par rapport a
f, noté O(g, f), est défini par exp(g(ty,...,t, y1(t)). Notons que cet ordre ne dépend pas du
choix de la racine y(t) de f(t},...,t",y) = 0. L’ensemble {O(f, g)|g € K][[x1,...,z]][y]} est un
semi-groupe de N¢. On 'appelle le semi-groupe associé avec f et on le note I'(f). Cette notion
a été introduite par M.Micus [16] ot un ensemble de générateurs du semi-groupe est construit.
La méme construction a été faite par P. Gonzalez-Perez [12] et développée par lui et par P.
Popescu [22]. Notons que dans ce cas, le semi-groupe de f est finiment engendré, i.e. il existe
r=(ry,...,rn) € ([(f))" tel que r et la base canonique de (nZ)¢ engendrent I'(f).

Dans les sections 3.1 et 3.2, on rappelle la construction du semi-groupe de f. On introduit
ensuite une ”fonction d’Artin modifiée” (voir 3.4.1.). Dans la section 3.4. on donne des formules
explicites de cette fonction, puis on montre que celle-ci augmentée de n détermine le semi-groupe

de f.

Soit F(z,y) = f(x,...,x,y) et supposons de plus que f =y" —z]"..... ' ou pged(n,my, ...,
me.) = 1, i.e. f est quasi-ordinaire a un seul exposant caractéristique. Dans la section 3.5. on
étudie le lien entre la fonction d’Artin-Greenberg (r de F, et la "fonction d’Artin modifiée”
Bf de f. On donne dans ce cas une condition nécessaire et suffisante pour que Bp = (¢. Dans
la section 3.6. on donne un programme MAPLE calculant la ”fonction d’Artin modifiée” d’un
polynome quasi-ordinaire.
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Chapitre 1

Le semi-groupe d’une courbe plane

1.1 Courbes irréductibles

Soit K un corps algébriquement clos de caractérisque zéro et soit f un polynome irréductible
de K][[z]][y] de degré n > 0. Ecrivons

f=9"+a )y ' +... +a,(2).
D’apres le théoreme de Newton-Puiseux, il existe une série formelle y(t) € K[[t]] telle que

f@,y(t) = 0.

De plus,

@y = 1] (w—ylwt)
welUn,

ou U, est 'ensemble des racines n-iemes de I'unité dans K.
Notons y;(t),i = 1,...,n les racines de f(t",y) = 0. Posons yi(t) = > ey ¢;.t7. On pose
supp(y1) = {jlc; # 0} et on appelle supp(y;) le support de y; (¢). Clairement supp(y;) =supp(y1)
pout tout 2 < ¢ < n. On note cet ensemble supp(f) et on 'appelle le support de f. On associe
avec [ les suites caractéristiques (m;);>o, (d;);>o définies comme suit :
dog = mo =dy =n,my = inf{j € supp(f)|d; ne divise pas j} et pour tout i > 2,

d; = pged(mi-1,d;—1), m; = inf{j € supp(f)|d; ne divise pas j}.

On sait qu’il existe h tel que dp+1 = 1. On note par convention my; = 400.
On définit la suite (7;)o<i<p par :
d;
dit1
Etant donnée une série formelle u(t) = >_ c,t? dans K[[t]], le t-ordre de u, noté O(u), est le

o = Moy, T1 = M1, et 1y =15, +mi1 —m;pourt=1,..., h—1.

plus petit entier i tel que u € ()%, ot (¢) est I'idéal maximal de K][[t]].
Soit y1(t),...,yn(t) les racines de f, on a le lemme suivant :

11
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12 CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’UNE COURBE PLANE
Lemme 1.1.1 3) {Oy(y; —y;)|1 <i#j <n}={mq,...,mu}.
i) Soit 1 <1 < h, et soit 1 <j <n, le cardinal de {y;|O:(y; —y;) = mu} est d; — dj41.

Démonstration : Soit 1 < i # j < n et écrivons
yit) = byt".
k
Soit w € U, tel que y;(t) = y;(wt). On a

(1) = ws(t) = 31— wh) byt
k
i) Soit s l'ordre de y;(t) — y;(t).
Il vient que w™ = 1 = w”* pour tout k € supp(y;),k < s, en particulier w? = 1, ot d =
pged(n, ki k € supp(y;), k < s).

Mais d’apres la définition des suites caractéristiques, d € {dy,ds, ..., dy}, ce qui implique que
s € {my,...,mp}.
ii) Avec les notations ci-dessus, si Oy(y;(t) — yi(wt)) > my, alors w* = 1 pour tout k €

supp(y;), k < my. Ceci implique que wPeed(mklkEsupplya)ksmi) — 1 — 4dier
Réciproquement, il est clair que si w®+ = 1, alors O, (y;(t) — y;(wt)) > my. Par conséquent, le
cardinal de {y;|O(y; — y;) > my} est diq.

Mais
{vi (O[O0 (yi(t) — y;(t)) = mu} = {yi(8)|Oe(yi(t) —y; (1) > mu—r} — {wi()|Oc(wi(t) — y;(t)) > mu}

ce qui montre le résultat.

Définition 1.1.2 Soit ¢(t) = (17, Y (1)), (t) = (t9, Z(t)) deuz éléments non nuls de KI[[t]]*.
1

On définit le contact entre ¢ et b par c(p,1) = p—th(Y(tq) — Z(t7)).

Le contact de f avec ¢, noté c(f,®), est défini par

c(f,0) = max{c(p,v), oup = (t",y(t)) est une racine de f(x,y) = 0}.

Définition 1.1.3 Soit g = y™ + by (x)y™ ' + ...+ bn(x) un polynome irréductible de K|[[z]][y],
et soit Y(t) = (t™, 2(t)) une racine de g(x,y) = 0. On définit le contact entre f et g noté c(f,g)
par c(f,g) = c(f,¥). On définit la multiplicité d’intersection de f et g, noté int(f,qg), par
int(f,g) = Ou(f(2)). Notons que ces deuz définitions ne dépendent pas du choix de la racine )
de g.

Soit H (z,y) un polynome réductible de K{[z]][y], soit

H = ﬁ H;.
=1
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la décomposition de H en polynomes irréductibles. La multiplicité d’intersection de H avec f
est donnée par

T
int(f,H) = _int(f, H;).
i=1
Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.4 Soit g = y™+b1(z)y™ ' +...+b,(x) un polynome irréductible de K|[[x]][y].
Soit ¢ = c(f, g).

i) Sic< @, alors int(f, g) = n.c.om.
" Ma+1

&

ii) St % <c< , 0<a<halorsint(f,g) = (rods + (nc — mg)dgs1).—.

3

iii) Si ¢ > %, alors Im
n

da+1

Démonstration )

Soit y(t)( resp. z(t)) une racine de f (", y) = O(resp. g(t™,y) = 0) tel que c = ——O(y(t™) — 2(t")).
n.m

Comme

F@my) =11 —ylw)),

wEUn

il vient que
n

int(f,g) = O f(t™, 2(t)) = Zot<z(t) — yi(t™))

i=1
D’autre part,

min{Oy(2(t) — y(t")), Ou(y(t™) — y(wnt))} < Oy(2(t) — y(wnt™))

mais d’apres le lemme 1.1.1

Ou(y(tr) —ylwrin)) € {—r.., }
i) Sic< %, alors O;(z(t) — y(wntw)) = c.m pour tout w, par conséquent

n

int(f,g) = Ouf(t", 2(t)) = Zcm =n.c.m

i=1
i) Si e < o < Matd oy

n n
1) 8i Oy(y(t=) — y(w
card{y(wnt=), 0y (2(t) — y(w
m Mg.M

2) Si Oy(y(t™) —y(wnitn)) <

a
tn)) > ma.m7 alors Oy(z2(t) — y(wntn)) = c.m, par conséquent
n
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Par conséquent card{y(wntn ), O;(2(t) — y(wntn)) = m.ml} =d —di1,l=1,...,a.
n

D’ou

: - m.m
int(f,g) = doy1.cm + Z (dy — dpyq). l

=1

= %(Tada + (nc — mgy)dai1).

. . e S Mg
iii) Soit (m});<p, (d})i<p les suites caractéristiques associées a g. Comme ¢ > — alors chaque
= = n

terme de z(t") est annulé par un terme de y(t") jusqu’a 'ordre m,.m inclus. Les exposants de
y(t™) étant de la forme i.m, on en déduit que pour tout i € supp(y), i < my, il existe s; tel que
s;.n = i.m. En particulier, pged(m.m;|i < a) = pged(m;.n|i < a). D’ot m.dey1 = n.d,,, d’ott
le résultat.

Définition 1.1.5 Soit 1 < a < h et s0it Yy, (t) = >, .. cjti, et ¢g = (tda,yom, (t)). On
1

appelle pseudo-racine d’ordre a de f le polynome minimal de y,(za ) sur K((x)).

Soit g, ce polynome. On a clairement degy(g,) = dﬁ’ c(f,ga) = %, et int(f, ga) = ra.

Définition 1.1.6 L’ensemble I'(f) = {int(f,g)|lg € K[[z]|[y]} est un semi-groupe de N. On
appelle T'(f) le semi-groupe associé avec f.

Rappelons que I'(f) est engendré par I'ensemble {rg,ry,..., 7}, en particulier, pour tout g €
K{[z]][y], il existe ag, ..., an, € N tel que

int(f,qg) = Zai.ri.

h

=0
d

Rappelons aussi que si 6 = 22:1 (d—k — 1)rg — 1o + 1, alors pour tout a > 4§, a € T'(f). On
k+1

appelle ¢ le conducteur de I'(f).

Définition 1.1.7 Soit f et g deux polynomes irréductibles de K|[x]|[y], on dit que f et g sont
équisinguliers et on note f = g si I'(f) =T'(g).
La classe d’équisingularité d’un polynome f de K[[x]][y] est donnée par l’ensemble suivant :

{9 € K[[]ly]lf = g}

1.2 Courbes réductibles a deux branches

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et soit f un polynéme de K|[x]][y]
de degré n > 0. Ecrivons
f=9"+a )y '+ ... +a,(z),
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et soit f = fi.f> la décomposition de f en polynomes irréductibles de K[[x]][y]. Soit n* le degré
de fr,k =1,2, et soit
YR (t) = Zcﬁf’.tﬂ
J
une racine de fk(t"k, y) = 0, on sait que les autres racines sont de la forme y*(w®t) ott w®
est une racine n(®-ieme primitive de 1'unité. Soit (m¥)o<icn,, (d¥)o<icnis1, (T¥)o<icn, les suites

caractéristiques associées a fi, k = 1,2 et rappelons que :
df =mf =nk =df mf =inf{j € supp(fi)|ds ne divise pas j} et pour tout i > 2

d; = pged(mi_y,d;_,),m; = inf{j € supp(fi)|d; ne divise pas j}.

et que dﬁkﬂ = 1. Rappelons aussi que 75 = m&, % = m¥ et que pour tout 1 <i < hy, — 1,
k r dy k k
K3
Fig1 =715 "k + (miyy —mg).
it1

Définition 1.2.1 Soit T I’ensemble de N? défini par {(int(f1,9),int(f2,9)),9 € K[[z]|[y]} : T
est un semi-groupe de N?. On le note par T(f), et on Uappelle le semi-groupe de f. On note
U(fx) le semi-groupe de fr, k =1,2.

Lemme 1.2.2 Soit a = (a1, as), 5 = (01, 52) € L'(f). Siinf(a, 5) = (min{ay, £1}, min{as, F2})
alors inf(a, 5) € I'(f).

Démonstration Soit g1, g2 € K[[z]][y] tel que

o= (Znt(f17g1)7znt(f27g1)) et ﬁ = (Znt(f1792)7lnt(f27g2))

Le résultat est clair si inf(«, §) = (a1, az) ou inf(a, ) = (f1, B2). Supposons que inf(«, 5) =
(alaﬁQ) et soit G = 91—1—)\.92, a € K*. Comme 2nt(flagl) < Znt(fl?QQ) et Znt(f??.gl) > Znt(f?vQ?)
alors pour un A convenable, on a bien int(fi, G) = int(fi,q1) et int(fe, G) = int(fa,g2). En
particulier, (aq, f2) = (int(f1, G),int(f2, G)) € I'(f). Le cas ou inf(a, 5) = (51, az2) se traite de

la méme maniere. Dans le graphe ci dessous, on considere le cas ou v = inf(«, 5) = (61, az).

620 ° 6

Qo = ¢)2 ° °

Q"

B = 4! 1
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Lemme 1.2.3 Soit g,h € K|[[z]][y]. Si int(f1,g9) = int(f1,h), alors il existe A € K, tel que
int(fi, g+ Ah) > int(f1,9).

Démonstration Soit p = int(f1,g) = Oug(t",y'(t)) = Oh(t" ,y'(t)). En particulier g(t", y'(t)) =
ctP 4. et h(t" Yyl (t) =P+ ... ote,d € K* Si A= _E/ alors Oy(g 4+ AR)(t", (1)) > p,

ce qui montre le résultat. ¢

Le lemme précédent implique le résultat suivant :

Proposition 1.2.4 Soit « = (a1, a3), 5 = (01, F2) € I'(f) et supposons que oy = [y (resp.cg =
Ba). Il existe v = (y1,72) € I'(f) tel que v» > min{aw, B} et v1 > a1 = [i (resp.y >
min{ay, B1} et y2 > g = 5).

Démonstration Voir fig.1.

62» ° ﬂ
Qg = ¢)2 ° @ .7
0Z1== B e%
fig.1

Soit o = (o, ag) € N2. On pose

Ay(e) ={B = (b1,02) e N*, B = a1, B2 > rp}

Ag(a) = {8 = (b1, %) €N By = a, 1 > on}
Ala) = A(a) Uds(a) = {(an,a),a > as} U {(a,as),a > ar}
Ai(@) = Ai(a) NT(f), Aa(@) = Ag(a) NT(f)
A(a) = Al@) NT(f).

Voir fig.2.
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Al (Oé)

Qog o

Définition 1.2.5 Soit o € N?, on dit que a est un élément maximal de T(f) si a € T(f) et
A(a) = 0. On note M(f) l'ensemble des éléments mazimauz de T'(f).

Notons d; (resp. d2) le conducteur de I'(f1) (resp. de I'(f2)). On a aussitot le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.6 Soit 7 = (01 +int(f1, fo) — 1,00 +int(f1, fo) — 1), alors on a7 € M(f). De
plus 7+ (1,1) est le conducteur de T'(f), i.e. pour tout (a,b) € N>, 7+ (a+ 1,0+ 1) € T'(f).

Démonstration Voir [§].

Il résulte du théoreme précédent que M(f) est de cardinal fini. En effet, soit (o, as) € N? et
notons 7 4 (1,1) = ({1,¢2). Si a1 > (i(resp. as > () alors Aj(a) # 0 (resp. Az(a) # (). En
particulier, si @ = (a1, az) € M(f) alors oy < (3 et ay < (s.

Définition 1.2.7 Soit a« € M(f). On dit que « est irréductible si pour tout 3,y € T'(f),
a = B+~ implique que o = 3 ou o = 7y. L’ensemble des mazimauz irréductibles de T'(f) est

noté MI(f).
Lemme 1.2.8 Soit o, 3,y € T'(f) tel que a = B +~. Si « € M(f) alors 3,y € M(f).
Démonstration Supposons que 5 ¢ M(f), il existe 5’ € A(F) = A1(5)UAs(B). En particulier

v+ B eT(f)ety+p € A(B+7), donc v+ B € A(B+7) = A(a). Comme « est maximal
ceci est une contradiction.

Lemme 1.2.9 Soit MI(f) = {a1,...,q}. Pour tout « € M(f), il existe \y,..., N\ € N tel
que

l
o = E )\zaz
i=1
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Démonstration Supposons que ce résultat n’est pas vrai. En particulier o« ¢ MI(f). Il existe
al;ad € T(f) tel que a = o + a) et af # a # o). D’apres le lemme 1.2.8. of, oY € M(f),
et d’apres notre hypothese o ¢ MI(f) ou oY ¢ MI(f). Supposons que of ¢ MI(f) et
recommengcons la procédure avec of. Comme of < « coordonnée par coordonnée, la procédure
ne peut pas continuer indéfiniment, ceci aboutit a une contradiction.

Lemme 1.2.10 Soit a € T'(f). On a Aq(«) # 0 si et seulement si Ag(cr) # 0.

Démonstration Soit a € I'(f), il existe g € K[[z]][y] tel que a = (int(f1, g),int(f2,g)). Soit
B € Ai(a), il existe h € K[[z]][y] tel que B = (int(f1,h),int(f2, h)) et

int(fi,h) = int(f1,g) et int(f2,h) > int(f2,g)
Soit, par le lemme 1.2.3., XA € K tel que int(fi, g + Ah) > int(fi, g). En particulier,

(int(f1, g+ Ah),int(fa, g + AR)) = (int(f1, g + Ah),int(fa, g)) € As(a)

d’ou le résultat.

Corollaire 1.2.11 Soit a € T'(f). Sl existe k € {1,2} tel que Ag(a) = 0 alors « est un
mazimal de T'(f).

Théoréme 1.2.12 T'(f) = {B € T(f1) x ['(f2), 3 € A(a) pour tout o € M(f)}.

Démonstration C : Soit § € I'(f), alors § € [(f1) x I'(f,). D’autre part si § € A(a) avec a
maximal, alors § € A(a) NT(f) = A(a) = (), ceci est une contradiction.

D : Soit B = (B1,3) € T'(f1) x I'(f2) et B & A(a) pour tout o maximal, et supposons que
BET(f). St A1(B) # 0 et Ay(B) # 0, soit v* € A1(B) et v* € Ay(f3), alors par le lemme 1.2.2.
B =inf{y',v*} € T'(f). Donc il existe k € {1,2} tel que A,(3) = 0. Supposons sans perte
de généralité que A;(f8) = 0. Soit g,h € K[[z]][y] tel que G = (int(f1,9),int(f2,h)) et soit
3 = (int(f1,q),int(fs,9)) : € D(f) et comme A(3) = 0 alors int(fs, g) < B». En particulier
{(B1,a),a < B2} NT(f) # 0. Soit a« = (f1,a) € T(f) et a est maximal avec cette propriété. En
particulier 8 € A(a) et Aj(a) = 0, mais d’apres le corollaire 1.2.11., « est un maximal ce qui
est une contradiction, par conséquent 5 € I'(f).

Soit ¢ le contact de f; avec fo. Soit b € N, b < max{hq, ho}. Soit ¢ = y" + ... + by(x) un
polynome irréductible de K][z]][y]. On dit que g a le contact maximal au niveau b avec fi. fs si
g a b— 1 exposants de Newton-Puiseux et si I'une des conditions suivantes est satisfaite :

1 2 1 2

1) C(flvg) = c(fz,g) — F = F <cet degyg = d_ll) = d—g_
.. ml nl
i) c(f1,9) = —lb > c et degyg = —.
n db

m3 2
i) ¢(f2,9) = Pl et deg,g = ok
b

On note C? I’ensemble de ces éléments et remarquons que ces éléments sont des pseudo-racines
de fi ou fs.
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Définition 1.2.13 Soit b € N, et soit VO(f) = {(int(f1,9),int(f2,9)), 9 € C’}. On note

viH =V

b>1
et on rappelle que si b > max{hy, ho} alors VO(f) = 0.

On a aussitot le théoreme suivant :
Théoréme 1.2.14 V(f) = MI(f).

On commence par donner quelques lemmes préliminaires. Soit g = y™+. . .+b,,(z) un polynéme
irréductible de K[[z]][y], et soit ¢, = ¢(fr,9),k = 1,2.

2
Lemme 1.2.15 Si ¢, < ¢, alors int(fa,g) = n—lmt(fl,g).
n

Démonstration Si ¢; < ¢, alors o = ¢y, soit (m})o<i<n, (d)o<i<ni+1, (r)o<i<n les suites

caractéristiques associées avec g.
/

m
o Sic; < —L alors int(fa, g) = m.co.n? et int(f1,g9) = m.c;.n' d’ott le résultat.
m
/ !/

. . . . m., My
o Sinon soit a’ 'unique entier tel que —% < ¢; < —*. On a
m m

1
, n
int(f1,9) = E(T;/.d;/ + (mey —my).dy )

et
2

n
int(fa,g) = E(r;/.dfﬂ + (mey —mly).dy ).

D’ou le résultat.

Lemme 1.2.16 Sic; > ¢, alors int(fa,g) = ﬁl.int(fl, fa).
n

Démonstration Sic¢; > ¢, alors ¢; = c.
2

m
oSic< —21 alors int(fa, g) = m.n?.cy, d’autre part int(f1, fo) = n'.c.n? = nt.cp.n? d’ott le
n

résultat.

¢ Sinon, soit a I'unique entier tel que

. m
int(f2,9) = —5(ra-d + (n.c —mg).dg,)

mais
1

i n
int(fa, fr) = ;(ri-di + (n*.c—m2).d2,,)

d’ou le résultat.
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Lemme 1.2.17 Si ¢, = ¢, alors int(f1,9) = mt(fl, fa).

Démonstration Comme c¢; = ¢, alors ¢ > ¢. Si s > ¢, le résultat est similaire au lemme
1.2.16. Supposons que ¢; = ¢ = ¢y :
1

m . . . \ /7
oSic< —11 alors int(f1, g) = n'.c.m mais int(fi, f2) = n'.c.n?, d’'ou le résultat.
n
1

. . . . m 1
¢ Sinon soit a I'unique entier tel que —* < ¢ < “+
n

, donc

int(fi,9) = p (r d1 (n c—m )d(lz+1)
d’autre part
2
, n
int(fa, 1) = 5 (radg + (n'.c = mg).dg.)
d’ou le résultat.

nt(f1,9) int(fa,g) int(f1, f2)

Remarque 1.2.18 Soit S = { , ,

o ) nt.m  n?m nt.n?
deux éléments de S sont égaux, et le troisiéme est plus grand ou égal & la valeur commune de
ces deux éléments.

}. D’apres les lemmes précédents,

Démonstration du théoréme 1.2.14 Démontrons que V(f) € MAI(f) : soit a € V(f) il
existe b tel que a € VO(f). Il existe g € CP tel que int(f,g) = a. Supposons sans perte de
généralité que c(f1,g) > c(fa,9).

o Sic(fi,9) < c alors ¢(f1,9) = c(f2,9) et dans ce cas o = (r},r?) est un maximal
irréductible de T'(f)

nt
o Si¢(f1,9) > calors a = (1}, m(‘§+f2)

b
Pour démontrer que MAI(f) C V(f) : soit @ un maximal irréductible de T'(f), il existe g €
K{[[z]][y] tel que a = int(f,g). Soit m le degré de g en y, notons ¢, = c(fx,9),k = 1,2 et
supposons sans perte de généralités que ¢; > ¢ :
2

) est un maximal irréductible de T'(f).

n
o Sic < calors cg = ¢ et int(fy, g) = —1.mt(f1,g). Ecrivons
n

int(f1,9) Z)\ T

comme « est irréductible il existe alors b tel que a; = 7} dans ce cas a = (r},rZ) € VO(f).

m
o Sicp > calors cg = ¢ et int(fa,g) = —1.mt(f1, f2). Comme « est maximal irréductible
n

1 1 1
o ) m . m
alors il existe b tel que a; = 7’1}. En effet, soit b < h; tel que —lb << bl G c > —lb alors
n n

il existe ¢’ tel que int(f,g') € Ag(a), ce qui est une contradiction, et d’apres l'irréductibilité de
m it (f1, N .

o on a —.dy = 1. En particulier a = (ry, %) € V2(f). D’ott le résultat.
n b

Le théoreme précédent peut étre précisé de la maniere suivante :
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1 2

Proposition 1.2.19 i) Sic < ™ ou ™2 glors

nl n?

M) = (08 Mo <y (PR <

2

1
—lq:—q<cet0nposep0urj:1,2
n2

ii) Sinon, soit q le plus grand entier tel que

q st cF# qH

g+ 1 sinon

Lj:

1 int((f1, f2)

int((f1, f2)
@ dl d?

Alors M](f):{(ri,rg)mgq, (r ) L1 < a < hy,( ,’I“Z)ng <a<hy}

Exemple 1.2.20 Soit f = fi.fo = (y* — 23)((y* — 2*)? — 25y). Les suites caractéristiques

associées a fi et fo sont respectivement :

my=rt=2=dy=dj,mi =ri =3etdy=1,mi=ri=4=d}=d, m} =6=ri
7

d2 =2 mi =7 d2 =1 etri=13. Dans ce cas c(fi, f2) = 1 et ¢ = 1. En particulier

MI(f) ={(2,4),(3,6)}.

1.3 Courbes réductibles a plusieurs branches

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique zéro et soit f un polynéme de K|[x]][y]
de degré n > 0. Ecrivons

f=9"+a()y" ' +... +a,(2).

et soit
S
F=11
k=1

la décomposition de f en polynomes irréductibles de K[[z]][y]. Soit n* le degré de fi,k =
1,...,s, et soit

YR (t) = cf.tj

J

une racine de fk(t”k,y) = 0, et rappelons que les autres racines sont de la forme y*(w®t) on
w®) est une racine primitive n®)-itme de 1'unité. Soit (m Mo<ichgs (d¥)o<ich 1, (TF)o<i<n, les
suites caractéristiques associées a f; et rappelons que :
df =mf =nk =df mf =inf{j € supp(fi)|ds ne divise pas j} et pour tout i > 2

d; = pged(mi_,, di_;),m; = inf{j € supp(fi)|d; ne divise pas j}
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et que d’kaH = 1. Rappelons aussi que r§ = m&, r¥ = m¥ et pour tout 1 <i < hy, — 1,

k

_ k k
Tiy1 =Ty L
i+l

+ (Mg —myg).

Définition 1.3.1 Soit G et g deux polynomes de K|[x]][y]. Soient

G:HGi etg:ng
i=1 j=1

les décompositions de G et g en polynomes irréductibles de K[[x]|[y]. On dit que G et g sont
équisinguliers si

i)s=r.

i) Pour tout i = 1,...,r, il existe j; € {1,...,7} tel que G; et g;, sont équisinguliers.

iii) Pour tout 1 <i # j <, ¢(G;,Gg) = c(gj,, 9j,.)-

La classe d’équisingularité d’un polynome g € K[[z]|[y] est définie par :

{G e K|[z]][y]| G et g sont équisinguliers }.

1.3.1 L’arbre des contacts

Dans cette section, on introduit 'arbre des contacts de f (voir [3]) et on étudie certaines de ses
propriétés. Les notations sont celles de 1.3. Soit :

2
m;

CUf) =A{elfu fi) L sk # 5 < s} U{(hsism, bk =1..., s}
A un élément M € C(f), on associe la relation d’équivalence Ry, suivante :
fxRuf;  siet seulement s c(f;, fr) > M

On définit les points de l'arbre de f au niveau M par ’ensemble des classes d’équivalence de
Ryy. Soit P(M,1),..., P(M,r) 'ensemble de ces classes.

Définition 1.3.2 L’arbre des contacts de f, noté T(f), est 'ensemble des classes d’équivalence
de Ry, M € C(f)
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M

P(M,1) B(M, 3)

Soit g = y™ + by(2)y™ ' + ... + bp(x) un polynome irréductible de K[[z]][y] et considérons
I’arbre des contacts de f.g.

Soit M = max{c(f;,9)|1 < j < s}, et soit I € {1,...,s} tel que M = ¢(fi,g). On pose Q(M)
la classe d’équivalence de Ry, contenant f;. Notons que si f, € Q(M) alors c(f,, fi) > M et
C(fpv 9) =M.

Soit ¢ = min{c(fx, fj)|1 < j # k < s}. Soit (m})o<i<n, (d)o<icn+1, (7})o<i<n les exposants
caractéristiques de g. Avec ces notations on a les propositions suivantes

k
Proposition 1.3.3 Si M < ¢, alors int(fx,g) = n—jint(fj,g), 1<j#k<s.
n

Démonstration Puisque M < ¢, alors M < ¢(fi, f;) pour tout j € {1, ..., s}. Par conséquent,
c(fj9) =M, = 1,...,s.
o Si M <™ alors par la prop. 1.1.4.i),
m

int(fr, 9) = n*.Mm

pour tout k € {1,...,s}.

m,/

m//
o Sinon, soit a’ I'unique entier tel que —% < M < —*L  Alors par la prop. 1.1.4.ii)
m m

k
int(fr,g) = %(r;dg + (m.M —my).d,, ), k=1...,s.

k
n

Par conséquent on a int(fy, g) = —jmt(fj,g), 1<j#k<s.
n

Proposition 1.3.4 St M > ¢, alors :
k

i) Pour fi. € Q(M), int(fi. g) = ~7int(fi.9).
m

ii) Pour fr, & Q(M), int(fr,9) = —.int(fx, f1).

nt’
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Démonstration i) Soit f; € Q(M), et rappelons que M = ¢(f;, g) = maz{c(f;, 9)|1 < j < s}.
En particulier ¢(fy, g) = M.
!/

0 Si M < ™ alors int(fr,g) = n*.m.M, mais imf(fl, g) = nt.M.m, d’ott le résultat.
m

/

<M< “H . Alors
m

© Sinon soit @’ 'unique entier tel que

k
, n
int(fr,g) = E(r;,.d;, + (m.M —mly).d,.)

Mais l

int(fiog) = (vl + (MM = mly).dy,)

k
par conséquent, int(fx,g) = n —int(fi, ).
nt

ii) Soit fr & Q(M), en particulier ¢(fi, g) = c(fx, f1)-

0 Si M < ™ alors int(fr,g) = n*.m.M mais int(fy, fi) = nF.nl.M, d’on le résultat.
m

k k

m
© Sinon soit a 'unique entier tel que —* < ¢(f, fi) <
n

, alors

int(fr,g) = ;n (T dk (nkc(fk,fl) _mi)d];Jrl)'
D’autre part, o
int(fx, fi) = —k (Ts-d]; + (nkc(fkv fi) — m’;)d];ﬂ)-

En particulier int(fz, g) = mt(fk, fi).

Définition 1.3.5 Soit F(f) = {(int(f1,9),...,int(fs,9)|g € K[[z]][y]}, T'(f) est un semi-
groupe de N°, on ’appelle le semi-groupe de f.

Dans la suite, on se propose d’étudier les générateurs de I'(f)( voir [8]) utilisant les résultats
de 1.3.1.

1.3.2 Les générateurs de I'(f)

Les notations sont celles de 1.3, soit I = {1,...,s}. Pour a = (aq,...,0a5),8 = (61,...,0s) €
N?  on définit 'ordre partiel suivant :

a < < a; < fF; pour tout i € 1
Lemme 1.3.6 Soit a = (o, ..., 05),8= (G1,...,0:) € D(f). Si
inf(a, 8) = (minfar, 31}, .., minfay, ,})
alors inf(a, 5) € I'(f).
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Démonstration La démonstration est similaire au cas s = 2. ( voir lemme 1.2.2.).

Lemme 1.3.7 Soit g, h € K|[z]|[y]. Si int(fi,g) = int(fi,h),i € I, alors il existe A € K, tel
que int(fi, g + A\.h) > int(fi, g) = int(fi, h).

Démonstration Voir lemme 1.2.3.

Le lemme précédent implique la proposition suivante :

Proposition 1.3.8 Soit « = (ay,...,a5),0 = (61,...,0s) € T(f) et soit i € {1,...,s} tel
que o = 0. Il existe v = (y1,...,7s) € T'(f) tel que v, > min{ag, B} pour tout k € I et
Vi > o = G

Démonstration Soit g,h € K][[z]|[y] tel que int(f,g) = a et que int(f,h) = (. Comme
a; = f; alors int(f;,g) = int(fi,h). Soit A € K tel que int(fi,g + A\.h) > int(fi,g9). E
particulier int(f, g + \.h) = v vérifie les conditions de la proposition.

Soit v € N* et J C I, on définit les ensembles suivants :
Ajla) ={B e N|B; = a;Vi € J; B > o, Vk & J}
Si J = {i}, on note Ay (a) = Ai(a).
a)

A(a) = Ala) NT(f).

On pose finalement :

pry: N¥ — N/

la projection définie par prj(a) = (@;)ic-

Soit Iy (f) = pry(T(f)) = {prs(@)|a € T(f)}, et T7(f) = pri_s(D(f)).

Définition 1.3.9 i) Un élément o € T'(f) est dit mazimal de T'(f) si A(a) = 0.

ii) St o est mazimal de T'(f) et si Aj(a) =0 pour tout J C I, J # 1, alors « est dit mazimal
absolu de T'(f).

iii) Si o est maximal de T'(f) et si Aj(a) # O pour tout J C I de cardinal au moins deux alors
a est dit mazimal relatif de T'(f).

On note M(f) (resp. MA(f), resp. MR(f)) l'ensemble des mazimauz (resp. des mazimauz
absolus, resp. des maximaux relatifs) de T'(f).

Lemme 1.3.10 Soit o € N® vérifiant les conditions suivantes :
i) Il existe i € I tel que A;(a) = 0.
i) A j(a) # O pour tout j # i. Alors a est un mazimal relatif de T'(f).



tel-00543687, version 1 - 6 Dec 2010

26 CHAPITRE 1. LE SEMI-GROUPE D’UNE COURBE PLANE

Démonstration © Soit o/ € A;;,j € [,j #14. On a a =inf{a?,j # i}, ce qui implique par
le lemme 1.3.6.que o € I'(f).

o Supposons qu’il existe k # i tel que Ap(a) # 0, et soit v € Ag(a). On a pry(af) =
pri(y) = au, alors d’apres la prop.1.3.8. il existe 8 € T'(f) tel que Gr > ax, 5 = «, et
B; > min{~;, af} > «j, par conséquent 5 € A;(a) mais ceci contredit i), donc, Ay(a) = @) pour
tout k € I, ainsi o est maximal.

o Soit k,l € I,k,1 # i, on a pri(a*) = pri(al) = «;, alors d’aprés la prop.1.3.8. il existe
B eT(f)telque s € Ag, (). SiJ C I est de cardinal au moins deux, on pose J = J;U..UJ;, avec
J; de cardinal 2, et soit 7' € Ay («). On pose v = inf{y',...,7'}, par conséquent A;(a) # ),
ce qui implique que a est un maximal relatif de T'(f).

Théoreme 1.3.11 Soit 3 € N° tel que pr;(3) € T';(f) pour tout J C I de cardinal s—1. Alors
B eT(f) si et seulement si f & A(a), pour tout « € MR(f).

Démonstration Démontrons que la condition est nécessaire : soit § € ['(f), si en plus
B € Aa) alors 8 € A(a) = 0 pour « € MR(f).

Pour démontrer que la condition est suffisante, soit
Ale)={yeT(fllvi=ai7m > Vr<jetyy>agpourd>jd#i}.

Soit B € N¢ vérifiant pry(3) € T';(f) pour tout J C I de cardinal s — 1, et 8 ¢ A(a),
pour a € RM(f), supposons que 3 & T'(f). Si pour tout j € I il existe 4/ € A%(B), alors
B =inf{y’,j € I} € T(f). Dou il existe j € I tel que A%(B) = 0. Supposons sans perte de
généralité que j = 1, et soit ¢ > 1 le plus petit entier pour lequel il existe §;,,,...,5; € N,
et ¥'*1,...,7° € T(f) tel que si on pose 7' = (B1,..5;, 65,1, ..07) € N°, et AL (67) =
AL(BF) NAL (BT, on a:

i) Br < BretyF e A’Lk(ﬁ”l),k =i+1,.,s

i) AY(5) = 0.
Supposons i > 1. Soit S5 = (B1,..8i-1,0, By, -.37), mais (B, .01, Bis1,--0s) € T¥(f), alors
(Br,--Bi—1,b, Bir1,--Bs) € T(f) pour un certain b tel que b < 3; (puisqu'on a A (3 = )
par conséquent A% (G5T) # 0. On pose Bf = max{pr;(a)|a € AL (BT}, et soit v € AL(BLT)
tel que pri(y') = B;. Considérons " = (B1,..8i-1, 6, ..0;) € N°. Comme " € Af (6"), et
BF < [, alors 4% € Ai’_kl (8%). Cette construction aboutit & une contradiction avec la minimalité
de 7, par conséquent ¢ = 1.
D’autre part 8* = (81, 33,...,8°) € N* ou 87 < 3 pour tout i > 2 alors 8 € A(*). En plus
AL (%) =0 et Ay;(B*) # 0,7 > 2 donc par le lemme 1.3.10, 5* est un maximal relatif de T'(f),

ce qui est une contradiction.

Remarque 1.3.12 Avec les mémes notations du théoreme précédent, il suffit d’avoir [’en-
semble MR(f) et les éléments de U ;(f), pour J de cardinal s — 1 pour trouver les éléments de
['(f). Notons que dans le cas ou I = {1,2}, M(f) = MR(f) = MA(f) et rappelons que dans
ce cas, M(f),T(f1),T(f2) déterminent T'(fi.fs).

Dans la suite on se propose de décrire 'ensemble M R(f).
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1.3.3 La symétrie de ’ensemble des maximaux

Notons 0; le conducteur de I'(f;),i = 1,...,s (i.e ; est le plus petit élément du semi-groupe
tel que pour tout a > d; a € ['(f;)) et soit & = Y. int(f;, f;). Avec ces notations on a le
théoreme suivant :

Théoreme 1.3.13 Soit 7= (§; +& — 1,0+ 2 —1,...,0,+& —1). On a1 € T(f), T est un
mazximal relatif. De plus T+ (1,...,1) est le conducteur de T'(f)( autrement dit T+ (1,...,1) +
N* C I'(f)).

Démonstration Voir [§].

Théoréme 1.3.14 1) Soit a € I'(f). Alors a est un mazimal de I'(f) si et seulement si
o =1 —acl(f).

2) Sia, B €T(f) sont tel que o« + 3 = 7, alors § € MA(f) si et seulement si o € MR(f).
En particulier, la donnée de T et de MA(f) déterminent M R(f).

Démonstration Voir [8].

Dans ce qui suit, on décrit le calcul fait pour trouver ’ensemble des maximaux absolus de I'(f)
a l’aide de ’arbre des contacts de 1.3.1.

1.3.4 La description du semi-groupe a ’aide de ’arbre des contacts

Soit b € N, b < max{h;,1 < j < s}. Soit ¢ = y™ + by(z).y™ ' + ... + by,(x) un polynéme
irréductible de K[[z]][y]. Soit M = max{c(f;,g),1 < j < s}, et soit [ € {1,...,s} tel que
c(fi,9) = M. On dit que g a le contact maximal au niveau b avec f si les conditions suivantes
sont satisfaites :

g a b— 1 exposants de Newton-Puiseux
!

; m
max{c(f;,9),1 <j < s} =c(fig) =
!
deg,g = —
Y db
On note C? I'ensemble de ces éléments et on remarque que ces éléments sont des pseudo-racines

de fl-
Soit T'(f) I'arbre des contacts de f et reprenons les notations de 1.3.1.

Proposition 1.3.15 Soitb € N, g € Cb. Alors

int(f;,9) =1l si fj € Q(M)

int(f,g9) = g si fj ¢ Q(M)
b

Démonstration Voir prop.1.3.4.
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Définition 1.3.16 Soit b € N, et soit V*(f) = {(int(f1,9),...,int(fs, g))|g € C*} C N*. On

note
V() =JVo.

Dans la suite, on introduit la notion de maximal absolu irréductible.

Définition 1.3.17 Soit o« € MA(f). On dit que « est irréductible si pour tout 5,y € I'(f),
a = [+ v implique que « = [ ou o« = . L’ensemble des maximauz absolus irréductibles de
(f) est noté MAI(f).

Lemme 1.3.18 Soit o, 5,y € T'(f) tel que o« = B+ . Si « € MA(f) alors 5,y € MA(f).

Démonstration o Supposons que 5 ¢ M(f), il existe 5" € A(F) = |, Ai(B). En particulier
v+ B €l(f)et v+ B € A(B+7), donc v+ 3 € A(B+7) = Ala). Comme « est maximal,
ceci aboutit a une contradiction.

© Supposons que 3 ¢ MA(f) alors, il existe J tel que 3 € A;(f). En particulier v + 3’ €
Aj(B+7), donc v+ ' € Aj(a). Ceci aboutit a une contradiction.

Lemme 1.3.19 Soit MAI(f) = {an,...,q;}. Pour tout o € MA(f), il existe \y,...,\; € N

tel que
!
o = Z )\ZOQ
i=1

Démonstration Supposons que ce résultat n’est pas vrai. En particulier o ¢ M AI(f). Il existe
al;ad € T(f) tel que a = a? +af et a? # a # af. D’apres le lemme 1.3.18. o?, a3 € MA(f),
et d’aprés notre hypothese of ¢ MAI(f) ou oY ¢ MAI(f). Supposons que of ¢ MAI(f) et
recommengons la procédure avec a. Comme af < a coordonnée par coordonnée, la procédure
ne peut pas continuer indéfiniment, ceci aboutit a une contradiction.

Remarque 1.3.20 D’apres les théoremes 1.3.11. et 1.3.14. le calcul du semi-groupe est réduit
au calcul de ’ensemble des mazimauzx absolus irréductibles et auxr semi-groupes de ~—,i =

fi

1,...,s.
Proposition 1.3.21 Sia € V(f), alors a« € MAI(f).

Démonstration Soit b € N tel que a = (ay,...,a;) € VP(f). On pose E(a) = {1 < i <
s,a; = i}, soit h € K([[x]][y] tel que int(f;, h) = ri pour tout i € E(«). Soit [ € E(«a) tel que
c(fi,h) > c(fi, h) pour tout ¢ # [. En particulier Af(a) = {a}.

Supposons qu'il existe J C I, J # (), tel que A j(«) # 0, et soit 5 € A (). Puisque Aj(a) = {a}
alors [ ¢ J. En particulier, 3; = «; pour tout j € J et 3 > oy. D’apres la prop. 1.3.8. il existe
v € I'(f) tel que v; > a; et v, = ay, par conséquent v € Aj(a), d’ott la contradiction. On en
déduit que o est un maximal absolu, I'irréductibilité provient de celle de i dans T'(f;).
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Soit v € I'(f) un maximal absolu irréductible, et soit h € K[[x]][y] un polynéme non nul tel
que « = int(f, h), o étant un maximal absolu irréductible, on en déduit que h est irréductible.
Soit I € {1,...,s} tel que c(h, fi) > c(h, fi),i # [, soit ¢ = min{c(fi, f;)|1 <i# j < s}. Avec

ces notations on a :

m} m;

Proposition 1.3.22 S§'il existe ¢ > 0 tel que — = ... = —% < c et si c(h, f) < ¢, alors
n ns

a=(rl...,r¥) ota<gq.

Démonstration On a c(h, f;) = c(h, f;) pour tout ¢ # [ et le résultat est une conséquence
de la proposition 1.3.3. Remarquons que si ¢ = 0 et degy(h) = m > 0 alors int(fy, h) =
nk.m.c(fy,h) = n*.m.c(f;,h) pour tout k € {1,...,s}. Comme (r},...,75) = (n',...,n°) €
['(f), ceci montre que a = (nt,... n®).

Lemme 1.3.23 Si c(h, f;) > c alors il existe b < hy tel que int(h, f;) = rl.

l l l

m m m
Démonstration Soit deg,(h) = m et soit b < h; tel que —lb <c< b?-1' Si —lb < c(fi,h)
n n n

alors int(f;, h) = @l[rédé + (ne(fi,h) — mb)d). ] < El.déﬂ.réﬂ. Sous ces conditions on a
n n

%lfl’fl) si c(h, fi) < c(h, fi)
int(fi,h) = i "

%mt(fz, h)  sic(h, f;) =c(h, fi)

I
Soit ' € K[[z]][y] de degré m en y tel que c(f;, h) = To+1 \ais dans ce cas int(f,h') e Asj(a)
n

I
oul ¢ J, Pélément o étant un maximal absolu, on a alors que A ;(«) = @) pour tout J C I, ce

qui aboutit & une contradiction. En particulier int(h, f;) = —rj.dj.
n

m
D’autre part, comme « est irréductible alors —l.df) = 1. En particulier int(f;, h) = 7.
n

Théoréme 1.3.24 V(f) = MAI(f).

Démonstration L’inclusion V(f) C M AI(f) n’est autre que la proposition 1.3.21. Montrons
que MAI(f) C V(f). Soit o € V(f) et soit h un polynéme irréductible unitaire de K{[[z]][y]
tel que a = int(f, h) :
o Si ¢(h, f;) < c alors le résultat découle de la prop. 1.3.22.
© Supposons que c¢(h, f;) > c et écrivons a = (v, . .., ), d’apres la prop. 1.3.23. soit b tel
!

m
que c(f, hy) = —lb, alors on a
n

mt(fn £i) c(h, fi) < ch, fi)

o = dé
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!
m
Par conséquent, max{c(f;, h),1 <j <s} =c(fi,h) = —lb, d’autre part, comme int(h, f;) = r
n
!
n
alors on a degy(h) = d—é. En particulier, il existe g € C? tel que a = int(f, g).

Théoréme 1.3.25 Soit MAI(f) ={3',...,0™}. Soit
F={) NFNeND N3 <7} CT(f)
1 1
ou T est ’élément défini dans le théoreme 1.3.13., et soit

F'={r—v~yerF}
Alors F'= MA(f) et F' = MR(f), en particulier si € N* tel que prj(5) € I';(f) pour tout
J C I de cardinal s — 1, alors
B € T(f) si et seulement si 8 ¢ Ala) pour tout o € F'.

Démonstration Résulte du théoreme 1.3.11. et du théoreme 1.3.14.

Définition 1.3.26 Awvec les notations ci-dessus, soitl € {1,...,s}, fi € Q(M) et soit Q' (M,l) C
Q(M) défini de la fagon suivante :

fr € Q' (M,1) si et seulement si c(fr, fi) > M
fe & Q' (M,1) si et seulement si c(fy, fi) < M, dans ce cas on note f, € Q'(M,1).

remarquons que Q' (M,1)UQ'(M,1) C {1,...,s}, mais on peut ne pas avoir ’égalité. On note :

B ={(M,l) tel que Q'(M,l)U Q' (M,l)=1{1,...,s}}

Lemme 1.3.27 Les notations sont celles de ci-dessus :
J
oSiM#m—fl,lgjgs et 1 <a < h; alors (M, j) ¢ B.

J
oS M=—"1<j<setl<a<h; alors
nJ

(M, j) € B <= c(fj, fx) # M pour tout k # j.

mJ
Soitlgjgset1§a§hjtelque(—;,j)EBetposons:
n

nk

J
LB s e )
’Vk - Znt(fkaf])
d]

sinon
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a‘?j p—

et 9 = (437 ,7;”:), et notons que puisque int(f;, f;) = oo, alors v; rJ. Notons aussi

: ml , ; . L .
que si fj,, fj, € Q’(—;‘,j) alors v/t = ~*J2_ Avec ces notations, le théoreme 1.3.24 peut étre
n
précisé de la maniere suivante :
i

Proposition 1.3.28 1) S’il existe i € {1,...,s} tel que ¢ < ™ glors
n'L

MAI(f) = U{’yl’j, Y

Dans ce cas 'arbre peut avoir la forme suivante ou les cercles pleins désignent les éléments de
B.

c
ml ms
2) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —1q =...= —j < ¢, et soit pour tout j € {1,...,s}
n n
J
m
. q+1
L= q st c# oy
q+1 sinon

et soit A={j,L; < h;} ona

MAI(f) ={o',....a} [ Uy, M)

JEA

Dans ce cas l'arbre peut avoir la forme suivante ou les cercles pleins désignent les éléments de
B.
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1.3.5 Description du semi-groupe d’une courbe a trois branches

Dans cette section on donne deux exemples du semi-groupe d’une courbe ayant trois branches.
Notons que ce semi-groupe dépend de la répartition des exposants caractéristiques de chaque
branche sur I'arbre des contacts. On va considérer les différents cas que peut avoir I'arbre des
contacts d’une courbe a trois branches. Les notations étant celles de 1.3., supposons que s = 3.
Soit

¢ =min{c(f;, f;),1 <i#j <3}
soit
(mi)ogagh“ (di)ogaghiﬂa (TZ)OSaShi

les suites caractéristiques de f;,7 = 1,2, 3. Finalement soit ¢ le plus grand entier tel que

et pour j € {1,2,3}, on pose

q+ 1 sinon
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Premier cas ¢ = c(fi, f;),1 <i,5 <3.

S f2 fs

Dans ce cas,

L int(f1, fo) int(fi, f3)

MAI(f) = {((ro, 5, ro)la < g, (ro, =57 —— = )lli <a < by,
int(f1, f int(f2, f int(f1, f3) int(f2, f3)
( (di 2>,r2, (di 3))|L2<a§hz,( d% 2 d?’; 2 r3)|Ly < a < hs}

Deuzieme cas ¢ = c(f1, f2) = c(fi1, f3) < c(fa, f3).

fi J2 3
c
m2  md
Soit dans ce cas ¢’ le plus grand entier tel que —& = —= < ¢(fy, f3), et posons pour j = 2,3
n2 n3
mg+
si ¢( fa, :
L=11 (fos f3) # my
g+ 1 sinon
nt nt
Remarquons que m (5;’ f2) = (Cj;’ fs) pour tout a < ¢’. On a
L int(f1, f2) int(fi, fs) int(f1, f2) o

MAI(f) = {(rg,ra,ra)la < g, (r Ly <a < hy, (—5 g ra)|l L <a <,

2 yar’ a
da

a? 1 Y 1
d[l da

(mt(f1>f2) .2 int(f2, f3) int(f1, f3) int(fz, f3)
2 e @ BB

)|L/2<a§h27( ,T2)|L3<a§h3}
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Notons que les autres configurations se déduisent des deux cas précédents par une simple
permutation des indices.

Exemple 1.3.29 Soit f = fi.fo.f3 = (y? — 2°).[(y? — 2*)? — 2%y].[(y? — 23) — 27y]. Les suites
caractéristiques associées a fi, fo et fz sont respectivement :
mi=ri=2=dl=dimt=rl=3cetd =1, mi=ri=d4=d=dm?=r?=6d =
2mi=Tri=13etdi=1,mi=ri=4=di=d},m}=ri=06,d5=2mi=11,r=15¢et
d=1.

Dans ce cas
11

c(f1, f2) = Z,C(fl,f:;) =7 et c(fa, f3) = Z_z

7
En particulier ¢ = 1 et ¢ =1. De plus on a

MAI(f) = {(2,4,4),(3,6,6)}.

L’arbre associé a f a la forme suivante :

o c(f1, f3) = %

= C(flaf?)) = C(f27f3) = Z

ojw O
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Chapitre 2

La fonction d’Artin-Greenberg d’une
courbe plane

2.1 La fonction d’Artin-Greenberg

2.1.1 Généralités

Soit K un corps algébriquement clos de caractérisque nulle et soit f une série de K[[z]][y].
Ecrivons f = f,.(z,y) + fas1(z,y) + ... ou fi(x,y),7 > n est un polynome homogéne de degré
i. On appelle n la multiplicité de f a lorigine et on note n = multy(f). Par le théoreme de
Weierstrass, on peut supposer que f = y" + ai(z)y" '... + a,(z) olt pour tout 4, a;(0) = 0.

Soit .
F=11
k=1

la décomposition de f en polynomes irréductibles.
Etant donné ¢(t) = (¢1(t), p2(t)) € K|[[t]]?, on définit le t-ordre de ¢ par

ord;(¢) = min{Oy(¢1(t)), O(¢2(t))}-
Définition 2.1.1 La fonction d’Artin-Greenberg de f est une application de N dans N définie
telle que : pour tout i € N, (3(i) est le plus petit entier vérifiant la propriété suivante :

Pour tout ¢(t) € K|[t]]?, si O:f((t)) > B(i) + 1, alors il existe (t) tel que f(p(t)) = 0 et
ordy(¢(t) — ¥(t)) = i + 1.

Définition 2.1.2 Soit ¢(t) € K[[t]]*, on dit que (t) est congru a f jusqu’a Uordre i, et qu’on
note ¢ =2 f, s’il existe ¥(t) € K[[t]]* tel que f(¥(t)) = 0 et ord,(o(t) — h(t)) > i+ 1.

Comme f(1p(t)) = fi(0(1)) ... fs(¥(t)), alors ¢2£'f équivaut & ¢2£' fi, pour tout k=1...,s.

Lemme 2.1.3 (i) = max{O,f(¢(t))|¢2' f1.

35
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Démonstration Notons /(i) = max{O.f(¢(t))|¢ Z° [} et soit ¢(t) € K][t]]?, tel que

O:f(o(t)) > B(i) + 1. 11 existe ¥(t) tel que f(u(t)) = 0 et ordy(p(t) — ¥(t)) > ¢ + 1, en
particulier ¢ = f. Ceci montre que si ¢ 2¢ f alors O;(f(¢)) < 3(i). En particulier,

i) = B'(i)
Supposons que 3(i) > ('(i). Pour tout ¢ € K[[t]]?, si ¢ f, alors O.f(o(t)) < B(i). En particu-
lier, pour tout ¢ € K|[[t]]?, si O f(6(t)) > (i) > 3'(i), alors ¢ = f, d’ou il existe () tel que
f((t)) =0, et ords(ep(t) —2(t)) > i+ 1. En particulier (i) vérifie la propriété de la définition

2.1.1., mais 3'(i) < B(i). Ce qui contredit la minimalité de (7).
On a aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.4 Soit 5;(i),j = 1,...,s la fonction d’Artin-Greenberg de f;,7 =1,...,s. On
a:

Bli) < Zﬁj(i)-

Remarque 2.1.5 Soit ¢(t) € K][t]]?, ord,(¢) < i. On pose ¢(t) = ¢(t*), ou ¢ est une

représentation primitive de ¢ (une représentation ¢ est dite primitive si on ne peut pas trouver
[ et d(t) € K[[t]]? tel que ¢(t) = ®(t)). Dans ce cas,

O:(f(9)) = k. Zz‘nt(fj,w

ou g est le polynome unitaire irréductible de K[[z]][y] tel que g(¢(t)) = 0.
Le lemme suivant est utile pour le calcul de (7).
Lemme 2.1.6 Soiti € N, ¢(t) € K|[[t]]?, si ¢ 2" f alors ord(p(t)) < i.

Démonstration Si ¢ %' f alors ord,(¢(t) — 1 (t)) < i pour tout ¥(t) tel que f(1p) = 0. Si
k € N alors il existe ¥(t) tel que ord, (7)) est un multiple de k. En particulier il existe une racine
Y de f tel que ordy(¢)) > i, d’ott ord(¢p) = ordy (¢ — ) < 4.

2.2 La fonction d’Artin-Greenberg d’une courbe plane
irréductible

On expose dans cette section le calcul fait par M. Hickel [15]. Les notations étant celles de
ci-dessus, on suppose que s = 1. Soit

f=9"+a(x)y '+ ... +a,(2)

un polynome irréductible de K[[x]][y]. Soit (m;)o<i<n, (di)o<i<n+1, (Ti)o<i<n les suites caractéristiques

associées a f.
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2.2.1 Calcul de f§(i) pour i <n
Lemme 2.2.1 Soiti € N,i<n. On a

B(i) = max{O(f(¢)), ord(¢) < i}.

Démonstration D’aprés le lemme 2.1.3., on a 3(i) = max{ord,f(¢(t)), ¢ 2 f}. De plus, si
p2' f alors ordy(¢) < i par le lemme 2.1.6. Soit ¢(t) tel que ord;(¢) < i et soit ¥(t) € K][t]]?
une racine de f. Comme ord,(¢) est un multiple de n, alors ord:(¢ — ¢) = ord,(¢) < i. En
particulier, ¢ 2 f.

Lemme 2.2.2 Soit ¢(t) € K[[t]], ord,(¢(t)) = mk < i. Supposons que d(t) = o(t*), ot ¢(t)
est une représentation primitive de ¢(t). Soit g le polynome unitaire irréductible de K|[x]][y]

tel que g(¢p(t)) = 0. Soit s = max{0 < j < h|m ~ O(d )}, donc
j+1

kant(f,g) < [t

]-rs—‘rl-

Mgt

Démonstration D’apres la prop.1.1.4.iii), on a ¢(f, g) < . Par conséquent,
m

kint(f,g) < k.—.rsi1dsia
n

. PP m . N
mais par la définition de s, on a k.—.ds,1 est un entier, d’ol
n

: ids
kint(f,g) < [—] 7.
Théoreme 2.2.3 Soit i € N7 < n et soit q l'unique entier tel que dﬁ <i< 7 On a
q q+1
Zd2 qu
B(i) = max{ry.i,re.[— . |, gl " 1}

Démonstration Soit ¢(t) € K[[t]]?, ord;(¢) < i.
o Si ordg(¢) < Oy(¢) alors Ot(f(gb)) < n..
o Si ord,(¢) = O,(¢1), alors soit ¢(t) une représentation primitive de ¢(t). Ecrivons ¢(t)

(t™, z(t)) et supposons que ¢(t) = gb( F). Soit g le polynome minimal de z(zw) sur K((z ))_
Oi(f(9)) = k.int(f,g). Comme i < d_ alors ¢(f, g) < - —. Soit

g+1

)

s =max{0 < j < hlm =~ 0(

j+1
donc s + 1 < g et par le lemme précédent
. ids
kint(f,9) < [—=] 7.
~ s+1 idg ~
Sio(t) = (t[ b y<ms+1(t[%1)) ou y(t) est une racine de f(t",y) = 0 alors O.(f(¢)) =
iderl

[

]Ts-i-l'
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2.2.2 Lien entre (i) et le semi-groupe de f

n

Dans le théoreme 2.2.3; on remarque que (1) = ry, ﬁ(d ) = r9, et que ﬁ( ) = r, pour tout
2

1 < ¢ < h.Mais {rq,...,ry} avec la multiplicité de f a l'origine est I’ ensemble des générateurs

du semi-groupe de f. En particulier, le calcul de £(i),i < dﬁ augmenté de n détermine le
h

semi-groupe de f.

2.2.3 Calcul de (i) pour i > n

Soit :
k(i) = [{da] Si [“a] £ 0 mod d,
¢ [“2] —1  sinon
9(27 a) _ [m_a](rada ma-daJrl) + ZdaJrl Si [maJrl < [ma]

0 sinon

Lemme 2.2.4 Soit ¢(t) € K[[t]|*, ord;(¢) <1i. Comme f est irréductible, alors
¢ = f <= ordy(¢) = O(¢1), nlords(®) et c(f, $) >

di(¢)’

Démonstration
o Soit ¢(t) € K|[t]]?, ordi(¢) < i. Supposons que ¢ = f, il existe alors ¢(t) racine de
f(z,y) = 0 tel que ord(¢ — 1) > i + 1, mais comme ord,(¢) < 7, on en déduit que ord,(¢) =
ords(¢)) = O¢(¢1). D’autre part, n divise ord;(¢)) par conséquent, n divise ord.(¢). Ecrivons
P(t) = (t"p, 0(t)) = (t™, z(t%)) ot ¢ = (™, 2(t)) est une représentation primitive de ¢, d’autre
part soit ¥(t) = (u(t)™, y1(u(t)), avec u(t) = v(t)? et v(t) = at+z(t) et Oy(z) > 2. Mais a™ = 1
d’ou il existe w € U, tel que a? = w. Comme ord;(¢ — 1) > 1+ 1 alors t"? — u(t)” > i+ 1 et

par conséquent Oy(z) > 2+ i — np.
Maintenant : O;(y; (v(t)?) — y1(w.t?)) > i+ 1 ainsi Ot(0( ) — () >
tm

1
Diautre part, o6, ¥) = —-O4(3(0") — (t") = - Ou(x(t¥) — o
1+ 1
ord(¢)
o Soit ¢(t) € K[t]]* tel que ¢ vérifie les conditions du lemme. Il existe p € N tel que

B(t) = (t",0(t)). Soit m, s € N tel que ¢ = (t™, 2(t%)) et ¢ = (t™, z(t)) tel que ¢ soit pr1m1t1ve
dans K[[t]]?. Soit ¥(t) = ("7, y'(t)) une racine de f tel que c(f, gb) = c(1p, p) onp = (t", y'(t))

est primitive. On a :

)) =0y (9(15) —wn(t) =

c:i4mw%—mmn:—@<vw—Mtw

nm

1 S p ,l:
- n_pot(z(t ) —y(t") > ord,(¢)
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mnp

ord,(¢)

Mais ¢(t) — ¥(t) = (0, (2(¢*) — y(t?)). En particulier ord;(¢(t) — ¥(t)) >
montre notre assertion.
On a aussitot le corollaire suivant :

=1. Ce qui

Corollaire 2.2.5 Soit ¢(t) € K[[t]]?, tel que ordy(¢) < i. Pour calculer 3(i), il suffit d’étudier
O(f()) lorsque ¢ vérifie l'une des conditions suivantes :

1) ordy(¢) < Ou(¢1).
2) ordi(¢) = O(¢1), n ne divise pas ords (o).
(

3) ordi(¢) = O(1), n|Ow(@) et c(f,¢) <

1

0Tdt(¢) .
Lemme 2.2.6 Soit ¢(t) € K[|t _] , supposons que ¢(t) = ¢(t*) ou ¢(t) est une représentation
primitive de ¢(t). Posons ordy(¢(t)) = m. Supposons que km < i et que n ne divise pas mk.

Soit 5 = max{0 < j < hlm = 0(;— i =)} 000 OLf(9)) < konr (i) 7o

m
Démonstration D’apres la prop.1.1.4.ii), on a int(f,g) < —.re1.dsyq. Soit | un entier
n
vérifiant les conditions suivantes :
S <
ds+1

- (**)n ne divise pas [

s+1
Clairement | < kg41(7). De plus, ksy1(2) vérifie les conditions (*) et (**). En particulier, kg1 (i)
est le plus grand entier [ pour lequel les conditions (*) et (**) sont satisfaites.

D’autre part, mk = ord,(¢(t)) < i et n ne divise pas mk. D’ott m.k.—= vérifie les conditions
n
(*) et (**), en particulier m.k < n ksi1(i). Ceci implique que Oy(f(¢)) < ksi1(7).7541-

s+1

Théoreme 2.2.7 Soitt € N;i >n. On a
B(1) = max{n.i,r1.k1(3), ..., rn.kpn(3),0(i,1),...,0(i,h)}

Démonstration Soit ¢(t) € K][[t]]?, ords(¢) < i. D’apres le corollaire 2.2.5. trois cas sont
possibles :

1) Si ords(¢) < Oy(¢1) alors Oy(f(¢)) < n.i et on a Pégalité si ¢(t) = o(t) = (0,1%).

2) Si ord(¢) = Oy(¢1) et n ne divise pas ord,(¢) : soit ¢(t) une représentation primitive de
¢(t). Ecrivons ¢(t) = (t™, z(t)) et supposons que ¢(t) = ¢(tF). Soit g le polyndome minimal de
z(:z:%) sur K((x)), Oi(f(¢)) = k.int(f, g). Comme n ne divise pas ord;(¢) alors ¢(f, g) < %
Soit

)

j+1

s = max{0 < j < hjm ~ 0(

donc par le lemme 2.2.6.
kant(f,g) < ksp1(i).rsa
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et on a Dégalité pour ¢(t) = ¢(t) = (tksﬂ(i)'ﬁ,y<ms+1(tks+1(i))) ou y(t) est une racine de

f@y(t) = 0.
3) Si ordy(¢) = Oy(¢1), n divise ordy(¢) et ¢ = c(f, ¢) <
(t™ 0(t%)) tel que (t™,0(t)) est primitive.

?

ord,(¢)

: Soit @(t) = (£, go(t)) =

l

J+1<p<]

Ma+1 mg

i
Soit a I'unique entier tel que m, < — < my,41, alors | ]. On a
p

km

O:(f(9)) = W(Tq’dq’ + (nc — m;')dq’—i-l)

my Mgr41 .
‘11 §c<q—+.Malsc§
n n ord,(¢)

Siq¢ <a,

ou alors ¢’ < a.

km

O:(f(¢)) <

- p-(rada - mada—i—l) + p-ma+1da+1
<0(i,a).

W(Tada + (ma—H - ma>da+1)

Siq' = a, O(f(¢)) < 0(i,a).

On a I’égalité pour

O(t) = ("7, (t) = Y cit" + Zt").
Jpj<i

i 7
Ou p = [—] et Z est un élément générique de K. Sous ces conditions, on a ¢ = —. En
m np

particulier, (a)t(f(gb)) =0(i,a).

2.3 La fonction d’Artin-Greenberg d’une courbe plane a
deux branches

On suppose dans cette section que s = 2. Soit f = f;.fs la décomposition de f en polynomes
irréductibles dans K[[z]|[y]. Soit n'( resp. n?) le degré en y de fi( resp. f»), on suppose sans
perte de généralité que n' < n? Pour k = 1,2, on utilise les notations suivantes : soit y¥(t),i =
1,...,n* les racines de fk(t”k7y) = 0. On associe a fr,k = 1,2 les suites caractéristiques
(mf)ogighk, (df)OSiShk—kh (Tf)ogighk définies comme dans le premier chapitre.

Soit ¢ le contact de f; avec fy. Soit g un polyndme irréductible dans K[[z]][y| de degré m en y,
et soit ¢ = ¢(fx,9),k =1,2.

2
Lemme 2.3.1 i) Sic; < ¢, alors int(fs,g) = n—lint(fl,g).
n

ii) Si ¢y > ¢, alors int(fa,g) = %.mt(fl, fa).

ii1) Si c1 = ¢, alors int(f1,9) = %.int(fl, fo).
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Démonstration Voir lemme 1.2.15., 1.2.16., et 1.2.17.

it it it

Remarque 2.3.2 Soit S = {m (1f1,g)’ m (2f2,g)’ m (1f1,2f2)
nt.m n?.m nl.n

deux éléments de S sont égaux, et le troisieme est plus grand ou égal a la valeur commune de
ces deux éléments.

}. D’apreés le lemme précédent,

Soit I'(f) le semi-groupe de f et soit M I(f) '’ensemble des maximaux irréductibles de I'(f), et
rappelons que cet ensemble est caractérisé comme suit :

m;  m}
Proposition 2.3.3 i) Sic < —11 ou —21 alors
n n

int((f1, f2) int((fi, f2) o

MI(f) = {(r,, Tﬂa < ha, (T?ra”a’ < ha}.
a a
12
ii) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —1q = —,j < c et on pose pour 7 =1,2
n n

J

: Mg+1

L= q si ¢ # oy

g+ 1 sinon

Alors MI(f) = {(rL,2)]a < g, (!, W)Ml <a<h, (mt(;%f?),rg)m <a<h}

Ayant supposé n' < n?, on peut avoir soit n! < n?, soit n' = n%. Par souci de clarté on traite
ces cas séparemment.

2.3.1 Calcul de 3(i) si n' < n?

Calcul de 3(i) pour i < n!

Lemme 2.3.4 Soiti €N, sil1<i<n', ona

B(i) = max{O, f(p(t))|ord,p(t) < i}

Démonstration D’apres le lemme 2.1.3., on a 3(i) = max{O, f(4(t))|¢2 f}. De plus, si ¢2' f
alors ordy(¢) < 7 par le lemme 2.1.6. Soit ¢(t) tel que ord;(¢) < i et soit ¥(t) € K[[t]]* une
racine de f. Comme ord;(t) est un multiple de n' ou de n?, alors ord,(¢ — ) = ord(¢) < i.
En particulier, ¢ 2° f.

Soit ¢(t) = (pu(t), p2(t)) un élément primitif de KI[t]]* tel que ord(¢) = Oy(¢1). On pose
m = ordy(é(t)) et ¢1(t) = T™. Notons ¢(T) = (T™, ¢o(T)), et soit g le polynome minimal de
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@(mﬁ) sur K((z)). Tl existe bl( )s -5 bin(z) tel que g(z,y) = Y™+ by (z)y™ T+ L+ b ().
D’autre part, O;(f(p(t))) = Or(f(T™, ¢o(T))) = int(f, g). En particulier,

B(i1) = max{k.int(f,g),g est un polyndéme unitaire irréductible de K[[z]][y]

tel que k.multy(g) < i}.

D’apres la remarque 2.3.2., on a :
2

1) Si int(f1,g) < %int( fi, f2), alors k.int(f,g) = k.int(f1,g)(1 + %).
2) Si int(f1,q) > %int( i, f2), alors k.int(f,g) = k.(int(f1, g) + %.mt( i, £2)).

3) St int(f1,g) = %int( i, f2), alors k.int(f,g) = k.(int(fo, ) + %.mt( i, £2)).

Soit g un polynome unitatire irréductible de K][z]|[y] de degré m en y et soit k € N tel que
km <.

o Si multo(g) < deg,(g) alors k.ant(f, g) = k.multy(g).n < (n' +n?).i.

o Si multy(g) = degy(g), on définit les ensembles suivants :

2

= {k.ant(fi,g)(1 + %)lint(fl,g) < gmt(fb f2)}-

Ay = (I (int(f1,g) + Sint(fo, f2))lint(f1,9) > Sint(fi, f2)}.

= {k.(int(f2,9) + Z5.int(f1, f)lint(f1, 9) = Zzint(fi, f2)}.

Pour 7 < n!, le calcul de 3(7) revient donc a calculer max (A; U Ay U Az U {(n! + n?).i}).

Dans ce qui suit, on considere 'arbre des contacts de fi.fy (Voir 1.3.1). L’étude de (i) dans
ce cas peut étre décrite de la fagon suivante : soit g;, 7 = 1,2, 3 tel que

c(f1,91) = c(fa, 91) < c(f1, f2)
c(fi,92) > c(fr, f2) (*)
c(f2,93) > c(f1, f2)
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Il suffit alors de calculer k.int(f, g;),j = 1,2, 3, en faisant varier g; de fagon de vérifier (*) et tel
que k.multo(g;) < i. Sous les mémes conditions sur g, g2 et gs, on représente dans les figures
ci-dessous un exemple de l'arbre des contacts de fi.fo (Fig.1), de fi.f2.g1 (Fig.2), de fi1.f2.90
(Fig.3) et de fi.f2.95 (Fig.4).

f2 i f2
c c
g1
Fig.1 Fig.2
g2 g3
fa J1 fa
c c
Fig.3 Fig.4

Lemme 2.3.5 Soit ¢(t) € K|[[t]]?, ord;(¢(t)) = mk < i. Supposons que ¢(t) = ¢(t*), on ¢(t)
est une représentation primitive de ¢(t). Soit g le polynome unitaire irréductible de K[[z]][y]
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nl
tel que g(¢p(t)) = 0. Pourl = 1,2, posons s; = max{0 < j < hy|m ~ O(d )}. Alors
1
. idiz-ﬁ-l l
kant(f.9) < (25t

l

Démonstration D’apres la prop.1.1.4.iii), on a ¢ < st

, par conséquent,

. m l
kant(f,g) <k o sl+1dsl+1

mais par la définition de s, k. .di,l 41 est un entier, d’ou

m
nt

. idiz-ﬁ-l l
k‘znt(flvg) S[ nl ]'Tserl'

nt nt n? n?
Soit ¢y (resp. ¢2) 'unique entier tel que — < i < —— (resp. — < i < ).
d} dl d2, d?
. oo e q1+1 g2+1
Avec ces notations on a le théoreme suivant :
mi m?
Théoréme 2.3.6 1) Sic < — ou —, alors
n n
. nt fl; f2 Zd(ll it fl, f2 Zd2
300) = mase{ (1} + U T) (Mg, g gz TSI,y gy

1 2
m

II) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —q = —q < c et soit pour 3 =1,2
n! n?

L= q si ¢ # qH
qg+1 sinon
i) Si q < qu, alors
: id} int(f1, id}
B(i) = max{(ry + 7). [ o < g, (ry + (Q f2)) Hll<a<aq,
mnt( f1, id?
2 4 MU, My 0 <)

.dl
i) Si g1 < q, alors B(i) = max{(r! + rg)[ln—l“]m <q}

Démonstration On démontre la partie II, la démonstration de I étant similaire. Soit g un
polynome unitaire irréductible de K{[[z]][y] tel que multy(g) = m, et soit k € N tel que km < 1.
On pose ¢(fi,9) =c,l=1,2.
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1 1 2 2 1 2
n n n n m m

Comme d_1 <i< I (resp. d_2 <i< e ——), alors ¢; < —* (resp. c3 < —%).
qa1+1 q2+1 n n

I1.i) Supposons que q < q;.
1 2

Soit 57 = max{0 < j < hy|m ~ O(d? )} et so = max{0 < j < hy|m ~ O(dZ )}. Clairement
Jj+1 j+1
My, M2, indy, 4
a < —r=ete < —2 Mais d’apres le lemme 2.3.5.; k.int(f1,g9) < [—i] r51+1 et
n n
k.int(fa, g) < [n—22+] se1- Ona:
cas 1) Si multy(g) < degy,(g), alors k.int(f,g) < (n' +n?).i.
cas 2) Si multy(g) = degy(g), on a les cas suivants :

t(fh ) ZTw(flny) dans ce cas Znt(flug) _ Znt(f%g) .

m nt n?
2
n
o Si s; +1 < g, alors int(fy, g) = —int(f1,g), par suite
n

1) -

2 1 2
n i. d51+1 n

kant(f,g) = k.ant(f1,g)(1 + E) < I ]. 7“51+1(1 i E)

1
dsl+1} n

~ . g4
Sip(t) = o(t) = (¢ " YL (tl o 1) et g est le polynéme unitaire irréductible tel
s1+1
que g(¢(t)) = 0, alors

1

, idl oy n? id}
k'lnt(fa g) = [ ni—i_ ]'Til—i-l(]' + F) [ n11+1]< s1+1 + Tsﬁ—l)

© Si sp+ 1> g, alors int(fs, g) < E.znt(fl, f2), par suite

. . d km
k'lnt(fa g) < [ 7,;?1] s1+1 + Znt(fla f2)

- [7/ d;ﬁ—l] , ) km.d;ﬁl mt(fl, f2)
= 51t .
n! ! n! di

i int(f1, f2)
< [Z-TH sl T W)

~ . . . d4
et on a I'égalité pour ¢(t) = o(t) = (¢ M L (= ).
Znt(fhg) Znt(fh f2)
>
n2

m

2) , alors

kant(f,g) = k.(int(f1,9) + %-int(fl> 12))
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[id;1+1] ( 1 Z.nt(f17f2>)
‘\'s1+1
nl 1+ dil—i-l

IN

1
[zd81+1 nl
1

et on a Iégalité pour ¢(t) = ¢(t) = (t " e YL ().

) Znt(flvg) _ int(flan) "
m n?

3

, alors

kint(f,g) = k(int(fo,9) + int(fr. f2)

< [Mhast) 2, 4 UL
n ’ d§2+1
. [id§22+1].27172 a2,
et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (t ™ %2t ,yim§2+l(t[T ).

q1

ILii) Si ¢; < g alors ¢; = go. De plus, puisque ¢; < —» alors ¢ = ¢ < ¢, et par conséquent
n

1
k.ant(f,g) = k.ant(f1,9)(1 + n—2), ceci montre ILii).
n

Remarque 2.3.7 Si f et fo sont équisinguliers et ¢ > m,lll, alors
| idl
3(0) = mar{2rk[8]ja < ¢}

Calcul de 3(i) pour n! <i < n?

Soit : . .
K = [“a] Si [“2] 2 0 mod d},
a - id}l .
[Z#] =1 sinon
i . . 7 7
61(i,a) = [l (rads = mg.di ) +idgyy Si [m] < [m—}l]
0 sinon

Lemme 2.3.8 Soiti € N, n! < i< n?,

B(i) = max{O.f (¢(t)|¢ %' fi, orde(¢) < i}

Démonstration En effet, si ¢ 2 f alors ¢ 2 fi et ¢ 2 f5 et comme i < n? alors ¢ ' fo
est équivalent a ord;(¢) < ¢ par le lemme 2.3.4.
Lemme 2.3.9 Soit ¢(t) € K[[t]]?, ord,(¢) < i. Comme f, est irréductible, alors

¢ = fi <= ordy(¢) = O(¢r1), n'|ords(¢) et c(f1,d) > Ofdi(ﬁb)'
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Démonstration Voir lemme 2.2.4.

On a aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.10 Soit ¢(t) € K|[[t]]?, tel que ordi(¢) < i. Pour calculer 3(i), il faut considérer
l'un des cas suivants :

1) ordt(qﬁ) < Ot((bl)
2) ord(¢) = Oy(¢1), n' ne divise pas ord; (o).

3) Ordt(¢) = Ot(¢1>7 n1|ordt(¢) et C(flv QS) dt(¢)

Lemme 2.3.11 Soit ¢(t) € K[[t]]2. Supposons que ¢(t) = ¢(t*) ot é(t) est une représentation

primitive de ¢(t). Posons ord,(o(t )) m et supposons que km < i et que n' ne divise pas mk.

Soit s; = max{0 < j < hy|m =~ O(d )}. On a Oy(f1(9)) < kL 1(i)rh 4
1

d}

s,+1- Soit [ un entier

m
Démonstration D’apres la prop.1.1.4.iii), on a int(fi,g) < E.TLH

vérifiant les f:onditions suivantes :

()= <
s1+1

- (*)n!
s+
Clairement | < k! ,(i). De plus, k! (i) vérifie les conditions (*) et (**). En particulier,

ki 1(i) est le plus grand entier [ pour lequel les conditions (*) et (**) sont satisfaites.
L,

D’autre part, mk = ord(¢(t)) < i et n' ne divise pas mk. D’ott m.k. L vérifie les conditions

nl
(*) et (**), en particulier m.k < i 1k;1+1( i). Ceci implique que Oy(f1(¢)) < kL ,1(d).r) 4.
S1+
n? n?
Soit go 'unique entier tel que — < i <
dz, d>
g2+1
m! m?
Théoréme 2.3.12 ) Sic < —1 ou —2, alors
n n
. ) . nt( f1,
5(6) = max{(n + n2)i k1) 2 + S 4 <
i L ant(f1, f2) id? int(f1, f2)
0'(ia) + [ I <y (2 4 PRI < gy
ml  m?
II) Sinon soit q le plus grand entier tel que n—lq = —2q < c et soit pour j =1,2
q+1
sic
L;= q #

g+ 1 sinon
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i) Si q < qo, alors

B(i) = max{(n' 4+ n?)i, [Z:Q](r +72),0(i,a) + —2 0 (i,a)la < q,
B0 ed+ I g [%L””@Z%f?)wl <a<h,
o |
Moz + LRy g, << g,
ii) Si g < q, alors
- 72 2

d;
B(i) = max{ (n' +n?)i, [=2](r} +12),6'(i.0) + ~5.6" (i, @) < g2}
Démonstration On démontre la partie II, la démonstration de I étant similaire. Soit o(t) €
K[[t]]? tel que ord;(¢(t)) < i et écrivons ¢(t) = ¢(t*) ot $(t) est une représentation primitive de
¢(t). Soit g le polynéme unitaire irréductible tel que g(¢(t)) = 0. On pose ¢(fi, g) = ¢, 1 =1,2.
2 2 2

n _ n
Comme — < i < ——, alors ¢p < gQ.

i) Supposons que go > ¢. Dans ce cas, soit

n2
= max{0 < j <h1|m~0( )} sy = max{0 < j < holm ~ 0(——)}
J+1 dj+1
. id3, 1 () 1
Par le lemme 2.3.5. et le lemme 2.3.11., k.int(f2, g) < | 3 |2, et kint(fi, ) < ki (i)rs 4

D’apres le corollaire 2.3.10., trois cas sont possibles :
1" cas) ordy(¢) < Oy(¢1), alors Oy(f(¢)) < (n' +n?).i et on a I'égalité si ¢(t) = (0,t").

2tme cag) ord;(¢) = Oy(¢1), n! ne divise pas ord,(¢). Rappelons que par la remarque 2.3.2., on
a trois cas :

1) int(f1,9) < %mt(fl,fz), dans ce cas, mt(fr,9) _ int(f2,9) :

nt N n? ,
id2 - . [egtly _n?
o Sisg+1 < g, alors Oy(f(9)) < [%] 32+1(1+ ) Sig(t) = é(t) = (t 1 yimi +1(t[
id? nlid? ’

alors O;(f(¢)) = | ;22“] T (l+—) =1 ;22“]( a1 Th4)-

n
id§2+1 9 mt(fl, fg)

J(
n’ 2 deJrl

o Si sy + 1> g, alors Oy(f(¢)) < | ) et on a 1’égalité pour ¢(t) =

-2
[Zd$2+1 n?

id
D) — n? Td3 2 (—%—]
o) = (t e ().

2) int(f1,9) > %int(fl,fg), dans ce cas
n

Ouf()) = k.(int(f1,9) + = int(fi. £2))




tel-00543687, version 1 - 6 Dec 2010

2.3. LA FONCTION D’ARTIN-GREENBERG D’UNE COURBE PLANE A DEUX BRANCHES49

. ~ int(fi1, f2)
S kil—‘rl( )(ril—‘rl(l) + dl )
s1+1
~ k§1+1() dlnl k1 ()
et on a 1’égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ si+1 gl s+ (WYY
<mSlJrl

3) int(f1,9) = %mt(fl, f2), dans ce cas
Ou(f(9)) = .(int(f2, 9) + Ty.int(f1, f2))

i. d82+1] ( 2 int(fl:fZ))

S [ Tspt1
n2 2+ d§2+1
~ [id§22+1 - 2”2 id§2+l
et on a l'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (t ™ %o+ ,yimQ i
32+1
. 1

geme di(¢) = O "ord tc = < —.
cas) ord(6) = Ou(on). n'ford(0) et 1 = (. 0) < ot

2
1) Siint(f1,g) < %.mt(fl, £2), alors O,(f(¢)) = k.int(fl,g)(1+%). Soit ¢(t) = (£"'7, da(t)) =
(t™ O(tF)) tel que (t™,0(t)) est primitive.

]+1<p<[ -]. On a:
a+1 ma

: : . i
Soit a I'entier unique tel que m} < — < m}_,, alors [
P

km

Ou(f1(0) = —T(rgdy + (ner = mg ) dgp.)

. Mais ¢; < alors ¢’ < a.

v
O¢(¢)
km
O:(f1(9)) < F(Tid}z + (M1 —m'a)dyy,)
= p.(rody —m' dtlerl) +p-m1a+1dclt+1
< 0'(i,a).

Si ¢ = a, O(fi(¢)) < 0'(i, a).
On a I’égalité pour
o) = (t"P,y () = Y it + Zt).

Jpj<i

Ou p = [—] et Z est un élément générique de K. Sous ces conditions on a ¢; = —. En
n

n2
nl

particulier, Ot(f1(¢~>)) = 0'(i,a), et par le lemme 2.3.1.1) Ot(fQ(é)) = 0'(i,a).
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2) Siint(f1,g9) > %.mt(fl, fa2), alors Oy(f(¢)) = k.(int(f1,9) + %.mt(fl,fg)). Avec le méme
i int(fi, o)

o] = et I'égalité est atteinte pour
m

argument que dans 1), on a Oy(f(¢)) < 0'(i,a) + | pT

Bt) = ("7 y/(t) = Y cith + Zt')

J,P3<i

1
ou p = [—] et Z est un élément générique de K.
ma
m
3) Siint(fi,9) = ﬁ.int(fl, fa), on conclut comme dans le deuxiéme cas, partie 3).
ILii) Si g2 < ¢, un calcul similaire montre le résultat. Remarquons que dans ce cas, ¢ =
2

m
c(fa,9) < %, ce qui implique que les termes k. (i), 60'(i,a),a > L; n’apparaissent pas.
n

La fonction d’Artin-Greenberg et le semi-groupe de f

Dans cette partie, on étudie la relation entre la fonction d’Artin-Greenberg et le semi-groupe
de f. Remarquons que dans les théoremes 2.3.6. et 2.3.12., en considérant (O.(f1(¢), O¢(f2()))
!

comme étant un élément de N2, et en regardant ’ensemble {ﬁ(n ), l=1,2,1<a< Mk}, on

d,
trouve I’ensemble
it it 1
(o, U )y oy (L) iy < ) sic< T oy T
a a n '
it nt
{(r},r2)]a < q, (v, ”’«d#f?))wl <a<h (m((d%m,rg)w? <a<hy} sinon
\ : m,  m; .
ou ¢ est le plus grand entier tel que — = — < cet pour j =1,2
n
J
: Mg+1
L= q sic# Y
g+ 1 sinon

Mais, cet ensemble avec les multiplicités a l'origine de f; et fy est équivalent a la donnée de
I’ensemble des maximaux irréductibles du semi-groupe de f, d’apres le premier chapitre la
proposition 1.2.19.

Exemple 2.3.13 Soit f = f1.fo = (y* — 2)((y* — 2%)? — 2°y).

Les suites caractéristiques associées a fi et fo sont respectivement :

mi=ri=2=d=dl, ml=ri=3ctdi=1,mdi=ri=4=d=di, m=6=r}, di =2,
7

m3=7,d3=1 et ri =13. Dans ce cas c(fi, f2) = 2 et g =1.

Les formules trouvées dans le théoréme 2.3.6. et le théoréme 2.8.12. donnent (1) =3+6 =9,

B(2) = 18 et B(3) = 27.
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D’apres le premier chapitre, on sait que pour avoir le semi-groupe de f on a besoin de I’ensemble
des maximaux irréductibles de T'(f), le semi-groupe de fi, et celui de fy. Dans [14] M.Hickel
a montré que la fonction d’Artin-Greenberg d’un polynome irréductible avec sa multiplicité a
I'origine déterminent son semi-groupe. Ainsi, pour avoir le semi-groupe de f = fi.fs, il suffit
d’avoir [, 02 et  avec les multiplicités de fi, fo a l'origine. En effet 3 détermine ’ensemble
des maximaux irréductibles de T'(f), ; avec la mutiplicité de f; a lorigine (resp. (35 avec la
multiplicité de fo a origine) déterminent I'(f1) (resp. ['(f2)). Ceci suffit d’apres la proposition
1.2.19. pour déterminer le semi-groupe de f.

Calcul de 3(i) pour i > n?

Soit
K2 (i) = Eq Si [“2] 22 0 mod a2
—¢n
¢ [’j—g] —1 sinon
6%(i,a) = [m_g]("”gdg - mi-diﬂ) + ZdZH Sl[mﬁﬂ] < [m_g]
0 sinon

Lemme 2.3.14 Soit ¢(t) € K[[t]]?, ord,(¢) < i. Comme f, est irréductible, alors

¢ =y fo <= Ordt(¢> = Ot(¢1>?n2|ordt(¢) el C<f2’ ¢) ~ Ordi((b)'

Démonstration Voir lemme 2.2.4.
Lemme 2.3.15 Soit ¢(t) € K[[t]]*, ordy(¢) < i, ¢(t) = ( ", y(t)), et soiti € N tel que i > n? :
621 f = ordy(9) = Or(6) et ((n'lords(@) et e(fi,d) > ——) ou (n*fordy() et c(fa,6) >

] ord(¢)
i

ord,(¢) ))

Corollaire 2.3.16 Soit ¢(t) € K][t]]?, ordi(é(t)) < i. Pour calculer 3(3), il suffit d’étudier

O(f(o(t))) lorsque ¢ vérifie l'une des conditions suivantes :

1) ordy(¢) < O(¢1).
2) ordy (@) = Oy(¢1), n' ne divise pas ordy(p) et

soit n? ne divise pas ord,(¢)

soit n? divise ordy(¢) et c(fo, @) < ordi(qﬁ)‘

7
ord;(¢)
soit n? ne divise pas ords(¢)

soit n? divise ordy (@) et c(fo, @) < ordi(gb)‘

3) ord (@) = Oy(¢1), n' divise ords(9), c(f1, ) < et
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Lemme 2.3.17 Soit ¢(t) € K[[t]]?, on suppose que ¢(t) = ¢(t*) ot ¢(t) est une représentation
primitive de ¢(t). Posons ord,(¢(t)) = m. Supposons que km < i et que n® ne divise pas mk.

)} On 0 Ol fal@)) < K, 1 (0).72, 1

j+1

Soit s5 = max{0 < j < hg|m =~ 0(

Démonstration Voir lemme 2.3.11.

1 2

Théoréme 2.3.18 ) Sic < m_11 ou 221 alors
n n
. . _ nt( f1, _ 1 . ant( fi,
500) = mas{(n' +n2)i K0+ TS gy g Ly P TD
- int(f1, fa) : iy int(f1, f2)
ki(l)(rz + T)? 92(17 a) + [W]T'a < hQ}
1 2
II) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —1q = —q < c et soit pour j = 1,2
n?
L =4 sic# —L— q+1
g+ 1 sinon

2 1
B) = max{(n' +n2)i, ky(0)(r} +72).0'(i, @) + 5.0 (i, @), 0%(i. @) + 5.6%(i, a)a < g

B2+ I gy g (L) UL o,
067 + I 2,0y 4 [ I o <y

Démonstration On démontre II, la démonstration de I étant similaire. Soit ¢(t) € K[[t]]* tel
que ordy(¢(t)) < 4. On pose ¢(t) = (t*) ol ¢(t) est une représentation primitive de ¢(t), soit
g le polynéme unitaire irréductible tel que g(o(t)) = 0. Posons c¢(f;, g) = cl,l =1,2.

Soit 57 = max{0 < j < hy|m ~ O(d? )}, s2 = max{0 < j < hy|lm ~ O(dZ

2.3.11. et le lemme 2.3.17., k.int(fy, ) < KL (@) o et kint(fa, 9) < k52+1( D2 L.

D’apres le corollaire 2.3.16., trois cas sont possibles :

1 cas) ord,(¢) < Oy(¢n). Ici O,(f(¢)) < (n' +n?).i et on a Pégalité si ¢(t) = o(t) = (0,t).
2% cas) ordy(¢) = Oy(¢1), n' ne divise pas ord,(¢). Dans ce cas, soit n* ne divise pas ord(¢)
soit n?lordy(¢) et co = c(fa,0) <

possibilités :

)}. Par le lemme

D’autre part, par la remarque 2.3.2., on a trois

v
ordy(¢p)
nt(fr,9) _ int(f2,9)

nl n?

1) int(f1,9) < %z‘nt(fl,jé), dans ce cas,
n
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n2

o Si sy +1< g, alors Oy(f(9)) < kb yi(i)rl (1 + F) Si

1
: B (0 22—

o(t) = d(t) = (t an gl ()

s1+1
1 N L n? 1 Nl 2
alors Ot(f(¢)) = ksl—i—l(Z)'Tsl—&—l(l + 1) ksl—i-l( )( 31—1—1 + rsl—i—l)'
it )
o Si sy +1> g, alors Oy(f(¢)) < ki, 1(0).(r} 11+ md({;ﬁ)) On a 'égalité si ¢(t) = ¢(t) =
s1+1
s 1( ) 1 I3
T (),

2) int(fi,q) > %mt(fl,fQ). Dans ce cas :
n

Ou(f(9)) = k.(int(f1, 9) + “r.int(f1. f2))

. . Z?’Lt(fl, fg)
< kil—‘rl (2)(T;1+1<Z> + 1 )
d81+1
- : O R
et on a 1’égalité pour ¢(t) = o(t) = (t s1+1 ’yiml +1(t s1+1))),
s1

3) int(f19) = —3int(fi. f2) :

o Si n? ne divise pas ord;(¢), alors

Ou(f(9)) = k.(int(f2, 9) + Ty.int(f1, f2))

; Znt(fla f2)
< ki (1).(r —2 )
So+1
: ~ K2, 4 (0). K2 G
et on a 'égalité pour ¢(t) = o(t) = (t st g2 o (HRen )
i so+1

o Si n?lordy (@) et c(fo,d) = o <

S a@) écrivons @(t) = (P, ¢o(t)) = (£™*,0(t%)) ou

(™, 6(t)) est primitive.

Soit a 1'unique entier tel que m2 < — < m?2,,, en particulier [—5—]+1<p<[—]. Ona:
m

km

Ouf2(0)) = g (r2ds + (e — 3 )y )

alors ¢’ < a.

<

i
ord;(¢)
Si ¢’ < a, alors
km

Ot(f2(¢)) n2 (2d2 ( a+1—m2a)d2+1)
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=p.(rad; — m2ad2+1) + p‘m2a+1d3+1
< 0%(i,a).
Si ¢ = a, alors Oy(f2(¢)) < 0%(i, a).
Pour avoir 1’égalité, on pose

o) = (" y(t) = Y V4 Zt).

J,Pj<i
Ou p = [—] et Z est un élément générique de K. Sous ces conditions on a ¢ = ——=. Par

e o np
conséquent Oy (fo(d)) = 0%(i,a) et Ou(f1(¢)) = [L]‘mt(fl, f2).

m2 d?
3 cas) ordy (@) = Oy(é1), nilordy() et ¢ = c(fi,6) < —

ord, (o)

. D’autre part, par la remarque 2.3.2., on

. Dans ce cas soit n? ne divise

pas ord(¢), soit n*lords(¢) et co = c(f2, ¢) <

a trois cas :

i
ord;(¢)
1) int(fi,g9) < %.mt(fl,fg) : dans ce cas O(f(¢)) = k.ant(f1,g)(1 + Z—j) Ecrivons ¢(t) =
(t"'7, ga(t)) = (£, 6(t%)) o (t™,6(t)) est primitive. |

0 i
Soit a I'unique entier tel que m} < ” < mgy,q, done | J+1<p<[—] Ona:

1

Mas1 m}
km m, m,, 1
_ 171 1 1371 Mg g +1 .
O(f1(0)) = - (rgdy+(n'ci—my)d,, ) ol " < < i Mais ¢; < 0.0 alors ¢’ < a.

Si ¢’ < a, alors
km
Ou(f1(0)) < F(Tid}l + (mlap —m'a)dg,)

= p(rady — m'ady i) + pmlady

< 0'(i,a).
Si ¢ = a, alors O(f1(¢)) < 0'(i,a).

Pour avoir 1’égalité on pose

o(t) = ("7 y/(t) = Y itV + Zt").

J,PI<t

i i
Oup = [—1] et Z est un élément générique de K. Sous ces conditions on a ¢; = ——. Par
ml nlp
2

conséquent Oy(f1(¢)) = 0(i,a), et par le lemme 2.3.1. O;(f2(¢)) = %.01(2', a).

2) int(fr,9) > ﬁ.mt(fl, f2) : dans ce cas Oy(f(9)) = k.(int(f1,9) + m.mt(fl,fQ)). En appli-
quant le méme argument que dans le troisiéme cas, partie 1) on obtient O;(f1(¢)) = 0'(i,a) et

O fo(@)) = [y A S2)

a



tel-00543687, version 1 - 6 Dec 2010

2.3. LA FONCTION D’ARTIN-GREENBERG D’'UNE COURBE PLANE A DEUX BRANCHES55

3) int(f1.9) = —.int(f1, fo) :

o Si n? ne divise ord;(¢), alors
Ou(f(9)) = k.(int(f2. 9) + Ty.int(f1, f2))
2 int(f1, f2)

<R (0.2 + ),
so+1
2
), ., bt k§2+1'd?n7 2 k2
et on a 'égalité pour ¢(t) = o(t) = (¢ ofl oy oo ().
. so+1
o Si n?lordy (@) et ca = c(fa, ) < dz<¢), éerivons @(t) = (177, go(t)) = (t™*,0(t%)) on
ordy
(t™,0(t)) est primitive.
Soit a I'unique entier tel que m? < < mZ,, en particulier [——]+1<p < [%] On a:
P ma+1 ma
km . m2/ m_, 1 . Z
Ou(fa()) = ?(rg,dgl+(n202—m3,)dé,+1) ou n—g << ;;r . Mais ¢, < 0u0)’ alors ¢ < a.
Si ¢’ < a, alors
km 5 2 2\ 72
Ot(f2(¢)) S F(Tada + (m atl — M a)da—l—l)
= p.(rid; - m2ad§+1) + p.m2a+1d§+1
< 0%*(i,a).
Si ¢’ = a, Ou(f2(9)) < 62(i, a).
Pour avoir 1’égalité on pose
Bt) = (77,5 (1) = Y Gt + 2t).
J,Pj<i
Oup = [%] et Z est un élément générique de K. Sous ces conditions on a ¢y = % Par
m?2 n2p
) ~ . ~ v, wnt( f1,
conséquent Oy(fo(0)) = 02(i,a) et Oy(f1(¢)) = [W]#
2.3.2 Calcul de 3(i) si n' = n?
On suppose dans cette partie que n' = n?.
Calcul de 3(i) pour i < n'
nt nt n? n?
Soit q1 (resp. qz) 'unique entier tel que — < i < —— (resp. — < i < ——). Avec ces
dth dq1+1 dqz dq2+1

notations on a le théoreme suivant :
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m! 2
Théoréme 2.3.19 [) Sic < —1 ou ﬁz alors
n n
. Z?’Lt(fl, fg) Zdilz mt(fl, f2) Zd2
B(i) = max{(r, + T)'[F“a < q, (rs + T)'[n Jla < g2}
ml 2
II) Sinon soit q le plus grand entier tel que —1q = —2q < c. On pose pour j =1,2
n n ,
m’
. q+1
L,=144 51 ¢ # Y
qg+1 sinon
i) St q < qu, alors
4 id} int(fi, id} int(fi, id?
506) = mase{(r2-+12) [ 2210 < g, (4 PRI 1oy g, o2y LT, My < gy,

.dl
i) Sy < . alors a1 = gz et 5(0) = max{(r} +72) [-2]ja < a1},

Démonstration Voir théoreme 2.3.6.

Remarque 2.3.20 Avec les mémes notations de cette partie remarquons que dans le théoréme
2.3.19, l’ensemble {(O:(f1(0(1))), Ot(f2(0(t)))} contient les mazimauz irréductibles du semi-
1

2
groupe de f pour i < max{——, nT}
dy, " d,
Calcul de 3(i) pour i > n'

1 2

Théoréme 2.3.21 ) Sic < m_11 ou ﬁzl alors
n n
: Ay int(f1, f2) : i o int(fi, f2)
B(i) = max{(n +n®)i, ky(0) (ry + ——577),0' (1, 0) + [ ] = Ja < Iy
2/ 2 Znt(fbe) 2/ - { Znt(fhfZ)
20008+ ), 07 0) 4 ) T < )

my  m
II) Sinon, soit q le plus grand entier —* 1 = —2 <c. On pose pour 7 =1,2

n n

N PR
;=
qg+1 sinon

2 1
B(i) = max{(n' +n2)i, k1(0)(r} + 12),0'(i,a) + %91@, a),0%(i, a) + %.92(2', a)la < g
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int(f1, f2) i ant(f1, f2)

ki(l)(r}z + d—(ll)7€1(iaa> + [E]d—}lLLl <a S I’Ll
» Cih
002+ T gy g () PR o<y

Démonstration Voir théoreme 2.3.18.

2.3.3 La classe d’équisingularité de f

Soit G et g deux polynomes unitaires de K[[z]][y]. Supposons que G = G1.G3 et g = g;.¢2 avec
G1,Ga, g1 et go sont irréductibles dans K[[z]][y]. Rappelons que G et g sont dits équisinguliers
s

1) Pour : = 1,2, G; et g; sont équisinguliers.

2) ¢(G1, G2) = (g1, g2)-

et que la classe d’équisingularité de g = ¢1.92 € K[[z]][y] est donnée par 'ensemble suivant :
{G € K][[z]][y]| G et g sont équisinguliers }.

Théoreme 2.3.22 Les notations sont celles de ci-dessus. Si g et h sont équisinguliers alors g
et h ont la méme fonction d’Artin-Greenberg.

Démonstration En effet, on peut vérifier que dans les formules donnant la fonction d’Artin-
Greenberg de f, les expressions sont des invariantes de la classe d’équisingularité de f

Remarque 2.3.23 Deuz polynomes f = fi.fs, 9 = g1.92 Equisinguliers ont la méme fonction
d’Artin-Greenberg, mais deux polynomes mon équisinguliers peuvent avoir la méme fonction
d’Artin-Greenberyg.

Soit = fi.fo= (y* —2%).[(y* —2°)* = 2%y], et g = g1.go = (v — 2°).[(y* — 2°)* — 2Ty]. Les
formules des théorémes 2.5.6, 2.53.12., et 2.3.18. montrent que la fonction d’Artin-Greenberg de
f et celle de g sont les mémes, en particulier pour i < n? la fonction d’Artin-Greenberg de f
et de g est 3(i) = max{9i,60'(:,0),0(i,1)} ou

01(@,’0) _ 24 S0 [§] < [5]
0 simon
gy dBEIFT si0<g]

et pour i > n?, celles-ci sont données par

B¢ (i) = max{6i, 9k; (i), 3.0" (i, 0), 3.0" (i, 1), ;92(1‘, 0), ;.92(1, 1)}
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et celle de g est

8,(i) = maw{6i, 9k (i), 3."(i, 0), 3.6 (i, 1), 2.93(@ 0), 2.93(2', 1)}

avec
, 1 Si 1 2 0(mod2
km:{. £ 0(mod2)
1 —1  sinon
o0 =% SilEI=]
0 sinon
Z- i
61(i1) = 3.3l +4i  Si0<[7]
0 sinon
o1 7
0= Slg <0
0 sinon
1208420 Si[L] <[4
02(i,1) = { el T e Pripl =g
0 sinon
1 1
0= Silgh =1y
0 sinon
1208424 Si[2] < [4]
03, 1) = el e 2tiggl =g
0 stnon

On vérifie que pour i > n? By(i) = B,(i) = ki (7).

2.4 La fonction d’Artin-Greenberg d’une courbe plane a
plusieurs branches

On suppose dans cette section que s > 2. Soit
S
F=1]+
k=1

la décomposition de f en polynémes irréductibles et soit n* le degré en y de fi,k = 1,...,s.
Supposons sans perte de généralité que n* < nF+1.
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On utilise les notations suivantes : soit y¥(t),i = 1,...,n", les racines de fy(t" ,y),k=1,...,s.
On associe & fy, k = 1,...,s les suites caractéristiques (mF)o<i<n,, (d¥)o<i<hr1, (TF)o<i<n,

définies comme dans le premier chapitre.
k

. g n’
Posons yj(t) = > ci.t/ et soit y’zmg(t) = D j<mh i, g = (td'é,yim,g(t)). On pose gF
ak k mk
le polynéme minimal de y* ,(z=*) sur K((x)), on a deg,(g}) = o c(fu,g%) = —2, et

dr’ nk’
int(fr, gk) = rk.

On pose cji le contact de f; avec f, 1 < j #k <s.

Soit g = y™+by(x)y™ *+.. .4by(2) un polynome irréductible de K[[z]][y]. Soit ¢; = ¢(fj,9),7 =
1,...,s et considérons I'arbre des contacts de f.g. Soit

M = max{c|1 < j < s}

et soit [ € {1,...,s} tel que M = ¢(f,9). On pose Q(M) la classe d’équivalence de R(M)
contenant f;. Notons que si f, € Q(M) alors ¢, = M.
Soit ¢ = min{cy;|1 < j # k < s}. Avec ces notations on a les propositions suivantes :

Proposition 2.4.1 Si M < ¢, alors int(fy,g) = n—int(fl,g), 1<k<s.
n

Démonstration Voir prop.1.3.3.

Proposition 2.4.2 St M > ¢, alors :
k

i) Pour fi, € Q(M), int(fu, g) = %int(fl,g)
ii) Pour fic & QM) int(fi, g) =~ int(fi 1)

Démonstration Voir prop.1.3.4.
Soit T'(f) l'arbre des contacts de f et soit P un point de T'(f) :

Définition 2.4.3 Soit f; € Q(P), on définit Q'(P,1) C Q(P) par :
fr € Q'(P,l) si et seulement si c(fy, fi) > P
fr & Q'(P,1) si et seulement si c(fr, fi) < P. On note également f,, € Q'(P,1).
Remarquons que Q' (P,1)UQ'(P,1) C {1,...,s} mais on peut ne pas avoir I’égalité. Notons :
B ={(P)]) tel que Q"(P,1)UQ'(P,l) ={1,...,s}}.

Soit I'(f) le semi-groupe de f et MAI(f) 'ensemble des maximaux absolus irréductibles de
I'(f) et rappelons que cet ensemble est caractérisé comme suit :
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J
Proposition 2.4.4 Soit 1 < j <setl <a<h; tel que (m j) € B et posons :
k mi
n
o —rj =rk  sifieq@ (—Ja, 7)
T T mt(ﬂC int(fr, f)
d]

s1non

et ¥ = (4§, ... %),

)

1) S’il existe i € {1,...,s} tel que ¢ < "™ 4lors Iensemble des mazimauz absolus irréductibles

de T'(f) est donné par :
MAI(f) = JO, . 2"7)

1 s

m
II) Sinon, soit q le plus grand entier tel que — = ... = —% < c¢. On note pour j € 1,...,s,

nl ns
q < hj N

q+1
q st c #

qg+1 sinon.

Soit A = {j,L; < hj}. Dans ce cas l’ensemble des mazimaux absolus irréductibles est donné
par :

MA[(f> = {Ozl, e ’aq} U U{,YLjJrl,j’ - _,th,j}
JjeEA

AR A 1 s —
ot = (ry,...,r5),a=1,...,q.

Lemme 2.4.5 Soit i € N, i < n/, 1 < j < s, et soit p(t) € K[[t]]>. On a ¢ &' f; si et
seulement si ord(p(t)) < i.

Démonstration Voir lemme 2.3.4.

Pour calculer la fonction d’Artin, on va supposer sans perte de généralité que les degrés des
composantes irréductibles de f sont ordonnés comme suit : Soit {N' ... N"} = {n' ... n°},
tel que N! < ... < N”. Pour tout k < r, soit

Ey={j.j=1,...s, f; est de degré < N* en y}.

Rappelons de plus que 3(:) = max{O(f(¢)), o Z' f}. Soit ¢(t) € K[[t]]?, ¢ 2" f. On pose

B(t) = ¢(t*), ol ¢ est une représentation primitive de ¢. Dans ce cas,

) = k. int(fjg)
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ou g est le polynome unitaire irréductible de K{[z]|[y] tel que g(¢(t)) = 0 et soit deg,(g) = m.
o Si degy(g) < multy(g) alors O.(f(¢) < ni.
© Sinon, le calcul de (i) peut étre décrit a 1'aide de I'arbre des contacts de f de la fagon
suivante : soit
M = max{e(f; g)1 < j < s}

et soit [ € {1,...,s} tel que M = ¢(f,9).
J
Si M < calors Oy(f(o) = k.37, int(fl,g).% Voir fig.2
. . n’ . m :
Si M > calors O(f(¢) = k'(ijeQ(M) mt(fl,g).ﬁ + ijgQ(M) int(f;, fl)m> Voir fig.3

L’idée utilisée dans les démonstrations des théoremes prinicipaux serait de faire varier g de
facon que ¢ 2 f dans tous les cas. Dans ce qui suit on présente I'arbre des contacts de f dans
la figure 1, de f.g ou ¢(f;,g) < ¢ (figure 2), et celle de f.g ou ¢(f;, g) > ¢ (figure 3).

c c c
M
fig.1 fig.2 fig.3

Lemme 2.4.6 Soiti € N, i < N7. Soit ¢(t) € K[[t]]?, ord(¢(t)) = mk < i, et soit u ¢ Ej i.e.

u du
")} On a kint(f,,g) < [~
djyy n

n* > NJ. Soit s, = max{0 < j < hy|m ~ 0(

Démonstration Voir lemme 2.3.5.
Lemme 2.4.7 Soiti € N, N/ <i < N/*! on a

B(i) = max{O:(f(d(t))|6 &' fi, k € Ej,orde(e(t)) < i}
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Démonstration Voir lemme 2.3.8.

Lemme 2.4.8 Soit ¢(t) = (¢1(t),d2(t)) € K[[t]]> et i € Non/ < 4. On a : ¢ = f; si el

seulement si ordy(¢) = O(¢1),n? divise ord(¢) et c(fj, ) > ordi(qf))‘

Démonstration Voir lemme 2.3.9.

Corollaire 2.4.9 Soit ¢(t) = (¢1(t), d2(t)) € K[[t]]?, ord(¢) < i, et soit i € N,n/ < i. Pour
calculer B(1), il faut étudier Oy(f(¢)) lorsque ¢ vérifie l'une des conditions suivantes :

1) Ordt<¢> < Ot(¢1)

2) ordy(¢) = Oy(¢1), n*, k =1,...,j ne divise pas ordy(¢).

i :
3) Ordt(¢) == Ot(¢1)7 nk|0rdt(¢> et C(fk, gb) S m, k? = ]_, BN
Soit j € {1,...,s}, a € {1,...,h;} on pose |
W) = i ] si [142] 2 0 mod d]
¢ [f—fl] — 1 sinon
. | (rid) —mi.d, )+ id, si[—| < [—
. I )i s <[]
0 sinon

Soit i € N. Soit ¢(t) € K[[t]]?, ords(¢(t)) = mk < i. Supposons que @(t) = ¢(tF), ot ¢(t) est

une représentation primitive de ¢(t). Soit g le polynome unitaire irréductible de K|[x]][y] tel
. . n*

que g(¢(t)) = 0. Soit s, = max{0 < j < h,|m ~ 0<d“ )}

j+1

Avec ces notations on a le lemme suivant :

Lemme 2.4.10 Soit i € N,i > NJ. Soit ¢(t) € K[[t]]?, ordi(¢(t)) = mk et soit u € E; tel que
n* ne divise pas km. On a Oy(fu(9)) < k¥ 1 (1).r8 4.

Démonstration Voir lemme 2.3.11.

2.4.1 Calcul de 3(i) pour i < N'

n’ n’
Soit ¢;,j = 1,..., s 'unique entier, tel que << . Avec ces notations on a le théoreme
a;j q;+1

sulvant :
ml
Théoréme 2.4.11 [) S’il existe j € {1,...,s} tel que c < —Jl alors
n

, id!, n mt(fl, 1) m,
B(i) = max{[—].( Zl Tt — e <al=1.s ("¢ ) €B}
FieQ (=) Fi2Q (D)

1l

n
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ml s
II) Sinon soit q le plus grand entier tel que —lq =...=— <c. Onnotepour j €1,...,s,

n ns
q< hj N

pola sicptm
;=
g+ 1 sinon.
Soit A = {j, Lj < h]} N
i) Siq<qy,v=1,...,s, alors
‘ id), o~ id! n’ mt(fi, fi
ﬁ(z):max{[ﬁ].z:rﬁagq; [F“ Z WTZ+ %NLZ <a<q,
= feQ (2g.0) LeQ(men

l
m,
le A, (_nl 1) e B.}

ii) S’il existe v € {1,...,s} tel que q, < q, alors
B(i) = max{ Zri\a <aq}

Démonstration On démontre II), la démonstration de I) étant similaire. On a
B(i) = max{k.O;(f(#))|k.ord;(¢) < i et ¢ élément primitif de K[[t]]*}.

Soit ¢(t) un élément primitif de K[[t]]* d’ordre m, et soit g le polynéme unitaire irréductible
de K[[z]][y] tel que g(¢) = 0. Soit k € N tel que k.ord;(¢) < i. On a

= Z int(fj? g)

ni ni m
On pose ¢; = ¢(f;,g). Comme — <i< alors ¢; < jj
n
a; q;+1
Soit M = max{c(f;,9),7 = 1,...,s} et ¢ = min{e(f;, fp), < j # p < s}. Supposons que

M = c(f1,9) pour L € {1,...,s}.

n’
i) Supposons g < ¢;. On pose s; = max{0 < p < h;|m =~ O(dj
p+1

)} pour j =1,...,s. On a les

cas suivants :

1¢" cas) Si ordy(¢) < Ou(¢1) alors,

kO (f <Znﬂ

et on a 1'égalité si ¢(t) = (0,t").
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20me cas) Si ord;(¢) = Oy(¢1). Supposons ¢(t) = (t™,y(t)) :
J
1) M < c alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g) = n—l.mt(fl,g) pour tout j € {1,...s}. D’autre
n

id!
part on a par le lemme 2.4.6. k.int(f;,g) <| :Ll;rl].rilﬂ.
i ad J ,
o Si s+ 1 < g, alors k.int(f;,g) < %[ ;’;rl].rlslﬂ. Mais dans ce cas %.riZH =), Par
conséquent,
s 1
kot(f( l+ erl—f—l
idls +1 l )
. bt [ rfl dln [stl"fl]
Sig(t) = o(t) = (t Ty (B77) alors
idil-i-l - J
Ou(f(o(1))) = [T] erlﬂ'
j=1

o Sis;+ 1> qalors

int(fj,9) = %int(ﬁ,g) si fj € Q(M)

.dl
Mais par le lemme 2.4.6., k.int(f;, g) < [Zs—’ﬂ].rl (7).

n! si+1
o _ kmd. 1 dd ., 1 ,
D’autre part, —- ZSZH. — < SZZH]. ——. Par conséquent,
n gy 11 nt o dg

LOO) < (Y Dantla)+ Y Sint(h.£)

fi€Q(M) fi¢Q(M)

n’ st+1 s+1 int(fi, f;)
< T mifEdLe 3 ey hd)
£€Q(M) £i8Q(M sit+l
id!, nJ int(fi,

_ [ Tz;»l]( Z Sl+1 + Z dfl f]))
feqan " figQay sttt
o)l i 1

7 I e nl s gl
On a l'égalité si o(t) = o(t) = (¢ ot 7yil+1(t[ o).
2) Si M > ¢ alors d’apres la prop.2.4.2.,

J

RO(f(@) = k(Y th fir9) Z —.int(fi, ;).

fieQ(M) QM
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id! k 1 id
Par le lemme 2.4.6., on a k.int(f;, g) < [S—Z;Ll].riﬂ. De plus —7? < [t
n n

]. Par conséquent

] 1
alSlJrl n

id!, n’ int(fi, f;
ROSO) < [ (3 Tt 3 M,

d
£1€Q(M) ey sl

-l
stl+1 nl

- . iy

et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ " yélﬂ(t[ o M.

ii) Si g, < qavec v € {1,...,s} alors ¢, = ¢; pour tout j € {1,...,s} et ¢; < M pour tout
j=1,...,s d’ou le résultat de ILii).

2.4.2 Calcul de (i) pour N <i < N?

n’ n’ . A
Soit ¢j,j ¢ Ep l'unique entier, tel que 7 <i < y . Avec ces notations on a le théoreme
q5 Qj+1

suivant :

J
m

Théoréme 2.4.12 [) S’il existe j € {1,...,s} tel que ¢ < _31 alors
n

n’ mt(fl 1)
= max n]zkl —r—l— — g < byl € Ey;
Cwakol T Sae ¥ My
fgeQ’(%,l) Fi#Q (D)
id!, n’ mt(fl, 1)
[F]'( > ﬁ-riﬂr Y —a<ql ¢ By
€Q ("™ 1) J2Q ("™ 1)
i i int(f;, fi) mg,
> W@l@an > [l <hl,leE1,( 1) € B},
HEQ (™ ) H#Q (™ )
ml s
II) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —lq =...=—2 <. On note pour j € 1,...,s,
n ns
q < hj N
L= q sic# qH
g+1 sinon.

Soit A = {], Lj < h]} N
i) Siq < qy,v ¢ Ey, alors

S S

= max{}_ n'.i; [Zn—;l].z sila< gl ¢ E6',a)y %]a <gq,l€Ey
j=1

j=1 j=1
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J int .
e Y Zae % m(cjlc+f”))|Ll<a§hl,leE1mA;

l TLZ l

FEQ(8.0) F#Q(g0)

id! nl int(fi, f;)

el Zl Tt | T)|Ll<agq,,z¢E1,zeA;
Fi€Q (T Fi#Q (7 0)

o i yint(f, fi) My
Z W.Gl(z,a)—i— Z [W]d—llel <a§hl,l€ElﬂA,(ﬁ,Z) EB}
FEQ (241) Q' (™5 )

ii) S’il existe v ¢ Ey tel que q, < q, alors

S S

, L ad , , n’ m
B(i) = max{jz_; n’.i; [F] Z rila < q,l ¢ Ey;0'(i,a) Z ﬁ|a <q,l e B

l,l)eB}

_a

l
n
j=1 j=1

Démonstration On démontre IT) la démonstration de I) étant similaire. Rappelons que pour
N' <i< N2

B(i) = max{O:(f(¢(t)))6(t) € K[[t]]*, ¢ 2' f;,) € Er, orde(¢) < i}

Soit ¢(t) € K[[t]]? d’ordre mk < i. Soit ¢(t) d’ordre m une représentation primitive de ¢(t), et

soit g le polynéme unitaire irréductible tel que g(¢) = 0. On a

Ou(f(9) = k 3 int(f;.9)

n n’ m. )
On pose ¢; = ¢(f;,9). Comme — < i < — alors ¢; < —Z pour tout FE;.
j j 7 7 j p J

nJ
q; q;+1
Soit M = max{c(f;,9),j=1,...,s} et c =min{c(f;, f,),1 <j#p <s}
nj

i) Supposons ¢ < gy, v ¢ E;. On pose s; = max{0 < p < hjjm ~ O(dj_)} pour tout

p+1
j=1,...,s. D’apres le corollaire 2.4.9. on a les cas suivants :

1¢7 cas) Si ordi(¢) < Oy(¢1) alors,
Oulf(9)) < Y i
j=1

et on a I'égalité si ¢(t) = o(t) = (0,).

2°m¢ cas) Si ord;(¢) = Oy(é1). Supposons ¢(t) = (t™, y(t)) :
Fixons [ € {1,...,s} avec ¢(f1,g9) = M, soit | € E; et soit | ¢ Ej.
Dans le cas ou [ ¢ E :
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J
1) Si M < c alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g9) = n—l.z'nt(fl,g) pour tout j € {1,...s}.
n

idg+w l

D’autre part on a par le lemme 2.4.6. k.int(f;,9) < [—7—].7541-
n

nd id. nJ
o Si s+ 1 < g, alors k.int(fj,9) < —| —atl 1. Mais dans ce cas — " !

n 1 s1+1 Par

—
nl — TSZ_H.

conséquent,

)
’Ldsl+1

et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ R yilﬂ(t[ 7 1)). Dans ce cas

idy, 11 id)
Notons que dans ce cas [—7—] = | l] |, 7 ¢ FE.
n n

© Sis;+ 1> q alors

int(f;,9) = ”—jmt(fl, 9) si fj € Q(M)
int(fj,9) < mant(fy, fi) st f; € QM)

i, 4y ! km kmdy 1

1y 1(1). D’autre part, — =
1 ] s;+1 ) 1 1 1 —
n n nt o d

Mais par le lemme 2.4.6., k.int(f;, g) < |

ZdiH—l] 1
’I’Ll

[

7 . Par conséquent,
s;+1
Of) <k Y Samt(g)+ S Dint(fi )

fi€Q(M) fi€Q(M)

'7 st 1 s 1 Z’I’Lt flv.f)
Szn—[nﬁ sl+1+z l+'dl =)

nl
F,€Q(M) £i2Q(M) sitl

y ; . |
= [ LY S Y i

d
fi€Q(M) ey sl

)
stl+1 n! id!

sl+1

5 7 e 2 7 nl “al
et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ Gt yéﬁl(t[ ).
2) Si M > ¢ alors d’apres la prop.2.4.2.,

Of@) = k(Y Tint(fug)+ S Dnt(hi£).

fi€Q(M) Fi¢Q(M)
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id, k 1 id!
Par lelemme 2.4.6., on a k.ént(fi, 9) < [—7=] 4. De plus _7? < —— [—45]. Par conséquent
" " dgp1 M
id., ni int(fy. f;
OfO) < [ Y T 3 L)
f;€Q(M) £,€Q(M) si+1
il g1l

s s ., ~ P A R ¢
et on a 1’égalité pour ¢(t) = o(t) = (t ot yéﬁl(t[ ).
Dans le cas ou [ € E; on a les possibilités suivantes :

cas 1) ord;(¢) = O4(¢1) et n/ ne divise pas ord,(¢), j € E.
Si j = [ on a les possibilités suivantes :
J
1) Si M < ¢, alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g) = n—l.mt(fl,g) pour tout j € {1,...s}, et
n
par le lemme 2.4.10., k.int(fi,g) < k. (i).rl ;.
. . < nj l N ] . nj ! j
o Sis +1<gq, alors k.int(f;,g) < ﬁkslﬂ(z)-?}lﬂ- Mais dans ce cas T Ts = Tat Par
conséquent,

Ot(f( < kil+1 erl+l
et on a Iégalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ 'ﬁ,yélﬂ(tkél“(i))). Dans ce cas,
Ot(f((b(t = k.lsl+1 Z rsl—&-l

© Sis;+ 1> q alors
int(f;,9) = Sint(fi,g)  si f; € QM)
int(f;,g) < Sant(f;, fi)  sif; € QM)

Mais par le lemme 2.4.10., k.int(f;, g) < k! (i) ().

k; k. mdls 1
= 1 i dl S k.lsl+1( )
n s;+1

D’autre part, —- Par conséquent,

ay
Of@) k(Y Sty + 3 Dint(hif)

fi€Q(M) fi€Q(M)

n/ . . mt(fz,f*)
< Z Sl+1 sl+1+ Z ks;—l—l * dl : )

fequn Fi¢Q(M) sitl
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SHaO( Y e Y MR,

d
f€Q(M) figQy sl
nl

g (@ ).

klslﬂ (3)

et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢

2) Si M > c alors d’apres la prop.2.4.2.,

Ol f(e) =k ( > = " n int(fi,g) Z —.int(fi, f;))

f;€Q(M) ZQ(M

k 1
Mais par le lemme 2.4.10., on a k.int(f;,g) < k. _(i).r,,;. De plus TT < T kL (). Par

s;+1
consequent

OF@) < Ky 3 oty 3 DI,

d
F€Q(M) figQy sl

- k! e ,
et on a 'égalité pour ¢(t) = o(t) = (t sp+1 7ysl+1(tkil+1(l)>).
m; mJ.
Cj S q.J .
nJ

Notons que pour j € Ey, ¢; peut prendre la valeu
Sij #1, alors :
cas 2) ord;(¢) = Oy(¢1), n! divise ord;(¢) et ¢ <

ord,(¢)
1) Si M < ¢, on pose ¢(t) = (t"'P, gbg(t)) = (tm*, H(tk))|( t™,0(t)) est primitive.

Soit a I'unique entier tel que m/,

]+1<p<[ ] On a
mll+1 ma

kEm 1 mé/ mf]’-{-l .
Ou(fi(e)) = o —(rldl, + (nfey — mly)dy ) avec puy < ¢ < T Mais ¢ <

v !
< p < My, 4, alors |

?

ord (o)

d’out

q <a.

Si g’ < 0, OA() < 2t + (mys = ml)dh) = p(rbdy — ) + pmdpad, <
0'(i,a).

Si ¢ =a, O/fi(¢)) < 0'(i,a).

L’égalité est atteinte si

60 = 90 = 7.y (1) = 3 At + 20,

J,PI<t

ou p=[—] et Z est un élément générique de K.
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)
Sous ces conditions on obtient ¢, = —— =¢;,j = 1,...,s, et O(fi(¢)) = 0'(i,a). Mais d’apres
nt.p

J
la prop.2.4.1., Ou(f;(¢)) = %.Ql(z’, a), par conséquent

S

Ou(f(¢)) = 0'(i,a). > —

i=1

2) Si M > ¢, avec les mémes arguments que le deuxieme cas 2), et si M = cont(f;, g), avec
[ € Fy, on obtient d’apres la prop. 2.4.2.

Ou(f;(0)) = 4r.6'(i, a) si f; € Q(M)
0u£(6)) = [y "I g an)
En particulier,
of@n= Y Bhias Y LA
feQ(m) peey "

ii) Si g, < q alors g, = ¢; pour tout j ¢ E, ainsi on obtient le résultat de ILii).

2.4.3 Calcul de 3(i) pour N* < i< Nutl

. . . . nl n’ . .
Soit ¢;,j ¢ E, l'unique entier, tel que —— <1< . Avec ces notations on a le théoreme
95 q;+1

suivant :
mj
Théoréme 2.4.13 ) S’il existe j € {1,...,s} tel que ¢ < —jl alors
n

J int .
maX{ZnJ ikl (i Z n—l'r’é + Z Mﬂa < hy,l € Ey;

di,

fgecz’(m—% ! Q™% )
id! n’ int(f1, f;)

[7]'( Zl WT + —d Na < q,l & E,

FEQ/(Z8) Q! (™ 1)
W i int(f;, ) m,
ﬁﬁ%ﬂ%F > [ la < bl € By (SF1) € B}
£EQ (4 1) Q' (25)
ml s
II) Sinon, soit q le plus grand entier tel que —lq =...=— <c. Onnote pour j € 1,...,s,

n nS

q<hj N
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+1
=14 sic# —1— Mgt

qg+1 sinon.
Soit A = {], Lj < hj} N
i) Siq < qy,v ¢ E,, alors

S ] dl S ) S ]
= max{}_nl.i, [2—7]. S rla<qld Bb(ia).y %m <ql€ B,
j=1 j=1

j=1

O A 3 mt(f”ff))|Ll<a<h,,zeE N A;

a nla
FeQ (™ 1) HEQ (™ )
'Ldi TL] mnt s
el > FTH > (f fj))|L <a<q,l¢E,leA
EQ ("™ ) J2Q (™5 1)

l

n i mt(f )
> —Gl(za)+ > [l <a<hl€E, mA( 1) € B}
fjecz'(*;’—%,l) @ ()
ii) S’il existe v ¢ E, tel que q, < q, alors

S S ; 1

. ad, : . n’ Mg
= max{z n’.i; [7] Zrﬂa <q,l ¢ E,;0(i,a). Z E|a <aq,l€E, <F’ l) € B}.
j=1

7=1 7j=1

Démonstration On démontre II), la démonstration de I) étant similaire. Rappelons que pour
N <q < Nuwtl,

B(i) = max{O:(f(o(t)))6(t) € K[[t]]*, ¢ Z' f;,) € Eu,ordi(9) < i}

Soit ¢(t) € K([[t]]* d’ordre km < i. Soit ¢(t) une représentation primitive de ¢(t) d’ordre m, et
soit g le polynoéme unitaire irréductible tel que g(¢) = 0. On a

) =k int(f;.9)

ni ni mj.
On pose ¢; = ¢(fj,g). Comme 7 <i< alors ¢; <
4a; q;+1

Soit M = max{c(f;,9),j=1,...,s} et c =min{c(f;, f,),1 <j#p<s}

nt

d]

p+1

i) Supposons ¢ < g, v ¢ E,. On pose s; = max{0 < p < h;lm =~ 0( )} pour tout

j=1,...,s. D’apres le corollaire 2.4.9., on a les cas suivants :
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17 cas) Si ord(¢) < O4(¢y) alors
) < 25: n.i
j=1

et on a I'égalité si ¢(t) = @(t) = (0, ).
2¢me cas) Si ord;(¢) = Oy(¢1). Supposons ¢(t) = (™, y(t)) :
Soit [ € {1,...,s} avec ¢, = M, soit | € E, soit | ¢ E,.
Dans le casou l ¢ E, :

J

1) Si M < c alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g) = n—l.mt(fl,g) pour tout j € {1,...s
n

D’aut t le 1 2.4.6., k.int < i)
autre part, par le lemme 2.4.6., k.int(f;, g) < | o ) et
) n’ id. n’ ,
o Sis 4+ 1<gq, alors kant(fi,g) < — Sl gl Mais dans ce cas rt =1l .
J nl nl s;+1° nl Sl+1 s;+1
conséquent,
id S
S+
Ou(f(#) < =551 Dl
j=1
idfsl-&-l nl id

et on a Dégalité pour ¢(t) = d(t) = (¢ " "+, yl (¢ 7r ))). On obtient alors
Sl+1

nt 4
7=1
id! id’
Notons que dans ce cas | sllH] = Sljﬂ], j & Eu.
n n

o Sis;+ 1> qalors

int(f;,9) = Sint(fi,g)  si f; € Q(M)
int(fj,9) < mant(fy, fi) st f; € QM)

[idél-‘rl l km kmdil'f'l '

Mais par le lemme 2.4.6., k.int(f;, g) < oy J.rl .1 (4). D’autre part, =

nl
!

stl+1] 1
nl

[

T Par conséquent,
s;+1

OO <kl Y Mintlha)+ Y Dint(h. 1)

15;€Q(M) Ji€Q(M)
'7 st +1 st —|—1 Znt fl) f])
< Z R [ nl Sz+1 + Z nll Cod )

f;€Q(M) £i#Q(M) sitl
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idy, nJ int( fhf)

:[ ;ll ]( Z sl+1+ Z ])
peqon £i€Q(M) o

idlsl+l nl

, el 2 e nl “dl :
et on a 'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ o1 yél+1(t[ ")),
2) Si M > ¢ alors d’aprés la prop.2.4.2,

Of@)=k( Y Dntfg)+ 3 imk(fif)

fi€Q(M) f3¢Q(M)
id! k 1 idl
Par le lemme 2.4.6., on a k.int(f;,g) < | ZIH] 74,1 De plus _m < 0 l;rl] Par conséquent
n nt dgy1 1
idy 41 n’ int(fi, 1)
Of(9) S [0 Y0 b+ D, —)
sie@omn 132Q(M) o
idlsl+1 nl

et on a Iégalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ T yilﬂ(t[ o).
Dans le cas ou [ € E, on a les possibilités suivantes :
cas 1) Oy(¢) = Oy(¢1), n? ne divise pas ord,(¢),j € E,, :

Si j =1, on a les possibilités suivantes :

J
1) Si M < ¢, alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g) = n—l.z’nt(fl,g) pour tout j € {1,...s}, et
n

par le lemme 2.4.10. k.int(f;, g) < k., (i ) rhg

J
no

o Si s+ 1 < g, alors k.int(f;, g) < kl (7).t Tg11- Mais dans ce cas —.r
n

nt s1+1 1 s+l Par

—
— TSZ_H.

conséquent,
S

O0:(f(9)) < kiﬂrl(.) ngﬁl'

J=1

Ot(f((b( sl+1 erl—‘rl

© Sis;+ 1> q alors

int(f;,g) = Sint(fi,g)  si f; € Q(M)
int(f5,9) < mrant(fy, fr) st f; € QM)

mais d’apres 2.4.10., k.int(f;, g) < kL 1 (2).r% 1 (0).
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knl kmd" 1 1
;H—l . kilﬂ(') —— Par conséquent,
n si+1 s1+1

D’autre part, —

Q) <kl Y Mintlha)+ Y Dint(h. 1)

F;€Q(M) £2Q(M)
nﬂ . . mt(fz, fi)
< Z Sl+1 Sz+1 + Z k81+1 dl —
fi€Q(M Fi2Q(M) sitl
I . n’ ! int(fla f)
= kg1 (9)-( Z RS + Z dl—])
£€Q(M) £y sl

1
Ky 0

~ ). —t— .
et on a P'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ dg 11 ,yélﬂ(tkil“(l))).
2) Si M > ¢ alors d’apres la prop.2.4.2.,

Ol f(e) =k( > = " 2 int(fi,g) Z —.int(fi, f;))

f;€Q(M) ZQ(M

k 1
Mais par le lemme 2.4.10., on a k.int(f;, g) < k% ,(i).rl,,. D’autre part Twzl < —— KL 1 (3).

I
dsl +1
Par conséquent

OFO) < Kya)( Y Doty 32 M),

d
F€Q(M) figQr) st

k e A
et on a I'égalité pour ¢(t) = o(t) = (¢ s+1 ?yslﬂ(tkizﬂ(z)))‘

my,
Notons que pour | € F,, ¢ peut prendre la valeur —*, tandis que pour [ ¢ E,, ¢; < ql
nt

Si j # [ alors on a n' divise ord(¢), et par conséquent on a le cas suivant :

cas 2) Si ord;(¢) = Oy(¢1),n! divise ord;(¢) et ¢ < m.

1) Si M < ¢, soit () = (t"'P, do(t)) = (t™F, O(tF))|(t™, 0(t)) est irréductible.

Soit a 'entier unique tel que m! < 3 le, alors | |+1<p< [Ll]
p . ma+1 ; ma
km o bV My Mg 1 . i
/ / U - < . < / < .
O(fi(e)) = nl ( d (n C—m, )dq +1) ou ol = < 1l Mais ¢; < ords (9) alors ¢ < a

Si q, <a, Ot<fl<¢)) < F(T(lxdé + (mla+1 - mla)dé_,_l) = ( ldl —m! dé_i_l) —i—p,mlaJrldiH_l <
0'(i,a).
Si ¢ = a, O:(fi(¢)) < 6'(i,a).
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L’égalité est atteinte si

o(t) = d(t) = ("7, = >t 4zt

J,pj<i

1
ou p = [—] et Z est un élément générique de K.
ma
7
Sous ces conditions on a ¢ = —= = ¢;,j = 1,...,5 et O;(fi(9)) = 0'(i,a). Mais d’apres la
n

=

J
prop.2.4.1. O.(f;(¢)) = n—lﬂl(i, a), par conséquent
n

Of(6) = 0(i.a). 3

2) Si M > ¢, avec les mémes arguments que le cas 2, partie 1), et pour M = ¢(f, g), avec
l € E,, d’apres la prop.2.4.2, on a

Ou(f3(9)) = 47.6'(i, ) si f; € Q(M)
O (0) = i) ™D g o)
Par conséquent,
o)=Y M#iar Y mAhd)
feQ(e) I S ‘

ii) S'il existe v ¢ E, tel que ¢, < ¢, alors ¢, = ¢;,v, j, ¢ E,, d’'ou la seconde assertion est vraie.

2.4.4 Calcul de (i) pour i > N’
J
Théoréme 2.4.14 [) S’il existe j € {1,...,s} tel que c < m—]l alors
n

BN o S "o mt(fl’fj) <h,l=1,.
= aX{Zn a5k () ( Z g b+ — e < hyl=
3= HeQ () EQ ()

Z ”_jgl(la)Jr Z [%]M|a§hl,l:1,.,s,(”;—},l)eB}

nl m d!

'ml ml a a
FEQ(ZE D) 12Q (730)
1 s

m
II) Sinon soit q le plus grand entier tel que — = ... = —L < c. On note pour j € 1,.

nl ns
q < hj N
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+1
=14 sic# —1— Mgt

qg+1 sinon.

Soit A = {j, Lj < hj} N

max{Zng kL (4) Zr]]a<q,29lza A|a§q,l:1,...,s;

O A 3 Znt(fl’fj))|Ll<a<hl,leA

nt
! l
Fi€Q (740 Fi#Q (70
n i yint(fj, fi) ml,
E W&(za)—k [W]d—l|L <CL<]’L1,Z€A( )EB}
HEQ (™) FEQ (™)

Démonstration On démontre II), la démonstration de I) étant similaire. Rappelons que pour
i>N",

B(i) = max{O.(f(¢(t))o(t) € K[[t]*. ¢ &' f;,5 =1,...,5}.
Soit ¢(t) € K[[t]]? d’ordre mk < i. Soit ¢(t) = (t™, y(t)) une représentation de ¢(t) d’ordre m,

et soit g le polynéme unitaire irréductible tel que g(¢) = 0. On a

) =k int(f;.9)

On pose ¢; = ¢(fj, g).
Soit M = max{c(fj,9),7 = 1,...,s} et ¢ = min{c(f}, f,),1 < j # p < s}. On pose s; =

n

max{0 < p < hylm ~ 0(—
p+1

cas. Soit [ € {1,...,s} tel que ¢(fi,9) = M.

cas 1) ord(¢p) < Oy(¢1), alors

)} pour j = 1,...,s. D’apres le corollaire 2.4.9., on a plusieurs

) San.i

et on a I'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (,0).
cas 2) ords(¢) = Oy(¢1), n’ ne divise pas ord(¢) :
Sij =1 alors:
J

n—.int(fl,g) pour tout j € {1,...s}, et

1) Si M < ¢, alors d’apres la prop.2.4.1., int(f;,g) = l
n

par le lemme 2.4.10. k.int(f;, g) < ki (1) 1.
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J
o

o Si s+ 1 < g, alors int(f;,9) < lkilﬂ(') s +1- Mais dans ce cas T a4 = 7’£1+1- Par
conséquent,
O:(f(9)) < ki +1(2). ZT;-H'
j=1
, - Fa @5~ KL ()
Sio(t) = o(t) = (¢ att gl (t7+1™)). Dans ce cas,

O(f(o(t))) = kllerl erl—&-l

o Sis;+ 1> q alors

int(f;,g) = ”—jint(fz,g) sif; € Q(M)
int(f;,g) < Sant(fy, fi)  sif; € QM)

k kmd., 1
mais d’apres le lemme 2.4.10., k.int(f;, g) < k., (i).rl (7). D’autre part, —77 ot

n! dl5l+1 B
KL 1 (3). T . Par conséquent,
Sl+1
n m.
Of(@) <k Y —int(fg)+ Y, —int(fi. f)
1;€Q(M) [ €Q(M)
nj l . Znt(fla f)
< Z nl kSlJrl Sz+1 + Z ksl+1 : dl —
1€Q(M) FEQ(M s+l
. n’ int(fi, f;)
= k‘il+1(2).( Z ﬁ.’ril_’_l + Z Z—J)
1€Q(M) figQan) et
e - B =
et on a 'égalité pour ¢(t) = ¢(t) = (¢ oyl ().
2) Si M > c alors d’apres la prop.2.4.2.,
n m
Ouf(9) =k.( Y. —int(fi,g) + > —int(fi. 7))
F€Q(M) Fi€Q(M)
is par le 1 ki < K b L
Mais par le lemme 2.4.10., on a k.int(f;,g) < kg, (i i).rt,;. D’autre part T dl " o1 (7).
s

Par conséquent

OF(O) < Kya) Y Dty 32 M),

d
FEQ(M) gy st
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!

),

klsl+1 (4)

et on a I'égalité pour ¢(t) = o(t) = (¢
Si j # [, alors on a le cas suivant :

cas 3) Si ord;(¢) = Oy(¢1),n! divise ord;(¢) et ¢ < ordz(@'

1) Si M < ¢, soit () = (t"'2, go(t)) = (£™, O(t%))|(t™, 9(15)) est irréductible
<

!
< My, alors [

Soit a I'unique entier tel que m/, |+1<p< [ ~]. On a
m

a+1 a

= | s

km 1 N ml ml 1
Ou(fi(9)) = n —(rldl, + (n'ey—ml,)dl, ;) ou . — << o . Mais ¢; < o1y ()
Si ¢ < a,alors O(fi(¢)) < kn (rhd +(mlopr —mly)d, ) = p.(rid, —mld ) +pmigad , <
0 (i, a).
Si ¢’ = a, alors O(fi(¢)) < 60'(3,a).
[’égalité est atteinte si

alors ¢’ < a.

B(t) = o(t) = (" .y (t) = > ht? + Zt").

Jpj<i

ol p = [—] et Z est un élément générique de K.
ma
Sous ces conditions on a ¢; = —

nlp
J

O4(fi(¢)) = 0'(i,a), et par la prop.2.4.1., O(f;(¢)) = n—lﬂl(i, a), par conséquent
n

=cj=1,...,s

Oulf(9)) = '(i,a). ) —

2) Si M > ¢, avec les mémes arguments que le cas 3, partie 1), et pour M = ¢(f;, g), d’apres la
prop.2.4.2., on a

Ou(f5(0)) = %.6'(i, a) si f; € Q(M)
0u£(6)) = [y T g an)

Par conséquent,

/() = Zj%ﬁmﬂH.E:[@fm%m>

FEQ(™e) Qs
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2.4.5 La fonction d’Artin-Greenberg et le semi-groupe de f

Dans cette partie on montre la relation entre la fonction d’Artin-Greenberg et le semi-groupe
de f. Soit f = fi...fs un polynome réductible de K[[z]][y], o f; est un polynome irréductible
de degré n? en y. Soit 3(i) la fonction d’Artin-Greenberg de f. Soit ¢ = min{c(f;, fi), 1 < j #
k< s}.

Remarquons que dans les théoremes 2.4.11, 2.4.12 et 2.4.13 si on considere

(O:(f1(e(2)), - .., Ou(fs(0(1)))

au lieu de faire la somme O;(f1(¢)) + ... + O¢(fs(¢)) et en faisant varier 7 dans

nt
{E,jzl,...,s,azl,...,hl}

on obtient .
U, ")
=1
mj
il existe j € {1,...,s} tel que ¢ < n_ﬂl ot a* = (rg,...,ré),a =1,...,q, et pour a > Lj,
%I = (4% %7 est donné par
k J
o )t i fi€ Q22 )
T T Y nt(fi fi)
g sinon
m) .
avec (n—;,j) € B. 1
Sinon soit ¢ le plus grand entier tel que 11‘1 =...= ESZ < ¢, et on note pour j € 1,...,s,
qg<h;: " ‘
J
q sic=# mqﬂ

L=
q+ 1 sinon.

Soit A = {j, L; < h;}. Dans ce cas le résultat est :

{oa, ..., 04} U U{WLJ'H"", LR

jeA
ova®=(rl,...,r%),a=1,...,q, et pour a > L;, v = ({”,...,7%7) est donné par
n* m
—r! si fre (P
aj ni @ fk Q( J? )

T —Znt<fk ’ fj ) sinon
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avec (_;J) € B.
n
Mais cet ensemble avec les multiplicités a l'origine n’est rien d’autre que l’ensemble des
maximaux absolus irréductibles de I'(f) [8].

2.5 Calcul de f§(i) pour un polynéme a deux branches
avec MAPLE

> diviseur := proc(r :: list) g Calcule la suite des pged d'une suite (7;)o<i<n
local a,d;

d[l] :=r[1];

for a from 2 to nops(r) do d[a] := iged(r[a],d[a — 1]) end do;

[seq(d[a],a = 1..nops(r))];

end proc :

> m := proc(r :: list) f§f Calcule la suite des (m;)o<i<p & partir de la suite (7;)o<i<n
local a, m, d;

d := diviseur(r);

m{1] ;= r[1];

m2] ;= r[2];

dla — 2]
dla — 1]

for a from 3 to nops(r) do mla] := r[a] +mla — 1] — rla — 1]. end do;

[seq(mla],a = 1..nops(r))];
end proc :

> L := proc(r :: list,n, M, q) tt Calcule L; et Lo
local [;
if ¢ < nops(r) then

if M =r[qg+ 1].d[q].ﬁ then l :=q+1

else [ := q end if;

else [ := q end if;

L

end proc :

> s1 := proc(rl :: list,r2 :: list, M, q)

local a,!;

for a from 1 to ¢ do l[a] := rl[a] + r2[a] end do;
[seq(l[a],a = 1.q)];

end proc :

> 52 := proc(rl :: list,n, M, q)
local a,l,d1,I1;

dl := diviseur(rl);
I1:=L(rl,n,M,q);
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if I1 < nops(rl) then
for a from I1 4+ 1 to nops(rl) do l[a] := r1]al

else {[a] :== 0 end if;
[seq(0,a = 1..11), seq(l[a],a = 11 + 1..nops(rl))];
end proc :

+d1[a—1] end do;

> 83 := proc(r2 :: list,n, M, q)
local a,l,d2,12;

d2 := diviseur(r2);
12:=L(r2,n,M,q);

if 12 < nops(r2) then

for a from 12 4+ 1 to nops(r2) do [a] := r2]a

else l[a] := 0 end if;
[seq(0,a = 1..12), seq(l]a],a = 12 4+ 1..nops(r2))];
end proc :

+d2[a—1] end do;

> k= proc(r :: list, i) f Calcule la suite des k(i)
local a, k,d;

d = diviseur(r);

for a from 1 to nops(r) do

if ‘mod‘(ﬂoor(i"‘M)7 d[a]) = 0 then kla] := floor(i.M) -1

d[1] d[1]
else kfa] := floor(i.%) end if; end do;
[seq(k[a],a = 1..nops(d))];

end proc :

> 0 := proc(r :: list, i) § Calcule 0(i,a),a =0, ..., h & partir de la suite (r;), 1
local a,y,0,ml,d;

ml:=m(r);

d := diviseur(r);

for a from 2 to nops(d) — 1 do

if 0 < iquo(i, mlla]) — iquo(i, m1la + 1]) then

0la] := iquo(i,m1[a]).(r[a].d[a — 1] — m1|al].d[a]) + i.d[a]

else f]a] :== 0 end if; end do;

if 0 < iquo(i, m1lnops(d)]) then

y := iquo(i, m1nops(d)]).(r[nops(d)].d[nops(d) — 1] — m1[nops(d)].d[nops(d)]) + i.d[nops(d)]
else y := 0 end if;

0, seq(f]a],a = 2..nops(d) — 1), y]; end proc :

> (3 :=proc(i,rl :: list,r2 :: list, M, q) tff
Calcule §(7) a partir de (r})o<i<h,, (T?)o<i<hy, int(f1, fo) = M et q out q est le plus grand entier

rllg]  r2[q]

A 2 s clfi, f2)

tel que
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local A,d1,d2,m1,m2,01,02, k1,k2, x,y,z,11,12;
dl := diviseur(rl);

d2 := diviseur(r2);

ml :=m(rl);

m2 :=m(r2);
01 :=0(rl,i);
02 := theta(r2,1) ;
k1l := k(rl,d);
k2 := k(r2,i);

x:=sl(rl,r2, M, q
y = s2(rl,r2[1], M,
z = s3(r2,r1[1], M,
I1:= L(rl,r2[1], M,
12 := L(r2,r1[1)M,q
if r1[1] < r2[1] then
if i < r1[1] then

q);
q);
q);
);

I

A= max(seq(floor(i.%).x[a], a=2.q), seq(floor(i.%).y[a], a = [1+1..nops(dl)),
seq(floor(i.%).z[a], a =12+ 1..nops(d2)))
elif r1[1] — 1 < i < r2[1] then
A = max((d1[1] + d2[1]).4, seq(floor(i.%).x[a], a=2.q),
seq(klla — 1].y[a],a = I1 + 1..nops(d1)), seq(floor(i.%).z[a], a =12+ 1..nops(d2)),
seq(61]al.(1 + ji—m), a=2.q),seq(01]a] + %.ﬂoar(m%m), a =11+ 1..nops(dl)))
else A := max((d1[1] 4+ d2[1)).i, seq(kl[a — 1].z[a],a = 2..q), seq(k1[a — 1].y[a],
a =11+ 1..nops(dl)), seq(k2[a — 1].z[a],a = 12 4+ 1..nops(d2)), seq(01[a].(1 + Z?—E), a=2.q),
seq(01[a] + %.ﬂoor(mf—'[a]), a =11+ 1..nops(dl)), seq(62[a].(1 + Z;—m), a=2.q),
M l .
seq(62[a] + m.ﬂoor(m), a =12+ 1..nops(d2))) end if;
elif 72[1] < r1[1] then
if © < r2[1] then
A= max(seq(floor(i.%).x[a], a=2.q), seq(floor()i.%).y[a], a = [1+1..nops(dl)),
seq(floor(i.%).z[a], a =12+ 1..nops(d2)))

elif r2[1] — 1 < ¢ < r1[1] then
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A := max((d1[1] + d2[1]).4, seq(floor(z’.m).m[a], a=2.q),

d1[1]
seq(k2[a — 1].z[a],a = 12 + 1..nops(d2)), seq(floor(i.dlc[g[i 1 ).ylal,a = 11+ 1..nops(dl)),

seq(62[al.(1 + %), a=2.q),seq(62]a] + %.ﬂoor( i
else A := max((d1[1] 4+ d2[1]).i, seq(kl[a — 1].z[a],a = 2..q),
seq(klla — 1].y[a],a = 11 + 1..nops(d1)), seq(k2]a — 1].z[a],a = (2 + 1..nops(d2)),
d2[1] M i

m2al’ a =12+ 1..nops(d2)))

seq(01[a].(1 + ddl[l])’ a=2.q),seq(01[a] + i —1] .floor(m, a =11+ 1..nops(dl)),
seq(02[a].(1+ Z;{H), a=2.q),seq(02[a] + d2[cjzw— 1 .floor(m%m], a =124 1..nops(d2))) end if;
else
if ¢ < r1[1] then

< _dlfa — 1] _dlfa — 1]

)-ylal,a = 114+1..nops(dl)),

A := max(seq(floor(i. ).z[al, a = 2..q), seq( floor(i.

d1[1]
seq(floor(i.di[lc;[;] 1 ).z[a],a =12 4+ 1..nops(d2)))

else A :=max((d1[1] + d2[1]).i, seq(kl[a — 1].x[a],a = 2..q),
seq(klla — 1].yla],a = 11 + 1..nops(d1)), seq(k2[a — 1].z]al, a =012+ 1..nops(d2)),

seq(f1]al.(1 + 42]1] .floor(m+m, a =1[1+ 1..nops(dl)),

m2[a]

d1[1]

),a = 2..q),seq(01]a] +

dlfa — 1]
seq(02[a].(1 + ——— . floor(

end if ;end if;
end proc :

,a =12+ 1..nops(d2)))
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Chapitre 3

Approximations des solutions d’une
singularité quasi-ordinaire

3.1 Les combinaisons linéaires strictes

Soit n,e € N et notons rj = (n,...,0),75 =(0,...,n,...,0),r5 = (0,...,n) la base canonique
de (nZ)¢. Soit (r1,...,r,) une suite d’éléments de Z°. Soit DS et pour tout 1 < i < h, soit D;q
le pged des mineurs d’ordre e de la matrice ((r})7, ..., (r§)T, (r)T, ..., (r)T), ou si r € Z¢,

alors (r)T désigne la transposée de la matrice ligne (r). Supposons que r; ¢ (nZ)° + Z;;ll 2,

)

en particulier D;; < D;. On définit les éléments de la suite (e;)1<i<p par e; =
1 <i<h.

Soient My = (nZ)° et M; = (nZ)* + 37_, % pour 1 < j < h. Les groupes Z¢ et (nZ)° étant
libres de rang e, on en déduit que c’est le cas pour tous les M;,j =0, ..., h. En particulier M;
possede une base de e éléments pour tout 7 =0,..., h.

pour tout
i+1

Proposition 3.1.1 Soit r un élément non nul de Z° et soit D le pgcd des mineurs d’ordre e

de la matrice [r}, ... r& r1,...,ri,r]. Alors T € M; si et seulement si D = D;, ;.
Démonstration Soit L, ..., L. une base de M;, en particulier D, est le déterminant de la
matrice C = [(L1)7, ..., (L.)"]. La condition r € M; équivaut alors & un systeme de Cramer

C.a” =77 ot a € Z°. Ce systéme posséde une solution si et seulement D, le pged des mineurs
d’ordre e de la matrice [(L)T, ..., (L)Y, (r)T] est égal & D;y1.

Lemme 3.1.2 Soit vy € Z et soiti € {1,...,h}. On a :

v.1riv1 € M; si et seulement si e;,q divise 7.
Démonstration En effet, si r = v.r; 1, alors le déterminant D de la proposition 3.1.1. divise
~v.D; o mais par cette méme proposition, v.r;;; € M; si et seulement si D = Dy, d’ou le

résultat.

85
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Lemme 3.1.3 Soita = Y°_ abri+30"  ari etb= 3¢ byri+S" bi.r; avec ag, by € Z,i =
1,...,eet0<a;b <e,i=1...,h. On aa =10 si et seulement st ay = bj,7 =1,...,¢e et
&i:bi,izl,...,h.

Démonstration Supposons a = b et soit j € {1,...,h} le plus grand entier tel que a; # b;.
Supposons sans perte de généralité que a; > b;, en particulier

e J

O:a—b:Z(aé—bé)ré—i—Z(ai—bi)-?‘i

i=1 i=1

ou 0 < a; —b; < ej. Mais alors (a; — bj)r; € M;_q, et d’apres le lemme précédent e; divise
a; — b;, ce qui est une contradiction.

Proposition 3.1.4 Soit a € My, a posséde une représentation unique de la forme

e h
_ i
a = E agro + E a;.ri
i=1 i=1

ovay€Zyi=1,....,eet0<a; <epi=1,..., h.

Démonstration L’unicité est une conséquence du lemme précédent. Montrons 1’existence de
, . . , . — h ; .

cette écriture : Soit a € My et écrivons a = > ., abry + >, a1y, ay € Lyi = 1,... e et

a; € Z,i = 1,...,h. Soit j = h et écrivons a; = bj.e; + R; avec b; € Z,0 < R; < ej, mais

e;.r; € M;_q, ainsi en répétant cette procédure on obtient I'écriture demandée par récurrence.

3.2 Les racines approchées

Soit S un anneau commutatif unitaire, et soit S[y] I'anneau des polynémes en y a coefficients
dans S. Soit f = y" +a;.y" ' + ... + a, un polynome unitaire de S[y] de degré n > 0 en y.

Soit d € N tel que d divise n. Soit g un polynéme unitaire de S[y] de degré % en y. Il existe

d
des polynomes uniques a1 (y), ..., aq(y) tel que
d
f=9"+> aily).g*
i=1

n
et que pour tout 1 < i < d, deg,(a;) < p ol deg, désigne le degré en y. Cette écriture est
appelée 'expansion g-adique de f.
Cette construction peut étre généralisée a une suite de polynomes. Soit n = dy; > dy > ... >
. .. . d; .
dp41 une suite d’entiers tel que pour tout 1 < i < h, d;;; divise d;. Soit ¢; = ——,i=1,...,h
i+1

n
et pour tout 1 < ¢ < h + 1, soit g; un polynéome unitaire de S[y] de degré g eny Soit
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g =1(9g1,---,9ns1) et soit B(g) = {0 € N+ (0 < 6, < e, pour tout 1 < k < h et 0,1 < +o0}.
Alors f s’écrit d’une fagon unique sous la forme

h+1

0
f= Z agg?. ... gzh.gthl

ot § = (01,...,0h41). On appelle cette écriture 'expansion g-adique de f. On appelle le g-

support de f I'ensemble Supp,(f) = {¢ € B(g),cs # 0}.

Etant donnés f et g comme ci-dessus, soit f = g% + Zle ai(y).g%~ ¢ I'expansion g-adique de f.

Supposons que d est une unité dans S. Le transformé de Tschirnhausen de f par rapport a g

est donné par 74(g) = g + d'a;. Notons que 74(g) = g si et seulement si a; = 0. D’aprés [1],
. . J n .. N L

7¢(g) = g si et seulement si deg,(f — g%) < n — —. Sil'une de ces conditions est satisfaite alors

g est appelé la d-ieme racine approchée de f. D’apres [1], il existe une unique d-ieme racine
approchée de f. On le note Appy(f).

3.3 Le semi-groupe d’une singularité quasi-ordinaire

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et soit

flz,y) =y" +a(@)y" ' + ...+ an(z)

un polynéme non nul distingué de R = K][[z]|][y] ou z = (x1,...,z.). Supposons que le

discriminant de f est de la forme z'.. ... e u(xy,. .., x.), ot Ni,...,N, € N et u(0) €

K*. Un tel polynome est dit quasi-ordinaire. Supposons que f est irréductible, d’apres le
1 1

théoreme d’Abhyankar-Jung toutes les racines de f(z,y) = 0 sont dans K|[[z],...,z]]. Posons
r; =t = 1,...,e et soit y(t) = y(ts,...,t.) € K[[t1,...,t]] (quon note K[[t]]) tel que
f@&r, ... t2y(t)) =0.On a:

n

fr oty =] - ywits,. .. wite))

=1

ot (wi, ..., w)i<i<n sont des éléments de (U, )¢, U, étant 'ensemble des racines n-iémes de
I'unité dans K.
On pose y(t) = >, cpt? et on définit le support de y comme étant 'ensemble {plc, # 0}.
Clairement le support de y(wity,...,w.t.) ne dépend pas de wy, ..., w, € U,. On Pappelle le
support de f et on le note Supp(f). D’apres Lipman|[20], Il existe une suite finie d’éléments
dans Supp(f), notée my, ..., my, tels que

i) my <mg <...<my,ou < est défini par a < [3 si et seulement si oy; < 3,1 =1,...,€.

ii) Si ¢, # 0, alors p € (nZ)° + 3, <), "uZ (ot pour tout p € N°,|p| est défini comme
étant la somme des composantes de p).

iil) m; & (nZ)° + >, ., milZ.
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On appelle mq,...,my; les exposants caractéristiques de f. Par convention on note my,; =
(400,...,400). Si e = 1, cet ensemble n’est rien d’autre que les exposants de Newton-Puiseux
de f.

Définition 3.3.1 Notons t = (t1,...,t.), soit N € N et soit ¢(t) = (,...,t) 2(t)) €
KI[t]]*t. On dit que z(t) est une série quasi-ordinaire s’il existe un mombre fini d’éléments
miy,...,my dans Supp(z(t)) tel que les conditions i), i), et iii) sont vérifiées. On dit que

o(t) est une branche quasi-ordinaire si ¢ est une racine d’un polynome quasi ordinaire. Soit
1 1

q le degré du polynome minimal g de z(xd,...,x&) sur K((z1,...,2.)) et remarquons que
g, ...tV 2(t)) = 0. Si g = N alors ¢ est dite primitive. Si q divise N et ¢ < N, alors
¢ n’est pas primitive. Enfin, si f.g est un polynome quasi-ordinaire, on dit alors que ¢(t)
est cohérent avec f. L’ensemble des branches quasi-ordinaires (resp. quasi ordinaires primi-
tifs, resp.quasi-ordinaires cohérents avec f) est noté QO(K|[t]]*T!) (resp. PQO(K][t]]*™), resp.
(QO(K][t]]*™), f) ). Le polynome minimal d’un élément quasi-ordinaire cohérent avec f est dit

un polynome quasi-ordinaire cohérent avec f.

Soi . . P % % p . y4 De
oit N € N et soit y(z) = > cnepz¥ € Kl[z{',..., 2] avec N = (=,...,=) pour
tout p € N°. Supposons que ~y(z) est quasi-ordinaire et notons {L,..., L} 1’ensemble des
Ly L
exposants caractéristiques de v. On pose Fy = K((2)), et Fy = Fp_1((z{" ..a ), k=1,...,h.
En particulier on a
L
Fo CEC..CR=K(z%, . . z%))

Soit aj = (N,0,...,0),...,a5 = (0,...,N) la base canonique de (NZ)®, et soit Dy = Ne¢. Soit
Dy.11 le pged des mineurs d’ordre e de la matrice (ap,...,as, (L)T, ..., (Ly)T),k = 1,...,h.

Dy, . . .
On pose e, = ——. Avec ces notations on a la proposition suivante :

k1

Proposition 3.3.2 i) Pour k € {1,...,h}, F} est une extension algébrique de degré ey de
Fr_1.

ii) Pour k € {1,...,h}, Fy est une extension algébrique de degré ey.ex_1.. ... e; de Fy.
ii) F, = Fo(y(z)).

Notons g(z,y) le polynome minimal de vy(z) sur Fy,on a :

D1 Ne€

Dh+1 Dy
v) g est un polynome quasi-ordinaire dans K[[z]][y].

) degy(g) =ei..... ep =

Démonstration iii) résulte de [20], parag.5, et les autres assertions sont évidentes.

1 . n
,xl]]. Soit my, = N.Lk,k =1,...,h,

Soit n le degré en y de g, en particulier y(z) € K[[xf, .
en particulier my, ..., my, vérifient les conditions i), ii) et iii).
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Soit M (e, e) la matrice unité d’ordre e. Soit D7 = n® et pour tout 1 < k < h, soit Dy1 le pged

des mineurs d’ordre e de la matrice (nM (e, e), (m1)T, ..., (mg)T). Clairement ej, = pour

k+1

tout 1 < k < h. En particulier, comme deg,g = n alors Dy, = net.

)

On pose d; = pour tout 1 < ¢ < h + 1. En particulier d; = n et dp,; = 1. La suite

(dy,da, ..., dpyq) }gsr‘é appelée la suite des pged associés a f.

Etant donnée une série u = >, cpt? dans K[[t]], on note In(u) la forme initiale de u : si
U = Ug + Ugy1 + ... est la décompostion de v comme somme de composantes homogenes, alors
In(u) = ug. On pose d = O(u) et on 'appelle le t-ordre de u. On note exp(u) I’exposant
dominant de u : c’est le plus grand exposant dans In(u) par rapport a 'ordre lexicographique.
Le monome cexp(u)f"p(“) est noté M(u), et appelé le monome initial de w.

Soit ¢(t) = (¢1(2), ..., der1(t)) € K[[t]]*T, le t-ordre de ¢ est défini par

ordy(¢(t)) = minj<j<e10:(¢i(2)).

Soit g un polynéme non-nul quasi-ordinaire de R. L’ordre de g par rapport a f, noté O(g, f),
est défini par exp(g(t}, ..., t7,y(t)). Notons que cet ordre ne dépend pas du choix de la racine
y(t) de f(t7,...,t", y) = 0. L’ensemble {O(f, g)|g € R} est un semi-groupe de N°¢. On I'appelle

le semi-groupe associé avec f et on le note I'(f).

Soit r; = my et pour j = 1,...,h — 1, rjy1 = €7 + mj1 —my. Si{ay,...,a.} est la base
canonique de Z°, alors I’ensemble {nay,...,nae,r1,...,ry} engendre le semi-groupe de f, I'(f).
Soit y1(t), ..., yn(t) 'ensemble des racines de f(t},...,t7,y) = 0 déja introduites. Soit 1 < j <
n,on a :

Lemme 3.3.3 i) In(y; — v;) est un mondme pour tout i # j. De plus,

{exp(yi —y;)1 <i# 7 <n}={my,...,mu}.
i) Pour tout 1 <k < h, le cardinal de {y;|exp(y; — y;) = mi} est d, — dj41.

Démonstration La preuve est similaire a celle des courbes planes. Notons que pour 1 < i #
Jj < n, comme y; — y; divise le discriminant, alors y; — y; = a.t™.u;;, ou a € K*, m;; est un
exposant caractéristique et u;; est une unité dans KJ[t]|]. En particulier, In(y; — y;) = a.t™.

Soit (1) = (&, ..., 2, Y (1)), v(t) = (t4,...,t4, Z(t)) deux éléments non nuls de PQO(K[[£]]*™).

) Ve ) Ve 1
On définit le contact entre ¢ et 1 par ¢(¢p,v) = —exp(Y(¢],...,t9) — Z(t],...,t?)).
rq

Le contact entre f et ¢, noté c(f, ¢), est défini comme étant I’élément maximal parmi ’ensemble

de contacts entre ¢ et les racines de f(t},...,t" y) = 0.

Soit g = y™ + by(z)y™ ' + ... + by(x) un polynome distingué de R. Supposons que ¢ est un
polynome quasi-ordinaire irréductible et soit ¢ (t) = (t1*, ..., 12", z(t)) une racine de g(z,y) = 0.

) Ve

On définit le contact entre f et g par c(f, g) = ¢(f, 1), et on note que cette définition ne dépend
pas du choix de la racine ¢ de g. Si g est cohérent avec f, alors In(f(¢(t)) = M(f(2(2)).
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Supposons que g est un polynome quasi-ordinaire irréductible cohérent avec f et soient (D Ji<j<h+1
(vesp. (d})1<j<n41, (M})1<j<w) I'ensemble des suites caractéristiques associées avec g. Smt cle
contact entre f et g. Avec ces notations on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.4 i) Si |n.c| < |m4| alors O(f,g) = n.m.c.

s m

i) Si |my| < |n.c| <|mgyl], 1 < q < h alors O(f, g) = (rydy + (nc —my)dg41). o

iii) Si |c| > |%|, alors divise m.

n g+1
Démonstration Soit (¢, ...,t7", z(t)) une racine de g(x,y) = 0,ona O(f, g) = exp(f (¢, ..., t0", 2(t))).
Comme
f(t?7"'7tg7y) = H (y_y(wlt:l?"'?wete))
W1,y We EUR

alors

fap, oty = I G0 —ywrty . el )

W1y, We EUR
par conséquent

Of.g)= > exp(z(t) —ylw 7 ..., wl t2).

w1,...,we €U

1
Supposons que ¢(f, 9) = ——exp(yi (87", - 12") = 28, £7))-

R
T
Cs[3

i) Si|e] < |@| alors exp(z(t) — y1(wy" t; , We te%)) = mec. Par conséquent O(f, g) = n.m.c.

ii) Sinon, soit ¢ I’ unlque entler tel que |mq| < In. c| < |mg+1|. On a :

ii.1) Si exp(yl(t1 . te ) — yl(w1 tl e, WE Tt ) = mn .my avec | < q alors
n
m m m m m
exp(z(t) — i (wyty, ..., wrtd)) = L

Par conséquent

m m m m m m m m m.m
card{y;(wy t; ..., wrtd ), exp(z(t)—p (w ..., w td)) = l} di—di,l=1,...,q.

m m m m m m m
i.2) Siexp(yi(ty,...,t&) —yi(wyty, ... wetd)) = —.my avec | > q alors

n
exp(z(t) —y(wi ty ..., we td)) = me.c.
Par conséquent
card{y;(wy ty, ..., we t&),exp(z(t) — yr(wity, ..., w td)) = cm} = dgiq.

D’ou
m.my

O(f,9) = dgpr.cm +>_ (dy — dij1).

=1
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m
= E(rqdq + (nc — mq)dq+1)-

iii) Soit ¢ = (t7,...,t2,y(t)) (resp. ¥ = (t",...,t2, 2(t))) une racine de f(x1,...,Zey) =0
(resp. g(x1,..., % y) = 0) et supposons que ¢ = ¢(¢,v). Si |nc| > |m,| alors les exposants de
z(th, ..., ") coincident avec ceux de y(t1™, ..., t™) jusqu’au moins my.m. Ecrivons y(t) = >, ¢;t’

et z(t) = Zj c;ﬁ, alors pour tout i € Supp(y), il existe j € Supp(z) tel que i.m = j.n.

D’autre part, le pged des mineurs de la matrice (m.nM (e, e), (m.m1)7, ..., (m.my)T) est m¢. D41,

et celui de la matrice (m.nM (e, e), (n.m})", ..., (nmfl)T) est n®. Dy, . D’otm®.Dyyy = n®.Dy 4,
n

en particulier m¢n®td,; = ne.me_l.df]H. Ceci implique m = —.d’qﬂ, ce qui montre le

dg+1
résultat.

Avec les notations ci-dessus, soit ¢ € N,1 < ¢ < h + 1. Soit g, la d,-ieme racine approchée
m

de f. On sait que g, est un polynome quasi-ordinaire, que c(f, g,) = — et que O(f, g,) = 7y
n

Soit g = (g1, .-, 9n, gns1) 'ensemble des di-iemes racines approchées de f, 1 <k < h+1, et
rappelons que deg,(g1) = 1 et que gp+1 = f. Soit

B(g) = {0 € N""';0 < 0, < e}, pour tout 1 <k < h et 041 < +oo}.

Soit F'(z,y) un polynéme unitaire de R, alors F' peut étre écrit d’une fagon unique sous la
forme suivante :

0
F= Y clz)gl ... g0 g
0€B(g)

Soit Supp,(F') = {8 € B(G),co(x) # 0} et B'(G) = {0 € Suppg(F); Ony1 = 0}. Clairement f
divise F' si et seulement si B'(G) = (). Sinon, il existe § € Supp,(F') unique tel que O(f, F) =

% 05 e pii
O(f, co(z).g". ... gy = O(f, .. ... 0. gy =32 Ot + 22:1 Oy

On a aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.5 Soit F' un élément non-nul de R, il existe un polynome F; de R, quasi-
ordinaire cohérent avec f tel que O(f, F') = O(f, F}).

Démonstration Résulte du fait que gfl ..... gzh est un polynome quasi-ordinaire cohérent
avec f.

3.4 La”fonction d’Artin modifiée” d’une singularité quasi-
ordinaire
3.4.1 Définition et quelques propriétés

Soit f = y"+a1(z)y" ' +...+a,(z) un polynéme quasi-ordinaire distingué irréductible de R et
soit (mq,...,mp), (r1,...,7m),(d1,...,dp,dpi1), €t (e1,...,ep) les suites associées a f (comme
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déja décrites dans la section précédente). On suppose que n est la multiplicité a l'origine de f,
i.e Oya;(x) > n —i pour tout 1 < i < n.

Définition 3.4.1 La “fonction d’Artin modifiée” de f est une application de N dans N définie
de la fagon suivante : pour tout 1 € N, (i) est le plus petit entier vérifiant la propriété suivante :

Pour tout ¢(t) € (QO(KI[[L]]*™), f), st Ou(f(p(t))) > B(i) + 1, alors il existe ¥(t) tel que
f((2)) = 0 et ordy(o(2) — ¥(t)) =i+ 1.

Définition 3.4.2 Soit ¢(t) € (QO(K[[]]™), f). On dit que ¢(t) est congru a f modulo ’ordre
[

i, et qu’on note ¢ = f, s’il existe Y(t) € QO(K|[¢]]™) tel que f(¥(t)) = 0 et ord,(¢(t)—1 () >
v+ 1.

Lemme 3.4.3 Pour tout i € N, 3(i) = max{O,f(6(t))|¢ € (QO(K[[]]*™), f), p2£' f 1.

Démonstration Soit i € N et soit ¢ € (QO(K][[t]]¢Y), f). Si ¢ f, alors pour tout ¢ vériﬁant

f((t)) =0, ord(o(t) — (1)) <i. En plus, d’apres la définition de 3(i), si O, f(¢(t)) > 5(7) +
alors il existe ¢(t) tel que f(i(t)) = 0 et ordy(d(t) —b(¢)) > i + 1. Ceci montre que pour tout

¢ € (QO(KI[L]]*™), f), si ¢ f alors Oof(4(t)) < B(i). En particulier,

B(i) = max{Ouf (6(1))6 € (QOKI[E]M), ), 92 f}

Posons /(i) = max{Of (4())[¢ € (QO(K[[E]]*), f) et ¢2£'f} et supposons que (i) > F'(i).
Pour tout ¢ € (QO(K][[]**), f), si ¢2£'f, alors O,f(¢(t)) < B(i). En particulier, pour tout

¢ € (QO(K[[L]]*™), f), si Ouf((t)) = B(i) > B'(i), alors ¢ = f, ie. il existe ¥(t) tel que
f(¥(t)) = 0 et ordy(p(t) — ¥(t)) > i + 1. Donc f'(i) vérifie la propriété de la définition 3.4.1,
mais (i) < B(i). Ce qui contredit la minimalité de (3(i).

Lemme 3.4.4 Soit i € N et soit ¢ € (QOKI[[t]]*), ). Si ¢2£'f alors ordy(¢) < i

Démonstration Si ¢’ f alors ord,(¢(t) — ¥ (t)) < i pour tout 1 tel que f(¢) = 0. Soit k € N,
on peut trouver une racine ¥(t) tel que ords(¢) est un multiple de k. En particulier il existe
une racine ¢ de f tel que ords(¢)) > i. Comme ord.(¢ — ) < 4, alors ord(¢(t)) < i.

Corollaire 3.4.5 Avec les mémes notations du lemme précédent, si i < n et ordi(¢p) =
ordy(¢1), alors ' f si et seulement si ordy(¢) < i.

Démonstration Si gzﬁ;?_fi f alors ord;(¢) < i par le lemme précédent. Supposons que ord(¢) < i
et soit ¥ € QOK][[t]]*™! une racine de f(x1,...,%.,y) = 0. Par hypothese, ord,(¢) > n et

ordy(¢) < i < n. Ce qui montre que ord,(¢ — ) = ord(¢) < i. En particulier ¢p2£'f.
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3.4.2 Calcul de §(i),i <n

Avec les notations des sections précédentes on a le théoréme suivant :

n n
Théoreme 3.4.6 Soit 1 <i<n—1 et soit ¢ 'unique entier tel que T <i< T Ona :
q q+1

gl (B

Ot pour tout r € N¢, |r| est défini comme étant la somme des composantes de r.

p(i) = max{|ryi, [ra|.[

Démonstration Rappelons que 3(i) = max{O,f(¢(t))|o(t) € (QOKI[[Z]]*™), f), ¢ Z* f} et
que par le lemme 3.4.4, si ¢ 2° f alors ordy¢p(t) < i. Soit @(t) = (8,™F, ..., t.F y(th,... tF) €
(QO(K][[t]]¢th), f), si ordy(¢) < ordy(¢y), alors Oy(f(¢)) < n.ordy(¢p) < ni < |rq|.i. D’autre
part, soit y(t) = > ¢yt une racine de f(t7,...,t7,y) = 0 et o' = (t],..., €,Z|p|>|mh| cpt?),
alors O(f(¢")) = |r1|.i. Par conséquent on a

B(i) = max{O.f(¢(t))|¢ € (QOKI[[L]*), f), ¢ 2" f et ordy(¢) = Oy(¢1)}
mais par le corollaire 3.4.5, on a :

B(i) = max{O.f(¢(t))|¢ € (QO(KIE]"™), f), ordy(¢) = ordy(¢1) < i}

Soit ¢ = (¢7F ... ™k 2(th, ... tF)) comme déja donné, et supposons que (17, ... 1™ 2(t)) €
1

Y Ve ) 767

(PQO(KI[Z]]*™), f). Soit g = y™+by (x)y™ '+. . .4b,,(x) le polynéme minimal de z(a:l s, )
sur K((z1,...,2,)). Clairement O.f(¢(t)) = k|O(f, g)|. Soit ¢ = ¢(f, g). Si |nc| < |m1], alors
O(f,g) = n.m.c, en particulier k|O(f, g)| = k.Jm.n.c| < i.|n.c| < i.|my| = i.]r1]. Sinon, soit a
I'unique entier tel que |m,| < |n.c| < |mgi1| et soit s = max{j,m ~ 0 mod }. On a ou
i1
bien a < s, ou bien nc = m, = m,. Mais alors
km km kmd,
O(f7 g) = {rada + (nc - ma)da+1]~7 < (Ts+1ds+1>~7 = Ts41- =
d,
et comme L €N, et km < i, alors O(f, g) < rsﬂ[l 1,
n
Par conséquent,
ldQ qu
< RN J—
B0) < max{frifi, [ro|-[—=], ... rgl [= ]}
s s id, do ke geka _ g k
Pour avoir I’égalité, soient 1 < a < get k, = [—]. On pose ¢* = (t{* ,..t&* gty ..., t.*)),
n

ol y(t) = >, ¢pt” est une racine de f(t7,...,t¢,y) = 0 et y(t) = Z cpzﬁ. Dans ce cas,

[pl<lmal
Ou(f(¢") = Fa-[ral.
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3.4.3 Lien entre (3(i) et le semi-groupe de f

Les notations sont celles des sections précédentes, ordonnons N¢ par rapport a 'ordre dia-
gonal défini comme suit : soit a, 5 € N¢ on a

o] < 18]

a < (< <ou
|O./| = |ﬁ|aa <lex 6

La "fonction d’Artin modifiée” peut ainsi étre définie de la maniere suivante : étant donné
un entier 7 € N, soit b(7) un élément de N° tel que pour tout ¢(t) € (QOKI[t]]*™!, f), si
expf(o(t)) > b(i ) (ou l'ordre est défini comme ci-dessus), alors il existe une racine ¥ (t) de f
tel que ord(¢ — 1) > i. On définit 5(i) comme étant I'élément minimal parmi I'ensemble des
b(i). Avec cette définition, le méme argument que dans la section 3.4.2 montre que pour i < n,

- d
B(i) =max{ry.i, .. [Z h]} En particulier 5( ) =1, pour tout ¢ =1,..., h.

q
3.4.4 Calcul de 5(i),i > n

Les notations sont celles des sections 3.4.1, et 3.4.2., on se propose ici de calculer (i) pour
7 > n. On montre d’abord le résultat suivant :

Lemme 3.4.7 Soit i € N et soit ¢ € QO(K][t]]*™, f). On pose ¢ = c(f,¢). Si ords(¢) =

O(¢1), nlorde (o), et |c| > m alors ¢=2'f.

[[2] el tel que ¢ vérifie les conditions du lemme. Il existe p € N

Démonstration Soit ¢(t) € K[|t
(t)). Soit m,s € N tels que ¢(t) = (¢, ..., 7", z(t5, ..., t5)) et que
P

tel que @(t) = (117, ..., 127, 0(t

Y Ve

o= (t7, ., t0z (tl,..., e)) €

*r%e 9

QO(K][t ]]EH) Soit ¥ (t) = (17, ..., t2P y(¢}, ..., t2)) une racine

de f tel que c(f, ) = c(¢¥, @) ou o = (t7,... . t% y(t,...,t.)). On a:
1 1 np np mp mp
- o )| = — b ) — oyt ot
e = o exp(=(8 t2) = W )] = o lexple(6] ) = o6 o))
1 1

= —|exp(z(t3,...t2) —y(t, ..., )| >
ApLal, 1)yt )] > L

Mais ¢(t) — () = (0,...,0,(2(#,...t7) — y(#],...,0)). En particulier ordy(¢(t) — (2)) >
inp

ord(¢)

= i. Ce qui montre notre assertion.

Théoreme 3.4.8 Si ¢ > n alors

B(1) = max{ni, |r1|.k1(3), ..., |ra|-kn(2),0(i,q),1 < q < h}

o
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k(i) = [%] si [%]i() mod d,
! [%] —1 sinon
et :

[|T,}Tq|](’7ﬁq|dq - ’mq‘qurl) +idgyr st [|m ’] < [|m ’]

0(i,q) = q+l1 ‘q

’ R i
0 St = ]

Imgal” [mygl

Par convention, |mp4q1| = +00.

Démonstration Rappelons que 3(i) = max{O,f(¢(t))|¢2' f,¢ € (QOKI[[H]*), f)} et que
par le lemme 3.4.4., si ¢2£'f alors ord,(¢) < i. Soit ¢ € (QO(K][[]*"), f) et supposons que
(b;’*éi f. Par le lemme précédent on a trois cas :

197 cas) ordy(¢) < O(¢1) : dans ce cas, O(f(¢)) = O(y(t)") < n.ordi(¢) < ni et si
¢ =1(0,...,0,t}), alors O.f(¢(t)) = in.

20m¢ cas) ordy(¢) = Oy(¢1) et n ne divise pas ord,(¢) : écrivons ¢(t) = (£7%, ... t7F 2(t, ..t%))

coy be 5

ot m,p € Net (tf,... 17, 2(t)) € PQO(K[[t]]*""). Soit g = y™ + bi(2)y™ ' + ... + bu(2)

oy le

le polynome minimal de z(z{",...,x2") sur K((xy,...,7.)), et posons ¢ = ¢(f,g). Comme
n= dL ne divise pas m, alors |nc| < |my|. Si |nc| < |m4|, alors O;f(¢) = |k.O(f,9)| =

h+1
|k.n.m.c|] < i.n. Sinon, soit a l'unique entier tel que |m,| < |n.c] < |mgy1| et soit s =
max{j,m ~ 0 mod dL} On a ou bien a < s ou bien nc = mg = m,. Par conséquent

j+1
sr1ds : o » :
|EO(f, 9)] = O(f(o(2)) < mk.w. Soit | un entier vérifiant les conditions suivantes :
- n
n
- ()L <.
( ) ds+1 N

- (**)n ne divise pas .
s+1
Clairement [ < kgy1(7). En plus, ksy1(2) vérifie les conditions (*) et (**). En particulier, kg1 (7)

est le plus grand entier [ pour lequel les conditions (*) et (**) sont satisfaites.

ds : .
D’autre part, mk = ord,(¢(t)) < i et n ne divise pas mk. D’ott m.k.—== vérifie les conditions
- n
ksi1(i). Ceci implique que O f(o(t)) < ksy1(2).|7s11]-

(*) et (**), en particulier m.k <
ds+1

L’égalité est atteinte pour

ot) = (17 Ym0t

Ipl<|ms+1]

ou y(t) = >_, ¢pt? une racine de f(I7,...,t7,y) = 0.

s écrivons ¢(t) = (677, ..., 1", 2(t)) =

ey be

3%me cas) ord, (@) = Oy ), n divise ordy(¢), et |¢| < ordi(qb)

(kR Ot tR)) ot p,m,k € Noet (#7,...,t7,0(t) € PQO(K][[t]]*™!). Comme |c| <

coy be 5
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1
ord(¢)

alors [

= —, alors n.|c| < —. Soit ¢ tel que |my| < — < |myq1]|. Comme <p<—

~np P p ’mq+1| |mg|
! |+1<p< [L] (notons que si ¢ = h alors par convention, =0).
|mg1] my| Mg

Soit 1 < ¢’ < h tel que |my| < |nc| < |my41], alors

_ jfm
N n

Ouf(6(t)) (rgdy + (ne —mg)dy 1)

Mais n|e| < 3, en particulier ¢ < ¢ (en effet, |my| < nle| < |mgi1] et |my| < < |mg1])-
b p
- Si¢ < q, alors :

km
Otf(ﬁb@)) = 7|rq’dq’ + (nc — mq’)dq’+1| = p~|rq’dq’ + (nc — mq’)dq’+1|

]

< plrsadyal < [ raldy
Mais ] )
iy = qu\dqﬂ.h;_q' > |mq|dq+1[m§—q|1
alors,
Ouf(4(1)) < [mi—q,nmdq - [Mi—q‘nmqwqﬂ + [‘mﬁnmquﬁl
< [ﬁnmdq - [M?L—Anmquqﬂ +idy1 = 0(i,q)

- Si ¢ = ¢, alors

Ocf(9(1)) = plredy — mydgia| +idgyr < [|m |]|rqdq — Mydgi1| +idg1 = 0(i, q)
q

[’égalité est atteinte pour

o) = (7, 7 (D) = D ot + 2t
glil<y
ot y(t) = 3, ¢t/ une racine de f(t7,...,t7,y) =0, p = [ﬁ] et Z est un élément générique
Mg
de K. Soit ¢(t) = (#7k, . #m% p(th ) ot m, k € N et (£, .47, p(t)) € (PQO(K][t]]¢*), f).
On a

p(t?a s atg) = Z/l(tl%a cee 7t€%) = Z cj'z_fjm + Ztl%
alil<g

i
et un calcul direct montre que, pour un bon choix de Z, || = —.
np
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Exemple 3.4.9 Soit f(z1,79,y) = (y* — 2329)? — 2523y € K|[z1, 2]][y]. Alors [ est un po-
lynéme quasi—ordmaire et par le critére donné dans [5] f est irréductible. De plus, g1 = y et
go = y? — 231y sont les racines approchées de f. Les suites caractéristiques de f sont données
par ;5 = (4,0),15 = (0,4),71 = O(f, 91) = (4,2),72 = O(f, 92) = (12,5), dy = 4,dy = 2,ds =

1L, m =r = (4, 2) me = (8,3),m3 = (400, +00). Par le calcul B(1) = 7”175(2) = r2,ﬁ(3) =
max(3r1,[3%]m2) = 3ry, en particulier 5(1) = 6,3(2) = 17,5(3) = 18. D’autre part, pour

1>4,0na:

L )= si [M1] =20 mod 4
Fali) = {[id?l]—l:i—l sinon
A [ I

[@] —

1= [1] —1 sinon
" 2

0ii1) = [|m |](|7°1‘d1 imi|dy) +idy = 12[6] +2i st [|’;n_2‘] :i ﬁ] < [W] — [6]
’ si [77) = [g)

0(i,2) = arl(reld = |me|da) + id = 23[11] . [W]i_ 0 <l = i1
0 510 = [ﬁ]

En utilisant la formule trouvée dans 3.4.8, on a : 3(4) = |r1|ki(4) = 18, 5(5) = |r1|k1(5) = 30,
et B(6) = [ra|ka2(6) = 51 et que B(i) = |ra|.ka(2), 7 > 7.

Remarque 3.4.10 Dans son papier, M. Hickel [15] a montré que la fonction d’Artin-Greenberg
d’une branche plane est du type Pas-Presburg, i.e. il existe d, N € N tel que pouri > N, (3(i) =
ap)t + bpy ot p(i) désigne la classe de i modulo d. Dans le cas présent, on a B(i) = |ry|.kp(4)
pour v >> 0.

En effet soit ¢ < h,

id, idy, d
|rql-kq(2) < ‘Tq‘ = ‘%"7'?2
mais
- 2 < Jral =1
en particulier
Zdh idh
ko (i) < |1y ] 20 _ 100
() < [ 22—
d d R
Mais " = [2 "1+ = avec 0 < R < n, par conséquent |ry|.ky(i) < |ra|-kn(i).

n n n
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D’autre part,

0(i,q) < W(Vq’dq — |mgldgt1) + idgyr = W|rq|dq < [ral-kn (i)
q q
. y d
De plus, 6(i,h) < L.|rh\.dh = L|rh|l—h Mais |rh|.Z—h ~ |ry|.kn(i) et o< 1, d’ou
|my, || n n M|

0(i,q) < |rp|-kn(i) pour ¢ < h. En particulier, pour i >> 0, 5(i) = |rp|-kn(7).

n
En particulier, la ”fonction d’Artin modifiée” de f est du type Pas-Presburg avec d = e
h

3.5 La fonction d’Artin-Greenberg pour les singularités

quasi-ordinaires
Soit f(x1,...,Ze,y) = y"+ar(z)y" ' +...+a,(z) un polynome quasi-ordinaire irréductible de
K([[z1,...,x:]][y]. On associe a f le polynéme F(z,y) = f(z,x,...,z,y). On note la ”fonction

d’Artin modifiée” de f par 3 et celle d’Artin-Greenberg de F' par (.

Lemme 3.5.1 Pour tout i € N,
Br (i) = max{O, f(4(1))|¢ € K[[#]]*", o' F}

Démonstration Voir lemme 3.4.3.

Me

Proposition 3.5.2 Supposons que f = y" — x[" ....2" ou pged(n,mq,...,m.) = 1. Si
F(z,y) = f(z,z,...,x,y) est irréductible dans K[[x]][y] alors pour tout i € N, Br(1) = B¢(1).

Démonstration F(z,y) = f(z,z,...,y) = y" — 2™ notons m = >_m;. Comme F est
irréductible alors :

i)i<n= 0p(i)= Z;:l m;j.i = [(i).
ii) i > n : dans ce cas, alors d’apres les formules du chapitre 2., on a

Br (i) = maz{n.i, m.kp(i),0p(i,1)}

mais 0p(i,1) = [i](mn —m) +1i < ni, dott Br(i) = maz{n.i,mkkL(i)} ol
m
RL () = {z ?i 120 mod n
t—1 sinon
D’autre part

Bs(i) = max{n.i, Z m;.kp(i)}

ou
k}@) _ {z ?i 1220 mod n
1 — 1 sinon

Ainsi Bp(i) = By(i)



tel-00543687, version 1 - 6 Dec 2010

3.6. CALCUL DE LA "FONCTION D’ARTIN MODIFIEE” AVEC MAPLE 99

Proposition 3.5.3 Supposons que f = y™ — " ....al ou pged(n,my,...,m.) = 1 et que

F(z,y) = f(z,z,...,y) n'est pas nécessairement irréductible dans K|[[z]][y]. On a :

Br(i) = Bf(i) <= pged(n, ij) <n

Démonstration F(x,y) = f(z,z,...,y) = y"—x=" si F est réductible alors pged(n, Y m;) =
d>1. _—

i) Si d alors F(z,y) =[],y — y;(x) ot y;(x) = w/.a™=", avec w est une racine n-ieme
primitive de I'unité. Dans ce cas Br(i).i.
D’autre part, B(i) = > mj.i,i < n, d'on, Bp(i) < Bf(i).

ii) Sinon, il existe n/,m’ tel que n =n'.d, Y m; = m’.d. De plus

F(z,y) = [[w" —v;(@)

j=1

et pour tout 1 < j < d,y;(z) = w’ 2™ oll w est une racine n-iéme primitive de 1'unité. Soit
Gj(z,y) = y" — y;(x), on voit que les G;(x,y) sont équisinguliers, par conséquent Bp(i) =
d.fBe, (7).

ii.1) Sii < n alors fBg, (i) = i.m’, par conséquent Bg(i) = > 7 my.i = B(i).

ii.2) Si ¢ > n, alors d’apres les formules du chapitre 2, on a

Ba, (i) = max{n'.i,m' (i — 1),05(i,1)}

mais 0g, (i,1) = [%](m’n’ —m/)+i < n'i, dou
m

Ba, (i) = maz{n'.i,m' (i — 1)}

en particulier

Br(i) = dmax{n'.i,m (i — 1)} = maz{n., Z m;(i —1)}.

En appliquant la méme procédure a f on trouve que

Bf(i) = maz{n.i, ij.(i -1}
J
D’ou I’égalité.

3.6 Calcul de la”fonction d’Artin modifiée” avec MAPLE

> pged := proc (liste : :list) § Calcule le pged d’une liste
if nops(liste) = 1 then op(liste)
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else ged(op(1, liste), pged([op(2 .. nops(liste), liste)]))
end if
end proc :

> with(linalg) ; with(combinat) ; M := proc (L : :list, e : :integer) # Calcule le pged des mineurs

d’une matrice d’ordre e
local S, S1, S2, 1, j, P, M, Det, H, M1, d;

S 1= op(L)
S1 := choose(S, e);
P := [op(S1)];

for j from 1 to nops(P) do M[j] := matrix([op(P[j])]) ;

Detl[j] := det(M][j]) end do; M1 := [seq(M][j], j = 1 .. nops(P))];
Det := [seq(Detli], i = 1 .. nops(P))];

d := pged(Det)

end proc :

> diviseur := proc (r : :list, e) § Calcule la suite des pged d’'une liste
local a, D;
D[1] := M([op(1 .. e, 1)], €);
for a from 2 to nops(r)+1-e do D[a] := M([op(1 .. e+a-1, 1)], e) end do;
seq( Dla]

a Dinops(r) +1 — €]
end proc :

,a=1. nops(r)+1-e)]

> m := proc (r : :list, e) § Calcule la suite (m;)o<i<n

local a, m, d;

d := diviseur(r, e);

for a to e do m[a] := r[a] end do;

mle+1] := rle+1];

a— 2]

d do;
dla—1] end do;

for a from e+2 to nops(r) do m[a] := r[a]+m[a-1]-r[a-1]*

[seq(m[a], a = 1 .. nops(r))] end proc;

> k := proc (r : :list, e, i) § Calcule k()
local a, k, d;

d := diviseur(r, e);

for a to nops(r)-e do

if ‘mod‘(ﬂoor(i*%), dla]) =0

d
then kfa] := ﬂoor(i*%)-l
d
else kla] := ﬂoor(i*%) end if end do;
[seq(k[a], a = 1 .. nops(r)-e)]
end proc :
> S := proc (1 : :list) § Calcule la somme des termes d’une liste
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local s, a;

s[1] == 1[1];

for a from 2 to nops(l) do s[a] := s[a-1]+][a] end do
if nops(1)=1 then s[1]

else s[nops(1)] fi;

end proc :

> R := proc (r : :list) f Calcule |r;|

local T, a;

for a to nops(r) do T[a] := S(r[a]) end do;
[seq(T[al, a =1 .. nops(r))]

end proc :

> 0 := proc (r : :list, e, i) § Calcule 0(i, a)

local a, y, theta, d, r2, m2, M;

r2 := R(r);

m2 := m(r, e);

M := R(m2); d := diviseur(r, e);

for a to nops(r)-e-1 do

if 0 < iquo(i, M[a+e])-iquo(i, M[a+e+1]) then

thetala] := iquo(i, M[a+e])*(r2[a+e]*d[a]-M[a+e|*d[a+1])+i*d[a+1]
else Ala] := 0 end if end do;

if 0 < iquo(i, M[nops(r)]) then

y := iquo(i, M[nops(r)])*(r2[nops(r)]*d[nops(r)-e]-M[nops(r)])+i
else y := 0 end if; [seq(thetala], a = 1 .. nops(r)-e-1), y]

end proc :

> beta := proc (r : :list, e, i : :integer) f Calcule 5(7)

local d, k2, theta2, a, B, M, r2, m1;

d := diviseur(r, e);

ml :=m(r, e);

M := R(ml);
r2 := R(r);
k2 := k(r, e, i) ;

theta2 := theta(r, e, i);
if i < d[1] then B := max(seq(iquo(i*d[a], d[1])*r2[a+e], a = 1 .. nops(r)-e))

101

else B := max(d[1]*i, seq(k2[a]*r2[a+e], a = 1 .. nops(r)-e), seq(theta2[a], a = 1 .. nops(r)-e))

end if :
end proc :
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