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séparablement clos

Thomas Blossier

25 novembre 2010

Résumé

Pour tout entier n, on construit des sous-groupes, infiniment définissables de
rang de Lascar ωn, du groupe additif d’un corps séparablement clos.

1 Introduction

L’étude de certains groupes infiniment définissables dans les corps séparablement
clos joue un rôle important dans la preuve de la conjecture de Mordell-Lang en carac-
téristique positive [10]. Dans la démonstration du théorème de Mordell-Lang pour les
modules de Drinfeld, c’est l’étude de la structure «modulaire» de certains sous-groupes
additifs qui est utilisée [9]. La classe des sous-groupes additifs est par-elle même inté-
ressante, car très riche dans le contexte de la stabilité. Il est possible, en particulier,
de construire des sous-groupes additifs de «rangs petits» avec certaines propriétés :
par exemple une famille de groupes minimaux ω-catégoriques deux à deux orthogo-
naux, des groupes minimaux avec des structures modulaires particulières, des groupes
minimaux «minces non très minces» (voir [1], [2]). On peut également construire des
groupes rangés de rangs infinis. En fait, dans [1], des sous-groupes additifs de rang
ω sont construits. Une construction de types triviaux de rang ω avait été réalisée au-
paravant dans l’article [6] et ses auteurs remarquaient alors qu’il devait être possible
d’obtenir des types d’autres rangs dénombrables par des constructions analogues. La
généralisation de ces constructions s’avère techniquement assez complexe. L’objet du
présent papier est d’expliciter, pour tout entier n, des constructions de sous-groupes
additifs de rang dénombrable ωn. Notons qu’à notre connaissance, on ne sait pas pour
l’instant construire un type de rang dénombrable ωω dans un corps séparablement clos.

Pour toute la suite, nous fixons un corps L séparablement clos non algébriquement
clos de caractéristique p. On appelle sous-groupe additif, un sous-groupe de (L,+)
infiniment définissable dans L. Nous généralisons en fait la construction de sous-groupes
additifs de rang ω pour obtenir :

1. Pour tout ordinal λ < ωω, une construction de sous-groupes additifs non mono-
basés de rang U égal à λ (voir Corollaire 28). (Notons que ωω désigne l’ordinal ω
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à la puissance ω, en tant qu’exponentielle ordinale. En particulier ωω est dénom-
brable.)

2. Pour toute famille dénombrable (λi)i∈ω d’ordinaux strictement inférieurs à ωω,
une construction de familles de sous-groupes additifs monobasés Gi deux à deux
orthogonaux et de rang U respectif égal à λi (voir Corollaire 32).

Rappelons très rapidement certains résultats bien connus sur les corps séparable-
ment clos : la théorie des corps séparablement clos de caractéristique p et de degré
d’imperfection ν est complète, pour chaque p et ν fixés [8]. Pour obtenir l’élimination
des quantificateurs, il suffit d’ajouter au langage, des fonctions appelées λ-fonctions
(voir [4] ou [5]). On renvoie à l’introduction de [7] pour les notations et définitions
concernant les λ-fonctions, mais elles ne seront pas nécessaires pour la lecture de nos
constructions.

La clôture définissable de A, notée dcl(A), est le plus petit sous-corps de L contenant
A et clos par les λ-fonctions et la clôture algébrique de A, notée acl(A), est la clôture
séparable de A.

Nous fixons K une sous-structure élémentaire de L et nous supposons que L est
|K|+-saturé. Par élimination des quantificateurs, le type d’un uple ā surK est déterminé
par la donnée des équations algébriques satisfaites par une énumération des points de
dcl(K, ā) en fonction des points de (K, ā). Nous noterons K〈A〉 le modèle premier
au-dessus de A ∪K qui est égal à acl(K,A).

Fixons b ∈ K \ Kp. Afin de simplifier les notations, nous ne considérerons par la
suite que des éléments ayant des arbres binaires de composantes (sur b) : soit x un
élément de L,

1. x a un arbre binaire d’hauteur 1 si x = xp0+ bxp1 avec x0 et x1 dans L. On appelle
alors x0 et x1 les composantes de niveau 1 de x et on note x=1 l’uple x0x1.

2. x a un arbre binaire d’hauteur n+ 1 si x = xp0 + bxp1 avec x0 et x1 dans L ayant
des arbres binaires d’hauteur n. On appelle alors composantes de niveau n + 1
de x, l’ensemble des composantes de niveau n de x0 et de x1. On note x=n+1 la
concaténation de x0=n avec x1=n.

3. x a un arbre binaire d’hauteur infinie si x a un arbre binaire d’hauteur n pour
tout n. On note alors x∞ l’uple de ses composantes.

On représente les arbres binaires de la manière suivante :

x00 x01 x10 x11

x0 x1

x

Remarque. L’ensemble Bn des éléments de L ayant un arbre binaire d’hauteur n (sur
b) est un sous-groupe additif définissable (sur b). On notera B∞ le sous-groupe additif
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infiniment définissable constitué des éléments de L ayant un arbre binaire d’hauteur
infinie. Remarquons que par élimination des quantificateurs, le type surK d’un élément
a de B∞ est déterminé par le type d’isomorphisme de K(a∞) dans le langage de pur
corps. Notons qu’un élément a dans Bn est interdéfinisable avec l’uple a=n au-dessus
de b. Quand nous ne considérerons qu’une partie des composantes de niveau n de a
dans Bn, nous utiliserons la notation aI pour I ⊂ [= n], où [= n] désigne l’ensemble
des indices permettant d’énumérer les composantes de niveau n. Nous utiliserons les
mêmes notations pour un k-uple a d’éléments de Bn, par exemple aI pour une partie
des composantes de niveau n de a pour I ⊂ k × [= n].

Nous allons par la suite construire des types dans B∞ en utilisant uniquement
des équations additives (c’est-à-dire des équations définies par des polynômes additifs
ou p-polynômes) sur les composantes x∞. Les types additifs obtenus seront alors des
génériques de sous-groupes additifs connexes (voir [3, Definition 2.5 et Lemma 2.6]).

On noteraX=n, respectivementX∞ les indéterminés des polynômes additifs portant
sur les composantes x=n, respectivement x∞. On notera RU le rang U et RT le rang de
transcendance. (Rappelons que RT(x;K) est par définition le degré de transcendance
de K〈x〉 sur K.)

Dans la section 2, nous commençons par définir un type de relations entre les com-
posantes, que nous appelons maillage, et qui nous permet selon la complexité l de ces
maillages, d’obtenir, dans la section 3, des sous-groupes additifs avec rang U supérieur
ou égal à ωl et ensuite, dans la section 4, de majorer ce rang par ωl en utilisant le même
type de procédé que pour la construction de sous-groupes additifs de rang ω dans [1].

2 Maillage

Pour k > 0, on note un k-uple a, a = (a1, . . . , ak) ou simplement a = a1 . . . ak.

Définition 1. On définit par induction sur l ≥ 1, les (k1, ..., kl)-uples :
(i) Un (k)-uple est un k-uple d’éléments de L.
(ii) Un (k1, ..., kl+1)-uple est un k1-uple de (k2, ..., kl+1)-uples.
La complexité et la décomposition d’un (k1, ..., kl)-uple sont respectivement l et

(k1, ..., kl). On dira également que la complexité d’une décomposition u = (k1, .., kl) est
l et on définit s(u) := k1k2 · · · kl.

Remarque.

(i) On se permet, si besoin, de regarder un (4, 3)-uple, comme un (12)-uple, un
(3, 4)-uple, ou un (2, 3, 2)-uple. De manière générale un uple a de décomposition u peut
aussi être regardé comme un s(u)-uple d’éléments de L, et b ∈ a signifie que b est un
de ces s(u) éléments.

(ii) Pour simplifier les notations, si u = (k1, ..., kl) et v = (k′1, ..., k
′
l′) sont deux

décompositions, la décomposition (k1, ..., kl, k
′
1, ..., k

′
l′) se note indifféremment (u, v),

(k1, ..., kl, v) ou (u, k′1, ..., k
′
l′ ) .

Définition 2. On dit qu’une décomposition est paire si elle est de la forme v = (2k, u)
où u est une décomposition. On note dans ce cas v/2 la décomposition (k, u). Enfin
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si x1 et x2 sont deux uples de décomposition (k, u), on regarde l’uple x1x2 comme un
uple de décomposition (2k, u).

Définition 3. On définit par induction sur l ≥ 1 et n ≥ 1, les maillages de complexité l
et de hauteur n, portant sur des couples (x, y) d’uples de complexité l et respectivement
de décompositions u et v(u, n).

(i) Maillage de complexité 1 et de hauteur 1 :

M1
(k)(x, y) :=

k
∧

i=1

(

xi = ypi + bypi+1

)

pour x = (x1, . . . , xk) un (k)-uple et y = (y1, . . . , yk+1) un (k + 1)-uple. On pose
v((k), 1) := (k + 1).

(ii) Maillage de complexité l et de hauteur n+ 1 :

Mn+1
u (x, y) := ∃z M1

u(x, z) ∧Mn
w(z, y)

où x, y, et z sont des uples de complexité l et respectivement de décompositions u, v
et w tels que w = v(u, 1) et v = v(w,n). On pose v(u, n + 1) := v = v(v(u, 1), n).

(iii) Maillage de complexité l + 1 et de hauteur 1 :

M1
(k,k′,u)(x, y) :=

k
∧

i=1

Mk′+2
(k′,u)(xi, yiyi+1)

où x et y sont des uples de complexité l+1 et respectivement de décomposition (k, k′, u)
et v((k, k′, u), 1) := (k + 1, v((k′, u), k′ + 2)/2).

yi yi+1 yi+2

xi xi+1

Mk′+2
(k′,u) Mk′+2

(k′,u)

Remarque 4. On vérifie facilement que v est bien définie, c’est-à-dire que pour tout k′

et u, v((k′, u), k′ + 2) est paire. Pour cela on remarque par induction sur la complexité
que si u = (k1, ..., kn) et v(u, 1) = (k′1, ..., k

′
n) alors k′1 = k1 + 1 et pour tout i > 1,

k′i > ki. Notons que si n ≥ 2 alors on a également la relation k′2 = k2 + 1.

La propriété suivante se vérifie également par simple induction.
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Propriété 5. Pour chaque décomposition u, il existe une suite strictement croissante
(mu,n)n>0 d’entiers strictement positifs, une suite (Iu,n)n>0 où Iu,n ⊂ s(u)× [= mu,n],
et pour chaque n > 0, un système Su,n d’égalités entre les variables appartenant à l’uple

X=mu,n où X est un uple de s(u) indéterminées, telles que pour tout uple x ∈ B
×s(u)
∞

de décomposition u,
(i) ∃yMn

u(x, y) ↔ Su,n(x)
(ici Su,n(x) signifie que l’uple x=mu,n satisfait le système Su,n) ;

(ii) si Su,n(x) alors :
– xIu,n est l’unique y tel que Mn

u(x, y) ;
– pour tout j ∈ s(u) × [= mu,n], il existe i ∈ Iu,n tel que xj = xi, en particulier

x et xIu,n sont interdéfinissables.

3 Grills de complexité arbitraire

Nous donnons dans cette section une construction de types de rang U supérieur ou
égal à ωl. On utilise pour cette construction un maillage entre les composantes qui nous
permettra dans la section suivante de compléter cette construction afin d’obtenir des
types de rang U égal à ωl.

Pour la suite, fixons une décomposition u de complexité l.

Définition 6. On définit le grill de décomposition u par

Grillu := x ∈ B×s(u)
∞ ∧

∞
∧

n=1

Su,n(x)

où (Su,n)n>0 est la famille de systèmes d’égalités entre certaines composantes vue dans
la Propriété 5.

Lemme 7. Le grill de décomposition u est un sous-groupe additif de B
×s(u)
∞ , infiniment

définissable sur b et connexe.

Démonstration. Le fait que Grillu est un sous-groupe additif infiniment définissable sur
b est évident puisque les systèmes Su,n correspondent à des égalités entre composantes.
D’autre part, il est facile de vérifier que «x ∈ Grillu» n’impose pour aucun n > 0 de
relations algébriques, au sens des corps, entre les éléments de xIu,n . Donc les équations
«x ∈ Grillu» et les inéquations «les éléments de xIu,n sont algébriquement indépendants
au-dessus de K» pour tout n > 0, détermine un type complet sur K, qui est alors
l’unique générique de Grillu sur K. Le groupe Grillu est donc connexe.

On note par la suite pu le type générique de Grillu au-dessus de K.
Nous allons montrer que Grillu est de rang U supérieur ou égal à ωl. Pour cela, on

utilise le fait que pu a un arbre de p-composantes qui est minoré au sens suivant.

Définition 8. Nous définissons par induction sur la complexité la notion d’arbre minoré
sur des uples de B∞ :

(i) Un uple a de complexité 1 a un arbre minoré sur K s’il existe deux suites stric-
tement croissantes (in)n<ω et (kn)n<ω d’entiers, et une suite d’uples an de complexité
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1 et de décomposition (kn), telles que pour chaque n,
- an ⊂ a=in ;
- an = (an1 , . . . , a

n
kn
) tel que anj /∈ K〈anj+1, . . . , a

n
kn
〉 pour j ∈ {1, ..., kn}.

(ii) Un uple a de complexité l + 1 a un arbre minoré sur K s’il existe deux suites
strictement croissantes (in)n<ω et (kn)n<ω d’entiers, et une suite d’uples an de com-
plexité l + 1 et de décomposition (kn, vn), telles que pour chaque n,
- an ⊂ a=in ;
- an = (an1 , . . . , a

n
kn
) tel que l’uple anj de complexité l a un arbre minoré surK〈anj+1, . . . , a

n
kn
〉

pour tout j ∈ {1, ..., kn}.

Remarque. Si un uple a a un arbre minoré sur K ′ ⊇ K (où K ′ est une extension
élémentaire de K) alors cet uple a un arbre minoré sur K.

Lemme 9. Si un uple a de complexité l a un arbre minoré sur K, alors RU(a/K) ≥ ωl.

Démonstration. Soient (in)n<ω et (kn)n<ω deux suites strictement croissantes d’entiers,
et (an)n<ω une suite d’uples de complexité l comme dans la définition ci-dessus.

La preuve se fait par induction sur l.
Si l = 1, pour tout n < ω,

RU(a/K) ≥ RU(an/K) ≥
kn
∑

j=1

RU(anj /K〈anj+1, . . . , a
n
kn〉).

Par hypothèse pour tout j ∈ {1, ..., kn}, RU(anj /K〈anj+1, . . . , a
n
kn
〉) ≥ 1, donc RU(a/K) ≥

kn, ceci pour tout n < ω. Par conséquent RU(a/K) ≥ ω.
Si l = l′ + 1, pour tout n < ω,

RU(a/K) ≥ RU(an/K) ≥
kn
∑

j=1

RU(anj /K〈anj+1, . . . , a
n
kn〉).

Par hypothèse pour tout j ∈ {1, ..., kn}, l’uple a
n
j de complexité l′ a un arbre minoré sur

K〈anj+1, . . . , a
n
kn
〉 et donc par hypothèse d’induction RU(anj /K〈anj+1, . . . , a

n
kn
〉) ≥ ωl′ .

D’où pour tout n < ω, RU(a/K) ≥ ωl′kn et donc RU(a/K) ≥ ωl.

Étant donnés un maillage sur un couple (a, b) et un sous-uple a′ de a, nous utiliserons
par la suite le sous-uple de b constitué des composantes de a′ dans b.

Définition 10. Soient n > 0, a un uple de décomposition u et b un uple de décompo-
sition v = v(u, n) tels que Mn

u (a, b). Soient (a1, . . . , as(u)) et (b1, . . . , bs(v)) les énumé-
rations des uples a et b. Pour 1 ≤ i ≤ s(u), on note Cn

u,i l’ensemble des indices dans
{1, . . . , s(v)} énumérant les éléments du s(v)-uple b qui correspondent «naturellement»
par le maillage à des composantes de ai.

Cet ensemble ne dépend que de u, i et n et se définit de manière précise par induction
sur la complexité de u et la hauteur n :

1. C1
(k),i = {i, i + 1} pour 1 ≤ i ≤ k,

2. Cn+1
u,i = ∪j∈Cn

u,i
C1
v(u,n),j pour 1 ≤ i ≤ s(u),

6

ha
l-0

05
40

21
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

26
 N

ov
 2

01
0



3. C1
(k,k′,u),(i−1)·s((k′,u))+j = (i − 1) · s(v((k′, u), k′ + 2)/2) + Ck′+2

(k′,u),j pour 1 ≤ i ≤ k

et 1 ≤ j ≤ s((k′, u)).

Pour 1 ≤ i ≤ s(u), on dira que x est une composante de ai au niveau de b par
rapport à a si x = bj pour un j ∈ Cn

u,i.

(Pour n = 0, on pose C0
u,i = {i}.)

La propriété suivante se vérifie par induction sur la complexité et la hauteur du
maillage.

Propriété 11. Soient n > 0, a = (a′1, . . . , a
′
k) un uple de décomposition u = (k, u′) et

b = (b′1, . . . , b
′
k+n) un uple de décomposition v = v(u, n) = (k + n, v′) tels que Mn

u (a, b)
(ici les a′i sont des uples de décomposition u′, ou des éléments si la complexité de a est
1). Si x est un élément de a appartenant (ou, si a est de complexité 1, égal) à a′j alors
l’une des composantes de x au niveau de b par rapport à a appartient (ou est égale)
à b′j et aucune composante de x n’appartient (ou n’est égale) à b′l pour 1 ≤ l < j. Le
maillage étant symétrique, on a la même propriété en considérant a′j , b

′
j+n et b′l pour

j + n < l ≤ k + n.

Lemme 12. Les ensembles Cn
u,i sont des intervalles tels que pour tout n ≥ 1,

1. minCn
u,1 = 1 (et maxCn

u,s(u) = s(v(u, n)) symétriquement) ;

2. minCn
u,i < minCn

u,i+1 ≤ maxCn
u,i < maxCn

u,i+1 pour tout 1 ≤ i < s(u).

Démonstration. Le passage de la hauteur n à la hauteur n + 1 est immédiat. Suppo-
sons le résultat vérifié pour une décomposition (k′, u) et considérons la décomposition
(k, k′, u). Rappelons que pour tout 1 ≤ i ≤ k et tout 1 ≤ j ≤ s((k′, u)),

C1
(k,k′,u),(i−1)·s((k′,u))+j = (i− 1) · s(v((k′, u), k′ + 2)/2) + Ck′+2

(k′,u),j.

Il suit par induction que les ensembles C1
(k,k′,u),l, pour 1 ≤ l ≤ s((k, k′, u)), sont

des intervalles vérifiant la première propriété. Soit 1 ≤ l < s((k, k′, u)) alors si l =
(i−1) · s((k′, u))+ j avec 1 ≤ i ≤ k et j < s((k′, u)) la seconde propriété suit également
par induction. Sinon l+1 = i ·s((k′, u))+1. Par la Propriété 11 et la première propriété
de ce lemme on obtient,

minC1
(k,k′,u),l < i · s(v((k′, u), k′ + 2)/2) + 1 = minC1

(k,k′,u),l+1

< (i+ 1) · s(v((k′, u), k′ + 2)/2) = maxC1
(k,k′,u),l

< maxC1
(k,k′,u),l+1.

Définition 13. Soient n > 0, a un uple de décomposition u et b un uple de décom-
position v = v(u, n) tels que Mn

u (a, b). Si a
′ = (ak, . . . , al) est un sous-uple d’éléments

consécutifs de l’uple a, on note alors a′niv(b/a) le sous-uple de b constitué des éléments
de b qui correspondent «naturellement» par le maillage à des composantes d’éléments
de a′. Plus précisément a′niv(b/a) est le sous-uple (bs, . . . , bt) d’éléments consécutifs de b
tel que s = minCn

u,k et t = maxCn
u,l. Notons que cette opération est transitive dans le
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sens suivant : si c est un uple de décomposition w = v(u, n +m) tel que Mm
v (b, c) (ou

de manière équivalente tel que Mn+m
u (a, c)) alors

a′niv(c/a) =
(

a′niv(b/a)

)

niv(c/b)
.

(Pour n = 0, on pose a′niv(a/a) = a′.)

Définition 14. Pour la suite on appelle uple extrait a′ d’un uple a de complexité l, tout
uple (ou élément) apparaissant dans la décomposition de a. Cette notion est définie par
induction sur la complexité l :

– si l = 1 et a = (a1, ..., ak) alors a
′ est un uple extrait de a si et seulement si a′ = a

ou a′ = ai où ai est l’un des éléments de l’uple a. Dans le premier cas on dira que
a′ est un uple extrait de complexité 1, dans le second un uple extrait de complexité
0.

– si a = (a1, ..., ak) est un k-uple (a1, ..., ak) d’uples de complexité l alors a′ est un
uple extrait de a si et seulement si a′ = a (dans ce cas a′ est un uple extrait de
complexité l + 1) ou a′ est un uple extrait (de compexité l′ ≤ l) de l’un des ai.

De plus si a′ est un uple extrait de a on note aD(a′) l’uple des éléments de a à droite
de a′, que l’on appelle reste à droite.

Lemme 15. Soient deux uples a et b vérifiant Mn
u (a, b) pour un entier n ≥ 1 et la

décomposition u de a. Considérons a′ un uple extrait de a de complexité l′.
Il existe alors un unique uple extrait b′ de b de même complexité l′ qui soit un préfixe

(sous-uple initial) de a′niv(b/a).

De plus a
D(a′)
niv(b/a) ⊆ bD(b′) (ici a

D(a′)
niv(b/a) dénote l’uple

(

aD(a′)
)

niv(b/a)
qui est le sous-

uple des éléments de b correspondant par le maillage à des composantes de aD(a′)).
Enfin si a′′ est un second uple extrait de a tel que a′′ ⊆ a′ alors l’uple extrait b′′ de

b correspondant à a′′ vérifie b′′ ⊆ b′.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur n et la complexité de a.
Si la complexité est 1 et n = 1. Alors a = (a1, ..., ak) et b = (b1, ..., bk+1) tels que
ai = bpi + bpi+1. Si a

′ = ai alors b′ vaut nécessairement bi. Dans ce cas, si i < k on

a aD(ai) = ai+1 . . . ak et a
D(ai)
niv(b/a) = bi+1 . . . bk+1 = bD(bi) ; sinon on a aD(ak) = ∅ et

a
D(ak)
niv(b/a) = ∅ ⊆ bk+1 = bD(bk). Si a′ = a, alors b′ = b et aD(a) = bD(b) = ∅. La dernière

propriété est évidemment vérifiée.

Passage de n à n + 1 : soient a, b vérifiant Mn+1
u (a, b). Considérons a′ un uple

extrait de a de complexité l′. Alors il existe c de décomposition w(= v(u, 1)) tel que
M1

u(a, c) et M
n
w(c, b). Par hypothèse d’induction, il existe un unique uple extrait c′ de

c de complexité l′ qui soit un préfixe de a′niv(c/a) et il existe un unique uple extrait b′

de b de complexité l′ qui soit un préfixe de c′niv(b/c). Mais alors c′niv(b/c) est un préfixe

de
(

a′niv(c/a)

)

niv(b/c)
= a′niv(b/a) donc b′ est également un préfixe de a′niv(b/a). De plus

a
D(a′)
niv(c/a) ⊆ cD(c′) et c

D(c′)
niv(b/c) ⊆ bD(b′) d’où a

D(a′)
niv(b/a) =

(

a
D(a′)
niv(c/a)

)

niv(b/c)
⊆ bD(b′). Enfin

si a′′ est un second uple extrait de a tel que a′′ ⊆ a′, alors par hypothèse d’induction
c′′ ⊆ c′ et donc b′′ ⊆ b′.
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Passage de la complexité l à l + 1 : soient a, b de complexités l + 1 vérifiant
M1

u(a, b). Alors u est de la forme (k, r, u′) et a = (a1, ..., ak), b = (b1, ..., bk+1) avec
M r+2

(r,u′)(ai, bibi+1) pour tout i ∈ {1, . . . k}. Soit a′ un uple extrait de complexité l′. Si

a′ = a (respectivement a′ = ai pour un i), alors b′ = b (respectivement b′ = bi pour ce

même i) et on vérifie facilement que a
D(a′)
niv(b/a) ⊆ bD(b′). Sinon, a′ est un uple extrait d’un

ai de complexité l′ < l. Par hypothèse d’induction sur le couple (ai, bibi+1) de deux uples
de complexité l, il existe un unique uple extrait b′ de bibi+1 de complexité l′ tel que b′

est un préfixe de a′niv(bibi+1/ai)
. Remarquons que l’uple a′niv(bibi+1/ai)

(où a′ est considéré

comme uple extrait de ai) est égal à a′niv(b/a) (où a′ est considéré comme uple extrait

de a). De plus comme l′ < l, l’uple b′ est nécessairement un uple extrait de b. Notons
enfin que ai = (ai,1, . . . , ai,r) et bibi+1 = (bi,1, . . . , bi,r, bi,r+1, bi+1,1, . . . , bi+1,r, bi+1,r+1)
et qu’en particulier si a′ = ai,s alors b′ = bi,s par induction. Il suit que quel que
soit l’uple extrait a′ de ai de complexité l′ < l, on a b′ ⊆ bi. Alors par induc-

tion, (ai)
D(a′)
niv(bibi+1)

⊆ b
D(b′)
i bi+1. Il suit que a

D(a′)
niv(b/a) ⊆ bD(b′) = b

D(b′)
i bi+1 . . . bk+1 car

aD(a′) = a
D(a′)
i ai+1 . . . ak et (aj)niv(b/a) = bjbj+1 pour tout j.

Proposition 16. RU(Grillu) ≥ ωl.

Démonstration. Soit x une réalisation de pu. Montrons que pour tout uple extrait a′

de complexité non nul d’un uple a tel que Mm
u (x, a) pour un entier m, a′ a un arbre

minoré sur K〈aD(a′)〉. En particulier on en déduit que x a un arbre minoré sur K et
donc que RU(x/K) ≥ ωl.

Nous montrons ce résultat par induction sur la complexité l′ de a′. Pour tout entier
n, notons an tel que Mn

v (a, a
n), a

′n l’uple extrait de an correspondant à a′ via le lemme
précédent, et enfin aD,n le reste à droite de a

′n dans an. Le lemme précédent implique

que a
D(a′)
∞ ∈ K(aD,n : n > 0) et que pour tout m ≥ n, a

′m est préfixe de a
′n
niv(am/an).

De plus, par le maillage, on sait que a
′n = (a

′n
1 , ..., a

′n
kn
) avec kn suite strictement

croissante (c.f. Remarque 4). Si la complexité de a′ est 1, on vérifie alors facilement que
a
′n
j /∈ K〈a

′n
j+1, ..., a

′n
kn
, aD(a′)〉 ; pour cela il suffit de remarquer que quand on descend

dans l’arbre, il reste toujours un degré de liberté à gauche. Cela suit du fait que pour
tout m ≥ n, l’uple extrait de am correspondant à a

′n
j par le lemme précédent est le

point a
′m
j . Ainsi a′ a un arbre minoré sur K〈aD(a′)〉. Si la complexité est l′ + 1, alors

par hypothèse d’induction, a
′n
j a un arbre minoré sur K〈bD〉, où bD est le reste à droite

de a
′n
j dans an. Mais alors bD = a

′n
j+1...a

′n
kn
aD,n et K〈bD〉 ⊇ K〈aD(a′)〉〈a

′n
j+1...a

′n
kn
〉. D’où

a′ a un arbre minoré sur K〈aD(a′)〉.

Nous ne savons pas si pour un ou tout u de complexité l, le rang de Grillu est majoré
et si dans ce cas il vaut ωl

4 Arbres majorés

Afin de majorer le rang U, nous allons compléter la construction de manière à ce que
la déviation sur un modèle implique la réalisation d’une composante dans l’arbre. Dans
un souci de simplification, nous utiliserons pour cela des arbres partiels «gauches».
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Définition 17. Un élément a de L a un arbre partiel gauche de niveau m si a ∈ Bm

et a=m ∈ K[a0̄(m)] où a0̄(m) désigne le premier élément de l’uple a=m. Dans ce cas

a = P (a0̄(m)) où P est un polynôme de K[Xpm ]. Un tel polynôme qui définit un arbre
partiel gauche de niveau m sera appelé par la suite polynôme gauche de niveau m. Dans
le cas où de plus tout élément de a=m est égal à la valeur d’un p-polynôme en a0̄(m),
on dira que l’arbre partiel gauche et le polynôme P associé sont additifs.

Un élément a de L a un arbre gauche s’il a un arbre partiel gauche de niveau m
pour tout m ≥ 0. Un type sur K a un arbre gauche si toutes ces réalisations ont un
arbre gauche.

Soient un = v(u, n) et sn = s(un) pour tout n < ω (voir Section 2 pour les définitions
de v et s). Pour la suite, fixons β(n) une entier positif et Pn,i un polynôme gauche de
niveau β(n) pour tout n < ω et tout 1 ≤ i ≤ sn.

Définition 18. Soit qu le type sur K défini par : a réalise qu s’il existe deux suites
d’uples an = (an1 , . . . , a

n
sn) et b

n = (bn1 , . . . , b
n
sn) de complexité l et de décomposition un

telles que a0 = a et pour tout n,

1. les éléments an1 , . . . , a
n
sn sont algébriquement indépendants au-dessus de K ;

2. ani = Pn,i(b
n
i ) pour tout 1 ≤ i ≤ sn ;

3. M1
un
(bn, an+1).

Remarque 19. – De même que pour pu, les réalisations de qu ont un arbre minoré,
et donc RU(qu) ≥ ωl.

– Si les polynômes utilisés dans la définition de qu sont additifs alors qu est un type
additif.

Par la suite, on choisira l’ensemble des polynômes gauches dans la définition de qu
de façon à ce que RU(qu) ≤ ωl. Cela sera vrai quand toute réalisation de qu aura un
arbre fortement majoré.

Définition 20. On définit les notions d’arbre faiblement et fortement majoré par une
induction imbriquée sur la complexité.

1. Un uple a = (a1, ..., ak), de complexité 1 et de décomposition k, a un arbre

faiblement majoré sur K si pour tout i ∈ {1, ..., k}, RT(a/K〈ai〉) < k. (Rappelons
que RT(a/K〈ai〉) est le degré de transcendance de K〈aia〉 sur K〈ai〉 et que RU ≤
RT)

2. Un uple a de complexité l a un arbre fortement majoré sur K s’il existe une suite
strictement croissante (in)n<ω d’entiers positifs et une suite (an)n<ω d’uples de
complexité l telles que
– an a un arbre faiblement majoré sur K,
– an ⊂ a=in et a ∈ K[an] pour tout n, et
– si le type de a sur K ′ dévie sur K pour une extension élémentaire K ′ de K,

alors an ∩K ′ 6= ∅ pour un entier n.

3. Un uple a = (a1, . . . , ak) de complexité l+1 a un arbre faiblement majoré sur K
si
– les uples ai de complexité l ont tous un arbre faiblement majoré sur K,
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– l’uple ai (respectivement l’uple ai+1) a un arbre fortement majoré sur K〈ai+1〉
(respectivement sur K〈ai〉).

Lemme 21. Si un uple a de complexité l a un arbre fortement majoré, alors RU(a/K) ≤
ωl.

Démonstration. On montre par induction sur l que si un uple a de complexité l et de
décomposition (k, v) a un arbre faiblement majoré sur K, alors RU(a/K〈c〉) < kωl−1

pour tout c ∈ a, et que si un uple a de complexité l a un arbre fortement majoré sur
K alors RU(a/K) ≤ ωl.

Si a est de complexité 1 et a un arbre faiblement majoré, alors par définiton
RU(a/K〈c〉) ≤ RT(a/K〈c〉) < k pour tout c ∈ a.

Si a est de complexité l et a un arbre fortement majoré sur K. Soit K ′ une extension
élémentaire de K telle que le type de a sur K ′ dévie sur K. Alors, il existe an un uple
de complexité l tel que an a un arbre faiblement majoré sur K, an est interdéfinissable
avec a sur K, et an ∩K ′ 6= ∅. D’où

RU(a/K ′) = RU(an/K ′) ≤ RU(an/K〈an ∩K ′〉) < ωl.

Par conséquent RU(a/K) ≤ ωl.
Si a = (a1, . . . , ak) est de complexité l + 1 et a un arbre faiblement majoré sur K.

Alors pour tout c ∈ a, il existe i ∈ {1, . . . , k} tel que c ∈ ai. Par conséquent,

RU(a/K〈c〉) ≤
⊕

j<i

RU(aj/K〈aj+1〉)⊕
⊕

j>i

RU(aj/K〈aj−1〉)⊕ RU(ai/K〈c〉).

Pour j < i, l’uple aj de complexité l a un arbre fortement majoré sur K〈aj+1〉 et par
induction RU(aj/K〈aj+1〉) ≤ ωl. De même pour j > i, RU(aj/K〈aj−1〉) ≤ ωl. Enfin
l’uple ai de complexité l a un arbre faiblement majoré sur K, donc RU(ai/K〈c〉) < ωl.
D’où RU(a/K〈c〉) < kωl.

Dans la section précédente nous avons introduit la notion d’uples extraits (voir
Définition 14). Dans la suite nous utiliserons une notion d’uples extraits adjacents.

Définition 22. Soit a = (a1, ..., ak) un (k, u′)-uple où les ai sont des u
′-uples (ou des

éléments si la complexité de a vaut 1). Deux uples x1 et x2 extraits de a sont adjacents
si (x1, x2) = (ai, ai+1) pour un i < k ou si (x1, x2) forme un couple d’uples extraits
adjacents d’un même ai pour un i ≤ k.

Par une preuve analogue au Lemme 15 on vérifie le résultat suivant.

Lemme 23. Soient deux uples a et b vérifiant Mn
u (a, b) pour un entier n ≥ 1 et la

décomposition u de a. Soit x le premier élément d’un couple (x, x′) d’uples extraits
adjacents de a de complexité l′. Soit y l’unique uple extrait de b de même complexité l′

qui soit un préfixe de xniv(b/a). Alors

a
D(x)
niv(b/a) = bD(y)

et, de manière équivalente (par la Propriété 11 et le Lemme 12), si x = (xk, . . . , xl) est
le sous-uple d’éléments consécutifs de l’uple a = (x1, . . . , xs(u)), alors y = (ys, . . . , yt) est
le sous-uple d’éléments consécutifs de l’uple b = (y1, . . . , ys(v(u,n))), avec s = minCn

u,k

et t = max(Cn
u,l \ C

n
u,l+1).
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Hypothèse 24. Si on a 1 ≤ i ≤ j ≤ sn et P ∈ K[Xi, ...,Xj , Ȳ ], a une réalisation de
qu et c un uple de L tel que P (ani , ..., a

n
j , c) = 0 et P (Xi, ..,Xj , c) 6= 0, alors ils existent

– un entier m ≥ n ;

– un indice k ∈
⋃

i≤r≤j

Cm−n
un,r ;

– si j < sn, un indice kg ∈
⋃

i≤r≤j

Cm−n
un,r \ Cm−n

un,j+1 ;

– si i > 1, un indice kd ∈
⋃

i≤r≤j

Cm−n
un,r \ Cm−n

un,i−1

tels que
– l’uple amk ∈ K〈c〉 ;
– si j < sn, l’uple amkg ∈ K〈c, anj+1〉 ;

– si i > 1, l’uple amkd ∈ K〈c, ani−1〉.

Définition 25. Soit a une réalisation de qu et considérons la suite d’uples an donnée
dans la Définition 18. Soit n ≤ m. De manière analogue à la Définition 13, si x =
(xk, . . . , xl) est un sous-uple d’éléments consécutifs de l’uple an = (x1, . . . , xs(un)), on
note xniv(m) le sous-uple (ys, . . . , yt) d’éléments consécutifs de l’uple am = (y1, . . . , ys(um)),

avec s = minCm−n
un,k

et t = maxCm−n
un,l

.
Dans le cas où x est un uple extrait de an, on note xg,m l’unique préfixe de xniv(m)

qui soit un uple extrait de am de même complexité. (Notons ici que les hyptohèses
ne sont pas exactement celles du Lemme 15 mais que de manière évidente on obtient
les propriétés correspondantes dans ce cadre). On note symétriquement xd,m l’unique
suffixe de xniv(m) qui soit un uple extrait de am de même complexité.

Proposition 26. Si qu satisfait l’Hypothèse 24 alors RU(qu) = ωl.

Démonstration. Par la remarque 19 et le lemme 21, il suffit de montrer que toute
réalisation de qu a un arbre fortement majoré sur K.

Soit a une réalisation de qu et (a
n)n≥0 la suite d’uples a

n donnée dans la définition 18.
Soient x1 et x2 deux uples adjacents extraits de an. Par les propriétés correspon-

dantes dans ce cadre à celles obtenues dans le Lemme 23, on a pour tout m ≥ n,
– (x1)niv(m) ⊆ xg,m1 x2niv(m) ;

– (x2)niv(m) ⊆ x1niv(m)x
d,m
2 ;

et donc
– (x1)niv(m) ∈ K〈x2〉[x

g,m
1 ] ;

– (x2)niv(m) ∈ K〈x1〉[x
d,m
2 ].

Supposons de plus que le type de x1 sur K ′ dévie sur K〈x2〉 (où K ′ est une exten-
sion élémentaire de K〈x2〉). Alors il existe m ≥ n, c ∈ K ′ et P ∈ K[X̄, Ȳ ], tels que
P (xg,m1 , c) = 0 et P (X̄, c) 6= 0. En utilisant l’Hypothèse 24 (et le Lemme 23), on en

déduit qu’il existe m′ ≥ m tel que xg,m
′

1 ∩K〈c, x2〉 6= ∅. D’où xg,m
′

1 ∩K ′ 6= ∅.
Montrons alors par induction sur la complexité que si x est un uple extrait d’un

an alors x a un arbre faiblement majoré sur K et que si x1 et x2 sont deux uples
adjacents extraits d’un an alors x1 a un arbre fortement majoré sur K〈x2〉 et x2 a un
arbre fortement majoré sur K〈x1〉 :
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1. Soit x = (e1, .., er) un uple de complexité 1 extrait d’un an. Soit i ∈ {1, ...r}. Pour
tout m ≥ n, on a alors par le Lemme 23

xniv(m) ⊆ eg,m1 . . . eg,mi−1 (ei)niv(m) e
d,m
i+1 . . . e

d,m
r .

Donc
xniv(m) ∈ K〈ei〉[e

g,m
1 , . . . , eg,mi−1 , e

d,m
i+1 , . . . , e

d,m
r ].

On en déduit que RT(x/K〈ei〉) < r et donc que x est faiblement majoré sur K.

2. Supposons que tout uple de complexité l extrait d’un an est faiblement majoré
sur K. Soit (x1, x2) couple d’uples adjacents extraits d’un an et de complexité l.
Par hypothèse d’induction, l’uple xg,m1 est faiblement majoré sur K et par une
des remarques précédentes, on a x1 ∈ K〈x2〉[x

g,m
1 ], pour tout m. Enfin, on a

également remarqué que si le type de x1 sur K ′ dévie sur K〈x2〉 alors il existe m
tel que xg,m1 ∩ K ′ 6= ∅. Par conséquent, x1 est fortement majoré sur K〈x2〉. On
vérifie symétriquement que x2 est fortement majoré sur K〈x1〉.

3. Supposons le résultat vrai pour les uples extraits de complexité l. Soit x un uple
de complexité l+1 extrait d’un an. Alors x = (e1, .., er) où chaque ei est un uple
de complexité l, également extrait de an. Par hypothèse d’induction, chaque ei
a un arbre faiblement majoré sur K, fortement majoré sur K〈ei+1〉 et ei+1 a un
arbre fortement majoré sur K〈ei〉. Par conséquent x a un arbre faiblement majoré
sur K.

On en déduit que chaque an est faiblement majoré sur K. De plus par Hypothèse 24,
si le type de a sur K ′ dévie sur K, il existe n tel que an ∩K ′ 6= ∅. Par conséquent a a
un arbre fortement majoré sur K.

Pour satisfaire l’Hypothèse 24, on procède de la même façon que pour la construction
de types de rang ω dans [1].

Fixons K0 une sous-structure élémentaire dénombrable de L contenant b.

Proposition 27. A partir d’une infinité de types minimaux sur K0, deux à deux or-
thogonaux et qui ont tous un arbre gauche, on construit un type qu sur K0 qui satisfait
l’Hypothèse 24 .

Démonstration. Soit (pi)i>0 une famille de types minimaux deux à deux orthogonaux
ayant un arbre gauche. Par un simple argument de compacité [1, Lemma 5.4], pour tout
polynôme Q ∈ K0[X1, . . . ,Xn, Ȳ ], il existe m(Q) < ω tel que pour tout (cj)j∈{1,...,n} ∈
L, tout uple d ∈ L et tout I ⊆ {1, . . . , n} :

∧

i∈I

pi,≤m(Q)(xi) ⊢
(

Q((Xi)i∈I , (cj)j /∈I , d) 6= 0
∧

Q((xi)i∈I , (cj)j /∈I , d) = 0
)

⇒
∨

i∈I

”xi ∈ K0〈d, cj : j /∈ I〉”.

(Pour un type p, la notation p≤m(Q)(x) représente l’ensemble des équations et des in-
équations satisfaites par les composantes de niveau inférieur ou égal à n d’une réalisation
de p, voir [1, Notation 5.3].)
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Soient Ȳ une uple infini dénombrable d’indéterminées et (Qn)n∈ω une énumération
des polynômes dans

∪n∈ωK0[X1,n, ...,Xsn,n, Ȳ ]

telle que pour tout n < ω,

Qn ∈ ∪m≤nK0[X1,m, ...,Xsm,m, Ȳ ].

On définit alors par induction sur n, les polynômes Pn,i des équations ani = Pn,i(b
n
i )

dans l’arbre qu. Supposons les polynômes Pm,i définis pour tout m < n. Soit m tel
que Qn ∈ K0[X1,m, ...,Xsm,m, Ȳ ]. Il existe pour tout i ∈ {1, ..., sm}, un polynôme
Ri ∈ K0[Xj : j ∈ Cn−m

um,i ] tel que ami = Ri(a
n
j : j ∈ Cn−m

um,i ). Soit

Sn(X1,n, ...,Xsn,n, Ȳ ) = Qn(R1(X1,n, ...,Xsn,n), ..., Rsm(X1,n, ...,Xsn,n), Ȳ ).

Alors pour tout i ∈ {1, ..., sn}, on définit Pn,i de façon que ani satisfasse pi,≤m(Sn).
Vérifions qu’alors qu satisfait l’Hypothèse 24. Soient 1 ≤ i ≤ j ≤ sm,Q ∈ K0[Xi, ...,Xj , Ȳ ],

a une réalisation de qu et c un uple de L tels queQ(ami , ..., amj , c) = 0 etQ(Xi, ...,Xj , c) 6=

0. Considérons le polynôme Qn ∈ K0[Xi,m, ...,Xj,m, Ȳ ] ⊆ K0[X1,m, ...,Xsm ,m, Ȳ ] cor-
respondant à Q dans l’énumération. Alors

Sn(a
n
k , c : k ∈ ∪i≤r≤jC

n−m
um,r ) = 0,

Sn(Xk,n, c : k ∈ ∪i≤r≤jC
n−m
um,r ) 6= 0,

si j < sm, Sn(Xk,n, a
n
l , c : k ∈ ∪i≤r≤jC

n−m
um,r \ Cn−m

um,j+1, l ∈ Cn−m
um,j+1) 6= 0,

et
si i > 0, Sn(Xk,n, a

n
l , c : k ∈ ∪i≤r≤jC

n−m
um,r \ Cn−m

um,i−1, l ∈ Cn−m
um,i−1) 6= 0.

(Les deux dernières inéquations découlent du fait que Qn(Xi, ...,Xj , c) 6= 0 et du Lemme
12.)

Par conséquent, il existe k ∈ ∪i≤r≤jC
n−m
um,r , kg ∈ ∪i≤r≤jC

n−m
um,r \ Cn−m

um,j+1 et kd ∈

∪i≤r≤jC
n−m
um,r \Cn−m

um,i−1 tels que ank ∈ K0〈c〉, a
n
kg

∈ K0〈c, a
n
l : l ∈ Cn−m

um,i−1〉 ⊂ K0〈c, a
m
j+1〉,

et ankd ∈ K0〈c, a
n
l : l ∈ Cn−m

um,i−1〉 ⊂ K0〈c, a
m
i−1〉.

Corollaire 28. Pour tout ordinal λ < ωω, il existe un sous-groupe additif défini sur
K0, non mono-basé et de rang U égal à λ.

Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour tout rang ωl : en effet, à partir de
tels groupes on obtient tous les rangs λ < ωω en considérant des produits cartésiens
et en utilisant le fait que pour tout entier n > 0, le groupe L×pνn est définissablement
isomorphe avec L.

Pour l = 0, on a Lp∞ qui est de rang 1 et non monobasé.
Pour l > 0, on considère une décomposition u de complexité l. D’après [3], on peut

considérer une famille (pi)i>0 de types additifs minimaux définis sur K0, deux à deux
orthogonaux et ayant un arbre gauche. D’après la proposition précédente on obtient un
type qu de rang ωl. Du fait que les types pi sont additifs, on en déduit que qu est le
générique d’un groupe additif Gu.
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En utilisant les notations de la Propriété 5, on vérifie par induction que si a =
(xp

mu,n
, 0, . . . , 0) et b = (x, 0, . . . , 0) sont des uples de décomposition u et v(u, n) res-

pectivement dont le seul élément non nul est xp
mu,n

et x respectivement, alors on a le
maillage Mn

u (a, b). On en déduit que si a est un uple de décomposition u dont le seul
élément non nul est son premier élément qui de plus appartient à Lp∞ alors a satisfait
les systèmes Su,n. Le groupe L

p∞ se plonge donc dans Grillu. Si on suppose par ailleurs
que p1 est le type générique de Lp∞, on en déduit alors que Lp∞ se plonge dans Gu et
donc que Gu n’est pas monobasé.

Complétons maintenant ces constructions afin d’obtenir des groupes monobasés :

Hypothèse 29. Le type qu est additif, défini sur K0, et si Gu est le groupe additif
associé à qu alors pour tous entiers k et n et tout polynôme P ∈ K0[X̄

1,n, ..., X̄k,n, Ȳ ],
il existe un entier m ≥ n et un polynôme Q ∈ K0[X̄

1,m, ..., X̄k,m, Ȳ ] tel que :

1. Pour tout (a1, ..., ak) ∈ G×k
u et c ∈ L, P (a1,n, ..., ak,n, c) = 0 si et seulement si

Q(a1,m, ..., ak,m, c) = 0.

2. Pour toutes parties J1, ..., Jsm de {1, ..., k} et tous λi,j,j′ ∈ Fp où i ∈ {1, ..., sm},
j ∈ {1, ..., k} \ Ji et j

′ ∈ Ji, considérons R ∈ K0[Z̄
1,m, ..., Z̄k,m, Ȳ ] le polynôme Q

où l’on a remplacé Xj,m
i par Zj,m

i si j ∈ Ji, et par Z
j,m
i +

∑

j′∈Ji
λi,j,j′Z

j′,m
i sinon.

Soient (a1, ..., ak) ∈ G×k
u , (cji )i∈{1,...,sm},j /∈Ji dans L et c ∈ L tels que

– R((aj,mi )i∈{1,...,sm},j∈Ji, (c
j
i )i∈{1,...,sm},j /∈Ji , c) = 0 et

– R((Zj,m
i )i∈{1,...,sm},j∈Ji , (c

j
i )i∈{1,...,sm},j /∈Ji , c) 6= 0

alors il existe i0 ∈ {1, ..., sm} tel qu’une combinaison linéaire non triviale sur Fp

des (aj,mi0 )j∈Ji0 appartient à K0〈c, c
j
i : i ∈ {1, ..., sm}, j /∈ Ji〉.

Proposition 30. Si qu satisfait les Hypothèses 24 et 29 alors Gu est un groupe mono-
basé de rang ωl.

Démonstration. On doit montrer que Gu est mono-basé. Pour cela, on vérifie le lemme
suivant :

Lemme 31. Soient K1 une sous-structure élémentaire de L et (a1, ..., ak) ∈ G×k
u . Le

type de (a1, ..., ak) sur K1 est déterminé par la connaissance, pour chaque entier n et

chaque i ∈ {1, . . . , sn} des combinaison linéaires des a1,ni , ..., ak,ni sur Fp qui sont dans
K1.

Preuve du lemme. Soient (a1, ..., ak) ∈ G×k
u et (b1, ..., bk) ∈ G×k

u tels que pour chaque
entier n, chaque i ∈ {1, . . . , sn} et tous λ1, ..., λk ∈ Fp,

k
∑

j=1

λja
j,n
i ∈ K1 si et seulement si

k
∑

j=1

λjb
j,n
i ∈ K1,

et si
∑k

j=1 λja
j,n
i ∈ K1 alors

k
∑

j=1

λja
j,n
i =

k
∑

j=1

λjb
j,n
i .
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Supposons que (a1, ..., ak) et (b1, ..., bk) n’ont pas même type sur K1. Alors on peut
supposer qu’il existe n un entier, c ∈ K1 et P ∈ K0[X̄

1,n, ..., X̄k,n, Ȳ ] tels que

P (a1,n, ..., ak,n, c) = 0 et P (b1,n, ..., bk,n, c) 6= 0.

Soient m et Q associé à n et P dans l’Hypothèse 29. Par hypothèse, pour tout i ∈
{1, ..., sm} il existe une partie Ji de {1, .., k} tel que (aj,mi )j∈Ji et (b

j,m
i )j∈Ji sont respec-

tivement des bases de Fp-espaces vectoriels engendrés par les a
j,m
i et les bj,mi au-dessus

de K1. Alors pour tout i et tout j /∈ Ji, il existe des λi,j,j′ ∈ Fp tels que

aj,ni −
∑

j′∈Ji

λi,j,j′a
j′,n
i = bj,ni −

∑

j′∈Ji

λi,j,j′b
j′,n
i = cji ∈ K1.

Maintenant utilisons le polynôme R correspondant dans l’Hypothèse 29. Alors

R((aj,mi )i∈{1,...,sm},j∈Ji , (c
j
i )i∈{1,...,sm},j /∈Ji , c) = 0

car P (a1,n, ..., ak,n, c) = 0 et donc Q(a1,m, ..., ak,m, c) = 0.
Par ailleurs comme P (b1,n, ..., bk,n, c) 6= 0 on a Q(b1,m, ..., bk,m, c) 6= 0 et donc

R((Zj,m
i )i∈{1,...,sm},j∈Ji, (c

j
i )i∈{1,...,sm},j /∈Ji , c) 6= 0.

On en déduit par l’Hypothèse 29 qu’il existe i ∈ {1, ..., sm} tel que (aj,mi )j∈Ji n’est pas
libre au-dessus de K1, ce qui est en contradiction avec le choix de Ji.

En utilisant ce lemme, il est alors facile de vérifier que la base canonique du type
de (a1, ..., ak) sur K1 est incluse dans

K0〈
k

∑

j=1

λja
j,n
i : n < ω, i ∈ {1, .., sn}, λ1, ..., λk ∈ Fp〉.

Par conséquent ce type est monobasé.

Remarque. La géométrie du type qu est la suivante : des réalisations a1, ..., ak sont
indépendantes au-dessus de K si et seulement si pour tout n et tout i ≤ sn, les com-
posantes a1,ni , ..., ak,ni sont Fp-linéairement indépendantes au-dessus de K.

Corollaire 32. Pour toute famille dénombrable (λi)i∈ω d’ordinaux strictement infé-
rieurs à ωω, il existe une famille de sous-groupes additifs monobasés Gi deux à deux
orthogonaux et de rang U respectif égal à λi.

Démonstration. Notons qu’il suffit de montrer qu’il existe une famille de types sur K0

qui sont additifs, monobasés, deux à deux orthogonaux et tels que pour tout l < ω,
une infinité d’entre eux ont un rang ωl. Pour cela, on utilise une famille (pi)i>0 de
types additifs minimaux définis sur K0, deux à deux orthogonaux, ayant tous un arbre
gauche et tels que les sous-groupes additifs associés ont une structure induite réduite
à un Fp-espace vectoriel. L’existence d’une telle famille est montrée dans [1, Corollary
4.20].
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De manière analogue à la preuve de [1, Corollary 5.6], pour toute décomposition u,
on peut construire avec cette famille un type qu satisfaisant les Hypothèses 24 et 29.
On a alors un type additif de rang ωl et monobasé.

De plus, en partitionnant notre famille pi en une infinité de parties infinis, on peut
construire simultanément une famille infinie (qt)t<ω de tels types de décompositions
respectives ut et qui sont de plus deux à deux orthogonaux : on peut en effet considérer à
chaque étape d’induction un polynôme portant sur une partie des types en construction.

Nous venons de donner des constructions de types additifs monobasés, par contre
nous ne savons pas s’il est possible de construire des types additifs localement modu-
laires non monobasés.
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