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Une lagrangienne L dans une variété symplectique (M,w) est une sous-variété de
dimension maximale telle que w|;, = 0. Nous démontrons plusieurs propriétés des
sous-variétés lagrangiennes compactes, en relation avec deux conjectures classiques
en topologie symplectique : la conjecture d’Arnold et la conjecture d’Audin. Une ver-
sion de la premiere affirme qu’une sous-variété lagrangienne exacte L dans un fibré
cotangent T*K (ou K est compacte) est homéomorphe a K. La seconde affirme que le
nombre de Maslov d’un tore lagrangien dans R?" est égal a 2. Nous prouvons la version
ci-dessus de la conjecture d’Arnold si K est une sphére de dimension impaire et nous
établissons des restrictions topologiques sur L dans le cas ou K fibre sur le cercle.
Sous I'hypothése que la sous-variété lagrangienne est monotone nous généralisons
la conjecture d’Audin au cas des sous-variétés asphériques et a d’autres cas encore
plus généraux. Pour n pair, nous donnons également une caractérisation topologique
des lagrangiennes monotones de R?* a nombre de Maslov maximal. Pour démontrer
tous ces résultats nous définissons deux nouvelles versions de 'homologie de Floer
lagrangienne : ’'homologie de Floer-Novikov et ’'nomologie de Floer relevée.
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Chapitre 1

Introduction

1 Le contexte

Les sous-variétés lagrangiennes vivent dans des variétés symplectiques.
Par définition, une variété symplectique est une variété de dimension paire
M?" munie d'une 2-forme fermée non-dégénérée w, que l'on appelle forme
symplectique. L’exemple le plus simple est R*" muni de

(1) wo =Y dp;Adg.

i=1

Localement, c’est d’ailleurs le seul : d’apres un théoreme de Darboux, tout
point d’une variété symplectique possede un voisinage difféomorphe a une
boule de R?*" munie de la forme wy, par un difféomorphisme qui préserve la
forme symplectique. L’étude locale des variétés symplectiques est de ce fait
moins intéressante méme si, comme on le verra par la suite, des questions
ouvertes subsistent aussi dans ce cadre.

La géométrie globale des variétés symplectiques est bien plus compliquée.
Un de ses aspects les plus importants est lié a 1’étude de la dynamique des
flots hamiltoniens : a un hamiltonien H : M x R — R on associe le champ
de vecteurs X; qui est le dual symplectique de dH; : si w est la forme sym-
plectique, ce champ est défini par la formule

w(-, Xy) = dHy(+).

3
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Un des points de départ du développement de la géométrie symplectique
moderne est une conjecture formulée par Arnold dans [2]; elle affirme que
le flot d'un champ hamiltonien générique possede au moins autant d’orbites
périodiques de période fixée qu'une fonction de Morse sur la variété a de
points critiques.

Une autre approche vers la compréhension de la géométrie globale des
variétés symplectiques est 1’étude de leurs sous-variétés. On peut naturelle-
ment définir des sous-variétés symplectiques dans une variété symplectique
en demandant que la restriction de la forme symplectique garde les mémes
propriétés. Une autre catégorie de sous-variétés présente beaucoup plus d’in-
terét ; ce sont les sous-variétés lagrangiennes. Par définition, ce sont les sous-
variétés isotropes (c’est-a-dire sur lesquelles la forme symplectique s’annule)
de dimension maximale n = dim(M)/2. Ces sous-variétés apparaissent natu-
rellement dans 'analyse des orbites périodiques d’un flot hamiltonien ¢, : le
graphe de ¢

F¢1 = {<m7 (bl(m)) ,m € M}
est une sous-variété lagrangienne de (M x M, w®(—w)) de sorte que les orbites
1-périodiques du flot correspondent aux intersections entre les lagrangiennes
[g, et I'tg. 'y a ainsi une version lagrangienne de la conjecture d’Arnold
et toute la théorie développée pour démontrer cette conjecture - basée sur
I’homologie de Floer dont on parlera par la suite - admet une description
dans le cadre lagrangien.

L’objectif de ce mémoire est de faire une présentation des propriétés to-
pologiques des sous-variétés lagrangiennes dans des variétés symplectiques
donnes qui inclura des résultats que nous avons démontrés en [21], [22], [23].
On considérera les exemples classiques de variétés symplectiques ambiantes :
I'espace euclidien R?", les fibrés cotangents des variétés compactes, ’espace
projectif complexe, etc. Toutes les sous-variétés lagrangiennes seront sup-
posées compactes, sans bord.

2 Exemples, résultats connus et questions

2.1 Sous-variétés lagrangiennes de (R>",wy)

Une sous-variété lagrangienne de R?" peut étre poussée dans une boule ar-
bitrairement petite par un flot qui préserve la propriété d’étre lagrangienne :
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celui du champ radial X (z) = —x, raison pour laquelle on les appelle parfois
“locales”. Par conséquent, en appliquant le théoreme de Darboux, ces sous-
variétés peuvent étre plongées dans n’importe quelle variété symplectique.
Mais nous sommes loin pour le moment d’une classification des variétés L
qui admettent un plongement lagrangien dans R?". Toutefois la situation est
relativement bien comprise en petite dimension.

a.Casn=1

Dans ce cas toutes les sous-variétés sont lagrangiennes... mais il n’y en a
) 1
qu’une : le cercle S*.

b. Cas n =2

La seule 2-variété orientable qui se plonge comme une lagrangienne dans
R* est le tore T2. Cela vient d’un résultat de M. Audin [5], qui affirme que
la caractéristique d’Euler d’une telle variété doit étre nulle. Dans le cas non-
orientable, ce méme théoreme impose x (L) nulle modulo 4. Réciproquement,
une construction de Givental [39] montre que toutes les surfaces non-orientables
qui satisfont a cette condition admettent des plongements lagrangiens, a I’ex-
ception de la bouteille de Klein. Ce dernier cas a longtemps été ouvert, avant
d’étre récemment résolu par V. Shevchichin [68] et S. Nemirovski [58], [59]
qui ont prouvé que la bouteille de Klein n’admet pas de plongement lagran-
gien en R%.

c. Casn=3

Pour trouver des exemples de sous-variétés lagrangiennes de R® on peut
appliquer un résultat plus général, di & M. Audin [5] :

Théoréme 1.1 Si L admet une immersion lagrangienne dans R**, alors il
existe un plongement lagrangien de L x S* dans R*"2.

Notons que le probleme de 'existence des immersions lagrangiennes est
beaucoup plus simple que celui des plongements lagrangiens, puisqu’il entre
dans le domaine d’application du h-principe de Gromov [41]. Cela fait qu’on
a une réponse précise pour cette question d’existence :

Théoréme 1.2 [l existe une immersion lagrangienne L — R®" si et seule-
ment si le fibré TL ® C est trivial.
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En particulier les produits S' x ¥, ott ¥ est une 2-variété compacte, ad-
mettent des plongements lagrangiens dans R®. Réciproquement, un résultat
récent de K. Fukaya [34] affirme

Théoreme 1.3 Une variété compacte orientable et irréductible L de dimen-
sion 3 admet un plongement lagrangien dans R® si et seulement si elle est
difféomorphe a S' x X,, ou 3, est une surface orientable.

Dans I'hypothese de ce théoreme “variété irréductible” signifie que L n’est
pas somme connexe (non-triviale) de deux variétés compactes. Cette condi-
tion est naturelle si on tient compte du résultat suivant de L. Polterovich
[67] :

Théoréme 1.4 Si L admet une immersion lagrangienne dans R**, alors il
eriste k € N tel que :

- si n est pair la somme conneze de L et k copies de S' x S"™1 se plonge
dans R*" comme sous-variété lagrangienne.

- pour n quelconque la somme connexe de L et k copies de

S 1 x [0,1]/(x,0) = (1z,1)

se plonge dans R*" comme sous-variété lagrangienne, ot T est une involution
(symétrie) standard.

On ne sait pas en revanche si des sommes connexes de facteurs différents
de S! x S? admettent des plongements dans RS.

d. Cas n quelconque

Les théoremes 1.1 et 1.4 fournissent des exemples de plongements lagran-
giens. Nous avons ainsi le tore T™ et ses sommes connexes avec des facteurs
St x S"7! pour n pair. Aussi, le théoréme 1.1 implique que S* x S"7! se
plonge comme sous-variété lagrangienne de R?**. D'un autre coté, le résultat
de M. Audin, évoqué au point b., impose une restriction topologique sur la
variété L. Une autre est donnée par un résultat célebre de M. Gromov [40] :

Théoréme 1.5 Si L — R®" est une sous-variété lagrangienne compacte,
alors wWo|rym2n,y # 0. En particulier L n’est pas simplement connexe.
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Les exemples ci-dessus suggerent que les sous-variétés lagrangiennes irré-
ductibles de R?" sont des produits par S'. En réalité il y a aussi des exemples,
construits par F. Lalonde dans [47] et L. Polterovich dans [66], qui sont des
fibrés (non-triviaux) sur le cercle. En revanche, & ma connaissance, on ne
sait pas s’il y en a qui ne sont pas des espaces totaux d’une fibration sur le
cercle. Et on ne connait pas non plus d’autres restrictions topologiques a part
celles que I'on vient de mentionner. Cela montre que I’étude des sous-variétés
lagrangiennes “locales” est déja difficile.

Rappelons pour finir cette section 'existence d’une sphere lagrangienne
dans R®, muni d’une structure symplectique non-standard. Cet exemple re-
marquable est di a Marie-Paule Muller [56].

2.2 Sous-variétés lagrangiennes dans (17K, wy)

Une généralisation de la formule (1) ci-dessus définit plus généralement
une structure symplectique sur le fibré cotangent 7% K d’une variété K quel-
conque. Ces variétés symplectiques sont dites exactes puisque la forme sym-
plectique associée wg l'est; on a wg = dA\g, ou Ak est la forme de Liouville :

A = Z pidg;.
i=1

Dans ces variétés il est naturel de définir une classe spéciale de sous-variétés,
que l'on appelle lagrangiennes exactes : ce sont les sous-variétés L C T*K
avec dim(L) = dim(K) telles que la restriction de A\ & L est une 1-forme
exacte. L’exemple le plus simple est la section nulle O ; aussi, les graphes de
différentielles de fonctions f: K — R

Ly = {(¢;dyf) g € K}

sont exactes. Encore plus généralement, les déformations de la section nulle
par une isotopie hamiltonienne sont également des sous-variétés lagrangiennes
exactes. En revanche, les sous-variétés lagrangiennes “locales”, celles qui
proviennent de R?" via le théoréeme de Darboux, n’entrent pas dans cette
catégorie (a cause de la restriction imposée par Th. 1.5). En fait la ques-
tion de l'existence d’exemples de sous-variétés lagrangiennes de T* K qui ne
sont pas des déformations hamiltoniennes de la section nulle, évoquée pour
la, premiere fois par V.I. Arnold dans [2], est ouverte :
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Question 1.6 Est-ce que toute sous-variété lagrangienne exacte de T*K est
isotope a la section nulle par une isotopie hamiltonienne ?

Dans le cas du cotangent de S?, une réponse positive a été donnée par R.
Hind [42]; c’est la seule réponse précise pour le moment. Dans le cas général,
des résultats obtenus par différents auteurs (P. Seidel [70], L. Buhovski [16])
vont également dans le sens d'une réponse positive, mais la démonstration
semble hors de portée actuellement. Le résultat le plus général en dimension
quelconque a été obtenu par K. Fukaya, P. Seidel et I. Smith [36], [37] :

Théoreme 1.7 Soit L C T*K lagrangienne exacte. On suppose que L et
K sont spin et que la classe de Maslov de L est nulle. Alors la projection
p: L — K induit un isomorphisme en homologie.

Nous définirons dans la section §3 de ce chapitre la classe de Maslov
associée a une sous-variété lagrangienne.

Pendant I’écriture de ce texte, M. Abouzaid m’a envoyé une généralistaion
du résultat précédent [1]. Il démontre que la projection p est une équivalence
d’homotopie.

Finissons cette section comme la précédente en signalant ’existence d'une
structure symplectique exotique sur 7*S™ pour laquelle le fibré cotangent
n’admet pas de sphere lagrangienne homologue a la section nulle. Ceci est
un résultat de M. Maidanskyi et P. Seidel [54].

2.3 Sous-variétés lagrangiennes dans (CP", wpg)

La forme symplectique sur CP" est la forme dite de Fubini-Study : c’est
I'unique forme dont le tiré-en-arriere (pullback) via la fibration S**** — CP"
vaut la restriction & S?"*! de la forme symplectique standard sur R2?"*2,
Comme toute variété symplectique, CP" possede les sous-variétés lagran-
giennes qui viennent de C". Un exemple qui n’entre pas dans cette catégorie
est RP" avec I'inclusion canonique. On peut se demander s’il y en a d’autres.
La réponse, affirmative, est donnée par un exemple, di a R. Chiang [18], d'un
plongement lagrangien d’un quotient de RP? par le groupe dihédral D5 dans
CP?. Si on impose une hypothese supplémentaire sur le groupe fondamental
de la lagrangienne on aboutit a une conjecture, formulée par P. Biran et O.
Cornea [13]. Elle affirme :
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Conjecture 1.8 Toute sous-variété lagrangienne de CP" et dont le groupe
fondamental est de 2-torsion (ou plus généralement telle que 2H,(L,7Z) =0)
est difféeomorphe a RP".

Sous ces hypotheses, la sous-variété lagrangienne L a le méme anneau de
cohomologie sur Z/2 que RP". Cela a été démontré par P. Seidel dans [69],
et indépendamment par P. Biran et O. Cornea dans [11] et [13].

On sait aussi que, comme R?", I’espace projectif complexe ne possede pas
non plus de sous-variété lagrangienne simplement connexe. C’est un résultat
obtenu indépendamment de P. Biran [11] et P. Seidel [69].

3 Nombre de Maslov et lagrangiennes mono-
tones

Considérons le cercle unité S! C R2. Lorsqu’on le parcourt, son plan
tangent (qui est une droite) fait deux tours avant de revenir a sa position ini-
tiale. Dans le langage des sous-variétés lagrangiennes on dira que le nombre
de Maslov du cercle est 2. Pour définir ’analogue pour une sous-variété la-
grangienne L C R*" on associera & un lacet de L le lacet défini par les espaces
tangents correspondants qui vit dans la grassmannienne lagrangienne A(n) -
I’ensemble des sous-espaces lagrangiens de R?". Celle-ci peut étre identifiée
au quotient U(n)/O(n) et on peut démontrer que le carré du détérminant
définit une application de A(n) dans S!, qui induit un isomorphisme au niveau
des groupes fondamentaux. Nous venons donc d’associer a la lagrangienne L
un morphisme 7;(L) — Z, autrement dit une classe de cohomologie entiere
de degré 1. C’est qu’on appelle la classe de Maslov de L. Le nombre de Ma-
slov N, est le générateur positif du sous-groupe de Z qui est I'image de ce
morphisme. Nous avons vu que pour le cercle unité dans R? on a N; = 2.
Cela reste évidemment vrai pour le tore standard T C R?". Une conjecture
de M. Audin [5] affirme que tous les tores lagrangiens ont la méme propriété :

Conjecture 1.9 Si L C R®" est un tore lagrangien, alors Nj = 2.

Cette conjecture a fait 'objet de plusieurs travaux que nous résumons
dans ce qui suit. Le premier résultat est dit a C. Viterbo [74] qui démontre
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la conjecture dans le cas n = 2 et qui donne une limitation (entre 2 et n+ 1)
pour le nombre de Maslov dans le cas général. Des idées de preuves dans
le cas général ont été annoncées par Y. Eliashberg et ultérieurement par K.
Cieliebak et K. Mohnke, mais il semble que ces preuves n’ont pas encore
abouti. Puis, plus récemment, K. Fukaya a publié une preuve dans [34] pour
le cas plus général des sous-variétés lagrangiennes asphériques (c’est-a-dire
dont les groupes d’homotopie d’ordre supérieur sont nuls) qui sont orientables
et spin. Quelques détails techniques manquants ne sont pas encore publiés.

Il existe toutefois des preuves completes de la conjecture d’Audin dans le
cas ou la sous-variété lagrangienne est un tore monotone. Ce sont des résultats
de P. Biran et O. Cornea [13] et L. Buhovski [17]. Y-G. Oh avait auparavant
donné une démonstration pour des tores lagrangiens monotones de dimension
inférieure ou égale a 24 [63]. Nous donnons plus bas la définition des lagran-
giennes monotones. Sous cette hypothese, nous allons démontrer plusieurs
généralisations de la conjecture d’Audin, en particulier le cas asphérique, y
compris si la sous-variété n’est pas orientable (voir les énoncés dans la section
suivante).

La question des valeurs possibles du nombre de Maslov pour une lagran-
gienne quelconque est tres intéressante. Par exemple, on ne connait pas de
sous-variété lagrangienne de R?" A classe de Maslov nulle et on pense qu’il
n’en existe pas. Les travaux de K. Fukaya, H. Ohta, Y-G. Oh et K. Ono [35] le
prouvent dans le cas ol L est spin et H?(L, Q) = 0. D’autres limitations sont
obtenues dans le cas des variétés spin par les mémes auteurs. Par ailleurs,
dans les exemples de L. Polterovich [66] dont il a été question plus haut, les
nombres de Maslov prennent toutes les valeurs entieres entre 2 et n.

Avant la définition des sous-variétés lagrangiennes monotones rappelons
que pour d’autres variétés symplectiques ambiantes on peut également asso-
cier un nombre de Maslov a une sous-variété lagrangienne. On a besoin pour
cela de trivialiser le fibré tangent le long des lacets, mais en général le résultat
dépend de la trivialisation. On se contente alors de définir un morphisme

I, :m(M,L) = Z

dont I'image N;Z définit le nombre de Maslov de la lagrangienne. Ce mor-
phisme est a mettre en relation avec

I,:m(M,L) - R
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défini par l'intégrale de la forme symplectique.

Définition S’il existe une constante 7 > 0 telle que I, = 71, la sous-variété
lagrangienne est dite monotone.

A noter que ces sous-variétés ne vivent que dans des sous-variétés sym-
plectiques qui sont elles-mémes monotones, c’est-a dire dans lesquelles la
premiere classe de Chern est proportionnelle par un facteur positif a celle
de la forme symplectique. Lorsqu’une sous-variété lagrangienne L dans une
variété monotone M vérifie Hy(L,Z) = 0, alors elle est automatiquement
monotone et son nombre de Maslov vaut le double de N,;, le nombre de
Chern de M [61]. Plus généralement, on a [11] :

Proposition 1.10 Si M est monotone, L C M est lagrangienne et Hi(L,Z)
est de g-torsion, alors L est monotone et 2Ny, divise qN,.

Pour les sous-variétés monotones on a des contraintes sur le nombre de

Maslov. Un théoreme de Y-G. Oh [63] affirme que

Théoréme 1.11 Toute sous-variété lagrangienne monotone L C R®" vérifie

Les exemples de Polterovich montrent que ces bornes sont optimales pour
la borne supérieure. Pour une variété symplectique générale, mais sous 1’hy-
potheése que — comme dans R?" — la sous-variété L peut étre disjointe d’elle-
méme par une isotopie hamiltonienne, le résultat de Y-G. Oh donne I'enca-
drement :

La encore on ne peut pas faire mieux, comme le montre un joli exemple de
sous-variété lagrangienne. Il s’agit de la sphere S?**1 que I'on plonge dans
CP" x C*! par la formule

z — ([2], 2).

On peut vérifier que ce plongement est lagrangien, monotone, de nombre de
Maslov égal a 2n + 2 (deux fois le nombre de Chern de la variété ambiante).
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4 Enoncé des résultats

Dans cette section je présente une liste de résultats nouveaux concernant
les sous-variétés lagrangiennes. Leurs démonstrations seront présentées dans
le chapitre 3 de ce texte. On commence par celles de R*".

4.1 Sur les sous-variétés lagrangiennes de R*"

On démontre dans ce cas la conjecture d’Audin pour les lagrangiennes
monotones [22] :

Théoréme 1.12 Soit L C R* une sous-variété lagrangienne monotone.
a. Si L est asphérique (c’est-a-dire si L est un espace d’Eilenberg-MacLane
K(m(L),1)) alors N, = 2 si L est orientable et N, = 1 si L n’est pas
ortentable.
b. De plus, si L comme ci-dessus est orientable, elle a la propriété suivante :
Pour toute structure presque complexe J qui est compatible avec la forme
symplectique wq et pour tout p € L il existe un disque J-holomorphe w :
(D,0D) — (R*, L) tel que :

— L’indice de Maslov p(w) est égal a 2.

- pe€w(dD).

- w(9D) est non nul dans m (L).

On peut démontrer plusieurs versions plus générales de ce théoreme. Nous
avons par exemple :

Théoreme 1.13 Les conclusions du théoréme 1.12 restent vraies pour des
sous-variétés lagrangiennes monotones dans R?" dans chacun des cas sui-
vants : _

a. Si L est orientable et son revétement universel L vérifie

Hyi41(L,Z/2) =0,

pour tout entier 1. _
b. Si L est orientable, H,(L,Z/2) est de dimension finie sur Z/2 et la ca-
ractéristique d’Fuler

Y = Z )idim(H;(L,Z/2))
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est non nulle.

Une autre généralisation possible est la suivante :

Théoréme 1.14 Soit L C RQZ une sous-variété lagrangienne monotone. Si
pour un entier k > 1 on a H;(L,Z/2) =0 pouri > k alors

Np € [1,k+1].

Ces résultats sont démontrés dans [22]. Il est important de souligner qu’ils
sont vrais dans des variétés symplectiques ambiantes plus générales. L’hy-
pothese essentielle est le fait que L peut étre disjointe d’elle-méme par une
isotopie hamiltonienne (une translation dans le cas de R?"). Cette propriété
est aussi valable dans des produits R? x W par exemple. Remarquons aussi
que la condition w(0D) # 0 dans I’énoncé 1.12 est trivialement remplie dans
le cas oti la variété ambiante est R?" & cause de I'holomorphie ; ce n’est plus
le cas pour une variété ambiante plus générale. Voici d’autres remarques re-
latives a ces énoncés.

Remarques
1. Le théoreme 1.12 a été annoncé par K. Fukaya ([34], Th. 2.2) pour des
sous-variétés lagrangiennes orientables et spin (mais pas forcément mono-
tones). La démonstration proposée n’est pas encore compléte. Dans le cas
particulier des tores lagrangiens — qui est celui de la conjecture d’Audin
— d’autres résultats avaient été obtenus auparavant par C. Viterbo, L. Pol-
terovich, Y-G. Oh, Y. Eliashberg, K. Cieliebak, K. Mohnke, P. Biran, O.
Cornea, L. Buhovsky. Nous avons cité ces auteurs dans 1’ordre chronologique
de leur contribution : C. Viterbo a été le premier a obtenir une limitation
sur le nombre de Maslov des tores lagrangiens ; les trois derniers auteurs ont
démontré la conjectures pour le cas des tores monotones.
2. Le point a. du théoreme 1.13 a également été annoncé par K. Fukaya ([34],
Th. 13.1) dans le cas particulier L = S! x S?™. Notre résultat s’applique a
des exemples plus généraux, comme des produits arbitraires dont les facteurs
sont des tores (ou d’autres variétés asphériques orientables), des espaces pro-
jectifs complexes, des spheres de dimension paire, etc, mais uniquement dans
le cas monotone.
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Le résultat suivant concerne les sous-variétés lagrangiennes monotones de
R?" dont le nombre de Maslov est maximal. Nous avons vu dans ’énoncé 1.11
que ce nombre est N; = n. Aussi, nous avons remarqué dans la deuxieme
section de cette introduction que beaucoup d’exemples de sous-variétés la-
grangiennes de R?" étaient des fibrés sur le cercle. L’énoncé va dans cette
direction :

Théoréme 1.15 Soit L C R*" lagrangienne monotone avec Ny = n.

a. On suppose que n > 4 est pair. Alors m(L) =Z. Sin > 6, alors L fibre
sur S et la fibre est homéomorphe a la sphére de dimension n — 1.

b. Sin > 3 est impair, alors m (L) a un sous-groupe d’indice fini qui est
1somorphe a 4. De plus il y a une suite exacte

0—-K—>m(L)—Z—0

ou K est un sous-groupe fini d’ordre impair.

Comme dans le cas de 1.12 ce résultat est aussi valable pour des variétés
symplectiques dans lesquelles tout compact peut étre disjoint de lui-méme
par une isotopie symplectique, a I’exception de la derniere assertion du point
b. que je sais seulement démontrer pour des variétés symplectiques exactes.
Pour des variétés symplectiques qui ont cette propriété de disjonction, le
nombre de Maslov maximal donné par 1.11 est N, = n + 1. Dans ce cas on
a la caractérisation suivante :

Théoreme 1.16 Soit M une variété symplectique dans laquelle tout compact
peut étre disjoint de lui-méme par une isotopie hamiltonienne et soit L C M
une sous-variété lagrangienne monotone de nombre de Maslov maximal Ny, =
n+ 1. Alors n est impair et L est homéomorphe a la sphere.

Ces deux théoremes sont également démontrés dans [22].

L’énoncé suivant porte sur les sous-variétés lagrangiennes de R?" qui ne
sont pas compactes, mais standard a 'infini, dans un sens que I'on va préciser.
Tout d’abord, rappelons ce que cela veut dire pour les variétés symplectiques :
une variété symplectique (M, w) est standard a I'infini s’il existe des compacts
K C M et K' C R*™ tels que M \ K et R*"\ K’ sont symplectomorphes.
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Un théoreme, di a Y. Eliashberg et D. Mc. Duff [26], [24], affirme que pour
n > 2 et sous 'hypothese w|x,ar) = 0 la variété M est en fait difféomorphe a
R?". Pour n = 2 les variétés M et R* sont méme symplectomorphes, d’apres
un théoreme de M. Gromov [40].

De maniere analogue, on peut appeler “standard a l'infini” une sous-
variété lagrangienne de R?" qui coincide avec la section nulle Ogz» & I'extérieur
d’un compact. La version lagrangienne du probleme ci-dessus pose la ques-
tion si une telle sous-varité, supposée exacte, est difféomorphe a4 R™. Pour
n = 2, Y. Eliashberg et L. Polterovich ont démontré dans [27] que L est
isotope a la section nulle par une isotopie lagrangienne, autrement dit la
version lagrangienne du théoreme de Gromov. Nous démontrons la partie
“difféomorphisme” de cette question pour n # 4 — I'analogue lagrangien du
théoreme de D. Mc Duff [24] et Y. Eliashberg [26] :

Théoréme 1.17 Soit L C R?" une sous-variété lagrangienne ezacte qui est
standard a 'infini. Alors L est simplement connexe et acyclique. Pour n # 4
L est difféomorphe a R™.

Un résultat plus faible est prouvé par K. Fukaya, P. Seidel et I. Smith
dans [37] (Cor.0.4) : on y démontre sous ’hypothése supplémentaire L orien-
table et spin que L est acyclique et que son groupe fondamental n’a pas de
représentation complexe de dimension finie non-triviale. Ce résultat implique
I’énoncé ci-dessus pour n = 3; ce cas peut-étre obtenu également par notre
méthode. Pour n = 4 on obtient seulement que L est homéomorphe & R*.
Notre résultat fait 'objet de [23]. Il est aussi un corollaire du résultat récent
de M. Abouzaid [1].

4.2 Sur les sous-variétés lagrangiennes monotones de

(CP" x W)

Voici tout d’abord la conjecture d’Audin pour des sous-variétés lagran-
giennes monotones asphériques dans ce contexte :

Théoreme 1.18 Soit W une variété symplectique telle que M = CP" x W
est monotone (cela est vrai par exemple lorsque mo(W) = 0 ou pour W =
CP"). Soit L C M wune sous-variété lagrangienne monotone asphérique.
Alors Ny, = 2 pour L orientable et Ni, € {1,2} pour L non-orientable.
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Pour L spin et W = {point} le résultat a été annoncé par K. Fukaya
dans [34] sans 'hypothese que L est monotone. Le théoreme 1.14 est valable
pour des variétés symplectiques ambiantes encore plus générales : celles qui
sont des hypersurfaces dans des polarisations sous-critiques. Ces variétés ont
été étudiées par P. Biran et K. Cieliebak dans [12].

Nos méthodes permettent également d’établir des propriétés topologiques
des sous-variétés lagrangiennes de CP™ x W qui sont l-acycliques ou, plus
généralement, qui ont le premier groupe de cohomologie de 2-torsion :

Théoreme 1.19 a. Soit W une variété symplectique de dimension 2n + 2
telle que (W) = 0. Alors toute sous-variété lagrangienne 1-acyclique de
CP" x W est homéomorphe a S*"+1.

b. Toute sous-variété lagrangienne 1-acyclicque L C CP"™ x CP" est sim-
plement connexe. De plus il existe une fibration en cercles ¥ — L, ou X est
homéomorphe a S**1.

c. Si L C CP" est une lagrangienne telle que 2o = 0 pour tout x € H (L, Z)
et si n est impair, alors m (L) = Z/2 et L est couvert par (une variété
homéomorphe a) S™. En particulier L a le type d’homotopie de RP".

Le point c. du théoreme va dans la direction de la conjecture 1.8. Les
points a. et b. sont des généralisations de résultats obtenus par P. Biran dans
[11] : le point a. généralise le théoreme B de [11] qui dit que la lagrangienne
est une sphere d’homologie, tandis que le point b. généralise le théoreme C
de [11] qui affirme que L a I’homologie de CP™".

Les résultats qui viennent d’étre énoncés dans cette sous-section pro-
viennent de [22]

4.3 Sur les sous-variétés lagrangiennes exactes de T" K

Nous avons dit plus haut (c’est la question 1.6) qu’on pense que ces sous-
variétés sont des déformations hamiltoniennes de la section nulle, mais on
est loin de savoir le démontrer. Les résultats suivants montrent des simili-
tudes topologiques entre une telle sous-variété L et la base du fibré, K. Les
conclusions sont moins précises que celles obtenues par Fukaya, Seidel, Smith
et Abouzaid (Th. 1.7 dans ce texte et le résultat principal de [1]). Mais le
plus souvent nos hypotheses sont plus faibles aussi; par exemple on obtient
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des résultats sans hypothese d’annulation de la classe de Maslov de la la-

grangienne. Les premiers résultats concernent le cas ot K fibre sur le cercle
[21] :

Théoreme 1.20 Si K fibre sur le cercle et si L C T*K est lagrangienne
exacte, alors on a :

a. Soit (g1, 925 - -, Gp | 71,72, . . ., 7¢) une présentation arbitraire du groupe fon-
damental 7 (L). Alors p —q < 1.

b. Le groupe fondamental w1 (L) n’est pas produit libre de deuz groupes non-
triviau.

Ce résultat a été généralisé par A. Gadbled [38] pour le cas des sous-
variétés lagrangiennes monotones. En voici une application :

Proposition 1.21 Soient P, Q, L des variétés compactes sans bord avec w1 (P)

fina.
a. Supposons que x(L) # 0. Alors il n’y a pas de plongement lagrangien exact

LxP—TQxS").

En particulier si ¥, est une surface compacte (mais pas nécessairement orien-
table) de genre g > 2, il n’y a pas de plongement lagrangien exact

Yy x P— T*Q x Sh).

b. Soit L de dimension n > 4 une somme connexe L1# Lo de deux variétés
compactes. Alors il n’y a pas de plongement lagrangien exact

Lx P T*(Q xS")

sauf si une des L; est une sphére d’homologie Z/2 simplement connexe.

St on suppose de plus que L est orientable et spin, alors L est homéomorphe
a une des L;.
c. Supposons qu’il y a un plongement lagrangien exact

LxT — T(T™ x Q),

pour m > [, o l'on note par T* le tore de dimension k. Alors L satisfait
auz propriétés (a) et (b) du théoréme 1.20.
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Dans 1’énoncé précédent Q x S! peut étre remplacé par n’importe quelle
variété qui fibre sur le cercle.

Enfin, voici un théoréme prouvé dans [22] qui donne une réponse plus
précise que 1.7 a la question 1.6 dans le cas ou K est une sphere de dimension
impaire :

Théoréme 1.22 a. Soit L C T*S?***1 une sous-variété lagrangienne exacte
dont la classe de Maslov est nulle. Alors L est homéomorphe a S?**1.

b. Soit K***1 une variété compacte dont le revétement universel est S*+1,
Soit L C T*"K lagrangienne, exacte, de classe de Maslov nulle. Alors, le
revétement universel L est homéomorphe a S**1 (et en particulier m (L) est
fini). Dans le cas particulier ot K = RP* " on a m,(L) = Z/2.

5 Plan de la présentation

Au chapitre 2 nous présentons les ingrédients utilisés pour démontrer nos
résultats sur les sous-variétés lagrangiennes. Ce sont deux variantes de la
théorie de Floer, I'une s’appliquant aux sous-variétés exactes dans le fibré
cotangent, la deuxieme aux sous-variétés monotones. Dans la premiere sec-
tion de ce chapitre on rappelle les principes généraux de la théorie de Floer.
Ensuite, dans celle d’apres, on énonce les théoremes Th.2.7 et Th.2.8 qui
sont les outils principaux des preuves de différents résultats présentés dans
la section précédente. A la fin de cette section, les lecteurs pressés peuvent
se rendre directement au chapitre 3 pour voir comment ces outils nous per-
mettent des fabriquer les preuves de nos résultats sur les sous-variétés la-
grangiennes. Les autres trouveront dans les sections suivantes du chapitre 2
des présentations des deux versions de la théorie de Floer qui fournissent
respectivement les deux ingrédients Th. 2.7 et Th. 2.8, ainsi que les expli-
cations concernant les preuves de ces deux théoremes. On commence par
I’homologie de Floer-Novikov, ot I’on inclut une présentation de I’homologie
de Novikov qui contient quelques résultats que ’on utilisera dans les preuves
du chapitre 3. On finit avec ’homologie de Floer “relevée”.

Au chapitre 3 nous démontrons les énoncés de la section §1.4 a I'aide des
techniques développées au chapitre 2. Tout d’abord nous présentons celles des
différentes généralisations de la conjecture d’Audin, en particulier la preuve
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de cette conjecture pour les lagrangiennes monotones asphériques. Puis, dans
la section suivante, nous établissons des propriétés topologiques des sous-
variétés lagrangiennes a nombre de Maslov maximal (par exemple N, = n
dans le cas de L C R?"). Nous finissons avec les résultats sur les sous-variétés
lagrangiennes exactes de T* K.
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Chapitre 2

Deux versions de ’homologie
de Floer

1 Homologie de Floer “classique”

1.1 Idée générale

Nous avons dit dans 'introduction qu’un des points de départ de la to-
pologie symplectique moderne a été la conjecture d’Arnold sur les orbites
1-périodiques d’un Hamiltonien. La théorie de Floer a été développée a ses
débuts dans le but de démontrer cette conjecture. C’est une théorie de Morse
sur l'espace des lacets qui est de dimension infinie : pour une fonction (tra-
ditionnellement appelée fonctionnelle) bien choisie sur cet espace les orbites
1-périodiques sont les points critiques. Le produit de cette théorie est un
complexe de type Morse — donc engendré par les points critiques de la fonc-
tionnelle — dont 'homologie, dite de Floer, est isomorphe a I’homologie ha-
bituelle de la variété symplectique. La conjecture d’Arnold est alors prouvée
par les inégalités de Morse correspondantes. On parle ici de la variante ho-
mologique de la conjecture d’Arnold, dans laquelle le minorant du nombre
des trajectories périodiques est la somme des nombres de Betti de la variété.
Celui-ci est en général inférieur au nombre minimal de points critiques d’une
fonction de Morse.

Nous avons également dit que ces orbites périodiques pouvaient étre vues
comme des intersections lagrangiennes, ce qui conduit naturellement a une

21
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version lagrangienne de la conjecture d’Arnold qui affirme la persistance des
intersections entre une sous-variété lagrangienne et ses images par une iso-
topie hamiltonienne. Elle n’est pas vraie en général puisque dans R?" par
exemple, on disjoint la sous-variété d’elle-méme par des translations. Il faut
donc ajouter des hypotheses sur la variété ambiante ainsi que sur la sous-
variété. Par exemple dans le cas des sous-variétés lagrangiennes exactes du
fibré cotangent T*K d’une variété compacte la conjecture est vraie. Pour la
démontrer on utilise une fois de plus la théorie de Floer, adaptée au contexte
lagrangien (avant Floer, la méthode des fonctions génératrices [51] la prouvait
pour la section nulle, seulement). Dans ce cadre, la fonctionnelle est définie
sur ’espace des chemins qui vont de la sous-variété lagrangienne a une de ses
déformations hamiltoniennes, ses points critiques étant les chemins constants,
autrement dit les points d’intersection entre ces deux sous-variétés.

Le complexe de Floer est bien défini pour des variétés lagrangiennes mo-
notones ou exactes. Une sous-variété lagrangienne L C (M,w = d\) est
dite ezacte si (comme dans le fibré cotangent) A|, est la différentielle d'une
fonction. On peut généraliser cette notion dans le cas ou la forme symplec-
tique n’est pas exacte : on dit que L est faiblement exacte si le morphisme
I, (défini dans la section 3 du premier chapitre) s’annule. Le complexe de
Floer est également bien défini pour ces sous-variétés. Une fois le complexe
défini, on prouve que son homologie ne dépend que de la sous-variété lagran-
gienne L. On la note par HF'(L). C’est un outil tres efficace pour déduire
des propriétés des sous-variétés lagrangiennes. Cela puisque sous certaines
hypotheses, pour L (faiblement) exacte ou monotone par exemple, on peut
trouver des relations entre ’homologie de Floer lagrangienne H F'(L) et I'ho-
mologie singuliere de la variété L. Par ailleurs, lorsque la sous-variété L peut
etre disjointe d’elle-méme par une isotopie hamiltonienne, le complexe de
Floer est nul, ainsi donc que son homologie HF'(L). Cela permet souvent
d’établir des propriétés topologiques de L selon le schéma suivant :

LNy (L)=0 = HF(L)=0 = H(L)=.. = propriétés de L.

Nous allons détailler cela dans les sous-sections suivantes.

1.2 Le complexe de Floer Lagrangien

On fabrique le complexe de Floer en suivant les étapes de construction
d’un complexe de type Morse. On part donc d’une sous-variété lagrangienne
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L C M et d’une isotopie (¢;) engendrée par un hamiltonien H : [0,1] x M —
R. On note L; = ¢;(L) et on suppose (quitte a modifier légerement L) que Ly
et L, sont transverses. Pour batir le complexe de Morse on considere d’abord
I’espace de définition de la “fonction” de Morse qui est

Q ={zeC>(0,1], M) | 2(0) € Ly, 2(1) € Ly }.

Nous avons mis des guillemets puisque hormis dans le cas d’une sous-variété
lagrangienne exacte il ne s’agira pas d’une fonction mais d’une 1-forme fermée.
La théorie de Morse peut se généraliser dans ce cadre : nous expliquerons cela
au §3.1.

Sur I'espace €2 on définit une 1-forme o comme suit : sur un champ V' de
vecteurs tangents le long de z € €2, on a

a.(V) = /O w(Z (1), V(t))dt.

En intégrant « sur un lacet de €2 on trouve que le résultat ne dépend que de
la classe d’homotopie de celui-ci, ce qui signifie que « est une 1-forme fermée.
Elle n’est en général pas exacte. On verra plus tard les conséquences de ce
fait. On peut démontrer que « est exacte lorsque M et L le sont, c¢’est-a-dire
si w = dX\ et A|L est exacte. Les zéros de o sont évidemment les chemins z
constants, autrement dit les points d’intersection entre Lg et L.

Une fois la fonction (ou 1-forme) de Morse définie, on pose
CF(L,¢,) = Z/2(LoN L).

Il nous reste a définir la différentielle de ce complexe et pour cela nous utili-
sons, comme dans la théorie de Morse, des trajectoires de gradient. On choisit
une structure pseudo-complexe J sur M qui est compatible avec w, ce qui
signifie que ¢s(-,-) = w(-, J(+)) est une métrique riemanienne. On peut utili-
ser des structures J qui dépendent de ¢, mais ce n’est pas obligatoire. Cela
définit une métrique sur 2 par la formule :

gV, W) = /0 0s(V(1), W(1))dt.

Le gradient de « par rapport a cette métrique est X'(z) = Jz'. Par conséquent
on peut voir les trajectoires de —X comme des applications v : Rx[0, 1] — M
qui vérifient 1’équation

ov ov
%%—JE—O.
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Ce sont donc des courbes J-holomorphes. Plus précisément, v est solution
de : ) )
4 I% = 0
(%) v(s,0) € Lo
v(s,1) € Ly

On appelle ces solutions “bandes holomorphes”. Pour obtenir les pro-
priétés analogues a celles que vérifie le gradient d’une fonction de Morse en
dimension finie on considere uniquement celles dont 1’énergie

Ew) = /
R x[0,1]

est finie. La norme dans cette formule est celle définie par g;. On voit facile-

ment que :
2
E(v) :/ dsdt :/ viway.
Rx[0,1] Rx[0,1]

Notons par M l’espace des solutions d’énergie finie :

ov

dsdt
0s °

ov

ot

M(Lo, L) = {v e C®R x[0,1], M) | v satisfait a (%); E(v) < +o0}

)}

Puis, pour x,y € Ly N Ly définissons :

limg o v(s,*)

v satisfait & (x) ; limy 00 v(s, -)
?

M(z,y) = {v € C®(R x [0,1], M)

Comme dans [31] (Prop. 1.b), [63] (Prop. 3.2), on a

Théoréeme 2.1

M(Ly, Ly) = U M(z,y).

z,y€LoNLy

Autrement dit, les trajectories de gradient d’énergie finie joignent des
zéros de notre 1-forme fermée a. On peut donc envisager de définir la différen-
tielle du complexe de Floer en comptant le nombre des trajectoires n(z,y)
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qui joignent des zéros x et y de la forme «. L’espace des telles trajectoires
est L(z,y) = M(x,y)/R, pour 'action de R donnée par

o-v(s,t) = v(s+o,t).

Le nombre n(x,y) € Z/2 représente le cardinal modulo 2 de la compo-
sante O-dimensionnelle de £(z,y), que 'on note £°(x,y). Ainsi, la differen-
tielle du complexe C'F (L, ¢;) est définie sur ses générateurs x € Ly N L; par
la formule :

Sa) = > #LoA vyy = Y n(zyy.

yeLoNLy yELoNLy

Il faut vérifier que ¢ est bien définie et qu’elle est bien une différentielle,
c’est-a-dire qu’elle vérifie 62 = 0. La stratégie de démonstration est la méme
qu’en théorie de Morse : La finitude de n(z,y) vient du fait que L(x,y) est
une variété dont la composante 0-dimensionnelle £°(x,y) est compacte; la
relation 62 = 0 est conséquence du fait que la composante 1-dimensionnelle
LY(z,y) est Pintérieur d'une variété 1-dimensionnelle & bord L£!(z,y). Les
points du bord de celle-ci sont en bijection avec les couples (v1, v2) € L%(z, 2) %
L°(z,y), de sorte que leur nombre

S nle2)n(zy)

z€LoNLy

est pair, ce qui fait que 62 = 0. Les points du bord (v, vs) correspondent en
fait a des trajectoires brisées, que I’'on peut regrouper par deux, comme dans
la figure ci-dessous, familiere a ceux qui connaissent la théorie de Morse.

On doit donc montrer d’une part une propriété de transversalité qui ga-
rantisse que les espaces de trajectoires sont des variétés et d’autre part une
propriété de compacité de ces espaces auxquelles on a ajouté des trajecto-
ries brisées. Enfin, on doit prouver que les trajectories brisées sont bien des
points du bord d’une variété compacte de dimension un. Sans entrer dans les
détails des démonstrations — qui sont bien plus techniques que dans le cas de
la théorie de Morse — nous apportons quelques précisions dans la sous-section
suivante.
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FIGURE 2.1 — Les trajectoires brisées en théorie de Morse

1.3 Transversalité et compacité

Le résultat de transversalité évoqué ci-dessus a été prouvé par A. Floer
dans [31] et [30]. Il s’énonce comme suit :

Théoréme 2.2 Pour un choiz générique du couple (H, J) les espaces M(x,y)
sont des variétés différentiables. La dimension de M(z,y) au point v est
donnée par lindice de Maslov-Viterbo p(v).

L’indice dit Maslov-Viterbo a été introduit par C. Viterbo dans [73]. Pour
calculer l'indice d'un élément v € M(z,y) on considere les chemins v :
[—00,4+00] — Lo et 7/ : [—o0,+00] — L; définis par v(s) = v(s,0) et
7' (s) = v(s,1). On prend le chemin 7’5y Lo et on le complete en un lacet par
des plans lagrangiens dans 1’5 M qui sont transverses a 1,5 Ly pour tout s,
comme dans la figure 2.2 ci-dessous. A 'aide de la trivialisation symplectique
le long de v, on obtient un lacet dans la grassmanienne lagrangienne A(n)
auquel on associe son indice de Maslov, comme au chap. 1, §3. C. Viterbo
montre que la valeur de cet indice ne dépend pas du choix du chemin de
plans lagrangiens transverses avec lequel nous avons construit notre lacet.
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v

Ly

(s) = v(s,0)

FIGURE 2.2 — L’indice de Maslov-Viterbo

Parlons maintenant de la compacité. Les trajectoires de Floer étant des
courbes holomorphes, I’étude de leur compacité découle de la théorie dévelop-
pée par M. Gromov dans [40]. Celle-ci implique des obstructions a la com-
pacité, dues au fait que dans la limite d’une suite de trajectoires de Floer
peuvent apparaitre des spheres holomorphes ou des disques holomorphes a
bord dans une des deux lagrangiennes qui définissent 1’espace des trajectoires.
Cela fait qu’en général le carré de la différentielle est non nul [35]. Toutefois
si la sous-variété lagrangienne est exacte, il est évident, par Stokes, que de
tels disques ou spheres n’existent pas. Puis, si elle est monotone, a nombre de
Maslov N;, > 3 ces obstructions n’existent pas non plus lorsqu’on se limite
a considérer des espaces de trajectoires M(z,y) de dimension inférieure a
2. Or c’est uniquement ces derniers que ’on utilise pour définir le complexe
de Floer. La raison pour laquelle la condition Ny > 3 est suffisante est que
I'indice de Maslov-Viterbo est conservé lors du passage a la limite et dans
le cas ou l'objet limite contient des spheres ou des disques holomorphes, cet
indice se calcule en rajoutant le nombre de Chern, respectivement le nombre
de Maslov de ceux-ci. Sous ces bonnes hypotheses, le théoreme de compacité
s’énonce comme suit :

Théoreme 2.3 On suppose que L C M est exacte, ou monotone avec

N > 3. Soit Ly = ¢(L) (ot (¢r) une isotopie hamiltonienne générique,
de sorte que Lo et Ly sont transverses). Soit (v,) C M(xz,y) une suite de
bandes holomorphes d’indice de Maslov constant p(v,) = po < 2. Alors il
existe une collection finie (2;)i—o.. r de points dans Lo N Ly avec zp = x et
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zx = vy, ainsi que des bandes holomorphes v' € M(z;_1,2;) et des suites de
nombres réels (o) pouri=1,...,k de telle sorte que pour touti=1,... k
la suite v, (s + o', t) converge vers v'(s,t) dans la topologie C5°.

De plus, on a les deux propriétés suivantes :
(1) Si lénergie E(v,) est inférieure a A pour tout n, alors :

Ce théoreme affirme la convergence d’une suite de trajectoires vers une
trajectoire brisée comme dans le cas de la théorie de Morse que 'on a illustré
dans la figure 2.1 pour k = 2. Il implique la compacité des espaces L°(z,y)
et L1(x,y). 1l est démontré dans [31] et dans [61]. On en trouve aussi une
démonstration dans [21].

Pour démontrer que L£!(x,y) est une variété a bord il reste a étudier
sa structure pres d’'un point du bord, ce qui revient a prouver que toute
trajectoire brisée (vi,v2) € L(x,y) est le bout d'un intervalle de trajectoires
de L(z,y) et ceci constitue 'unique maniere de approcher. Cette propriété
se démontre par le procédé dénommé “recollement”, comme dans [61]. C’est
un des points cruciaux de la théorie de Floer. Nous ne rentrons pas dans les
détails techniques pour ne pas alourdir I'exposé. Une preuve détaillée dans le
cas de I'homologie de Floer pour les orbites hamiltoniennes se trouve dans [7].

1.4 Relation avec ’homologie singuliere

Nous avons donc défini un complexe C'F(L, ¢, J) engendré par les points
d’intersection LyNL;. Comme pour la théorie de Morse, on démontre une pro-
priété d’invariance de son homologie par rapport aux choix qui permettent de
le définir, en 'occurence du choix d’un couple générique (H, J). La méthode
de démonstration est également similaire a celle utilisée en théorie de Morse :
on connecte deux couples (Hy, Jy) et (Hy,J;) par une homotopie générique
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(Hyg, Js) et, en considérant 1’équation de Floer & parametre correspondante,
on définit un morphisme entre les deux complexes dont on démontre qu’il
induit un isomorphisme en homologie. Il est plus facile de décrire ce mor-
phisme si on travaille sur I'espace Q(L, L) des chemins a extrémités dans L.
La forme fermée de dégré 1 définie la-dessus par

@mzzmwwwwwww

a comme zéros les trajectoires du flot hamiltonien ¢; qui aboutissent en L
pour t = 1. Il y a une bijection évidente entre celles-ci et les points d’in-
tersection Lo N Ly. Comme précédemment le choix d'une structure complexe
adaptée J définit une métrique sur Q(L, L) et donc un gradient X pour la
1-forme @. Les trajectoires de — X sont définies par :

B J(0)(% — Xu(0)) = 0
(xx) 8 0(s,0) € L
0(s,1) € L

Ces trajectoires sont donc des “demi-cylindres” qui s’appuient sur L. Pour
une structure complexe bien-choisie, on montre (voir [21], Remarques 3.9
et 3.11) qu'elles sont en bijection avec les bandes holomorphes considérées
précédemment, de sorte que l'on peut développer une théorie équivalente.
Avec ce nouveau point de vue, les trajectoires de Floer qui définissent le
morphisme entre les complexes associés a (Hy, Jy) et (Hy, J;) sont des demi-
cylindres qui commencent comme des solutions de ’équation de Floer cor-
respondant a (Hy, Jy) et qui finissent comme des solutions de 1’équation de
Floer (xx*) correspondant au couple (Hy, J;).

Apres il faut démontrer que ce morphisme induit un isomorphisme en
homologie. On démontre d’abord que deux tels morphismes sont homotopes.
Cela se fait par une méthode semblable qui consiste a connecter les deux ho-
motopies entre elles, ce qui revient a rajouter un autre parametre a I’équation
de Floer; les solutions de cette nouvelle équation définissent une homotopie
entre les deux morphismes. Les détails dans le cas de I’homologie de Floer
pour les orbites périodiques d’un hamiltonien se trouvent dans [7].

Enfin, il faut montrer que pour trois couples (Hy, Jy), (H1, J1), (Hs, Jo) la
concaténation d’une homotopie entre les deux premiers avec une homotopie
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entre les deux derniers définit la méme chose en homologie que la composée
des deux morphismes définis par ces homotopies. On peut également consul-
ter les détails dans [7].

Ce qui précede nous permet d’utiliser la notation H F'(L) pour ’homologie
du complexe de Floer. Selon le schéma décrit dans la section 1.1 nous aurons
besoin d’une relation entre celle-ci et I'homologie singuliere de L. Compte
tenu de la propriété de I'invariance on peut choisir n’'importe quelle isotopie
hamiltonienne qui rend Ly et L; transverses. On utilisera :

Ly = {(q,td,f) | q € L},

définie par une (petite) fonction de Morse sur L dans un petit voisinage de
la section nulle de T*L, qu’on plonge dans la variété M grace au théoreme
de Weinstein. Les points d’intersection Ly N L; seront donc en bijection avec
les points critiques de f et en particulier on peut leur associer leur indice
de Morse respectif. Il reste a étudier les trajectoires de Floer (bandes holo-
morphes) que les joignent. Cette fois il suffit de regarder la composante de
dimension 1 de I'espace de solutions M!(z,y), qui correspond a £°(x,y).

Fixons un voisinage de Weinstein U = U(L) C M. Dans le cas des sous-
variétés lagrangiennes exactes, si f est suffisamment petite dans la topologie
C? les bandes holomorphes v € M?!(z,y) ne quittent pas le voisinage U.
L’indice de Maslov-Viterbo est dans ce cas égal a ind(x)—ind(y). Plus encore,
on a I'énoncé suivant [63] :

Proposition 2.4 Supposons que L est faiblement exacte. Si f est suffisam-
ment C?-petite et J est bien choisie il existe une métrique de Morse-Smale g
pour f, telle que l’application

v = v(s,0),

réalise une bijection entre M*(z,y) et les trajectoires de —grad, f qui unissent
T ety.

En particulier

HF(L) ~ H(L).

Cela implique la conjecture d’Arnold pour les sous-variétés lagrangiennes
exactes : la minoration du nombre d’intersections entre Ly et L, par la somme
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de nombres de Betti de L = Ly. En particulier, on obtient une preuve du
théoreme de Gromov, ici le Th. 1.5. Dans I’énoncé précédent “métrique de
Morse-Smale pour f” désigne une métrique sur L telle que les variétés stables
et instables du gradient de f par rapport a celle-ci sont transverses.

Dans le cas des sous-variétés monotones les conclusions de la proposition
précédente restent vraies pour les bandes holomorphes qui ne quittent pas
le voisinage de Weinstein U(L). Mais, en général il y a aussi des bandes qui
sortent de U. Pour une telle bande v € M'(x,y), on peut projeter v(s,1)
sur L dans le fibré cotangent 7 L. Le lacet formé par v(s, 1) et sa projection
borde un disque dans le “rideau”

{((g,tdyf|qe L, t€0,1]}.

En collant ce disque a la bande v on obtient un disque D a bord dans L. Si
f est suffisamment petite, 'aire symplectique de D est positive. Cela vient
d’un résultat de “monotonie” qui donne une minoration uniforme de ’aire
des bandes holomorphes qui quittent U(L) [63]. En utilisant le fait que L
est monotone, on trouve l'indice de Maslov I,(D) = kNy, pour un k > 0
entier. Par ailleurs, on peut calculer ce méme indice en sommant 'indice de
Maslov-Viterbo de v (qui vaut 1) et celui de la partie de D qui vient de la
projection de v(s, 1) sur L. On peut montrer que pour cette derniere il vaut
ind(z) — ind(y). En résumant, on a la proposition suivante [63] :

Proposition 2.5 Supposons que L est monotone avec Ny > 3. On choisit
U(L) et f comme ci-dessus et on prend la graduation du complexe de Floer
CF(L, f) donnée par Uindice de Morse. Si f est suffisamment C*-petite et J
est bien choisie il existe une métrique de Morse-Smale g pour f, telle que la
différentielle de Floer § s’écrit comme une somme (finie) :

0 =0+ +00g+---
ou :

(i) &g coincide avec la différentielle du complexe de Morse associée au couple

(f.9).
(ii) Pour ¢ >0 on a dy: CF.(L, f) = CFi_14on, (L, f).

En écrivant la relation 62 = 0 degré par degré on trouve plusieurs relations
entre les d, :
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(5051 + (50(51 =0

50(52 +5%+52(50 = O, cey etc.

La premiere de celles-ci vient du fait que dg est la différentielle de Morse.
La seconde dit que d; (qui on le rappelle est de degré —1 + Np) descend
au niveau de ’homologie H(L). Apres, la troisieme, implique que 67 = 0,
comme application de H(L) a H(L) (de degré —1+ 2N. Puis, ainsi de suite
on trouve que 0y descend au niveau de I'homologie H(H (L)), puis qu’elle est
une différentielle 1a-dessus, puis que d3 descend au niveau de H(H(H(L)))
ou elle est une différentielle, etc. La formalisation algébrique de ce fait se
traduit par I'existence d’une suite spectrale dont la premiere page est faite
avec I'homologie H(L) et qui converge vers ’homologie de Floer HF(L).
Nous donnerons un énoncé plus précis dans la section 4 (Th.2.17). Disons
juste que si par le procédé décrit ci-dessus ’homologie reste non nulle apres
I’entrée en jeu de tous les §; alors ’homologie de Floer est également non
nulle. Aussi, on a une conséquence immédiate de la proposition précédente :

Corollaire 2.6 Si 6, = 0 pour tout £ > 0, alors ’homologie de Floer HF (L)
est isomorphe a [’homologie singuliére H(L).

Remarquons que le cas N, = 2, qui est celui de la conjecture d’Audin,
n’est pas couvert par la proposition 2.5. Le théoreme de compacité 2.3 ne
s’applique pas dans ce cas a cause de 'apparition possible de disques ho-
lomorphes. Toutefois, on peut définir I'homologie de Floer HF(L) (pour L
monotone) et elle vérifie I'énoncé 2.5. Ce cas particulier est trés important
dans la compréhension de 'homologie de Floer relevée dont il sera question
dans la section suivante. Nous I’expliquerons en détail au §4.1.

Aussi, il est intéressant de souligner que dans tous les exemples ou 'on
connait I’homologie de Floer HF (L), elle est soit nulle, soit isomorphe a
I’homologie singuliere de L. Suivant une terminologie introduite par P. Biran
et O. Cornea on peut appeler la lagrangienne L “étroite” dans le premier
cas et “large”, dans le deuxieme. La proposition 2.4 montre que que les
sous-variétés exactes sont larges. Par ailleurs, lorsqu’on peut disjoindre une
sous-variété d’elle-méme par une isotopie hamiltonienne — dans R?*" par
exemple —, celle-ci est étroite.
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1.5 Changement de coefficients

Pour passer des coefficients modulo 2 aux coefficients entiers il faut orien-
ter les espaces de solutions M(z,y). Cela est possible sous I'hypotheése que
L est orientable et spin. On peut définir de plusieurs manieres la notion
de variété spin. La définition habituelle est I'existence d’'un relevement du
fibré des reperes orthonormaux & un fibré principal de groupe Spin(n) qui
est le revétement universel du groupe spécial orthogonal SO(n). Cela est
équivalent au fait que la classe de Stiefel-Whitney ws(L) s’annule (wq(L)
étant également nulle puisque L est supposée orientable). Pour n = dim(L)
supérieure ou égale a 3, une définition équivalente est que pour une décomposi-
tion cellulaire donnée il existe une trivialisation de T'L sur le 1-squelette qui
admet un prolongement au 2-squelette.

Sous cette hypothese l'espace des disques holomorphes a bord dans L
est orientable [35]. Plus généralement, I’espaces des bandes holomorphes qui
forment M(z,y) (que 'on peut voir comme des disques holomorphes & bord
dans LoU L) est également orientable. Cela nous permet de compter les tra-
jectoires isolées avec des signes. De surcroit, les orientations induites sur les
espaces L(z,y) induisent des orientations opposées pour les couples de tra-
jectoires brisées qui forment le bord d'une méme composante de dimension
1. Cela implique que 62 = 0. Finalement toute la théorie est valable & coeffi-

cients entiers, en particulier les liens avec ’homologie singuliere a coefficients
en Z de L.

A noter que, toujours d’apres [35] tout cela est vrai sous ’hypothese (plus
faible) que L C M est relativement spin; cette hypothese signifie que L est
orientable et telle que wy(L) est dans 'image de la restriction H?(M) —
H?(L).

2 Les résultats principaux

Dans cette section nous présentons deux théoremes qui résultent des deux
nouvelles versions de I’homologie de Floer annoncées dans le titre du chapitre.
Commencons par 1’homologie de Floer-Novikov. Celle-ci a comme point de
départ I'idée naturelle de généraliser 'homologie de Floer pour le cas ou l'iso-
topie ¢; que 'on utilise pour construire le complexe n’est pas hamiltonienne.
Le fait de sortir du cadre hamiltonien présente un avantage : nous avons
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vu dans la sous-section §1.4 que les sous-variétés lagrangiennes exactes sont
“larges” et en particulier non-disjoignables par des isotopies hamiltoniennes.
Or le schéma présenté a la fin du §1.1, que I'on veut utiliser pour obtenir
des propriétés topologiques des lagrangiennes s’applique aux sous-variétés
disjoignables. Il y a des situations ou des sous-variétés lagrangiennes exactes
sont disjoignables d’elles-mémes par des isotopies non-hamiltoniennes. C’est
le cas par exemple dans le fibré cotangent T*K d’une variété K qui fibre sur
le cercle; si f: K — S! est une fibration, I'isotopie

(p,q) — (p+t(frd)q, q)

disjoint tout compact de lui-méme pour ¢ assez grand.

L’homologie du complexe de type Floer dans le cas non-hamiltonien doit
étre comparée avec ’homologie de Novikov associée a L et a une 1-classe de
cohomologie qui dépend de l'invariant de Calabi de l'isotopie (¢;). Dans le
cas du fibré cotangent 7 K, muni de la forme standard wxg = dA\i ce dernier
est défini par

(01 Ak — M\k] € HY(T*K,R).

Nous rapellerons la définition et les propriétés de ’homologie de Novikov
H(L;u) dans §3.1. Notons par p la projection p : L — K, par u 'invariant
de Calabi de (¢;) et par A+, 'anneau de Novikov, complété de Z/2[m(L)],
associé a p*u. Voici I’énoncé du théoreme.

Théoreme 2.7 Soient L. C T*K wune sous-vari¢té lagrangienne exacte et
(¢¢) une isotopie symplectique de sorte que L et ¢1(L) sont transverses.

11 existe un complexe Co(L, pr) qui est Ay, -libre, engendré par les points
d’intersection L N ¢1(L), dont ’homologie est isomorphe a [’homologie de
Novikov H(L; p*u) a coefficients dans Z/2.

Ce théoreme est prouvé dans [21] sous 'hypothese supplémentaire
Im(u) &~ Z, mais nous montrons dans [23| que cette hypothese est super-
flue. Une généralisation pour les sous-variétés lagrangiennes monotones a été
établie par A Gadbled dans [38]. Nous pouvons remplacer les coefficients Z /2
dans la définition de ’homologie de Novikov par des coefficients entiers si la
sous-variété L est relativement spin, comme au §1.5.



tel-00528690, version 1 - 13 Dec 2010

2. LES RESULTATS PRINCIPAUX 35

Passons maintenant a I’homologie de Floer dite “relevée”. Elle fait interve-
nir un revétement arbitraire L — L. L’objectif est d’obtenir des informations
sur L en suivant un schéma semblable & celui du §1.1 :

LN¢(L)=0 = HF(L)=0 = H(L)=.. = propriétés de L.

On supposera donc le plus souvent que L est disjoignable par une iso-
topie hamiltonienne. Mais nous pouvons énoncer notre théoreme dans un
contexte général. Partons donc avec L C M lagrangienne et un revétement
p: L — L. Soit (¢;) une isotopie hamiltonienne de M telle que L et ¢;(L)
sont transverses. On a alors :

Théoreme 2.8 Supposons que L est exacte, ou monotone avec Nj > 3.
Alors il existe un complexe Cy sur Z/2 engendré par p~*(L N ¢1(L)) (donc
peut-étre de dimension infinie) tel que :

- 81 L est exacte alors
H.(C,) ~ H*(Z_}, Z/2).

— 81 L est monotone avec Ny, > 3 alors on peut définir des applications
01,02, ..., 0k, ... dans les conditions (i) et (ii) qui satisfont auz pro-
priétés (iii) et (iv) :

(i) 61 : H(L,Z/2) — H,_ 1N, (L,Z/2) vérifie 6, o &; = 0.
(ii) 8¢ : H (L, Z/2) — H. 1yon,(L,Z)2), { > 2 est définie si 6, = 0
pour m=1,...,0 —1 et vérifie 6, 0 d; = 0.
(i1i) Si H.(Co) = 0 il existe un { tel que 6y est non nul. Si pour le
premier tel {

(l+1)Np >n+1,

alors (H,(L,7Z),6,) est acyclique.
(iv) Si 6 = 0 pour tout £ > 1 alors

H,.(C,) ~ H,(L,Z/2).

Lorsque L est orientable et relativement spin, on peut remplacer les coeffi-
cients Z./2 par des coefficients entiers dans ’énoncé du théoréme et obtenir le
meéme résultat dans le cas exact, et des applications d; dans le cas monotone
définies dans les mémes conditions et qui vérifient (iii).
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Les deux sections suivantes sont consacrées respectivement aux démonstra-
tions des deux théoremes ci-dessus. Les énoncés de ces théoremes sont sem-
blables dans le sens ou ils affirment I'existence d’un complexe de type Floer
dont 'homologie est liée d'une certaine facon a une homologie intrinseque a
la variété L. Pour expliquer leur démonstration nous nous appuyons sur la
présentation de ’homologie de Floer habituelle que nous avons faite dans la
premiere section. Il s’agira donc de préciser ce qui change dans ces nouvelles
versions et ce qui fonctionne de maniere analogue au cas de 'homologie de
Floer classique. Les propriétés importantes sont la transversalité, la compa-
cité, le recollement et l'invariance par isotopie hamiltonienne. Comme on ’a
expliqué au §1, elles garantissent l’existence d’un complexe de type Floer dont
I’homologie est indépendante des choix. Nous allons donc parler de chacune
de ces propriétés dans le contexte des deux nouvelles versions de I’homologie
de Floer.

Ensuite, il s’agira d’établir la relation souhaitée avec I'homologie (sin-
guliere ou Novikov) de L. On utilisera ’exemple particulier d’'un graphe de
différentielle de fonction de Morse dans un voisinage de Weinstein de la la-
grangienne, comme au §1.4. Chacune des deux sections débutera par une
sous-section explicative. Pour I’homologie de Floer-Novikov il s’agira d'une
présentation de I’homologie de Novikov qui inclut quelques propriétés que
I’on utilisera dans les démonstrations du chapitre 3. Dans le cas de I’homolo-
gie de Floer relevée on commencera par décrire la construction du complexe
de Floer habituel pour une lagrangienne L monotone avec N, = 2. Ce cas
est tres utile pour comprendre la différence avec le complexe de Floer relevé
qui ne peut pas étre défini en général lorsque le nombre de Maslov vaut 2.

3 L’homologie de Floer-Novikov

L’homologie de Floer-Novikov, définie en [21], est une version de I’homo-
logie de Floer associée a une sous-variété lagrangienne exacte dans un fibré
cotangent. Elle est engendrée par les intersections entre celle-ci et son image
par une isotopie symplectique non-hamiltonienne. On démontre qu’elle est
isomorphe a I'homologie de Novikov de la variété initiale. Commencons par
une présentation de cette derniere :
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3.1 L’homologie de Novikov

L’homologie de Novikov est ’analogue de ’homologie de Morse pour une
1-forme fermée non-exacte. Elle dépend de la classe de cohomologie de degré
1, a laquelle appartient cette forme non-exacte. On sait que I’homologie de
Morse peut étre définie — via son isomorphisme avec 'homologie singuliere
— a partir d’une décomposition cellulaire de la variété. Nous avons aussi une
définition de ce type pour I’homologie de Novikov. La voici.

Définition du complexe de Novikov

Soit u € H'(L,R). On note par A anneau Z[r;(L)] et par A le groupe
des séries formelles Z[[m1(L)]]. Considérons une décomposition cellulaire de
L, que l'on releve au revétement universel L. Nous obtenons un complexe
libre sur A qui est engendré par des relévés fixés de chaque cellule de la
décomposition de L. On définit 'anneau complété A, :

A, = {)\ = ngz’ € /A\|gZ e m (L), n; € Z, u(g;) — oo}.

La convergence vers +oo signifie ici que pour tout A > 0, u(g;) > A sauf
pour un nombre fini de g; qui apparaissent avec un coefficient non nul dans
I'écriture de . Dans le cas ou m(L) = Z Panneau A, est isomorphe a 'an-
neau des séries de Laurent.

Remarque Soit A € A, un élément de la forme A = 1+ A, tel que u(g;) > 0
pour tous les g; qui apparaissent dans I’écriture de A\g. Alors, A est inversible
en A, son inverse étant Y, - (—Xo)".

Définition Soit Cy(L;u) le complexe A,-libre A, @5 Co(L). Par définition,
I'homologie de Novikov H,(L;u) est I'homologie du complexe Co(L;u).

Etant donné que dans notre contexte symplectique cette homologie de
Novikov sera isomorphe a une homologie de type Floer, sa non-annulation
impliquerait une persistance des intersections lagrangiennes. Nous sommes
donc intéressés par les situations ou cette homologie ne s’annule pas. On
sait qu’elle s’annule en degré 0 et en degré n; ceci est une conséquence
du théoreme 2.10 ci-dessous et d'un résultat bien connu de P. Arnoux et
G. Levitt [4] qui affirme qu'une 1l-classe de cohomologie non nulle peut se
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représenter par une 1-forme sans zéro d’indice 0 et n. La question se pose
donc a partir du degré 1. Le cas de Hy(L;u) est tres intéressant puisqu’on
peut démontrer [71] que ce groupe ne dépend que de (L) et de la classe u.
On peut ainsi formuler des criteres de non-annulation qui font intervenir le
groupe fondamental de L. En voici deux :

Proposition 2.9 Le premier groupe d’homologie de Novikov Hi(L;u) est
non nul pour toute classe u # 0 dans chacune des situations suivantes :
a. Si (L) admet une présentation (g1, g, ..., Gk |r1,72,...1q) telle que

p—q=2.

b. St m (L) est un produit libre de deuz groupes non-triviauz.

La démonstration de cette proposition se trouve dans [21]. A noter que le
résultat est également vrai pour I’homologie de Novikov a coefficients dans
Z/2 (au lieu de Z). C’est ce cas particulier qui sera utilisé dans le contexte
de I'homologie de Floer lorsqu’on ne suppose pas que la lagrangienne est
relativement spin.

Remarquons aussi que lorsque la caractéristique d’Euler de L est non nulle
alors 'homologie de Novikov ne peut pas s’annuler non plus. Il est facile de
le prouver, puisque la caractéristique d’Euler du complexe Cy(L, u) est x(L).

Théorie de Morse-Novikov

L’homologie de Novikov apparait naturellement lorsqu’on fait la théorie
de Morse pour des 1-formes fermées. Si « est une telle forme, représentant
une classe u € H'(L,R) et dont les zéros sont non-dégénérés, on construit
un complexe a I'aide des trajectoires d'un gradient £ associé a une métrique
générique sur L. Pour ce faire, on fixe un relevement ¢ € L pour chacun des
zéros de . Le complexe Co(cr,&) que 'on veut définir, est libre sur A, et
engendré par les zéros de a. Sa différentielle sur un zéro d’indice k + 1 de «
est donnée par la formule

8(d) = Y [d.de,

ind(c)=k
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ou [d,c] est la somme - peut-étre infinie - > n,;g; dans laquelle n; compte
algébriquement le nombre de trajectoires de § qui vont de ¢ a d, et qui sont
couvertes par des chemins dans L joignant g;¢ et d. 11 se trouve que cette
somme appartient a I’anneau de Novikov A,,.

La propriété fondamentale de la théorie de Morse-Novikov, démontrée
par S.P. Novikov dans [60] et dans sa forme la plus générale (énoncée ici) par
J.-C. Sikorav [71] est :

Théoréme 2.10 Pour tout couple (o, &) l’homologie du complexe Co(c, &)
est isomorphe a H,(L;u).

3.2 Définition du complexe

La construction s’inspire de celle faite par H. V. Lé et K. Ono dans [53]
pour la généralisation de la conjecture d’Arnold (sur les orbites d'un flot
symplectique) dans le cas non-hamiltonien. Soit L C T*K une sous-variété
lagrangienne exacte et (¢;) une isotopie symplectique sur 7*K. Notons par
uw € HY(T*K,R) ~ H'(K,R) I'invariant de Calabi associé¢ & (¢;). On peut
supposer sans restreindre la généralité que (¢;) est engendrée par le dual
symplectique de 8 + dH;, ou [ est une 1-forme sur K dans la classe u et
H :[0,1] x T*K — R est a support compact (voir [21], Lemme 3.3). Aussi,
on pourra supposer que la projection p : L — K insuit un épimorphisme au
niveau des groupes fondamentaux; on utilise pour cela le théoreme suivant

de F. Lalonde et J-C. Sikorav [48] :

Théoréme 2.11 Si L C T*K est lagrangienne exacte alors 'indice de p(m1(L))
dans m (K) est fini.

On obtient la propriété voulue en considérant le revétement fini K de K
correspondant au groupe p(m1(L)) et en relevant le plongement L — T*K
en un plongement (lagrangien) L — T*K, (voir [21], Rem. 3.4).

Ensuite on considere le revétement universel K et son fibré cotangent
T*K. Le plongement L — T*K se releve cette fois ci en un plongement la-
grangien L — T*K du revétement de L associé au sous-groupe Ker(p) C
m1(L). Aussi, l'isotopie symplectique (¢;) se releve en une isotopie hamilto-
nienne (¢;) sur T*K.
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Notons L; = ¢,(L) et L, = dgt(f,). Pour définir le complexe on fait de
la théorie de Morse sur le méme espace €2 qu'au §1 (les chemins z allant
de Ly & L;) avec la méme 1-forme fermée o, (V') = fol w(2'(t),V(t))dt, dont
les zéros sont en bijection avec les points d’interection Ly N Ly. Puis, en
choisissant une métrique sur ) a partir d’une structure presque complexe
compatible J, on trouve comme auparavant que les lignes de gradient sont
des bandes holomorphes qui s’appuient sur Ly et sur L;. On prouve comme
dans le cas de 'homologie de Floer classique que les bandes qui ont une
énergie finie joignent des points d’intersection de Ly et L;. On peut donc
définir de maniere analogue les espaces M(x,y) et L(x,y) pour z,y € L.
Mais, du fait que l'isotopie (¢;) n’est pas en général hamiltonienne, il peut
y avoir un nombre infini de points (trajectoires) isolés dans L(z,y). Comme
dans le cas de la théorie de Morse-Novikov, expliqué précédemment, il va
falloir monter sur un revétement sur lequel la forme est exacte pour pouvoir
définir un complexe. Le candidat naturel pour ce revétement est évidemment
7 :T*K — T*K dans lequel vivent les L;. On peut montrer qu’effectivement
le tiré-en-arriere de « sur l'espace

Q = {ze€C®([0,1], T*K) | 2(0) € Lo, 2(1) € L}

est une 1-forme exacte dont les points critiques sont par conséquent les fibres
7~ (z) des points d’intersection x € Lo N L; [21]. Le groupe fondamental
m (K) agit naturellement sur ’ensemble de ces points critiques. On définit
alors le complexe C,(L,¢;) comme étant le A,-module libre engendré par
LoN Ly, ou 'anneau de Novikov est le complété de Z/2[m (K)], défini comme
dans la section précédente. Il reste a définir la différentielle de ce complexe.
Comme dans la section §3.1, on procede en fixant un relevement & pour
chacun des points d’intersection z. On définit alors pour g € 7 (K') 'ensemble
L,(z,y) des trajectoires (bandes holomorphes) qui joignent z et y dans T*K
et dont les relevés a partir de & aboutissent en gy. On pose alors pour un
T € LQ N Ll .

6(x) = > #2Lo(2,y) gy

yE€LoNLy,gem (K)

On doit vérifier que J est bien définie et de carré nul, ce qui revient a montrer
les propriétés de compacité, transversalité et recollement décrites en §1.3.
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3.3 Transversalité et compacité

La preuve de la transversalité s’applique sans changement a la nouvelle si-
tuation. Pour la compacité c¢’est un peu plus compliqué. Toutefois, le théoreme
2.3 reste valable du fait de I’absence de disques holomorphes a bord dans L;
(cela puisque w|nyr,z,) = 0). Si on fixe une primitive A de a sur Q on a
pour un v € My(z,y) :

E(v) = A(r) — A(Y) + u(9),

ce qui montre — en appliquant la compacité de Gromov de I’espace de solu-
tions d’énergie uniformément bornée (voir [21], Th. 3.14) — que le coefficient
de y dans 'expression de § ci-dessus est en effet dans 'anneau de Novikov
A, et donc que § est bien définie. Pour montrer que 62 = 0 on considére pour
g € m(K) lespace

E_gly(x>y) = E;(.T,y) U U 52/(37»2) X ‘Cg”(zay)a

z€LoNL1,9"9'=g

dont il faut démontrer que c’est une 1-variété compacte a bord. La (petite)
difficulté supplémentaire par rapport a la compacité du Th. 2.3 vient du fait
qu’il faut montrer qu'une suite de trajectoires de L£,(x,y) peut avoir comme
limite une trajectoire brisée, mais dans ce cas les deux éléments ¢ et ¢”
associés aux deux parties de la limite vérifient ¢”¢g’ = g. Pour la résoudre on

démontre le lemme suivant (c’est le lemme 3.16 dans [21]) :

Lemme 2.12 Avec les notations du théoréme 2.3 soit v : [—00, +00] — Ly
le chemin défini par v,(s) = v,(s,0) prolongé par x en s = —oco et par vy
en s = +oo. Pour i = 1,....k, soient ' : [—oo,+00] — Lg les chemins

analogues définis par les bandes holomorphes v¢ qui composent la limite de
la suite (v,). Alors, pour n suffisamment grand, v, et la concaténation v =
YLk 2 % -k % sont homotopes dans L.

On a donc démontré la compacité de E;(:c, y). Il reste & utiliser un argu-
ment de recollement pour la structure de variété pres du bord. Celui-ci est
analogue au cas classique.

Se pose maintenant la question de l'invariance de I’homologie du complexe
Co(L, ¢4, J) ainsi obtenu par rapport aux choix effectués. Rapellons que l'iso-
topie (¢;) est engendré par f+dH;, ou (3 est une 1-forme fermée dans la classe
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u (invariant de Calabi) et H est a support compact. Nous démontrons dans
[21] (Th 3.21) la propriété suivante d’invariance hamiltonienne :

Théoreme 2.13 L’homologie du complexe Cy ne dépend pas du choix générique

du couple (Hy, J).

On obtient donc un complexe, engendré par les points d’intersection
Lo N Ly, dont 'homologie ne dépend que de L et de l'invariant de Calabi
de T'isotopie symplectique. On peut 'appeler par conséquent homologie de
Floer-Novikov. Mais ce complexe a le défaut d’étre un module sur I’anneau de
Novikov A, le complété de 'anneau du groupe 71 (K), alors que le théoreme
2.7 demande un complexe sur A, le complété de 7 (L). Pour relier ’homo-
logie du complexe a une homologie de Novikov de L telle que définie au §3.1,
il faudra en effet utiliser le revétement universel L et donc utiliser I’anneau
de Novikov A,-,. Une alternative serait d’utiliser une version de I’'homologie
de Novikov construite & 1'aide du revétement L — L (le tiré-en arriere de
T*K — T*K , déja vu au §3.2), voire utiliser le revétement d’intégration de
u. Mais ces versions de 'homologie de Novikov sont plus faibles dans le sens
ou l'annulation de ces homologies ne permet pas d’obtenir des contraintes
aussi fortes sur la topologie de L.

Par ailleurs il n’y a pas de plongement lagrangien de L dans T*K donc pas
de possibilité de relever les bandes holomorphes et a priori le cadre naturel
de la théorie de Floer-Novikov est celui qu’on vient de décrire. Une astuce
permet toutefois de contourner cette difficulté. C’est le point de départ de
I’homologie de Floer relevée qui sera traitée en détail dans la section suivante,
mais donnons-en également un apergu ici.

Si on ne peut pas relever les bandes holomorphes a L on peut toutefois
effectuer cette opération avec les traces y(s) = v(s, 0) qu’elles laissent sur L.
Cela permet de définir des espaces /jh(x, y) pour x,y € LoNLy et h € my (L) :
pour des relevements T, y € L fixés une fois pour toutes ce sont les bandes
holomorphes v de L(x,y) dont les traces v admettent des relevements qui
vont de = a h - y. Le probleme de compacité a déja été réglé pusique l'on a
par construction pour tout g € m (K)

Ly =  J L),

hemi (L), p(h)=g
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ou p: m (L) — m(K) est induite par la projection de L sur K. Le membre
de gauche est de cardinal fini, donc les ensembles dans la réunion du membre
de droite aussi. Cela permet de définir un A,«,-complexe libre engendré par
les points d’intersection Ly N L et dont la différentielle sur un « € Ly N Ly
vaut _

Sa) = > dLy@yh-y.

yELoNL1, heni (L)

Nous démontrons dans [21] (section 3.7) que §* = 0 et que la propriété
d’invariance hamiltonienne 2.13 est encore satisfaite. On se retrouve ainsi
avec un complexe sur le bon anneau de Novikov, dont ’homologie H F'(L;u)
est & mettre en relation avec I’homologie de Novikov H(L; p*u) afin de finir
la preuve du théoreme 2.7.

3.4 Relation avec I’homologie de Novikov de L

Pour montrer que I’homologie de Floer-Novikov H F/(L;u) est isomorphe
a I'homologie de Novikov H(L;u) on serait tenté de reproduire la preuve du
cas hamiltonien, présentée au §1.4 en remplacant la fonction par une 1-forme
fermée ; plus précisément de montrer que pour l'isotopie définie par le graphe
d’une 1-forme fermée S dans un voisinage de Weinstein de L et pour une
structure complexe bien choisie le complexe de Floer-Novikov coincide avec
le complexe de Novikov associé a [ et a une certaine métrique sur L. Mais on
voit que cela pose un probleme puisque du fait de la petitesse de (3, I'invariant
de Calabi de cette isotopie particuliere ne sera pas u; au mieux on pourra
prendre eu pour un € > 0 assez petit. Or, si I'homologie de Novikov H(L;u)
est par construction identique a H(L;eu), la méme chose n’est pas évidente
pour ce qui concerne ’homologie de Floer-Novikov.

Un autre probleme encore plus sérieux vient du fait que la méthode pour
démontrer que les bandes holomorphes ne quittent pas le voisinage de Wein-
stein (si 'isotopie lagrangienne particuliere choisie est assez proche de I'iden-
tité) ne s’applique pas ici. Cette démonstration s’appuie sur la compacité de
Gromov : si pour L; = graphe(edf) il y a une bande holomorphe qui sort
du voisnage de Weinstein pour € arbitrairement petit, alors a la limite on
trouve un disque holomorphe a bord dans L ce qui est interdit par le fait que
L est exacte (voir [63] pour plus de détails). La preuve utilise le fait que ces
bandes ont une énergie uniformément bornée a cause du fait que la 1-forme
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d’action « est exacte et donc ’énergie est majorée par la différence maximale
de niveaux entre deux points critiques d’une primitive A qui coincident dans
ce cas avec les points critiques de f. En revanche, dans notre cas il n’y a pas
de borne uniforme sur I’énergie, donc cette méthode ne s’applique pas.

Pour contourner ces difficultés on adapte une méthode utilisée par H.
V. Le et K. Ono dans [53] pour montrer une version non-hamiltonienne de
la conjecture d’Arnold. On s’inspire d’une idée de F. Latour [49], parfois
citée dans la littérature sous le nom de “ruse de Latour” (“Latour’s trick”).
L’observation de Latour est la suivante : Soit f une fonction de Morse sur
une variété L, & le gradient de f pour une métrique générique et une 1-
classe de cohomologie u. On choisit f € u de sorte qu’elle est nulle dans un
voisinage des points critiques de f. Alors, pour € > 0 suffisamment petit on
voit facilement que le complexe de Novikov associé au couple (df + €03, ¢)
est identique au complexe de Morse associé a (f, ) (les deux étant bien-sir
considérés sur 'anneau de Novikov A,).

La transposition de cette idée a notre situation nous amene a comparer le
complexes de Floer-Novikov associés & des couples (¢, J), (¢}, J'), ou J et J'
sont tres proches (pas identiques pour cause de généricité) et ou l'invariant
de Calabi associé a (¢}) est (1 + €)u, u étant celui de (¢¢). On ne peut pas
affirmer que ces deux complexes sont identiques comme dans le cas considéré
par F. Latour. On peut démontrer en revanche que leurs homologies sont
isomorphes pour € > 0 suffisamment petit (qui dépend de u) ([21], Prop.
4.3.a) :

Proposition 2.14 Pour u € H'(K,R), considérons [’homologie de Floer-
Novikov HF(L;u) précédemment définie. Alors il existe € > 0 (qui dépend
de u) tel que pour tout |o| < € on a

HF(L;(14+o0)u) ~ HF(L;u).

La preuve se fait en deux temps. La premiere partie, assez technique,
consiste a prouver le résultat pour les homologies de Floer définies sur 1’an-
neau de Novikov A, celui que I'on construit a partir de 'anneau du groupe
m(K). L'idée est — comme dans la preuve de l'invariance hamiltonienne
— de connecter des couples (bien choisis) (8 + dH;, J;) et (5" + dH],J') qui
définissent respectivement les deux complexes par une homotopie et de définir
le morphisme désiré en utilisant une équation de Floer a parametre. Le point
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crucial est une estimation de I’énergie des solutions de cette équation ([21],
Prop. 4.6) qui permet la bonne définition de ce morphisme, via la compacité
de Gromov. On démontre ensuite que ce morphisme induit un isomorphisme
en homologie comme dans la preuve de I'invariance pour I’homologie de Floer
classique.

Dans le deuxieme temps il faut relever ce morphisme aux complexes
construits sur L a coefficients dans Ap«,. L'idée est la méme : relever les
traces v(s,0) laissées sur L par les solutions de 1’équation de Floer a pa-
rametre qui sert a définir le morphisme de complexes (solutions que l'on
peut voir comme des demi-cylindres a bord dans L, comme au §1.4).

Cela montre que ’homologie de Floer-Novikov est invariante par la mul-
tiplication de l'ivariant de Calabi par un nombre positif. Pour la relier a
I’homologie de Novikov on part cette fois avec une isotopie hamiltonienne
définie par le graphe d’une différentielle de fonction dans un voisinage de
Weinstein. Nous avons expliqué au §1.4 que pour un J bien choisi le com-
plexe de Floer associé coincide avec un complexe de Morse C,(f,&) sur L.
On peut relever ce complexe au revétement universel Z; notons par 5.( f,€)
le complexe ainsi obtenu qui est Z/2[m (L)]-libre, engendré par les points
critiques de f. Toujours en suivant I'idée de Latour, la méme méthode que
dans la preuve de 2.14 donne :

Proposition 2.15 Awvec les notations précédentes, il existe un e > 0, dépendant
de u, tel que pour tout 0 < o < € on ait

HE(L;ou) & H(Co(f,€)) ©zyapm ()] Apra-
Comme le membre de droite est isomorphe a I’homologie de Novikov
H(L;p*u), cela termine la preuve du théoreme 2.7.

Notons pour finir que si L est orientable et relativement spin on peut
remplacer les coefficients Z /2 par des coefficients entiers, comme au §1.5.

4 L’homologie de Floer relevée

Nous nous attaquons maintenant a la preuve du théoreme 2.8. Ce théoreme
s’applique aux sous-variétés lagrangiennes L. monotones de nombre de Ma-
slov N;, > 3 ou exactes. Il est important de comprendre pourquoi dans le
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cas Ny = 2 I’énoncé est faux puisque c’est un raisonnement par réduction
a I’absurde qui va nous conduire a la preuve des différentes versions de la
conjecture d’Audin (Th. 1.12 et Th. 1.13). Nous commencons par expliquer
que 'homologie de Floer habituelle est bien définie pour des lagrangiennes
monotones dont le nombre de Maslov est égal a 2.

4.1 Le complexe de Floer pour Nj =2

La différence entre les cas N;, = 2 et N; > 3 se manifeste au niveau
de la propriété de compacité (Section §1.3). Dans le cas d’'une lagrangienne
monotone L nous avons énoncé le théoreme de compacité 2.3 sous I’hypothese
Np, > 3 et expliqué que cette condition garantissait l’absence des disques
holomorphes dans une suite de bandes holomorphes de M?(z,y). Cela a
cause du fait que la limite d'une telle suite devait avoir un indice de Maslov-
Viterbo égal a 2, étant admis que dans le calcul de ce dernier, les éventuels
disques holomorphes contribuent avec leur indice de Maslov. Lorsque Ny = 2,
I’absence de disques holomorphes reste acquise si x # y, puisque ’action libre
de R sur M(z, y) fait que les bandes holomorphes dans la limite ont un indice
de Maslov-Viterbo au moins égal a 1.

En revanche, lorsque x = y, une suite de M?(z,z) pourrait converger
vers un disque holomorphe d’indice de Maslov égal a 2. Dans ce cas, la figure
de base en théorie de Morse fig.2.1 se trouverait changée dans le sens ot une
trajectoire brisée allant de z & x serait liée par des bandes (colliers) holo-
morphes a un disque holomorphe passant par x. Cela pourrait avoir comme
conséquence le fait que le carré de la différentielle est non nul, autrement dit
que le complexe de Floer n’existe pas. Voyons si c’est vraiment le cas.

On peut voir la modification de la figure de Morse décrite ci-dessus sur un
exemple concret, qui plus est le plus simple qu’on puisse imaginer, a savoir
I'intersection de deux cercles dans R?, illustrée dans la figure 2.3 ci-dessous.

Les bandes holomorphes sont u, v et w et il n’y a pas de chemin de
colliers holomorphes passant par x entre les trajectoires brisées u#w et v#w.
Autrement, dit, il n’y a pas de figure analogue a fig.2.1 dans cet exemple. En
revanche, on peut connecter chacune des trajectoires brisées ci-dessous a un
disque a bord lagrangien, comme le montre la figure suivante :

On voit comment u#w est lié a 'unique disque holomorphe D de nombre
de Maslov 2 qui s’appuie sur L; de maniere analogue v#w sera connecté au
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FIGURE 2.3 — Le cas N;, = 2
T -

FIGURE 2.4 — Trajectoires brisées et disques holomorphes
x z T
‘ R ‘ R @
L Y L L

disque correspondant & ¢(L). C’est donc la figure de Morse modifiée dont
on vient de parler.

La différentielle du complexe de Floer s’écrit :

dz) =1y + Ly, 0(y) = lyz,

ol la notation 1, signifie tout simplement que le coefficient 1 correspond a la
bande holomorphe u. On voit facilement que §° = 0, malgré le fait que l'on
n’a pas de figure de Morse habituelle. Cela vient du fait que il y a un nombre
pair de disques holomorphes de nombre de Maslov 2 a bord lagrangien dans la
figure 2.3 (en l'occurence deux) et (par conséquent) un nombre pair d’orbites
brisées allant de x a x (deux également).

Cette propriété, la parité du nombre de disques, n’est pas une particularité
de notre exemple; elle est vraie en général. Pour la formaliser, considérons
L C M une sous-variété lagrangienne monotone avec Ny = 2 ainsi qu'une
isotopie générique (¢;). Notons par 7., 'ensemble (ouvert et dense) de toutes
les structures presque complexes compatibles J pour lesquelles le complexe
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de Floer habituel CF(L, ¢y, J) est défini. Pour J € J,., notons
M(M, L, J;2) = {w: (D,0D) = (M, L) |8yw =0, p(w) = 2}.

Des résultats de transversalité ([25], voir aussi [14], chap.3) montrent que
pour J générique M(M, L, J;2) est une variété de dimension n + 2. Il est
important de souligner ici qu'un point crucial dans la preuve de la transver-
salité est le fait que tous les disques de M(M, L, J;2) sont simples. Ceci est
une conséquence du fait que L est monotone et d'un résultat de D. Kwon et
Y-G. Oh [45], [46] et de L. Lazzarini [52] (voir encore [14]). La monotonie
de L implique également le fait que M(M, L, J;2) est compacte. En effet,
tous les disques de cet espace ont la méme aire symplectique, donc la com-
pacité de Gromov [40] s’applique dans ce cas. Aussi, comme L est monotone
et ces disques ont un nombre de Maslov minimal, il ne peut pas y avoir de
“bubbling”, ¢’est-a-dire d’obstruction a la compacité sous la forme de disques
holomorphes supplémentaires dans la limite d'une suite de M(M, L, J;?2).

Il suit que I'ensemble des disques J-holomorphes non-paramétrés passant
par un point donné p € L s’identifient avec la pré-image ev='(p) d’une ap-
plication d’évaluation

ev: N = L,

ou
N = M(M,L,J;2) x S /PSL(2,R),

et PSL(2,R) agit sur M(M, L, J;2) x S! par
he(w,2) = (woh,h™(2)).

L’évaluation est bien-sur définie par ev([w, z]) = w(z), pour [w,z] € N. Ce
qui précede montre que A est une variété compacte de dimension n. En par-
ticulier, pour p générique la pré-image ev=!(p) a un nombre fini d’éléments,
dont la parité ne dépend pas du choix générique du point p : c’est le degré
modulo 2 de I'évaluation. Suivant Y-G. Oh [63], notons par &, € Z/2 ce
nombre (modulo 2). Dans ce papier, Oh montre le résultat suivant :

Théoréme 2.16 Soit L C M wune sous-variété lagrangienne monotone de
nombre de Maslov N, = 2. Soit (¢¢) une isotopie hamiltonienne générique
sur M ; notons Ly = ¢y(L). Alors on a

@, + Py, = 0.
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En particulier I’homologie de Floer HF (L) est bien définie. Sa relation avec
I’homologie habituelle de L est analogue a celle décrite en §1.4.

La relation de I’énoncé est en effet celle qui garantit un nombre total pair
de disques holomorphes de nombre de Maslov 2 a bord lagrangien et donc
un nombre pair des trajectoires brisées, comme dans I’exemple illustré dans
les figures 2.3 et 2.4.

4.2 Définition du complexe de Floer relevé

Partons d’une sous-variété lagrangienne monotone L C M et avec un
revétement fixé p : L — L. Considérons également une isotopie hamilto-
nienne générique (¢;) et notons L; = ¢,(L). Supposons pour le moment que
N, > 2, de sorte que le complexe de Floer habituel engendré par Ly N Ly est
bien défini. Construisons a ’aide de ces données un complexe de type Floer
a l'aide du revétement L. En tant que module il est naturel de définir

CF(L,¢) = Z/2(p~ (Lo N Ly)),

qui est de dimension infinie si le revétement n’est pas fini. Il reste maintenant
a définir la différentielle de ce complexe. On reprend une idée que l'on a
déja utilisée dans la construction du complexe de Floer-Novikov : si on ne
peut pas relever une bande holomorphe u € M(z,y), qui habite dans la
variété ambiante, on peut considérer en revanche les relevements du chemin
Yu(8) = u(s,0), la trace que laisse la bande holomorphe sur la sous-variété
L. Cela est illustré dans la figure 2.5 ci-dessous :

Ainsi, la différentielle 6% : CF(L) — CF(L) est définie sur les générateurs
T € p~!(x) par la formule

oty = Y (@)

ge€p~1(LoNLy)
ou

n(z,y) = #o{u € L%(x,7) | u(s,0) se reléve en un chemin entre 7 et 7}.
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¢1(L)

Yu

FIGURE 2.5 — Idée de la construction
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4.3 Est-ce bien un complexe ?

Tout d’abord il est clair que 6% est bien définie dans le sens ol la somme
du membre de droite est finie : n(z,y) est le cardinal modulo 2 d'un sous-
ensemble de L£%(z,y), qui est fini. Il reste a vérifier que (6%)% = 0 ce qui se
fait en regroupant les orbites brisées relevées par paires - des points du bord
d’une variété de dimension 1 comme dans la figure typique de la théorie de
Morse f(ig. 2.1). On veut s’appuyer sur le fait que 6> = 0 pour le complexe
de Floer habituel et relever la figure de Morse 2.1 & L. Il y a deux points a
analyser afin de pouvoir le faire :

1. Cas N = 2.
Nous avons vu dans la section §4.1 que dans ce cas le complexe de Floer
habituel est défini, mais nous n’avons pas en général la figure de type Morse
2.1. Qu’en est-il du complexe de Floer relevé ? Une fois de plus c’est 'exemple
des deux cercles dans R? qui nous donne la réponse. Regardons la figure 2.6
ci-dessous ou l'on a fait figurer les traces v que laissent sur L respectivement
les bandes holomorphes u, v et w :

FIGURE 2.6 — La différentielle du complexe relevé

x -~
R Vo N
\
Yu v |
1
7
K /
y ~-7
L ¢1(L)

La différentielle 6 pour le revétement trivial L — L a bien évidemment
une écriture analogue a celle du complexe de Floer habituel, a savoir :

5($) = 1’yuy+1’yvya 6(?/) = 1’wa7

de sorte que
62<:U> = 17u#’7w$+ ]"Yv#'Yw:U = O
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Mais lorsqu’on écrit la méme formule pour le revétement universel L on ob-
tient (0%)? # 0, puisque les chemins v, #7., et v, #7Y, ne sont pas homotopes
dans L!

La conclusion est qu’en général on ne peut pas définir le complexe de
Floer relevé pour N = 2. Nous supposerons donc N; > 3, comme dans
I’énoncé de 2.8. Le théoréeme de compacité 2.3 nous garantit alors la présence
de figures de Morse 2.1 qui permettent de regrouper par paires les trajectoires
brisées qui interviennent dans la construction du complexe de Floer habituel.
Il y a ici un deuxieme point a étudier :

2. Homotopie des trajectoires brisées.
Considérons une paire de trajectoires brisées (bandes holomorphes) donnée
par une figure de type 2.1 dans le cadre du complexe de Floer habituel. Il
faut vérifier que les traces que laissent les trajectoires brisées sur L - des che-
mins entre z, y € LyN L; se relevent en des chemins de L qui ont les mémes
extrémités = et y. Cela est une conséquence du lemme 2.12 qui affirme que
ces traces de trajectoires brisées sont homotopes dans L.

Nous venons donc d’achever la démonstration de la premiere partie de la
preuve de 2.8, la construction du complexe de Floer relevé pour des sous-
variétés lagrangiennes monotones a nombre de Maslov supérieur ou égal a 3,
ou exactes. Pour finir cette preuve il faut relier 'homologie de celui-ci avec
’homologie de L.

4.4 Relation avec I’homologie singuliére de L

Tout d’abord on montre I'invariance de I’homologie du complexe C, (L, ¢, J)
par rapport a un choix générique du couple (¢, J). Nous savons le faire
pour ’homologie de Floer habituelle, par la méthode décrite au §1.4. Celle-
ci, rappelons-le, utilisait une homotopie (Hy,, J;) entre deux couples (H, J)
génériques et ’équation de Floer a parametre associée analogue a (%) pour
définir un morphisme entre les complexes de Floer respectifs — morphisme
qui induit un isomorphisme au niveau de I’homologie. Ensuite, on releve
cet isomorphisme au niveau des complexes définis a 1’aide du revétement L,
comme indiqué dans la section §4.2 et illustré dans la figure 2.5. Rappelons
aussi que lorsqu’on utilise I’équation de Floer (x%), comme dans la section
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§1.4, les solutions sont des demi-cylindres a bord dans L; dans ce cas on
releve la partie v(s,0) du bord d'un tel cylindre v.

Comme dans la section précédente on montre que pour L exacte, ou si L
est monotone de nombre de Maslov Ny > 3, le morphisme ainsi défini com-
mute avec les différentielles. Puis en relevant a chaque fois les constructions
de la théorie de Floer habituelle on montre qu’il induit un isomorphisme en

homologie. On peut donc parler de I’homologie de Floer relevée HF(L).

Pour montrer que la relation entre celle-ci et I'homologie habituelle est
conforme a ’énoncé 2.8, on utilise 'isotopie hamiltonienne définie par le
graphe d’une petite fonction f : L — R, comme dans la section §1.4. Lorsque
L est exacte nous sommes dans les hypotheses de 2.4. Le complexe de Floer
relevé coincide dans ce cas avec le complexe engendré par p~!(Crit(f)) (ou
p: L — L est la projection), et dont la différentielle s’obtient en relevant au
L les trajectoires de —grad, f (o1 g est une métrique générique). Ce complexe
calcule I'’homologie de L. Pour s’en rendre compte, il faut se rappeler que les
variétés stables associées au gradient de f définissent une structure de C'W-
complexe dont le complexe associé est le méme que le complexe de Morse
[50]. En relevant les trajectoires de gradient & L, on reléve du méme coup la
structure de CW-complexe sur L, ce qui fait que le complexe associé calcule
I’homologie singuliere de L. On obtient donc finalement pour L exacte

HF(L) ~ H(L,Z/2).

Parlons maintenant du cas ou L est monotone. En choisissant (f,.J)
comme dans I’énoncé de 2.5 on trouve une conclusion analogue, a savoir

ot = ok 4ol 4o+

ol 6f est la relevée de la différentielle de Morse (qui calcule I'homologie de

L) et pour £ >0

0f : CF.(L, f) = CF_yiaw, (L, f).

dim(z)+1
Np

données menent vers une suite spectrale qui part de I'homologie habituelle
(en l'occurence celle de L) et converge vers I'homologie de Floer (relevée).
Détaillons la construction de cette suite, due & Y-G. Oh [63] et P. Biran [11].

En particulier 6% =0sil > [ } Nous avons dit au §1.4 que ces
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Elle est associée a une filtration croissante d’un complexe C., qui se définit
comme suit. Notons par A le sous-anneau Z/2[Tt, T~Nt] des polynomes de
Laurent & coefficients dans Z/2 et par A¥Nt C A le sous-groupe Z/2 - THNt
pour tout k entier. Définissons le complexe

Cp = OrezCFo iy, (L, f) @ AMNE
muni de la différentielle
d=0t@ld+ 6 @T () +6E@T MNe() +-- ..

On vérifie facilement que d? = 0, en utilisant les relations entre les §, (voir

§1.4). Sur ce complexe on définit une filtration F,(C,) par :
.7-},(55) = Bp<pCrpn,, @ AN

On montre facilement que la différentielle d préserve cette filtration et que
I’'homologie de C, est canoniquement isomorphe & I’homologie de Floer H F'(L).
On considere la suite spectrale E7 associée a cette filtration (voir [55] pour
plus de détails). Compte tenu de ce qui précede, elle a les propriétés sui-

vantes :

Théoréme 2.17 La suite spectrale { £}, ,, d,} associée a la filtration F converge
vers [’homologie de Floer relevée HF (L) et satisfait aux propriétés suivantes
(tous les produits tensoriels sont sur Z/2) :

- B = Cpiqpn, ® APV dy = 6 @ Id. )

~ B!, = Hyrqpn, (L Z)2) @ APNE dy = 6f @ TNE(L), o)

51Z : HPJFQ*PNL (I’v Z/2) - Hp+q—1—(P—1)NL (f’v Z/2>

est induite par la composante 5% de la différentielle de Floer au niveau
de I’homologie.

— Pour tout r > 1 E;q est de la forme E;yq = Vp’:q ® APNL quec d, =
8, @ T7"NL o4 Vi, sont des espaces vectoriels sur Z/2 et

. T T
5T ) ‘/pvq —> ‘/pfr»q+ril

sont des morphsimes définis pour tous p,q qui satisfont a 6, o o, = 0.
De plus, :
T+l _ Ker(9, : V;q - V;?T—hqﬁ"—l)

g . )
Im(é, : V;Lrnq—rﬂ — VIZq)
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et pour r = 0,1 nous avons

Vyy =Gy Vg = Hyrqmpny (L. 2/2), 61 = o1

p+q9—pNL>

dim(L)+1
N—L:| + 1 et pour tout p € 4,

— La suite spectrale dégénere a la page [
P Ex, ~ HF(L).

qEZ

La preuve du théoreme 2.17 est analogue a celle de Th.5.2.A dans [11]. Elle
est purement algébrique, s’appliquant donc de la méme maniere au complexe
de Floer habituel et au complexe de Floer relevé. Notons qu’elle implique
immédiatement le théoréme 2.8 pour L monotone (et coefficients dans Z/2).
En effet, si §; = 0, alors d’apres le théoreme précédent

‘/Zq = ‘/PI#Z = Hp+q—pNL(Zv Z/2)

et
02+ Hyyq-pn,, (L, 2/2) = Hip-2)4(g+1)-(p—2)n,, (L, Z/2),

ce qui s’écrit
02 : Hp+quNL (fh Z/2) - Hp+q—pNL+(—1+2NL)(Ea Z/Q)-

La propriété (zii) du théoreme 2.8 vient juste du fait que si la limite de
la suite spectrale est nulle et si les différentielles sont nulles sauf pour une
certaine page /, alors les complexes définis a cette page sont acycliques. Cela
finit la preuve du théoreme 2.8 pour les énoncés a coefficients en Z/2. Le
passage aux coefficients entiers suit de §1.5 : si nous avons pu orienter les
bandes holomorphes, les trajectoires relevées héritent bien évidemment de
cette orientation. La condition (iv) disparait puisque nous ne pouvons plus
reconstruire la limite de la suite spectrale a partir de E* car les suites exactes
ne scindent pas.

L’explication des preuves de nos théoremes principaux 2.7 et 2.8 mainte-
nant terminée, nous pouvons passer dans le chapitre suivant aux démonstrations
des applications de ces énoncés, les résultats que nous avons annoncés au §4
du chapitre 1.
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Chapitre 3

Propriétés des sous-variétés
lagrangiennes

1 Lagrangiennes asphériques. La conjecture
d’Audin

Nous regroupons dans cette section les preuves des théoremes qui sont
des généralisations de la conjecture d’Audin. Il s’agit de 1.12, 1.13, 1.14 et
1.18. L’idée des preuves est que, sous les hypotheses des énoncés, la suite
spectrale définie par le théoreme 2.17 dégénere a la premiere page, ce qui
signifie, avec les notations du théoreme 2.8 que les applications d, s’annulent
pour ¢ > 1 et donc (d’apres le point (iii) de ce théoreme) que I'homologie
de Floer relevée HF (L) est isomorphe & I'homologie singuliere de L. Mais,
lorsque L est disjoignable d’elle-méme par une isotopie hamiltonienne, 1’ho-

mologie HF'(L) est nulle ce qui est contradictoire... et implique le fait que le
complexe de Floer relevé n’est pas bien défini, autrement dit que Ny < 3.

Démonstration de 1.12.a

Si Np > 3 ’homologie de Floer relevée est bien définie pour le revétement
universel L. Comme L est asphérique, on a H;(L) = 0 si ¢ > 0, donc les
applications ¢, : HZ(Z) — Hi_1+gNL(Z) données par le théoreme 2.8 sont
toutes nulles et par conséquent

HF(L) ~ H(L,7Z/2).

57
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Comme la premiere est nulle ceci est contradictoire, donc N, < 2. Pour
distinguer les cas L orientable et L non-orientable on s’appuie sur le résultat
bien connu suivant [3] (voir aussi [34], Lemme 2.5) :

Proposition 3.1 Si L C M est orientable alors Ny, est pair. La réciproque
est vraie si (M) est trivial.

La preuve est terminée.

Démonstration de 1.12.b

Pour une structure presque complexe générique J considérons I’ensemble
M(M, L, J;2) défini dans la section §4.1 du chapitre précédent. Pour tout
g € m1(L) on définit le sous-ensemble

My(M,L,J,2) = {we M(M,L,J,2)|[0w] = g}.
Comme dans le chapitre 2, on pose
N, = M, xS'/PSL(2,R),
variété compacte de dimension n et on définit ’évaluation
evg: Ny = L [w,z] — w(z).

Le degré modulo 2 de ev, est la parité du nombre de disques holomorphes de
nombre de Maslov 2, de bord dans la classe g, passant par un point générique
p € L; suivant la section §4.1 du chapitre précédent on le note ¢, 5, € {0,1}.
On a de maniere évidente :

(1) = > P,

gem (L)
On utilisera la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit L C M une lagrangienne monotone avec Ny = 2. On
suppose que @, 1, =0 pour tout g € m (L), g # 1. Alors le complexe de Floer
relevé est bien défini (pour un couple (H,J) générique) et il vérifie toutes les
propriétés du théoreme 2.8.
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Démonstration

Nous avons vu dans la section §4.3 du chapitre précédent a travers ’exemple
des deux cercles illustré par la figure 2.5 que lorsque Ny = 2 le complexe
relevé n’est pas bien défini en général. Le probleme vient du fait que des
chemins de trajectoires de £!(z,z) peuvent joindre une trajectoire brisée &
un disque holomorphe comme dans la figure 2.4. Les trajectoires w d’un tel
chemin ont la propriété que les lacets w(s,0) C L sont homotopes entre eux
et avec les lacets définis par les extrémités du chemin : la trajectoire brisée
d’un coté et le disque holomorphe de 'autre. C’est une conséquence du lemme
2.12. Ainsi, lorsqu’a une extrémité de ce chemin on trouve un disque holo-
morphe a bord dans L; = ¢1(L) le lacet défini par celui-ci se réduit au point
x et par conséquent les lacets w(s,0) sont contractiles dans L. Cela montre
que le nombre modulo 2 des trajectoires brisées dans le bord de L'(z,x)
qui définissent un lacet sur L dans la classe g € m(L) est @, pour g # 1
et & + @1, pour g = 1. Rappelons que leur nombre total modulo 2 est
®; + @1, le nombre total de disques holomorphes de nombre de Maslov 2
passant par x; ce nombre vaut 0 d’apres 2.16.

L’hypothese de notre proposition implique donc qu’il y a un nombre pair
de trajectoires brisées pour tout g € m(L). C’est évident pour g # 1 puis
pour g = 1 cela découle de 2.16 et de la relation (1) ci-dessus. Autrement
dit, le complexe est bien défini dans ce cas. La vérification de ses propriétés
se fait comme dans la preuve du théoreme 2.8.

Cela démontre la proposition 3.2. La preuve de 1.12.b suit immédiatement
puisque s’il n’y a pas de disque J-holomorphe de nombre de Maslov égal a
2 passant par un point de L, alors I’hypothese de 3.2 est satisfaite, donc le
complexe de Floer est défini, ce qui nous mene a la méme contradiction que
dans la preuve de 1.12.a.

Tout cela est bien entendu valable pour une structure J générique unique-
ment. Mais si la structure est quelconque, on peut ’approcher par une suite
de structures génériques (J;,)m>1 pour lesquelles il existe donc des disques
w,, passant par un point x € L donné. Il reste alors a appliquer le théoreme
de compacité de Gromov pour obtenir a la limite un disque .J-holomorphe
(on utilise ici que le nombre de Maslov de ces disques est minimal, donc il
n'y a pas de “bubbling”). De plus, le bord de w n’est pas contractile dans L,
en application de la proposition 2.12.
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Démonstration de 1.13.a

Supposons que Ny, > 3. Le complexe de Floer relevé CF (Z) est donc bien
défini. Comme L est orientable, Ny est pair, ce qui implique que les applica-
tions ¢; définies par le théoreme 2.8 ont un degré impair, et donc elles sont
nulles, puisque 'homologie de L est nulle en degré impair. On obtient donc
la méme contradiction que dans la preuve de 1.12.a. La preuve de ’existence
des disques holomorphes de nombre de Maslov égal a 2 est analogue a celle
de 1.12.b.

Démonstration de 1.13.b

Supposons que le complexe de Floer relevé C'F (Z) est défini. On fixe
p € Z et on pose

Xe = > _(=1)%dim(Vy,),

qE€Z

les espaces vectoriels V' étant définis par le théoreme 2.17. On démontre
dans [22] que y, est indépendant de r. Puis, en appliquant 2.17 on a d’une
part

X1 = x(H.(L,Z/2) # 0,

et d’autre part y, = 0 pour r suffisamment grand du fait que la suite spec-
trale dégénere. Cette contradiction implique que le complexe de Floer n’est
pas bien défini, ce qui signifie d’apres qui précede que Ny = 2 et il y a des
disques holomorphes de nombre de Maslov 2 par tout point de L.

Démonstration de 1.14

Si N, > k + 2 > 3 alors I'homologie de Floer relevée HF(L) est bien
définie. Puis, comme les degrés des applications ¢; sont plus grands que
—1+ N > k + 1, toutes ces applications s’annulent et donc HF(L) est
isomorphe a I'homologie singuliere de Z, qui n’est pas nulle, d’ou la contra-
diction avec le fait que L est disjoignable d’elle-méme par une isotopie ha-
miltonienne. Il suit que Ny < k + 1, le résultat qu’on voulait démontrer.

Démonstration de 1.18

Nous utilisons le résultat suivant de P. Biran ([11], Prop. 4.1.A) :
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Proposition 3.3 Soit W wvariété symplectique telle que M = CP™ x W est
monotone. Si L C M est lagrangienne monotone alors il existe un fibré en
cercles I', — L tel que l’espace total I'r, admet un plongement lagrangian
monotone dans W x C"*! et de plus Nr, = Np.

Pour finir la preuve, remarquons que si L est asphérique, alors I';, a la
méme propriété. On peut alors appliquer le théoreme 1.12.a pour conclure.

2 Lagrangiennes a nombre de Maslov maxi-
mal

Nous montrons dans ce qui suit des propriétés topologiques des sous-
variétés lagrangiennes monotones qui se disjoignent d’elles-mémes par des
isotopies hamiltoniennes et qui ont un nombre de Maslov maximal. Rappe-
lons que si la dimension de M est 2n ce maximum est N, = n+ 1 en général
et N, = n si M est R, ou plus généralement une variété symplectique
exacte. Nous ésquissons dans ce qui suit les preuves de 1.15, 1.16 et 1.19.

Démonstration de 1.16

Comme N =n + 1> 3 le complexe de Floer relevé est bien défini. Ap-
pliquons les autres conclusions du théoreme 2.8. Considérons un revétement
arbitraire L. Pour des raisons de degré on a = 0 pour ¢ > 1 et (par le
point (iii) du théoreme) le complexe (H,(L,Z/2),6f) est acyclique. Comme
6L est de degré n cela équivaut au fait que L est une Z/2-sphere d’homologie.
En particulier L est orientable et spin et de ce fait Ny est pair donc n est
impair. Alors, toujours en appliquant 2.8 on trouve que L est une sphére
d’homologie entiere. Mais alors cela signifie que tout sous-groupe G < 71(L)
est parfait, c’est-a-dire son sous-groupe des commutateurs est nul. Cela parce
que 'homologie de degré 1 du revétement associé a G est nulle. Mais cela est
impossible si G' n’est pas trivial, puisqu’on peut choisir G cyclique.

En conclusion L est une sphere d’homologie simplement connexe, et en
application de la preuve de la conjecture de Poincaré, elle est homéomorphe
a S™.

Démonstration de 1.15




tel-00528690, version 1 - 13 Dec 2010

62 CHAPITRE 3. PROPRIETES DES LAGRANGIENNES

Soit L — L un revétement quelconque. Comme n > 3 on peut appliquer le
théoréme 2.8 pour obtenir le fait que (H.(L,Z/2),6f) est acyclique. Comme

5% augmente le degré de n — 1, on en déduit que I'homologie de L est
(0 i i1#0,1,n—1,n

) Z/2 si i€{0,n—1}
(2)  Hi(L,Z/2) = .
0 si i€{l,n}et L — L infini

(| Z/2 si i€{l,n}et L — L fini

En choisissant L = L, il suit que 71 (L) est infini.

Supposons maintenant que n est pair. La relation (2) implique alors que
H?*(L,Z/2) = 0, donc L est une variété spin et d’apres 2.8 la relation (2)
est valable & coefficients entiers. Pour L = L cela donne H,(L,Z) = Z, donc
H'(L,Z) = Z. Considérons alors le morphisme u : (L) — Z défini par le
générateur de ce groupe de cohomologie et la suite exacte

l1-K—->m(L)—2Z—1.

Si L est le revétement associé & n’'importe quel sous-groupe de K, la relation
(2) implique que L est une sphere d’homologie entiere. En particulier tout
sous-groupe de K est parfait, dou K =1 et my(L) = Z.

Pour démontrer la deuxieme partie de 1’énoncé dans le cas ou n est pair,
on rappelle un critere algébrique pour I'existence d’une fibration sur le cercle
en dimension supérieure a 6. Il a été établi par F. Latour [49] et A. Pajitnov
[64] :

Théoréme 3.4 Pour n = dim(L) > 6 et m(L) = Z il existe une fibration
f: L — S siet seulement si I’homologie de Novikov H(L;u) est nulle pour

u = [f*(d0)].

Puis on applique de nouveau le théoreme 2.8 apres la remarque suivante :
nous avons établi ce résultat pour des coefficients Z/2 (ou Z lorsque L est
spin). Mais lorsqu’on regarde la preuve il est évident qu’elle reste vraie pour
I'homologie a coefficients dans n’importe quel module sur Z/2 (resp. Z).
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Par ailleurs, lorsque L = L on peut considerer le complexe de Floer relevé
comme libre de rang fini sur 'anneau du groupe m1(L). Et une fois de plus
on peut utiliser des coefficients dans un module arbitraire sur Z[m(L)]. En
particulier, pour 'anneau de Novikov A, on obtient une homologie de Floer
relevée qui est liée a I’homologie de Novikov de L par les mémes relations que
dans I’énoncé de 2.8. Par exemple, la relation analogue a (2) pour la classe u
définie dans 1.20 affirme que H;(L;u) = 0 pour ¢ # 0, 1, n — 1, n, puis que
Ho(L;u) = H,_1(L;u) et Hi(L;u) ~ H,(L;u). Or nous avons expliqué dans
la section §3.1 du chapitre 2 que si u # 0, on a Ho(L;u) = H,(L;u) = 0.
Cela montre que ’homologie H(L;u) est nulle et donc que L fibre sur S!, en
application de 3.4.

Maintenant, si F est la fibre de cette fibration, c’est une variété compacte
simplement connexe de dimension n — 1 qui a le type d’homotopie de L. La
relation (2) montre que L est une sphere d’homologie entiere, donc F est
homéomorphe & S"~!, d’apres la preuve de la conjecture de Poincaré.

La démonstration de 1.15.b utilise les mémes idées. Le résultat obtenu
est plus faible, puisque L pourrait étre non-orientable ce qui ne nous permet
pas d’utiliser les coeficients entiers. Les détails se trouvent en [22].

Démonstration de 1.19.a

L’annulation du premier groupe d’homologie de L implique que L est
monotone avec Ny = 2(n + 1). En appliquant la proposition 1.8 on obtient
une sous-variété lagrangienne monotone I';, € C"™ x X qui a le méme
nombre de Maslov

De plus I';, — L est une fibration en cercles. La variété I'; satisfait aux
hypotheses de 1.15.a et donc m1(I';) = Z. De plus, en utilisant la relation
(2) pour r L, on trouve que cette variété a la méme homologie que la sphere
S2+Ll Par le théoréme de Hurewicz, ses premiers 2n -+ 1 groupes d’homotopie
sont donc isomorphes a ceux de S?"*!. La suite exacte longue de la fibration
implique alors

(L) ~ 7 (S*™ ), pouri=2,...,2n+1,

et comme m(I'y) = Z, m (L) est abélien. Mais, comme H;(L,Z) = 0, L est
simplement connexe. Donc c’est une sphere d’homotopie, homéomorphe a



tel-00528690, version 1 - 13 Dec 2010

64 CHAPITRE 3. PROPRIETES DES LAGRANGIENNES

S?m*t1 par (la preuve de) la conjecture de Poincaré.

Démonstration de 1.19.b

Comme ci-dessus, L est monotone avec N, = 2(n+1). De nouveau on ap-
plique la proposition 1.8 pour obtenir une sous-variété lagrangienne monotone
dans C"*! x CP" qui est une fibration en cercles sur L et a le méme nombre
de Maslov. On peut alors appliquer 1.16 et conclure que I';, est homéomorphe
a 8?1 comme anoncé. En particulier L est simplement connexe et la preuve
est terminée.

Démonstration de 1.19.c

En appliquant 1.8 on trouve que L est monotone avec N, = n+1. Comme
ci-dessus on a une sous-variété I';, ¢ C"*! qui a le méme nombre de Maslov.
Cette sous-variété est orientable (par 3.1, puisque Np, est pair) et spin, en
appliquant 2.8 (voir la relation (2)). On peut alors appliquer 2.8 a coefficients
entiers : comme dans la preuve de 1.19.a cela donne que m(I'y) = Z et
le revétement universel I' a les mémes groupes d’homotopie que S™, pour
¢t = 1,...,n. En utilisant la suite exacte longue de la fibration I'y, — L on
trouve 7, (L) = Z, m;(L) = 0, pour i = 3,...,(n—1) et on a une suite exacte

0— m(L) = m(SY)=2Z—m([) =% m(L) = 0.

11 suit que m1(L) est abélien cyclique et, comme H;(L,Z) est de 2-torsion,
on déduit que m (L) = Z/2. La suite exacte implique alors mo(L) = 0.
Finalement, le revétement universel L est une sphere d’homotopie, donc
homéomorphe a la sphere de dimension n.

3 Lagrangiennes exactes dans le fibré cotan-
gent

Nous regroupons dans cette section les démonstrations des résultats anoncés
qui vont dans le sens d’une réponse positive a la question 1.6. Il s’agit de 1.17,
1.20, 1.21 et 1.22.

Démonstration de 1.20
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Comme dans la section §3.2 du chapitre 2 on pourra supposer sans res-
treindre la généralité que la projection p : K — L induit un épimorphisme
au niveau des groupes fondamentaux. Soit f : K — S! une fibration. Notons
a = f*df; c’est une 1-forme fermée sans zéros. L’isotopie symplectique (¢;)
définie sur T*K par

(p,q) = (p+tay,q)

disjoint L d’elle-méme pour un 7" > 0 suffisamment grand. Son invariant de
Calabi est T'u, ou u est la classe de .. Nos sommes alors dans les conditions
d’application du théoreme 2.7. Le complexe de Floer-Novikov étant nul, on
trouve que H(L; p*(Tu)) = 0, ce qui équivaut a H(L; p*u) = 0. On peut alors
appliquer le critere 2.9 pour finir la démonstration du théoreme.

Démonstration de 1.21.a

Supposons qu’il existe un plongement lagrangien exact
LxP—T(Q xS")

avec x(L) # 0 et m(P) fini. Comme ci-dessus, par 2.7, on obtient H,(L X
P;u) = 0, ol u est la classe de la forme df sur Q x S'. Comme 7 (P) est fini,
on a que p*u € H'(L,R) C H'(L x P,R). En appliquant un lemme de type
Kunneth ([21], Prop. 2.6), on obtient que H.(L,p*u) = 0. Mais cela implique
X(L) = 0, puisque par définition le complexe Co(L; u) qui calcule I'homologie
de Novikov a la méme caractéristique que L. Cela est contradictoire, et la
démonstration est terminée.

Démonstration de 1.21.b

S’il existe un plongement lagrangien exact
(L1#Ly) x P — T*(Q x SY),

alors, comme ci-dessus, on obtient H,(L;p*u) = 0. Puis, comme m (L) =
m1(Ly) * m(Ly) (puisque n > 4), on applique 2.9 et on trouve qu’une des
sous-variétés L; est simplement connexe. Supposons que ce soit L;. Alors on
peut décrire le revetement universel L comme une somme connexe de Ly avec
|m1(L2)| copies de L. Ensuite, pour un choix judicieux de la structure de CW-
complexe de L ([21], Preuve de 1.2), on détermine le complexe C,(L;p*u)
et on montre que 'annulation de son homologie implique I’annulation de
Hi(Ly,Z/2) pour i = 1,...,(n — 1), autrement dit le résultat annoncé.
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Si L est spin, nous obtenons I’annulation de I'homologie de Novikov a co-
efficients entiers, comme nous ’avons remarqué apres 1’énoncé de 2.7. On en
déduit donc que L; est une sphere d’homologie entiere simplement connexe,
qui est homéomorphe a S™, d’apres la conjecture de Poincaré.

Démonstration de 1.21.c

Notons par H C H'(T™ x Q,Z) le sous-groupe H'(T™ x {point}, Z). Le
groupe H est isomorphe a Z™ et chaque classe de cohomologie u € H \ {0}
contient évidemment une forme fermée sans zéros. On déduit de 2.7 que

H. (L x T p*u) =0
pour tout v € H \ {0}.

On rappelle que I’'on peut supposer utilisant 2.11 que p est un épimorphisme,
donc que p* est un monomorphisme. Montrons que

(L) N H £ (0)
dans H'(L x T*). Sinon, la composition
7"~ p*(H) — H'\(L x T) 25 H'(T") ~ Z°

est un monomorphisme ce qui est impossible puisque [ < m. On en déduit
qu’il existe une classe non nulle p*u =v € HY(L) C H'(L x T*) telle que

H,(L x T%v) = 0.

En utilisant la formule de Kiinneth ([21], Prop. 2.6) on obtient alors
H.(L;v) = 0. Ensuite, on applique 2.9 pour obtenir les conclusions désirées
sur 7y (L).

Démonstration de 1.17

On compactifie L en ajoutant un point a l'infini et on note la nouvelle
variété L. En utilisant la (preuve de la) conjecture de Poincaré et le théoréme
du h-cobordisme il suffit de démontrer :

Proposition 3.5 Sous les hypotheses de 1.17 la variété L est une sphere
d’homologie entiere simplement connexe.
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Cela sera une conséquence de 1.21 via la remarque suivante :

Remarque 3.6 51 L est comme dans ’énoncé de 1.17, alors pour toute
variété compacte K il existe un plongement lagrangien exact de L#K dans
T°K.

Cette remarque est évidente : on pousse L par le champ de Liouville radial
pour la rendre standard en dehors de D xR™, ot D est un petit disque dans la
section nulle Ogr, puis on remplace D C Ok par LN (D x R™). La restriction
de la forme de Liouville Y p;dg; a L est la différentielle df d’une fonction
J: L — R qui est constante en dehors de D. En particulier, I'intégrale de la
forme de Liouville de T* K s’annule sur tout lacet de la sous-variété L#K,
cette derniere est donc exacte.

Maintenant on prend K = S' x S"7! et on applique 1.21 (pour P =
{point}). On obtient dans un premier temps que L est une Z /2-sphere d’ho-
mologie simplement connexe. Cela entraine H 2(E#K ,Z/2) = 0, en particu-
lier cette variété est spin. On peut alors appliquer 1.21 a coefficients dans Z
pour conclure que L est une sphere d’homologie entiere simplement connexe.

Démonstration de 1.22.a

Soit K C M une sous-variété lagrangienne. Si L. C T* K est lagrangienne,
alors le théoreme de Darboux implique que L admet un plongement lagran-
gien dans M. De plus, on démontre facilement (voir [22], Prop. 3.5) :

Proposition 3.7 Soit K C M monotone et L C T*K exacte, a nombre de
Maslov nul. Alors L C M est également monotone. Si de plus le morphisme
m (L) — m(K) induit par la projection est surjectif, on a N = N.

Soit L C T*S?*+! Lagrangienne exacte de classe de Maslov nulle. L’ap-
plication

définit une sous-variété lagrangienne monotone dans CP* x C**!. Son nombre
de Maslov est 2k + 2. Donc, en appliquant 3.7, on trouve que L admet un
plongement lagrangien dans CP* x C*+! dont le nombre de Maslov est
Np, = Ng2r+1 = 2k + 2. Nous sommes dans les hypotheses de 1.16. Ce résultat
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implique que L est homéomorphe a S?*1 ce qu'il fallait démontrer.

Démonstration de 1.22.b

Soit L C T*K lagrangienne exacte de classe de Maslov nulle. Il existe
un revétement fini, a |7 (K)| feuillets de L de L qui admet un plongement

lagrangien exact dans T*K = T*S?***! (voir [21], Lemme 3.5). De plus, on a
un diagramme commutatif :

[ —— T*Q2k+1
L

K

On en déduit que la classe de Maslov de L est nulle aussi, puis, avec le
point précédent, que L est homéomorphe & S+,

Lorsque K = RP?*! on montre que m; (L) — 7, (RP?*™) est un épimorphisme.

Sinon, on peut relever L pour obtenir un plongement lagrangien exact (de L)
dans T*S?**! qui a également le nombre de Maslov nul. En utilisant le point
(a), on obtient que L est homéomorphe a la sphere. Mais comme RP?*! ad-
met un plongement lagrangien dans CP*%! la variété L a méme propriété.
Or cela contredit un résultat bien connu de P. Biran et K. Cieliebak ([12],
Th. A) qui affirme qu’il n’y a pas de sphere lagrangienne dans CP". Par
conséquent 71 (L) — 7 (RP**1) est surjectif.

Alors on peut utiliser le lemme 3.5 de [21] comme ci-dessus pour conclure
que L = L est un revétement double, homéomorphe & S?¥+1.
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Chapitre 4

Perspectives

Nous avons vu dans la deuxieme section du premier chapitre que beaucoup
de questions sur les sous-variétés lagrangiennes restent ouvertes méme dans
le cas le plus simple, des sous-variétés de R?", que 1'on appelle “local”. Dans
ce chapitre nous passons en revue quelques problemes qui sont susceptibles
de trouver solution a l'aide des techniques qui viennent d’étre présentées. Il
y aura des résultats démontrés et des idées plus ou moins vagues sur d’autres
applications. Une partie de ce travail sera incluse dans [23].

1 La conjecture d’Audin

Nous avons démontré cette conjecture pour les sous-variétés lagrangiennes
monotones qui sont asphériques, ou vérifient d’autres propriétés topologiques
(Th. 1.12 et Th. 1.13). Il est naturel de se demander si d’autres variétés sa-
tisfont a cette conjecture, au moins dans le cas monotone. La réponse est
affirmative, puisque L. Buhovsky montre la conjecture dans [17] pour des
variétés qui ne sont pas couvertes par nos hypotheses : celles dont I'anneau
de cohomologie H*(L,Z/2) est engendré par H'(L,Z). C’est le cas de 'es-
pace projectif réel RP™ par exemple. Notons que tout plongement lagrangien
de celui-ci a un nombre de Maslov au moins égal au nombre de Chern de la
variété ambiante (en vertu de 1.10) ce qui a comme conséquence que la lagran-
gienne respective n’est pas disjoignable par isotopie hamiltonienne lorsque le
nombre de Chern est plus grand ou égal a 3.

69
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Se pose alors la question de ’application de I’homologie de Floer relevée
pour étudier cette conjecture dans d’autres cas et en particulier ceux consi-
derés par Buhovsky. Voici une idée de démonstration :

Considérons donc L. C M monotone, disjoignable par isotopie hamilto-
nienne, de nombre de Maslov N; > 3 et fixons un revétement L — L. Le
complexe de Floer relevé C'F(L) est donc bien défini. Par construction, la
projection p : L — L induit une application py entre les complexes C'F (L)
et CF(L). La relation

pypodl =6"opy

équivaut au fait que p commute avec chacune des composantes 9; des deux
différentielles. Ainsi on a par exemple un diagramme commutatif

_ 5L _
Hi(L) — Hi1n, (L)

1 pi 1 Pi—1+Ng

5L
H(L) — Hin (L)
L’application py dans ce diagramme est toujours un isomorphisme en homo-

logie. D’autre part, lorsque ’anneau de cohomologie de L est engendré par
HY(L,Z/2), 'application p induit des morphismes nuls

pi s Hi(L,Z/2) — H;(L,Z/2)

pour ¢ > 0 (puisque c’est le cas de leurs morphismes duaux, en cohomologie,
du fait de la propriété de ’'anneau mentionnée). Le diagramme ci-dessus pour
© = 0 implique donc que

6F Ho(L,Z/2) — H_1,n,(L,Z/2)

s’annule et donc Hy(L,Z/2) survit a la deuxieme page de la suite spectale
de 2.17. Si on pouvait dire la méme chose de la fleche 6F correspondante,
puis refaire le raisonnement pour tout i, on obtiendrait une preuve de la
conjecture d’Audin pour les variétés lagrangiennes qui ont la propriété que le
morphisme py est nul en homologie sauf en degré zéro, ce qui couvre comme
on vient de voir les cas de Buhovsky. Mais a priori il n’y a pas de raison pour
que cela soit ainsi, sauf dans des cas particuliers. Par exemple, si L a le type
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d’homotopie d’une sphere S¥, avec k € {dim(L), dim(L) — 1, dim(L) — 2} et
pi - Hy(L,Z)2) — Hy(L,Z/2) est nul. Dans ce cas on peut itérer I'argument
ci-dessus aux pages suivantes de la suite spectrale de 2.17. En effet, si Ho(z)
peut disparaitre dans la suite spectrale a la page ¢ pour laquelle —1+¢N;, = k,
a la page suivante la différentielle de la suite spectrale est nulle, pour des
raisons de dimension (puisque —1 + (¢ 4+ 1)Ny > dim(L), comme N > 2).
Cela implique que la suite spectrale correspondante a L ne converge pas vers
zéro, ce qui permet d’obtenir une contradiction comme dans la preuve de
1.12. Ainsi on peut prouver par exemple :

Proposition 4.1 La conjecture d’Audin est vraie pour L = RP", L =
RP" x S', L = RP" x X pour une surface ¥ de genre g > 1.

Tout cela nous fait croire que la classe des variétés qui satisfont a la
conjecture d’Audin est bien plus large. Par ailleurs, une éventuelle pro-
priété topologique commune de ces variétés n’apparait pas clairement : si
nos démonstrations utilisent des propriétés du revétement universel, on voit
aussi que L = RP" x S! satisfait & la conjecture d’Audin tandis que son
revétement universel peut avoir un nombre de Maslov plus grand lorsque
n est impair (d’apres les exemples de Polterovich, évoqués au chapitre 1,
section §3).

2 Les disques holomorphes
de nombre de Maslov égal a 2

Nous avons vu que ces disques jouent un role tres important dans la
théorie de Floer relevée : Lorsque il n’y en a pas I’homologie de Floer relevée
est bien définie. Et lorsqu’elle n’est pas bien définie, comme dans la preuve de
la conjecture d’Audin 1.12, cela est du a la présence de disques holomorphes
de Maslov 2 passant par tout point, d’apres 1.12.b.

Nous essayons dans ce qui suit de rendre plus précise cette obstruction
a la bonne définition du complexe relevé, et d’esquisser quelques idées qui
pourraient déboucher sur d’autres propriétés des sous-variétés lagrangiennes.
Tout d’abord une question naturelle est :
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Question 4.2 Si L est monotone avec Ni, = 2 et L — L est un revétement,
que vaut (6%)* ¢

Pour donner la réponse il faut regarder de plus pres le cas N;, = 2 dans
les sections §4.1 et §4.3 du chapitre 2, ainsi que la preuve de 1.12.b. Sur un
générateur T € p~1(Lo N L;) on obtient (6%)? en comptant les trajectoires
brisées qui proviennent de bandes holomorphes qui partent de x = p(z) et
finissent au méme point = : toutes les autres sont en effet en nombre pair
puisqu’elles proviennent de figures de Morse 2.1 alors que celles-ci sont le
bout d'une figure de Morse modifiée dans laquelle ’autre bout est un disque
holomorphe de nombre de Maslov 2 qui passe par x et dont le bord est dans
L = Ly ou dans L;. On peut alors écrire (%)% en fonction de ces disques :
Considérons d’abord le cas du revetement universel Z, dans lequel le complexe
de Floer relevé - lorsqu’il est défini - peut étre vu comme un Z | (L)]-module,
engendré par les points de Ly N Ly. Il faut bien entendu prendre en compte
la classe dans mi(L) du lacet représenté par la trace que laisse sur L les
trajectoires brisées allant de x a z. Lorsque le disque holomorphe a l'autre
bout s’appuie sur L; ce lacet est trivial, comme dans la figure 2.4. Puis, si le
disque holomorphe en question s’appuie sur L, le lacet est homotope au bord
de ce disque : de méme que l'affirmation précédente, cela est une conséquence
de 2.12. Dans I’écriture de (6%)%z nous comptons donc x pour les disques a
bord dans L; et gz pour les disques a bord dans la classe g, dans L = L.
Par ailleurs la proposition 2.16 dit que la parité de ces deux catégories de
disques est la méme, de sorte qu’on peut sommer uniquement par rapport
aux disques & bord dans L, en utilisant des termes de la forme (1 — g)z. Avec
les notations de la preuve de 1.12.b, cela donne

(0522 = " #afev, (@)}(1 — g)a.

gemi(L)
Définissons le sous-groupe I' < (L) par
I' = (g e m(L)|degy(evy) = 1).

I est clair que 1'on peut écrire

(07)2r =>"(1—g).

gerl
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Soit maintenant H < (L) un sous-groupe distingué et p : L — L le
revétement correspondant. Le complexe de Floer relevé (si défini) est un
Z[mi(L)/H]-module libre engendré par LyNLy. Puis, le carré de la différentielle

vaudra : i
(652 = 3 (1= g,

gel

ou g représente la classe de g dans 71(L)/H. Par conséquent on a

Proposition 4.3 Soit L. C M lagrangienne monotone avec Ny = 2. Soit
H C m (L) un sous-groupe distingué et L — L le revétement associé. Si
I' C H alors le compleze de Floer relevé CH(L) est bien défini et satisfait
aux propriétés de 2.8.

En particulier, cela est vrai pour le sous-groupe H engendré par tous les
bords des disques holomorphes de nombre de Maslov 2 a bord dans L. On
pense que, lorsque L est asphérique, et a fortiori lorsqu’il s’agit d'un tore,
ce sous-groupe est d’indice fini dans m(L). Les méthodes que K. Mohnke et
K. Cieliebak utilisent afin de prouver la conjecture d’Audin pour les tores
permettraient semble-t-il d’obtenir ce résultat. L’énoncé précédent semble
étre un bon ingrédient pour une preuve mais je ne sais pas encore comment
la faire.

Considérons maintenant un cas particulier, ou 'on peut dire des choses
plus précises : celui ot le groupe fondamental 7 (L) est Z. Soit donc L C M
lagrangienne monotone, telle que que Ny = 2 et m(L) ~ m(M,L) = Z.
Notons par ¢ le générateur de (L) choisi tel que le morphisme de Maslov
vérifie 1,,(t) = 2. On voit qu'’il y a dans ce cas deux possibilités pour le groupe
I':
— Si deg,(ev;) = 0 alors le complexe de Floer relevé C'F (L) est bien défini
quelque soit le revétement L — L.

— degy(evy) = 1 alors le complexe de Floer relevé n’est pas bien défini
(pour aucun revétement non-trivial). Sur un générateur x € Lo N Ly le
carré de la différentielle vaut

(65)2 = (1 —t)z,

autrement dit (6%)2 = Id — ¢.
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Ecrivons cette relation dans le cas particulier que I'on a considéré dans
I’énoncé 2.5 pour obtenir la relation entre I’homologie de Floer et I’homologie
habituelle. On y obtenait une décomposition

o = S+ 0+,

ol g est la différentielle d’un complexe de Morse et pour ¢ > 0 d, augmente
le degré de ce complexe de —1 + ¢Np. Lorsqu’on écrit la relation ci-dessus
degré par degré, on trouve en particulier

0901 + 0100 = Id — ¢.

Cela implique que 'application définie par ¢ sur le revétement universel Lin-
duit I'identité en homologie. On sait par ailleurs [71] que pour ce groupe
fondamental ’homologie de Novikov associé a la classe d’homologie u €
H'(L,R) définie par u(t) = 1 est donnée par

H(L;u) = H(L) g1 Z[[H][t™].

Comme 1 — ¢ est inversible dans I"anneau de Novikov (les séries de Laurent
dans ce cas) on en déduit que ’homologie de Novikov est nulle. Il s’agit de
I’homologie de Novikov a coefficients dans Z /2, mais on peut obtenir le méme
résultat pour celle a coefficients entiers si on suppose que L est spin. Si la
dimension de L est supérieure a 6, on peut appliquer 3.4 pour obtenir que L
fibre sur le cercle.

Pour résumer, lorsque L est monotone, spin, avec N; = 2 et groupe
fondamental infini cyclique, alors si L ne fibre pas sur le cercle, le complexe
de Floer relevé est bien défini. Voici une application de ces idées.

Proposition 4.4 Soit N une variété simplement connexe, avec x(N) # 0
et ®: N — N un difféeomorphisme qui préserve [’orientation et qui n’induit
pas identité en homologie (avec coefficients Z/2). Alors le “mapping torus”

L = N x0,1]/(z,0) ~ (®(z),1)

n’admet pas de plongement lagrangien monotone dans R*" et plus généralement
dans R* x W, si (W) = 0.
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Remarques Rappelons que pour ® = Id le résultat de M. Audin 1.1
affirme qu’'un tel plongement existe pourvu que N admette une immersion
lagrangienne dans R?" 2.

Le résultat est a rapprocher de celui de S. Hu, F. Lalonde et R. Leclerq [44]
qui affirme qu'un difféomorphisme hamiltonien qui préserve une sous-variété
lagrangienne faiblement exacte induit 'identité en I’homologie a coefficients
dans Z/2. 11 est probable qu’on puisse prouver le résultat de Lalonde avec
ces méthodes.

Démonstration

Supposons que L admet un plongement lagrangien monotone. La variété
L est orientable et son groupe fondamental est (L) = Z. C’est un fibré
sur le cercle dont la fibre est difféomorphe & N. Son revétement universel
est L = N x R. Comme la caractéristique d’Euler de N est non nulle et L
est disjoignable par isotopie hamiltonienne, le théoreme 1.13 implique que le
complexe de Floer C'F(L) n’est pas bien défini. En particulier N, = 2. Au
vu de ce qui précede, cela fait que le générateur t € m(L) induit I'identité
en homologie. Or le difféomorphisme induit par t sur le revétement universel
N x R est

(x,t) = (P(x),t+1).

En particulier ® induit I'identité en homologie, ce qui contredit I’hypothese.
La preuve est donc terminée.

3 Dans le fibré cotangent

Nous avons dit dans l'introduction que I'un des problemes importants
concernant les sous-variétés lagrangiennes du fibré cotangent est la solution a
la question 1.6 de V.I Arnold pour les sous-variétés lagrangiennes exactes. Et
nous avons précisé aussi qu’avec la technologie actuelle seule la comparaison
entre les topologies de la lagrangienne et de la base parait envisageable. Les
résultats homologiques de Fukaya, Seidel, Smith [36], [37] et Nadler [57] puis
la généralisation homotopique d’Abouzaid [1] représentent donc des avancées
tres importantes. Toutefois ces résultats s’appliquent seulement lorsque la
classe de Maslov de la lagrangienne est nulle. Notre résultat 2.7 est lui ap-
plicable en général, mais pour obtenir des conséquences topologiques il faut
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etre dans une situation dans laquelle il y a disjonction par isotopie symplec-
tique comme dans le cas ou la base fibre sur le cercle. Il est intéressant de
considérer le cas ou la base K fibre sur le cercle dans beaucoup de directions.
Prenons par exemple K = T". On obtient alors le résultat suivant :

Proposition 4.5 Soit L C T*T" une lagrangienne exacte. Notons p : L —
T™ la projection sur la base et py : w (L) — Z" le morphisme induit entre les
groupes fondamentaux. Alors Ker(py) est de type fini (c’est-a-dire finiment
engendré).

Démonstration

En appliquant 2.7 on trouve que H,(L;p*u) = 0 quelque soit la classe u €
H'(T™) non nulle. En particulier cela est vrai pour 'homologie de Novikov
de degré 1. Comme remarqué dans la section §3.1 du chapitre 2, celle-ci ne
dépend que de (L) et de la classe de cohomologie v = p*u respective;
on utilisera la notation Hy(m(L);v) dans ce qui suit. Pour un groupe de
type fini G on peut considérer I’ensemble des morphismes v : G — R pour
lesquels H;(G;v) = 0. Comme 1’homologie de Novikov est invariante par la
multiplication de la classe de cohomologie par un réel positif, on peut voir
cet ensemble X!(G) comme un sous-ensemble de la sphere

S(G) = (Hom(G,R) \ {0})R",.

C’est un ouvert (on le prouve en [19]). Il faut préciser ici que, ’homologie
de Novikov dont 2.7 affirme I'annulation est celle a coefficients dans Z/2;
toutefois pour ce qui concerne H; on peut prouver que I’homologie de Novikov
a coefficients entiers s’annule aussi. C’est une conséquence immédiate d’une
caractérisation algébrique de Hy(m(L);v) = 0, obtenue par F. Latour dans
[49]

En fait cet ensemble coincide avec ce qu'on appelle 'invariant de Bieri-
Neumann-Strebel, défini par les auteurs sus-cités et par B. Renz dans [9]
et [10]. Le fait que 'invariant de Bieri-Neumann-Strebel peut étre défini en
termes d’homologie de Novikov se déduit de [9]. Le résultat remarquable que
Bieri, Neumann et Strebel prouvent dans [9] est que cet invariant donne des
informations sur le type de finitude des sous-groupes N C G pour lesquels
G/N est abélien libre. Plus précisément on a :
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Théoreme 4.6 Soit G un groupe de type fini et N un sous-groupe de G tel
que G/N est abélien libre. Notons

S(G,N) = {ue S(G)|u|ly =0}.
Alors N est de type fini si et seulement si S(G, N) C LHG).

Notre proposition est une conséquence directe de ce théoreme. Si v :
7 (L) — R s’annule sur Ker(p), alors il factorise par 7 (M), autrement dit
il est de la forme v = p*u. Or, Hy(L;p*u) = 0, donc v € X (m(L)) et la
preuve est terminée.

De tout ceci, on peut déduire une réponse beaucoup plus précise a la
question d’Arnold 1.6, lorsque n = 3, toujours dans le cas du tore :

Théoréme 4.7 Soit L C T*T3 une lagrangienne exacte. Alors L est difféo-
morphe a T3.

Démonstration

On peut supposer tout d’abord en vertu de 2.11 que la projection p : L —
T? induit une surjection py : m1(L) — Z*. Ensuite, on utilise un théoreme
bien connu de Stallings qui — dans une version améliorée par R. Bieri, W
Neumann et R. Strebel — affirme :

Théoréme 4.8 Soit L une variété de dimension 3 compacte etv € H'(L; R).
Alors il existe une fibration f : L — S' dans la direction v (c’est-a-dire telle
que [f*(d0)] = v) si et seulement si v € X (w1 (L), v).

Nous avons vu plus haut que sous les hypotheses de 4.7 'ensemble X! (7 (L))
contient p*(H*(T? R); donc L fibre sur le cercle dans toute classe v = p*u
(rappelons que p* est injective). Notons u; : Z*> — Z les projections cano-
niques pour ¢ = 1, 2, 3 et v; = p*u;. Choisissons une fibration sur le cercle
dans la direction v; et notons par F sa fibre. Montrons que F' est un tore de
dimension 2.

On a 7 (F) = Ker(vy). Considérons la classe de cohomologie de degré 1
vy = Vax (). On voit facilement que Ker(vy) O Ker(py) dans mi(L). 11 suit
que

S(mi(L), Ker(vh)) € S(mi(L), Ker(py)) € B (m (L))
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d’ot, en appliquant le critere 4.6 on obtient que Ker(v)) est de type fini.
Cela implique que I'homologie de Novikov H;(F';vj}) est nulle (encore une
application de 4.6, mais cette fois-ci pour le groupe 71 (F')). Comme 1’homo-
logie de Novikov dans les degrés extrémaux est toujours nulle, on obtient que
H.(F;v},) = 0. En particulier x(F) = 0, donc F' est soit un tore, soit une
bouteille de Klein. Mais I'appliquation (vs, vs)|x, () définit un épimorphisme
de i (F) sur Z?, ce qui exclut le cas de la bouteille de Klein. Donc F est
un tore et L est un “mapping torus” obtenu a partir d’un difféomorphisme
o T? - T2

Il est facile de calculer I'homologie de L en fonction du morphisme induit
par ® au niveau homologique (par Mayer-Vietoris, par exemple). On obtient

H\(L,Z) = Z & (Z°/Im(®, —1d)) .

Or, (L) et a fortiori Hy(L,Z) se surjecte sur Z? ce qui entraine @, = Id, la
méme assertion étant bien entendu vraie au niveau du groupe fondamental.
On peut alors appliquer un théoreme de D. Epstein [28] qui affirme que le
difféomorphisme ® est isotope a I'identité. On conclut que L est difféomorphe
a T3, ce qu'il fallait démontrer.
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