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Introduction

Les nuisances engendrées par le bruit ont pu étre longtemps considérées comme une
contrepartie négative d’une évolution technologique et urbaine avec I’accroissement régulier
du machinisme, des trafics routiers, ferroviéres et aériens. Devant I’extension du probléme
les efforts ont d’avantage visé a éviter une aggravation du phénoméne qu’a sa véritable
maitrise. Néanmoins dans de nombreux domaines tels que la discrétion acoustique des sous-
marins ou le confort des passagers des moyens de transport les problémes de bruit sont
devenus des questions majeures devant étre prises en compte dés la définition du projet. Les
problémes de bruit subis par les riverains des voies ferrées ou routiéres sont devenues une des
causes principales des obstacles rencontrés lors de la construction de nouvelles infrastructures
devant les exigences de qualité de vie et d’environnement de plus en plus affirmées. Le bruit
est la nuisance principale ressentie par les riverains des voies routiéres, affectant leur vie
quotidienne, perturbant leur concentration et leurs périodes de repos et pouvant introduire
des changements physiologiques. Bendtsen 1992 [16| et Lamure 1992 [149] présentent un
portrait général des problémes de bruit liés au trafic automobile en milieu urbain.

Des recherches approfondies sont menées pour réduire les bruits & la source avec des ré-
sultats significatifs mais néanmoins insuffisants par rapport aux besoins. Dans des systémes
mécaniques de tailles limitées il est souvent possible de controler efficacement un bruit d’ori-
gine vibratoire en diminuant cette vibration ou en limitant le bruit qu’elle engendre. Souvent
existe aussi un bruit aérodynamique généré par un fluide en mouvement turbulent comme
ceux produits par les systémes de ventilation ou les moyens de transport a vitesse élevée.
Dans ces situations la réduction & la source semble plus difficile et les moyens de controle
secondaires restent le dernier rempart pour limiter les nuisances. On peut les classer en deux
catégories: les moyens passifs et actifs. Les moyens passifs agissent directement par leurs
propriétés mécaniques, acoustiques ou géométriques comme les isolants, les silencieux ou les
écrans. Au contraire les moyens actifs générent une contre-perturbation en créant un second
bruit a I’aide de sources secondaires pilotées par une électronique de contréle. A partir d’in-
formations recueillies par des capteurs (microphones par exemple) placés dans le milieu a
controler, le dispositif, fondé sur un processeur de traitement du signal, calcule le niveau
sonore a envoyer dans les sources secondaires pour parvenir & un objectif final qui est la
minimisation du niveau sonore mesuré par une partie des microphones. Ces deux systémes
sont complémentaires car les moyens passifs sont efficaces a haute et moyenne fréquence
tandis que les moyens actifs donnent des résultats a basse fréquence.

Le présent travail a pour but de fournir des outils de modélisation pour apporter une aide
a la réalisation de moyens de contrble passifs et actifs destinés a répondre a certains pro-
blémes de bruit. La premiére partie étudie les propriétés acoustiques de stratifiés constitués
de matériaux viscoélastiques mis en contact avec un fluide pour mettre en évidence leurs
propriétés d’atténuation et d’isolation. Ceux-ci peuvent étre utilisés en revétement d’une
structure existante créatrice de bruit pour limiter ’énergie acoustique transmise dans une
zone & protéger. Les applications possibles concernent par exemple 1’acoustique sous-marine.

La seconde partie est destinée & créer un outil de calcul général qui soit capable de
déterminer avec précision le rayonnement et la diffraction d’ondes acoustiques par un obstacle
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élastique, rigide ou avec une condition d’impédance en surface. La modélisation est fondée sur
une méthode d’équation intégrale couplée & un code d’éléments-finis industriel (SAMCEF).
Dans le cas particulier d’un mur antibruit infiniment long, de section constante, un outil de
calcul spécifique est développé pour accéder, avec un coit en calcul réaliste, au champ de
pression tridimensionnel au voisinage de I’écran. Cela permet par exemple de calculer I'effet
d’atténuation en présence d’une excitation produite par une ligne de sources incohérentes.
La derniére partie se consacre & des simulations d’efficacité de dispositifs de controle actif.
En supperposant les champs de pression créés par des sources primaires et secondaires nous
pouvons calculer la réduction de bruit dans un domaine de 1’espace pour des excitations
harmoniques ou transitoires. L’étude des paramétres du probléme tels que la disposition
des sources ou la longueur des filtres montre qu’une modélisation peut apporter un gain
important par rapport & une approche purement orientée vers le traitement du signal.



Premiére partie

Etude de structures multicouches






Chapitre 1

Ondes élastiques dans un multicouche

1.1 Introduction

Le but de cette premiére partie est de décrire une méthode d’analyse de la propagation
d’ondes élastiques dans un milieu composite constitué d’une superposition de couches planes
aux propriétés différentes. Le stratifié est en contact avec deux milieux semi-infinis dont 'un
est un fluide visqueux comme l'indique la figure 1.1. Dans ce milieu, que ’on baptisera milieu
aval, se propagent les ondes que I’on souhaite controler et qui sont créées par le rayonnement,
de la structure. L’autre milieu semi-infini, le milieu amont, est solide ou fluide et contient
les sources d’excitation.

Cette étude peut trouver des applications dans des problémes d’acoustique sous-marine
ou plus généralement dans toute situation ou l’on essait de réduire des vibrations ou le
bruit rayonné par une structure. Dans ce but on peut interposer un matériau dont les ca-
ractéristiques sont calculées pour optimiser I’atténuation des ondes transmises dans le fluide.
Un multicouche appliqué en revétement de la structure peut constituer un bon exemple de
tels matériaux. Une autre application envisagée est I’optimisation de la conception de murs
antibruit pour lesquels nous pourrons calculer la capacité d’isolation par rapport au bruit
transmis.

Plus précisément on se propose de déterminer la réponse d’un stratifié, I’énergie réflé-
chie et ’énergie transmise lorsqu’il est soumis a une excitation sous forme d’onde plane.
L’onde incidente génére une ou plusieurs ondes réfléchies ainsi que des ondes transmises qui
pénétrent dans le multicouche et, aprés de multiples réflexions et transmissions, induisent
finalement des ondes rayonnées dans le fluide aval. Les différents constituants du multicouche
seront des matériaux viscoélastiques que I’on choisira orthotropes, c’est & dire symétriques
par rapport a trois plans orthogonaux, ce qui est le cas des matériaux composites usuels. La
viscosité et I’anisotropie pourront ainsi influencer la propagation. Dans une seconde étape
nous pourrons faire varier les caractéristiques mécaniques des différents milieux pour amé-
liorer I'atténuation.

Deux types principaux d’approches permettent de résoudre ce probléme. Il peut étre
posé globalement sur ’ensemble du stratifié et la résolution conduit a chercher la solution
sur toutes les couches simultanément. Le probléme devient cependant trés lourd dés que le
nombre de couches augmente. La deuxiéme approche, qui a été largement préférée dans le
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fluide

multi-

couche

milieu 0
amont

F1G. 1.1 — Multicouche en contact avec un fluide.

passé, consiste a utiliser le formalisme des matrices de transfert pour calculer la solution a
une interface a partir de la solution a l’'interface précédente et & relier de proche en proche
les solutions dans les deux milieux semi-infinis. Cette méthode peut cependant conduire
dans certains cas & une croissance ou une décroissance exponentielle des coefficients des ma-
trices. On essaiera d’en limiter les effets par des normalisations. Thomson 1950 [244], qui
semble étre le précurseur de cette démarche, a posé les bases du formalisme des matrices
de transfert pour étudier la propagation d’ondes & travers un multicouche de matériaux
élastiques isotropes et en a déduit les coefficients de réflexion et de transmission. Son ap-
proche est toutefois limitée au cas oul le module de cisaillement est identique pour toutes les
couches. Shaw 1969 [230] a levé la limitation précédente et a généralisé aux milieux visco-
élastiques. Parallélement on s’est beaucoup intéressé au cas d’un dioptre. Mott 1971 [178],
Henneke 1976 [115] et Arikan 1989 [8] ont développé I'étude de l'interface fluide-solide en
montrant que les phénoménes d’angles critiques au-dela desquels il y a réflexion totale de-
vaient, étre complétés par la notion d’angle de Rayleigh pour lequel le coefficient de réflexion
est proche de zéro et qui physiquement correspond & la création d’une onde de surface.
Henneke 1972 [114] et Rokhlin 1986 [214] ont développé le cas d’une interface entre deux
solides anisotropes. Ils ont clarifié¢ le concept d’angles critiques en montrant qu’ils devaient
étre définis a partir des vecteurs flux d’énergie et non a partir de la direction des vecteurs
d’onde. Folds 1977 [84] a calculé et vérifié expérimentalement les coefficients de réflexion
pour quelques stratifiés isotropes a 1, 2 ou 3 couches.

Le développement ultérieur a consisté d’une part a modifier le comportement des inter-

12



faces (Nayfeh 1988 [185]) en remplacant le collage parfait entre certaines couches par des
conditions de glissement oul seules les composantes normales des vitesses et des efforts sont
continues. La composante tangente des efforts est alors nulle. Rokhlin 1991 [213] a géné-
ralisé ce comportement en introduisant une fine couche viscoélastique & une interface ce
qui se traduit par un couplage complexe entre les composantes des efforts et des vitesses.

Cervenka 1991 [35] s’est intéressé a des multicouches composés de solides isotropes et de
fluides.

On s’est d’autre part récemment intéressé aux stratifiés constitués de matériaux anisotro-
pes. Nayfeh 1988 [183] a étudié numériquement et expérimentalement la réflexion des ondes
sur une plaque composite uniaxiale immergée dans I’eau en faisant varier I’angle d’incidence
et l'orientation des fibres dans le plan de la plaque. Nayfeh 1991 [182], Chimenti 1990 [43],
Nayfeh 1991 [184] ont reformulé la propagation des ondes dans des stratifiés anisotropes en
se limitant toutefois aux cas ou le plan des couches est un plan de symétrie pour chaque
matériau.

On se propose d’étudier une situation un peu plus générale ol les différentes orientations
des matériaux pourront étre quelconque par rapport a la géométrie du stratifié et en intro-
duisant de plus de la viscoélasticité. Ces deux effets seront testés pour en estimer 'intérét
sur l'efficacité du multicouche & atténuer les ondes.

Notre démarche utilisera le formalisme des matrices de transfert et consistera & chercher
d’abord les solutions élémentaires dans chaque couche qui sera considérée comme un milieu
tridimensionnel. Ensuite ’écriture de la continuité des déplacements et des contraintes a
chaque interface (supposée parfaite) permettra d’obtenir des relations entre la solution dans
le fluide et celle existant dans la premiére couche (0). La solution globale s’en déduira. Il
sera alors possible de définir un facteur d’amortissement mesurant le rapport de I’énergie
transmise a 1’énergie incidente. On pourra tracer les courbes d’atténuation en fonction de la
fréquence pour différents multicouches et pour différents types d’ondes incidentes.

Dans une derniére étape le coefficient d’atténuation servira de critére dans une recherche
de minimisation de 'amplitude de ’onde rayonnée dans une bande de fréquence donnée.
L’optimisation sera réalisée numériquement par rapport & quelques paramétres physiques
définissant la structure, principalement les épaisseurs des couches. Le nombre de travaux
liés a ce type d’optimisation est assez restreint. On peut citer cependant Nicolas-Vullierme
1990 [191] et Makris 1986 [161] qui ont montré la nécessité de faire une optimisation sous
contraintes pour les données physiques si ’on veut obtenir des solutions réalistes.

1.2 Comportement des couches viscoélastiques

Avant de traiter les problémes de propagation d’ondes, commencons par préciser brié-
vement le comportement dynamique des matériaux utilisés. Une couche est constituée d’un
matériau viscoélastique orthotrope dont les directions de symétrie sont a priori quelconques
par rapport au plan des couches. Notons (I,J,K) le repére global de la structure et (i,j,k) le
repére naturel de la couche, que ’on suppose indépendant de la fréquence, et dans lequel la
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F1G. 1.2 — Reperes dans une couche.

loi de comportement s’écrit

011 Ci Ci2 Cis 0 0 0 €11

022 Ca1 Cyp O 0 0 0 €22

o3 | _ | Cs1 C32 Cs3 0 0 0 €33 (1.1)
093 0 0 0 044 0 0 2623 '
013 0 0 0 0 055 0 2613

J12 0 0 0 0 0 066 2612

oi; sont les composantes du tenseur des contraintes et €;; celles du tenseur des déformations.
Les Cj; sont des grandeurs complexes dépendant de la pulsation w dans le cas général.
Quelques exemples de comportements viscoélastiques sont donnés en annexe.

Il est préférable de poser le probléme global dans le repére (I,J, K) ou les composantes
tangentes des vecteurs d’ondes sont constantes. Il faut effectuer un changement de base sur
le tenseur des coefficients d’élasticité. On repére (i,j,k) par rapport a (I,J,K) par sa matrice
de passage qui s’écrit

i j k
P— P11 P12 P13 I (1.2)
P21 P22 P23 J

P31 P32 P33 K

Les colonnes de la matrice sont constituées des vecteurs (i, j, k). La matrice de passage de
(i,j,k) a (I,J,K) est simplement P! = PT.

La formule de changement de base d’un tenseur permet de trouver les coefficients d’élas-
ticité dans la base (I,J,K). Nous avons

Cz{jlcl = PiaPjsPryP15Capys (1.3)

oil Cj;y; sont les coordonnées dans la base (I,J,K) et Cyp,s celles dans la base (i,j,k). Nous
parlerons indifféeremment de composante 1 ou x, 2 ou y, 3 ou z.
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1.3 Solution dans les couches viscoélastiques
L’onde excitatrice a un vecteur déplacement du type
u(x) = Yok’ x—en) (1.4)

et arrive sur le multicouche en provenance d’un milieu amont (0) qui est soit viscoélastique
soit constitué du méme fluide que le milieu aval. La direction du vecteur d’onde k et ’ampli-
tude U, qui définissent complétement 1’onde incidente, sont des données du probléme. Dans
le cas viscoélastique isotrope, cette onde incidente peut étre longitudinale, c’est & dire UY et
k de mémes directions, ou transverse (U° et k perpendiculaires) suivant la polarisation de
LUAR

Les relations de continuité du vecteur déplacement et du vecteur contrainte & chaque
interface imposent que la solution dans la structure soit composée d’une superposition
d’ondes planes telles que les composantes paralléles aux couches des vecteurs d’ondes soient
constantes et égales a celles de ’onde incidente ce que ’on peut écrire sous la forme

KPAK=kP'AK=.=k°AK (1.5)

K est le vecteur unitaire du repére global qui est perpendiculaire au plan des couches. On peut
remarquer que tous les vecteurs d’onde sont situés dans un méme plan défini par (£, kg ,0)
et (0,0,1) qui est a priori sans rapport avec les directions de symétrie des couches. Tous les
vecteurs d’onde sont normaux aux couches si le vecteur d’onde incident I’est aussi. De méme
la fréquence des différentes ondes est aussi égale a celle de 'onde incidente. La premiére
étape consiste & déterminer, dans chaque couche, toutes les ondes vérifiant ces conditions.

Dans chaque couche les solutions en ondes planes sont du type
u(x) = Ueilkx-wb) (1.6)

w, kg et ky, étant déterminés par ’onde incidente, il reste a trouver &, et U.
La fonction précédente vérifie I’équation des ondes

82Ui

9i = P 1.7
Tiji = P 5 (1.7)

avec
0ij = Cijmers = iCijikpUne’ ™" (1.8)

ce qui conduit au systéme

(Ta — pw6u)U; = 0 (1.9)

avec
Ui = Cijrikik; (1.10)

1sii =1

Oit = { 0 sinon (1.11)

I';; est le tenseur de Christoffel.
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Ce n’est pas un probléme de calcul de valeurs propres ordinaire puisque I'inconnue est
ici k3. Il peut cependant se mettre sous la forme

(3K + k3C +M)U = O (1.12)

ou K, C et M sont des matrices 3x3 symétriques. Plus précisément

Kij = Ciss; (1.13)
2 2
Ciyi = Y. Cakjkr+ Y Cirsjki (1.14)
k=1 k=1
2
My = 3 Cinjkiki — pw?dy; (1.15)
k=1

Dans le cas ou le plan (i,j) est un plan de symétrie du matériau il est possible de se ra-
mener A une équation du troisiéme degré en k2 (voir Chimenti 1990 [43], Nayfeh 1991 [182],
Nayfeh 1991 [184] et Nayfeh 1988 [183]). Comme il a été indiqué dans 'introduction on se
propose ici de traiter le probléme le plus général sans symétrie particuliére. Plutét que d’an-
nuler le déterminant et de chercher numériquement les racines du polynéme d’ordre 6 nous
nous ramenons a une situation assez classique en remarquant que le probléme précédent
est équivalent a la recherche des valeurs propres et des vecteurs propres de la matrice 6x6

suivante
O I
b= < -K'M -K'C ) (1.16)

(Voir Chatelin 1986 [36] pour Iinspiration de cette méthode). En effet

()

s’écrit
Yy = Ax
{ -K'Mx - K- !Cy =)y (1.18)
y = Ax
{ AKx + ACx + Mx = O (1.19)

Le vecteur propre associé a la valeur propre \ est donc (x, Ax) et

{ ]I“; ii (1.20)

est alors une solution de 1.12 et réciproquement.

La résolution numérique, par un algorithme de Jacobi adapté au cas de matrices com-
plexes, fournit les 6 couples (k:’,,, U,)1<j<6 solutions pour chaque couche de matériau. Dans
la couche p la solution s’écrit donc sous la forme

6
u,(x) = 3 AP *U? (1.21)
j=1
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Des coordonnées locales sont définies dans chaque couche pour que la cote z = 0 cor-
responde & l'interface p-1/p et la cote z = L, a l'interface p/p+1 (L, est I’épaisseur de la
couche p). Dans I'expression précédente les inconnues sont les amplitudes A? des 6 ondes de
la couche. Pour poursuivre le calcul il faut relier les amplitudes d’une couche aux amplitudes
des couches voisines.

1.4 Conditions d’interface

On suppose que les liaisons entre les couches sont parfaites ce qui se traduit par la conti-
nuité des déplacements et des contraintes a chaque interface. Avec les notations précédentes
la continuité du déplacement entre les couches p et p+1 s’écrit

6 6
Y Apetti byt = Y ArtuRt (1.22)

j=1 j=1

et fournit 3 équations par projection sur les axes de coordonnées. Le vecteur contrainte

d’interface a pour coordonnées t; = o;3 et peut s’exprimer en fonction des coefficients A? et
1 . .\ .

A§+ . La loi de comportement donne une premiére relation

011 €11

022 €22

o €

Uzz = (Cy) 22’; (1.23)
013 2¢€13

O12 2¢€12

et la formule 1.21 donnant le vecteur déplacement conduit aux expressions suivantes pour
les coordonnées du tenseur des déformations € dans une couche.

6 ) )
611(X) = ZZk;@ZkaUgA]
j=1

6 A )
GQQ(X) = ’l'Zk‘;-eikJ'xUéAj

j=1

6 . )
633(X) = ’L'Zk‘geikl'ngAj
j=1

6 i . . . .
2623(}() = ZZ eik—‘.x(ngZ + k;Ug)AJ
j=1

X (RIUT + KUY) A,

M-

2613 (X) =

<.
Il
—

S (KIUT + KIUT) A, (1.24)

M-

2612(}() =

<.
Il
—
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d’oti les coefficients de la matrice B, telle que

€11 Al
€29 A2
€33 . As
2623 - Bp(.I,’y,Z) A4 (125)
2613 As
2612 AG
et on obtient la relation désirée
011 Al
0929 A2
75 | = CBy(a,.2) | 4 (1.26)
023 Ay
013 As
012 AG

ce qui donne les expressions de o13, 023, 033 en fonction des inconnues A, Ay, As, Ay, As,
Ag et de la position dans la couche. L’écriture de la continuité du vecteur contrainte donne 3
équations supplémentaires reliants (A?“) j=1,6 & (A%)j—16. Pour améliorer le conditionnement
des matrices chaque équation a été normalisée pour que son plus grand coefficient soit de
module égal a un. Les 6 équations obtenues se mettent sous la forme suivante

Aﬁ) A€+1
AP Agf
AP Ap-l—
M, AIi’ = Npp A;E—l—l (1.27)
AP lan
Af ABH

ou les matrices M et IN sont définies par
1P
My = e®=tubl
kP Lppp
ng = € 1% UJJ
R ik? .Lp11p
M;; = €%="U; K

My; = (CB5J'):D(0’ 0, Lp)
M5j = (CB4j)P(07 0, Lp)
Me; = (CB?:J')P(O’ 0, Lp)
Ny = UMMI
Nyj = UP™J

N = UMK

N4j = (CB5j)P+1(07 0, 0)
Ns; = (CByj)p11(0,0,0)
N6j = (CB3]')P+1(05 0, 0) (128)
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La normalisation précédente améliore le conditionnement des matrices M, et Np;;. On
obtient finalement la relation reliant les amplitudes de deux couches adjacentes.

1
(4r) =T, (47) (1.29)
avec
T, = N, \M, (1.30)
Pour les N couches du composite il s’ensuit
N
(aY) =T (4}) (1.31)
avec
T = TN—l---Tl (132)

La solution dans la derniére couche est ainsi reliée a la solution dans la premiére couche. I1
reste a étudier le comportement du fluide et & écrire les conditions d’interface fluide-structure
pour achever le calcul.

1.5 Solution dans le fluide

Nous nous placerons dans le cadre de I'acoustique linéaire. Le milieu est régit par les
équations suivantes, obtenues par linéarisation des équations de Navier-Stoke (pour plus de
détails voir la partie II).

95
8—I§+podiUV =0

EAA Vp = (A+p)V(divv)+pAv
p—po = (p—po)c’ (1.33)

avec
p  pression, py pression de référence

p masse volumique

po masse volumique du fluide au repos

v champ de vitesse

A, i1 coefficients de viscosité

¢ vitesse du son dans le fluide

De nouveau les solutions sont cherchées sous la forme d’ondes planes, soit

v = 'V'ei(k.x—wt)
P = po+ Pei(k.xfwt)
ﬁ — p() + pei(k.x—wt) (134)

La conservation de la masse donne
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—iwp + ptk.V =0 (1.35)
soit

p= %k.v (1.36)

La conservation de la quantité de mouvement (vectorielle) se transforme en

2
0
w

—iwpoV + i (k V) + (A + ) (k. V)k+ 1 |k [V =0 (1.37)

On résout comme dans le cas de ’élasticité en cherchant des ondes longitudinales et trans-
verses.

* pour k et 'V paralléles il y a une solution si

2
—iwpo + (7;% T A+ 2u) |k [2=0 (1.38)
soit
w? 1
|k [P= 5 —— (1.39)
21— (A +2p)

* pour k et 'V orthogonaux
. Po
|k = iw— (1.40)
1

Comme |k|* = k2 4 k7 + k2 et que k, et k, sont connus k, s’en déduit pour les 6 solutions.
Pour le milieu aval I’énergie est rayonnée et ’amplitude est bornée il faut donc éliminer les
3 ondes qui sont a croissance exponentielle et ne conserver que celles telles que I'm(k,) > 0.
Si I'm(k,) = 0 on conserve les solutions sortantes telles que Re(k,) > 0.
La solution dans le fluide est donc

3
VvV = z eikj'ijBj (141)
j=1

avec By, By et B3 inconnues & déterminer.
Lorsque le milieu amont est fluide la solution s’y écrit

6
v=> %*V,;B) (1.42)

i=1

avec BY, BY, BY coefficients de I'onde incidente connus et BY, BY, BY coefficients de I'onde
réfléchie a déterminer.
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1.6 Interface fluide-multicouche

Le fluide aval est visqueux. Les conditions aux limites sont les mémes que pour une
interface entre solides. Il faut de nouveau écrire la continuité de la vitesse et de la contrainte
a l'interface sur la derniére couche du stratifié.

pour la vitesse

6 3
—w Z Aj@ikaLUj = Z BjVj (143)
On obtient 3 équations.
pour la contrainte
Le tenseur des contraintes dans le fluide est

) ov; Ov
ok = (Mdiv(v) — p)djk + u(a—i + 8—.&6];) (1.44)
avec
61)] 1 ik
=1 k ¢ le B, 1.45
iy Z ikix(y, k) B, (1.46)

les expressions de 013, 093 et 033 a 'interface s’en déduisent

(Vokl + VIEL) By

Mw

o113 =
l:l
3
O93 = Z(Vlkl + Vlkl)
=1
3 P 62 3
o3 = 2ip > VIELB + (i) — OT)Z(kl.Vl)Bl (1.47)
=1 =1

La continuité de la contrainte donne les 3 autres équations et peut se mettre sous la forme
V(4;) =S (Bj) (1.48)

ol V est une matrice 3x6 et S une matrice 3x3 dont les coefficients sont donnés par les
relations précédentes. La condition d’interface fluide-multicouche est alors

M(0,0, L) (4;) = < 3 ) (B,) (1.49)

ou M est la matrice définie précédemment dans le cas d’une interface entre solides et

V;j
SZ{]- = — (1.50)

—Ww
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En écrivant les matrices précédentes on normalise de nouveau les différentes équations pour
améliorer le conditionnement.

Le cas ot le milieu aval est du type viscoélastique est légérement différent. Il suffirait de ne
conserver parmis les 6 solutions déterminées a la section 1.3 que les 3 qui correspondent a des
ondes se dirigeant vers I'infini soit Im(k,) > 0 ou Re(k,) > 0 si Im(k,) = 0 pour un milieu
isotrope (dans le cas d’un milieu anisotrope il faudrait conserver les ondes correspondant a
un flux d’énergie dirigé vers les z positifs). Les conditions de continuité du déplacement et
du vecteur contrainte s’écriraient comme précédemment.

1.7 Détermination de la solution globale

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires a la résolution du probléme global.
On distinguera deux cas suivant la nature du milieu contenant ’onde incidente.

1.7.1 Cas d’un milieu amont élastique

Rappelons les équations obtenues:

(AF) =T.T (49) (1.51)

qui traduit la relation existant entre la solution dans le milieu amont (0) et la solution dans
la derniére couche du composite.

My (4Y) = ( S ) (B)) (1.52)

traduit la condition d’interface fluide multicouche sur la derniére couche. Les A? sont les
coefficients des 6 ondes dans le milieu amont; 3 d’entre eux correspondent & ’onde incidente

et sont donc des données du probléme. Par renumérotation éventuelle on peut supposer qu’il
s'agit de A%, AY et AJ. D’on

A}
AO
A9 s\ [
Aj S
Al Bs
Ag
ce que I'on peut mettre sous la forme:
A9 A9 B
Al A |+B| A | =C| B, (1.54)
Al Al B3
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ou A, B et C sont des matrices 6x3 définies a partir de la relation précédente. On normalise
de nouveau les différentes équations et on regroupe les inconnues pour obtenir

B
Cll 012 C’13 _Bll _Bl2 _B13 B1

2 AO

S 1l=A A (1.55)

A4 AO

. . . . . - Ag 3
C161 062 063 _Bﬁl _B62 _Bﬁ3 AO
6

qui constitue ’équation finale. On déduit alors By,By,Bs, A},A2, A2 en fonction de A9,A9, AJ.
Les autres coeflicients A? se déterminent facilement, ce qui permet de trouver la solution en
tout point de la structure.

A Tinterface 0/1 la solution est

6
u=>Y A;U; (1.56)
7j=1
et & une distance d dans le fluide
CI
v=> e*V;B; (1.57)
7j=1
L’onde incidente est
3
ur(x) = Y AU (1.58)
j=1
et 'onde réfléchie
6
ug(x) = Y AUl (1.59)
j=4

S’intéresser a la solution & une distance d permet d’éliminer les phénoménes de couche
limite au voisinage de la frontiére avec le composite et de concentrer 1’étude sur la partie
réellement rayonnée.

1.7.2 Cas d’un milieu amont fluide
Les équations de base sont maintenant
(A)) =T (4)) (1.60)

qui traduit la relation existant entre la premiére couche élastique et la solution dans la
derniére couche du composite comme dans la section précédente.

My (A}) = ( SS' ) (B;) (1.61)



traduit la condition d’interface fluide-multicouche sur la derniére couche.

So =N (4}) (1.62)

traduit la condition d’interface fluide multicouche sur la premiére couche. La matrice S° est
construite a partir des équations de continuité comme précédemment. Les B;-), 1<53<3
sont les coefficients de 'onde incidente et B;-’, 4 < j <6 les coefficients de ’onde réfléchie. Le
calcul se poursuit comme pour un milieu amont élastique. La solution s’obtient par résolution
d’un systéme 6x6.

1.8 Coefficient d’atténuation

Maintenant que la solution a été déterminée en tout point il faut définir un coefficient
d’atténuation destiné & caractériser la proportion de I’onde incidente que I’on retrouve dans
le fluide.

De maniere générale le coefficient d’atténuation sera donné par

A = —10log,,(T) (1.63)

avec T facteur de transmission qu’il faut maintenant définir.
Une premiére possibilité est

_ 1vr(0)

~ w?|u(0) |2

ou vr(O) est la vitesse du fluide a l'interface entre le stratifié et le milieu aval tandis que
u(O) est le déplacement dans la premiére couche a I'interface avec le milieu amont. T rapport
entre la sortie et I’entrée du systéme définit le gain apporté par la structure. Cette définition
est intéressante dans le cas ou les déplacements sont imposés sur 'interface 0/1. On pourrait
aussi donner une autre définition fondée sur le rapport des efforts s’exercants sur les couches
extrémes.

Dans le cas ou I'onde incidente est véritablement la donnée du probléme il peut étre plus
intéressant d’étudier la propagation de I’énergie dans la structure.

L’énergie traversant une surface unité pendant un intervalle de temps unité est mesuré
pour les solides élastiques par le vecteur de Poynting défini par

P;(t) = —Re(a~-)Re(%) (1.65)
! Y ot '

(voir Dieulesaint 1974 [59]). Pour une onde de pulsation w on s’intéresse a la moyenne de P
sur une période soit

T (1.64)

T 8uz

1 [T 1
Py== | Bt =7 [ Relo,(0)Re(;

(t))dt (1.66)
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d’ou

1 /T , , . .
P; = —17 /. (Cijruge”™" + ijklu,‘;le“’t)(—iwuie_’“’t + dwuie™)dt (1.67)
W * * *
P; = Z(_Cijkluk,lui + O, ui) (1.68)

Les deux autres termes contiennent un facteur e?“! ou e 2wt

sur une période.
Dans le cas d’une superposition d’ondes

et sont donc de moyenne nulle

3
u= Z Uaei(ka.xfwt) (169)
a=1
w 5 B i(ka—k%5).x
by = Z(Cijkl Y. URkpUi"e™ ™ +c.c) (1.70)
a,f=1

c.c. désigne le complexe conjugué. Le calcul de P; donne le flux de puissance véhiculé par
I’onde incidente et traversant une unité de surface paralléle aux couches. Dans le cas ou les
composantes k, et k, du vecteur d’onde incident sont réels on peut remarquer que le vecteur
de Poynting ne dépend alors que de z. Le probléme est invariant dans une translation par
un vecteur paralléle aux couches de matériaux.

On peut essayer de définir une grandeur analogue dans le fluide. La puissance des forces
extérieures agissant sur un volume de fluide D est

P, = —Re(p)n.Re(v)ds + | Re(6”)Re(v;)nds (1.71)
oD oD
ol n est la normale a la surface 0D, v est la vitesse du fluide, 6 = Atr(e)d;; + 2ue;; est la
1 it AT . ., 1 8’Ui (%j
partie du tenseur des efforts intérieurs provenant des termes de viscosité et €;; = 5( 3 + 3 )
X €T;
Le flux d’énergie a travers une surface est défini par le vecteur
P!/ = —Re(p)Re(v;) + Re(6") Re(v;) (1.72)
La pression étant donnée par
,0()02 > i(k t
b= 7 Z 61( 1XTw )(Vlkl)Bl (173)
=1
on obtient
L poc® « px ik —ki).x
—/ —Re(p)n.Re(v)dt = ———(>_ (Vi.k))(n.V;)*B; Bje" )" + c.c.) (1.74)
T Jo dw 52 J
de méme 0;; = O;;¢ ! et v; = Ve ™! conduisent &
1 /T 1 . .
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On peut alors définir un nouveau facteur de transmission

_ P

T—
| Ps |

(1.76)

Il représente le rapport entre les flux d’énergie entrant et sortant sur une section unité
paralléle aux couches et sera adopté pour les exemples du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Atténuation a travers un stratifié

L’ensemble des calculs précédents a été programmeé sur une station de travail unix. Nous
présentons ici quelques résultats pour illustrer les types de comportements obtenus pour un
stratifié.

2.1 Couches isotropes

Nous commencerons par le cas de plaques constituées de matériaux isotropes. Ces exemples
permettent de montrer I'influence des différents paramétres du modéle dans des cas simples.
Les propriétés des matériaux utilisés sont indiqués dans le tableau ci-dessous.

| matériau | E (Pa) | v | p (kg/m®) | ciongitudinate |
acier 2.05 101 | 0.3 7800. 9950.
béton 2.310% | 0.17 2300. 3280.
PVC 3.10” ]0.35| 1400. 185.

Dans un premier exemple le stratifié est constitué d’une couche de PVC de 4.8 cm suivis
d’une couche d’acier de 2 mm. Le milieu amont est de I’acier et le fluide est de ’eau de masse
volumique 1000kg/m? et dans lequel la vitesse du son est ¢ = 1480m/s. Les coefficients de
viscosité sont A = —.66667 10 2kg/ms et p vérifie 3\ + 2u = 0 ce qui conduit a une
viscosité volumique nulle. Leurs valeurs exactes ont peu d’influence sur les calculs pour un
fluide faiblement visqueux. L’onde incidente est longitudinale et les courbes d’atténuation
en fonction de la fréquence sont tracées pour des incidences de 0° , 45° et 80°.

Les différentes courbes montrent des zones de forte atténuation entrecoupées par des
fenétres ol I'onde incidente est peu influencée par le multicouche et se comporte comme
s’il n’était pas présent. L’ordre de grandeur de l’intervalle entre les minima est donné par
la fréquence pour laquelle ’épaisseur du multicouche est égale a la demi-longueur d’onde,
voir figure 2.1. L’atténuation est calculée a une distance de un métre dans le fluide pour
supprimer les effets de couche limite au voisinage de 'interface fluide-solide. C’est la différence
d’impédance entre le fluide et le milieu amont qui fixe la valeur de ’atténuation aux minima.
On peut aussi remarquer des pics trés étroits sur les courbes pour lesquelles le vecteur d’onde
n’est pas & incidence normale. Cet effet est du a un couplage entre les ondes de compression

27



et les ondes de cisaillement qui, pour certaines valeurs de la fréquence, peuvent interférer.
On prendra cet exemple comme élément de comparaison pour les situations suivantes.

60 [ S S S - S S S —
R oo e e
m : : : : : :
e |
Z
=
&4
<t
=
Z
=
E‘
e
< 20

0

FREQUENCE (HZ)

F1G. 2.1 — Bicouche isotrope. Angle d’incidence: —0°, ---45% — . —800.

Nous remplagons I’eau par de l'air de densité 1.18kg/m? dans lequel la vitesse du son est
343m/s. La forme des courbes est semblable mais I’atténuation est ici en moyenne beaucoup
plus importante, voir figure 2.2. C’est du a la plus forte différence d’impédance entre les
milieux que dans le cas précédent. Les trois courbes correspondent aux mémes orientations
que précédemment.

La figure 2.3 montre l'atténuation en fonction de la fréquence a la traversée d’'un mur
en béton séparant deux milieux aériens pour 4 épaisseurs différentes. A haute fréquence
I’épaisseur est suffisante pour aboutir & une forte atténuation. Dans le cas d’'un mur treés
épais on observe un phénomeéne de résonance qu’une faible viscoélasticité peut éliminer. A
basse fréquence les murs épais améliorent I’atténuation.

On teste maintenant l'influence de la nature de 'onde en prenant une onde incidente
transverse. Pour une incidence de 0° il y a réflexion totale, 'onde transmise dans le fluide
est atténuée d’un facteur supérieur & 60 dB et n’apparait pas sur le graphique. Au dela d’un
angle limite des ondes sont transmises au fluide avec une variation en fréquence semblable
aux cas précédents et une intensité d’autant plus grande que ’onde est rasante, voir figure
2.4.

Nous introduisons ensuite de la viscoélasticité de type Maxwell dans le PVC avec E =
3 107Pa et n = 3 102Pa.s. A basse fréquence la viscoélasticité a peu d’influence. A haute
fréquence la situation est trés différente. L’atténuation est fortement augmentée et conduit
a la disparition des phénoménes oscillatoires, voir figure 2.5.
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F1G. 2.2 — Bicouche isotrope en contact avec de l’air. —0°, ---45°, — . —80°.
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F1G. 2.3 — Mur en béton d’épaisseur 5¢m (1), 10cm (2), 15¢m (8) et 50 ecm(4).
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FI1G. 2.4 — Bicouche isotrope avec une onde transverse. —0°, ---45° — . —80°.

Enfin on s’intéresse & I'influence du nombre de couches en reprenant le premier exemple
avec la méme épaisseur totale et les mémes concentrations mais avec 6 couches au lieu de 2,
ordonnées en PVC-acier-PVC-acier-PVC-acier. A basse fréquence les courbes sont inchangées
tandis qu’a haute fréquence nous percevons l'influence de 'ordre d’empilement. L’effet se
produit quand la longueur d’onde devient du méme ordre de grandeur que 1’épaisseur des
couches, voir figure 2.6.

2.2 Couches orthotropes

Nous remplacons le PVC par un matériau composite orthotrope dont les propriétés sont
indiquées dans le tableau ci-dessous.

H matériau H P ‘ Cn ‘ Cio ‘ Cis ‘ Cy ‘ Cas ‘ Cs3 ‘ Cu ‘ Css ‘ Cés ‘
| Carbone/Résine || 1600. | 184.6 | 5.88 | 5.88 | 13.94 | 7.06 | 13.94 | 3.44 | 7.17 | 7.17 |
Les masses volumiques sont mesurées en kg/m? et les coefficients d’élasticité en Gpa.

Dans un premier exemple I’axe des fibres du composite coincide avec ’axe I du stratifié. La
figure 2.7 représente la réponse a trois ondes d’incidence respectives 0°, 45° et 80°. Le vecteur
d’onde est situé¢ dans le plan (I, K). Le décallage en fréquence des oscillations par rapport
aux courbes de la section précédente provient de I’augmentation de la raideur des couches de
composite par rapport & la raideur du PVC. L’atténuation est plus faible qu’auparavant car
le matériau est plus rigide et la différence d’'impédance avec I’acier est donc moins prononcée.
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On observe des pics moins nombreux mais un peu plus prononcés.

Nous comparons la situation précédente au cas ou le milieu amont est aussi constitué
d’eau. Pour des angles d’incidence élevés il y a création d’ondes évanescentes dans le compo-
site et I'atténuation ne présente plus d’oscillation mais devient une fonction croissante de
la fréquence. Seules les ondes qui ont un vecteur d’onde proche de la normale peuvent étre
transmises a haute fréquence, (voir figure 2.8).

Il est aussi intéressant d’étudier la propagation suivant un autre plan. Reprenant le
premier exemple, nous commencerons par faire varier 'orientation dans le plan des couches.
La figure 2.9 est obtenue avec des vecteurs d’ondes incidents orientés & 45° dans le plan
(I,J) (suivant I+ J). Le comportement en fonction de la fréquence est moins régulier mais
les valeurs restent du méme ordre de grandeur.

On peut aussi faire une rotation par rapport a J. La courbe suivante montre I’atténuation
d’une onde normale lorsque le matériau est orienté a 0°, 30° et 60° dans le plan K,I. On
peut constater un effet intéressant a basse fréquence. Le minimum d’atténuation entre 1000
et 2000 Hz augmente quand on tourne le matériau comme le montre la figure 2.10.

2.3 Optimisation

2.3.1 Méthode et critére

Il n’y a eu & ce point aucune tentative d’optimisation qui permettrait d’obtenir de
meilleures courbes en faisant varier les différents paramétres du probléme.

Le facteur d’atténuation défini dans les chapitres précédents peut étre vu comme une
fonction des données du probléme

A= f(z1, ..., Tp,w) (2.1)

On peut chercher a optimiser A pour w fixé, mais nous allons plutét chercher & maximiser
A dans une bande de fréquence (finf, fsup). On définit pour cela

Woup 2 7 N\1/2
F(or,eswn) = =([ (@1, 0y 20, 0)) ) (2:2)
Winf
On ne s’intéressera ici qu’a I’optimisation sans contrainte et on se limitera & minimiser F
par rapport aux épaisseurs.

Le calcul est effectué par un algorithme de quasi-Newton qui trés schématiquement
consiste & définir une suite de vecteurs x* par

xF = xb — o BFV F(xF) (2.3)
oll &* est choisi pour que

F(x" — aB*VF(x")) < F(x") (2.4)

Les matrices B* sont des approximations de Iinverse du Hessien. Toutes ces grandeurs
sont évaluées numériquement & partir de F seule. La suite x* converge alors vers un minimum
local de F, voir Trompette 1987 [252].
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Sur la courbe 2.1 on isole I'intervalle de fréquence (10000 hz, 20000 hz). Le programme
d’optimisation travaille sur la variable t définie par

€1

= exp(t) (2.5)
€2
soit
. exp(t) x L
! 1+ exp(t)
L

= — 2.6
“ 1+ exp(t) (2.6)

ou L est I’épaisseur totale du multicouche, e; I’épaisseur du composite et ey celle de
I’acier. Il est ainsi possible d’utiliser un programme d’optimisation sans contrainte pour t
tout en conservant la positivité du rapport des épaisseurs.

2.3.2 Exemples

Le premier exemple est 'optimisation d’'un bicouche en incidence normale suivant la
méthode précédente. On optimise sur le rapport des épaisseurs en gardant 1’épaisseur totale
constante. L’optimum est trouvée lorsque les deux couches ont méme épaisseur.

Dans la méme bande de fréquence nous construisons un exemple plus complexe en prenant
un stratifié & 8 couches tout en conservant la méme épaisseur totale. Hormis une bande
de fréquence trés étroite ou les caractéristiques se dégradent on constate une trés forte
atténuation. Ce phénoméne provient pour l’essentiel de la création de bandes interdites.
L’interprétation des résultats est toutefois un peu plus complexe (voir figure 2.12).En effet
la simple périodicité des couches laisse subsister une assez large bande de transmission en
fréquence alors que 'optimisation sur toutes les couches conduit 4 une bien meilleure solution.
Il faut cependant remarquer que les résultats deviennent relativement sensibles a de faibles
erreurs sur les épaisseurs. L’utilisation d’un plus grand nombre de couches pourrait conduire
a des stratifiés difficilement réalisables en pratique.

2.4 Conclusion

Nous avons obtenu un outil permettant de calculer la réponse d’un stratifié constitué
d’un nombre arbitraire de couches orthotropes d’orientations quelconques.

Une optimisation partielle a été effectué sur les épaisseurs relatives des couches pour
améliorer ’atténuation dans une bande de fréquence donnée. Nous avons retrouvé ainsi les
bonnes caractéristiques des multicouches périodiques comme le prévoit la théorie de Floquet.

On pourrait poursuivre I'optimisation en faisant varier les modules élastiques des couches.
Il faudrait cependant ajouter des critéres bornant ’amplitude des variations autorisées pour
ne pas étre conduit a des solutions irréalistes comme un multicouche constitué de vide.

35



60 T ] LA RSOSSN UL SRR I
~ 40
m
S
z,
=
=
<
S
Z.
=
=
F
< 20

0

FREQUENCE (HZ)

F1G. 2.11 — Bicouche isotrope. —e; = 0,e9 = 0.05, ---e; = e; = 0.025, —-—e; = 0.05,e9 = 0.

60

—~ 40

m

a

z

=

&4

<

=

Z

=

E‘

=

< 20
0

FREQUENCE (HZ)

F1G. 2.12 — Bicouche isotrope. — solution optimale a 8 couches, --- 8 couches périodiques,
— - — 2 couches optimisées.

36



Deuxiéme partie

Problémes couplés fluide-structure en
acoustique
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Chapitre 1

Formulation du probléme couplé

1.1 Introduction

Dans la partie précédente nous nous sommes intéressés a des problémes de multicouches
plans. Nous allons maintenant considérer le cas de structures finies de formes plus complexes
immergées dans un fluide. Le cas du multicouche peut apparaitre comme une vision locale a
haute fréquence du comportement de telles structures.

On se propose de nouveau de déterminer la réponse du systéme, c’est a dire les mou-
vements de la structure et du fluide face a une excitation donnée. Les vibrations de la
structure et les champs acoustiques sont engendrés par deux causes principales. La structure
peut d’abord rayonner de I’énergie a cause de sources d’excitation internes qui induisent des
vibrations. Ces vibrations mettent en mouvement la surface de séparation entre le fluide et
le solide pour donner naissance a des ondes de pression dans le fluide. La structure peut
aussi étre soumise a un champ acoustique incident du a des sources ou a des ondes planes
se propageant dans le fluide. Sa présence se traduit par la création d’un champ diffusé qui
s’ajoute au champ incident. Nous centrerons notre étude sur la détermination du champ de
pression acoustique dans le fluide environnant.

Ces problémes seront d’abord étudiés en régime harmonique puis dans le domaine tempo-
rel grace & des transformations de Fourier. Nous pourrons ainsi calculer le champ de pression
induit au voisinage de la structure et le champ rayonné lorsque I'excitation temporelle est
un signal connu mais arbitraire.

Les deux fluides usuels sont I'eau et 1’air. Les applications pratiques qui motivent notre
étude proviennent en partie de 1’acoustique sous-marine ol nous nous intéressons au bruit
provenant de structures immergées (voir figure 1.1) et aux ondes diffusées par le corps im-
mergé en particulier aux signatures sonars de ces objets. Dans ces problémes on se préoccupe
surtout du champ lointain. Le but est souvent de minimiser le bruit rayonné par la structure,
ce qui peut étre réalisé en partie en la recouvrant d’un matériau semblable & ceux étudiés
dans la premiére partie, ou de réduire 1’écho réfléchi face & une excitation sonar.

Nous nous intéresserons aussi & des problémes d’acoustique aérienne comme un mur
antibruit (voir figure 1.2) ot l’on cherche & construire un obstacle pour minimiser I'intensité
du champ acoustique dans une région de I'espace. e champ proche aura ici une grande
importance.
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F1G. 1.1 — Rayonnement d’une structure sous-marine.

Nous nous proposons dans ce chapitre de rappeler la formulation mathématique de ces
problémes ainsi que quelques résultats théoriques quant a I’existence et I’unicité des solutions.
Nous rappellerons aussi quelques propriétés des solutions qui pourront nous étre utiles dans
la suite de I’exposé.

1.2 Rappels sur Pacoustique.

1.2.1 Les équations dynamiques.

Le mouvement général d’un fluide est décrit par les équations de Navier-Stokes. Dans
le cas de mouvements isentropiques et isothermes, ce que nous supposerons dans toute la
suite de ’exposé, les équations se réduisent aux deux lois de conservation et aux deux lois
de comportement suivantes.

- La conservation de la masse.

% + div(p¥) = § (1.1)
- La conservation de la quantité de mouvement.
oV = -
p(a +V.V¥)+ Vp =f + divX?’ (1.2)
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Fia. 1.2 — mur antibruit.

- L’équation d’état du fluide.

p = h(p) (1.3)

- La loi de comportement donnant les effets de la viscosité.

¥ = (Adivv)I + 2uE (1.4)

1 0v;  0v;

Les grandeurs p, p, v sont respectivement la masse volumique, la pression et le champ de
vitesse du fluide. 3¢ est le champ de contrainte provenant de la viscosité du fluide. Il est
donné par I’expression ci-dessus dans le cas d’un fluide Newtonien (A et u sont les coefficients
de viscosité). Le champ de contrainte totale est > = —ﬁI—i-f]”. ¢ décrit un apport de matiére
au fluide et f est le vecteur des efforts extérieurs.

avec E;j =

Nous nous plagons dans ’hypothése d’une perturbation de faible amplitude d’un mouve-
ment de référence. Les différentes grandeurs se développent alors en
(
= pPotp
DPo+Dp
Vo +V
fo+f (1.5)
Yo' + XY
= q+¢q

<1 ™
1

< DM -
<
I

Ve

La linéarisation des équations de conservation et de I’équation d’état conduit au systéme de
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I’acoustique.

ap
E + div(pgv) + div(pve) = ¢
0 ov
p% + pvo.Vvg + po(a +vo.Vv+v.Vvy)+Vp = f+divX’ (1.6)
2

p = pc

c est la vitesse du son dans le milieu. Lorsque le mouvement de référence est le repos vy =0
et le systéme se simplifie en

10
2&amwv_q (1.7)
Py +Vp = f+divs”

ot
On peut toujours écrire le champ de vitesse v sous la forme
v=®+ T (1.8)

avec rot ® = 0 et div ¥ = 0. 1l suffit par exemple de prendre ® = V¢ avec ¢ solution du
probléme

divv = Ag

v.n = — sur la frontiére (1.9)

on

On peut par conséquent choisir le vecteur ¥ pour que ¥.n = 0 sur la frontiére.
Le systéme se met alors sous la forme

1
—2? + podiv @ = ¢
oP :
ow
D frot A\I,
Po o T

avec de nouveau rot f% = ( et div f"°* = 0. On constate que la partie ‘rotationnelle’ ¥
se propage indépendemment des autres variables p et ®. En particulier elle est nulle si elle
Pest & l'instant 0 et si f* = 0. Sinon supposons les efforts f"° nuls sur le domaine et le
mouvement harmonique, la derniére équation peut aussi s’écrire

—iwpe¥ = pAw (1.11)

soit encore
AT + ¥ =0 (1.12)

avec o = lj—z, /“’”0 La relation intégrale pour I’équation de Helmholtz montre que

y) = 1265y — %) — 5 (RIG(y — ldx (1.13)

8nx
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iar

i e
S est la frontiére de I'obstacle et ny sa normale extérieure. Avec G*(r) = pym— W est expo-
r

nentiellement décroissant quand on s’éloigne de la frontiére et est donc concentré dans une
couche limite autour de 1’obstacle.
Dans 1.10 on se concentrera sur les deux premiéres relations qui donnent

1 0% , dq
—C_Qw‘i‘Ap:d’l/’U f+2ij,ij - a (114)
Compte-tenu de la forme de X le terme de viscosité s’exprime par
q 1 dp
= A+2uWA(—— —— 1.15
(+2ACL 5D (115

Nous obtenons finalement 1’équation des ondes pour un milieu fluide visqueux contenant
des sources L 5 NI 3
p TEIDP _ iv £ 4 (A4 20)A( L) - X

+ —— JE——
c2 ot? P poc? Ot 20 ot

(1.16)

1.2.2 Cas des mouvements stationnaires

Dans le cas d’'un mouvement harmonique avec la dépendence en temps e~"*

les grandeurs, ’équation des ondes se transforme en 1’équation de Helmholtz.

pour toutes

2
T Np = div £+ (A +20)A(L) + iwg (1.17)

~ A
Ap + k*p — iw 5
PoC Po

avec k =

o€

Elle peut s’écrire sous une forme plus compacte.
Ap+k*p=s (1.18)

s regroupe la contribution des sources. Le nombre d’onde k est maintenant complexe et est
donné par
) K
poc?
Parmis les deux solutions nous choisirons celle qui vérifie Im(k) > 0 ou Re(k) > 0 si

Im(k) =0, c’est a dire celle qui correspond a des ondes sortantes.
Remarque: La vitesse du fluide vérifie
v = —Vp+ —(f+ divX?)
Pow Pow

1 1
= —Vp+—F+ A+2u)V(div v) — u rot(rot v 1.20
LVt + (A 2 V(i) —prot(rot ) (120)

Il reste & définir des conditions aux limites pour aboutir a4 un probléme bien posé.
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1.3 Reésultats théoriques en acoustique

Le domaine étudié est la partie extérieure €).,; a une surface fermée ou & nombre fini de
telles surfaces en dimensions 2 et 3. (voir figure 1.3).

Y

FiGc. 1.3 — Domaine étudié

On s’intéresse a la diffusion d’un champ incident par la frontiére du domaine 02 avec
des conditions aux limites, par exemple gﬁ = 0 qui modélise une frontiére rigide, p = 0 une
surface libre ou une condition d’impédance du type g—z 4+ op = 0 qui permet de tenir compte
de certaines propriétés de ’obstacle sans avoir & le modéliser. On peut aussi résoudre un
probléme avec p, g_f; ou Z + op donnés sur la frontiére ce qui permet de calculer le champ
acoustique rayonné par un corps dont, par exemple, la surface vibre & une vitesse fixée

( 32 ipowv.n en régime harmonique pour un fluide parfait et sans source extérieure 1.20).

1.3.1 Les résultats d’existence et d’unicité

Nous rappellerons dans cette section quelques résultats relatifs aux solutions de problémes
d’acoustique dans des domaines ouverts. Pour des mouvements instationnaires nous avons, en
supposant le fluide parfait, le résultat classique suivant concernant la résolution de I’équation
des ondes.

Théoréme 1 II existe une unique fonction p(x,t), définie sur Qqq X [0, 00[, telle que

1. pe C(R+, Hl(Qewt)) nCI(R+a L2( ezt)) ﬂCQ(R+, (Qext))

19?
2. Ap — _23_1522) = s(x,t) dans H™(Qegt) pour tout t > 0

avec le terme source s € L*(Qegx]0, 00])
3. sur la frontiére une des deux conditions aux limites suivantes est vérifiée

g—z(X, t) =0 pour (x,t) € 0zt X]0, 00|

.pU iﬁe les deux conditions initiales suivantes

{ = qO( ) EH (Qemt)

p(x,t) =0 ou

= wv(x) € L*(Qext)

Q’|~3@
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Démonstration: C’est une application du théoréme de Hille-Yosida-Phillips, voir par
exemple Cazenave 1987 [34].

Nous pouvons aussi résoudre des problémes avec des conditions aux limites non homo-
génes sur la frontiére 9., et assez réguliéres en temps (C?) et en espace. On cherche la
solution sous la forme p = py + p; ou p; vérifie les conditions aux limites et py I’équation des
ondes homogéne sur 0§2.,; avec un second membre modifié par la contribution de p;. Si les
conditions de régularité sur p ne sont pas vérifiées nous pouvons avoir des ondes de choc.
Cet aspect ne sera pas traité dans la suite de I'exposé.

L’énergie de ’onde est donnée par

E 1/ (oo | |2+p2)d (1.21)
= — Vv _— X .
2 Qea:t pO p002

Avec des conditions aux limites homogénes sur 0€2,; et un second membre s = 0 elle est
constante au cours du temps.
Pour un fluide visqueux le résultat est trés voisin

Théoréme 2 I] existe une unique fonction p(x,t), définie sur Qqq X [0, 00[, telle que
1. pE C(R+, Hl(Qezt)) ﬂCl(R+, Hl(Qezt))

10%p A+2u0A
2. p—ga—t];+ /jo_c?,u@—tp = 5(x,t) dans Qg pour tout t > 0 avec s € L*(Qeyy x]0, 00[)

3. sur la frontiére une des deux conditions aux limites suivantes est vérifiée

p(x,t) =0 ou g—i(x, t) =0 pour (x,t) € 0z x]0, 00|

4. p vérifie les deux conditions initiales suitvantes
ap(xa 0) = qx) € H" ()
Px,00 = vp(x) € H (Qa)
ot

Démonstration : voir Dautray 1984 [53]

Dans le cas de mouvements harmoniques le résultat correspondant est

Théoréme 3 On suppose Oeyy de classe C*. Pour Im(k) > 0 et k # 0, il existe une unique
fonction p(x) définie sur Qeqz telle que

0
1. pE 02(Qezt); p|8ﬂem € L2(aQezt); %L’)Qem € LQ(aQezt)
2. Ap+k?p =0 dans Qg

3. a Uinfini p vérifie la condition de radiation

1
—— —ikp = o(——=) (n est la dimension de I’espace)
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4. sur la frontiéere l'une des trois conditions suivantes est vérifiée

a) ploge,, = Ppo avec py € L?(0Qeq:) (Dirichlet)
b) g—ibnm +op=go avec go € L*(0Nu1), 0 € L®(0Next), Im(k*c) > 0 (Robin)

Op

c) %bnm =go avec gy € L*(0%q:), (Neumann)

Démonstration : L’unicité est prouvée par exemple par Sommerfeld 1949 [236] et Wilcox
1956 |261]. L’existence se prouve en général a partir d’une équation intégrale voir Leis 1958
[151] et plus spécifiquement

- pour le probléme de Dirichlet voir Kleinman 1965 [136], Greenspan 1966 [103] ou Lin
1985 [154]

- pour le probléme de Robin voir Angell 1982 [5], Angell 1984 [6]

- pour le probléme de Neumann voir Ergun 1966 |73] et Dautray 1984 |53] dans le cas o
go est dans HY/2(08,) et la solution dans H}(Qegs)-

- Kress 1977 [143] pour des problémes mixtes ou p est imposé sur une partie de la frontiére

et 2L sur le complémentaire.
an

Remarques:

1. Tl est possible d’affaiblir la condition de radiation en (Wilcox 1956 [261])

im [ 2P ) - ikp(r)[2ds = 0 (1.22)

R—oo Jr=r OT

2. Dans le cas Im(k) > 0, p est dans H'(Qcyr) (Wilcox 1956 [261]).

3. Il est possible d’affaiblir les conditions de régularité sur la frontiére du domaine.

4. Pour une frontiére lipschitzienne, qui peut donc avoir des coins, et n € LP(Qegs) On
n

1 1

montre que p € C%*(Qy;), c’est a dire est Holdérienne avec o = o~ poen particulier

pE CO’%(Qewt) pour un probléme physique avec une vitesse bornée (voir Gilbarg 1983
[96] et Dautray 1984 [53]). Si la frontiére est C' alors la pression p est dans C%®
Vo, < a < 1.

1.3.2 Le comportement des solutions

Les solutions de ’équation de Helmholtz ont un comportement a U'infini en O(1/r) dans
R3 et en O(1/+/r) dans R? pour k réel. Plus précisément nous avons le résultat suivant (voir
par exemple Wilcox 1956 [261] et Sommerfeld 1949 [236]).

Théoréme 4 Soit u(r) une solution sortante de l’équation de Helmholtz dans le domaine
extérieur o la sphére |r —ro| = ¢ (contenant 02) et soit (1,0, ) un systéme de coordonnées

sphériques centré en ro . Alors

46



u(r) = 3 00 9) (1.23)

n
[A— T

La série converge pour r > c et converge absolument et uniformément en r,0 et ¢ pour
toute région r > c+ € > c. La série peut étre différenciée terme a terme par rapport a r,0 et
¢ un nombre arbitraire de fois et la série résultante converge absolument et uniformément.

Les coefficients f,(0,$),n > 0 peuvent étre déterminé o partir de fo(6, @) par la formule
récurrente suivante

2iknf,=nn—1)fo 1+ Dfu1, n=12 .., (1.24)
o
1 0 . of 1 oy
_ Lo . ,o0fy 1 OFf 1.2
696 090) * 576942 (1.25)

est 'opérateur de Beltrami pour la sphére. En particulier, u(r) est déterminé dans la
région r > ¢ par sa figure de radiation fo(0, ¢).

1.4 Le probléme couplé

Le milieu fluide est maintenant en contact avec une structure occupant un domaine 2,
suivant le schéma ci-dessous.

Fi1G. 1.4 — Probléme couplé

On supposera la structure fixée sur une frontiére intérieure I'.

1.4.1 Modélisation de la structure

Les structures que nous étudierons seront constituées de corps élastiques ou viscoélas-
tiques qui vérifient les équations dynamiques suivantes dans le domaine §2; occupé par le
solide.

2
divs + g = p%‘; (1.26)
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g est le vecteur des efforts volumiques s’exercant sur la structure, u est le champ de
déplacement et 3 le champ de contrainte.
Pour des mouvements harmoniques nous avons

divE + g = —pw’u (1.27)

Pour obtenir un probléme bien posé il faut ajouter des conditions aux limites sur la
frontiére.

Le tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations par une loi de compor-
tement viscoélastique qui s’écrit en stationnaire

Yij(w) = Cijr(w)er(w) (1.28)

La dépendence de C en fonction de w traduit le type de viscoélasticité pris en compte.
On se limitera ici & des lois de type Zener, c’est a dire

i (Czdjkl — Chir)
Cijri(w) = Cijm + 1 _—sor

)

(1.29)

ou Cj;y, est le module instantané et Cfy; est le module différé. 7 est une constante
mesurant le temps de relaxation du milieu.

Dans le domaine temporel la relation est

t
Eij (t) = Cz'ijEkl(t) -+ /_ dz’jkl(t — t’)le(tl)dtl (130)

cijrr est le tenseur des coeflicients d’élasticité instantanés et djjp; les fonctions de relaxation

1 .
qui, pour des lois de type Zener, sont données par —(ijkl — ijl)e*t/ 7. La contrainte a

I’instant t dépend de toute I’histoire antérieure des déformations.

1.4.2 Résultats d’existence pour le probléme couplé

Nous réunissons les équations précédentes et les équations d’évolution du fluide. A I’in-
terface entre les deux milieux il faut imposer la continuité du vecteur vitesse et du vecteur
contrainte. Dans le cas d’un fluide non visqueux seule la composante normale de la vitesse
est continue.

Commencons par le cas plus simple des mouvements instationnaires pour un solide élas-
tique en contact avec un fluide parfait. Si on suppose le fluide irrotationnel la vitesse dérive
d’un potentiel soit v = V¢. Il y a existence et unicité des solutions. Plus précisément nous
avons

Théoréme 5 1 existe un unique couple (u, @) tel que

1. u € C(Ry, (H'(Q))’) NCH (R4, (L2(2))%)
(/5 € C(R—I—: Hl(Qewt)) ﬂ Cl (R+a LZ(Qewt))

48



2

2. divX +g= ps((??t dans Q,t >0 et ge (L*(R,L*(Q)))?

82
— _2—875(5 =0 dans Qezy,t >0
c

3. il vérifie comme conditions aux limites sur la frontiére
u = 0 sur I’

Yn = —(pipe— pog—qts)n sur 0ezt
99 + Viped = 8—u.n sur 0eqt
on

ot

Pine €St une pression solution du probléeme non homogéne dans le fluide. C’est le champ
ncident et vy, est la vitesse associée.

4. il vérifie les conditions initiales sutvantes
[ u(x,0) = w(x) €(H(Q))?
(bO X) S H( e:ct)

(x,0) (
] 5 (%0 = vo(x) € (L*())°
( ) = T/JO(X) €L2(Qewt)

L Ot

Démonstration : voir Bardos 1989 [10] et Sanchez 1989 [217].
Remarques:

1. Si la structure n’est pas fixée sur une surface intérieure il faut travailler dans I’espace
(H'(9s))? quotienté par le sous-espace des mouvements de corps rigide.

2. L’énergie du systéme est donnée par la formule
/ a0y 4 e + / s | v [2 +—]dx (1.31)

3. Le cas ou le fluide et le solide sont tous deux visqueux ne semble pas encore traité.

Etude du cas stationnaire

Dans ce cas particulier le systéme composé d’un milieu solide élastique et d’un fluide
parfait a été étudié par Bardos 1989 [10] et Sanchez 1989 [217]. Nous allons étendre ces
résultats pour considérer aussi le cas ot les milieux sont visqueux. Le probléme consiste a
chercher (u,p,v) tels que

l.ue (Hl(QS)3), ps € Hlloc(Qewt) et ve (I'Illoc(Qesvt))3

2. divE + g = —psw?u dans Q; et g e (L*(Qs))?

Aps + k?ps =0 dans Qegy pour un fluide par fait
W ) . .
——P+ pdivv = ¢ pour un fluide visqueux
c
—ipowv + Vp = {4 div¥®
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3. les conditions aux limites suivantes sont vérifiées

u = 0 sur I’
¥n = —(ps+ Pinc)n sur 0Nz fluide par fait
Vine:-N + Vel = —ijwu.n sur 0ozt
¥n = —(ps+ P+ X0+ XY 0 sur 0 fluide visqueux
Vine + Vs = —iwu sur 0egzt

4. a l'infini p, vérifie la condition de radiation

0 1
Ps _ ikps = o(——y) (n est la dimension de I'espace)
on o

La condition de radiation peut s’écrire sous cette forme car la partie rotationnelle de la
solution est concentrée dans une couche limite autour du corps élastique. La pression totale
p a été décomposée en la pression diffusée p, et la pression incidente p;,. qui est supposée
connue. La méme décomposition est effectuée sur la vitesse. L'unicité se traite en cherchant
les modes propres, c’est a dire les solutions avec p;,c = ¢ =0 et vy =g = 0.

En multipliant ’équation d’équilibre dans le solide par u*, complexe conjugué du vecteur
déplacement, et en intégrant sur {23 nous avons

/ Yijurdx = —pSwQ/ uu; dx (1.32)
Qs Qs
soit
/ans Yiinu;ds — /Qs Vi€ dx = —pow? /ns uu; dx (1.33)
En considérant la partie imaginaire on obtient
Im(/ Yijnjuids) =0 si le matériau est élastique (1.34)
PIN
Im(/ Yijnjuids) < 0 si le matériau est viscoélastique et u # 0 (1.35)
CIoR

La derniére inégalité nécessite une justification. La dissipation dans le solide doit étre positive
sur un cycle donc

27
i/u Re(Xije ™" Re(—iwe e ™")dt > 0 (1.36)
2 Jo
soit .
§Re(2i]~iwefj) >0 (1.37)

d’ou l'inégalité désirée qui permet de conclure.
Dans le fluide en régime harmonique nous avons les relations

—%p + podivv = 0
c
—ipowv + Vp = diwX”
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Intégrons la derniére équation multipliée par v* sur le domaine Dg compris entre la
frontiére 0€2.4; et une sphére de rayon R contenant €2, on a alors

—iwpo/ V;V; +/ P,V *dx—/ ¥ vidx (1.39)
Dr
soit, avec des normales extérieures a €, et S
—iwpo/ ’UiU;kdX—f-/ pv;‘nids—/ pv;‘nids—/ puldx =
Dpr 8Qe:ct ’
/ Yinjv;ds — /mm LT v ds — / ¥iv; dx (1.40)

ce que 'on peut écrire sous la forme

. c
—iWwpo /DR VU dx — ,00_ . v; ZU“dx—i-/ Z”v”dx =
E 5v; ds —/ Efn v;ds 1.41
/ pids— [ Sfng (1.41)
avec E{j = —pd;; + X;. Prenant les parties réelles nous avons
Re(/ S in;v;ds) = Re / s/ Vi ds) — Re / Yv;dx) (1.42)
aQemt
Le vecteur flux d’énergie d’'une onde harmonique est donné par
w = - ,
I, = —/w —Re(Z{je_“"t)Re(vje_“"t)dt
27r
= ——Re(E{] v}) (1.43)

La relation 1.42 exprime que ’énergie rayonnée par le solide est dissipée en partie dans Dg
et le reste transmis & travers la surface Sg. Si ’on suppose qu’aucune énergie ne vient de
I’infini, ce qui est 'interprétation physique des conditions de radiation, on a nécessairement,

/ > nvids) < 0 (1.44)
On peut aussi vérifier cette inégalité a partir de la condition de radiation. Elle entraine

R/ >lnvtds) <0 1.45
el [, Slnoids) < (143

soit avec v = —iwu

Im(/ ! njuzds) > 0 (1.46)
aQealct

Comparant avec la relation obtenue pour le solide on conclut
8Qemt
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Ce résultat a une interprétation physique assez simple. Comme il n’y a pas de sources d’éner-
gie dans le systéme aucun des deux milieux ne peut en transmettre a l'autre.

Si le solide est viscoélastique alors la relation 1.35 permet de conclure que u = 0. Si le
fluide est visqueux 1.42 entraine v = 0 puis p = 0. S’il est parfait I'unicité de la solution du
probléme extérieur dans ce cas permet aussi de conclure que p = 0.

Dans la situation ou le solide est purement élastique on doit distinguer deux cas. Si le
fluide est visqueux alors v = 0 et p = 0 par 1.42; il est au repos. Sur la frontiére du solide
on a continuité de la contrainte et de la vitesse qui sont toutes deux nulles donc u = 0 dans
le solide. Il n’y a que la solution nulle qui vérifie le probléme donc pas de mode propre dans
ce cas. Dans toutes ces situations la solution est unique.

Si le fluide est parfait en utilisant le théoréme 4 nous pouvons conclure a 1’aide de 1.42 que
la solution est encore nulle dans le fluide. La solution dans le solide est un mode de vibration
d’un corps sous contrainte nulle et qui vérifie de plus u.n = 0 sur la frontiére. On montre
en fait que pour certaines valeurs exceptionnelles des coefficients d’élasticité de la structure
le probléme couplé peut avoir des fréquences propres. Bardos 1989 [10] donne ’exemple
d’un cylindre élastique possédant des modes propres. L’ensemble des coefficients d’élasticité
vérifiant cela est de mesure nulle. Dans la suite nous supposerons que les coefficients sont
choisis en dehors de ces valeurs exceptionnelles, le probléme couplé stationnaire aura alors
une solution unique. De toute facon il y a unicité de la solution dans le fluide.

1.4.3 Les fréquences de diffusion

Les fréquences de diffusion sont les poles complexes de 'opérateur de diffusion donc les
fréquences propres complexes des problémes précédents. On montre que, pour des raisons
de causalité, ces fréquences sont situées dans le demi-plan complexe Im(w) < 0. Pour un
probléme d’acoustique ces fréquences sont situées dans le demi-plan I'm(w) < 0 ce qui traduit
le fait qu’il y a une solution unique pour w réelle tandis que pour des problémes couplés il
est possible, d’apreés la section précédente, de trouver exceptionnellement des fréquences sur
I’axe réel. La répartition de ces fréquences dans le plan complexe dépend de la forme de
I’objet. Pour des corps rigides, elles sont associées aux ondes de surface qui sont respon-
sables de I'aspect chahuté des courbes de champs diffusés en fonction de la fréquence. Cela
provient des interférences entre les ondes réfléchies directement et celles qui le sont aprés
un contournement de 1’obstacle (Gaunaurd 1985 [91] et Merchant 1986 [171]). On pourra
trouver des exemples de calcul de ces fréquences dans D’Archangelo 1985 [52] et Merchant
1986 [171] pour des ellipsoides rigides.

Pour des problémes couplés elles sont réparties en deux groupes. Le premier groupe est
concentré au voisinage de ’axe réel et est voisin des fréquences propres de la structure. 1l
dépend essentiellement de la composition et de la forme de ’obstacle. Le deuxiéme groupe
avec des parties imaginaires plus importantes en valeurs absolues est lié a la forme de 1’obs-
tacle et dépend peu de la composition du corps diffusant. Des exemples sont donnés par
Flax 1978 |81] et Flax 1980 [82| pour des cylindres et des sphéres élastiques. Ohayon 1983
[193| étudie les propriétés des fréquences de diffusion pour un corps élastique plongé dans
un fluide faiblement compressible. Gaunaurd 1992 [93] donne des tables trés complétes des
fréquences de résonance de sphéres élastiques.
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Ce type d’études a conduit au développement de la méthode RST (Resonance Scattering
Theory) exposée par Gaunaurd 1989 [90] et Gaunaurd 1991 [92]. L’essence de cette approche
est de séparer le champ diffusé en deux contributions. L’une est associée & un corps rigide
de méme forme que l'objet élastique et varie faiblement avec la fréquence. L’autre partie
provient des résonances du corps élastique et est constituée de pics marqués aux voisinages
des modes propres de la structure. Cette méthode est surtout utile dans des problémes
d’identification de structures ol ’on peut, en comparant le signal diffusé a une batterie de
cas tests, espérer reconnaitre les principaux traits de I'objet. C’est & dire sa forme grace a
I’étude de la partie réguliére du signal et sa composition en isolant les modes. La méthode
ne fournit pas de moyen de calcul supplémentaire. Son intérét se situe surtout au niveau de
I'interprétation des résultats.

1.5 Conclusion

Les fluides que nous nous proposons d’étudier seront peu visqueux. Par conséquent le
champ de pression dans I’espace sera, sauf au voisinage immédiat de la structure, celui d’un
fluide irrotationnel. Sur la surface de contact fluide-solide on peut écrire la continuité de la
contrainte et de la vitesse sous la forme suivante

¥»n = X/ (p,®)n+ X/ (¥)n
v = &4+ ¥ (1.48)

W est exponentiellement décroissant quand on s’éloigne de la surface avec un comporte-
e ; : o : e
ment en G*(r) = 1 et a = 1—\}; “f¢. Donc >/ (¥) qui ne fait intervenir que des dérivées
wr

premiéres est en O(,/i) et peut étre négligé par rapport a >/ (p, ®). Comme ¥ peut étre
choisi tel que ¥.n = 0 sur la surface de séparation la solution en fluide irrotationnel donne
une bonne valeur pour la vitesse normale.

La vitesse tangente a la surface est mal approximée par ’hypothése de fluide irrotationnel
ce qui peut avoir des conséquences sur la qualité de la description du mouvement du solide
mais a peu d’influence sur le comportement du fluide qui est notre principal centre d’intérét.
Nous considérerons donc le fluide comme irrotationnel ce qui en simplifiera la description car
son comportement sera complétement décrit par la donnée de son champ de pression.
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Chapitre 2

La résolution numérique

Nous abordons maintenant la résolution numérique des problémes traités dans le chapitre
précédent. On se limitera au cas ou le fluide est irrotationnel et on traitera d’abord le
probléme stationnaire. Nous commencerons par rappeler les principales méthodes utilisées
pour résoudre ces questions en soulignant leurs domaines d’application, leurs performances
et leurs faiblesses.

2.1 Historique des méthodes utilisées

2.1.1 Les méthodes analytiques

Les méthodes analytiques ont pour objectif de construire des solutions exactes de ’équa-
tion de Helmholtz ou de problémes couplés. Les solutions sont principalement obtenues par
séparation des variables bien que dans certains cas particuliers on puisse aussi en obtenir
par des techniques de type Wiener-Hopf (Skudrzyk 1971 [233] et Jones 1989 [131]). En di-
mension trois on montre que I’équation de Helmholtz est séparable dans les 11 systémes de
coordonnées listés par Morse et Feshbach 1953 [177] et dans ceux-la seulement (Eisenhart
1934 [66]). Ces systémes de coordonnées sont définis a 1’aide de coniques (éventuellement
dégénérées). Hormis les cas de la sphére, du cylindre et du dioptre plan dont les solutions
sont bien connues (Skudrzyk 1971 [233] et Jones 1989 [131]), cette démarche a permis d’ob-
tenir des solutions pour des domaines ellipsoidaux grace a des développements en fonctions
sphéroidales voir Bouwkamp 1954 [24|, Chertock 1961 [39] et Silbiger 1961 [232] pour une
revue sur la question. L’ellipsoide est ainsi, en acoustique, le corps tridimensionnel le plus
général que l'on puisse traiter analytiquement.

Pour des problémes couplés, avec un milieu intérieur fluide, le probléme est plus difficile
car la solution ne se sépare plus pour des formes ellipsoidales générales voir Yeh 1963 [268],
Yeh 1967 [269] et Burke 1968 [30]. Pour un milieu intérieur élastique on ne peut réellement
résoudre que dans les cas d’un cylindre circulaire (voir Doolittle 1966 [62] et Flax 1980
[83]), d’une sphére (voir Faran 1951 [77], Goodman 1962 [100], Felippa 1980 [79] et Lin
1983 [156] qui a étudié le rayonnement dans un fluide visqueux), et d’un stratifié plan (voir
la premiére partie). Quelques résultats semi-analytiques ont été obtenus pour un cylindre
circulaire de longueur finie par Williams 1964 [262] et pour un cylindre avec des raidisseurs
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par Klauson 1992 [135]. En régime transitoire la diffusion par un coque sphérique élastique
a été obtenue par Huang 1969 [118] en utilisant une transformation de Laplace. Une coque
sphérique élastique est le seul corps véritablement tridimentionnel dont la solution analytique
soit connue et que ’on puisse utiliser comme cas test ou comme source de compréhension de
la physique du phénoméne.

2.1.2 La T matrice

Les méthodes analytiques étant si peu nombreuses, il est nécessaire de développer des ap-
proches numériques. Parmis celles-ci la méthode de la T-matrice fut une des plus populaires.
Elle consiste en une application de la formulation intégrale du probléme a deux surfaces (en
général des sphéres) dont 'une est intérieure a I'objet tandis que I'autre le contient. On uti-
lise alors la décomposition de la fonction de Green sur une base de solutions élémentaires de
I’équation de Helmholtz (en général des ondes sphériques) pour projeter les équations écrites
sur les deux sphéres précédentes dans cette base. On obtient ainsi deux systémes d’équations
linéaires reliant les coefficients de I'onde incidente a ceux de 'onde diffusée et aux valeurs
des champs inconnus sur la surface de 'objet. En éliminant ceux-ci on obtient une matrice
donnant 1'onde diffusée en fonction de I'onde incidente, la T-matrice. Waterman 1969 [259]
expose la méthode tandis que Ramm 1982 [207| et Kristensson 1983 [146| en montrent la
convergence. Martin 1980 [164], Colton 1983 [45] et Brod 1984 [26] exposent la méthode
voisine des null field equations ou l'on projéte I’équation intérieure sur la méme base de
fonctions sphériques. Quelques exemples d’applications peuvent étre trouvés dans Varadan
1982 [255] pour la diffusion par un corps rigide et dans Peterson 1983 [202], Werby 1983
|260], Baskar 1984 [12], Lim 1990 [153] et Bostrém 1980 [21] pour la diffusion par un corps
élastique. Cette méthode présente deux difficultés principales. Premiérement elle converge de
moins en moins bien quand la forme de 'objet s’éloigne de celle d’une sphére (par exemple
un corps allongé). Ce probléme peut toutefois étre résolu en utilisant une base de fonctions
sphéroidales au lieu des fonctions sphériques pour mieux se rapprocher de la forme réelle
de l'objet (Hackman 1985 [108]). Ces fonctions sont cependant difficiles & évaluer ce qui
complique beaucoup la résolution.

La deuxiéme difficulté se pose a haute fréquence. Il semble en fait que le nombre de
fonctions de base que 1’on puisse prendre en pratique soit limité a quelques dizaines voir &
une centaine en effectuant une renormalisation (Werby 1983 [260] et Stupfel 1988 [240]). Au
dela des problémes numériques liés au mauvais conditionnement de la matrice du systéme
interdisent le calcul (Tobocman 1985 [248] [247] et Varadan 1988 [256]). Cette méthode est
mieux adaptée au calcul du champ lointain rayonné qu’au champ proche ol la convergence
n’est pas nécessairement assurée.

Le probléme des fréquences singuliéres ne semble pas, par contre, se poser pour la T-
matrice. Basé sur la formule intégrale de Kirchoff, le probléme n’a pas de solution unique aux
fréquences singuliéres. Toutefois le probléme numérique se pose sur une bande de fréquence
si étroite autour de chaque fréquence singuliére que le probléme disparait en pratique (voir
Shaw 1989 [231] pour une discussion a ce sujet).
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2.1.3 Méthodes variationnelles et éléments finis

Une autre approche possible est la résolution par des méthodes variationnelles générales
comme le font Levine 1948 [152], Gladwell 1966 [98|, Stallybrass 1967 [238], Gladwell 1971
[99], et Wu 1990 [267] ou par éléments finis. C’est surtout cette derniére qui a été déve-
loppée étant donné sa popularité et son utilisation dans d’autres domaines, notamment la
mécanique des structures, ce qui simplifie a priori 'interface avec les codes existants pour
la résolution des problémes couplés. La difficulté est de modéliser un domaine infini avec un
maillage fini. Si ’on se contente de tronquer le maillage & une distance raisonnable du corps
étudié des phénomeénes non-physiques de réflexion d’ondes sur cette frontiére extérieure ainsi
créée apparaissent. Pour lever cette difficulté plusieurs approches ont été proposées. On peut
utiliser une derniére couche constituée d’éléments "infinis" dont la fonction est d’estimer la
contribution du domaine non maillé sur la solution voir Bettes 1977 [19], Bettes 1984 [20] et
Wood 1976 [264]. L’élément infini reproduit mal en général le comportement a I'infini de la
solution exacte. Il faut mailler une partie importante du fluide pour aboutir & une solution
correcte.

Hunt 1974 [120], Hunt 1975 [121] et plus tard Givoli 1989 [97] et Harari 1991 [111]
avec la condition aux limites DtN (Dirichlet to Neumann) ont proposé d’écrire la relation
d’impédance exacte sur une sphére extérieure délimitant la zone maillée. Elle est obtenue
par une résolution analytique dans le domaine extérieure & la sphére. Cette relation prend
une forme simple quand la solution est projetée sur une base constituée d’harmoniques
sphériques. La contribution du domaine infini non maillé est ainsi prise en compte exactement,
ce qui permet de réduire le domaine fluide maillé au minimum. Pour des objets allongés on
doit projeter sur une base de fonctions sphéroidales si 'on veut épouser au mieux la forme
du corps. La condition aux limites est cependant non locale en espace et en temps ce qui
complique le probléme et le rapproche dans Iesprit d’'une méthode intégrale (voir Harari
1992 [112]). D’autres auteurs ont préféré écrire des conditions aux limites approchées mais
locales en temps et en espace. Engquist 1977 [72] et Pinsky 1992 [206] ont développé une
hiérarchie de conditions aux limites absorbantes de plus en plus précises mais faisant aussi
intervenir des dérivations d’ordres de plus en plus élevés sur la frontiére. On modélise bien
le rayonnement pour une propagation normale a la frontiére mais I’approximation est moins
bonne quand 'onde est oblique car il existe une partie réfléchie dans cette situation.

Toutes ces méthodes nécessitent cependant un maillage tridimensionnel d’une partie plus
ou moins importante du fluide avant d’introduire une condition aux limites approchée ou
une condition aux limites complexe sur la limite extérieure du maillage. Elles ne donnent pas
non plus accés au champ lointain qui doit étre calculé a partir de la représentation intégrale.

2.1.4 Les méthodes approchées

Devant la difficulté d’obtenir des solutions exactes on peut étre tenté de se satisfaire
de solutions approchées. Parmis les méthodes approximatives la DAA (Doubly Asymptotic
Approximations) semble une des plus intéressantes. Elle tend vers la solution exacte a basse
fréquence ou l'action du fluide sur la structure peut étre modélisée par un terme de masse
ajoutée (Deruntz 1978 [56]) et & haute fréquence ou, dans de nombreux cas, on peut utili-
ser des approximations dont la plus simple est I'onde plane (Felippa 1980 [78]). La relation
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d’impédance prend donc une forme simple dans ces deux cas extrémes. Entre ces deux si-
tuations la relation est interpolée. On peut obtenir plusieurs modéles (DAA1, DAA2,...) de
plus en plus précis, mais aussi de plus en plus complexes, suivant la qualité des approxima-
tions utilisées (Geers 1978 [94], Geers 1983 [95], Huang 1985 [119] et Nicolas-Vullierme 1991
[190]). Cette méthode ne nécessite pas le maillage du fluide et utilise des matrices qui ne
dépendent pas de la fréquence. Les calculs sont donc plus simples que ceux des méthodes
précédentes. Divers tests numériques effectués par les auteurs précédents ont confirmé 1’in-
térét de cette approche. Les résultats sont satisfaisants sauf au voisinage des résonances du
systéme (Huang 1985 [119]). Il semble cependant que cette approche soit limitée a 1’étude
du rayonnement de structures plongées dans un fluide pour lesquelles elle peut fournir un
bon outil de prédimensionnement. Elle ne semble pas permettre de résoudre des problémes
de diffusion associés a un champ incident régnant dans le fluide pour lesquels I’hypothése de
faible variation des champs de surface en fonction de la fréquence sur laquelle elle est fondée
n’est pas a priori vérifiée.

2.1.5 Autres méthodes

Butler 1970 [32] a proposé de chercher la solution sous forme d’un développement en
solutions de ’équation de Helmholtz qui est identifié grace a des collocations sur la frontiére.
Miller 1991 [174] et Kondapalli 1992 [141] ont proposé d’utiliser comme fonctions élémen-
taires des points sources placés a l'intérieur de la surface de diffusion. Ces méthodes sont
peu utilisées et les caractéristiques des problémes discrets obtenus, en particulier celles des
matrices des systémes linéaires, ne semblent pas avoir été étudiées de maniére approfondie.

2.2 La formulation intégrale

2.2.1 Intérét et difficultés

Les problémes associés aux méthodes citées précédemment ont incité trés tot a se tourner
vers des formulations intégrales ol le probléme est posé sous la forme d’une équation intégrale
qui relie la pression et la vitesse normale sur la surface. En chaque point de la frontiére une
des deux grandeurs est connue et la résolution de 1’équation doit donner ’autre quantité.
La formule de Kirchoff permet alors de calculer le champ de pression dans tout I’espace a
partir de ces valeurs sur la frontiére. Cette méthode offre en effet de nombreux avantages
dont les principaux sont la réduction d’une dimension du probléme & traiter qui, de plus, est
maintenant posé sur un domaine fini que ’on peut mailler facilement. Elle permet en outre
une prise en compte analytique des conditions de radiation. Les premiers développements
datent du début des années 60 avec les travaux de Banaugh 1963 [9], Chen 1963 [38], Chertock
1964 [40], Brundrit 1965 [27] et Baron 1965 [11]. Ils traitent principalement de problémes
bidimensionnels ou axisymétriques. Brundit, Chen et Baron utilisent des potentiels de simple
couche alors que Banaugh et Chertock se basent sur la formule de Kirchoff. Les champs sont
généralement approximés par des fonctions constantes par morceaux (éléments de degré 0).

Comme Rayleigh 1894 [239] l'avait prédit, les premiers résultats numériques de Noble
1967 [192], Copley 1968 [47], Chertock 1970 [41] et plus récemment ceux de Hall 1988 [109]
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et Dokumaci 1990 [61] ont confirmé que la formulation intégrale ne conduisait pas a la
solution du probléme cherché pour un ensemble discret de fréquences, appelées fréquences
singuliéres. Il n’y a pas de solution dans le cas d’un potentiel de simple ou de double couche
alors que la solution n’est pas unique pour une équation basée sur la formule de Kirchoff. Ces
fréquences sont en fait les fréquences propres du fluide lorsqu’il occupe le volume intérieur
du corps avec des conditions aux limites inversées (Dirichlet intérieur pour un probléme de
Neumann extérieur et inversement, voir Kleinman 1974 [138] pour une discussion détaillée
de ce point). Elles n’ont pas de signification physique mais traduisent le fait que la formule
de Kirchoff n’est pas équivalente au probléme posé mais n’est qu'une simple relation vérifiée
par la solution du probléme car on sait, d’aprés le chapitre précédent, que le probléme
extérieur admet une solution unique pour toute fréquence. Quelques auteurs ont utilisé cette
formulation en la restreignant a basse fréquence. Seybert 1984 [225] a vérifié ainsi l'intérét
d’utiliser des éléments de degré deux.

Dans un probléme concret ces fréquences ne sont pas connues sauf en résolvant le probléme
aux valeurs propres intérieur correspondant, ce qui complique singuliérement les calculs sans
toutefois fournir un moyen d’obtenir la solution réelle a ces fréquences. De plus la densité
de ces modes augmente avec la fréquence ce qui ne laisse pas d’espoir de s’affranchir du
probléme en ne calculant que pour des fréquences réguliéres et en interpolant dans les autres
cas. Une implémentation de la méthode des équations intégrales doit donc s’affranchir de
cette difficulté. On s’est plutot orienté vers des méthodes fondées sur la formule de Kirchoff
qui, en la complétant par d’autres relations pour garantir I'unicité, est a priori plus & méme de
résoudre le probléme que celles fondées sur des potentiels de simple ou de double couche pour
lesquelles il n’y a pas de solution. La plupart des recherches ultérieures sur la résolution de
problémes d’acoustique par équations intégrales ont eu pour but de résoudre cette difficulté.

2.2.2 Les différentes approches

Nous décrivons ci-dessous la plupart des méthodes proposées pour résoudre ce probléme.

Il faut néanmoins noter qu’une combinaison de potentiels de simple et de double couche
conduit & une solution unique a toute fréquence (Greenspan 1966 [103|, Filippi 1977 [80],
Sayhi 1981 [218] et Kress 1983 [144]). Cette formulation conduit & des intégrales singuliéres
comme la méthode de Burton et Miller mais elle a de plus I’inconvénient de poser le probléme
en termes de grandeurs non physiques. La pression et le champ de vitesse doivent ensuite
étre retrouvés a 1’aide d’une intégration sur la surface du corps. Jeng 1977 [127], Hwang 1991
[122] ont utilisé le méme potentiel mais ont choisi les points sources sur une surface intérieure.
Les intégrales ne sont plus singuliéres mais I’équation intégrale est maintenant de premiére
espece et par conséquent les caractéristiques numériques se dégradent quand le maillage est
raffiné car tous les éléments des matrices tendent vers zéro alors que pour des équations de
seconde espéce seuls les termes extra-diagonaux tendent vers zéro. Il en résulte en général
un mauvais conditionnement des matrices pour des problémes de tailles importantes.

Copley 1967 [46] a proposé d’appliquer 1’équation intégrale en des points intérieurs. Il a
montré que pour des problémes axisymétriques il suffisait de prendre des points sur 'axe
de symétrie pour aboutir & une solution unique. On obtient cependant des équations de
premiére espéce avec les difficultés décrites précédemment.
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Nous nous intéresserons surtout aux méthodes qui posent le probléme en terme de pression
et de vitesse normale ce qui facilitera grandement I’écriture des conditions aux limites lors
du couplage avec la solution élastique du domaine intérieur.

Le point de départ est donc la formule de Kirchoff. A une fréquence singuliére cette
équation intégrale admet au moins une solution qui est la solution réelle de notre probléme.
L’alternative de Fredholm montre que I’ensemble des solutions est un espace affine de dimen-
sion finie obtenu en ajoutant une solution quelconque du probléme homogéne a la solution
réelle. Il faut donc modifier la formule de Kirchoff ou lui ajouter des conditions supplémen-
taires pour aboutir & une solution unique.

Ursell 1973 [253] a proposé de modifier la fonction de Green en lui ajoutant une série
constituée de fonctions sphériques et a construit ainsi une nouvelle équation intégrale qui
admet une solution unique & toute fréquence. Le probléme est que cette nouvelle fonction est
donnée par un développement en série dont la convergence est lente a haute fréquence. Jones
1974 [130] et Ursell 1978 [254] ont proposé une variante de cette méthode en construisant
une fonction plus simple obtenue avec un nombre fini d’ondes sphériques mais qui assure
l'unicité dans un intervalle de fréquence seulement. Kleinman 1982 [139] et Kleinman 1983
[137] [140] a proposé d’optimiser le choix de la série pour obtenir un opérateur de norme
minimale ou pour améliorer le conditionnement des matrices résultant de la discrétisation.

Schenck 1968 [219] a proposé d’écrire, en plus de I’équation d’origine, quelques relations
supplémentaires obtenues par application de I’équation en des points intérieurs car on peut
montrer que parmi toutes les solutions qui vérifient ’équation intégrale de surface, une seule
vérifie aussi ’équation intérieure et c’est la solution cherchée. On obtient ainsi un systéme
surdéterminé que 1’on peut résoudre par moindres carrés ou par multiplicateurs de Lagrange.
Pourvu qu’un des points intérieurs ne soit pas ‘trop prés’ d’une surface nodale associée a I'un
des modes définissant les fréquences singuliéres, cette méthode conduit a la bonne solution.
Elle a été baptisée CHIEF (Combined Helmholtz Integral Equation Formulation). De nom-
breux exemples d’applications et de développements existent, voir par exemple Koopmann
1982 [142] et Seybert 1987 [222]. Engblom 1975 [71], Seybert 1985 [226] et Latcha 1986
[150] ont utilisé des éléments de degré deux et Engblom a couplé avec un corps élastique.
Tobocman 1984 |245] [246] a étudié la diffusion des ondes par des corps rigides et fluides et a
testé le comportement de I’équation intégrale pour des objets allongés a moyenne fréquence.
Avec de simples éléments de degré 0 il a trouvé une convergence satisfaisante qui dépendait
peu de la forme du corps. La difficulté principale de cette méthode réside dans le choix des
points intérieurs surtout a haute fréquence ot la densité des surfaces nodales augmente. Wu
1991 [265] a amélioré le procédé en imposant la nullité des dérivées premiéres de 1’équation
intérieure en plus de la relation elle-méme et en obtenant la relation sur tout un domaine
intérieur & la place de la simple collocation en des points particuliers. Segalman 1992 [220] a
proposé des équations intérieures obtenues a ’aide de dérivées d’ordres supérieures. CHIEF
est une des méthodes les plus populaires. Elle présente l'inconvénient de réclamer la défi-
nition de points en plus du maillage (jusqu’a plusieurs dizaines a haute fréquence) et elle
complique la résolution en obtenant un systéme qui n’est plus carré.

Piaszczyk 1984 |203] a utilisé un systéme surdéterminé avec des collocations en des points
du domaine extérieur. La valeur de la pression n’est pas connue a priori en ces points. Le
systéme doit donc étre résolu de maniére itérative. Il semble toutefois d’aprés Fyfe 1991 [89]
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que la convergence n’ait pas toujours lieu.

Burton et Miller 1971 [31] ont eux proposé d’ajouter a I’équation de Kirchoff une nouvelle
équation qui est obtenue en dérivant la premiére par rapport & la normale extérieure et en
la multipliant par un coefficient complexe. Ils ont montré qu’en choisissant convenablement
la partie imaginaire de ce coefficient on aboutissait & une solution unique. On a ainsi une
équation satisfaisante qui contrairement a la plupart des méthodes précédentes ne nécessite
aucune information supplémentaire par rapport au maillage de la surface et est donc tres
séduisante pour une utilisation pratique. Cette formulation introduit cependant des intégrales
singuliéres qu’il faut traiter spécifiquement. Des comparaisons ont été effectué avec CHIEF
par Reut 1985 [209], Tobocman 1986 |249|, Tobocman 1987 [250|, Seybert 1987 [221], Reut
1989 [210] et Amini 1990 [1]|. Les conclusions sur la méthode la plus performante varient
suivant les auteurs. Une variante de cette méthode a été proposée par Cunefare 1989 [50]
qui a utilisé des points de collocation & I'intérieur du domaine ce qui conduit de nouveau a
des équations de premiére espéce et aux difficultés évoquées précédemment.

Hamdi 1981 [110] et Ben Mariem 1987 [17] ont proposé de résoudre I’équation intégrale
par des méthodes variationnelles ce qui permet grace a des identités de réduire les intégrales
hypersinguliéres a des formes évaluables numériquement. Cette approche nécessite cependant
une double intégration sur la surface et n’est donc pas trés performante numériquement.
Considérons par exemple un maillage & N noeuds et M éléments et calculons le nombre
d’intégrations nécessaire par rapport & une méthode de collocation. Soit ng le nombre de
points de Gauss pour intégrer sur un élément, nf le nombre de fonctions de base par élément
et « = N/M le nombre moyen de noeuds par élément, le nombre d’évaluations de fonctions
est N = N.M.ng.nf = a.ng.nf.M? pour une méthode de collocation et Ny = M?.ng.nf?/2
pour une méthode variationnelle. Avec des éléments quadratiques a 8 noeuds par maille,
a = 3, nf = 8 donc N; = 24.ng.M? tandis que Ny = 32.ng?.M?. En prenant ng = 9 on
obtient No/N; = 12 donc la méthode variationnelle demande environ 12 fois plus de calcul
que la méthode de collocation. Néanmoins cette approche a conduit a des codes réels.

Nous allons développer I'approche de Burton et Miller en commencant par en rappeler
la formulation.

2.2.3 La méthode de Burton et Miller

Soit un corps occupant un domaine borné €2;,; de frontiére 02 et éventuellement sou-
mis a un champ de pression incidente p;,.. Le champ de pression solution de I’équation de
Helmholtz dans le domaine extérieur €).,; vérifie sur la frontiére la formule de Kirchoff

[ 05ty —xix = [ L 0GHy — x)dx +pndly) = cyhply)  21)

80 Ony

ou p est le champ de pression total, p;,. le champ incident et

1 STy € Qogt
c(y) — 0 st y € Qint
0 1
1— 0(y) siy € 00 (= siy régulier)
4 2
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n, est la normale dirigée vers Q¢;;, X le point source, y le point d’observation et 6(y) est
I’angle solide intérieur. Pour un probléme bidimensionnel il faut diviser par 27 au lieu de 4.
La fonction de Green vaut

%Ho(kr) en 2D
Gk(I‘) = e“” (22)
en 3D

drr

Pour des problémes posés sur un demi-espace il faut prendre comme fonction de Green
G*(r) = G*(r) + G*(r') pour un demi-plan rigide et G*(r) = G*(r) — G*(r') pour un demi-
plan souple avec r = x —y et r = x —y' ou y' est le symétrique de y par rapport a la
frontiére du demi-espace, voir Seybert 1988 [223| et Seybert 1989 [224].

En un point ou la surface est régulieére I’équation dérivée est, sous réserve de questions
d’existence des intégrales qui seront discutées plus tard,

[ 52 Sy —sgax— [ P00y gy Pney) LI )y

On,On, o Ony =~ Ony Ony 2 0ny

L’équation finale proposée par Burton et Miller est la somme de 2.1 et de 2.3 multipliée
par un nombre complexe « soit

[ )Gty =0ix— [ Gy =+ [ pl oy — )i

0 Ony

(v -
—04/8 o (x) o6t (¥ — X)dX + Pine(y) + o Pine ¥) = 5p(y) + %aa_p( ) (24)

1
o On, " Ony ony 2P

Commencons par montrer que pour « convenablement choisi cette formulation conduit
4 une solution unique pour tout k. Introduisons les différents opérateurs suivants

Lioly) = [ o(x)G*(y —x)dx

Mioly) = [ o605o-(y - x)dx
NEI) = o [ oGy = ix = [ o)pi o (i (2

L est un potentiel de simple couche, M un potentiel de double couche. Pour I’existence de
L et M il suffit que o soit continue par morceaux. Pour la dérivée normale de L il suffit que
o soit continu au point considéré et pour la dérivée normale de M (soit N) que o € CH?,
voir Lin 1984 [155]. Il a montré que pour des surfaces réguliéres et des données en vitesse
normale dans C%® la solution appartenait & C1®. La derniére égalité doit étre comprise au
sens des parties finies pour des fonctions C® (Krishnasamy 1990 [145]).
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A la traversée de la surface 0€), en un point ou la surface est réguliére, ces différents
potentiels vérifient les conditions de sauts suivantes (Kellogg 1967 [134]| et Giinter 1967
[107])

L[G]OQ = L[U]int = L[U]ewt
(8;-2:])39 = (%LT[Z-])ZM - %O- = (a;ij])ezt + %0’

(M[oD)ao =  (M[o])ins + %o— = (M[o]) s — %a

oM]o] Yo = ( oM|o] Vo = 0M|o]

On, On, On,

(

)emt (26)

L’équation intégrale peut alors s’écrire en termes de valeurs des potentiels précédents sur
la surface ou de leurs valeurs limites lorsque 1’on tend vers la surface en restant dans le milieu
intérieur.

1 Op oM p] OL _ Op a Op ODine
Mip] 2p L[anx] to Ony aany [8nx 2 Ony F Pine t 0 Ony N
Op oM oL _0Op OPine

M[p]mt - L[anx]mt + aany [p]mt - aany [8nx]mt + Dinc +a 81’1y =0 (27)

Considérons un probléme de Neumann extérieur. La solution est unique si I’équation
homogéne a pour seule solution la fonction nulle. La fonction u(x) = M|p|(x) solution de
I’équation homogéne doit vérifier sur 02, d’aprés la relation précédente

(9 n
wine () + 05 " (x) = 0 (2.8)

L’application de la formule de Green a u et u* sur {2;,; donne

/{m(umt% —ut aumt)dx + (k*2 — k‘Q)/ | Uint ‘2 dx =

81’1x int anx Qint
—2iIm(a) /a Gt P = 2 m(k?) /Q i dx =0 (2.9)

Si I'm() est de méme signe que Im(k?) les deux expressions sont nulles ainsi que u;,; et
g—ﬁmt sur 0f€), donc g—zewt = 0 par continuité de la dérivée d’'un potentiel de double couche.
L’unicité du probléme de Neumann extérieur montre que u.,; = 0. Les conditions de saut sur
la surface 0€) conduisent & p = 0. La solution est donc unique. Pour le probléme de Dirichlet

on pose u = L(g—z) et la formule 2.7 montre que u vérifie

auint

Uint(X) + (x)=0 (2.10)

ony

On conclut de maniére analogue au cas du probléme de Neumann que la solution est unique
avec la méme valeur de a.
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Les différents noyaux intégraux se traitent facilement sauf le terme %—hﬁiﬂl qui fait intervenir
une singularité en 1/r® en dimension 3 et en 1/r? en dimension 2 si la dérivée est passée
sous le signe intégral. Cette intégrale, que ’on qualifie d’hypersinguliére, nécessite une étude
particuliére et constitue la principale difficulté de cette méthode car il n’est pas possible de

I’évaluer avec des formules d’intégration usuelles.

2.2.4 Les différentes régularisations

Il existe deux méthodes principales pour atténuer ces singularités. La premiére méthode
part de la relation suivante qui provient de I'application de la formule de Green a Gj, et au
potentiel de double couche M|p| (voir Burton et Miller 1971 [31] et Roach 1979 [212]).

1
LN[o] = (M? — {T)[o]
ou en terme des noyaux statiques

LoNolo] = (My” — 710}

En multipliant I’équation dérivée par Lo on obtient

Mp] — 5p + aLo(N — No)[p]) + a(My” — 11)[p] =

4
pZ"C+L(8nx) +aL08ny(8nx) aLof Ony 28ny) (2.11)

On aboutit ainsi & des noyaux dont les singularités sont au plus en 1/r ce qui permet de
réaliser les intégrations numériques. Cela est effectué cependant au prix de produits d’opéra-
teurs ce qui revient & intégrer deux fois sur la surface et est donc trés couteux en temps calcul
(de Tordre de 20 fois plus). Cette méthode a été utilisée par Amini 1986 [2] avec des élé-
ments de degré deux pour des surfaces axisymétriques. Les résultats numériques ont montré
I'intérét d’utiliser des interpolations d’ordre élevé par rapport aux fonctions constantes par
morceaux car elles permettent d’obtenir des solutions plus précises pour un méme nombre
de noeud ce qui se traduit par des gains en temps calcul. Amini 1990 [3] a perfectionné le
calcul en utilisant une méthode multi-grille.

Une autre méthode de régularisation part d’une des deux relations suivantes

0*G*k
| 05 (Y )
0%G*

= [0 P0G

= — /an p(x)ny.ny (ik)2GF (y — x)dx — /an(p(x) — p(¥))nx. Vi A (ny A VyGF(y — x))dx
(2.12)

(y — x)dx — p(y) /a _ (neny) (iR)2GH(y — x)dx
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Le terme contenant G* est faiblement singulier tandis que 1’autre contient encore une
singularité en 1/r2. L’évaluation directe de ce terme est délicate. Beaucoup d’auteurs comme
Meyer 1978 [173], Meyer 1979 [172] et Angélini 1983 [4] ont en fait utilisé des interpolations
avec des fonctions constantes par élément. Ce second terme disparait alors sur 1’élément
singulier mais la précision des résultats n’est pas trés bonne avec ce type d’élément et par
conséquent il en faut un nombre important.

Terai 1980 [242] [241] a évalué la singularité par des développements en série au voisinage
du point singulier et a calculé la partie la plus singuliére par une intégrale de contour.
Wu 1991 [266] a lui aussi calculé la valeur principale de Cauchy en transformant la partie
la plus singuliére en une intégrale de contour sur la frontiére de 1’élément. Il a placé les
points de collocation & l'intérieur de 1’élément ce qui a ’avantage de respecter la condition
de C1@ régularité et d’obtenir une normale bien définie. Comme ce procédé conduit & plus
d’équations que d’inconnues, il a résolu le systéme final par moindres carrés. Krishnasamy
1990 [145] montre que l'on peut utiliser la formule de Stokes pour transformer ’intégrale
singuliére en une intégrale de contour si la fonction est réguliére au point de collocation.
Harris 1992 [113] a évalué numériquement la valeur principale de Cauchy des intégrales
précédentes grace a un schéma d’intégration spécial sur 1’élément singulier qui transforme
I'intégrale bidimensionelle en deux intégrales unidimensionnelles dont 'une est réguliére et
I’autre est une partie finie que I'on calcule analytiquement. Il a constaté ’avantage d’utiliser
des éléments quadratiques. Guiggiani 1987 [105], Guiggiani 1990 [106] et Martin 1989 [165]
ont aussi proposé une évaluation directe de la valeur principale de Cauchy ou de la partie
finie.

Chien 1990 [42]| a régularisé en développant les fonctions de forme au voisinage du point
singulier et en utilisant des identités obtenues grace a des solutions de problémes statiques
intérieurs.

La question de régularité est essentielle dans cette deuxiéme méthode de régularisation
et pour I'existence méme des intégrales hypersinguliéres. Supposons la fonction réguliére au
point de collocation (ce qui n’est pas nécessairement vrai dans les angles, dans les coins et
aux points de discontinuité de la vitesse normale) il faut que I’approximation le soit aussi
pour l'existence des intégrales. Les éléments quadratiques usuels sont C%® mais pas O
d’ou une difficulté. En fait la condition minimale connue de régularité pour I'existence de la
dérivée normale du potentiel de double couche au point P est la condition de Lyapounov qui
s’écrit

[ 0l0.6) = p(PY0] < @™+ v >0 (2.13)

Elle n’est pas non plus vérifiée aux noeuds par des éléments usuels. Ingber 1990 [123] et
Liu 1992 |157] ont proposé de réaliser I'interpolation avec des splines. Cette approche peut
étre appliquée pour des problémes 2D ou axisymétriques mais peut difficilement étre mise
en pratique pour des problémes 3D & cause de la difficulté de réaliser I'interpolation dans ce
cas.
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2.3 Une formulation intégrale sans forte singularité

Nous nous proposons d’utiliser I’équation intégrale précédente avec une nouvelle méthode
de régularisation du potentiel N pour aboutir & une formulation ot les noyaux auront des
singularités au plus en 1/r et pourront donc étre évalués par des formules de Gauss standards.
Pour illustrer le type d’approche utilisée nous commencerons par rétablir la formule de
Kirchoff en la modifiant pour obtenir des noyaux plus réguliers.

2.3.1 Equation intégrale

Le champ de pression diffusé pg;; vérifie I’équation de Helmholtz dans le domaine extérieur
Qept SOIt

(Apais + k*pais)(x) = 0 (2.14)

Pour former I’équation intégrale la relation précédente est multipliée par la fonction de Green
GF (y — x) et intégrée sur {2.;; moins la boule de centre y et de rayon e.

/ (Apais + kpais) (x)G* (y — x)dx = 0 (2.15)
Qeact*B(Y)f)

F1G. 2.1 — Définition des domaines et des normales.

Quand y est un point de la frontiére deux applications successives de la formule de Green
conduisent & une expression qui ne fait plus intervenir que des champs sur les surfaces 02— B,
et S.. S, et S, sont respectivement I’intersection de la sphére de centre y et de rayon € avec
les domaines extérieurs et intérieurs (voir figure 2.1).
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% k(v Opaif koo
~/6&’2—BE ony ()G (y X)dx+/ (X)G (y —x)dx
aGk

oGk

_ . Y (v — _ — = A
_— Paif (X) anx( x)dx / Paif(x 8nx —(y—x)dx =0 (2.16)

Dans cette formule ainsi que dans les suivantes les normales n, sont dirigées vers 2.;.
Le champ incident p;,. vérifie sur le domaine intérieur

OPine k(< _ OPine ke
/an B. Ony I, MG (¥ —x)dx 5. Ony (x)G"(y — x)dx
8Gk 3Gk

Le champ statique vérifie sur la frontiére de la boule B,

0G°
—x)dx = —1 2.18
Ly, G =) (218)
En remarquant que les champs statiques et dynamiques ont les mémes singularités et que le
champ incident est régulier au voisinage de la frontiére, la formule 2.17 peut se réécrire sous
la forme

/ Oine ()G (y —xdx+/ ine ()GE(y — x)dx

0—B. ONyg
aGk
_ 0B, pinc( )81’1 / pmc n, — X)dX = pz’nc(Y) + 0(6) (2'19)

(en 2D l'erreur se comporte en O(eLoge)).
En additionnant cette derniére équation & la relation 2.16 on obtient pour le champ de
pression totale

OPtot k(o ptot ki _
/BQB TGy xdx+/ (x)GH(y — x)dx
k aGk

. Dot (X) gfx (y — x)dx — /Se ptot(X)a—nx(y — X)dxX = pinc(y) + O(e)  (2.20)

On cherche a régulariser a I'aide d’une fonction harmonique dans le domaine intérieur.
Soit pg(x) une telle fonction, elle vérifie Apy = 0 dans Q;,;. Nous pouvons comme précédem-
ment établir une équation intégrale vérifiée par py sur 0€2. Sur la frontiére du domaine
intérieur privé de la boule B, centrée en y nous avons

Opo 0far _ pO 0(ar
/m o TGy — x)dx / e (X)G(y — x)dx
aG°

0G°
~ Joan Po(x) . )3nx (y —x)dx =0 (2.21)

(y — x)dx + /§ po(x
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ce que 'on peut encore écrire

/6 %(X)Go(y —x)dx — / Po(x) 0G (y — x)dx

0—B, ONy 80— B, Ony
0G°

S. Ony

—po(y) (y —x)dx = po(y) + hi(e) (2.22)

avec 11_{% hi(e) = 0.

On supposera que la fonction po(x) est choisie pour vérifier

Drot(X) —po(x) = O(r”) quand r — 0 et x € OS2

OPtot 9po
- = O(r" 2.23
o (x) = (x) = O() (223)
r = |x—y| et v est strictement positif. La relation sur les dérivées normales n’est pas

strictement nécessaire pour ’obtention des équations qui suivent.
En otant I’équation 2.22 de 2.20 nous obtenons

% k _ 0 _ 3pt0t _ apo 0 _
/6935 anx (X) (G ¢ )(y X)dx + aﬂfBE( 5nx anx ) (X)G (y X)dx
8G’“ 6G° aGO
o PG = SNy = x)dx = [ (o= p0) () oy~ x)x
+pt0t(Y) = pznc(Y) + hy (6) (224)

En passant a la limite quand € tend vers zéro on obtient

/6 Wi (x)(G* — GO (y — x)dx + /a Q(apm _ Opo )(%)G(y — x)dx

v al’lx 8nx 8nx
oG*  0G° 9G°
— [ PG = S = X — [ (e = 0) ()5 — x)dx
+pt0t(Y) = pmc(}’) (225)

Mise sous cette forme la formule de Kirchoff a ’avantage de faire intervenir des fonctions
plus réguliéres que la formule initiale et d’éviter le calcul du terme d’angle ¢(y). Il y a plu-
sieurs choix possibles pour pg. On peut premiérement choisir la fonction constante valant
Dot (y) et on obtient alors une régularisation analogue a celle des équations de 1’élastodyna-
mique présentée par Rizzo 1985 [211]. En un point ou py,; est CH* on peut prendre py(x) =
Dot (¥) + Vior(y)-(x — y) et on remarque alors que 1’équation intégrale ne présente plus au-
cune singularité. Les différents termes sont évaluables directement par des formules de Gauss.
Cette expression est surtout intéressante quand on remarque qu’elle est aussi valable pour y
dans le milieu extérieur Q¢ et que I'on peut prendre py(x) = piot(y') + Vi (y')-(x — y') ou
y’ est la projection normale de y sur 0f2. Elle permet ainsi de calculer le champ de pression
au voisinage de la frontiére sans recourir & un schéma d’intégration spécial.

Pour le calcul du champ rayonné dans le fluide & distance suffisante de la frontiére on
utilisera la formule plus classique suivante
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[ P0G = x)dx = [ PLGHy = X)dx +paely) = e pnly) (220

x 0 Ony
ol
1 St y € Qewt
_)0 sty € Qins
) 1) Gy con & siy regution
i Sty 5 sty régulier

2.3.2 Equation dérivée

Reprenons I’équation 2.16 et dérivons la par rapport a ny. Nous obtenons dans le domaine
Qezt privé de la boule B,:

Opaif , \OG* Opais . OGH
/89—36 ony (X) 8ny (y X)dX + 5. On, (X) 8IIy (y X)dX
0*GF Gk
. Paif (X) dnyon, (y — x)dx — /S pdif(x)m(y —x)dx =0 (2.27)

Le champ incident vérifie sur la frontiére du domaine intérieur privé de la boule B,

apinc aGk apz'nc aGk
/6935 ony (X)R(y — x)dx — 5. Ony (X)a—ny(y —x)dx
9*G*k 952Gk
" o, Pine) On,on, (y —x)dx + /g Pmc(x)m(y —x)dx=0  (2.28)
soit
apinc aGk apinc aGO
/BQBS on,, (x) o, (y —x)dx — 5. On, (X)a—ny(y — x)dx
82Gk 82G0

y =)+ [ pue(x) (v —x)dx = 0(c)  (2.29)

30— B, Pine(X) OnyOny ( On,Ony

car quand r — 0 les noyaux vérifient

GF(r)-G°(r) = O(1
OG*(r)  0G°(r)
on,  on, oa
*G*(r)  9°G°(r) O(1/r) en 3D
OnyOny  Ony,Ony O(Logr) en 2D

~— e

(2.30)
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Le noyau statique vérifie les relations suivantes

270
/6 oG (y—x)dx = 0

B. Ony,Ony
9’°G°
_ —x)dx =
ABE (X Y) anxany (y X) X Cny
0G°
/8B6 nxa—ny(y —x)dx = cny
(2.31)
avec
2
—— en3-—D 1 en3—D
c= g et =<3 (2.32)
—3 en2—D — en2—-—D

Grace aux relations précédentes et a la régularité de p;,. au point y les intégrales sur S,
peuvent alors s’exprimer par

092G 092G 92G°
/EE pmc(x)m(y —-x)dx = /BBE Pinc(x)m(y —X)dx — /Se Pmc(x)m(y —x)dx

G
- -/ Pine(X) 55—y = x)dx + Tpine(y)eny +0(e) (239

0

(y - X)dX = / mec ) nngy ( - X)dX + 0(6)

= — [ P2y x)dx + Tpie(y).m
Se Ony Y

+0(e) (2.34)

Le champ incident vérifie finalement

[, B Ty — e+ [ e 0Ty~ x)i

Q-B. Ony ony on,
aZGk aQGk apinc
a 30— B, pmc(x) anxa / pmc (y - X)dX - any (Y)
(2.35)
Le champ total, que I'on notera désormais p, vérifie donc 1'équation
op oGk aGk
/69—35 anx( )8ny — x)dx +/ anx 8ny (y —x)dx
aQGk 82Gk apinc
~ Jyo5, PO i (¥~ Xdx - [ Pz s (7 X — () = 0() (230

On ne peut pas passer directement a la limite quand € — 0 sans régulariser.
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2.3.3 Nouvelle formulation

Nous proposons ici une méthode de régularisation de 1’équation dérivée dont le principe
est d’utiliser une fonction solution du probléme de Laplace intérieur et une fonction solution
du probléme de Laplace extérieur que 1’on choisira de fagcon a supprimer les singularités
présentes dans les formules précédentes.

Soit. donc pip¢(x) une fonction harmonique dans le domaine intérieur. Nous pouvons
comme précédemment établir une équation intégrale vérifiée par p;,; sur 0€2. Sur la frontiére
du domaine intérieur privé de la boule B, centrée en y nous avons:

apmt 0 - _ apint 0 i
/an 5. Om. —(x)G"(y — x)dx - o, (x)G°(y — x)dx
0G?° 0G?°

~ o Pint(X) on. (y — x)dx + /§ Dint(X) s (y = x)dx =0 (2.37)

La normale n, est extérieure au domaine 2;,; et a la boule B,. L’équation précédente
peut étre dérivée par rapport & ny pour obtenir

apint aGO apz'nt aGO
~/8le5 8nx (X) 8ny (y o X)dX - 5. anx ( )any (y - X)dX
82G0 82G0
~ Joas, pmt(x)m(y — x)dx + /§ pmt(x)m(y —-x)dx =0 (2.38)

n, peut étre ici un vecteur quelconque ne coincidant pas nécessairement avec la normale
en y. Nous pouvons de méme construire une équation sur 0€) vérifiée par p.,; fonction
harmonique dans €2.,; qui au voisinage de Uinfini vérifie p(r) = o(1) et Vp(r) = o(1/r). Sur
la frontiére du domaine extérieur privé de la boule B, centrée en y nous avons:

/0 apewt( )Gy _de+/ OPext (x)G°(y — x)dx

Q—B. ONy
o0G" 8G°
oy Per ) Gy =) [ pen ()

(y —x)dx =0 (2.39)

La normale n, est intérieure au domaine €).,; et extérieure a la boule B.. L’équation
précédente peut étre dérivée par rapport a n, pour obtenir

8p ext aGO 8pea:t
/39—35 ony (x )E X)dx + / 8nx Bny (y x)dx
826‘0 32G0
" Joos, pewt(x)m / Pext (X 3nx8ny ——(y—x)dx=0 (2.40)

En ajoutant les équations 2.38 et 2.40 et posant pg = Pint + Pegt SUr la frontiére, nous
obtenons
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/a O, (X)a—GO(y —x)dx — /60_35 Po(X) i (y — x)dx

-B. Onx " Ony On,Ony
apeact aGO aQGO
S. Ony (x )a—ny( — x)dx — /5 Peat(X) n.om, (y —x)dx
Opint , OG° 9260
- B ' - = 2.41
5. Ony (x )8ny( X)dx + /Ee Pint () n,on, (y —x)dx=0 (2.41)

Dans I’équation 2.36 il est préférable de travailler avec les noyaux statiques plus simples.
C’est pourquoi on ajoute et on soustrait les noyaux statiques des noyaux dynamiques. En
otant de plus I’équation précédente on aboutit a

~/8§2—BE (985,( (X)(gij B gf:)(y — x)dx + 90—B. (8(21 (x) — gﬁi (X))g—fj(y — x)dx
~Joa n. p(")(ai(a;iy - aign ) =x)dx— [ (o) = () a;’iijn (y - x)dx
_/ aapriit g—f:( — x)dx + /s pezt(X)%giy(y —x)dx
o -
. 8811 (%) gf: (y —x)dx — /S p(x) aigiy (y — x)dx = %ﬁi’; (y)+O0(e) (2.42)

On supposera que les fonctions pi(x) et pes:(X) sont choisies pour vérifier

P(X) = Pint(X) — Pext(X) = 0(7‘1+") quand r — 0 et x € 02

50~ G = ) = 0 219

op
Ony

ol r = |x — y| et v est strictement positif. La démonstration de 'existence de telles fonctions
est effectuée a la fin de cette section.

Les relations 2.30 montrent que les termes en G¥ — G et les dérivées de ces expressions
conduisent a des noyaux au plus faiblement singuliers qui sont donc évaluables par des
formules de Gauss aprés un passage éventuel en coordonnées polaires (pour le cas 3D) ou un
autre changement de variable. Le passage a la limite quand € tend vers 0 ne pose donc pas de
probléme dans ces intégrales. En fait, avec les hypothéses précédentes, toutes les intégrales
sur 02 — B, convergent quand ¢ tend vers 0 vers la méme intégrale sur 02 et sont évaluables
numériquement. Il nous reste & déterminer les limites des intégrales sur S, et S.. Posons

0*GY
OnyOn,

= (y — x)dx

ape;ct aGO
s T 00 iy ¥ 0, e
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OPin 8G0 82G0
+ Dint (X) / pmt (y — X)dX

S. Ony 8ny
op ,  0G* (92G’C
- on. g = X)dx /5 P00 5 Gy X)dx (2.44)

Avec les comportements respectifs de p et py au voisinage de y, Iz vaut aussi

_ ape:vt aGO 8200
Is = = [, G g (v —x Jx + [ pen(0) 5 o, (¥~ X)dx
apmt aGO aZGO
+/ O, Xy ¥ T /§ Pint(X) g my X)X
op , OG* 92GF
5. Ony (x) G—Ily(y — X)dx — /s p(x) Ony,On, (¥ = x)dx

* /amB ( - () - oy (X))a—GO(y — x)dx

. Ony Ony ony
82G°
= Joars, P —Po(x)) ooy (y = x)dx + O(€") (2.45)

Les faibles singularités contenues dans les intégrales nous autorisent a sortir la dérivée
normale en y

— apewt 0 0G
IB - any{ S, anx (X)G (y - X)dx + / pezt(X) 6nx (y — x)dx
apmt 0 8G0
+ 8nx x)G’(y — x)dx — / Dint (X 8nx (y — x)dx

. /Se a—nx(x)Gk(y —x)ix = [ p0 5 (v — x)ix

* /39035 ( 8811 (x) = gﬁi (X))GO (y —x)dx
- (P() ~Polx)) gfx (y —x)dx} + O(¢") (2.46)

0QNBe

Pour évaluer la dérivée suivant ny, nous regroupons les termes correspondants aux frontiéres
de Q;,: N B, et de €.,; N B,. La formule de Kirchoff appliquée aux fonctions p et p.,; dans
le domaine €2.,; N B, avec une normale extérieure donne

0

9p 0 oG, o
Se anx( X)G(y - x)dx /Se p(x) ony (y = x)dx + OentNBe anx( x)G(y — x)dx
0G°
 Joau.ns. p(x) Ony (v = x)dx = ceee(y)p(y) + O(e) (2.47)
apext 0 a_GYO apewt 0
s. On, ( )G ( - X dX _/ pewt anx (y - X)dX+ 00,15, Ony ( )G ( )dX
0G°
- pemt(x)—(y - X)dX = Cewt(Y)pext(Y) + 0(6) (248)
QeztNBe Ony
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De méme pour le domaine €2;,; N B, en prenant une normale extérieure.

apmt 0 B . aGO B apmt ) )
5. Ony - (X)G (y —x)dx / Pint(X anx (y —x)dx + s p. Om, (x)G%(y — x)dx
O04ntNBe Pint anx y = Cint\Y )Pint\Y .

Les normales sur 0€2;,; N B, et 02,: N B, sont de sens opposés. Nous avons Cegs + Cint = 1.
En intégrant ces résultats dans I’équation 2.46 nous obtenons

Ip = a%y(cezt(Y)p(w = Ceat(¥)Peat(y) + Cint(¥)Pint () + O(€") (2.50)
D’ou )
Iy = S (y) + O(e) 2.51)

Nous pouvons alors écrire la forme de I’équation dérivée

op oG* 6G 9w PYes
aQGk 62G0 32G0
~ Joo p(x)(anxﬁny B OnyOn, )y —x)dx — /an (p(x) = po(x)) OnyOn, (y — x)dx

ain ainc
+Pint (y) = “Pine ()

2.52
ony ony (2:52)

Nous pouvons remarquer que cette formule ne nécessite plus de condition de régularité
a priori sur la solution du probléme comme la régularité C'* pour l'existence d’une partie
finie.

Cette méthode nécessite des fonctions p;,; et p..+ satisfaisantes. En un point ou la pression
est réguliére la forme la plus simple est

Pint(x) = ply)+ Vp(y).(x—y)
Pext(X) = 0 (2.53)

Cette expression est équivalente a la régularisation proposée par Liu 1992 [157].
[’équation dérivée s’exprime maintenant par

/an 861110,c X)(giy B giy )(y = x)dx + an(aarfx (x) - Vp()’)-nx)g%(y — x)dx
 Joa p(x)(aixgny a aixgny)(y — X)dx
R N

74



Cette expression ne contient que des fonctions intégrables ordinaires. Il suffit de la mul-
tiplier par a et de 'ajouter a I’équation de la section précédente pour obtenir I’équation
intégrale finale que I'on peut discrétiser.

Pour la dimension 2 on peut traiter le cas plus général d’'une surface présentant des singu-
larités géométriques et démontrer I'existence de fonctions p;,; et pess vérifiant les hypothéses
2.43. 11 s’agit donc de montrer I'existence d’une fonction harmonique p;,; sur le domaine
intérieur €2;,; et d’une fonction harmonique p.,; sur le domaine extérieur {2.,; telles que

p(X) - pint(x) - pezt(x) = O(|X - Y‘H—V) (255)
ap apmt v

D)~ Pty = O(x— I (2.56)

Pert ) = O(x~y1) (2.57)

au voisinage de y € 0f2 pour x € 02 et v > 0.

Démonstration
Dans le domaine extérieur €).,;, p vérifie

oGk op X
P(X) = Pine(X) + 69p(z) on. (x —z)dz — /()Q on, (z)G"(x — z)dz (2.58)
ce que ’on peut aussi écrire
0G° op 0
p(x) = /mp(z) o, (x —z)dz — /(‘m 8—nz(Z)G (x — 2)dz + pinc(X)

+ Lgp(z)a(GT;zGO)(x —2)dz — /69 ;—i(z)(Gk — G (x—z)dz  (2.59)

p peut donc se mettre sous la forme

p(x) = po(X) + pr(X) (2.60)
po) = [ p(z)gi: (x—a)ds~ [ %(Z)GO(X — 2)dz (2.61)

est une fonction harmonique dans le domaine extérieur et

pu) = pin) + [ 20 = gyia = [ )6 - 6 - i (262)

est une fonction réguliére. En effet p;,. est régulier au voisinage de 0f2 si I'on suppose qu’il
n’y a pas de source placée sur la frontiére. Les fonctions G*¥ — G° et 0(GF — G°)/dn, sont
bornées au voisinage de y et conduisent a

/60 p(z)a((;air;a())(x —z)dz € C*(Qex) (2.63)
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/an aari (2)(G* = G")(x — 2)dz € C*(Qerr) (2.64)

pour p et dp/dn dans L*®(99Q). Donc pr € C?*(Qeyr) et la régularité de p au voisinage du
point y est équivalente & celle de la fonction harmonique py.

Lorsque la frontiére est réguliére et % continue en y la fonction py est dans H? au
voisinage de y. Au voisinage d’un coin ou d’une discontinuité des données sur la frontiére la
régularité est plus faible. Nous avons les résultats suivants.

On suppose f € LP, il existe des nombres c; ,, tels que la solution de Ap = f vérifie

p=2{ X cimSim} € WP ( Q) (2.65)

0<A;,m<2-2/p

ou Dj,1 < j < n est I'ensemble des points de discontinuité géométrique de la frontiére (voir
figure 2.2, W2P(Qe31) = {u € LP(Qegt), Vuu € [LP(Qezt) P }).

FiGc. 2.2 — Domaine avec des coins. Notations

Ajm et S;m, sont donnés par
1) Avec des conditions de Dirichlet sur L; et L;1q

)\j,m = m, m>1
Wi
Ajom
Sim = 1(r;)ry”" sin(Ajmb;) (2.66)
2) Avec des conditions de Neumann sur L; et L;jq
-1
N = DT
Wi
Ajm
Sim = nj(rj)ri"" cos(Ajmb;) (2.67)
3) Avec des conditions mixtes de type Dirichlet sur L; et Neumann sur L;; ou 'inverse
1.7
Aim = (m— §)w_j’ m =1
Niom s
Sim = 1(r;)ry”" sin(0;A;,m)
Xjom s
(ou Sjm = n;(r)r;™™ sin((wj — 0;)Ajm) ) (2.68)



n; est une fonction de troncature valant 1 prés de D;. Ces fonctions donnent la nature des
singularités aux voisinages des coins.
Application & un probléme de Neumann

On étudie la régularité de la solution du probléme.

Ap = 0 sur

g_fz = g sur 09 (2.69)

Il existe p € W2P telle que gg = g sur OS2 et la fonction p — p est solution de

Alp—p) = -Apel?
op—p) _
I = 0 sur 09 (2.70)

On peut donc appliquer les résultats précédents a la fonction p.
Dans ce cas seuls comptent les angles tels que w; > 7 et les fonctions S;;. Celles-ci ne
sont pas harmoniques. On peut utiliser par exemple la fonction

Za(_zo)a—H

oo ZO_)1+a) (2.71)

f(z) = Re(

oll 2y est un point intérieur & la surface, l'origine est pris en y. Elle est harmonique et au
voisinage de 'origine se comporte en

f(r,0) = 27"“/“’003(%0) + O(r¥/¥) (2.72)
au voisinage de l'infini
f(r,0) =O(/r) (2.73)

Le gradiant de f peut se calculer & partir de la dérivée complexe de f et vaut au voisinage de
Y-

21 cos(™2) ,
— 2" mjw-1 w 2m fw—1
Vf(r0) T ( ~sin() +O(r ) (2.74)
et par conséquent
0
a—;i(r, 0) = OF*™ 1) sur L
af 2w Jw—1
a—n(r, w) = O(r ) sur Lji (2.75)
Finalement la fonction p se décompose au voisinage de y en

p(x) = cf(x) + pr(x) (2.76)

avec pgr € W2P(Qeyy).
On peut donc choisir pour fonctions p;,; et Pegs

Pext(X) = cf (%) (2.77)
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et
Pint(x) = p(y) + Vpr(y).(x —¥) (2.78)

Il faut vérifier les propriétés 2.55,2.56 et 2.57. Les propriétés 2.56 et 2.57 se déduisent de
2.75. Pour 2.55 les injections de Sobolev donnent (voir Brezis 1987 [25]).

Vpr(x) = Vpr(y)| < |[pallwes|x — yI" (279

avecu:l—%,0<1/<1.0nendéduit

Pr(x) = Pr(Y) — VDr(Y)-(x = ¥)| < [[P&llweslx — y[ (2.80)

soit
p(X) - pint(x) - pezt(x) = O(|X - Y|1+V) (281)

2.4 Discrétisation

Avec la formulation précédente le degré d’interpolation des fonctions peut étre quel-
conque. Nous choisirons une discrétisation de degré deux sur 'interface fluide-structure avec
des éléments a trois noeuds pour des problémes plans et des éléments & huit noeuds pour
des surfaces en dimension trois. Les champs de pression et de dérivée normale de la pression
sont donnés sur un élément par les formules classiques.

p@zémMM

Op, . <~ 0pi
on (x) = = On Ni(x)

Les N;(x) sont les fonctions de forme habituelles pour des éléments de degré deux. n = 3
en dimension 2 et n = 8 en dimension 3. Les p; et % sont respectivement les valeurs
des pressions et des dérivées normales de la pression aux noeuds du maillage. Ce sont les
inconnues du probléme.

Nous choisissons de résoudre 1’équation intégrale par une méthode de collocation. Une
autre possibilité serait de résoudre par une méthode variationnelle mais nous avons vu au
début de ce chapitre que cela conduisait a des calculs plus lourds.

La présence de la dérivée tangente de la pression dans les équations pourrait conduire a
un mauvais comportement si nous choisissions de faire la collocation aux noeuds. Les points
de collocation seront donc choisis a l'intérieur des mailles comme dans les figures 2.3 et 2.4.
Nous remarquons que ’on peut associer naturellement le noeud le plus proche & chaque point
de collocation. La distance entre le point de collocation et le noeud le plus proche est un
paramétre v que I'on réglera sur quelques cas tests.

Par ce procédé nous obtenons plus d’équations que d’inconnues. Nous pourrions alors
résoudre ce systéme sur-déterminé par moindres carrés comme Wu 1991 [266]. Toutefois
cette méthode présente 'inconvénient d’augmenter I’espace de stockage nécessaire et surtout
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O noeuds de I'Elément.

®  points de collocation.
F1G. 2.3 — Noeuds et points de collocation en 2D.

nécessite une multiplication matricielle coiiteuse en temps calcul. C’est pourquoi nous avons
adopté une approche plus simple qui consiste & n’écrire qu’une seule équation pour chaque
noeud. On commence & écrire les équations pour les noeuds de la premiére maille. Pour les
mailles suivantes nous n’écrivons que les équations pour des points de collocation associés a
des noeuds ne figurant pas dans les mailles précédentes.

Remarque: Francis 1991 [85] a utilis¢é un nombre de points de collocation plus faible
pour I'équation dérivée que pour ’équation initiale sans diminuer sensiblement la qualité du
résultat. Mais il n’a pas fourni de justification ni de critére permettant de sélectionner le
nombre minimal de points a prendre.

2.5 Intégrations numériques.

Nous évaluerons les différentes intégrales par la méthode des points de Gauss en adaptant
le nombre de points suivant les éléments. Nous classerons les éléments en trois catégories :

- les éléments éloignés du point de collocation.
- les éléments proches du point de collocation.
- I’élément auquel appartient le point de collocation (élément singulier).

Apres différents tests nous avons adopté les schémas d’intégration décrits dans le tableau
suivant qui donne le nombre de points de Gauss en fonction de la dimension et du type
d’élément.

| type d’élément | 2D | 8D |

lointain ) 2x2
proche 7 3x3
singulier 2x7 | 4x3x3 + 4x3x3
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noeuds de I'Elément.

L el

points de collocation.

F1G. 2.4 — Noeuds et points de collocation en 3D.

En dehors de I’élément singulier le schéma d’intégration est classique. L’élément singulier
est par contre traité de maniére particuliére. Dans ce cas I’élément est découpé en plusieurs
sous-éléments. Sur chaque sous-élément un changement de variable est effectué pour suppri-
mer les singularités des fonctions intégrées.

Cas bidimensionnel

L’élément est divisé en deux parties comme l'indique la figure 2.5.

On fait les changements de coordonnées suivants sur les deux sous-éléments, en notant
Yo la position du point de collocation dans 1’élément de référence.

yi(z) =yo— (1 + yo)(l_‘%)g
(@) = 5 (14 3o)(1 — )

1+2z)?
Y2(7) = yo + (1 — yo)%
) 3 9
() = g(1=4)(1+2)
Les singularités des fonctions en dimension deux sont du type logarithmique. Avec ce
changement de variable nous obtenons pour le premier sous-élément

3

[ Loglly— sy = [ Log((1+ 50 )20 4 o) (1 — 21 (0
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glément
courant

Yo
i élément de référence
0 1
y2

I T 1 I
-1 o 1 -1
© noeud v, ¥ changements de variable
@ point de collocation 12

F1G. 2.5 — Elément singulier 2D.

Ou f(y) est une fonction réguliére en y. La nouvelle intégrale est réguliére et se calcule
facilement en prenant quelques points de Gauss. La situation est identique sur le deuxiéme
sous-élément.

Cas tridimensionnel

L’élément est divisé en quatre parties. Chaque sous-élément de I’élément de référence est
a nouveau divisé en deux. Sur la partie (/;) contenant le point de collocation nous passons
en coordonnées polaires. Le calcul est effectué en prenant 9 points de Gauss dans le systéme
(r,8). Sur la partie restante (I) on fait un changement de coordonnées pour se ramener au
carré [-1,1]x[-1,1] usuel. L’intégration est effectué avec 9 points de Gauss dans le nouveau
systéeme. Ces changements de variable permettent de supprimer la singularité en % .

La discrétisation conduit finalement & un systéme matriciel reliant les valeurs aux noeuds
de la pression et de sa dérivée normale ce que I'on peut exprimer par

APtot + BaPtot = Pinc + aaPinc

ou Py, et P;,. désigne les vecteurs des pressions totales et des pressions incidentes aux
noeuds. OP;, et 0P;,. sont les vecteurs des dérivées normales.

2.6 Couplage fluide-structure

Pour des problémes couplés il est préférable de modéliser le corps solide par éléments
finis (Dhatt 1981 [58|) plutoét que d’utiliser une autre formulation intégrale. Cette démarche
a cependant été utilisée par Seybert 1988 [227|. Les éléments finis permettent de traiter
des problémes plus généraux, en particulier des corps inhomogénes, et de profiter de la
disponibilité de grands codes commerciaux. Dans des cas favorables comme des études de
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rayonnement de plaques (Delhommeau 1981 [55]) ou de poutres a basses fréquences (Jiang
1986 [128]) le probléme des fréquences singuliéres n’apparait pas et il est possible d’utiliser
I’équation intégrale de Kirchoff pour obtenir la relation d’impédance sur la surface de sé-
paration fluide-structure. Dans les autres cas la principale difficulté des problémes couplés
reste la modélisation du fluide qui est effectuée par I'une des méthodes décrites au début de
ce chapitre. Wilton 1978 |263] et Everstine 1990 [76| ont utilise CHIEF avec des éléments
de degré 0. Mathews 1986 [166] a utilisé la méthode de Burton et Miller en régularisant soit
par mutiplication par I'opérateur Ly soit par la formule 2.12 sans indiquer toutefois le moyen
de calculer la singularité. Jeans 1990 [126] et Ben Mariem 1987 [17] ont résolu 1’équation
intégrale par des méthodes variationnelles. On pourra se référer 4 Chen 1982 [37] pour une
revue des méthodes utilisées jusqu’a cette date.

Nous utiliserons la méthode décrite dans les sections précédentes pour modéliser le flui-
de et le couplage s’effectuera de maniére classique en imposant la continuité du vecteur
contrainte et de la vitesse normale. Reprenons les équations obtenues dans les sections pré-
cédentes sous forme discrétisée et ajoutons les conditions de continuité sur la pression et la
vitesse.

Mouvement de la structure.

(K — w’M)U = Fy,;, — SPy, (2.82)

K et M sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse de la structure.
F,.: est le vecteur des efforts imposés autres que la pression du fluide. Ces grandeurs sont
calculées par le code SAMCEF. S est une matrice transformant la pression du fluide en des
efforts aux noeuds de la structure. Ecrits sous forme vectorielle les composantes de S se
calculent par
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Ny est le nombre de noeuds sur l'interface fluide-structure.
Equation intégrale du fluide.

APtot + BaPtot = Pinc + aaPinc (284)

Continuité de la vitesse normale au contact fluide-structure.

2

prw
ANU = 0Py, avec A = _ 2.85
tot 1—Z(A+2M)p;uc2 ( )

N est une matrice diagonale formée par les composantes des normales aux noeuds de I'in-
terface et par zéro aux noeuds intérieurs a la structure.

Plusieurs possibilités de résolution existent mais pour une méthode de résolution directe il
est préférable de poser le probléme final en termes d’inconnues fluides plutét que d’inconnues
solides ce qui augmenterait beaucoup la taille de la matrice a inverser, voir Paulsen 1992
[201] et Mathews 1986 [166]

En posant Z = K — w?M nous pouvons obtenir les déplacements de la structure.

U=2Z"'F,, — Z 'SP, (2.86)

Nous portons cette relation dans 1’équation intégrale en tenant compte de la condition
de continuité de la vitesse

AP, + \BNU = P;,, + 0P, (2.87)

(A — ABNZ7!S)P,,; = Pipe + aOP;. — ABNZ 7 'Fy, (2.88)

D’ou la pression P;, par résolution du systéme linéaire. Les matrices sont pleines et non
symétriques. La résolution est effectuée par une méthode de Gauss par blocs.
On peut alors calculer les autres grandeurs U et 0Py, par les relations précédentes.

2.7 Passage dans le domaine temporel

Pour résoudre un probléme non stationnaire il existe deux approches principales. Soit on
résout directement a I’aide d’un schéma discret en temps ot ’on calcule la solution & I’instant
n+1 en fonction des résultats aux instants i pour ¢« < n. Cette méthode a été utilisée a partir
de la formule des potentiels retardés de Kirchoff par Friedman 1962 [86], Mitzner 1967 [175],
Shaw 1968 [229], Neilson 1978 [186], Bennet 1981 [18] et Ding 1989 [60]. Ils traitent la
diffusion par des obstacles rigides ou par des inclusions fluides. Quelques auteurs, plus rares,
comme Von Estorff 1991 [257] ont étendu le formalisme pour des problémes couplés a des
structures élastiques. Cette approche, bien que satisfaisante en temps calcul, nécessite de
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conserver tous les résultats intermédiaires car la solution a I'instant n+1 dépend de tous les
instants précédents. Elle est utile principalement pour ’étude de phénomeénes transitoires
rapides comme des ondes de choc.

La deuxiéme approche est fondée sur une série de calculs dans le domaine fréquentiel
suivie d’une transformation de Fourier ou de Laplace. Nous choisirons cette méthode qui est
compétitive par rapport a la précédente (Von Estorff 1990 [258] et Manolis 1983 [163]) pour
des mouvements dont le spectre n’est pas trop étendu en fréquence. Elle permet surtout
d’obtenir les fonctions de transfert qui nous seront utiles dans des problémes de controle
actif.

La transformation de Fourier est plus facile & mettre en oeuvre que la transformation de
Laplace et sera utilisée principalement pour la diffusion par des corps rigides pour lesquels
les fréquences de diffusion sont dans le demi-plan I'm(w) < 0. Pour des problémes couplés
certaines fréquences sont a priori proches de ’axe réel et il est préférable dans ce cas de
faire une transformation de Laplace sur un chemin inclus dans le demi-plan I'm(w) > 0.
Rappelons quelques résultats relatifs a la mise en oeuvre numérique de la transformation de
Fourier.

Soit f(t) une fonction dépendant du temps, on définit un échantillonnage de période T
de f par la distribution

50 = 10) ¥ o) 259)

La transformée de Fourier de f; est

Fs (CU) — __'—Zio f(nT)eiwnT
1 ¥
= 7 n:Z_OOF(w — NWs) (2.90)

ws = 27 /T est la pulsation associée a la fréquence d’échantillonnage et F est la transformée
de Fourier de f. Pour éviter le phénomeéne d’aliasing il faut que le support de F soit contenu

dans lintervalle [—%, “<]. Soit f, la plus haute fréquence contenue dans le spectre de f, il
faut donc que
1
> 2.91
= > f (291)
En prenant la restriction de f & l'intervalle [0, (N — 1)T] on peut définir la transformée
de Fourier discréte et en obtenir un échantillonnage aux fréquences % par
~ 27Tk N-l s 2mkn
F —_—) = T N 292
(§7) = X S0T)e (292
soit en modifiant la notation Nt
Fe=Y fue™% (2.93)
n=0

On obtient une valeur approchée de la transformée de Fourier de f qui est la convolution de
la valeur exacte F' par la transformée de Fourier de la fonction de fenétrage qui est ici la
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fonction indicatrice de l'intervalle [0, (N — 1)T]. Les calculs numériques sont effectués par
FFT.

Appliquons ceci & une source ponctuelle placée en x; émettant un signal d’amplitude s(%)
de transformée de Fourier s(w). Pour w fixé la résolution du probléme harmonique avec une
source ponctuelle en x, d’amplitude unité nous donne la pression p(x,w) en un point x ou
I’on désire calculer la réponse transitoire. La transformée de Fourier du signal cherché est
donc s(w)p(x,w) et une transformation inverse nous en donne la valeur temporelle.

Si 'on suppose que la durée du signal au point x est T, il faut un échantillonnage
en fréquence de finesse inférieure a 1/27. En fait les calculs ne seront pas fait avec cette
résolution. On calcule p(x,w) en un nombre de points en fréquence suffisant pour représenter
les variations de la fonction et on interpole par des splines cubiques pour prolonger la solution
aux autres fréquences.
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Chapitre 3

Validation et exemples

3.1 Comportement numérique et convergence

Sur quelques problémes tests dont la solution analytique est connue, nous avons étudié
le comportement de I'erreur en fonction de divers paramétres dont la finesse du maillage, la
fréquence, le nombre de points de Gauss et la position des points de collocation. L’erreur est
définie & partir de la norme L? sur la surface de la différence par rapport a la solution exacte
soit

_ ||p - pexact“L?(aﬂ) (31)

| |pezact | | L2(0%)

Il est plus facile de tester le comportement des équations intégrales sur des problémes décou-
plés, c’est pourquoi nous nous concentrerons essentiellement sur des problémes d’acoustique.

3.1.1 Acoustique pure

Dans ce cas on peut former simplement des solutions analytiques pour des géométries
quelconques en plagant des sources dans le domaine intérieur. Ces sources créent un champ
de pression p, connu dans tout I’espace. On résout alors un probléme avec comme condition
aux limites sur la frontiére % = %I:f. La solution en pression doit étre égale a p;.

Les différents cas tests sont définis sur les figures suivantes et sont constitués d’un dipole
dans un cylindre ou dans une sphére. Pour étudier I'influence de coins sur la surface, on
considérera aussi les cas d'un dipdle plongé dans un carré ou dans un cube. En raison des
symétries la partie maillée est restreinte a y > 0 en 2D et & la partie y > 0O et 2 > 0 en
dimension 3.

Avant tout il convient de déterminer les positions optimales des points de collocation
a l'intérieur des mailles. Des tests ont été effectués a partir des exemples précédents a la
fréquence ka = 4, ol @ = 1.m est le rayon dans le cas du cylindre ou de la sphére et le
demi-coté pour le carré ou le cube. Nous prendrons ¢ = 343.54m/s pour la vitesse du son
dans I’air.
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F1G. 3.1 — Probléme 1: Dipédle dans un cy- FI1G. 3.3 — Probléme 3: Dipdle dans une
lindre. sphere.

025 X 025 %

F1G. 3.2 — Probléme 2: Dipéle dans un carré. FiG. 3.4 — Probléeme 4 : Dipdle dans un cube.
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Les maillages, assez grossiers pour engendrer des erreurs appréciables, sont réalisés pour
avoir environ 5 noeuds par longueur d’onde ce qui se traduit par des maillages de degré
2 de 8 éléments pour le carré, 5 éléments pour le cylindre, 18 éléments pour la sphére et
24 éléments pour le cube. Nous avons tracé I’erreur en fonction de la position des points
de collocation dans la maille élémentaire (paramétre v du chapitre précédent). Les points
sources sont placés sur I’axe x a une distance d = 0.25m de l'origine et ont des amplitudes
opposeées. La figure 3.5 montre la valeur de l'erreur en fonction de v pour les 4 problémes
précédents. Les valeurs v = (0.05 en dimension 2 et ¥ = 0.10 en dimension 3 réalisent un
compromis entre les différentes courbes et seront adoptées dans les applications numériques
qui suivent. Les valeurs précises choisies pour ces paramétres ne sont pas déterminantes car
les courbes sont réguliéres.
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PARAMETRE DE POSITION v

F1G. 3.5 — Influence de la position du point de collocation sur l’erreur.

Nous nous proposons ensuite de déterminer la vitesse de convergence en fonction de la
finesse du maillage pour les problémes 1 et 2, c’est a dire pour des problémes bidimensionnels.
Le parametre de maillage est le nombre de noeuds sur la frontiére qui est directement relié
dans ce cas a la distance entre deux noeuds voisins car les maillages sont uniformes. La
figure 3.6 et les suivantes sont tracées en échelles logarithmiques (de base 10) pour faciliter
la lecture des pentes.

Pour le cas du cylindre nous trouvons une vitesse de convergence de ’ordre de 2.3 donc
quadratique par une interpolation au sens des moindres carrés des points de la courbe. Le
calcul pour le carré a été effectué a ’aide de deux maillages différents. Un premier maillage
classique conduit a la courbe notée carrél et une vitesse de convergence plus faible que dans
le cas précédent (1.5 environ). Un deuxiéme maillage (carré2) a été effectué en dédoublant

89



ERREUR (LOG(e))

ERREUR (LOG(e))

2 NN —
.
N
AN o
L o 4
N Tre. carrel
—~ N .B."‘~ -
N a2
.
N
—~ N -
N
N
N
— &\
4 ~ _carre2
Al
N
- o .
i cylin
6 . . . . | . . . . | . . . . |
0 1 2 3
NOMBRE DE NOEUDS (LOG(N))
F1G. 3.6 — Convergence en dimension 2.
O T T T T I T T T T I T T T T
B
L e 4
-1 — . —
- AN RN 4
N = cubel
AN
L \ 4
N\
]
—~ N\ -
N
AN
AN
s cube2
2 ]
3 . . . . | . . . . | . . . .

0 0.5 1 1.5
FINESSE DU MAILLAGE (ILOG(h)])

F1G. 3.7 — Convergence en dimension 3.
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les noeuds des coins. Remarquons qu’avec le choix adopté pour les points de collocation on
obtient toujours une équation par noeud. On constate une nette amélioration au niveau de
la vitesse de convergence qui vaut de nouveau 2.3.

Ces trois exemples montrent D'efficacité de la méthode numérique dans les problémes
bidimensionnels. On constate en particulier que les singularités géométriques n’empéchent
pas une bonne convergence qui peut étre amélioré si le maillage tient compte des coins en
dédoublant les noeuds en ces points.

La figure 3.7 présente les résultats analogues obtenues en dimension 3 avec des maillages
sensiblement uniformes. Le paramétre de maillage, noté h, est la distance moyenne entre
deux noeuds. Le maillage du cube a de nouveau été réalisé selon deux techniques. L’une avec
un maillage classique (cubel) et autre (cube2) en créant pour les points sur les coins et sur
les arétes un noeud différent pour chaque direction possible de la normale. De nouveau la
convergence est améliorée par ce procédé. Nous trouvons une vitesse de convergence de 1.4
pour le cube avec un maillage normal et de 2.2 pour le maillage séparant les coins. Elle vaut
2.1 pour la surface sphérique. On obtient donc des convergences sensiblement quadratiques
méme pour des objets présentant des singularités géométriques.

Pour mesurer I'intérét d’utiliser des éléments de degré deux nous avons comparé avec des
éléments de degré un. Dans les cas de la sphére et du cube (cube2), la figure 3.8 montre la
variation de ’erreur pour les deux types de maillage. Le maillage de degré un est obtenu
a partir du maillage de degré deux en divisant les mailles en quatre. Il comporte donc
quelques noeuds supplémentaires (environ 25%). La comparaison des deux courbes montre
que néanmoins les résultats sont plus précis pour des éléments de degré deux. Pour la sphére
les vitesses de convergence estimées sont de 2.1 en degré deux et de 1.5 en degré un, de plus
I’erreur obtenue avec des éléments quadratiques est nettement inférieure a celle obtenue avec
des éléments linéaires.

3.1.2 Comportement aux voisinages de coins

Pour affiner I’étude de la convergence nous nous intéressons a la convergence ponctuelle au
voisinage d’une singularité géométrique. Pour un probléme avec frontiére rigide en dimension
deux le comportement de la solution au voisinage d’un angle est

p(r,0) =a+ brgsin(%e) +0(rs) (3.2)

r et # sont les coordonnées polaires du point de calcul avec pour origine le sommet de ’angle.
« est I'angle intérieur au domaine fluide. Ce champ de pression n’est pas C* et son gradient
tend vers l'infini au voisinage du coin. Pour vérifier le comportement du calcul numérique
pour cette situation nous avons modélisé le triangle représenté sur la figure 3.9.

Le coin est pris pour origine des coordonnées. La longueur est L = 1.m et la hauteur
H = 2.m ce qui conduit & o« = 270°. La surface est rigide et le champ de pression est calculé
au sommet pour des maillages uniformes sur la frontiére avec et sans dédoublement des
noeuds aux points singuliers. La source est plagée soit en S1(—2/3,0) soit en S2(0.2,0.2) et
le calcul est effectué a f = 1000H z.

La figure 3.10 représente I’erreur sur la pression en S lorsque la source est placée en S1 ce
qui conduit & une solution réguliére. On constate qu’il y a convergence ponctuelle pour les
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deux types de maillage mais que le dédoublement des noeuds augmente considérablement la
vitesse de convergence. La méme figure contient la variation de ’erreur pour une source placée
en S2 avec les mémes maillages. La solution analytique n’étant pas connue la solution de
référence est obtenue numériquement avec un maillage trés fin. La conclusion est semblable
au cas précédent avec cependant une convergence plus lente qui traduit le comportement
plus singulier de la solution.

La figure 3.11 montre la variation de la pression en fonction de ra pour un champ produit
par une source placée en (1,1). Au voisinage de I’origine la courbe est une droite ce qui prouve
que la pression a bien le comportement en ra.

Nous avons de méme étudié I'exemple tridimensionnel du cube avec une source dipolaire
S1 d’amplitude -1 en (-0.25,0,0) et 1 en (0.25,0,0) ainsi quun probléme de diffraction engendré
par 8 sources placées au point S2(2,2,2) et & ses symétriques par rapport aux plans de
coordonnées ce qui permet de ne mailler que % du cube. On étudie la convergence ponctuelle
au sommet S(1,1,1) pour ces deux exemples avec des maillages usuels et dédoublés. Les
résultats sont reproduits sur la figure 3.12 et conduisent & la méme conclusion que dans le
cas bidimensionnel.

On constate donc que le calcul conduit a une solution correcte méme pour un champ de
pression peu régulier.

3.1.3 Problémes couplés

Nous nous intéressons de méme a la convergence pour des problémes couplés. Dans ce cas
le nombre de solutions analytiques est trés restreint. Nous testerons uniquement un cylindre
élastique et une coque sphérique (voir figure 3.13 et 3.14) soumis & une pression interne
uniforme pour lesquels des solutions simples peuvent étre construites. Le cylindre a un rayon
interne d’un métre et une épaisseur de 1.cm. La sphére a le méme rayon et une épaisseur de
2.cm. Le matériau utilisé est 1’acier de propriétés £ = 2.10'"' Pa, v = 0.3, p = 7800.kg/m?>.
La pression interne est de 100N/m? pour le cylindre et 1.N/m? pour la sphére. Seuls 1/4 du
cylindre et 1/8 de la sphére sont maillés en raison des symétries avec des maillages uniformes
a un élément suivant 1’épaisseur. Les calculs sont effectués & 1000Hz pour le cylindre et 400Hz
pour la sphére.

Dans les deux cas I’erreur a été tracée en fonction de la finesse du maillage et les résultats
sont reproduits sur la figure 3.15. On trouve une convergence de l'ordre de 2.3 pour la coque
sphérique et de 3.6 pour le cylindre. La symétrie des problémes traités qui conduit & une
pression constante sur l'interface fluide-solide explique en partie ces bons résultats.

3.2 Suppression des fréquences singuliéres

Différents calculs ont été effectués avec les problémes tests précédents pour comparer
le comportement de 1’équation intégrale de Kirchoff et la formulation modifiée en ajoutant
I’équation dérivée. La figure 3.16 montre la variation de ’erreur, définie comme précédem-
ment, en fonction de la fréquence pour un probléme bidimensionnel (dipdle dans un cylindre
avec 10 mailles). Quand la constante de couplage « est nulle I’erreur est inacceptable aux
voisinages des fréquences singuliéres. Par contre la valeur oo = a,p: supprime ce phénoméne
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F1G. 3.13 — Vibrations d’un tube élastique.
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F1G. 3.15 — Convergence pour des problémes couplés.
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et permet d’obtenir une erreur de méme ordre de grandeur quelque soit la fréquence. Divers
tests ont permis de retenir la valeur oy, = W comme proche de 'optimum. La valeur
classique est o = i/|k|. La notre permet de diminuer la contribution de 1'équation dérivée
a basse fréquence ou elle est moins précise que I’équation simple déduite de la formule de
Kirchoff.

Pour un probléme tridimensionnel le résultat est semblable comme le montre la figure
3.17. L’exemple traité est un dipole dans une sphére (probléme 3 de la section précédente
avec 9 mailles). On observe de nouveau une amélioration trés nette du comportement des
solutions avec la méme valeur pour oy.

Ces deux exemples confirment 'intérét de cette méthode de suppression des fréquences
singulieres. L’utilisation d’éléments de degré deux permet de conserver une bonne conver-
gence en fonction de la finesse du maillage. Ceux utilisés dans les deux exemples précédents
sont relativement grossiers mais permettent néanmoins une bonne approximation des solu-
tions.

Un test est réalisé & haute fréquence, au voisinage de ka=100. (a=1.m), pour le cas du
cylindre (figure 3.18). Le nombre de modes intérieurs inférieurs a cette fréquence peut étre
évalué par la formule asymptotique

S
Nw) = 020)2 (cas 2D) (3.3)
soit dans le cas présent N(w) = 2500. L’intervalle de fréquence représenté sur la figure

contient dN/dwAw = 366 modes intérieurs. Quand la constante de couplage « est nulle
I’erreur est chaotique et prend des valeurs inacceptables. La valeur optimisée de @ montre
au contraire un comportement trés satisfaisant. L’erreur est trés réguliére en fonction de la
fréquence et se situe bien en dessous de la valeur moyenne obtenue avec un couplage nul.

Deux autres tests ont été réalisés pour des problémes couplés. La figure 3.19 montre la
variation de ’erreur en fonction de la fréquence pour le rayonnement d’un tube soumis a
une pression interne uniforme. La figure 3.20 présente la situation analogue d’une coque
sphérique. Dans les deux cas nous constatons que l'erreur aux voisinages des fréquences
singuliéres est encore présente dans ce type de probléme et que ’équation intégrale modifiée
conduit & un comportement satisfaisant.

3.3 Calcul de réponses temporelles

On se propose de calculer la réponse temporelle en un point de ’espace quand 1’excitation
est un point source émettant dans le fluide. En champ libre tridimensionnel la pression & une
distance r d’une source fixe est donnée par

s(t—r/c)

477 (3:4)

pinc(ra t) =
ou s(t) est ’amplitude de la source au temps t. Dans le domaine fréquentiel la relation s’écrit

Dine(r,w) = /+OOM

—00 A7y
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Fia. 3.17 — Variation de ’erreur pour un probléeme 3D.
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Fi1G. 3.19 — Variation de l’erreur pour un probléeme couplé 2D.
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wr/c  pioco ]

= 64777“ /oo s(t—r/c)e“"(t_r/c)dt
eikr

— 3.5
< s (3.5

ol s(w) est la transformée de Fourier de la fonction source s(t).
En dimension deux nous avons

Pine(r,t) = % [ O:/C \/(T _S(T) dr (3.6)

)2 — 12/
Dans le domaine fréquentiel
+oo .
pinc(ra w) = / pinc(ra t)ethdt
+oo 1 t—r/c )
= / / 5(7) drle™tdt

o 2T \/T—t —r2/c2

T ) 27T 2 _ 2 02

- %Ho(kr)s(w) (3.7)
grace a la relation
o gl i
dt = —H, 3.8
| =it =5 Hola) (3.8)

Soit ps(x,w) la pression totale au point x calculée lorsque l'excitation est une source
ponctuelle harmonique d’amplitude unité, la transformée de Fourier de la réponse temporelle
lorsque I'excitation est s(t) est donc p(x,w) = s(w)ps(x,w) et la solution temporelle s’obtient
par transformation inverse.

p(x,t) = L /+Oo p(x, w)e “dw (3.9)

2T —0o0
Supposons que la source émet pendant l'intervalle [0, 7] et que son spectre est contenu
dans [—27Fpap, 27 Frpee]- Selon le théoréme de Shannon la période d’échantillonnage du

signal en temps 7, doit vérifier

1
Fma:c S f (310)

Prenons pour exemple le cas d’un créneau en temps s(t) de durée T. La transformée de
Fourier vaut

; n(wT/2)
— sz/2TSZn(w 3.11
s(w) = TT o (311)
Nous avons la relation
a cq 1
/0 SZZQIdx ~ g ~ quand o — +00 (3.12)
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ce qui conduit a

2nF 1
( /_ ls(w) fdw) /2~ V2RT(1 = ) (3.13)

Nous faisons donc une erreur de moins de 1% sur la norme L? de s(w) en prenant la restriction

alintervalle [—27 Flep, 27 Frpae] avec Frae = 529 On en déduit la période d’échantillonnage

) " 2m2T
nécessaire pour le signal s(t)

_ 1 _ 2T
" 2F.. 100

Supposons que le signal percu au point d’observation soit nul au dela d’un temps 7y. Pour
que le signal en fréquence soit bien échantillonné il faut

T,

(3.14)

1
Af < (3.15)

Le nombre de points requis pour les transformées de Fourier discrétes doit satisfaire

QTFma.z S N
2T0Fmaw S N
(3.16)

en général Ty > T donc N > 2T F 0z-

Pour tester la méthode de calcul nous avons résolu le probléme bidimensionnel de la
diffusion des ondes acoustiques par un cylindre rigide de rayon unité centré a ’origine. Une
source ponctuelle est placée en (—2,0) et le point d’observation se situe en (2,0). Dans
les exemples suivants la source émet pendant la durée 7y = 0.05s un signal unité et le
temps d’observation est T, = 5.s. Un calcul numérique a été effectué avec une résolution en
fréquence de 50.Hz dans la bande [125,2000.H z]. Dans l'intervalle [0, 100.H z| la résolution
est poussée a 10.Hz avec un raffinement autour de 0 pour capter la forme de la singularité
logarithmique a I’origine. Le calcul fournit la pression incidente et surtout la pression totale a
ces fréquences. La figure 3.21 présente la pression incidente en ’absence de I'obstacle obtenue
par un calcul analytique en temps a 'aide de la formule 3.6 et par une transformation
de Fourier de la pression incidente exprimée dans le domaine fréquentiel avec la résolution
précédente en fréquence (et la correction due a la distance explicitée ci-dessous). On constate
un bon accord entre les deux courbes ce qui montre que le nombre de points en fréquence est
correct pour cet exemple. Le temps nécessaire au signal pour atteindre le point d’observation
est t = D/c = 1.16 1072s ce que I'on retrouve sur la courbe.

Pour la pression diffusée la réponse harmonique p,(x,w) est comparée a la solution ana-
lytique obtenue par un développement en série. La figure 3.22 compare les modules des
pressions calculées numériquement et analytiquement. La pression numérique est interpollée
entre les points de calcul & 'aide de splines cubiques. On constate qu’au deld de 100.Hz,
c’est a dire quand la résolution en fréquence devient plus faible, des erreurs importantes sont
introduites. La figure 3.23 qui compare les parties réelles montre bien 1’origine du phénoméne
qui est une trop faible résolution pour bien représenter les variations de la pression en fonction
de la fréquence. La comparaison des parties imaginaires conduirait au méme résultat.
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F1G. 3.20 — Variation de l’erreur pour un probléeme couplé 3D.
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F1G. 3.21 — Champ de pression incident au point d’observation.
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F1G. 3.23 — Partie réelle de la pression diffusée.
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Pour remédier a ce probléme nous pourrions augmenter le nombre de points en fréquence
ce qui conduirait & un accroissement sensible du temps de calcul. Les résultats du chapitre
3 montre cependant qu’a grande distance la pression diffusée se comporte en e*" multipliée
par une fonction dépendant du point et de la fréquence. Nous ferons I’hypothése que cette
fonction varie lentement en fonction de la fréquence par rapport au terme e**”. Le calcul
consiste maintenant & multiplier la solution obtenue par e ", & réaliser I'interpolation en
fréquence par des splines puis & multiplier le résultat obtenu par e*". La distance r retenue
est prise entre la source et le point d’observation. Cette démarche a été utilisée et conduit a
la courbe 3.24 montrant la variation du module de la pression et a la courbe 3.25 qui montre
la partie réelle. On constate une trés nette amélioration du résultat.

Une transformation de Fourier inverse de p(x,w) conduit aux courbes courbes 3.26 et
3.27 qui montrent respectivement les variations temporelles des pressions diffusée et totale.
Dans cet exemple la pression incidente est dominante. Sa lente décroissance en fonction du
temps provient de la nature particuliére des solutions de ’équation des ondes en dimension
deux o1l un signal émis en champ libre & un instant donné continuera & étre perceptible a
tout instant futur alors qu’en dimension trois un signal émis en champ libre n’est perceptible,
en un point donné, que durant un intervalle de temps égal a la durée d’émission.

La figure 3.28 représente le champ de pression derriére un mur bidimensionnel de hauteur
2.m et d’épaisseur 2.cm dont la base est située a ’origine des coordonnées. Une source ponc-
tuelle est placée en (2,0.5) et les champs sont calculés au point (-2,0.5) situé derriére le mur.
La source émet un signal unité durant 0.007s. Le sol est supposé parfaitement réfléchissant.
La comparaison entre le champ incident et le champ total montre un effet d’atténuation du
a l'obstacle. La pression reste nulle jusqu’a l'instant ¢ = 1.46 10~2s qui correspond au plus
court chemin de la source au point d’observation.

Un exemple a été traité avec un mur tridimensionnel de hauteur 2.m et de longueur
infinie. La source est située en (2,0,0.5) et le sol est réfléchissant. Le calcul est effectué par la
méthode décrite dans le chapitre suivant. Le point d’observation est en (-2,0,0.5) derriére le
mur. La figure 3.29 présente la pression incidente et la pression totale calculées par la méme
méthode numeérique. On peut vérifier la valeur de la pression incidente soit p = 3.97 1072 Pa
donnée par la formule 3.4. Le phénoméne de Gibbs perturbe légérement le résultat a ce niveau
de précision. On observe qu’en dimension trois la décroissance de la pression est rapide aprés
la fin d’émission de la source.
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F1G. 3.26 — Evolution de la pression diffusée en fonction de temps pour un point derriére le
cylindre.
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F1G. 3.27 — Evolution de la pression totale en fonction de temps pour un point derriére le
cylindre.
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Chapitre 4

Pression autour d’un mur de section
constante

4.1 Introduction

Nous nous proposons d’utiliser les résultats précédents pour calculer ’atténuation appor-
tée par un mur antibruit soumis & un champ de pression incident. Classiquement ’atténuation
est calculée par des méthodes semi-analytiques dérivées des solutions de Sommerfeld et Mac-
donald qui donnent la diffraction d’une onde plane ou cylindrique par un demi-plan infini,
voir Maekawa 1965 [160]|. Pierce 1974 [204], Jonasson 1972 [129] et Tolstoy 1989 [251] ont
traité les cas d’un angle entre deux plans et d’une ligne polygonale 2D. On obtient ainsi des
estimations des atténuations pour ces géométries simples. Elles ont été vérifiées expérimen-
talement avec un accord correct par plusieurs auteurs dont Isei 1980 [124] et Rasmussen 1985
[208|. La théorie de la diffraction de Keller, appliquée au cas d’un mur antibruit par Kurze
1971 et 1974 [148] [147], donne une estimation du champ de pression dans la zone d’ombre
a partir de la valeur du champ diffracté par le sommet du mur. Elle peut se généraliser pour
des géométries plus complexes. Les erreurs introduites par ces méthodes approchées sont
cependant difficilement quantifiables notamment pour les basses fréquences pour lesquelles
les calculs de diffraction ne sont pas adaptés. Lorsque la géométrie est complexe, lorsque 1’on
désire des résultats précis ou lorsque le mur est revétu d’absorbants les méthodes numériques
deviennent nécessaires. Elles sont aussi utiles pour des basses fréquences, lorsque la longueur
d’onde devient du méme ordre de grandeur que la dimension du mur. Kawai 1990 [133],
Seznec 1980 [228]|, Hothersall 1991 [116] [117] et Antes 1991 [7] ont calculé par équations
intégrales l'atténuation apportée par des murs de formes diverses. Les modélisations sont
essentiellement bidimensionnelles avec une excitation due & une ligne de sources. Antes et
Kawai ont calculé des murs tridimensionnels de longueurs finies avec une excitation par une
source ponctuelle en maillant le mur a I’aide d’éléments surfaciques. En raison du volume
de calcul ces modélisations sont limitées a des murs de longueurs raisonnables mais surtout
aux domaines des basses fréquences (quelques centaines de Hertz au mieux) avec des sources
suffisamment éloignées du mur. Autrement le nombre de mailles nécessaire est tel que le
calcul devient irréalisable. Numériquement il est donc possible par ces méthodes de calculer
le comportement en présence d’une ligne de source ou d’une source ponctuelle & basse fré-
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quence. Les expériences sont cependant faites le plus souvent avec des sources ponctuelles et
les bruits réels, comme ceux produits par des trains ou des files de voitures, sont mieux re-
présentées par des lignes de sources incohérentes que les modélisations numériques ci-dessus
ne peuvent calculer. Seules les méthodes semi-analytiques fournissent des résultats dans ces
situations.

Dans ce chapitre nous développerons une méthode qui permet dans le cas d’un mur
infiniment long et de section constante, d’obtenir son comportement tridimensionnel, c’est
a dire le champ de pression lorsque I’excitation est une source ponctuelle ou une ligne de
sources incohérentes & partir de la résolution de problémes bidimensionnels uniquement.
Nous montrerons en particulier que la courbe d’atténution du comportement 3D s’obtient
facilement a partir de la connaissance du comportement en fréquence de la solutions 2D avec
un faible sur-cotit en calcul.

4.1.1 Principe

On se propose de calculer la solution d’un probléme de diffraction par une source ponc-
tuelle en dimension 3 autour d’un objet rigide présentant une symétrie de translation dans
une direction (y) comme le mur infini représenté sur la figure 4.1.

Source

F1G. 4.1 — Structure présentant une symétrie de translation.

Le point de départ consiste a remarquer que le champ d’une source ponctuelle 3D peut
se décomposer sur les champs 2D par la formule (Gradshteyn 1980 [101])

cih/rP e 1 /+oo - 24 1)
M2 onde O DR T '

avec

G0 :{ LHo(r/p) si p>0

i
. 4.2
L Ko(ry/l) si p<0 42)
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ou K est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0 et » = v/22 + 22 > 0 est la distance radiale
dans le plan (x,z) avec une origine prise au point occupé par la source.

Soit q(z, k* — o2, 2) = Ginc(x, k* — &2, 2) + quif (z, k* — &2, 2) , la solution du probléme 2D
suivant

Agais + (k* — OZZ)(Zdif = 0dans €

0 1 ainc
g(:zf+§—n = 0 sur 0¥y

Qinc($7 kQ - a27 2) = G(Tu k2 - a2) (43)

ol €y est le domaine 2D extérieur a l'objet (section y=0). Dans ce probléme « est un
paramétre et (x,z) sont les variables d’espace.
La solution du probléme tridimensionnel,

Agair + qudif = 0 dans 3
anif &ch

o o 0 sur 0€23
eikr W
qinc(xvyvz) - Ay ( . )

ol {23 est le domaine 3D extérieur a l'objet, est alors

1

+oo .
p(fL', Y, Z) = % /_ ewcyq(m’ k2 - 012, Z)da (45)

Pour k < || la solution g;.(, k> —a?, 2) est exponentiellement décroissante car Ko(z) ~
/35~ % pour z — 400 et lorsque (k7 > 1) on peut faire I"approximation

1
2

12k 1 (42
/ eYq(z, k* — o, z)da = —/ cos(ay)q(z, k* — o?, 2)da (4.6)
—2k 0

P(z,y,2) -

La solution du probléme tridimensionnel s’obtient ainsi par une transformée de Fourier de
problémes bidimensionnels dont la résolution est bien moins couteuse. Un balayage en fré-
quence d’'un probléme 3D s’obtient a partir d’'un balayage en fréquence de problémes 2D
dans les domaines réels et imaginaires purs. En particulier il est alors possible, comme dans
la section précédente, d’en déduire le comportement en temps a ’aide d’une seconde trans-
formation de Fourier.

4.2 Atténuation

Nous définirons I'atténuation comme le rapport entre le champ de pression calculé avec
le mur et celui en champ libre selon la formule

At = 20, 1og( e2t)) (4.7)
|plib|
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Cette formule est directement applicable pour une source ponctuelle ou une ligne de
sources cohérentes pour lesquelles |pyp| = ﬁ ou |pup| = %\Ho(kr)|.

Une ligne de sources incohérentes est modélisée par des sources ponctuelles tridimension-
nelles décorrélées entre elles. Une source alignée suivant ’axe y de longueur dl a la position
y = [ émet un signal, en champ libre, de pression carrée

1
W7 )

au point de réception situé & la position y=0 et & la distance radiale r = v/x2 + 22.
La pression engendrée par toute la ligne est donc

d(|pu|*) = (1)l (4.8)

1

pan|” = /_J:o mﬂ(l)dl (4.9)

Si la densité p est constante
2 ™ _ M
P (4m)?r  167r

Le champ de pression total, en présence du mur, du & une source ponctuelle unité en
y =0 est

(4.10)

P(z,y,z = o / eYq(z, k* — o?, 2)do (4.11)
pour une source en y = yo d’amplitude p(yo)

d(|p*)(z, y, 2) = [P(2,y = yo. 2)|*1(y0)dyo (4.12)
La ligne de source crée donc le champ
2 oo 2
PPy = [Py — w02 (o) dyo (413)
Si ’amplitude est constante

@y ) =p [ 1P, 2) Py (4.14)

Le rapport avec la pression émise en champ libre (formule 4.10) donne 'atténuation apportée
par le mur en présence d’une ligne de sources incohérentes suivant la formule 4.7.

4.3 Applications

4.3.1 Comparaison avec une solution semi-analytique

Appliquons les résultats précédents au calcul du champ de pression autour d’un mur droit
et mince (1cm) de hauteur 2m. Une source est placée en S(2,0,0.5) et 'observateur est situé
en R(-2,0,0.5). Le champ calculé est comparé a la solution approchée déduite de la méthode
de Sommerfeld-Macdonalds qui permet de calculer le champ diffracté par un demi-plan. Pour
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F1G. 4.2 — Contributions au champ de pression en R.

tenir compte des réflexions sur le sol il faut sommer la contribution de 4 chemins acoustiques
comme indiqué sur la figure 4.2.

Le tableau 4.1 compare les valeurs obtenues a 500 et 1000Hz. Les valeurs sont relativement
proches. Les différences s’expliquent par le caractére approché du champ sommé sur les 4
chemins et par I’épaisseur non nulle du mur.

fréquence P calculé |P| P Sommerfeld |P|
500 Hz | —6.49 102 +3.15 1073 | 7.2210°% | —6.63 102 +3.94 103 | 7.71 103
1000 Hz | —3.7107* —4.95 1073 | 4.96 107® | —1.24 1073 — 5.25 1077 | 5.39 1073

TAB. 4.1 —

4.3.2 Atténuation suivant le type de source

Nous avons calculé 'atténuation pour les 4 sections représentées sur les figures 4.3 & 4.6
avec une source en (2,0,0.5) qui peut étre une ligne de source cohérente ou incohérente ou
une source ponctuelle 3D. Le point d’observation en (-2,0,0.5). L’épaisseur e est 10cm. H
désigne la hauteur totale et vaut 2m pour les 4 exemples. Pour le cas D, L vaut 50cm.
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Nous pouvons constater sur les figures 4.7 & 4.10 que les atténuations pour une ligne de
source cohérente ou une source ponctuelle 3D sont quasiment identiques. Le comportement
en présence d’une ligne de sources incohérentes est par contre nettement différent et montre
une atténuation s’amplifiant en fonction de la fréquence avec une valeur moyenne plus faible
que pour une source ponctuelle. Nous n’obtenons pas de phénoméne d’interférence dans ce
cas.

La figure 4.11 compare les atténuations pour une ligne de sources incohérentes en fonction
de la forme du haut du mur. Les différences sont assez faibles mais la forme en T montre
cependant une amélioration de quelques dB.
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F1G. 4.11 — Influence de la forme du haut du mur sur l’atténuation.

4.4 Déplacement le long d’un mur

4.4.1 Calcul

Nous combinons les résultats des sections précédentes pour calculer les variations tempo-
relles du champ de pression créé par un mobile se déplagant le long d’un mur infini rigide.
La pression vérifie
10°P
2 Ot?
si le mobile émet un signal d’amplitude s(t) a la position X(¢) au temps t. Nous supposerons
que la source se déplace paralléelement & y. Soit p la transformée de Fourier de P suivant y

AP — = —s(t)5(x — X(1) (4.15)
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et t. Nous avons

1 Hoo oo iy ,—iwt
P(z,y,z,t) = (2#)2/00 /oo z,q, z,w)eYe " dadw
+o0o p+oo .
p(x, a, 2, C()) = P(.’L' Y,z t) Za:lje’twtdydt
—00 J—00

p vérifie ’équation
+oo  p+o0 ] ]
Ap—ao’p+KEp = — / / X (t))e " e tdydt

- / s(t)e YO it g 5(z — X)8(z — Z)
= —S(o,w)d(x—X)o(z— Z)
On a alors
p(z, 0, z,w) = S(o,w)q(z, k* — o2, 2)
et le champ de pression est donné par

“+00 —|—oo

P(z,y,2,t) S(o,w)g(z, k? — o2, 2)e" e “dadw

+0o0 B 3
S(a,w) = / s(t)e~ Y Wity

-0

L’intégrale en « peut étre limitée & 2k comme précédemment.

4.4.2 Quelques cas particuliers

Dans le cas d’un déplacement uniforme nous avons Y (t) = Yy + Ut,

+o0 . . ;
S(a,w) = / s(t)e~ 10U it g — g=iaYo () — o))
et
too oo Y 2 2 ' ;
P(z,y,2,t) 2 / / —aYos(y — all)g(z, k* — o2, 2)e™™Ye “dadw
)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

La vitesse de la source se traduit par un décallage en fréquence sur s, c’est & dire un effet
Doppler. Pour une source harmonique d’amplitude unité émettant a la pulsation wg nous

avons
1 ot [T 0 ) R
P(z,y,z,t) = onC o / q(z, (wo +al)*/c" — ,z)ela(y 0=U%) d¢
m —00

En champ libre la formule des potentiels retardés donne

einltx) t .
1 =/ — Oy — X(t— [x—
poct) = [ Sy X (0 x /)y
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(4.24)



soit finallement
e~ iwo(t—|x—yl/c)

p(x,t) = I (4.25)

x—y|—(x—y).2(t—|x—yl/c)

ou U est la vitesse du mobile et y est donné par

y =X(t - [x-yl/c) (4.26)

On constate en particulier que le module de la pression est indépendant de la fréquence wy
dans le cas d’un mouvement uniforme.

4.4.3 Exemples

Calculons le champ de pression derriére le mur droit étudié a la section précédente avec les
mémes dispositions de la source et de ’observateur. Le mobile se déplace a la vitesse de 50.m /s
et émet un signal harmonique d’amplitude unité. Le signal est étudié sur l'intervalle [0,10s],
le temps t=>5s correspondant au passage devant ’observateur. Les figures 4.12, 4.13, 4.14 et
4.15 représentent respectivement le module de la pression pour des fréquences d’émission de
50., 250., 500. et 900.Hz.

En I’absence du mur 'interférence du signal direct avec le signal réfléchi sur le sol conduit
a une diminution de la valeur du pic & moyenne fréquence puis & un dédoublement des deux
signaux & haute fréquence. Pour le champ derriére le mur on peut calculer la différence de
marche entre les deux signaux pour des chemins passant par le sommet du mur.

_ 2nfA
o

0o

(4.27)

Dans ’exemple traité la différence de longueur des deux chemins est A = 0.70m et §¢p =7
pour f = ¢/(2A) = 245.Hz. Cette valeur explique que la courbe a 250.Hz passe par une
valeur trés faible au temps 5s.

4.5 Conclusion

La méthode proposée permet donc un calcul efficace de 'atténuation d’un mur antibruit
lorsque celui-ci est de section constante. Il est seulement nécessaire de calculer la solution de
problémes bidimensionnels pour des fréquences réelles et imaginaires pures avec un maillage
trés simple puisqu’il est réduit a la modélisation d’une courbe. Nous pouvons obtenir faci-
lement le champ de pression du & une source ponctuelle tridimensionnelle et avec quelques
calculs le champ produit par une ligne de sources incohérentes. Nous pouvons en particulier
étudier I'influence de la géométrie du mur dans ce cas de grand intérét pratique. Le mo-
déle permet la prise en compte d’'une impédance sur le mur. Il serait intéressant d’essayer
d’intégrer un sol avec une impédance finie.
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Fi1Gc. 4.12 — Emission ¢ 50.Hz

-------------- sans mur
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Fi1G. 4.13 — Emission a 250.Hz
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Troisiéme partie

Quelques aspects du contrdle actif du
son en domaine ouvert
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Chapitre 1

Controle actif en domaine ouvert.
Régime harmonique.

1.1 Principe du controéle actif

1.1.1 introduction

La réduction du bruit et des vibrations est généralement effectuée par des moyens passifs
avec des matériaux viscoélastiques ou des matériaux poreux qui agissent en transformant
I’énergie mécanique en chaleur. Les développements techniques récents, notamment la dis-
ponibilité de processeurs de signaux performants, a rendu possible la réalisation du controle
actif ol une perturbation primaire indésirable est contrélée en créant une perturbation op-
posée a ’aide de sources secondaires pour que la somme des deux effets soit nulle. Les deux
applications principales sont 1’acoustique et les vibrations de structures.

L’idée d’utiliser un controle actif n’est pas nouvelle puisque le principe semble remonter
a P. Lueg (Guicking 1990 [104]) qui a décrit dans un brevet déposé en 1933 les compo-
sants essentiels d’un contrdle actif du son dans une gaine. L’onde primaire est captée par
un microphone. Ce signal est traité par un dispositif électronique qui pilote un haut-parleur
secondaire dont le champ doit étre opposé a celui de I'onde primaire (figure 1.1). Les tech-
niques de ’époque n’ont toutefois pas permis la mise en pratique de cette idée. La premiére
démonstration expérimentale est due a Olson 1953 [194] qui a montré qu’en ajustant le
champ produit par un haut-parleur a ’aide d’un contréle par feed-back, on pouvait réduire
la pression acoustique au voisinage d’un microphone de référence de 10 a 25dB sur une bande
de 3 octaves dans le domaine des basses fréquences.

Le controle actif des vibrations, qui partage beaucoup de concepts avec le controle actif
en acoustique, s’est surtout concentré sur ’étude de poutres qui comme les gaines sont des
structures unidimensionnelles plus faciles & modéliser. Si ’on désire contréler les vibrations
sur ’ensemble de la structure, ’approche la plus usuelle consiste a en controler les premiers
modes (Baz 1988 [15] et Morgan 1991 [176]). Le principal probléme est d’éviter le spillover qui
est I'excitation des modes non controlés par les sources secondaires (Meirovitch 1982 et 1983
[167] [170]). L’analogue acoustique est le controle du champ de pression a basse fréquence
dans une cavité. Une autre approche se contente d’atténuer les vibrations dans une partie de
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la poutre. En terme de propagation d’ondes il faut supprimer les ondes se propageant de la
perturbation vers la zone & controler et créer ainsi une zone isolée des vibrations au risque
cependant de les augmenter ailleurs. Cette approche a été adoptée par Mace 1987 [159],
Lu 1989 [158], Pines 1990 [205] et Pan 1991 [198] pour contrdler la propagation d’ondes
de flexion. Clarck 1992 [44] a controlé simultanément des ondes de flexion et des ondes
longitudinales & 1’aide d’un filtrage adaptatif multi-voies décrit par Sommerfeldt 1991 [237].
Castel 1990 [33] et Destuynder 1992 [57] ont décrit le controle d’une plaque élastique a I’aide
d’éléments piézoélectriques.

En acoustique la premiére application véritable du controle actif fut la réduction du bruit
dans des gaines de ventilation. A des fréquences inférieures a la fréquence de coupure le son
se propage par onde plane et peut donc étre décrit par un scalaire que 'on mesure a 1’aide
d’un seul micro. Un champ opposé produit par une source secondaire peut théoriquement
annuler complétement le son en aval de celle-ci. Le principe du contréle présenté sur la figure
1.1 et voisin de celui imaginé par P. Lueg est de capter le bruit par un micro primaire P et
de générer a 'aide d’un dispositif de controle C le signal envoyé a la source secondaire S.
Un micro d’erreur E permet de controler ’annulation du signal en aval. Le feed-back de la
source secondaire sur le signal primaire limite I'efficacité de dispositifs simples comme ceux-
proposés par Lueg ou Olson. C’est pourquoi les premiers développements ont consisté a créer
des capteurs et des sources complexes pour ne capter et n’engendrer que des ondes unidirec-
tionnelles ce qui supprime ainsi le feed-back. Au contraire ’approche moderne s’oriente vers
I'utilisation de sources et de capteurs simples associés a des filtres adaptatifs pour atteindre
des atténuations de 'ordre de 20 & 30 dB (Roure 1985 [215], Munjal 1988, 1989 [180] [179] ,
Erikson 1991 [75], Orduna 1992 [195] et Nelson 1992 [187]). Le controle se fait a 1’aide d’un
filtre & réponse impulsionnelle finie (FIR) ou plus rarement a I’aide d’un filtre & réponse in-
finie (ITR) (Eriksson 1991 [74]) reliant le signal capté en P au signal envoyé au haut-parleur.
Ces filtres sont actualisés par des algorithmes LMS (Least mean squares)(FIR) ou RLMS
(Recursive Least Mean Square)(IIR) pour annuler le signal capté en E. La réalisation pra-
tique de ce type de controle n’a été rendue possible que grace a un traitement numérique du
signal par des processeurs spécialisés et au développement de la théorie des filtres adaptatifs.
En particulier la version de I'algorithme LMS connue sous le nom de filtered-x algorithm
(Snyder 1990 |235] et Boucher 1991 [22]|) permet de prendre en compte les fonctions de
transfert des micros, des hauts-parleurs et des différents chemins acoustiques. Des systémes
performants ont été mis au point et permettent d’obtenir des atténuations de I'ordre de 30
dB pour une propagation par onde plane. Dans ce cas précis des recherches poussées ont été

menées pour permettre par exemple de réduire les effets de la turbulence sur le controéle voir
Bouc 1987 [23].

D’un point de vue physique la réduction du son par controle actif peut résulter de deux
phénoménes complémentaires. Des interférences destructrices peuvent permettre de réfléchir
I’onde incidente mais conduisent a une augmentation de la puissance totale mise en jeu.
Le second meécanisme est une modification de I'impédance au niveau des sources pour en
diminuer le rayonnement. La puissance rayonnée est donnée par £ Re(Z)|p|? et devient treés
faible lorsque la partie réelle de 'impédance Re(Z) tend vers 0. La source secondaire peut
méme agir en absorbant une partie de I’énergie émise par la source primaire, voir par exemple
Snyder 1989 [234] pour ces questions.
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F1G. 1.1 — Principe d’un contréle actif dans une gaine.

L’intérét s’est aussi porté sur le controle du son dans des espaces clos. A 'origine ces
recherches ont été motivées par la réduction du bruit a l'intérieur d’avions mus par des
turbopropulseurs qui générent un bruit important dans le domaine basses fréquences aux
harmoniques de la fréquence de passage de I’hélice. Salikudin 1990 [216] a réduit le bruit en
placant des sources secondaires a ’extérieur du fuselage. Bullmore 1990 [28], & partir d’un
modéle simplifié du fuselage, a calculé 'apport potentiel d’un controle actif en régime har-
monique & ’aide de 16 sources secondaires et 32 microphones placés a I'intérieur. Ce modéle
a été veérifié expérimentalement par Elliott 1990 [70]. D’autres possibilités sont d’utiliser un
controle local au sommet de chaque fauteuil (Eatwell 1991 [65]) ou de controler les vibrations
du fuselage (Mandic 1991 [162]). Dans le méme esprit quelques applications & la réduction
du bruit a l'intérieur des habitacles d’automobiles apparaissent (Gratadour 1992 [102]).

Nelson, Bullmore, Elliott 1987, 1992 et Curtis 1990 [188] [29] [67] [51] [187] dans une étude
théorique, numérique et expérimentale ont exploré en détail le principe du controle actif en
régime harmonique dans une enceinte rectangulaire. Ils ont montré que le controle visant
a minimiser I'énergie totale n’est efficace que si les sources secondaires sont a une distance
inférieure a4 une demi-longueur d’onde de la source primaire lorsque la densité modale est
élevée. Il est aussi possible de créer dans cette situation des zones de silence si I’on accepte
d’augmenter le champ de pression ailleurs (Elliott 1988 [68]). A faible densité modale, il suffit
de placer les sources secondaires sur des maxima du champ produit par la source primaire
pour obtenir une bonne atténuation globale. Le controle est surtout efficace au voisinage
des résonances de la cavité. Aux autres fréquences le champ résulte d’une contribution de
nombreux modes et le controle est moins efficace. Des généralisations se sont orientées vers
le traitement d’une excitation aléatoire (Joplin 1990 [132]) et de problémes couplés fluide-
structure en milieu borné. Dans ce dernier cas I'intérét s’est surtout porté sur la transmission
du son dans une cavité par 'intermédiaire d’une paroie élastique (Pan 1990 et 1991 [199]
[196] [197] et Thomas 1990 [243]) avec un controle des vibrations de la paroie.

Dans des domaines ouverts Elliott 1991 [69] et Nelson 1987 [189] ont contrdlé en régime
harmonique le champ de pression émis par des sources ponctuelles a ’aide d’autres sources
ponctuelles placées a proximité. Dans le cas d’une seule source primaire et secondaire la
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puissance globale émise n’est réduite de maniére significative que si la distance entre les
sources est inférieure a une demi-longueur d’onde.

En dehors du rayonnement de sources en champ libre ’étude dans des domaines ouverts
s’est surtout concentrée sur la minimisation de la puissance rayonnée par une structure, prin-
cipalement des plaques ou des poutres. Deffayet 1988 [54] controle la puissance rayonnée par
une plaque rectangulaire & basse fréquence a I’aide d’une distribution de sources secondaires
placées sur la plaque. La puissance, en régime harmonique, est une fonction quadratique de
I’amplitude des sources secondaires ce qui permet de trouver facilement les amplitudes qui
la minimisent. Meirovitch 1990 [169] [168] réduit les vibrations par la théorie du controle
optimal. Fuller 1990 et 1991 [87] |88] minimise la transmission d’une onde plane & travers
une plaque ou le rayonnement engendré par les vibrations d’une poutre a l'aide de forces
ponctuelles. Pan 1992 [200] a utilisé en plus des sources secondaires placées prés de la plaque
et a vérifé expérimentalement la valeur prédite de la minimisation.

Pour des structures plus complexes Cunefare 1991 [49] [48] a exprimé la puissance ra-
yonnée en résolvant ’équation intégrale sur la surface du corps. En régime harmonique on
obtient ainsi une forme discréte de la puissance écrite en fonction du champ de vitesse sur
la surface. On peut la minimiser par rapport & I’amplitude d’un champ de vitesse produit
par des sources secondaires. Baumman 1991 1992 [14] [13] réduit ainsi le champ rayonné
par des structures élastiques couplées a des fluides. Les mouvements de la structure sont
exprimés par combinaison de modes propres et un critére portant sur le champ lointain
permet de ne minimiser que ceux qui contribuent effectivement au champ rayonné. Une
étude détaillée réalisée par Naghshineh 1992 [181] montre que le mécanisme de controle se
traduit au voisinage des résonances par une diminution des vibrations de la structure et
par une redistribution du champ de vitesse pour les autres fréquences ce qui peut parfois
engendrer une augmentation des vibrations.

Peu d’auteurs se sont intéressés a des problémes de contréle actif dans le cas ot le champ
de pression est diffracté par un obstacle. Ise 1991 [125]| a étudié expérimentalement et avec
un modéle analytique de diffraction de Fresnel-Kirchoff le contréle d’un écran par une seule
source secondaire. Il a obtenu une atténuation moyenne de 1’ordre de 5dB dans le voisinage
de la source secondaire a basse fréquence.

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étendre ces résultats au controle du champ de
pression en domaine ouvert en présence d’un obstacle de forme quelconque qui diffuse un
champ de pression incident suivant le modéle décrit dans la partie II. On étudiera en parti-
culier I'effet de la position de la source secondaire sur I’efficacité du controéle et 'amélioration
obtenue en augmentant le nombre de sources.

1.2 Controle actif en domaine ouvert

Nous nous restreindrons dans ce chapitre au cas de problémes harmoniques. A 'aide de
la formule de Kirchoff on montre qu’il est possible d’annuler le champ de pression dans un
volume de l'espace a l'aide d’une distribution continue de monopoéles et de dipoles sur la
surface du domaine (Nelson 1992 [187]). Ces distributions continues ne sont cependant pas
réalisables en pratique c’est pourquoi nous nous intéresserons a un controle a 1’aide de sources
secondaires ponctuelles. Le schéma type du systéme est décrit sur la figure 1.2. Un champ
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de pression primaire est produit par des sources ponctuelles ou distribuées S,. Des sources
secondaires notées Si, Sg, ..., S, sont disposées dans ’espace dans le but de créer une zone
de silence dans un domaine noté Z. La propagation est modifiée, par rapport & un champ
libre, par la présence d’un obstacle qui peut déja apporter une atténuation importante dans
la zone & controler. L’application envisagée est le renforcement de l'effet d’écran d’un mur
antibruit & I'aide d’un contréle actif.

S .
o 1 Sources secondaires

Zone i controler

Source primaire

Obstacle

F1G. 1.2 — Contréle actif en domaine ouvert.

La source primaire crée un champ de pression noté p,(x,w) et les sources secondaires
créent des champs respectifs pf(x,w), p(x,w), ..., p%(X,w). Si 'on suppose les sources se-
condaires ponctuelles ou ne dépendant que d’une amplitude scalaire les champs qu’elles
produisent peuvent s’écrire sous la forme pf(x,w) = a;(w)p;(x,w) ol p;(x,w) est le champ
produit par une source d’amplitude unité. Les champs p,(x,w) et p;(x,w) se calculent en
résolvant un probléme de diffraction & 'aide de la méthode numérique décrite en partie II.
Les champs incidents sont donnés par % Ho(k|x —x]) et Z;:::zl‘, en 2D et 3D respectivement
ol X est la position de la source et Hy la fonction de Hankel. 11 s’agit donc de déterminer
les amplitudes a;(w) minimisant le champ de pression dans la zone Z, c’est a dire le critére

n

J(ay,a9,...,a,) = /Z Pror (X%, W) [Pdx = /Z |pp(x, w) +Za,~(w)pi(x,w)|2dx (1.1)

=1
ol Py est le champ de pression total du & toutes les sources.
J est relié & I’énergie potentielle contenue dans le domaine Z par la formule

1 J

p = w /Z \ptot(x,w)\de = w (12)

1.3 Controle avec une seule source secondaire

1.3.1 Minimisation de J

Commencons par traiter le cas le plus simple d’un contréle par une seule source secon-
daire. La dépendance de la pression en fonction de w sera sous-entendue dans toute la suite
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de ce chapitre. On doit minimiser

@) = [ i) (1.3)
= [ Ipo(x) + ap(x) Pdx (1.4)
= [ bp(0Pdx + [ 2Re(apyx)p(o)dx + [af? [ Ipo)Pax (1)

La valeur de a qui minimise J est

Jz pp(x)p* (x)dx
= — 1.6
T Ip) P (1.6)
la valeur de J au minimum est
* dX‘Z
o 2 | J2Pp(¥)P(X) L
T = o0 P D

Nous définirons l'efficacité du controle par le rapport entre I’énergie potentielle avec et
sans controle suivant la formule

| [z 0 (x)p(x)dx|[?
Iz |pp(x) 2dx [, |p(x)|2dx

v dépend essentiellement de la fréquence, de la position des sources et de la zone a
controler Z.

Jmin
v = 101og( ) = 10log(1 —

70) ) (1.8)

1.3.2 Limitation du surbruit

La minimisation précédente peut conduire a une augmentation de la pression en dehors
de la zone controlée Z. Pour limiter ce phénoméne nous définirons un nouveau domaine de
I’espace Z; sur lequel la pression ne doit pas augmenter. La nouvelle fonction de coiit est

a) = /Z 1pp(%) + ap(x) |2dx + ( /Z [pp(%) + ap(x) [Pdx — a /Z ppx)Fdx)T - (1.9)

ou 7 = maz(z,0). Le paramétre o permet de définir le niveau de surbruit admis. La
minimisation de J est réalisée grace a un algorithme de gradient en prenant

Vii(a) = 2H([ Ip(x) +ap(x)Pdx— o [ |, ([ py0p* )t a [ ipao) )
+2/pp dx—|—2a/ Ip(x)|*dx (1.10)

avec H(xz) =1 si z > 0 et 0 sinon. Nous pouvons de méme définir I'efficacité du controle 7,
a partir de la valeur atteinte par J au minimum de J;.
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1.3.3 Exemples

Calculons a titre de premier exemple 'atténuation derriére un mur apportée par une
source secondaire dans une modélisation bidimensionnelle. Le mur, d'une hauteur h=2m et
d’une épaisseur e=10cm, est supposé rigide. Une ligne de source S, est placée en (2.,0.5).
On s’intéresse au champ de pression dans le rectangle de sommets A(-2.,0.) et B(-1.,3.) situé
derriére le mur, voir figure 1.3. La source ponctuelle secondaire peut étre placée a I'une des
positions numérotées de 1 & 11 (d=50.cm) avec S1=(-d,6d), ..., S11=(d,d).

1 2 3
» » »
4 5 d g|d
- L] L]
7 £ 8
» »
9
»
10
he
1
»
x

Fi1aG. 1.3 — Mur antibruit controlé par une source

Position 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 [ 11

~ (dB) 0.15 | -0.13 | -1.13 | -1.39 | -0.30 | -1.32 | -3.52 | -10.7 | -18.7 | -17.3 | -16.6

|a] 0.04 | 0.04 | 0.14 | 0.11 | 0.06 | 0.16 | 0.12 | 0.61 | 0.99 | 1.12 | 4.29
phase (%) 140. | 39. | -79. | 59. [-137.[ 174. | -52. | -165. | 22. |-174. | -131.
v(dB), =1 |-0.15]-0.13| 0. [-1.20|-0.30| 0. |-3.52|-10.7 | -6.60 | -3.26 | -0.32
7 (dB), a =15 | -0.15 | -0.13 [ -1.13 | -1.39 | -0.30 | -1.32 | -3.52 | -10.7 | -18.7 | -9.54 | -1.26

TAB. 1.1 — Atténuation suivant la source en 2D & 500Hz

Pour un calcul effectué a f=500Hz, le tableau 1.1 donne 7, le module et la phase de
I’amplitude a de la source secondaire suivant la position. La lecture de ce tableau permet
de constater la grande influence de la position de la source secondaire sur efficacité du
controle. Placer la source secondaire derriére le mur semble bien moins efficace que la placer
devant. Pour un champ libre ou un espace clos la meilleure atténuation est obtenue pour
une source secondaire proche de la source primaire quand le but est de minimiser 1’énergie
totale rayonnée par les deux sources. Dans le cas présent, ou le but est un contréle sur une
partie de ’espace seulement, la meilleure situation pour cette fréquence est la position 9.
La norme de 'amplitude a est approximativement égale a celle de la source primaire et
sa phase vaut 22°. La longueur d’onde est A\ = 0.69m et la distance entre la source 9 et
la source primaire est D = 1.80m. Dans cette situation un controéle est donc obtenu avec
une distance supérieure & une demi-longueur d’onde et sur une étendue plus grande que
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la longueur d’onde. La cartographie 1 montre ’allure du champ de pression avec et sans
controle sur une distance horizontale de 3.m de part et d’autre du mur. On constate en fait
que la zone controlée s’étend au-dela de la zone Z choisie. Le tableau contient aussi la valeur
de 1 obtenue en prenant Z; = [1,3] x [0,2] et @ = 1. La valeur maximale de 'atténuation
est réduite & 10.7dB et est obtenue pour le point 8. Un autre calcul est effectué avec a = 1.5
ce qui autorise une augmentation de 3.5dB au voisinage de la source primaire. La contrainte
supplémentaire se traduit par une diminution de I’atténuation pour les sources 10 et 11. La
source 9 qui conduit & 'atténuation maximale n’est par contre pas affectée. En autorisant
une légére augmentation du champ du pression au voisinage de la source primaire nous
retrouvons I’atténuation maximale avec cette géométrie de sources.

Nous avons ensuite fait varier la fréquence en cherchant a chaque fois la valeur du mini-
mum de pression et le numéro de la source le réalisant. Le résultat montre que ’atténuation
maximale est obtenue pour 'une des positions 8, 9, 10 ou 11 suivant la fréquence. La fi-
gure 1.4 montre la variation de 'atténuation en fonction de la fréquence dans l’intervalle
[0,1000Hz| lorsque la source secondaire occupe 1'une des positions précédentes.

La position de la meilleure source varie en fonction de la fréquence et n’est généralement
pas celle qui est située la plus prés de la source primaire. Le controle est trés efficace a basse
fréquence et reste supérieur a 10dB sauf dans deux bandes étroites aux environs de 250Hz
et 725Hz. La figure 1.5 montre la meilleure atténuation obtenue en fonction de la fréquence
parmis les 11 positions sur 'intervalle [0,2000Hz|. Le caractére chahuté de la courbe provient
du changement de la position optimale de la source qui n’est autorisée a varier, dans cet
exemple, que dans un ensemble discret. Dans les bandes ot les performances se dégradent il
semble qu’une seule source secondaire ne soit plus suffisant pour assurer le controle.

Nous traitons maintenant le cas d’un obstacle tridimensionnel. Il s’agit d’'un mur de
hauteur h=2.m, d’épaisseur e=20.cm et de longueur 8.m symétrique par rapport a y=0.
Une source ponctuelle est placée en S,(2.,0.,0.5) et des sources secondaires sont disposées
prés du mur comme sur la figure 1.6 avec S1=(-2d,0,10d), ..., S15=(2d,0,0). Les sources sont
situées dans le plan de symétrie du mur et espacées de d=0.25m. Le calcul est effectué a
100Hz et 'amplitude de la source secondaire est calculée pour atténuer la pression dans le
parallélépipéde de sommets A(-2,0,0) et B(-1,1,3) situé derriére le mur.

Position 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
~(dB) -471-6.1-70|-75|-75|-76|-71|-6.0|-48|-34]|-15|-3.2|-129|-15.9 | -15.1

|a 0.15(0.1810.22 | 0.27 032|034 | 0.37 | 041 | 047059 |0.72 | 1.3 | 1.1 | 0.82 | 0.74
phase(?) 159 | 145 | 130 | 110 | 85 89 84 72 99 45 15 | -84 | -110 | -117 | -119

v (dB)a=1 |-47] 0.0 | 00 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | 0.0 | -5.9 |-48|-34|-1.5| 0.0 | 0.0 0.0 0.0
v(dB)a=15|-47]-61|-70|-75|-75|-76 | -71 | -6.0 | -4.8 | -34 | -1.5 | -2.1 | -4.0 | -5.5 | -5.9

TAB. 1.2 — Atténuation suivant la source en 3D a 100Hz

Le tableau 1.2 donne 'atténuation en dB pour les positions 1 a 15. L’optimum est obtenu
pour la position 14 qui est proche de la source primaire et conduit & une atténuation de 15.9dB
dans la zone d’optimisation. Le champ de pression dans le plan z=1.5m soit 1.m au dessus de
la source primaire est tracé avec et sans source secondaire et est reproduit sur la cartographie
2. La présence de cette source conduit a une diminution du champ de pression en moyenne
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| ]
Source primaire

F1G. 1.6 — Mur antibruit 3D controlé par une source (domaine y > 0)

derriére le mur sur une étendue nettement supérieure a la zone de controle. Du coté de la
source primaire la pression est légérement augmentée. Le mécanisme de controle semble étre
de nouveau une réflexion de ’onde produite par la source primaire. Une minimisation avec
controle du surbruit donne peu de résultat avec @ = 1 en interdisant toute augmentation.
Avec o = 1.5 nous obtenons 7.6dB avec la source 6 située prés du sommet du mur. Un calcul
a été effectué a plus haute fréquence (500Hz). Les résultats sont présentés dans le tableau
1.3.

Position 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 13 | 14 | 15

v (dB) -06 |-031(-03|-04)|-18]|-581]-69|-92]|-94|-69]|-81]-10.5]-2.0|-4.7]-8.0
|a| 0.05|0.04 | 0.05]0.07]014 022 |038|053]0.76| 1.3 [092] 1.1 19 | 1.4 | 0.98

phase (°) 11 | -144 | 120 | -73 | 180 | -145 | -165 | 128 3 |-92 |15 | -2 |-1501| 162 | -9

7 (dB)a=1 | 00 |-03|-03|-04| 00| 00| 00| 00| 0.0 |-28]0.01]-53]0.0]-1.7|0.0
v (dB)a=15]-061|-03]-03|-04|-1.8|-58|-69]-92|-94|-69]|-81|-105]|-1.4 |-4.7|-5.9

TAB. 1.3 — Atténuation suivant la source en 3D a 500Hz

[’optimum est obtenu pour une source secondaire placée en position 12 ce qui conduit a
une réduction de 10.5dB du champ de pression dans la zone Z. La cartographie 3 représente
le champ de pression suivant la méme coupe que précédemment. La zone ou la pression est
atténuée est moins étendue qu’a 100Hz mais occupe encore un domaine nettement supérieur
a la zone d’optimisation. Le controle avec limitation du surbruit conduit au méme résultat
pour a = 1.5

Il ressort des exemples précédents qu’il existe deux positions intéressantes pour la source
secondaire. Soit prés de la source primaire si la fréquence est basse. Soit prés du bord dif-
fractant si la fréquence est élevée ou si 'on veut réduire le surbruit.

Pour estimer 'influence de la taille de la zone Z nous avons réalisé une série de calculs
pour le cas bidimensionnel & 725Hz en fixant le point A. La taille de Z évolue suivant un
facteur d’échelle e en prenant pour point B (-2.+e,3e) avec 0 < e < 1, e = 1 correspond au
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cas déja étudié. La figure 1.7 présente 'atténuation obtenue en fonction de e pour une source
placée en position 9.

0

-20 —

GAMMA (dB)

A
S
\

-60 —

ECHELLE
FiG. 1.7 — Atténuation en fonction de la taille de Z.

L’atténuation devient trés importante quand la plus grande dimension du parallélépipéde
est inférieure & A/2 = 0.24m ce qui est en accord avec le calcul en annexe sur latténuation
dans une boule du champ de pression créé par une source.

1.4 Controle avec plusieurs sources secondaires

Les résultats précédents peuvent étre améliorés en utilisant plusieurs sources secondaires
pour créer une distribution spatiale du champ de pression plus proche de celle de la source
primaire. Pour le calcul des amplitudes optimales il s’agit de nouveau de minimiser le critére
quadratique

J(ai, a9, ...a,) = /Z\pp(x)+i1aipi(x)\2dx (1.11)

-/ \pp(x>|2dx+2leRe(ai [ om0 + 3 [ atami (s (x)ax

1,j=1
J peut se mettre sous la forme matricielle
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J(a1,a,...,a,) = c+' b*X +! X*b +! X*AX (1.12)

avec

c= [ Ipo(x)[dx (1.13)

"X = (a1, a9, ..., an) (1.14)

by = /Z Py (x)pi(x)dx (1.15)

Aij = [ pi(x)ps(x)dx (1.16)

Le minimum de J est atteint pour
Xin = —A"'b (1.17)
et il vaut

Jmin =c—"b*A™'b (1.18)

Ce procédé suppose que A est inversible et relativement bien conditionnée.

A basse fréquence avec plusieurs sources secondaires A est souvent singuliére a la précision
des calculs numériques. Pour éviter ce probléme la détermination de I’amplitude optimale des
sources peut étre effectuée par une méthode d’orthonormalisation. A partir des champs de
pression (p1, ..., p,) engendrés par les sources secondaires on construit une suite orthonormée
(¢1, -y Gm) verifiant

/Zq;‘qjdx = 6ij (119)
g1 = Q1up;
G2 = Q1P + Q2D
dm = OmiPi + ...+ XrmPiy, (120)

Pour essayer de minimiser rapidement le champ de pression résiduel en fonction du
nombre de sources p;, est choisis parmis les p; restant (tels que i ¢ {1, ...,75-1}) pour rendre

maximum le rapport ‘I;p |17|,|T|j|||
oll-

espace engendré par (g;,,...,¢,_, ). Nous sélectionnons ainsi le champ qui a 1'étape suivante
apporte une réduction significative du champ résiduel.
Le champ de pression p, se décompose alors en

ou r est égal & p; moins sa projection orthogonale sur le sous

Pp = 1q1 + .. + UG + 7 (1.21)
ou
<Tpq1 > = . =<Tp,Gym>=0
o = <Dpp ¢ > (1.22)
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L’efficacité du controle se définit par

v = 101log( j’?gﬁ) (1.23)

avec
sz’n = /Z |pp — o147 — ... — amqm|2dx (124)

Ce procédé, que nous appelerons méthode 1, limite la croissance des amplitudes des
sources secondaires qui peuvent devenir importantes quand la matrice A est mal conditionnée
ce qui conduit & une solution difficile & mettre en oeuvre expérimentalement et peut engendrer
des surbruits dans les zones non controlées.

Nous pouvons aussi calculer v en fonction du nombre de sources secondaires en limitant
la décomposition aux s premiéres sources.

Pp = Q1G1 + ... + 055 + 75 (1.25)

Cette décomposition partielle n’est pas nécessairement optimale mais permet d’estimer le
gain en atténuation en fonction du nombre de sources.

Pour un faible nombre de sources secondaires nous comparerons avec la solution optimale
obtenue en testant toutes les combinaisons possible & s sources secondaires parmis les m. Ce
procédé sera appelé méthode 2.

1.4.1 Exemples

Nous reprenons les exemples précédents avec les mémes dispositions pour les sources
secondaires mais nous considérons des controles a 1’aide de plusieurs sources.

Commencons par le mur bidimensionnel a basse fréquence (100Hz). Le tableau 1.4 donne
I’atténuation ~ en fonction du nombre de sources utilisées et des positions des sources ajou-
tées. Dans ce cas parmis les 11 sources seules 4 sont nécessaires pour obtenir une atténuation
supérieure a 60dB. Les calculs avec une forte atténuation doivent étre effectués avec une
grande précision pour obtenir une valeur correcte car celle-ci résulte de la différence de deux
champs de pression presque égaux. Au dela de 40dB la valeur de vy peut étre entachée d’une
erreur importante mais il est peu probable que ’expérience puisse conduire & de telles valeurs.

‘ Nb de sources H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
v (dB) méthode 1 || -32.8 | -40.9 | -43.7 | -57.2
sources méthode 1 10 10,3 | 10,3,6 | 10,3,6,7

v (dB) méthode 2 || -32.8 | -45.2 | -58.6 | < —60.
sources méthode 2 10 3,8 | 5,6,11 | 3,5,6,8

TAB. 1.4 — Atténuation en fonction du nombre de sources (2D, 100Hz)
Le tableau 1.5 est le résultat d’un calcul & 500Hz. On remarque que ’addition d’une

deuxiéme source permet d’augmenter significativement ’atténuation & condition de tester
tous les cas. On peut remarquer, comme dans ’exemple précédent, que la combinaison de
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‘ Nb de sources H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
v (dB) méthode 1 | -18.7 | -18.9 | -19.7 | -36.8
sources méthode 1 9 9,1 191,41 91,4,10
v (dB) méthode 2 || -18.7 | -35.6 | -44.7 | -48.5
sources méthode 2 9 9,10 | 6,8,9 | 5,6,8,10

TAB. 1.5 — Atténuation en fonction du nombre de sources (2D, 500Hz)

sources qui conduit a I’optimum varie considérablement en autorisant I’addition d’une source
supplémentaire.

Un dernier calcul 2D a été effectué a 1700Hz (tableau 1.6). Cette fréquence a été choisie
car elle représente un minimum d’atténuation sur la courbe 1.5. Comme dans le cas précédent
I’addition d’une deuxiéme source améliore considérablement le résultat. Les sources supplé-
mentaires ont par contre un effet assez faible.

| Nbdesources || 1 | 2 | 3 | 4 |
~ (dB) méthode 1 || 9.0 | -18.0] -19.2 | -19.8
sources méthode 1 || 9 9,8 198,11 | 9,8,11,10
~ (dB) méthode 2 | -9.0 | -18.0 ] -19.2 | -20.3
sources méthode 2 | 9 9,8 198,11 | 7,89,11

TAB. 1.6 — Atténuation en fonction du nombre de sources (2D, 1700Hz)

La figure 1.8 compare, en fonction de la fréquence, I’atténuation obtenue avec une, deux ou
trois sources. Nous constatons que ’addition d’une seconde source permet un accroissement
important de I’atténuation. La troisiéme source n’apporte un effet notable que dans des
certaines bandes de fréquence.

Un calcul analogue est effectué pour ’exemple tridimensionnel & 500Hz. L’addition de
sources secondaires suivant la disposition de la figure 1.6 améliore lentement le résultat.

‘ Nb de sources H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
v (dB) méthode 1 || -10.5 | -10.5 | -11.0 -11.2 -13.2 -15.7
sources méthode 1 | 12 | 12,5 | 12,5,15 | 12,5,15,1 | 12,5,15,1,2 | 12,5,15,1,2,3
v (dB) méthode 2 || -10.5 | -12.1 | -12.9 -14.5 -16.0 -17.7
sources méthode 2 || 12 | 8,12 | 2,3,12 | 2,3,11,12 | 2,4,5,11,12 | 1,2,3,13,14,15

TAB. 1.7 — Atténuation en fonction du nombre de sources (3D, 500Hz)

Un autre calcul a été effectué avec un mur de longueur infinie et des sources ponc-
tuelles tridimensionnelles. La zone de controle reste inchangée mais deux nouvelles couches
de sources secondaires sont ajoutées en y=0.5m et y=1.m. Les résultats & 500 Hz sont donnés
par le tableau 1.8.

Nous constatons une nette amélioration de ’atténuation maximale en fonction du nombre
de sources secondaires. La figure 1.9 donne le comportement en fonction de la fréquence. En
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‘ Nb de sources H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
| 7 (dB) méthode 2 || -16.8 | -21.6 | -25.1 [ -27.9 |

TAB. 1.8 — Atténuation en fonction du nombre de sources (3D, 500Hz)

comparant avec le comportement bidimensionnel nous observons une plus faible influence
du nombre de sources au dela de 1000Hz. Pour des fréquences inférieures nous obtenons
des atténuations importantes, de ’ordre de 15 & 20 dB, avec 3 sources seulement. D’autres
exemples peuvent étre trouvées dans Duhamel 1993 [63].

1.5 Controle du champ diffusé

Au lieu de controler le champ total on se propose de ne controler que le champ diffusé
ce qui revient a rendre la structure "invisible" d’un point de vue acoustique. En ne retenant
que la partie diffusée des champs de pression le critére a minimiser devient.

Jdif (ala az, ..., a’n) = / |pd2f + Z alp;hf de (126)
= / |pdzf 2dx + 2 Z Re(a / p*d’f d’f (x))dx

+ Z / a; a]pfdzf p;hf( )dx

,j=1

La suite du calcul est identique aux cas précédents en remplagant les champs de pression
totaux par les champs diffusés.

1.5.1 Exemples

Nous traiterons a titre d’exemple le cas d’un cylindre rigide de rayon 1m centré a 1’origine
et soumis au champ d’une onde plane incidente. Des sources sont disposées autour du cylindre
suivant le dispositif indiqué sur la figure 1.10. Le probléme étant symétrique, la moitié de la
structure sera modélisée et toutes les sources auront un symétrique en phase non représenté
sur la figure. On se propose de controler le champ diffusé dans la zone Z = [—4, —2] x [0, 2]
qui est le champ renvoyé dans la direction du champ incident.

Le tableau 1.9 résulte d’'un calcul a 500Hz. L’optimum est trouvé pour une source se
situant dans la direction de ’onde a controler. La figure 1.11 présente la réduction maximale
obtenue pour le champ de pression diffusé en fonction de la fréquence. A partir de 100hz la
position 1 est optimale. On constate qu’au dela de 500Hz la valeur de I’atténuation maximale
diminue réguliérement avec la fréquence.

Le tableau 1.10 donne, & 500Hz, le champ diffusé en fonction du nombre de sources
secondaires. L’addition de sources conduit a des gains importants en atténuation.
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F1G. 1.10 — Contréle de la diffusion par un cylindre

source 1 2 3 4 5
v (dB) |-13.7-0.04| -0.3 | -2.4 | -1.8
|al 145 | 29 | 12.0 | 20.5 | 7.3
phase (°) | 57. | 74. |-120.| 56. |-34.

TAB. 1.9 — Controle du champ diffusé

500

F1G. 1.11 — Atténuation du champ diffusé.
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Nb de sources 1 2 3 4 5
v (dB) -13.7 | -20.7 | -24.9 | -39.6 -53.2
sources 1 1,2 11,25 (1,2,3,4|1,2,34,5

TAB. 1.10 — Champ diffusé en fonction du nombre de sources
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Chapitre 2

Controle actif en domaine ouvert.
Régime instationnaire.

2.1 Dispositif de controdle

Par rapport au chapitre précédent nous désirons traiter des problémes plus concrets dans
lesquels le signal pourra étre instationnaire et aléatoire. De plus il n’est connu qu’a travers
un réseau de microphones qui servent a capter le signal incident aux points (Cy), k=1, ...,¢
et & mesurer l'erreur dans la zone a controler aux points (E;),l = 1,...,e (voir figure 2.1).
Le signal primaire est produit par une ou plusieurs sources situées au voisinage de S,. Le
controle est effectué par des sources secondaires placées en S;,7 = 1,...,s dans le but de
minimiser le son dans un domaine D.

F1G. 2.1 — Schéma d’un dispositif de contrdle actif.

Nous supposerons que le signal primaire dépend linéairement de p parameétres ce qui
s’exprime au point y a la fréquence w par

p
ppmm y’ ZTZ pp'rzm Y7 ) (2']‘)



Phyim (¥, w) est le champ produit par une source i unité vibrant a la pulsation w. r;(w) sont
les amplitudes des sources dans le domaine fréquentiel. Cette description convient dans le
cas d’un signal harmonique ou déterministe.

Nous nous intéresserons en fait au cas plus général ou les amplitudes ry (%), ..., r,(t) sont
des variables aléatoires. La relation entre les bruits émis par les sources i et j entre deux
instants t; et ¢t est définie par une matrice de corrélation.

R%(tl,tQ) = E(Ti(h)?“j(tg)) (22)

ou E désigne I'espérance de la variable aléatoire r;(¢1)r;(t2) (en supposant les variables cen-
trées, soit E(r;) = 0). Nous nous limiterons aux processus stationnaires pour lesquels R? ne
dépend que de l'intervalle de temps 7 = £, — t;. En supposant de plus le processus ergodique
nous avons

RY(r) = B(@rs(t+7) = Jim & [ (4 mat= Ry(-) (23

T—o0 T/2

La puissance spectrale des sources primaires se définit par

+OOLIJ WT T 1 * _Qp
= [ TR0 = Jim (v, (@)rn (@) = Sh(—w) (2.4)

T—00

ou l'indice T signifie que la fonction en temps est tronquée a 'intervalle [-T/2,T/2|.

Cas particuliers
1) Les sources sont indépendantes.
R? est diagonale et

Ry(1) = Ri(1)d;;
Sijw) = Si(w)di; (2.5)

ou R;(7) est la fonction d’autocorrélation de la source i et S;(w) sa puissance spectrale. S
est une matrice d’ordre p si I’on suppose S;(w) > 0 pour tous i et w.

2) Le signal est harmonique de pulsation wy

Les sources ont pour amplitudes A;.

R (r) = %Re(AiA;eion) (2.6)
Sij (@) = 5 (AiAj8(w + wo) + A A;6(w — w)) (2.7)

Dans ce cas S est une matrice d’ordre 1 aux pulsations wy et —wy.
Le champ secondaire est produit par s sources placées en S;,7 =1, ..., s et d’amplitudes
s;j. Il s’exprime dans le domaine fréquentiel par

S

psec(Y? w) = Z Sj(“)ﬁiec()’? w) (28)

i=1
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u p?,.(y,w) sont les champs produits par des sources d’amplitude unité. Nous noterons

s1(w)

sw) =| . (2.9)

le vecteur des amplitudes des sources secondaires.

Dans le domaine temporel les valeurs des pressions s’obtiennent & partir des amplitudes
par des convolutions en temps (cas général) ou par une transformation de Fourier inverse
(cas déterministe).

p

pprim(y7 t) = Z T * ppmm Y7 t)
i=1

- 52 /+°° ) By, 0)e

psec(}’at) = z 8.7* sec t)

+oo .
- Z / P (v, w)e tdw (2.10)
Le champ total en un point y au temps t est

ptot(Ya t) = pprim(Ya t) + psec(Ya t) (2'11)

Le principe du contréle est de chercher les amplitudes s;(¢) des sources secondaires pour
minimiser le champ de pression acoustique dans le domaine D de l'espace a 1’aide d’un
controle ponctuel en des points particuliers E;, [ =1, ..., e. La fonction de coiit sera

- E(Z Pro (B, 1)) (2.12)

Nous suivrons I’approche utilisée par I’algorithme LMS qui consiste a chercher les amplitudes
des sources secondaires sous la forme s;(w) = Y 5_; Gjk(w)pot(Cr,w), c’est & dire déduites
du champ total aux points Cj a ’aide des filtres G ;. Le champ total contient la contribution
des sources secondaires et donc 'effet de feedback de celles-ci sur le controle est modélisé.
Le probléme revient en fait a déterminer les fonctions de transfert G,,(w) optimales.

Nous commencerons par étudier le cas plus simple des controles sans contrainte sur G
avant de traiter la situation ou ces filtres devront vérifier la causalité.
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2.2 Controle non-causal

2.2.1 Principe

Notons

W)= . (2.13)

ce(t)
Le vecteur représentant le signal capté aux points Ci,1 < k£ < ¢ a I'instant t di au champ

primaire seul. Nous avons
p

cr(t) = D (7i * Bhyim) (Chs 1) (2.14)

i=1

La matrice de corrélation du champ primaire entre les points C; est

Ry (r) = Elc(t)ew(t +7))

p +o0 +oo -1
= > E( / Tl)pp”m(ck, t—1)dm / Tt (T2) Pprign (Chr st + T — T2)dT2)
7,8/ =1 o0
p +oo  pto0 L
S / / Borimn(Crr £ = T)Ponin (Chos £+ 7 — 72) B (ri(ma) e (72) ) Ay
7,4 =1
—+00 —+00 N
= Z / / pprzm Ck, t— Tl)p;)m-m(ckl, t+7— T2)RZZI (’7'2 - 7'1)d7'1d7'2(2 15)
2,4/ =1

Une transformation de Fourier change les convolutions en produits et donne

S (W) = 3 Pir(—w) Py (w) SEi Z Piy(w) Pri () S (w) (2.16)

i,0'=1 i,0'=1

ou la matrice P est définie par Py (w) (Ck, w). Sous forme matricielle la relation 2.16

s’exprime par

= ﬁ;)mm
S¢(w) = "P(~w)SP(w)P(w) = P# (w)SP(w)P(w) (2.17)

(L’exposant H désigne le hermitien conjugué). Le vecteur pression totale aux points Cy
est

c(t) + (F xs)(t) (2.18)
ou F modélise le feed-back des sources secondaires et s’exprime par

S

(Fxs)e(t) = D (Fij*s;)(t)

=1

= ;/Ow Fij(r)s;(t — 7)dr

(2.19)
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car les fonctions de transfert Fy; qui représentent le comportement d’un systéme physique
sont causales. Dans la modélisation nous avons Fy;(w) = p’,.(Cy,w). Ces fonctions peuvent
étre mesurées expérimentalement et, dans ce cas, contiendront en plus du terme précédent
les fonctions de transfert modélisant le comportement des microphones et des haut-parleurs
secondaires.

Les amplitudes s vérifient donc

s=Gx*(c+Fxs) (2.20)

ol G est la matrice des fonctions de transfert [G;(t)], 1 < j <'s, 1 <k < c entre le champ
de pression aux capteurs et les signaux envoyés aux sources secondaires. C’est I'inconnu du
probléme que I’on se propose de calculer et qui sera déterminée expérimentalement a 1’aide
de l'algorithme LMS.

De méme nous pouvons construire le vecteur d des pressions aux points d’erreur E; di
au champ primaire seul soit

dl(t) = pprim(El,t) 1 S l S € (2.21)
Aux mémes points le champ dii aux sources secondaires est
(C xs)(t) (2.22)

avec Cj(w) = pl, (E,w) 1 <1 <e1<j<s. Lamatrice C sera de nouveau calculée en
résolvant des problémes de diffraction et peut étre mesurée expérimentalement. Le vecteur
champ total aux points E; est donc

d(t) + (C *s)(t) (2.23)

Dans cette section nous n’imposerons pas de contrainte sur G. Nous pouvons alors tra-
vailler dans le domaine fréquentiel. Les convolutions se transforment en produits et nous
pouvons étudier le comportement fréquence par fréquence de maniére indépendante. Avec
une dépendance implicite des variables en fonction de w 1’équation 2.20 donne

s=(I-GF)'Ge=Hc (2.24)

ce qui définit le filtre H entre le champ primaire aux points Cy et les amplitudes des sources
secondaires. On peut retrouver G & partir de H par

G=H(I+FH)™' (2.25)

Nous choisirons en fait de minimiser par rapport & H a partir duquel le critére d’erreur
s’exprime simplement. G se retrouve ensuite par la relation précédente. Le critére d’erreur
est alors

Jw) = E((d+ Cs)?(d+ Cs))
= E((d+ CHc)#(d + CHc)) (2.26)
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Cette derniére écriture peut étre transformée en remarquant que

(CHc), = Y. > CyHjkck

j=lk=1

= > > CickHj,

j=1k=1

= 2> RiyHj

j=1k=1
= (Rh), (2.27)
ou la matrice R et le vecteur h sont définis par
Rin(w) . Ruc(w) . Rige(w)
R = ' ’ (2.28)
Rlll(w) . Rllc(w) . Rlsc(w)

et
h11 (CL))

h=| h(w) (2.29)

hoe()

Le critére & minimiser devient

Jw) = E((d+Rh)”(d+ Rh))
E(d”d)+ E(d*R)h + h? E(R”d) + h* E(R"R)h (2.30)

Le comportement dépend de D'inversibilité et du conditionnement de la matrice F(R¥R).
Nous avons

E®R"R)gmgw) = EQ CieiCiyew)
=1
= ZC[;CUIE(CZC]CI)
=1
= > CiCySiy
=1
= (C"Q);; S (2.31)
Pour que F(R”R) soit inversible il faut assez de micros d’erreurs pour que C¥C soit définie

positive et peu de capteurs pour que le rang de S¢ soit égal a c. Pour éviter une étude
détaillée des différents cas et des problémes associés nous minimiserons en fait

J.=J+ehh (2.32)
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ou l'on introduit une pénalisation avec un paramétre ¢ pour éviter un accroissement trop
important des coefficients des filtres en cas de mauvais conditionnement. Le filtre optimal
est alors

hoy = —(E(RTR) + 1) ' E(R"d) (2.33)
Jrn = B(@"d) - E(d"R)(E(R"R) + eI) ' E(R"d) (2:34)
avec
E(d"d) = QfsrqQ
Qit = Pprim (B, w) (2.35)
et

E(RHd)]k = E(Cl*jc]:Qz"lTi’)
= E(C)PyriQury)
= CjPQinSy (2.36)

(Sommation sur les indices répétés).
Pour un contréle non causal dans une bande de fréquence [fi,, fsup| le critére est

27 fsup
Je = Je(w)dw (2.37)
27 fing
Sa minimisation se réalise fréquence par fréquence et
. 27Tfsup .
Jmin — / T () dw (2.38)
27rfinf

Comme au chapitre précédent nous pouvons ensuite définir 'efficacité du controéle par

min

V= 1010g10( f]o

) (2.39)

ou Jy est la valeur du critére en ’absence de controle (h=0).

2.2.2 Remarques et exemples

Cette situation est trés voisine des cas étudiés dans le chapitre précédent. Nous pouvons
cependant faire quelques remarques générales sur ce systéme.

Lorsque le champ primaire est engendré par une source ponctuelle un seul capteur suffit
pourvu qu’il ne soit pas situé en un point ol le champ de pression primaire est nul. En effet
dans ce cas

S = Hjlcl (240)

et si c; # 0 on peut trouver des scalaires H;;, 1 < j < s qui créent la distribution de sources
secondaires optimale minimisant J(w).
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Si le nombre de micros d’erreur vérifie e < s, il est possible de trouver une distribution
optimale qui annule le champ de pression sur tous les microphones d’erreur sauf configuration
exceptionnelle.

Le cas le plus intéressant est s < e. Par rapport au chapitre précédent la valeur du
critére J et 'atténuation obtenue sont un peu différentes. Toutefois quand e croit le critére
se rapproche de I'intégrale de p? multipliée par e et les deux critéres finissent par se confondre.

Pour illustrer ceci nous avons repris I’exemple du mur bidimensionnel avec la disposition
des sources définie sur la figure 2.2. Le controle est effectué par 3 micros d’erreur placés en
E, = (-1.5,0.5), E; = (-1.5,1.5), E3 = (—1.5,2.5), un capteur placé en C3 = (1.0, 1.5) et
la source primaire en S, = (2.0,0.5).

F1G. 2.2 — Positions des sources, des capteurs et des micros d’erreur.

Le tableau 2.1 compare, & la fréquence 500Hz, les valeurs de ’atténuation obtenues avec la
somme des carrés des pressions aux points d’erreur et le critére défini au chaptitre précédent
par U'intégrale de p? sur le domaine D=[-2,-1]x[0,3] (avec 15 points de Gauss par coté). Bien
que les valeurs de I’atténuation soient un peu différentes la tendance en fonction de la position
de la source secondaire est identique.

Position Source Sec. Sl 82 S3 S4 S5 S(; S7 Sg Sg Sl() SH

~ (dB)(chap. préc.) | -0.1 | 0.0 [-0.9 [-1.0 [-0.2 [ -1.3 [ -3.0 | -10.7 | -18.5 | -17.4 | -16.0

~ (dB)(3 micros) |-1.2|-0.8 |-1.0|-1.1| 0.0 | -3.9 | -4.1 |-12.6 | -20.8 | -19.5 | -16.1

TAB. 2.1 — Atténuation suivant la source en 2D a 500Hz

Les valeurs de l'atténuation dépendent du nombre de micros utilisés. Pour évaluer cet
effet la figure 2.3 représente 1’évolution de I'atténuation en fonction du nombre de micros a
la fréquence 2000Hz avec une source secondaire plagée au point 9 et un capteur en Cjs. Les
micros sont disposés régulierement dans le domaine D avec le méme intervalle de distance
en hauteur et largeur. Nous constatons une convergence vers la valeur -14.2dB obtenue avec
le critére d’intégration sur le domaine D. Un faible nombre de micros tend a surestimer
I’atténuation réalisable. Toutefois ’erreur sur le niveau d’atténuation en prenant 3 micros
n’est que de 25% et cette configuration peut suffire dans des applications pratiques.
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F1G. 2.3 — Variation de ’atténuation en fonction du nombre de micros d’erreur.

Avec la méme disposition géométrique le tableau 2.2 donne l'atténuation lors d’un con-
trole sur la bande de fréquence [10Hz,2000Hz| avec le critére défini par la relation 2.37 en
supposant une puissance spectrale de la source primaire constante dans cet intervalle de
fréquence. A titre de comparaison nous avons aussi calculé 'atténuation pour un controle
4 12 micros. La différence entre les deux séries de valeurs est faible. Nous obtenons ainsi
une estimation de D’efficacité moyenne du controle par rapport a la fréquence. Les points
intéressants se situent de nouveau devant le mur et & son sommet.

Position Source Sec. Sl 82 S3 S4 S5 Ss S7 Sg Sg Sl() Sll

v (dB)(3 micros) -13.5|-15.3 | -15.7 | -15.3 | -16.8 | -18.3 | -16.2 | -27.0 | -30.8 | -31.9 | -32.6

~ (dB)(12 micros) | -12.6 | -14.2 | -15.1 | -14.7 | -16.2 | -17.5 | -15.0 | -25.4 | -29.6 | -30.2 | -30.6
TAB. 2.2 —/

Atténuation sur la bande [10Hz,2000Hz|

Un calcul tridimensionnel est effectué a 500Hz et dans la bande [5Hz,2000Hz|. La figure
2.2 représente maintenant une coupe par le plan contenant les sources qui sont ponctuelles
alors que précédemment il s’agissait de lignes de sources. Le tableau 2.3 donne I’atténuation
pour un contrdle a 3 et 12 micros et un capteur en Cj. Les positions intéressantes sont de
nouveau devant le mur.

Dans le cas d’un champ primaire di a plusieurs sources le nombre et la position des
capteurs ont une grande influence. Traitons par exemple la situation bidimensionnelle o le
champ primaire est engendré par 4 sources non corrélées et placées en S, = (2,0), Spe =
(2,0.5), Spz = (2.5,0) et Sps = (2.5,0.5). Définissons 6 positions possible pour les capteurs en
C:; =(1,0), Cy = (1,0.5), C3 = (1,1.5), C4 = (1.5,0), C5 = (1.5,0.5) et C¢ = (1.5,1.5). La
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Position Source Sec. Sl S2 Sg S4 S5 SG S7 Sg Sg SlO Sll

v (dB)(500Hz) 3 mic. -271-10(-09]-1.2|-04|-3.7|-52|-14.6 | -25.9 | -20.0 | -18.6

v (dB)(500Hz) 12 mic. |-0.1 |-0.5|-0.6 |-1.0| 0.0 |-2.6 | -4.2 | -13.2 | -20.0 | -19.1 | -16.7

~ (dB)(5-2000Hz) 3 mic. | -5.1 | -5.6 | -4.8 | -5.0 | -4.8 | -6.0 | -7.3 | -15.6 | -24.0 | -21.6 | -20.8

v (dB)(5-2000Hz) 12 mic. | -3.4 | -3.8 | -4.2 | -3.9 | -4.2 | -5.0 | -5.5 | -14.0 | -21.4 | -19.9 | -18.5
TAB. 2.3 -]

Atténuation en 3D & 500 Hz et sur la bande [5Hz,2000Hz]

figure 2.4 représente le niveau d’atténuation a 500Hz en plagant la source secondaire au point
9 et en ajoutant successivement les capteurs de C; & Cg4. On constate qu’a partir de 4 capteurs
le champ primaire est complétement observable et I’addition de capteurs supplémentaires est

sans effet.

-10 —

ATTENUATION (dB)

-15 —

-20 | 1 1 1 1 |

1 2

F1G. 2.4 — Influence du nombre de capteurs.

3

NOMBRE DE CAPTEURS

4

5

Dans les situations ou le nombre de capteurs est inférieur au nombre de degrés de liberté
du champ primaire leurs positions sont déterminantes. Avec les 4 sources primaires précé-
dentes, un controle effectué a 500Hz a 1’aide d’un seul capteur et d’une source secondaire
en position 9 conduit au tableau 2.4 qui donne ’atténuation obtenue en plagant le capteur
successivement aux positions C; a Cg avec C; = (3,0.5) et Cg = (3, 3) ainsi qu’aux positions
occupées par les sources Sg et S1p. On peut constater dans ce cas la grande influence de la
position sur le résultat. La proximité de la source primaire ne semble pas un critére impor-
tant pour l'efficacité. Par contre la proximité de la source secondaire semble souhaitable.
Plus important encore semble étre la proximité du chemin de diffraction. Le champ primaire
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dans la zone des micros d’erreur provient en effet du champ primaire diffracté par le haut
du mur et sa mesure est donc essentielle.

Position capteur | C; | Cy C; C, | C5 | Cg | Cr | Cy Ss Sio
v (dB) -05|-411]-11.3]-0.7|-2.1|-44|-36|-1.4|-185|-4.5

TAB. 2.4 — Influence de la position du capteur

2.3 Controle causal

Dans le domaine temporel ’amplitude des sources est

c

s;() = S (Hje # o) Z/ Hp(r)ex(t — 7)dr (2.41)

k=1

Si ’on veut que le contréle soit causal, ¢’est & dire qu’il n’anticipe pas sur le comportement

futur de la source, il faut Hj;(7) = 0 pour 7 < 0. On se propose donc de trouver des fonctions

Hji(7) causales qui minimisent I’erreur aux points E; soit

J = E(ze:|dl +Z sec El’ )|)
= Z |dl +Z Z/ HJk sec *Ck)(Elat_ T)dT|2)

e (2.42)
Posons
Hy:(7)
h(r) = | Hi(r)
Hioo()
k( ) (ﬁiec*cl)(EliT) . (ﬁiec*cc)(EbT) . (ﬁzec*cc)(EliT) )
(Bloc ) (Eir) - (Pl c)(Er) - (oo #)(Ep7)
(2.43)
Nous avons
J = E(d()+ /0 " k(t = )h(r)dr )
= B(d()d(t)) + 26 / () k(t — ) d(t)dr) +
B /+°°/ K(t — 7)k(t — 71)h(m)dridTs)
= c+2 /+oo T)dr + /+Oo /+Oo (r2)a(me — m)h(m)dndr,  (2.44)
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¢ = (td( )d(t ))
= Z/_ Qz’l ) u’( )dw

lzz'

b(r) = E(tk(t—T)d(t))

) = %ﬂ/ﬂoQu<w>n~<w)ﬂ’fk(w)r;(w)cz;(w)e—iwdw)
= 27‘(’ Qzl Pfk ) ( )Sp( ) fiuJwa

a(n) = B K(Dk(t+7)
wpw(r) = 5 [ CH@)PLW)C (@) Pop (@)Sh(@)e “Td (245)

On remarque que @y jk(7) = ajrju(—7). La fonction h(7) qui rend J minimum satisfait
I’équation de Wiener-Hopf

T) + /O+OO a(r —n)h(n)dr =0 (2.46)

Définissons une discrétisation en temps en posant 7o = 0, ..., 7, = +7T,...,7v = T". On suppose

que les fonctions de transfert prennent des valeurs négligeables pour ¢ > T'. Nous pouvons
définir les grandeurs discrétes

b(79)
B =
b(7x)
h(7)
T .
H = —
N
tk t— 7'()
tk t - TN
= E(
Anm = (a(m, —Tm)) O<n m < N
(2.47)
L’équation de Wiener-Hopf sous forme discréte est
B+AH=0 (2.48)
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et a pour solution
H=-A"'B (2.49)

Dans les simulations numériques J est calculée par cette formule. Dans une application réelle
on minimiserait par un algorithme de gradient. Sous forme discréte J vaut

J=c+2'HB +'HAH (2.50)
Son gradient par rapport & H est
VuJ = 2(B+ AH) (2.51)
= 2E('K(t)d(t) + "K(t)K(t)H) (2.52)
= 2E("K(t)e(t)) (2.53)

ou e(t) est le vecteur des signaux d’erreur mesurés aux points E; au temps t.
En remplacant I’espérance par les grandeurs instantanées, 1’algorithme LMS minimise J
par la méthode du gradient suivant la formule

H,..=H, - 2K,e, (2.54)

ol y est assez petit pour assurer la convergence et H,,, K, e, sont les valeurs des variables
au temps n.

2.3.1 Exemples

Nous avons, dans un premier temps, fait un calcul sur une bande étroite de 2Hz centrée
sur 500Hz avec un capteur en C3 pour retrouver les résultats du cas harmonique. La source
émet avec une puissance spectrale unité dans cette bande de fréquence et nous prenons des
filtres de faibles longueurs (N=5). Nous trouvons des résultats identiques au tableau 2.1.

Pour des problémes avec de plus larges bandes de fréquence la longueur du filtre utilisé
devient un parameétre important. La figure 2.5 représente la variation de ’atténuation en
fonction de la longueur du filtre pour I’exemple du mur bidimensionnel contrélé par 3 micros,
une source secondaire placée au point 9 et un capteur en C3 ou 4 capteurs en C,, Cs, Cj et
Cs. L’atténuation se stabilise pour de grandes longueurs de filtre. Dans ce cas particulier il
faut prendre une longueur supérieure a 200 pour éviter une baisse sensible de 'atténuation
par rapport au maximum atteignable avec cette configuration. Nous adopterons cette valeur
dans les exemples suivants.

Reprenons la situation du mur bidimensionnel avec une ligne de sources émettant un bruit
blanc dans la bande [10Hz,2000Hz|. Nous nous proposons de comparer efficacité respective
d’un contrdle non-causal et causal avec de 1 & 4 capteurs Cy, C3, C5 et Cg ajoutés successi-
vement. Le tableau 2.5 montre que I'utilisation d’un seul capteur conduit & une atténuation
meédiocre alors qu’avec 4 capteurs on est proche de I'atténuation maximale atteignable pour
cette configuration avec un contréle non-causal. L’utilisation de 2 capteurs peut conduire a
un résultat acceptable sauf au point 11 pour lequel le capteur C3 est mal placé.

Pour estimer I'influence de la position des capteurs nous avons repris I’exemple précédent
avec la source secondaire en Sy et un seul capteur. Pour obtenir un contéle efficace il faut
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F1G. 2.5 — Evolution de l’atténuation en fonction de la longueur du filtre utilisé.

Position Source Sec. Sl SQ Sg S4 S5 S6 S7 Sg Sg 810 811

v (dB)(causal 1 capt.) | -10.2 | -11.5 | -12.3 | -11.1 | -12.3 | -13.5 | -11.3 | -14.8 | -14.3 | -12.3 | -11.8

dB)(causal 2 capt.) | -11.0 | -12.9 | -13.5 | -12.6 | -14.3 | -16.0 | -13.7 | -22.1 | -22.4 | -23.5 | -15.0

dB)(causal 4 capt.) | -11.2 | -13.1 | -13.7 | -13.0 | -14.7 | -16.3 | -14.4 | -25.0 | -27.9 | -29.0 | -30.0

7 ( )
~ (dB)(causal 3 capt.) | -11.2 | -13.1 | -13.7 | -13.0 | -14.7 | -16.2 | -14.4 | -24.4 | -26.5 | -27.9 | -29.5
7 ( )

7y

(dB)(non-causal) -13.5 | -15.3 | -15.7 | -15.3 | -16.8 | -18.3 | -16.2 | -27.0 | -30.8 | -31.9 | -32.6

TAB. 2.5 — ]
Comparaison d’un contrdle causal et non-causal en 2D sur [10Hz,2000Hz]

que la distance entre la source primaire et les micros d’erreur soit supérieure a la distance
entre la source primaire et le capteur plus la distance entre la source secondaire et les micros
d’erreur. Il est ainsi possible de réagir en fonction du signal émis par la source primaire.
Dans le cas contraire le controle se réduit a une prédiction optimale de ce signal pour la
configuration étudiée. Le tableau 2.6 donne la variation de I’atténuation en fonction de sa
position pour 10 points différents. On constate que quelque soit sa position un seul capteur
ne suffit pas pour obtenir I'atténuation maximale.

Une étude compléte d’un contrbéle a une source secondaire et un capteur d’erreur avec
les positions définies précédemment donne un optimum avec la position S;o = (0.5,1) pour
le capteur et Sg = (0.5, 2) pour la source secondaire et conduit a une atténuation de 18.6dB
dans la bande de fréquence [10Hz,2000Hz].

Un calcul semblable est effectué pour des sources tridimensionnelles sur la bande de
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Position Capteur Cl C2 Cg C4 C5 C6 C7 Cg Sg SlO
v (dB) -16.5 | -14.3 | -12.5 | -12.5 | -11.9 | -14.4 | -9.8 | -5.3 | -9.5 | -17.3

TAB. 2.6 — Influence de la position du capteur en 2D

fréquence |5Hz,2000Hz| et conduit au tableau 2.7 analogue du tableau 2.5. Les tendances
sont tout a fait semblables a la situation 2D.

Position Source Sec. 81 SQ Sg S4 S5 SG S7 Sg Sg Sl() S11

~ (dB)(causal 1 capt.) | -4.4 | -4.7 |-44|-45|-44|-53[-59| -98 [-104 | -9.6 | -8.3

dB)(causal 2 capt.) | -4.8 | -5.2 | -4.5 | -4.7 | -4.5 | -5.7 | -7.0 | -15.2 | -22.8 | -20.8 | -12.2

)
)
)
dB)(causal 4 capt.) | -4.8 | -5.2 | -4.5 | -4.8 | -4.6 | -5.8 | -7.0 | -15.3 | -23.5 | -21.3 | -20.3

7
v (dB)(causal 3 capt.) | -4.8 | -5.2 | -4.5 | -4.7 | -4.6 | -5.8 | -7.0 | -15.3 | -23.4 | -21.2 | -20.3
7 (

~

(dB)(non-causal) | -5.1|-5.6 |-4.8|-5.0 |-4.8|-6.0 |-7.3 |-15.6 | -24.0 | -21.6 | -20.8

TAB. 2.7 — ]
Comparaison d’un contrdle causal et non-causal en 3D sur [5Hz,2000Hz]

Le tableau 2.8 montre I'influence de la position du capteur lors d’un controle 3D sur la
méme bande de fréquence. Les positions optimales sont légérement différentes de la situation
2D. On obtient une faible atténuation pour les positions qui ne conduisent pas & un respect
de la causalité (Cg et Sg).

Une étude de tous les cas avec un capteur et une source secondaire donne pour optimum
un capteur en C, avec une source en S;; pour une atténuation de 19.6dB.

Un seul capteur associé a une source secondaire peut suffire & apporter une atténuation
importante s’ils sont convenablement placés.

Position capteur Cl C2 C3 C4 C5 Cs C7 Cg Sg Sl()
v (dB) -21.2 1-10.2 | -11.9 | -19.5 | -18.6 | -15.3 | -12.5 | -1.6 | -3.0 | -11.1

TAB. 2.8 — Influence de la position du capteur en 3D

2.4 Conclusion

La présence d’un mur permet d’obtenir une atténuation classique due a 'effet d’écran et
de limiter le champ dans la zone d’ombre & la partie diffractée d’amplitude plus faible que
le champ de pression moyen. Le controle peut alors se concentrer sur ce champ diffracté et
est par conséquent plus facile & mettre en oeuvre que pour un champ libre. Cela explique
aussi pourquoi les positions intéressantes pour les sources secondaires sont généralement
situées au voisinage du sommet du mur prés du chemin de diffraction sauf & basse fréquence
ou il est préférable de les placer le plus prés possible des sources primaires. On ne constate
généralement pas de surbruit important au voisinage de la source primaire. Une comparaison
a été effectuée avec la situation sans mur voir Duhamel 1993 [64]. Dans ce cas on peut
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obtenir un effet d’atténuation avec plusieurs sources secondaires au prix cependant d’une
forte augmentation du champ de pression au voisinage des sources primaires.

Le controéle d’une ligne de source pour des problémes bidimensionnels conduit facilement a
des atténuations de plus de 20dB sur la bande de fréquence [0-2000Hz]| en utilisant seulement
deux sources secondaires. Pour les exemples tridimensionnels nous pouvons espérer environ
15dB sur les cas présentés. L’étude en régime instationnaire n’a pas montré de grandes
différences quant a 'atténuation maximale réalisable si le nombre de capteurs est suffisant
pour obtenir une estimation correcte du champ de pression de la source primaire.
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Conclusion générale

Une méthode numérique a été développée pour calculer 'effet d’atténuation d’une onde
acoustique a la traversée d’un stratifié élastique en contact avec un fluide. Quelques exemples
de comportements de stratifiés ont permis d’observer 'influence de la composition, de I’épais-
seur des couches et de 'ordre d’empilement. La méthode permettrait aussi le calcul des co-
efficients de réflexion et le test du pouvoir absorbant d’un empilement donné de matériaux.

Pour des problémes plus généraux une méthode mixte éléments finis-équation intégrale
a été construite. La partie éléments finis est générée par le code SAMCEF et permet la
prise en compte de structures générales comportant en particulier des inhomogénéités. Nous
pouvons aussi profiter des facilités de pré et post-traitement du code pour créer le maillage
et visualiser les résultats. La méthode intégrale, fondée sur la formulation de Burton et
Miller, s’affranchit du probléme des fréquences singuliéres grace a un noyau hypersingulier
qui a été régularisé a ’aide de solutions statiques du probléme intérieur. Dans le cas de la
dimension deux, nous avons montré que 1'utilisation d’éléments C° n’était pas incompatible
avec la régularisation proposée. L’utilisation d’une solution extérieure peut théoriquement
supprimer les singularités créées par des coins. Une transformation de Fourier de la solution
en fréquence permet d’obtenir le comportement temporel.

Dans le cas particulier d’un mur de section constante nous avons développé une méthode
permettant d’obtenir le comportement tridimensionnel en présence d’une source ponctuelle
ou d’une ligne de sources incohérentes a partir de la résolution de problémes bidimension-
nels seuls. Nous pouvons ainsi comparer l'efficacité de différentes géométries de section sur
I’atténuation apportée par le mur avec un coiit en calcul réaliste par rapport a un maillage
tridimensionnel. Nous pouvons en particulier obtenir le comportement a haute fréquence
(quelques milliers de Hz) ou avec des sources proches de 1'objet. Des développements sont
nécessaires pour inclure un comportement non rigide du sol.

Ces méthodes ont été appliquées & des problémes de controle actif pour lesquels un
calcul précis du champ de pression est important car les phénoménes d’interférence mis
en jeux nécessitent une bonne connaissance des phases des pressions. A partir des champs
engendrés par les sources primaires et secondaires nous pouvons calculer la réduction du
niveau de pression pour une configuration donnée dans le domaine fréquentiel. Cette analyse
a été étendue au domaine temporelle en réalisant un contrdle a ’aide de filtres adaptatifs
dont on calcule numériquement les valeurs optimales. Elle permet d’observer 'influence trés
importante de la position des microphones, des sources secondaires et de la longueur des
filtres sur l'efficacité du controle.

Le dispositif décrit dans le dernier chapitre est trés proche d’une réalisation expérimentale
concreéte ol les champs sont captés en des points particuliers & I’aide de micros. Les sources
secondaires sont des haut-parleurs. Les micros et les haut-parleurs nécessaires sont ceux habi-
tuellement utilisés pour le matériel hifi et par conséquent bon marchés. Leurs caractéristiques
en fonction de la fréquence sont incluses dans les fonctions de transfert qui modélisent les
différents chemins acoustiques. Les directivités des sources réelles peuvent modifier en partie
les résultats. Elles sont cependant modélisables en remplagant les sources ponctuelles par
des combinaisons de sources. Le controle est réalisé a I'aide d'une carte de traitement nu-
meérique du signal implémentée dans un micro-ordinateur et basée autour d’'un DSP (digital
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signal processor) plus ou moins puissant suivant le nombre de voies disponibles et la rapidité
de réponse exigée qui dépend essentiellement de la distance entre les capteurs, les sources
secondaires et les micros d’erreur. Ces distances sont a priori supérieures a celles rencontrées
dans une gaine de ventilation ou le dispositif de controle a montré son efficacité. Le controle
est effectué par un algorithme de type LMS fonctionnant sur le DSP. L’étape de vérification
expérimentale peut commencer par une étude sur maquette avant un test sur un site réel.
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Annexe A

viscoélasticité

Nous avons seulement besoin de calculer les valeurs complexes des modules d’élasticité
en fonction de la fréquence pour quelques modéles rhéologiques. Nous rapellons ici la forme
des trois principaux modéles utilisés en pratique.

A.1 Modéle de Kelvin-Voigt

[ - — J

1

g2 %
Fi1G. A.1 — Schéma du modéle de Kelvin-Voigt.

Les contraintes o et les déplacements € vérifient les relations suivantes
o = Aer + ne (A1)
€1 =€ =¢ (A.2)

Pour des grandeurs sinusoidales en temps on obtient

o= (A—iwn)e (A.3)

Le module complexe vaut donc
E(w) =A—iwn (A.4)
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A.2 Modéle de Maxwell

A

AN

g 73

0
=1 =i

_ta
__Cl

F1G. A.2 — Schéma du modéle de Maxwell.

Les équations sont

0 = Aey = ney = —niwe;
€E=¢€ + €
d’ou
o o
€E=—— —
A niw
Aniw Antw? Anw

A.3 A,

ANV e

F1G. A.3 — Schéma du modéle de Zener.

Les équations sont

o = 01 = 09+ 03

€ = € +6
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€2 = €3

(A.9)
d’ou o o
=— 4+ — A.10
¢ Az * Ad — mw ( )
E, — E;
(@) * 1—rw ( )
En définissant
A; Ay
E, =
d A; + Ay
_ n
T = Ay (A.12)
E; est le module instantané, E; le module différé et 7 le temps de relaxation.
Dans tous les cas on définit ’angle de perte par
Im(FE)
t = A.13
900) = s (A.13)
soit,
E(w) =| E | (cos(p) + isin(p)) (A.14)

L’utilisation de modéles plus élaborés ne pose pas de difficulté dés lors que ’on connait la
dépendance de E en fonction de w. Il suffit d’ajouter dans le programme les quelques lignes
traduisant cette fonction. On généralise ces relations au cas tridimensionnel pour obtenir la
dépendance du tenseur des coefficients d’élasticité en fonction de la pulsation w.
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Annexe B

Atténuation dans une spheére

Nous nous proposons de calculer I’atténuation du champ produit par une source primaire
ponctuelle a ’aide d’une autre source ponctuelle a I'intérieur d’'une sphére éloignée des deux
sources voir figure B.1.

F1Gc. B.1 — Contréle dans une sphére.

Les champs de pression créés par les deux sources placées en y; et yo sont au voisinage
du centre y de la sphére

ik|x—y1]| ikly—yil . g )
pi(x) = 4e| = 46\ \elk'z‘zil‘("‘y) = Agetn )
TIX—Y1 TY — ¥1
ik|x—y2| ikly-y2  y_ )
pQ(X) _ e e e“ﬁi—z:r(x‘” _ AQezknz.(x—y) (Bl)

AT|x —y2| A7y — y2

L’atténuation optimale apportée par la source 2 vaut

| fBR eik(ngfnl).rdr|2

v = 10log(1 72 ) (B.2)
ou Bpg est la boule de centre y, de rayon R et de volume V. Posant
a = |ny —ny| (B.3)
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on obtient A
ik(ng—nl).rd — = 3 k
/BRe r 37rR f(kaR)

avec
sin(z)  cos(x)

fz) = 3( )

x3 x?
au voisinage de x = 0

$2

flo) = 1- % +06)
:L.Z
v 1010g(€)

L’atténuation devient importante quand

2
(kaR) <1

)
R<@

2ma

(B.7)

En moyenne sur les différentes orientations a vaut 4/3. La zone d’atténuation importante est

donc

R < @ ~ 0.27)\
81
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