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R�esum�e : La production industrielle d'aluminium met en jeu plusieurs aspects physiques,�a la
fois chimiques, thermiques et magn�etohydrodynamiques (MHD). L'une de sesparticularit �es est
la coexistencedans une cuve de deux 
uides non miscibles, ce qui conduit �a la pr�esenced'une
interface libre. Ce proc�ed�e consommepr�esde 2% de l' �electricit�e mondiale, la moiti �e �etant perdue
par e�et Joule. L'enjeu est de r�eduire ce côut sansd�estabiliser le proc�ed�e : il s'agit typiquement
d'un probl�eme de contr ôle optimal, que nous traitons en consid�erant une mod�elisation MHD de
la cuve. Deux approches sont utilis �eespour e�ectuer cette optimisation, �a savoir consid�erer une
contrain te d'�etat non lin�eaire bas�eesur un couplageentre les �equations de Maxwell et de Navier-
Stokesmulti
uides, et une contrain te d'�etat lin�eaire r�esultant d'une approximation shallow water
de la pr�ec�edente. Apr �es une courte introduction �a la mod�elisation du proc�ed�e et aux concepts
du contr ôle optimal bas�e sur le princip e de Pontry agin, nous d�ecrivons dans un premier temps
le contr ôle de l' �evolution de l'in terface mod�elis�ee par l'approximation shallow water. S'ensuivent
un travail de parall�elisation du logiciel de simulation du proc�ed�e dans le cadre non lin�eaire et la
recherche num�erique d'actionneurs acceptablespour son contr ôle. En�n, un algorithme d'optimi-
sation de la forme de l'in terface est propos�e sousune contrain te d'�etat non lin�eaire simpli� �ee, �a
savoir les �equations de Navier-Stokes bi
uides en dimension deux.

Mots-cl �es : EDP paraboliques non lin�eaires, contr ôle optimal, magn�etohydrodynamique, sur-
face libre, m�ethodesd'�el�ements �nis, calcul parall�ele
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Chapitre 1

Probl �eme �etudi �e

1.1 G�en�eralit �es

De la vie courante �a l'industrie lourde, en passant par les �equipements de laboratoires, de
nombreux produits sont compos�es d'aluminium. On pourra citer notamment desobjets des plus
usuelscomme les bô�tes de conserve pr�evuespour le conditionnement des produits alimentaires,
les feuilles d'aluminium destin�ees �a l'emballage des m�edicaments, mais aussi des r�ecipients en
tous genresutilis �es en chimie ou en biologie, les câbles �electriques, les pi�eceset modules �a base
d'aluminium pour l'automobile et l'a�eronautique, ou encore nombre de mat�eriaux composites
rencontr �esen architecture, imprimerie, produits aquatiques,etc. Cette omnipr�esencen�ecessiteune
production de masse,essentiellement �a partir d'alumine (oxyde d'aluminium), seule forme sous
laquelle se trouve le m�etal dans la nature, en abondancedu reste. L'alumine est contenue dans
diversesroches,commeles kaolins, les schistes et la bauxite (nom provenant de la ville desBaux-
de-Provenceo�u fut exploit�eepour la premi�erefois une mine de bauxite). Cette derni�ereest la seule
roche utilis �ee par l'industrie de l'aluminium en raison de sa forte teneur en alumine et sa faible
concentration en silice. Aujourd'h ui, on la trouve surtout dans desmines en Guin�ee,Australie et
Am�eriqueLatine. On enextrait l'alumine par un enchâ�nement complexedetraitements chimiques,
le proc�ed�e Bayer (Fig. 1.1).

Une fois l'alumine extraite de la bauxite, il reste �a la dissoudre dans une solution liquide
constitu�ee majoritairement de 
uor, la cryolite, a�n de disposer d'un �electrolyte ou bain adapt�e
�a la r�eaction d'�electrolyse par laquelle on obtient l'aluminium pur. Notons, pour �nir avec les
proc�ed�essesituant enamont de l' �electrolyse,qu'un ingr�edient suppl�ementaire estn�ecessaire�a cette
r�eaction, le carbone,qui n'est autre que le mat�eriau dont sont faites les anodes,et qu'il faut donc
�egalement extraire et transformer. En aval de l' �electrolyse, l'aluminium produit �a l' �etat liquide
subit lui-même diversestransformations en fonderie, pour �nalement être stock�e �a l' �etat solide
sousforme de feuilles, billettes ou encorelingots servant �a la fabrication desproduits pr�esent�esau
d�ebut. Notre sujet d'�etude principal portant sur l' �electrolysede l'alumine, nous nous concentrons
�a pr�esent sur cette derni�ere, connue sousle nom de proc�ed�e Hall-H�eroult (Fig. 1.2).
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2 CHAPITRE 1. PROBL �EME �ETUDI �E

Fig. 1.1 { Extraction de l'alumine : proc�ed�e Bayer
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Fig. 1.2 { R�eduction de l'alumine en aluminium : proc�ed�e Hall-H�eroult



1.2. LE PROC �ED �E HALL-H �EROULT 3

1.2 Le pro c�ed�e Hall-H �eroult

En 1886, les ing�enieurs am�ericain Hall et fran�cais H�eroult ont ind�ependamment mis au point
une technique consistant �a fabriquer l'aluminium �a l' �etat liquide par une r�eaction d'�electrolyse.
Dans ce proc�ed�e, encorele seul utilis �e de nos jours �a l' �echelle industrielle, l'alumine et le carbone
font o�ce de r�eactifs, le premier �etant r�eduit en aluminium et le deuxi�eme oxyd�e en dioxyde de
carbone, suivant le bilan global :

2Al 2O3 + 3C ! 4Al + 3CO2 : (1.1)

Cette �equation-bilan est tr �es synth�etique et m�erite d'être quelquepeu d�etaill�ee, ne serait-ce que
pour mettre en valeur la r�eduction de l'alumine et l'oxydation du carbone; ainsi, on peut som-
mairement d�ecomposerce bilan en les deux sous-r�eactions:

(
4Al 3+ + 12e� ! 4Al ;

6O2� + 3C ! 3CO2 + 12e� :

En fait, la r�eaction est encore plus complexe, la cryolite (N a3Al F6) servant non seulement de
solvant, mais ausside vecteur pour le transport des�electronspar l'in term�ediaire desions sodium :
elle se d�ecompose en ions 
uorures F � , 
uoroaluminates Al F �

4 et sodium N a+ . �A noter qu'il
existe une r�eaction concurrente g�en�eratrice de monoxyde de carbone :

2Al + 3CO2 ! Al 2O3 + 3CO ; (1.2)

qui est donc contre-productive puisquequ'elle resynth�etise l'alumine.

1.2.1 Asp ects thermiques

Pour le bon d�eroulement du proc�ed�e, l'aluminium et l' �electrolyte doivent setrouver tous deux �a
l' �etat liquide. Il en r�esulteque la temp�erature dansla cuve doit sesituer au-dessusde la plus haute
temp�erature de fusion des deux composants, qui est celle de l' �electrolyte (960oC contre 660oC
pour l'aluminium). Ainsi, le bain et l'aluminium sont port�es �a 970oC, de sorte qu'au voisinage
direct deszonesliquides (au-dessusdu bain et sur les parois de la cuve) setrouvent desmorceaux
d'�electrolyte solidi� �e �a 940oC environ. Cette phase solide joue son propre rôle dans l' �equilibre
de la cuve, car elle constitue un isolant thermique au niveau de la surfacedu bain et des parois
de la cuves, am�eliore le tra jet des lignes de courant (en servant d'isolant �electrique autour des
�electrodes), et prot�ege les parois contre l'attaque de la cryolite. Ce dernier point est peut-être
le plus important, car la fonte du bain solidi� �e provoqu�ee par une surchau�e peut s�erieusement
endommagerla cuve en la per�cant, et stopper ainsi son fonctionnement.

Cet apport calori�que, obtenu par e�et Joule lorsque le courant passe dans l' �electrolyte
(cf. infr a), doit être bien mâ�tris �e, car si une bonne isolation thermique permet a priori de di-
minuer les pertes d'�energie,une surchau�e �a l'in t�erieur de la cuve peut conduire �a une dilution
de l'aluminium pur dans la cryolite, ce qui occasionnedespertesde rendement (cf. [37]). De plus,
une quantit �e trop importante de bain solidi� �e peut d�egrader le passagedu courant �electrique,
�a l'in verse de l'e�et b�en�e�que (car stabilisateur, voir le paragraphe suivant) qu'il peut avoir en
diminuant lescourants horizontaux (cf. [11], [87]). Ainsi, le maintien de la temp�erature des
uides
autour de 970oC est d'une grande importance, mais est en partie autor�egul�e par la quantit �e
d'�electrolyte solidi� �e : par exemple, s'il y a augmentation de la temp�erature, l' �epaisseurde la
phasesolide diminuera, ce qui aura commee�et d'augmenter le 
ux de chaleur �a travers la paroi,
et de permettre une stabilisation de la temp�erature interne. On pourra consulter [11] pour plus
de pr�ecisionssur l'in
uence de l' �electrolyte gel�e dans les cuves.
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1.2.2 Asp ects magn �etoh ydro dynamiques

Comme dans toute r�eaction d'�electrolyse, un apport de courant �electrique est n�ecessaireau
transfert des�electronsdu r�educteur �a l'oxydant, c'est �a dire ici du carbone �a l'alumine. Dans les
cuves de production d'aluminium, l'in tensit�e du courant est extrêmement �elev�ee (plusieurs cen-
tainesdekiloamp�eres),car la quantit �e d'aluminium produit estdirectement proportionnelle �a cette
intensit�e. Le passagedu courant et son convoyage jusqu'�a la cuve par desconducteursext�erieurs
g�en�erent un champ magn�etique tr �esimportant, qui donnenaissance�a desforces�electromagn�etiques
de type Laplace-Lorentz en secombinant avec le courant �electrique :

~FL = ~j � ~B ; ( ~j : densit�e de courant �electrique, ~B : champ magn�etique). (1.3)

Cesforcesagissent �a leur tour sur les 
uides conducteursque sont l'aluminium et l' �electrolyte, et
g�en�erent ainsi un mouvement r�esultant notamment de l'in teraction entre descourants horizontaux
et le champ magn�etique ambiant. Cescourants sont en g�en�eral dus �a desdi� �erencesd'altitude de
l'in terface �electrolyte-aluminium d'un endroit �a l'autre de la cuve : l' �electrolyte �etant moins bon
conducteur que l'aluminium, le courant passepr�ef�erentiellement aux endroits o�u l'in terface est
haute, ce qui aboutit �a desredistributions horizontales de courant dans l'aluminium (conducteur
\parfait") :
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Fig. 1.3 { In
uence de la forme de l'in terface sur les courants �electriqueshorizontaux (exemple)

On admet commun�ement que les forces de Lorentz in
uen�cant le plus le mouvement sont dues
�a la seulecomposante verticale du champ magn�etique, principalement cr�e�ee par les conducteurs
ext�erieurs et les autres cuves. Il en r�esulte par interaction avec les courants horizontaux une
force horizontale perpendiculaire au plan de la �gure 1.3. Nous aurons l'occasionde d�evelopper
plus loin ce m�ecanismequi est souvent consid�er�e comme la principale source des instabilit �es
magn�etohydrodynamiquesapparaissant dans lescuves.Notons en�n qu'une cuve est entour�eed'un
caissonen acier de quelquescentim �etres d'�epaisseurqui poss�ededespropri �et�es ferromagn�etiques,
et modi�e ainsi l'in
uence des�el�ements ext�erieurs par un e�et d'\ �ecran magn�etique".
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1.3 Enjeux

1.3.1 Quelques chi�res

Les cuvesd'�electrolysesont de forme approximativ ement parall�el�epip�edique,de longueur 10m,
largeur 3m et hauteur 1m environ. La vue en coupe des�gures 1.2 et 1.3 est en fait une vue dans
le plan de la largeur et de la hauteur. Les anodes,d'une dur�eede vie de 20 jours, sont au nombre
de plusieurs dizainespar cuve et dispos�eessuivant deux rang�eesparall�elesdans la longueur (d'o �u
la pr�esencede deux blocssur les �gures 1.2 et 1.3). Une usinestandard compte plusieurscentaines
de cuves(jusqu'�a 300) connect�eesen s�erie et agenc�eescommeci-dessous:

Fig. 1.4 { Photo d'une s�erie de cuves(Alcan Primary Metal Group)

Ainsi, la di� �erence de potentiel entre l'anode et la cathode �etant de 4V environ (somme du
potentiel �electrochimique sp�eci�que de la r�eaction : 1,2V et d'une surtension essentiellement due
au passagedu courant dans le mauvais conducteur qu'est l' �electrolyte), la tension aux bornes
d'une s�erie de cuvespeut d�epasser1000V . L'in tensit�e du courant, qui augmente sanscesse,atteint
aujourd'hui 500kA sur la derni�ereg�en�eration de cuves,et g�en�ereainsi deschampsmagn�etiques200
fois plus importants (0.01T) que le champ magn�etique terrestre. Il est �a noter que les dimensions
horizontales descuvesaugmentent continuellement ellesaussi,de mani�ere �a maintenir desdensit�es
de courant assezbassespour limiter la vitessedes
uides, qui est de l'ordre de 0.2m=s.

Au �l desd�ecennies,la quantit �e d'aluminium produite chaque ann�eedans le monde n'a cess�e
d'augmenter, passant de moins d'1 million de tonnes en 1945 �a plus de 30 millions aujourd'hui.
Le principal pays producteur est la Chine avec pr�esde 6 millions de tonnesannuelles, loin devant
la Russie, le Canada et les �Etats-Unis qui sortent chacun de leurs usines environ 3 millions de
tonnes par an. D'un autre côt�e, la quantit �e d'�energie(principalement �electrique) n�ecessaire�a la
production d'une tonne d'aluminium a diminu�e de 30% au cours des 35 derni�eres ann�eespour
atteindre aujourd'hui environ 13M W h. Il n'en demeurepas moins que cette industrie consomme
pr�esde 2% de l' �electricit�e mondiale; ainsi, pour donner un ordre de grandeur, le fonctionnement
d'une usine moyennen�ecessitela puissanced'une demi-tranche de centrale nucl�eaire. Cet aspect
�energ�etique, qui est au centre des pr�eoccupations des entreprises productrices d'aluminium, fait
l'ob jet du paragraphesuivant.
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Terminons ce bref aper�cu des aspects quantitatifs en donnant quatre param�etres importants
au sujet desdeux 
uides intervenant dans le proc�ed�e Hall-H�eroult :

Aluminium �Electrolyte
Densit�e � 1 = 2300kg:m� 3 � 2 = 2150kg:m� 3

Viscosit�e � 1 = 1:196:10� 3 kg:m� 1:s� 1 � 2 = 2:558:10� 3 kg:m� 1:s� 1

Conductivit �e � 1 = 3:5:106 
 � 1:m� 1 � 2 = 2:5:102 
 � 1:m� 1

Hauteur de 
uide h1 = 0:2m h2 = 0:05m

Tab. 1.1 { Quelquesparam�etres importants

1.3.2 Questions de rendemen t

Un premier crit �ere d'e�cacit �e du proc�ed�e est le rendementFaraday : c'est le rapport entre la
quantit �e d'aluminium e�ectiv ement produite et la quantit �e th�eoriquepr�evuepar la loi de Faraday,
compte tenu du courant �electrique fourni. La principale causede d�egradation de ce rendement
est la r�eaction parasite de recombinaison de l'alumine (1.2). On mesured'ailleurs le rendement
Faraday par la quantit �e de monoxyde de carbone ind�esirablement produit. L'apparition de bulles
de gazsouslesanodes(e�et d'anode), provoqu�eeessentiellement par une trop faible concentration
en alumine dans l' �electrolyte, peut �egalement être �a l'origine d'une chute du rendement Faraday.
Ce dernier ph�enom�eneest cependant bien mâ�tris �e �a pr�esent, si bien quede nosjours le rendement
Faraday atteint en moyenne90% (et même95% dans certainescon�gurations).

Pour am�eliorer le fonctionnement descuves,il est utile de consid�erer un crit �ered'e�cacit �e plus
global appel�e rendement�energ�etique, celui-l�a avoisinant seulement les 50% (cf. [37]). Il exprime,
pour une quantit �e donn�ee d'aluminium produit, le rapport entre la variation d'enthalpie � H
(�energiethermochimique) n�ecessaire�a la r�eaction d'oxydor�eduction, et l' �energie�electrique totale
fournie Wel , qui est en partie perdue sousforme d'�energiethermique (qu'on note W th ) :

re =
� H
Wel

; avec Wel = � H + Wth

Actuellement, les deux quantit �es � H et Wth sont donc �a peu pr�es les mêmes.La premi�ere �etant
une constante de la r�eaction (1.1), on n'a que l'option de diminuer Wel si l'on veut augmenter r e.
Sachant (cf. [37]) que Wel est directement proportionnel �a la di� �erencede potentiel E = 4V aux
bornesd'une cuve (en consid�erant le rendement Faraday commeapproximativ ement �egal �a 1), la
seulesolution pour am�eliorer le proc�ed�eestdoncder�eduireE, qui comprendjustement pour moiti �e
la surtension li�eeau passagedu courant dans l' �electrolyte (2V ) ! C'est donc essentiellement l'e�et
Joule provoqu�e par la faible conductivit�e de l' �electrolyte qui est responsabledespertes thermiques,
et c'est pourquoi la distance entre les anodes et l'aluminium fondu, qu'on appelle encoreDAM
pour distance anode-m�etal (repr�esent�e par h2 dans le tableau Tab. 1.1) est si faible.

Même si des perfectionnements sont toujours possibles,l'optimisation des côuts �energ�etiques
passedoncengrandepartie par la diminution de la DAM, et non par l'augmentation du rendement
Faraday. Pour se �xer les id�ees,on notera qu'un demi-centim �etre de hauteur d'�electrolyte côute
environ 100 millions de dollars par an.

Parall�element �a cela,on observesur le terrain qu'augmenter (resp. diminuer) la distanceanode-
m�etal a un e�et stabilisant (resp. d�estabilisant) sur le d�eroulement du proc�ed�e. Tout l'enjeu est
ainsi de pouvoir augmenter le rendement des cuves sans les d�estabiliser, ce qui constitue un cas
typique de probl�emed'optimisation souscontrain tes.



Chapitre 2

De la mo d�elisation �a l'optimisation

Dans la nature, l'industrie et l' �economie,de nombreux ph�enom�enessuivent un comportement
complexequ'il est di�cile de pr�evoir avec pr�ecision, en raison des contrain tes mat�erielles faisant
obstacle�a la multiplication desexp�eriences,et même�a la simple mesure.L' �electrolysede l'alumine
en fait partie, du fait de la vari�et�e desph�enom�enesphysiquesqu'elle met en jeu et desconditions
extrêmesdu proc�ed�e Hall-H�eroult (temp�erature, corrosion, courants intenses).

Ainsi, on pr�ef�ere souvent simuler les exp�eriences,en construisant un mod�ele math�ematique,
par lequel on esp�ere relier de fa�con formelle le comportement d'un syst�emer�eel (variables d'�etat)
aux conditions cens�eesd�eterminer ce comportement (param�etres). Une fois cette loi �etablie, si on
a r�eussi�a d�emontrer qu'�a un jeu de param�etres r�ealistescorrespond un et un seul jeu de variables
d'�etat (probl�emebien pos�e), on peut consid�ereravoir termin�e la phasedemod�elisation. Il restealors
�a r�esoudre le mod�elepar une m�ethode adapt�eepour obtenir la pr�evision escompt�ee. �Evidemment,
la compl�etion de cette seconde�etape d�epend fortement de la complexit�e du mod�ele : en g�en�eral,
celui-l�a prend la forme d'un syst�emed'�equations di� �erentielles, qu'on peut parfois r�esoudre\�a la
main" (ce qui m�ene�a dessolutions explicites), mais qui ser�ev�ele bien souvent inextricable par des
m�ethodesanalytiques. La plupart desmod�elesphysiquesentrent dans la deuxi�emecat�egorie, car
ils sont bas�essur des�equationsaux d�eriv�eespartiel les, commeles mod�elesusuelsde la thermique
(�equation de la chaleur), de l' �electromagn�etisme (�equations de Maxwell) et de la m�ecaniquedes

uides (�equations de Navier-Stokes), qu'on peut utiliser pour d�ecrire le proc�ed�e Hall-H�eroult. La
seule issueest alors le recours �a la simulation num�erique, domaine scienti�que qui a vu le jour
dans les ann�ees1950,suite �a l'apparition desordinateurs.

La simulation, qui se substitue donc - au moins en partie - �a l'exp�erimentation mat�erielle,
est aujourd'hui fondamentale dans de nombreux secteursscienti�ques. En plus de permettre des
�economiescons�equentes (en temps et en argent) par cette substitution, elle joue aussiun rôle de
validation des mod�eleset des exp�eriences,et o�re des possibilit�es bien plus grandesen mati�ere
d'exploration, la variation des param�etres et variables d'�etat �etant virtuelle donc sans limites.
Cependant, cette technique est dans une large mesure tributaire de la puissancede calcul, car
mêmesi celle-l�a �evolue constamment, tous les probl�emespos�essont loin d'être r�esolus,et certains
ne le seront sûrement jamais. Pour cette raison, la recherche d'algorithmes e�caces, qui constitue
une branche desmath�ematiques�a part enti �ere appel�eeanalysenum�erique, est d�eterminante dans
la port�ee de toute d�emarche de simulation. Dans le cas o�u les performancesdes m�ethodes de
r�esolution sont encore insu�san tes au regard de la pr�ecision escompt�ee, la seulealternative est
alors de simpli�er le mod�ele en limitan t au maximum la d�egradation de sa �abilit �e. Dans le
probl�emephysique qui nous int�eresse,nous retenonsdeux mod�eles,l'un (non lin�eaire) sevoulant
plus pr�ecis,et l'autre (lin �eaire) plus rapide �a r�esoudre.

7
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Ainsi, nousdisposonsde deux moyensd'estimer le comportement descuvesen fonction de leurs
param�etresd'entr �ee.Ceux-l�a, qui d�ecrivent l'environnement danslequelsed�eroulele proc�ed�e, sont
constitu�es de caract�eristiques impos�eespar le contexte physique (densit�e, viscosit�e, conductivit �e,
attraction, etc.), et de variables\r �eglables"(forces�electromagn�etiques,conditions aux limites, dis-
tance anode-m�etal, etc.), ce terme restant �a d�e�nir au regard desmoyensmat�eriels �a disposition
et du côut de leur utilisation. On d�esignepar donn�eesles param�etres de la premi�ere cat�egorie,et
par commandesou actionneurs ceux de la deuxi�eme.Si l'on supposecette derni�ere non vide, on
peut envisager de modi�er le ph�enom�ene physique, en vue d'optimiser un certain aspect de son
comportement. Alors, l'existence d'un mod�ele d�eduisant les variables d'�etat des actionneurs est
d'une grandeutilit �e, car il permet de recourir �a la th�eoriemath�ematique du contrôle optimal pour
d�eterminer automatiquement, �a partir d'un crit �ere �x �e portant sur les variables d'�etat (fonction
coût), desvaleurs d'actionneurs qui engendrent le comportement escompt�e.

Remarques
1) Du point de vue du mod�ele, les con�gurations optimales �evoqu�eesci-dessuspeuvent être
remplac�eespar d'autres typesde comportements prescrits. Dans ce cadre, le contr ôle optimal
permet de cerner les conditions dans lesquellesseproduisent certains ph�enom�enes.
2) Dans le caso�u les donn�eesne sont pas connuespr�ecis�ement, mais o�u ce manqued'informa-
tion est sans cons�equencessur la validit �e math�ematique du mod�ele, il est possible de les
d�eterminer si l'on dispose d'observations physiques sur le ph�enom�ene. Math�ematiquement,
il s'agit d'un probl�eme de contr ôle optimal dans lequel ces donn�ees prennent la forme de
commandesservant �a minimiser l' �ecart entre le r�esultat de la simulation et l'observation.
Cette m�ethode, qui permet de caler ou calibrer lesmod�eles,porte le nom de probl�emeinverse.

On voit que d'une part, avoir un mod�ele �a disposition permet d'exploiter la th�eorie du contr ôle
optimal, et que d'autre part, l'utilisation d'un programme de contr ôle permet d'obtenir desinfor-
mations qualitativ es et quantitativ es sur la validit �e du mod�ele. En plus de permettre la modi�-
cation d'un comportement en fonction d'objectifs pr�e�etablis, le contr ôle optimal est donc utile �a
la mod�elisation des ph�enom�enes,au même titre que la simulation en elle-m̂eme (et la remplace
mêmeavantageusement dans desproc�eduresdu type essai-erreur).Pour les mettre en �uvre, on
cherche souvent lessolutions de probl�emesde minimisation du type (o�u � , � et � sont �a d�e�nir) :

Inf
u 2 U

�

(u) ; avec
�

(u) = � (' ) + � (u) ; et ' tel que � ('; u) = 0:

Les variables d'�etat (vitesse, pression, etc.) sont ici repr�esent�ees par ' , les commandespar u,
la fonction côut par

�

et les �equations d'�etat (qui comprennent les donn�ees)par � = 0. Ainsi,
l' �etude math�ematique et la r�esolution num�erique de ce probl�emereposent en partie sur cellesdes
�equationsd'�etat, qui prennent dans notre casla forme d'�equationsaux d�eriv�eespartielles (EDP).

Con texte math �ematique

Mêmes'il n'existe pasde th�eorieg�en�erale pour le probl�emeci-dessus,lesdeux mod�elesutilis �es
dans les pr�esents travaux poss�edent despoints communs �a la fois au niveau :

- desoutils math�ematiquesemploy�espour l' �etude de leurs solutions,
- desm�ethodespar lesquelleson les r�esout num�eriquement,
- desalgorithmes de contr ôle optimal auxquels ils peuvent seprêter.

Leur pr�esentation d�etaill�ee fera l'ob jet du chapitre 3, mais on peut d'ores et d�ej�a les classerpour
l'un dans la cat�egorie des probl�emesparaboliques-elliptiques non lin�eaires, et pour l'autre dans
celle desprobl�emeshyperboliques du deuxi�eme ordre lin�eaires.Cesdeux classessont couramment
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repr�esent�eespar des\probl �emestypes" lin�eaires,respectivement :

- l' �equation de la chaleur :
�

@t ' (t; x) � � ' (t; x) = f (t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � 
 ;
' (0; x) = ' 0(x) ; 8 x 2 
 ;

(2.1)

- l' �equation desondes:

8
<

:

@2
t ' (t; x) � � ' (t; x) = f (t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � 
 ;�

' (0; x) = ' 0(x) ;
@t ' (0; x) = ' 1(x) ;

8 x 2 
 ;
(2.2)

o�u T 2 �

+ , 
 est un ouvert dans �

d, et f et (' k )0� k� m� 1 sont desdonn�ees.Lorsque 
 = �

d, ces
deuxmod�elesrentrent dansle formalismedu probl�emedeCauchy, qui constitua le premier v�eritable
sujet d'�etude desEDP en tant que telles, et pour lequel le th�eor�emede Cauchy-Kovalevsky(1842)
fournit un r�esultat d'existenceet d'unicit �e dessolutions analytiques au voisinagede x = 0, pour
desdonn�eesanalytiques. Ce type de solutions a pour inconv�enient de ne passatisfaire la condition
de Hadamard (1923), qui veut que la solution d�epende contin ûment des donn�ees,en conformit�e
avec les syst�emesphysiquesmod�elis�es.Par ailleurs, un ph�enom�enephysique est souvent restreint
�a un ouvert 
 born�e dans �

d, aux fronti �eresduquel il est n�ecessaired'imp oserdesconditions aux
limites. La nature locale du th�eor�eme de Cauchy-Kovalevsky se prête mal �a de telles contrain tes
globales.C'est ainsi qu'on est amen�e �a s'a�ranc hir du cadredesfonctions classiquesen consid�erant
les solutions comme des distributions, qui sont math�ematiquement d�e�nies dans le cadre d'une
formulation variationnel le desEDP. Souvent, on peut physiquement justi�er ce formalisme par le
principe de moindre action, commepar exempledans le casde l' �equation desondesd�e�nie sur un
intervalle [0; `], repr�esentant les vibrations d'une corde �x �eeen sesextr�emit�es :

8
>>><

>>>:

� @2
t ' (t; x) � � @2

x ' (t; x) = 0; 8 (t; x) 2 [0; T] � [0; `] ;
' (t; 0) = ' (t; `) = 0; 8 t 2 [0; T] ;

' (0; x) = ' 0(x) ; 8 x 2 [0; `] ;
@t ' (0; x) = ' 1(x) ; 8 x 2 [0; `] :

(2.3)

En e�et, si on mod�elise la corde par un syst�eme de N h + 2 points (x j ; yj = ' (x j ))0� j � N h +1 de
massem reli�es par des �ls �elastiquessans masse,tels que x j +1 � x j = h, m = � h, x0 = 0 et
xNh +1 = 0 :

PSfrag replacements

0
x1

y1

xNh

yNh
`

Fig. 2.1 { Châ�ne �elastique

l' �equation en ' (t; x) devient, en rempla�cant @x ' (x) par
' (x + h=2) � ' (x � h=2)

h
:

m •yj (t) � k [yj � 1(t) � 2yj (t) + yj +1 (t)] = 0; 8 j 2 f 1; : : : ; Nhg; (2.4)

o�u k = �=h est la constante de raideur des �ls. Les �equations de Newton (2.4) peuvent être vues
commeune condition n�ecessaireet su�san te de stationnarit �e de l' action � (y = (y1; ::; yNh )) pour
tout d�eplacement virtuel admissiblepurement vertical ~y = (~y1; ::; ~yNh ) :

(2.4) , lim
" ! 0

� (y + " ~y) � � (y)
"

= 0; 8 ~y ; avec � (y) =
Z T

0

1
2

NhX

j =1

h
m _y 2

j � k (yj +1 � yj )2
i

: (2.5)
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Alors, en faisant tendre Nh vers l'in�ni (soit h vers dx et
P

vers
R

) dans (2.5), on obtient que
l'EDP (2.3) est une condition de stationnarit �e de

� (' ) =
Z T

0

Z `

0

1
2

[� (@t ' )2 � � (@x ' )2] ;

qui s'exprime sousforme variationnelle

lim
" ! 0

� (' + " ~' ) � � (' )
"

= 0; 8 ~' , �
Z T

0

Z `

0
@t ' @t ~' � �

Z T

0

Z `

0
@x ' @x ~' = 0; 8 ~' :

Pour un expos�e approfondi des princip es variationnels en dynamique, on pourra consulter B.A.
Kup ershmidt [57], qui couvre des mod�eles en magn�etohydrodynamique. Plus g�en�eralement, on
obtient la formulation variationnelle d'une EDP en la multiplian t par une fonction test ad�equate
~' , puis en l'in t�egrant par parties en tenant compte des conditions aux limites. On est alors en
mesuredetraiter desprobl�emestels que(2.1) ou (2.2) pos�essur desdomainesborn�es,qu'on quali�e
de probl�emesaux limites. Cette mani�ere de proc�eder implique l'utilisation d'espacesfonctionnels
particuliers pour manipuler les distributions, les espaces de Sobolev. Ainsi, nous pr�esentons en
section2.1 lesrudiments de la th�eorievariationnelle des�equationsdesondeset de la chaleur, avant
de nous pencher sur leur approximation num�erique en section 2.2. Sansle vouloir, nous l'avons
d�ej�a utilis �eeci-dessusen assimilant une corde �a un nombre �ni de points reli�espar des�elastiques.
En e�et, nous avons �et�e en mesure de r�eduire l'EDP (de dimension in�nie) �a un syst�eme de
dimension �nie, mais aussid'approcher l'op�erateur de d�erivation � � par une sommed'op�erateurs
de multiplication, et d'obtenir par l�a un syst�eme d'�equations di� �erentielles ordinaires (EDO). Il
s'agit d'un sch�ema aux di� �erences �nies , qui constituent (au moins danscertainescon�gurations)
un casparticulier de la m�ethode des�el�ements �nis , de nature fondamentalement variationnelle.

En�n, de la mêmemani�ere que la formulation variationnelle desmod�elesphysiquespermet de
caract�eriser la stationnarit �e de l'action, lessolutions desprobl�emesde contr ôle �etudi�esremplissent
une condition n�ecessairedu premier ordre variationnelle portant sur la stationnarit �e du crit �ere

�

.
Celle-l�a est d�e�nie non pas par rapport �a la variable d'�etat, mais par rapport �a la commande. �A
titre d'exemple, consid�erons le probl�emede contr ôle de la temp�erature d'une barre de longueur `
par un terme sourced�e�ni sur [0; `]. Le probl�eme est d'obtenir une r�epartition des temp�eratures
la plus proche possiblede la distribution ' opt , en limitan t la norme de u pour mod�eliser le côut
de l'activ ation de la source:

Inf
u 2 U

�

(u) ; o�u
�

(u) =
1
2

Z T

0

Z `

0
k' (u) � ' opt k2 +

Q
2

Z T

0

Z `

0
kuk2 ; Q 2 �

�
+ ; (2.6)

avec

8
<

:

@t ' (t; x) � � @2
x ' (t; x) = u(t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � [0; `] ;

' (t; 0) = ' (t; `) = 0; 8 t 2 [0; T] ;
' (0; x) = ' 0(x) ; 8 x 2 [0; `] :

(2.7)

Le gradient de la fonction côut (2.6) s'�ecrit

r u
�

(u) = � + Qu ;
o�u � est solution du probl�eme adjoint :

8
<

:

� @t � (t; x) � � @2
x � (t; x) = ' (u)( t; x) � ' opt (t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � [0; `] ;

� (t; 0) = � (t; `) = 0; 8 t 2 [0; T] ;
� (T; x) = 0; 8 x 2 [0; `] ;

(2.8)

' (u) �etant la solution de l' �equation d'�etat (2.7) pour un certaine valeur de u. C'est ainsi que la
condition de stationnarit �e � + Qu = 0 avec les �equations(2.7) et (2.8) v�eri� �eescaract�erise la (les)
solution(s) (u; ' ) du probl�eme(2.6)-(2.7). Nous pr�esentons en section 2.3 la g�en�eralisation de ce
type de propri �et�e �a plusieurs typesde probl�emesde contr ôle et son rôle dans leur r�esolution.
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2.1 Outils d'analyse fonctionnelle pour l' �etude des mo d�eles

Contrairement aux probl�emeshyperboliquesdu premier ordre dont l' �etude math�ematique est
assezd�elicate (chocs...), les�equations(2.1) et (2.2) comportent l'op�erateur �, qui g�en�ere un semi-
groupe continu de contractions par la propri �et�e d'ellipticit �e de � �. Avant de pr�ecisercesaspects,
on peut d�ej�a exhiber par la transform�eede Fourier la structure de semi-groupe desop�erateursqui,
�a une condition initiale � 0 = (' k )0� k� m� 1 associent la solution �( t) = (' (k) (t))0� k� m� 1, pour
m = 1 et m = 2. On ram�ene les �equations (2.1) (m = 1) et (2.2) (m = 2) �a dessyst�emesd'EDO.

2.1.1 Transform �ee de Fourier

Aux XVI I Ie et XIX e si�ecles,lorsquelespremi�eresEDP apparaissent danslesmod�elesphysiques,
on commencepar rechercher dessolutions explicites (\transcendantes") �a leur formulation (forte)
newtonienneau moyen de diversoutils, dont la transform�eede Fourier. Pour pouvoir d�e�nir celles-
l�a dansle cadremodernedesdistributions, on consid�erelesinconnues' (k) (t; �) dansl'espace�

0( �

d)
desdistributions temp�er�ees. Ainsi, leurs transform�eesde Fourier en espaceb' (k) (t; �) satisfont :

�
b' (m) (t) + 4� 2k� k2 b' (t) = bf (t) ; 8 t 2 �

+ ;
b' (k) (0) = b' k ; 8 k 2 f 0; ::; m � 1g;

(2.9)

o�u � joue le rôle d'un param�etre. Par une extensionaux distributions desr�esultats concernant les
EDO classiques,on montre que ceprobl�emeest bien pos�e dans �

m ( �

+ ; �

0( �

d)), et que sa solution
prend la forme (voir R. Dautray et J.-L. Lions [22] V) :

b' (t) =
m� 1X

k=0

bEm� k (t) b' k +
Z + 1

0

bE0(t � s) bf (s) ds;

o�u les bEk (k = 0; ::; m) sont solutions desprobl�emes(� d�esignant le symbole de Kronecker) :
(

bE (m)
k (t) + 4� 2k� k2 bEk (t) = 0; 8 t 2 �

+ ;
bE (l )

k (0) = � m� k;l ; 8 l 2 f 0; ::; m � 1g:

Pour (2.1) commepour (2.2), on peut calculer explicitement ( bEk (t))0� k� m , et il existe une seule
solution ' (t; x) dans �

1 ( �

+ ; �

0( �

d)), donn�ee par la transform�ee de Fourier inverseen espacede
b' (t; � ). Alors, la solution s'�ecrit, en utilisant une matrice de convolution en espace(cf. [22] XIV) :

�( t) = G(t)� 0 + (G �
t

F )(t) ; 8 t � 0;

o�u la famille (G(t)) t2 R+ d'op�erateurs de � ( �

0( �

d)) forme un semi-groupe : G(s + t) = G(s)G(t).
�Etudions �a pr�esent le cas
 born�e, soit [0; `] en dimension1 pour simpli�er : on peut utiliser la

transform�eede Fourier �a condition de prolonger ' �a � tout entier, par sa \p �eriodis�eeen espace"

' P (t; x) = ' (t; x) �
x

W` (x) ; avec W` (x) =
X

j 2 Z

� (x � j `) (� : mesurede Dirac) :

Alors c' P (t; � ) =
1
`

b' (t; � ) W 1
`
(� ) ; et donc ' P (t; x) =

1
`

X

j 2 Z

b' (t;
j
`
) e2i� j x

` :

On obtient ainsi une repr�esentation de l'inconnue sousforme de s�erie de Fourier, qu'on peut r�ecrire
compte tenu desconditions aux limites ' (t; 0) = ' (t; `) = 0 :

' (t; x) =
X

j 2 N

yj (t) sin (! j x) ; avec ! j =
2� j

`
; (2.10)

de sorte que(2.3) et (2.7), par exemple,prennent la forme de syst�emesd'EDO. Nousallons voir, au
moyen desespacesde Sobolev, que cette propri �et�e s'inscrit dans la th�eorie spectrale du laplacien.
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2.1.2 Form ulation variationnelle et espaces de Sobolev

Dans la th�eorie classiquedes fonctions, l'op�erateur de d�erivation n'est pas continu, ce qui
rend d'un emploi malais�e la notion de convergencedes solutions d'EDP. C'est pourquoi, dans
la premi�ere moiti �e du XX e si�ecle, les math�ematiciens commenc�erent �a s'int�eresser�a la notion
de solution faible, au sensdes distributions. Ce point de vue fournit un cadre th�eorique dans
lequel la d�erivation est une op�eration r�eguli�ere au senssuivant : tout �el�ement de l'espace des
distributions �

0(
) est ind�e�niment d�erivable, et si une suite de distributions ( n ) converge vers
 , alors (@ n ) converge vers @ . En plus de cette propri �et�e, il est utile de d�e�nir une norme
sur l'espaceconsid�er�e, et que la propri �et�e de compl�etude1 soit remplie au sensde cette norme.
C'est ainsi que les op�erateurs lin�eairesdans les espaces de Banach, qui sont desespacesvectoriels
norm�es complets, v�eri�en t, en vertu du th�eor�eme de l'application ouverte (cf. [15]), la condition
de Hadamard. Par ailleurs, dans lesprobl�emesaux limites, on a besoinde d�e�nir les distributions
aux fronti �eresd'un domaine (notion de trace), ce qui requiert certaines propri �et�es de r�egularit�e.
En�n, la d�e�nition d'un produit scalaire permet d'utiliser la notion d'orthogonalit �e, qui procure
de nombreux avantages pratiques. Toutes cesconsid�erations am�enent Sobolev �a d�e�nir en 1934
un nouveau type d'espacesfonctionnels, qui donneront naissance�a la th�eorie des distributions,
formalis�ee par Schwartz en 1950. Les distributions s'imposeront d�es lors dans le traitement des
EDP lin�eaires,mais aussinon lin�eairescar celles-l�a g�en�erent, même�a partir de donn�eesr�eguli�eres,
dessolutions singuli�eres.

Si dx repr�esente la mesurede Lebesgue,les formesbilin �eairessym�etriques positives

(';  ) 7! (';  )H p (
) =
Z



@� ' (x) @�  (x) dx ; � = (� i )1� i � d ;

lorsqu'elles existent, permettent de d�e�nir les produits scalaires (';  )H p (
) et les normes

' 7! j' jH p (
) =
q

('; ' )H p (
) : Ainsi, les espaces de Sobolev d'ordre p

H p(
) =
n

 2 �

0(
)
�
�
�

Z



(@�  (x))2 dx < 1 ; 8j� j 2 f 0; ::; pg

o

sont des espacesde Banach, contrairement aux espaces�

p(
) munis de la même norme. On
les quali�e parfois d'espaces�a �energie �nie car (@� ' )2 repr�esente souvent, pour une certaine
valeur de � , une densit�e d'�energiedans les probl�emestrait �es. De plus, les produits scalairesci-
dessusen font des espaces de Hilbert, qui admettent une base orthonormale d�enombrable (ils
sont isomorphes �a l2). En g�en�eralisant ainsi la distance euclidienne aux espacesde dimension
in�nie, ils sont bien adapt�es aux approximations num�eriques (m�ethodes de Galerkin). Une de
leurs propri �et�es fondamentales est le th�eor�eme de Riesz-Fr�echet, selon lequel toute forme lin�eaire
continue sur un espacede Hilb ert V s'exprime sousla forme du produit scalairepar un �el�ement
de V , et r�eciproquement :

(
8 L 2 V 0; 9 ! ' L 2 V = L( ) = (' L ;  )V ; 8  2 V ;
8 ' 2 V ; 9 ! L ' 2 V 0 = (';  )V = L ' ( ) ; 8  2 V :

Il en r�esulte qu'un espacede Hilb ert peut être identi� �e �a son dual, ce qui en fait un espacede
Banach r�e
exif . On disposealors de la propri �et�e fondamentale suivante (compacit�e faible) : pour
toute suite born�eedans V , il existe une sous-suitefaiblement convergente2.

1Toute suite de Cauchy (' n ) est fortement convergente : 9 ' , lim
n !1

j' � ' n j = 0.
2On dit que (' n ) converge faiblement vers ' si 8  2 V , lim

n !1
(' n ;  )V = (';  )V .
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Une cons�equencedirecte en est la propri �et�e de minimisation des fonctionnelles convexes, dont la
d�emonstration sera donn�ee en section 2.3.2 .b dans le cadre des probl�emesde contr ôle optimal.
En particulier, on a le th�eor�emesuivant :

Si V est un espace de Hilbert, f 2 V 0 et a(�; �) est une forme bilin�eaire sur V

(i) continue : 9 c 2 � + 8 (';  ) 2 V 2 ; a(';  ) � c j' jV j jV ;
(ii) coercive : 9 k 2 �

�
+ 8 ' 2 V ; a('; ' ) � k j' j2V ;

(iii) sym�etrique : 8 (';  ) 2 V 2 ; a(';  ) = a( ; ' ) ;
(2.11)

alors le probl�eme a(';  ) = hf ;  i V 0;V 8 2 V admet une unique solution dans V .

Ce r�esultat s'�etend aux formes bilin �eaires continues coercifs non n�ecessairement sym�etriques
(th�eor�eme de Lax-Milgram, [60]). On voit donc qu'il peut être avantageux de poser les probl�emes
sousforme variationnelle dans les espacesde Hilb ert. Les espacesde Sobolev le permettent, d�es
lors qu'ils sont choisis d'ordre su�sammen t �elev�e (fonctions \r �eguli�eres") pour pouvoir int�egrer
par parties desdistributions sur desdomainesborn�es. �A titre d'exemple, consid�erons le probl�eme
de Dirichlet homog�ene (

� � ' = f dans 
 ;
' = 0 sur @
 :

Ceprobl�emeestbien pos�esi l'on choisit ' dansH 1(
), car, d'abord, � (
) estdensedansH 1(
), ce
qui permet de d�e�nir la trace de ' dansL 2(@
), et par cons�equent l'espaceH 1

0(
). En multiplian t
alors la premi�ere�equation par une fonction test ~' 2 H 1

0 (
) et en int�egrant par parties (formule de
Green) sur 
, on seretrouve dans les conditions du th�eor�emeci-dessus,l'ellipticit �e de a r�esultant
de l'in �egalit�e de Poincar�e (qui n'est pas valable dans H 1(
))

8  2 H 1
0 (
) ; 9 C
 � 0 =

dX

i =1

j@x i  j2L 2 (
) � C
 j j2L 2 (
) :

Les espacesH p poss�edent de nombreusesautres propri �et�es fondamentales : lorsque 
 = �

n , ce
sont dessous-espacesdesdistributions temp�er�ees �

0 (stables par transformation de Fourier). Par
ailleurs, les espacesH p ont des propri �et�es de compacit�e regroup�eessous le nom d'injections de
Sobolev, qui interviennent dans la justi�cation despropri �et�esspectralesde certains op�erateurs, ou
encoredans l'obtention de r�esultats de convergencedans les probl�emesnon lin�eaires.C'est ainsi
que nous allons pouvoir expliquer la formule (2.10) obtenue en section pr�ec�edente : ce r�esultat
s'inscrit en fait dans la th�eorie spectrale desop�erateurs coercifs (ou elliptiques) sym�etriques :

Soient V et H deux espaces de Hilbert r�eels tels que l'inje ction de V dans H soit compacte,
a(�; �) une forme bilin�eaire sur V r�epondant aux conditions (2.11). Les solutions du probl�eme :

a(';  ) = � (';  )H ; 8  2 V (2.12)

sont les couples(� j ; wj ) j 2 N, o�u les valeurs propres (� j ) j forment une suite croissante dans �

�
+

tendant vers + 1 , et les vecteurs propres (wj ) j forment une baseorthonormale de l'espace H .

Ainsi, dans le casdess�eriesde Fourier, la famille
� q

2
` sin(! j x)

�

j 2 N
forme une baseorthonormale

de l'espaceH = f ' 2 L 2(]0; `[) j ' (0) = ' (`) = 0g. On disposeen e�et du th�eor�eme de Rellich
(cf. [15]), qui pr�evoit que lorsque 
 est born�e, alors l'injection de V dans L 2(
) est compactesi
H 1

0(
) � V � H 1(
). On pourra consulter [84] pour l'application de ce type de raisonnement �a
de nombreux probl�emesaux limites lin�eaires(dont (2.1) et (2.2) pos�essur desdomainesborn�es).
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2.1.3 Estimations a priori

Les th�eor�emesci-dessussont tr �espuissants pour l' �etude desprobl�emeslin�eaires,une fois mis
en place les espaces fonctionnels permettant leur application. Ils permettent en g�en�eral de s�eparer
les variables temps et espaceen d�ecomposant pour tout t l'inconnue ' (t; �) sur une base(in�nie)
desespacesen question, de sorte que l'EDP consid�er�eeseram�ene�a un syst�emed'EDO de dimen-
sion in�nie, pour l'analyse duquel on disposealors du th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz :

Soient V un espace de Banach et F : V ! V une application lipschitzienne :

9 M 2 �

+ = 8 (';  ) 2 V 2 ; jF (' ) � F ( )jV � M j' �  jV : (2.13)

Alors, pour tout ' 0 2 E, il existe ' 2 �

1( �

+ ; E ) unique telle que

(
dt ' (t) = F (' (t)) sur �

+ ;
' (0) = ' 0 en t = 0:

Une grande partie de la question reposeainsi sur l'obtention de la propri �et�e (2.13), qui sert en
fait de guide dans le choix de l'espaceV . Par exemple,si l'on multplie les probl�emesde Cauchy-
Dirichlet que constituent les �equationsde la chaleur et desondesrespectivement par ' et @t ' , on
obtient apr�es int�egration sur [0; t] � 
 les �egalit�es d'�energie

1
2

j' (t)j2H +
Z t

0

dX

i =1

j@x i ' (s)j2H ds =
1
2

j' (0)j2H +
Z t

0
(f (s); ' (s))H ds et (2.14)

1
2

�
j@t ' (t)j2H +

dX

i =1

j@x i ' j2H

�
=

1
2

�
j@t ' (0)j2H +

dX

i =1

j@x i (0)' j2H

�
+

Z t

0
(f (s); @t ' (s))H ds: (2.15)

o�u H = L 2(
). Alors, l'ellipticit �e de � � dans V = H 1
0 (
), et l'application au secondmembre

desin�egalit�esd'Young pour la premi�ere,et de Cauchy-Schwartz et de Gronwall pour la deuxi�eme,
conduisent aux estimations a priori (avec T � t) :

j' (t)j2H +
Z t

0
j' (s)j2V ds � j' 0j2H + C

Z T

0
jf (t)j2V 0 dt et

j' (t)j2V + j@t ' (t)j2H � C
�
j' 0j2V + j' 1j2H +

Z T

0
jf (t)j2H dt

�
;

o�u lesC 2 �

+ d�esignent desconstantes diverses.C'est ainsi qu'on arrive �a d�eterminer desespaces
de solutions en fonction de ceux auxquelsappartiennent les donn�ees,et �a valider la condition de
Hadamard. Pour le moment, l'existence de cessolutions n'est pas encoreprouv�ee,donc le raison-
nement demeureformel (\ a priori "). Il peut cependant être appliqu�e �a dessolutions approch�ees�a
variables s�epar�eesde la forme :

' h(t; x) =
NhX

j =1

yj (t) wj (x) ; (wj ) j 2 Nh
basede V ;

de sorte qu'on obtient une estimation sur les solutions (' h)Nh 2 N qui, cette fois, existent, en vertu
du th�eor�eme de Cauchy-Lipschitz. Il en r�esulte que la suite (' h) est born�eedans L 1 ([0; T]; H ) \
L 2([0; T]; V ) pour l' �equation de la chaleur, et dansL 1 ([0; T]; V ) pour l' �equation desondes.De plus,
pour cette derni�ere, la suite (@t ' h) est born�eedansL 1 ([0; T]; H ). Alors, la propri �et�e de compacit�e
faible (cf. 2.1.2 ) permet d'extraire de ces suites des sous-suitesqui convergent faiblement. On
obtient ainsi l'existence des solutions faibles, en d�emontrant que ces limites sont bien solutions
des�equations (2.1) et (2.2), et qu'elles sont uniques. Nous ne d�etaillerons pas cesderniers points
et renvoyons �a J.-L. Lions et E. Magenes([66] vol. 1) pour plus de pr�ecisions.
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Le poin t de vue des semi-group es

Sous l'hypoth�esede r�egularit�e suppl�ementaire sur la solution ' (t) 2 H 2(
), le th�eor�eme de
Hil le-Yosida([49], [99]) permet d'expliciter le semi-groupe (G(t)) t � 0, et de d�emontrer sacontinuit �e
dans l'espaceavec W = H (resp. W = V � H ) pour m = 1 (resp. m = 2). Pour cela,on consid�ere
l'op�erateur A d�e�ni sur le sous-espaceH 2(
) \ V (resp. H 2(
) \ V � V ) not�e D(A), de sorte que

@t � = A� soit A = �
�

resp. A =
�

0 I
� 0

� �
:

Dans les deux cas, D (A) est densedans W , et l'op�erateur A poss�ede de plus la propri �et�e d'être
ferm�e. On est alors en mesurede d�e�nir son spectre, et son ensemble r�esolvant � (A), qui est le
compl�ementaire de son spectre dans � . Alors, le th�eor�emede Hille-Yosida s'�enonce:

S'il existe (! ; � ) 2 � � � (A) avec Re(� ) > ! , et M � 1 tels que

j(�I � A) � k jL (W ) �
M

(Re(� ) � ! )k ; 8 k � 0;

alors A est le g�en�erateur d'un semi-groupe G (fortement) continu sur W , avec

G(t) = eAt =
X

k� 0

Ak tk

k!
; et jG(t)jL (W ) � M e! t :

Ainsi, en prenant f � = 1; ! = 0; M = 1g si m = 1 et f � = 2; ! = 1; M = 1g si m = 2, on obtient
l'existence de (�I � A) � 1 par le th�eor�emede Lax-Milgram, et les estimations a priori permettent
d'exhiber l'in �egalit�e requise. On remarquera que jG(t)jL (W ) � 1 quel que soit t dans le cas de
la chaleur, ce qui signi�e que G est un semi-groupe de contractions. On peut d�emontrer que le
semi-groupe assosi�e �a l' �equation desondesposs�ede�egalement cette propri �et�e (cf. [22] Chap. XVI I).

2.2 Calcul scienti�que et analyse num �erique

Plus peut-être que tout autre domaine math�ematique, les �equations aux d�eriv�eespartielles
�etaient pr�edispos�ees�a b�en�e�cier de l'utilisation des ordinateurs. Un des premiers travaux en ce
sens- le m�emoire de Daniel Bernoulli publi �e en 1753 - contenait deux proc�ed�es d'approximation
de la solution du probl�eme de corde vibrante que nous avons d�ej�a rencontr �es : l'un consistait �a
remplacer la cordepar un nombre �ni de massesponctuellesreli�eespar un �l �elastiquesansmasse,
l'autre �a d�evelopper la solution en s�erie trigonom�etrique. Cesid�eessont le re
et de deux m�ethodes
encoredominantes aujourd'hui en analysenum�erique desEDP, respectivement :

- la discr�etisation par interpolation (m�ethodesde di� �erences�nies, d'�el�ements �nis, etc.).
- la repr�esentation dessolutions par desint�egrales(transform�eesde Fourier, de Laplace, etc.),
suivie d'une approximation portant sur cesrepr�esentations,

Dans les travaux pr�esent�es ici, trois proc�ed�es d'approximation seront utilis �es : les m�ethodes des
di� �erenceset des �el�ements �nis, et les m�ethodes spectrales (de la deuxi�eme cat�egorie). Nous en
exposonsci-dessousles grandeslignes, en guised'in troduction au paragraphe 3.3.

Le calcul scienti�que consiste�a trouver destechniquesde r�esolution informatique de probl�emes
complexespour lesquelsaucunesolution explicite n'est connue. Il est important de noter que cette
approche fournit souvent despreuves- qu'on appelle alors constructives - d'existenceet d'unicit �e
de solutions abstraites au niveaucontinu (par passage�a la limite). On entre alors dans le domaine
de l'analyse num�erique, dont l'ob jet est d'�etablir des preuves de convergencepour les m�ethodes
de discr�etisation employ�ees.
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2.2.1 M �etho des d'in terp olation

2.2.1 .a Di� �erences �nies

L'outil universelde r�esolutiondesprobl�emesaux d�eriv�eespartielles a longtemps�et�e la m�ethode
desdi� �erences �nies , dont le princip e est simple : presquepar d�e�nition, les expressions

 (x) �  (x � h)
h

(d�eriv�ee retard�ee) et
 (x + h) �  (x)

h
(d�eriv�ee avanc�ee)

sont, pour h petit, des approximations de @x  . En soustrayant la premi�ere �a la deuxi�eme et en
divisant le tout par h, on obtient une d�eriv�ee du deuxi�eme ordre approch�ee centr�ee, qu'on peut
utiliser pour construire une approximation en espacede l' �equation de corde vibrante (2.3). Si
l'on proc�ede de la sorte en chaque point d'abscissex j = j h, j = 1; ::; Nh avec h = d et qu'on
cherche yj = ' (x j ), on retrouve simplement le syst�eme (2.4). Pour que la discr�etisation soit
totale, il faut �egalement �echantillonner le temps, et il reste alors �a s'assurerque le sch�ema ainsi
construit permet d'obtenir une solution approch�eequi converge vers la solution exacte lorsqueles
pasd'�echantillonnage, en temps et en espace,tendent versz�ero. Pour cela, le sch�emadoit poss�eder
les propri �et�esde consistance et de stabilit�e. On consid�ere ainsi le probl�ememod�ele

@m
t y(t) + Ry(t) = 0; avec y = [y1 : : : yNh ]T ; et R =

1
h2 (� � j � 1;j 0 + 2� j;j 0 � � j;j 0� 1)1� j;j 0� Nh ;

qu'on �echantillonne en temps en d�e�nissant le pas � t = T=N f , N f 2 �

� . On peut alors �ecrire de
mani�ere g�en�erale le sch�ema en fonction d'une matrice Gh(� t) = (Gk;i

h (� t))0� k;i � m� 1 :

yk;n+1 =
m� 1X

i =0

Gk;i
h (� t) yi;n ; 8 k 2 f 0; : : : ; m � 1g;

o�u yk;n repr�esente la versiontotalement discr�etis�eede la d�eriv�eek �eme de la solution semi-discr�etis�ee
@k

t y �a l'instant n� t. Le sch�ema est dit consistant d'ordre p en temps et q en espacesi

9 (p;q) 2 �

� 2 = sup
n;k

1
� t








 ' k;n+1 �

m� 1X

i =0

Gk;i
h (� t) ' i;n








 = � (� tp + hq) ;

' k;n �etant la projection sur le maillage de la solution exacte@k
t ' �a l'instant n� t. En�n, le sch�ema

est stables'il existe K � 0 ind�ependant de � t et h tel que kGh(� t)nk � K ; 8 n 2 � :

1) L' �equation de la chaleur (m = 1) est tr �essouvent discr�etis�eepar le � -sch�ema (� 2 [0; 1]) :

yn+1 � yn

� t
= � R [� yn+1 + (1 � � )yn ] :

Par exemple,on montre par desd�eveloppements deTaylor sur ' quele sch�emad'Euler explicite
(� = 0) est consistant d'ordre 1 en temps et 2 en espace.Pour l' �etude de sa stabilit �e, il r�esulte
de la transform�eede Fourier de l' �egalit�e yn = Gh(� t)ny0 (o�u l'on a interpol�e yn par yn) :

cyn (� ) =
h
1 �

4� t
h2 sin2

� � h
2

�i n cy0(� )

et de la relation de Plancherel que kynk � ky0k (et donc kGh(� t)nk � 1) si et seulement si la
condition CFL (pour Courant-Friedrichs-Lewy, cf. [19]) est v�eri� �ee :

� t �
h2

2
: (2.16)

Les mêmed�emarche permet de montrer que le sch�ema d'Euler implicite (� = 1) est consistant
d'ordre 1 en temps, 2 en espace,et inconditionnellement stable.
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2) Dans le casde l' �equation desondes(m = 2), on utilise souvent la m�ethode de Newmark :
8
>>>><

>>>>:

y0;n+1 � y0;n

� t
= y1;n � � t R [� 0 y0;n+1 + ( 1

2 � � 0) y0;n ] ;

y1;n+1 � y1;n

� t
= � R [� 1y0;n+1 + (1 � � 1)y0;n ] :

Lorsque � 1 = 1=2, on montre que celle-l�a est consistante d'ordre 2 par desd�eveloppements de
Taylor �a l'ordre 3 sur ' et �a l'ordre 2 sur @t ' . De plus, si on choisit � 0 = 0, on obtient alors
une m�ethode explicite qui est stable seulement si

� t � h : (2.17)

En e�et, par le même type de raisonnement (transform�ee de Fourier) que pour l' �equation de
la chaleur, on obtient en posant ! (� ) = 2

h sin
�

� h
2

�
:

8
>>>>><

>>>>>:

dy0;n+1 =
�

1 �
� t2

2
! 2

�
dy0;n + � t dy1;n ;

dy1;n+1 =
�

� t3

4
! 4 � � t ! 2

�
dy0;n +

�
1 �

� t2

2
! 2

�
dy1;n ;

Ainsi, on montre que la norme spectrale (subordonn�ee �a la norme euclidienne dans �

2) de
cette matrice est inf�erieure �a 1 seulement si (cf. [84])

� t2

h2 sin2
� � h

2

�
� 1 ;

d'o�u le r�esultat par la relation de Plancherel.

2.2.1 .b �El �ements �nis

Penchons-nous encore une fois sur l'exemple de la \châ�ne �elastique" (Fig. 2.1 p.9). Soit
l 2 f 1; ::; Nh + 1g le num�ero d'un ressort compris entre les points (x l � 1; yl � 1) et (x l ; yl ), et (x; y)
un point de ce ressort. Ce dernier satisfait l' �equation a�ne y = ax + b, avec

a =
yl � yl � 1

x l � x l � 1
et b =

yl � 1 x l � yl x l � 1

x l � x l � 1
;

que l'on peut r�ecrire sousla forme y = yl � 1 � 1(x) + yl � 2(x) , avec

� 1(x) =
x l � x

x l � x l � 1
et � 2(x) =

x � x l � 1

x l � x l � 1
:

On a ainsi d�ecompos�e la fonction y(x) de l'espacevectoriel �

1([x l � 1; x l ]) = Vect f 1; xg sur une
baseformant une partition de l'unit �e :

� 1(x) + � 2(x) = 1; 8 x 2 [x l � 1; x l ] ;

et si K = [x l � 1; x l ], P = �

1(K ), M 1 = x l � 1 et M 2 = x l les points de K tels que � i (M j ) = � ij , et
� = f M 1; M 2g, alors l'application

P ! �

Card �

p 7! (p(M 1); : : : ; p(M Card � ))

est bijective. On dit que P est �- unisolvant, et cela d�e�nit un �el�ement �ni de Lagranged'ordre 1.
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En construisant ainsi pour chaqueintervalle K l les fonctions � l
1 et � l

2, si on consid�ere l'application

`g :
f 1; ::; Nh + 1g � f 1; 2g ! f 0; ::; Nh + 1g

(l ; i ) 7! j
;

et si on d�e�nit les fonctions de formes par

wj =
X

`g (l ;i )= j

� l
i ; (2.18)

alors
f  2 H 1

0([0; `]) j  jK l 2 �

1(K l ) ; l = 1; ::; Nh + 1g = Vect
1� j � N h

(wj ) :

PSfrag replacements

0

0
x1 x2 xNhx j

wj

� j +1
1� j

2

1

`
Fig. 2.2 { Fonctions de forme P 1-Lagrangedans H 1([0; `])

�A l'aide de cette base,on peut chercher une approximation en espacede la solution ' du probl�eme
continu sousla forme

' h(t; x) =
NhX

j =1

yj (t) wj (x) ; avec yj (t) = ' h(x j ; t) :

Ainsi, la discr�etisation de la formulation variationnelle en espacedu probl�eme(2.3) :

�
@2

@t2

Z `

0
' ~' + �

Z `

0

@'
@x

@~'
@x

= 0; 8 ~' 2 H 1
0([0; `]) ; 8 t 2 [0; T]

dans Vh = Vect1� I � N h (wI ) s'�ecrit

�
@2

@t2

Z `

0
' h ~' h + �

Z `

0

@' h

@x
@~' h

@x
= 0; 8 ~' h 2 Vh ; 8 t 2 [0; T] :

Matriciellement, on obtient - avecune d�eriv�eetemporelle d'ordre quelconqueet un secondmembre
interpol�e dans Vh de composantes [f h] dans la base(wj ) :

M y(m) (t) + Ry(t) = M [f h ](t) ; avec M =

 

�
Z `

0
wI wJ

!

I ;J

et R =

 

�
Z `

0

@wI

@x
@wJ

@x

!

I ;J

:

Comme dans le paragraphe pr�ec�edent, on peut achever de discr�etiser ce syst�eme d'EDO par
di� �erences�nies en temps. Cette m�ethode se g�en�eralise ais�ement, d'une part, en dimension
sup�erieure, et d'autre part �a des supports K l de tailles di� �erentes, c'est dire �a des maillages
spatiaux non structur�es. Elle est quali� �ee d'approximation interne ou de Galerkin parce qu'elle
approche la solution exactedans un sous-espacevectoriel de son espaced'existence.

En dehors des �el�ements �nis lagrangiensd'ordre 1, qui seront au centre des m�ethodes de si-
mulation pr�esent�ees ici, il existe de nombreux autres �el�ements �nis, adapt�es �a divers types de
probl�emes. L'avantage des �el�ements �nis sur les di� �erences�nies apparâ�t dans les probl�emes
dont la g�eom�etrie du domaine de d�e�nition requiert d'utiliser un maillage non structur �e. On peut
d'ailleurs interpr�eter les di� �erences�nies commeun casparticulier des�el�ements �nis dans lequel,
d'une part, le maillage est structur �e, et, d'autre part, la matrice M est approch�ee par une qua-
drature particuli �ere, qui donne lieu �a une version diagonalede M (mass lumping, cf. [29]).

Ainsi, dans la r�esolution du mod�elenon lin�eaire,nousutiliserons la m�ethode tr �esr�epanduequi
consiste�a discr�etiser le temps par di� �erences�nies et l'espacepar �el�ements �nis.
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2.2.1 .c R�esolution des syst �emes lin �eaires

Apr �esdiscr�etisation totale, lesdeux m�ethodespr�esent�eesici conduisent souvent �a dessch�emas
du type (pour les probl�emesdu premier ordre en temps) :

�
1

� t
M + � R

�
yn+1 = M zn +

�
1

� t
M + (� � 1) R

�
yn ;

qui requi�erent ainsi de r�esoudreen chaque temps i � t un syst�emelin�eaire de la forme Ax = b. La
taille N de l'inconnue num�erique x �etant de l'ordre du produit du nombre d'inconnues scalaires
par le nombre de points d'in terpolation, il se peut que x ait plusieurs milliers (voire millions)
de composantes. Nous aurons typiquement N ' 105 dans les applications. Il est donc primordial
de choisir une m�ethode d'inversion du syst�eme lin�eaire performante. Les m�ethodes directes (du
type �elimination de Gauss) ne sont pas e�caces compte tenu de la structure des matrices, en
g�en�eral creuseset en bandes. En e�et, elles ont pour e�et de transformer la matrice creuseen
matrice pleine, ce qui est embarrassant du point de vue de l'occupation m�emoire. C'est pourquoi
on emploieplut ôt desm�ethodesit �eratives, reposant sur une modi�cation progressive de l'inconnue
�a partir du r�esidu du probl�eme r k = b � A xk , si on note xk l'inconnue apr�es k it �erations. La
plus simple est l'algorithme de Richardson stationnaire : en d�e�nissant par P et N deux matrices
positives telles que P soit inversible et A = P � N , on e�ectue

xk+1  xk + � P � 1r k ; (2.19)

o�u � � 0 est �x �e. L'in t�er̂et de cette technique est de ne pas traiter directement la matrice
A, mais plut ôt un probl�eme poss�edant des propri �et�es de vitesse de convergenceaccruespar le
pr�econditionneur P. Les m�ethodes de di� �erenceset d'�el�ements �nis, en e�et, conduisent �a des
matrices d'autant plus mal conditionn�eesque la disctr�etisation est �ne. Cet aspect est en relation
avec le spectre de la matrice, qui fait intervenir le pasdu maillage (cf. 2.2.1 .a, 2.2.3 ). On renvoie
�a [83] et [85] pour une description d�etaill�ee, ainsi qu'en section 6.3.2 pour un exemple.

2.2.2 D�ecomp osition spectrale

Comme nous l'avons vu en 2.1.2 , les vecteurspropres de certains op�erateurs constituent une
baseorthogonaledecertainsespacesfonctionnelsutiles pour l'analyse(continue) decertainesEDP.
C'est notamment le casdes�equations du type desondes,de la chaleur, de l' �elasticit�e lin�eaire ou
encorede l'hydrodynamique. Dans le cas o�u l'on peut calculer cesvecteurs propres, d'une part
il est possible de d�eterminer par projection les composantes du membre de droite sur la base
qu'ils forment, et d'autre part l' �equation se trouve grandement simpli� �ee apr�es substitution de
l'op�erateur par une \matrice diagonalein�nie". Par troncature de la basedesvecteurspropres, le
probl�emeseram�ene�a un syst�emed'EDO qu'on peut r�esoudrepar di� �erences�nies (cf. [84]).

Les m�ethodes spectrales, comme les m�ethodes d'�el�ements �nis, rentrent ainsi dans la classe
des approximations internes. Elles ont longtemps �et�e l'un des principaux outils de la physique
math�ematique (�etudes de stabilit �e �a l'aide des modes propres), et s'�etendent aujourd'hui �a des
situations o�u la diagonalisation mise en �uvre ne porte pas sur un op�erateur en particulier
(polynômes de Legendre etc., cf. [9]). Par ailleurs, elles sont tr �es puissantes pour l' �etude du
caract�ere bien pos�e desprobl�emes,celle-l�a ne n�ecessitant pas la connaissanceexplicite du spectre
mais seulement son existence. C'est le cas par exemple dans l'analyse continue des �equations
de la MHD lin�eaireset non lin�eaires(cf. 3). En�n, ellessont utiles dans l'analyse num�erique des
m�ethodes(voir le paragraphesuivant). Pour notre part, une m�ethode spectraleseramiseen �uvre
dans la discr�etisation spatiale du probl�emelin�eaire (chapitre 5).
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2.2.3 R�esultats de convergence

Lesm�ethodesvariationnellesde discr�etisation spatiale, de type�el�ements �nis ou d�ecomposition
spectrale,procurent en fonction de h (ou Nh) desordresde convergencesur l' �ecart entre la solution
de l' �equation et sa version num�erique �a l'instant t. Si l'on utilise alors desdi� �erences�nies pour
discr�etiser le temps, des arguments de consistanceet stabilit �e (cf. 2.2.1 .a) permettent d'�etablir
desordres de convergencepour la discr�etisation totale (c'est �a dire �egalement en fontion de � t).

On consid�erepour celaun ouvert born�e 
 2 �

d, et on note (� j ; vj ) j � 1 unesolution du probl�eme
spectral (cf. 2.1.2 ) : Z



r ' � r ~' = �

Z



' ~' ; 8 ~' 2 H 1

0(
) ;

telles que (vj ) forme une basede H 1
0(
) orthonormale dans L 2(
) et orthogonale dans H 1(
).

Alors, la solution du probl�eme(cf. P.-A. Raviart et J.-M. Thomas [84])

@m
t

Z



' ~' +

Z



r ' � r ~' =

Z



f ~' ; 8 ~' 2 H 1

0(
) ;

est donn�eepar (on note (�; �) le produit scalaireL 2(
))

' (t) =
X

j � 1

(' 0; vj ) e� � j t +
Z t

0
(f (s); vj ) e� � j (t � s) si m = 1;

et (en posant ! j =
p

� j )

' j (t) =
X

j � 1

(' 0; vj ) cos(! j t) +
1
! j

(' 1; vj ) sin (! j t) +
1
! j

Z t

0
(f (s); vj ) sin (! j (t � s)) si m = 2:

Les mêmesr�esultats sont valablesdans dessous-espacesde dimension �nie Vh de H 1
0(
), comme

celui engendr�e par la d�ecomposition spectrale ci-dessustronqu�eepour j > N h , ou encorepar une
m�ethode d'�el�ements �nis lagrangiensd'ordre 1. Dans cedernier cas,si l'on suppose
 poly�edrique
et partitionn �e en n-simplexesde diam�etre inf�erieur �a h, alors, pour toutes fonctions ' 2 H 1(
) et
leur version discr�ete ' h 2 Vh, il existe une constante c 2 �

+ telle que

inf
' h 2 Vh

�
j' � ' h jL 2(
) + hj' � ' h jH 1 (
)

�
� ch2j' jH 2 (
) :

Ainsi, on est en mesure d'�etablir la convergencedes sch�emas en temps explicites (cf. 2.2.1 .a)
d'Euler pour l' �equation de la chaleur et de Newmark pour l' �equation des ondes. Si l'on note
� h = max

1� j � N h
� j , alors sousles hypoth�esesde stabilit �e

� t � h � 2 si m = 1 et � t2 � h � 4 si m = 2; (2.20)

il existe une unique solution au probl�eme(2.1) (resp. (2.2)) discr�etis�e danscecadre,qui, pour des
donn�eessu�sammen t r�eguli�eres,satisfait l'estimation d'erreur :

j' n
h � ' (n� t)jL 2 (
) � O

�
j' 0

h � ' 0jL 2 (
) + h2 + � t
�

;

resp.
j' n

h � ' (n� t)jL 2 (
) � O
�
j' 0

h � ' 0jL 2 (
) + j' 1
h � ' 1jL 2 (
) + h2 + � t2

�
:

On notera qu'en dimension 1 et sur maillage structur �e (cf. 2.2.1 .a), on retrouve les conditions
(2.16) et (2.17) �a partir de (2.20), �etant donn�e que les valeurs propres de la matrice R sont dans
ce casmajor�eespar 4=h2 (cf. R. Dautray et J.-L. Lions [22] I I I).
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2.3 Con tr ôle optimal

2.3.1 Notions d'automatique

Modi�er lesparam�etresd'un syst�emedansle but de lui faire adopter un comportement prescrit
constitue, pourrait-on dire, le quotidien de n'imp orte quel être humain ou soci�et�e. Pour limiter le
plus possiblecesinterventions, il est logique de chercher �a maximiser l'autonomie du syst�eme en
le rendant plus \in telligent". L'exemple le plus ancien remonte �a H�eron d'Alexandrie, qui mit au
point la fontaine �a vin, destin�ee �a maintenir une hauteur de boissonconstante dans un r�ecipient
au �l des pr�el�evements qui s'y font, en reliant un 
otteur �a une soupape par un m�ecanismede
levier. Ce dispositif comporte toutes les caract�eristiques usuellesd'un syst�eme command�e :

- une donn�ee d'entr�ee (consommation de vin), qu'on ne mâ�trise pas,
- une variable d'�etat (hauteur de vin), dont on veut qu'elle prenne une certaine valeur,
- un actionneur (soupape), qui permet de modi�er la variable d'�etat
- un observateur(
otteur), qui mesurel' �etat du syst�eme
- une r�etroaction (levier), qui associe �a la mesureune certaine valeur de l'actionneur.

C'est ainsi qu'on appelle syst�eme la transformation (naturelle) qui d�etermine les variables d'�etat
�a partir desdonn�eeset desactionneurs, et correcteur le dispositif (humain) constitu�e de l'obser-
vateur et de la r�etroaction :

PSfrag replacements

donn�ees(f ; y0; ::)
SYST�EME

commande(u)

variable d'�etat (y)

CORRECTEUR

Fig. 2.3 { Syst�emecommand�e

Nous nous pla�cons ici dans un cas id�eal, o�u les imperfections de l'observateur, de l'actionneur et
de la r�etroaction (qui sont des�el�ements physiques)ne sont pas prisesen compte dans le mod�ele.

Dans le caso�u f (t), y(t), z(t) et u(t) sont desvecteursde dimension �nie , et o�u le comporte-
ment du syst�emepeut être mod�elis�e par des�equations lin�eaires,ce type de probl�emerentre dans
la classedessyst�emesdynamiqueslin�eaires autonomes(A et B sont desmatrices r�eelles):

(
_y(t) = Ay(t) + B u(t) + f (t) sur [0; T] ;
y(0) = y0 :

(2.21)

Dans ce cadre, la th�eorie desEDO montre que l' �etat est reli�e �a la commandepar la loi

y(t) = G(t) y0 +
Z t

0
G(t � s) [B u(s) + f (s)] ; avec G(t) = eAt :

L'ob jet de l' automatique est alors de trouver une loi de commande(en boucle ferm�ee)

u(t) = F [t; y(t)]

pour construire une r�etroaction (ou feedback) permettant de minimiser un certain crit �ere
�

(u) =
�

(y(u); u), commepar exemplele probl�emede poursuite (tracking) visant �a minimiser, sur l'in ter-
valle [0; T], l' �ecart z(t) = y(t) � yopt (t) entre y et une tra jectoire donn�eeyopt :

�

(u) =
�
2

kz(T)k2 +
Z T

0

1
2

h
kz(t)k2 + u(t)T Qu(t) dt

i
; (2.22)

o�u � 2 �

+ , et Q est une matrice sym�etrique d�e�nie positive qui quanti�e le côut de la commande.
Il s'agit l�a d'un probl�eme lin�eaire-quadratique, dont la th�eorie a �et�e d�evelopp�ee dans les ann�ees
1940-50,notamment par R.E. Kalman [54], L.S. Pontry agin [82] et R. Bellman [7].
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Ainsi, la premi�ere question qui seposeest cellede la contrôlabilit�e, �a savoir, �etant donn�e deux
�etats arbitraires y0 et yT , existe-t-il unecommandeu(t) telle quey(T) = yT ? Le crit �ere de Kalman
permet d'y r�epondre en donnant la condition n�ecessaireet su�san te de contr ôlabilit �e

Rg [B ; AB ; : : : ; AN � 1B ] = N ; o�u N est la taille de y :

En supposant cette condition remplie, existe-t-il une commande u(t) joignant y0 �a yT qui, de
plus, minimise le crit �ere

�

(u) ? C'est le probl�eme du contrôle optimal. Ici, cette propri �et�e a lieu
(et la commandeoptimale est même unique) car la fonction

�

est � -convexe, la matrice Q �etant
sym�etrique d�e�nie positive. Il reste alors �a obtenir la commande, en r�esolvant un syst�eme qui
caract�erise la solution u, et si possible la d�etermine. Le principe du minimum de Pontryagin
conduit �a des conditions n�ecessaires3 d'optimalit �e : pour que la commandeu d'�etat associ�e y(u)
soit optimale, il faut qu'il existe un vecteur adjoint p tel que (voir par ex. [31])

(
_p(t) = � AT p(t) � z(t) ;

p(T) = � z(T) ;
(2.23)

et que la fonction de Pontryagin du syst�emeatteigne son minimum en (y; u; p) :

HP (y; p;u) = Inf
v

HP (y; p;v) ; avec H P (y; p;v) =
1
2

(kzk2 + vT Qv) + pT (Ay + B v + f ) :

Les conditions n�ecessairesd'optimalit �e ser�esument ainsi par
8
><

>:

_y = @pHP (y; p;u) ;
_p = � @yHP (y; p;u) ;
0 = @vHP (y; p;u) ;

(2.24)

qu'on peut encoreexprimer par la stationnarit �e de la fonction de Lagrange � :

@u � = @y � = @p � = 0; avec � (u; y; p) = J (u; y) �
Z T

0
pT ( _y � Ay � B u � f ) :

Il est par ailleurs possibled'expliciter la loi de commandepar le biais de la r�esolution d'une
�equation matricielle (de Ricatti ), mais dans notre contexte (voir ci-dessous),il est inutile de
d�etailler cet aspect. De même, l'approche de la programmation dynamique de Bellman, bas�ee
sur la th�eoriede Hamilton-Jacobi, ne serapasabord�eeen raison de soncôut num�erique trop �elev�e
dans les probl�emesde contr ôle qui nous int�eressent.

Remarque : le princip e du minimum est souvent appel�e le princip e du maximum : si l'on change
le signedesvariables adjointes p, il faut maximiser et non minimiser le hamiltonien (cf. [96])

H (y; p;v) = pT (Ay + B v + f ) �
1
2

(kzk2 + vT Qv) :

Cet autre formalisme correspond �a celui du probl�eme de Lagrange(cf. V. Alex�eev et al. [2]) :
8
<

:
� (y) =

Z T

0
L(t; y(t); _y(t)) � ! extr ;

�

(t; y(t); _y(t)) = 0; y(0) = y0 ; y(T) = yT :

En m�ecanique, lorsque L repr�esente le lagrangien d'un syst�eme (di� �erent de la fonction de
Lagrange), l'ob jet de ce probl�emeest de caract�eriser les tra jectoires qui rendent stationnaires
l'action � sousles contrain tes

�

= 0. Le princip e du maximum de Pontry agin est alors utile
pour traiter descontrain tes du type _y = g(t; y(t); _y(t)) (non holonômes). Lesvariablesadjointes
sont encore appel�ees des multiplicateurs de Lagrange, et les conditions d'optimalit �e (2.24)
prisesavec H (y; p; _y) = pT g(y; _y) � L (y; _y) �a la place de H P les �equationsd'Euler-Lagrange.

3et su�san tes dans ce cas pr�ecis
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2.3.2 Position du probl �eme

Nous venonsde d�ecrire un moyen permettant de commander le comportement d'un syst�eme
de dimension �nie au moyen d'un actionneur u apparaissant dans le secondmembre de l' �equation
d'�etat. La d�emarche a consist�e, apr�es s'̂etre assur�e de l'existence et de l'unicit �e de la commande
pour le crit �ere donn�e, �a r�esoudretrois syst�emesdi� �erentiels ordinaires pour obtenir le r�esultat.
Nous avons par ailleurs mentionn�e la possibilit�e d'obtenir la loi de commandepar l'in term�ediaire
de l' �equation de Ricatti, ou encorede traiter le probl�eme par la m�ethode de la programmation
dynamique. Dans certainessituations, l'automatique peut s'�etendre �a desprobl�emesde dimension
in�nie , dans lesquelsl' �equation d'�etat est une EDP et repr�esente ainsi un syst�eme �a param�etres
distribu�es. Danscecadre,la th�eoriedu contr ôleoptimal secomplexi�e notablement, sur la question
de la contr ôlabilit �e commesur cellesde l'existence et de l'obtention de solutions.

2.3.2 .a Con tr ôlabilit �e appro ch�ee

La r�egularit�e minimale ' 2 H 1 dessolutions desEDP que nous �etudions (cf. 2.1.3 ) emp̂eche,
par exemple,d'atteindre un �etat cible moins r�egulier ' opt 2 L 2 dans le probl�eme(2.6)-(2.7) :

Inf
u 2 U

�

(u) ; o�u
�

(u) =
1
2

Z T

0

Z `

0
k' (u) � ' opt k2 +

Q
2

Z T

0

Z `

0
kuk2 ; Q 2 �

�
+ ;

et ' (u) est tel que

8
<

:

@t ' (t; x) � � @2
x ' (t; x) = u(t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � [0; `] ;

' (t; 0) = ' (t; `) = 0; 8 t 2 [0; T] ;
' (0; x) = ' 0(x) ; 8 x 2 [0; `] :

qui est une version distribu �ee du probl�eme d'automatique (2.22)-(2.21) avec A � � @2
x , B � I ,

f � 0 et � = 0. En e�et, pour tout T, il est impossibleque ' = ' opt , ce qui signi�e que le syst�eme
command�e ne satisfait la condition de contrôlabilit�e exacte. En revanche, on peut d�eceler une
propri �et�e de contrôlabilit�e approch�ee si l'on impose�a u d'�evoluer dans U = L 2([0; T]; L 2(
)). En
e�et, en ayant recours�a l' �etat adjoint d�e�ni par (2.8), on d�emontre alors (cf. J.-L. Lions [64]) que
' (u) parcourt un espaceZ densedans l'espacecible L 2([0; T]; L 2(
)). Ce r�esultat s'appuie sur un
corollaire du th�eor�eme de Hahn-Banach (cf. [22] Chap. VI), selon lequel un sous-espacevectoriel
Z � Y est densedans Y si et seulement si toute forme lin�eaire continue sur Z qui s'annule sur Y
s'annule sur Z tout entier. Ainsi, on choisit pour la forme lin�eaire en question un �el�ement  de
Z T (th �ero�emede Riesz), et on consid�ere la solution � du probl�eme

8
<

:

� @t � (t; x) � � @2
x � (t; x) =  (t; x) ; 8 (t; x) 2 [0; T] � [0; `] ;

� (t; 0) = � (t; `) = 0; 8 t 2 [0; T] ;
� (T; x) = 0; 8 x 2 [0; `] :

Alors

8 ' 2 Z ; 0 =
Z T

0

Z `

0
(� @t � � @2

x � ) ' =
Z T

0

Z `

0
� (@t ' � @2

x ' ) =
Z T

0

Z `

0
� u ;

donc n�ecessairement � = 0 puisque u est arbitraire. Il en r�esulte que  = 0 sur L 2([0; T]; L 2(
)).
On dit alors que U est l'ensemble des commandesadmissibleset Y l'ensemble atteignable. Par
densit�e, l' �etat cible ' opt peut alors être approch�e sousla forme

' (u)( t) 2 ' opt (t) + [� "; " ] ; 8 " > 0:

La question de la contr ôlabilit �e exacteseposedans de nombreux probl�emes(cf. R. Glowinski
et J.-L. Lions [43] [44], J.-M. Coron [18], A.V Fursikov [36]), comme par exemple lorsque la
commande n'est d�e�nie que sur le bord d'un domaine, o�u lorsque l' �etat n'est disponible qu'�a
travers un observateur (observabilit�e). Pour un choix convenablede U, desarguments de densit�e
permettent alors de seramener �eventuellement �a un probl�emede contr ôlabilit �e approch�ee.
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2.3.2 .b Minimisation de fonctionnelles convexes

En dimension �nie, la compacit�e du domaine de d�e�nition et la continuit �e du crit �ere assurent
qu'il atteint sonminimum. Dans le casdesEDP, on perd la compacit�e et seulela convexit�e permet
d'obtenir des gagesd'existence et d'unicit �e sur la solution optimale. On consid�ere pour cela un
ensemble Uad , sous-espaceconvexe ferm�e d'un espacede Hilb ert U. Soient b une forme bilin �eaire
sym�etrique, continue et coercive sur U (ou � -convexe : 9� > 0; 8v 2 U ; b(v; v) � � kvk2

U ), M une
forme lin�eaire continue sur U. Alors il existe une unique solution u 2 Uad au probl�eme:

Inf
v2 Uad

J (v) ; J (v) =
1
2

b(v; v) � M (v) (2.25)

L'unicit �e r�esulte imm�ediatement de la coercivit �e de b, qui implique la stricte convexit�e de J . Au
sujet de l'existence, la coercivit �e de b implique que toute suite minimisante pour J est born�ee.
Soit (vn ) une telle suite. Comme U est un espacede Banach r�e
exif, on peut extraire (cf. 2.1.2 )
de (vn ) une sous-suite(vm ) qui converge faiblement vers u. De plus u 2 Uad , du fait que Uad est
faiblement ferm�e, car ferm�e et convexe. Ainsi :

lim
m!1

J (vm ) = inf
v2 Uad

J (v) ; avec vm *
m!1

u 2 Uad :

En�n, les fonctions v 7! b(v; v) et v 7! M (v) sont, au sensfaible, respectivement semi-continue
inf�erieurement (car elliptique) et continue; il en r�esulte que J est elle-m̂eme faiblement semi-
continue inf�erieurement, donc (voir [15]) :

lim inf
m!1

J (vm ) � J (u) ; ce qui implique J (u) = inf
v2 Uad

J (v) :

2.3.2 .c Condition n�ecessaire et su�san te d'optimalit �e

La fonctionnelle J admet une a�ne minorante (� M ), doncune sous-di��erentielle en tout point
de Uad , �etant donn�e qu'elle est convexe. Elle est de plus continue donc admet une d�eriv�eeau sens
de Gâteaux J 0 donn�eepar

(J 0(u); ~u)U = lim
" ! 0

J (u + " ~u) � J (u)
"

:

On peut ainsi �ecrire la condition d'optimalit �e

8 v 2 Uad ; 8� 2 ]0; 1[ ; J (u) � J ((1 � � )u + � v)

sousla forme J 0(u) � (v � u) � 0; 8 v 2 Uad , soit

b(u; v � u) � M (v � u) ; 8 v 2 Uad : (2.26)

L'implication r�eciproque :

b(u; v � u) � M (v � u) ) J (u) = Inf
v2 Uad

J (v)

sed�emontre sanspeine.La caract�erisation (2.26) dela solution optimale u porte le nom d'in�equation
d'Euler. Nous allons voir qu'elle s'�etend au contr ôle optimal des syst�emes gouvern�es par des
�equations elliptiques.

Remarque : lorsque Uad = U ou u 2
�
U, la condition (2.26) prend la forme :

b(u; v) = M (v) ; 8 v 2 Uad :

C'est l' �equation d'Euler du probl�eme(2.25). Sasolvabilit �e avait d�ej�a �et�e mentionn�eeen section
2.1.2 dans la pr�esentation de l' �etude desmod�eles.



2.3. CONTR ÔLE OPTIMAL 25

2.3.3 Cas elliptique

Soient 
 2 �

d un ouvert born�e, H et V deux espacesde Hilb ert tels que :

V � H = H 0 � V 0; avec injections denseset continues.

(on identi�e H �a son dual). Consid�erons par ailleurs les formes continues a et L respectivement
bilin �eaire coercive et lin�eaire sur V . D'apr�es le th�eor�emede Riesz(cf. 2.1.2 ),

9 ! f 2 V 0 = L( ~' ) = (f ; ~' ) ; 8 ~' 2 V :

On poseen fait une hypoth�eseplus forte sur L , �a savoir f 2 H (c'est pourquoi on a pris le produit
scalaireL 2 dans le membre de droite). Le lemme de Lax-Milgram assurel'existence d'une unique
solution ' 2 V au probl�emeelliptique :

a('; ~' ) = (f ; ~' ) ; 8 ~' 2 V :

La forme a est continue par rapport �a chacunede sesvariables,donc en utilisant une nouvelle fois
le th�eor�emede Riesz,on lui associe un op�erateur L a 2 � (V; V 0), et on poseA = � L a, de sorte que
le probl�emepr�ec�edent est �equivalent �a

� A' = f :

(par exemple, dans le cas du probl�eme de Dirichlet homog�ene : H = L 2(
), V = H 1
0(
) et

A = �). En�n, on d�e�nit un op�erateur coercif Q 2 � (U) (8 v 2 U ; (Qv; v)U � � kvk2
U ), ainsi

qu'un �etat-cible ' opt 2 H pour d�e�nir le probl�emede contrôle optimal :

Inf
v2 Uad

�

(v) ; o�u
�

(v) =
1
2

j' (v) � ' opt j2H +
1
2

(Qv; v)U ; (2.27)

et ' (v) est tel que � A' = f + v : (2.28)

2.3.3 .a Premi �ere caract �erisation de l'optim um

Grâce �a l'existence d'une solution �a l' �equation d'�etat (2.28) pos�ee avec v = 0, nous allons
montrer qu'un tel probl�emepeut seramener �a la minimisation d'une fonctionnelle convexecomme
expos�e pr�ec�edemment. On a :

�

(v) =
1
2

j' (v) � ' (0) + ' (0) � ' opt j2H +
1
2

(Qv; v)U ;

et si l'on pose�a pr�esent

b(u; v) =
�
' (u) � ' (0) ; ' (v) � ' (0)

�

H
+ (Qu; v)U ;

M (v) =
�
' opt � ' (0) ; ' (v) � ' (0)

�

H
; (2.29)

du fait de l'ellipticit �e de Q, qui implique celle de b, on peut traiter le probl�emeen seservant des
r�esultats dessections2.3.2 .b et 2.3.2 .c. En e�et, le crit �ere s'�ecrit :

�

(v) =
1
2

b(v; v) � M (v) +
1
2

j' opt � ' (0)j2H ;

dont la minimisation est �equivalente �a celle de J (v).



26 CHAPITRE 2. DE LA MOD �ELISATION �A L'OPTIMISA TION

2.3.3 .b Caract �erisation par l' �etat adjoin t

LorsqueUad 6= U, nousn'avonsqu'�a disposition l'in �egalit�e (2.26). C'est unecondition n�ecessaire
et su�san te de solvabilit �e du probl�emede contr ôle, qui m�erite d'être d�evelopp�eedans le cadredes
hypoth�esesintroduites ci-dessus.On r�e�ecrit la di� �erenceentre b(u; v � u) et L (v � u) en faisant
�a nouveau appel au th�eor�eme de Riesz, qui permet de d�e�nir l' isomorphisme canonique � de U
sur U0. Celui-l�a est n�ecessairepour exprimer le produit scalaireen fonction du produit de dualit �e
(et vice-versa), du fait qu'on n'a pas identi� �e U �a son dual. Ainsi, on a la propri �et�e que pour tout
u 2 U, (u; v)U = h� u; vi U0;U ; 8 v 2 U. On commencepar substituer v par v � u dans (2.29) :

b(u; v � u) = h(' (u) � (' (0)) ; ' (v � u) � ' (0)i U0;U + (Qu; v � u)U ;

M (v � u) = h(' opt � ' (0)); ' (v � u) � ' (0)i V 0;V :

Il vient alors :

b(u; v � u) � M (v � u) = h(' (u) � ' opt ); ' (v) � ' (u)i V 0;V + (Qu; v � u)U :

Nous introduisons�a pr�esent l'op�erateur A � adjoint de A (extension de la transpos�eed'une matrice
�a la dimension in�nie), et appellons �etat adjoint la solution � (v) du probl�eme adjoint :

� A � � = ' (v) � ' opt : (2.30)

�A l'aide de cette nouvelle inconnue, il ressort une condition n�ecessairesur la d�eriv�eedu crit �ere ne
faisant plus intervenir ' (v) :

b(u; v � u) � M (v � u) , (� � 1� (u) + Qu; v � u)U � 0 ; 8 v 2 Uad ; (2.31)

qu'on appelera d�esormaiscondition d'optimalit �e. C'est ainsi qu'on arrive �a �etablir, comme dans
l'exemple en dimension �nie (2.24), un syst�eme de trois conditions d'optimalit �e en regroupant
(2.28), (2.30) et (2.31). Dans le cadre strictement elliptique que nous venons de pr�esenter, la
commandeoptimale est d�etermin�eepar la solution de ce syst�eme.

En�n, on notera que le probl�eme peut se voir sousl'angle de la recherche d'un point-selle en
optimisation souscontraintes : si on d�e�nit la fonction de Lagrangepar

L (u; � ) =
�

(u) � h� ; F (u)i V;V 0 ; o�u F (u) = � A' (u) � f � u ;

� : U ! V 0 (sous la condition de quali�c ation que �

0(u)� : V ! U0 soit un op�erateur lin�eaire
born�e surjectif, cf. M. Burger [17]) alors (2.27)-(2.28) est �equivalent au probl�eme

inf
u2 U

sup
� 2 V

L(u; � ) qui implique @vL(u; � ) = @� L(u; � ) = 0; (2.32)

ou encore
@' � ('; u; � ) = @u � ('; u; � ) = @� � ('; u; � ) = 0;

avec � ('; u; � ) =
�

('; u) � h� ; � ('; u)i ; � ('; u) = � A' � f � u :

La propri �et�e (2.32) est l'extension en dimension in�nie du th�eor�eme de Kuhn-Tucker dans le cas
descontrain tes d'�egalit�e4 (cf. [56]). Cela donneun moyen pratique d'�etablir la forme du probl�eme
adjoint (@' � = 0), auquel nous aurons constamment recoursdans les applications (cf. 5 et 8).

4F = (f i )1� i � N , avec f i : U ! R : la condition de quali�cation est alors l'ind �ependancelin �eaire des f 0
i .
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2.3.4 Probl �emes d' �evolution

De mêmequedansle caselliptique, nousexposons�a pr�esent bri �evement une extensiondu prin-
cipe de Pontry agin aux syst�emesgouvern�espar desEDP paraboliquesou hyperboliques,donc avec
commande,�etat et multiplicateurs de Lagrangede dimensionin�nie. Dans lessectionspr�ec�edentes,
nous avons mis en �evidence la structure de semi-groupe continu de contractions5 de la famille
d'op�erateurs (G(t)) t2 R+ qui �a une condition initiale associent la variable d'�etat �a l'instant t, sur le
plan continu (2.1.3 ) commesur les plans discret (2.2.1 .a) et semi-discr�etis�e (2.2.3 ). En r�esum�e,
consid�erant un espacede Hilb ert W , nousavonspu expliciter G(t) par song�en�erateur in�nit �esimal
A 2 � (W ) sousla forme

�( t) = G(t)� 0 + (G �
t
F )(t) ; 8 t � 0; avec G(t) = eAt :

2.3.4 .a Existence de contr ôles optimaux

Dans le cas de l' �equation de la chaleur (W = H = L 2(
), A = �), ce semi-groupe est par
ailleurs compact, du fait de la compacit�e de sar�esolvante(�I � A) � 1 (cf. 2.1.3 ), elle-m̂emepermise
par le choix de l'espace V = H 1

0 (
) et l'ellipticit �e de � �. Ainsi, et sous d'autres hypoth�eses
techniques que nous ne d�etaillerons pas ici, un probl�eme de contr ôle optimal de la forme (o�u
M (�; ' (�); u(�)) 2 L 1(]0; T[), g 2 � ([0; T]; H � U) et � est un sous-espaceferm�e convexede H � H ) :

Inf
u2 U

�

(u) ; o�u
�

(u) =
Z T

0
M (t; ' (u(t)) ; u(t)) dt ; (2.33)

et ' (u) est tel que @t ' (t) = A' (t) + g(t; ' (t); u(t)) ; (' (0); ' (T)) 2 � (2.34)

admet au moins une solution (cf. X. Li et J. Yong [62]) si G est compact. L'unicit �e, en revanche,
n'est pas �etablie. On notera que ce mod�ele permet de traiter desprobl�emesnon lin�eairesdomin�es
par un op�erateur ellitptique, commepar exempleles �equations de Navier-Stokes (cf. 3.1), et que
la contribution de la commande�a l' �equation d'�etat n'est plus r�egiepar une relation lin�eaire.

L' �equation desondes,en revanche, n'est pasr�egiepar un semi-groupe compact6, pour la simple
raison que c'est en fait un groupe (cf. [22] Chap. XIV). On peut cependant d�emontrer l'existence
de commandesoptimales en ayant recours �a la formulation variationnelle de l' �equation et aux
estimations a priori appliqu�eesau syst�emecommand�e.

2.3.4 .b Princip e de Pontry agin

Si l'on suppose, dans le probl�eme (2.33)-(2.34), que A est le g�en�erateur d'un semi-groupe
continu, que M et g sont contin ûment di� �erentiable au sensde Fr�echet par rapport �a la variable
d'�etat, et, de plus, qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout (t; '; u) 2 [0; T] � H � U :

jr ' M (t; '; u)j ; jr ' g(t; '; u)j ; jM (t; 0; u)j ; jg(t; 0; u)j � C ;

alors, le princip e de Pontry agin s'applique au probl�eme(2.33)-(2.34), sousr�eserve que l'ensemble :

�

=
�

' 1 � ' (T) j ' (t) = eAt ' 0 +
Z t

0
eA(t � s) r ' g(s; �' (s); �u(s)) ds; t 2 [0; T] ; (' 0; ' 1) 2 S

�

soit de codimension �nie dans H (cf. X. Li et J. Yong [62]). On notera que la propri �et�e de
compacit�e du semi-groupe n'est pas requise; ainsi, le princip e est �egalement valable pour les
probl�emeshyperboliquesen rempla�cant ' par � dans (2.33)-(2.34).

5Pour son extension aux probl�emesnon lin �eaires, on pourra consulter par exemple R. Temam [95] o�u le raison-
nement est appliqu�e aux �equations de Navier-Stokes.

6mais poss�ede des propri �et�es de contr ôlabilit �e exacte (cf. [65]), contrairement �a l' �equation de la chaleur...
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Ainsi, lesconditions n�ecessairesd'optimalit �e prennent la forme, si u(t) est la commandeoptimale :

� (t) = eA � (t � T ) � (T) +
Z T

t
eA � (s� t )

�
r ' g(s; ' (s); u(s)) ; � (s)

�

H
ds�

Z T

t
eA � (s� t ) M (s; ' (s); u(s)) ds

avec ' solution de (2.34), et

HP ('; u; � ) = Inf
v2 U

HP ('; v; � ) ; avec H P ('; u; � ) = M ('; u) +
�
� ; A' + g('; u)

�

H
;

qu'on exprime encorepar la stationnarit �e de la fonction de Lagrangepar rapport ' , u et � :

@' � = @u � = @� � ; avec � ('; u; � ) =
�

('; u)�
Z T

0

�
� ; � ('; u)

�

H
; � ('; u) = @t ' � A' � g('; u) :

(2.35)

2.3.5 Mise en �uvre

Il existe essentiellement deux grandesfamilles de m�ethodes pour d�eterminer la solution d'un
probl�eme de contr ôle optimal : les approches d�eterministes et les approches stochastiques (algo-
rithmes g�en�etiques etc.). Ces derni�eressont bien adapt�ees�a la recherche d'un minimum global,
mais souvent trop côuteusesdansle domainedessyst�emesgouvern�espar desEDP, qui requiert une
discr�etisation de l' �equation d'�etat conduisant �a desprobl�emesde grande taille. Dans la premi�ere
cat�egorie,on distingue principalement trois typesde m�ethodes, �a savoir :

- le calcul direct de la commande optimale en fonction de l' �etat par une loi de commande
(cf. 2.3.1 ) qui requiert de r�esoudrel' �equation de Ricatti,
- la recherche d'un minimum local en r�esolvant le syst�emede Pontry agin (2.35),
- la m�ethode de la programmation dynamique, bas�eesur la recherche de solutions de viscosit�e
(cf. M.G. Crandall et P.-L. Lions [20]) �a l' �equation de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dans le premier cas,la versionen dimension in�nie de l' �equation (int�egro-di� �erentielle) de Ricatti
(cf. J.-L. Lions [64]) seprête di�cilemen t au calcul num�erique, tandis que dans le troisi�eme,c'est
encorela taille des probl�emesqui compromet son utilisation. On rencontre plut ôt l'approche de
la programmation dynamique en contr ôle stochastique, ou encore dans les probl�emes en temps
discret, commeen logistique par exemple.

C'est ainsi qu'on adopte la m�ethode de Pontry agin pour d�eterminer un minimum local (qu'on
esp�ereglobal...) au moyendu syst�emedesconditions n�ecessairesd'optimalit �e.Celui-l�a peut parâ�tre
ardu car triplement coupl�e, mais il est possiblede contourner la di�cult �e en utilisant une m�ethode
it �erativ e pour minimiser

�

. Une premi�ere id�eepeut consister �a calculer son gradient en l'appro-
chant par di� �erences�nies connaissant savaleur pour deux commandesdonn�ees,maison s'aper�coit
quecelarequiert d'utiliser un pasd'�echantillonage trop �n et conduit �a un côut prohibitif en temps
de calcul. En revanche, la r�esolution du probl�eme adjoint pour une commande(et donc une va-
riable d'�etat) donn�ee s'av�ere tr �es int�eressante, car elle permet de calculer le gradient du crit �ere
de mani�ere beaucoupplus e�cace que par di� �erences�nies. On disposealors de l'ensemble des
m�ethodesde minimisation (m�ethode de gradient, gradient conjugu�e, Newton, quasi-Newton) pour
un expos�e approfondi desquelleson renvoie �a D.G. Luenberger [68] ou F. Bonnans et al. [14].

�A ce stade, on se retrouve encore face �a deux possibilit�es : calculer le gradient du crit �ere
discr�etis�e, ou discr�etiser une formule continue du gradient, dont nous allons �a pr�esent expliquer
l'obtention dans un cadre formel.
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2.3.5 .a Calcul du gradien t de la fonction coût par la m�etho de de l'adjoin t

Exprimons la d�eriv�ee directionnelle du crit �ere
�

donn�e par (2.27) :
�
r

�

(u); ~u
�

U
= lim

" ! 0

�

(' + " ~' ; u + " ~u) �
�

('; u)
"

; soit

�
r

�

(u); ~u
�

U
= (' (u) � ' opt ; ~' )H + (Qu ; ~u)U ; (2.36)

o�u ~' est solution du syst�emedes�equationsde sensitivit�e :

r u � ('; u) = 0 , lim
" ! 0

� (' + " ~' ; u + " ~u) � � ('; u)
"

= 0; (2.37)

le syst�eme�etant gouvern�e par l' �equation d'�etat � ('; u) = 0. Cette approche ne fournit pas d'ex-
pressionexplicite du gradient, du fait de la pr�esencede ~' : pour obtenir r

�

(u), il faudrait r�esoudre
(2.37) dans toutes les directions ~u ... mais on d�emontre la propri �et�e

r
�

(u) = Q u �
D
�; @u � (y; u)

E
lorsque @' � ('; u; � ) = 0: (2.38)

En e�et, compte-tenu de (2.37) :
�
r

�

(u); ~u
�

U
= lim

" ! 0

� (' + " ~' ; u + " ~u; � ) � � ('; u; � )
"

;

donc, en d�eveloppant au premier ordre :
D

r
�

(u); ~u
E

=
D

@u � ('; u; � ); ~u
E

+
D

@' � ('; u; � ); ~'
E

;

et comme@' � ('; u; � ) = 0 :

r
�

(u) = @u � ('; u; �) = Q u �
D

�; @u � ('; u)
E

:

Nous disposonsainsi d'une expressionde r
�

(u) exploitable : une fois � obtenu par la r�esolution
de l' �equation d'�etat et du probl�eme adjoint (qui est en g�en�eral un peu plus simple), le calcul deD

�; @u � ('; u)
E

sefait sansdi�cult �es.

2.3.5 .b Discr �etisation et optimisation : dans quel ordre ?

Pour calculer le gradient du crit �ereen vue de lancer une proc�edured'optimisation, un premi�ere
possibilit�e est d'appliquer cette m�ethode telle quelle en construisant le probl�emeadjoint au niveau
continu, puis en le discr�etisant de la mêmemani�ere que l' �equation d'�etat, et en�n en calculant le
crit �ere �a partir des donn�eesdiscr�etes et de la formule continue (2.38). Il reste alors �a lancer un
programme de minimisation en dimension �nie �a partir desdonn�eesapproch�eesde u et

�

(u).
L'autre option est d'�etablir desconditions d'optimalit �e en dimension�nie �a partir de l' �equation

d'�etat et du crit �ere discr�etis�es. Il existe pour cela deux m�ethodes, �a savoir par le même type de
raisonnement qu'en 2.3.1 , ou en g�en�erant directement le probl�eme �a partir du code source du
crit �ere et de l' �equation d'�etat par di� �erentiation automatique (cf. I. Danaila et al. [21]).

L'avantage de la deuxi�eme approche est qu'elle traite un probl�eme dans lequel les versions
discr�etis�eesdu gradient et du crit �eresecorrespondent exactement, contrairement au caspr�ec�edent
o�u elles�etaient construites �a partir desconditions d'optimalit �e continues. L'inconv�enient est une
impl�ementation qui n'est pas toujours pratique (cf. M.D. Gunzburger [45]). Un bon compromis
semble être d'opter pour la premi�ere possibilit�e, ce que nous feronsdans les travaux pr�esent�es ici.
Des exemplesde cette d�emarche peuvent être trouv�es pour le contr ôle fronti �ere d'un probl�eme
de MHD stationnaire non lin�eaire (L.S. Hou et A.J. Meir [52]), ou encoredans un domaine aussi
�eloign�e que la calibration de la volatilit �e locale desoptions europ�eenneset am�ericainesen �nance
(Y. Achdou et O. Pironneau [1]).
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Chapitre 3

Pr �esentation des mo d�eles utilis �es

Les contrain tes pratiques et la complexit�e du proc�ed�e Hall-H�eroult ont toujours �et�e un frein �a
son optimisation. C'est la raison pour laquelle d'actives recherches sur la mod�elisation descuves
d'�electrolyse,et en particulier sur le comportement de l'in terface �electrolyte/aluminium, ont �et�e
men�eesdepuisune quarantaine d'ann�eesmaintenant, avec lespremierstravaux de J.-P. Givry [42].
Dix ans plus tard, T. Sele[91] proposait un mod�ele d'instabilit �es qui eut un certain succ�es dans
la communaut�e de l'aluminium et, sur le terrain, fut valid�e notamment par N. Urata [98]. Cette
approche lin�eaire, utile pour appr�ehenderdesm�ecanismesqualitatifs menant aux instabilit �es, se
r�ev�ele insu�san te pour cerner des aspects plus quantitatifs. C'est pourquoi une m�ethode non
lin�eaire, inspir�ee des travaux de M. Sermangeet R. Temam [92] sur les mod�elesmagn�etohydro-
dynamiques,a �et�e d�evelopp�ee par J.-F. Gerbeau et al. [37]. L'ob jectif ici est de r�esumerles prin-
cipaux r�esultats obtenus dans chacune des deux d�emarches, en commen�cant par la deuxi�eme, la
premi�ere pouvant être regard�eecommeune de sessimpli�cations possibles.

3.1 Mo d�elisation non lin �eaire

Comme nous l'avons d�ej�a signal�e au premier chapitre, les ph�enom�enesqui seproduisent dans
les cuves de r�eduction de l'alumine sont de nature fondamentalement multiph ysique, en e�et
ils mettent en jeu des aspects chimiques, thermiques, �electromagn�etiques et hydrodynamiques.
L'ob jectif principal de la mod�elisation de ce genrede processus�etant la simulation num�erique, il
est in�evitable, encoreaujourd'hui, de devoir simpli�er lesmod�elestrop compliqu�escar la puissance
de calcul n'est pas in�epuisable. De nombreux auteurs (par exemple [23], [25], [74], [90], [94])
s'accordent �a attribuer l'origine desinstabilit �esaux ph�enom�eneshydrodynamiqueset magn�etiques,
entre autres parceque le temps caract�eristique dese�ets thermiques est bien sup�erieur �a celui des
e�ets magn�etohydrodynamiques,aussisemble-t-il raisonnabled'adopter le mêmepoint de vue.

Ainsi, on seproposeded�ecrire,danschacundesdeux 
uides, lesph�enom�eneshydrodynamiques
par les �equationsde Navier-Stokes incompressibles,et les ph�enom�enes�electromagn�etiques par les
�equations de Maxwell sanscourants de d�eplacement. Cesdeux mod�elesbien connus sont coupl�es
�a deux niveaux, par la loi d'Ohm et la force de Lorentz. En�n, la prise en compte de deux 
uides
s'appuie une �equation globale de conservation de la masse,mais avec une densit�e non homog�ene
d�ependant du côt�e de l'in terface duquel on sesitue.

31
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3.1.1 �Equations de Navier-Stok es

Traditionnellement, on distingue les 
uides newtoniens, dans lesquelsil existe une relation
lin�eaire1 entre le tenseur descontraintes le tenseur desd�eformations (cf. infr a) et les 
uides non-
newtoniensou complexespour lesquelscette relation n'est pasvalable.Dans lescuvesd'�electrolyse,
on supposequeles
uides sont newtoniens,mais avant depr�ecisercette propri �et�e, il nousfaut abor-
der la notion de cin�ematiquedu 
uide, qui consiste�a �etudier sesd�eformations ind�ependamment
desforcesqui lui sont appliqu�ees.Pour cela,on appelle particule un �el�ement de 
uide de taille tr �es
petite devant les �echelles de longueur caract�eristiques (dimensions d'une cuve...), mais su�sam-
ment grande pour mod�eliser le ph�enom�ened'un point de vue macroscopique.Alors, on distingue
deux mani�eresd'exprimer la vitessed'un 
uide en fonction de l'espaceet du temps :

- dans la description eul�erienne, on s'int�eresse�a la vitessev(x; t) d'une particule de 
uide qui
co•�ndice �a l'instant t avec le point �xe de position x ; �a chaque instant, on regarde donc les
vitessesde particules di� �erentes;
- dans la description lagrangienne, on suit le mouvement d'une particule �x �ee,en sp�eci�ant sa
position x0 �a l'instant 0 ; on note ainsi V (x0; t) la vitessedu 
uide.

La premi�ereest la plus couramment utilis �eecar la plus commode pour calculer la variation spatiale
d'une propri �et�e au temps t. Ainsi, dans les simulations, la description eul�erienneest plus robuste
car elle ne n�ecessitepasde d�eformation du maillage pour suivre une particule donn�ee.Nousserons
cependant amen�es�a nuancer quelquepeu cette position lorsqu'il s'agira de prendre en compte les
mouvements de deux
uides (cf. infr a). Pour le moment, on cherche �a appliquer les lois de Newton
en coordonn�eeseul�eriennes,et comme la d�eriv�ee de la vitesse d'une particule v(x; t) est due �a
la fois �a la variation explicite du champ de vitesse en fonction du temps et �a l'exploration du
champ de vitessepar la particule (convection), l'acc�el�eration s'obtient par la r�egle de d�erivation
en châ�ne :

dv
dt

=
@v
@t

+
dX

i =1

@v
@x i

dxi

dt
=

@v
@t

+ (v � r ) v (d : dimension d'espace):

Nous verrons que d'autres grandeursexprim�eesen coordonn�eeseul�eriennes(x; t) sed�erivent sui-
vant la même r�egle : d=dt = @=@t + v � r , que nous aurons l'occasion d'appliquer �a la densit�e
par exemple.Venons-en�a pr�esent �a la d�e�nition du tenseur desd�eformations; celui-l�a exprime la
variation de la vitesseen fonction du changement de position de la particule �a un instant �x �e :

r v =
�

@vi

@x j

�

1� i;j � d
:

Le 
uide est newtonien lorsque le tenseur descontrain tes, qui regroupe les forcessurfaciquesque
subit une particule de 
uide occupant un domaine ! , �a savoir :

- les forcesen pression�
R

@! pn
- les contrain tes visqueusesdues�a la d�eformation du 
uide

R
@! � 0n (� 0 est un tenseur)

prend la forme

� = � 0 � p I d ; avec � 0 = � (r v + r vT ) +
h�

� �
2�
3

�
div v

i
I d

o�u � repr�esente la viscosit�e du 
uide et � une autre grandeur caract�eristique qu'on appelle souvent
coe�cient d'att �enuation du son. On est bien en pr�esenced'une relation lin�eaire entre le tenseur
des contrain tes et le tenseur desd�eformations. Cette loi de comportement est encorequali� �ee de
relation de fermeture car elle permet d'aboutir �a un probl�emebien pos�e.

1Cela constitue en quelquesorte une extension aux 
uides de la loi de Hooke (1678), qui pr�evoit la proportionnalit �e
des d�eformations aux e�orts en �elasticit �e lin �eaire.
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Par ailleurs, si l'on tient compte d'�eventuelles forcesvolumiques (gravit �e, force de Lorentz, etc.)
not�eesf , la loi de Newton appliqu�ee�a un �el�ement de 
uide de densit�e � compris dans un volume
�el�ementaire ! s'�ecrit :

d
dt

Z

!
� v dx =

Z

@!

�
� D (v) +

h�
� �

2�
3

�
div v � p

i
I d

�
n j@! � d(@! ) +

Z

!
f dx ; (3.1)

o�u D(v) = r v + r vT . De plus, on doit tenir compte de la conservation de la masse, qui exprime
que la variation de la massede 
uide contenue dans un certain volume � ne peut être due qu'aux

ux entrant dans (ou sortant de) ce volume :

d
dt

Z

V
� dx = �

Z

@V
� v � d(@� ) :

Il r�esulte de la formule d'Ostrogradski, et de la validit �e de ce bilan quel que soit � :

@�
@t

+ div (� v) = 0; ou encore
d�
dt

+ � div v = 0:

Ainsi, l' incompressibilit�e d'un 
uide (d�=dt = 0) se traduit par la relation div v = 0, qui a
pour cons�equencede simpli�er l' �equation (3.1). Alors, �a nouveau par la formule d'Ostrogradski,
l' �ecoulement d'un 
uide newtonien incompressibler�epond aux �equationsde Navier-Stokes:

8
<

:
�

@v
@t

+ � v � r v � � � v + r p = f ;

div v = 0:
(3.2)

auxquelleson ajoute une condition aux limites exprimant, dans le cas d'un �ecoulement con�n �e
dans une cuve, que le 
uide ne peut sortir de cette cuve ni glissersur sesparois :

v = 0 sur le bord du domaine.

Le lecteur int�eress�e pourra approfondir le raisonnement ci-dessusen consultant les ouvrages
sp�ecialis�es, commepar exemple[47] ou encore[88] pour une approche plus math�ematique.

Apr �esl' �etablissement du mod�ele, il convient de v�eri�er s'il d�etermine une solution et une seule;
on entre l�a dans le domaine de l'analyse math�ematique des EDP, pour laquelle il est en g�en�eral
utile d'avoir recours �a une formulation variationnelle du probl�eme.C'est en particulier le casdes
�equationsde Navier-Stokes,commeen t�emoignel'in t�er̂et que leur porte le Clay Mathematics Insti-
tute en accordant un million de dollars �a quiconqueprouvera, par exemple,l'existencede solutions
en temps long dans �

3 (cf. [32]). Quand bien même,on dispose�a l'heure actuelle d'informations
su�san tes pour entreprendre des exp�erimentations num�eriques. En e�et, au sujet de l'existence
de solutions faibles, de nombreux progr�es ont �et�e r�ealis�es, depuis les premiers travaux de Leray
[61]. Nous retranscrirons pour notre part (de mani�ere tr �es synth�etique encoreune fois) le raison-
nement de J.-L. Lions [63] bas�e sur desestimations a priori (cf. 2.1). Pour cela, il est n�ecessaire
d'in troduire l'espacedesvitessesd�e�nies pour tout t 2 [0; T] sur un ouvert born�e 
 � �

d :

V = f ~v 2 H 1
0(
) d j div ~v = 0g et sa norme j~vjV =

� Z



kr ~vk2

� 1=2

(on omettra souvent la mesure dx par concision), qui permet d'�eliminer la pression des
inconnues,celle-l�a jouant en fait le rôle de multiplicateur de Lagrangepour la contrain te div v = 0.
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Ainsi, par application du principe despuissancesvirtuel les(variante du princip ede moindre action
mentionn�e page 9) dans l'espaceV des vitessescin�ematiquement admissibles(cf. [10]), ou plus
simplement en multiplian t la premi�ere �equation dans (3.2) par une fonction test ~v 2 V et en
int�egrant par parties, on obtient la formulation variationnelle pour tout t 2 [0; T] :

�
Z



@t v � ~v + �

Z



v � r v � ~v + �

Z



r v : r ~v =

Z



f � ~v ; 8 ~v 2 V : (3.3)

En�n, on ajoute au mod�ele la condition initiale :

v(0; x) = v0(x) 2 V : (3.4)

Alors, il reste �a appliquer le même type de raisonnement qu'en section 2.1.3 avec H = H div
n (
).

Pour cela,on remplace~v par v dans(3.3) puis on int�egreen temps, cequi conduit �a la majoration
(par int�egrations par parties en espaceet par une in�egalit�e d'Young au secondmembre) :

� jv(t)j2H + �
Z t

0
jr vj2H � � jv(0)j2H + cjf j2L 2 (0;T ;H ) ; c 2 �

+ ;

en supposant pour simpli�er que f (t) 2 H . Ensuite, on remplacecette in�equation formelle, puis-
qu'on n'est pas encore assur�e de l'existence de v, par son �equivalent discr�etis�e sur la base des
vecteurspropres (wn )n2 N - de valeurs propres associ�ees(� n )n2 N - du probl�emespectral

Z



r wn : r ~v = � n

Z



wn � ~v ; 8 ~v 2 V ;

qui constituent une base orthonormale de H du fait de l'ellipticit �e dans V de l'op�erateur
(v; ~v) 7!

R

 r v : r ~v, et de la compacit�e de l'injection de V dansH (cf. p.13). Alors, pour Nh 2 � ,

en posant vh(t; x) =
P Nh

n=1 (v(t; x); wn (x))H wn (x), on obtient - rigoureusement cette fois :

jvh(t)j2H +
�
�

Z t

0
jr vh j2H � K ; K 2 �

+

cequi permet d'a�rmer que la suite (vh)Nh 2 N est born�eedansL 2(0; T; V ) \ L 1 ([0; T]; H ), et donc
d'en extraire une sous-suiteconvergeant faiblement (resp. faiblement-� ) dans L 2(0; T; V ) (resp.
L 1 ([0; T]; H )) vers une certaine fonction v. Par ailleurs, on a besoin de d�emontrer que la suite
(@t vh)Nh �egalement demeuredans un born�e (de L 2(0; T; V 0)) pour pouvoir en d�eduire l'existence
d'une limite @t v. C'est unedi�cult �e nouvelle - li�eeau terme non lin�eairev�r v - qui ne sepr�esentait
pas dans le casde l' �equation des ondespar exemple.En ayant recours aux propri �et�es de la base
(wn ), et, en dimension trois, �a une hypoth�eseplus forte sur la r�egularit�e de la vitesse (qu'on
consid�ere dans H 2(
)), on obtient une estimation a priori sur le terme de convection, qui permet
d'en d�eduire le r�esultat escompt�e. En�n, la non-lin�earit�e g�en�ereune di�cult �e dans la proc�edurede
passage�a la limite, car celle-l�a ne peut sefaire que si la suite vh convergefortement (au sensde la
norme) vers v. Il faut pour cela disposerd'une propri �et�e d'injection compacte (du type Rellich),
qui a bien lieu dans notre cas. L�a encore, nous n'entrerons pas plus en d�etail dans l'analyse
du probl�eme de l'existence de solutions au probl�eme de Navier-Stokes, et n'aborderons pas du
tout celui de l'unicit �e, qui n'est d'ailleurs pas encoreprouv�e en dimension trois avec desdonn�ees
quelconques(cf. [32]). Nous renvoyons une nouvelle fois �a J.-L. Lions [63] pour la d�emonstration
pr�ecise,ou encore�a O. Pironneau [81] pour une version plus synth�etique et J.-F. Gerbeau et al.
[39] pour un expos�e plus p�edagogique.
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3.1.2 �Equations de la MHD

Commenousl'avonsd�ej�a mentionn�e �a plusieursreprises,le mod�eleadopt�e pour la mod�elisation
descuvesreposesur un couplageentre les�equationsdeNavier-Stokeset cellesdeMaxwell. Dans les
milieux continus, cesderni�eresprennent la forme dequatre �equationscomprenant quatre inconnues
vectorielles, �a savoir le champ �electrique E, l' induction �electrique D, le champ magn�etique H et
l' induction magn�etique B :

8
>>><

>>>:

� @t D + rot H = J (Maxwell-Amp�ere);
@t B + rot E = 0 (Maxwell-Faraday) ;

div D = P (Maxwell-Coulomb) ;
div B = 0 (Maxwell-Gauss);

(3.5)

o�u J et P sont lesdensit�esde courant et de charge�electriques.Nous nousrestreignonspar ailleurs
�a l'hypoth�esedesmilieux parfaits, qui sont lin�eaires, isotropes et homog�enes, de sorte qu'il existe
desrelations entre D et E d'une part, et entre H et B d'autre part, qui s'�ecrivent :

D (t; x) = � E(t; x) et H (t; x) =
1
�

B (t; x) ;

o�u � et � sont respectivement la permittivit �e �electrique et la perm�eabilit�e magn�etique du milieu
consid�er�e. Ceslois sejusti�en t lorsqu'on consid�ere deschamps su�sammen t faibles (dixit [58]), ce
qui est le casici d'apr�esR. Moreau [73]. Le mêmeauteur fait de plus l'hypoth�eseque les courants
de d�eplacement @t D sont n�egligeables.En�n, la loi d'Ohm pour les milieux en mouvement �a la
vitessev permet de substituter E par v et B (on note � la conductivit �e du milieu) :

J = � (E + v � B ) (Ohm)
rot B = � J (Maxwell-Amp�ere)

)

) E =
rot B
��

� v � B ;

d'o�u une simpli�cation consid�erable des�equations de Maxwell, qui ser�eduisent �a :
8
<

:
@t B +

1
��

rot rot B � rot (v � B ) = 0;

div B = 0:

On voit ainsi survenir un premier couplage entre les variables hydrodynamiques (la vitesse en
l'occurence)et (�electro-)magn�etiques. Un deuxi�eme,dû �a la force de Lorentz (1.3), apparâ�t dans
les �equations de Navier-Stokes par l'in term�ediaire du champ magn�etique, si bien que le probl�eme
magn�etohydrodynamique soumis �a la seulepesanteur (g d�esignela gravit �e) r�epond au mod�ele :

8
>>>>>><

>>>>>>:

� @t v + � v � r v � � � v + r p �
1
�

rot B � B = � g ;

div v = 0;

@t B +
1

��
rot rot B � rot (v � B ) = 0;

div B = 0;

(3.6)

que l'on compl�ete par les conditions aux limites (en temps et en espace)suivantes :

(
v(0; x) = v0(x)
B (0; x) = B 0(x)

; et

8
><

>:

v = 0
B � n = 0

rot B � n = 0
sur @
 : (3.7)
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Donnons �a pr�esent quelquesinformations sur l'analyse math�ematique du syst�eme (3.6)-(3.7).
L' �etude de cegenrede mod�elea �et�e men�eepour la premi�ere fois par G. Duvaut et J.-L. Lions [28]
dans le contexte des in�equations variationnelles, puis, comme nous l'avons mentionn�e en intro-
duction, �etenduepar M. Sermangeet R. Temam [92]. La proc�edure suivie pour la d�emonstration
de l'existence de solutions (faibles) est tr �es similaire �a celle r�esum�ee p.34 pour les �equations de
Navier-Stokes. En e�et, elle consiste dans un premier temps �a �ecrire le probl�eme sous la forme
variationnelle

8
>>>><

>>>>:

�
Z



@t v � ~v + �

Z



(v � r )~v + �

Z



r v : r ~v �

1
�

Z



(rot B � B ) � ~v =

Z



f � ~v ; 8 ~v 2 V ;

�
Z



@t B � ~B +

1
��

Z



rot B � rot ~B �

Z



rot (v � B ) � ~B = 0; 8 ~B 2 W ;

avec W = f ~B 2 H 1(
) d j div ~B = 0; ~B � n = 0g de norme
R


 krot ~Bk2, puis �a �etablir l'estimation

� jv(t)j2H + jB (t)j2H +
Z t

0

�
� jr vj2H +

2
�

jr B j2H

�
� � jv(0)j2H + jB (0)j2H + cjf j2L 2 (0;T ;H ) ; c 2 �

+ :

Dans un deuxi�emetemps, on consid�ere la d�ecomposition B h de B sur la baseorthonormale de H
form�eedesvecteurspropres du probl�emespectral en (� n ; Cn )

Z



rot Cn � rot ~B = � n

Z



Cn � ~B ; 8 ~B 2 W ;

assortie de celle d�ej�a d�ecrite pour v p.34, ce qui permet d'�etablir l'analogue de l'estimation ci-
dessuspour ces solutions de dimension �nie, dont on connâ�t l'existence. De l�a on d�eduit que
(vh) et (@t vh) sont born�eesdans les mêmesespacesque pr�ec�edemment, et (B h) et (@t Bh) sont
born�eesrespectivement dans L 2(0; T; W ) \ L 1 (0; T; H ) et L 2(0; T; W 0). De tous cesr�esultats, et
d'arguments de compacit�e du même type que pour le terme de convection appliqu�es aux termes
non lin�eaires que sont la loi d'Ohm et la force de Lorentz, on d�eduit que les suites vh et Bh

convergent vers des limites v et B , solutions des �equations de la MHD. Signalonspour �nir que
M.D. Gunzburger et al. [46] se sont pench�es sur le mod�ele stationnaire correspondant, avec des
conditions aux limites magn�etiques di� �erentes du type B � n = k, qui nous seront utiles dans les
simulations (voir le chapitre 7).

3.1.3 In terface libre

Pour achever la mod�elisation, il reste �a traiter le caso�u deux 
uides non misciblescoexistent.
Math�ematiquement, cela revient �a consid�erer un 
uide dont les caract�eritiques (densit�e, viscosit�e,
conductivit �e et perm�eabilit�e) prennent desvaleurs d�ependant du sous-domainemouvant dans le-
quel on setrouve. Il en r�esulteau niveaudu mod�elequ'on ne peut plus extraire cescaract�eristiques
desop�erateurs de d�erivation (en temps commeen espace).Ainsi, le syst�eme(3.6) devient :

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

@t (�v ) + div( � v 
 v) � div [� D (v)] + r p �
1
�

rot B � B = �g

div v = 0
@t � + div (�v ) = 0

@t B + rot
�

1
��

rot B
�

� rot (v � B ) = 0

div B = 0

(3.8)
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On notera, en plus de la contrain te d'incompressibilit�e, la pr�esencede l' �equation compl�ete de
conservation de la masse,n�ecessairepour pouvoir tenir compte des mouvements de l'in terface
sans transfert de masseentre les deux 
uides. Ainsi, comme on peut d�eduire les deux autres
param�etres h�et�erog�enes � et � - � �etant en fait suppos�e homog�ene - de la valeur de � , on se
retrouve avec une �equation (non lin�eaire) et une inconnue (� ) suppl�ementaires. Cette �equation, de
par sa nature hyperbolique, ne procure pas a priori de propri �et�e de compacit�e sur � permettant
d'assurer la convergencedestermes non lin�eairesy �guran t, suivant le type de raisonnement d�ej�a
�evoqu�e au sujet du terme de convection par exemple(p. 34). Il est cependant possiblede traiter
cette di�cult �e par la notion de solution renormalis�ee, dont la th�eorie a �et�e d�evelopp�ee par R.J.
DiPerna et P.-L. Lions [26]. Par le même type d'approche, J.-F. Gerbeau et C. Le Bris [38] ont
obtenu un r�esultat d'existencede solutions faibles aux �equations (3.8)-(3.7) :

Sousles hypoth�eses

8
><

>:

� 0 2 L 1 (
) ; u0 2 L 2(
) d ; B 0 2 H div
n (
)

f 2 L 2(0; T; L 2(
) d)
� (�) ; � (�) 2 �

0
b( �

+ ; �

+
� ) ;

; il existe

8
><

>:

� 2 L 1 (
 � (0; T)) \ �

0(0; T; L p(
)) ; 8 p � 1
v 2 L 2(0; T; V ) \ L 1 (0; T; H div

n (
)) \ �

0(0; T; Hw )
B 2 L 2(0; T; W ) \ L 1 (0; T; H div

n (
)) \ �

0(0; T; Hw )
solution de l' �equation

de conservation de la masseau sensdesdistributions, et du probl�eme

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

ZZ


 � (0;1 )

�
� �v �

@�
@t

� �v 
 v : r � + 2� D (v) : D (� ) �
1
�

rot B � B )
�

dx dt =
ZZ


 � (0;1 )
� g � � dx dt +

Z



� 0v0 � � (0; x) dx

ZZ


 � (0;1 )

�
� B �

@�
@t

+
1

��
rot B � rot � � rot (v � B ) � �

�
dx dt =

Z



B 0 � � (0; x) dx

pour tout � 2 � (
 � [0; 1 )) d : De plus, Mesf x 2 
 j � � � (t; x) � � g resteconstant

au cours du temps pour tout 0 � � � � < 1 :

De même que dans le cas des �equations mono
uides de Navier-Stokes et de la MHD, l'existence
d'une solution forte en temps long et l'unicit �e de la solution faible en g�en�eral restent �a d�emontrer.
La preuve du th�eor�emeci-dessusest bas�eesur l' �etude d'un probl�emer�egularis�e interm�ediaire, dans
lequel la vitesse, la viscosit�e, la conductivit �e et les termes non lin�eaires sont approch�es par des
expressions\liss�ees" permettant la prise en compte de la discontinuit �e des grandeurs physiques
�a l'in terface. Les travaux de S.N. Antontsev et al. ([4]) contiennent le même type d'id �eespour
traiter les �equations de Navier-Stokes bidimensionnellesde densit�e variable. On pourra ser�ef�erer
�a P.-L. Lions [67] pour une �etude math�ematique g�en�erale des
uides �a densit�e variable.

Remarque : dans les simulations num�eriques(cf. 3.3.1 ), nous imposeronsd'autres conditions aux
fronti �eres que (3.7) pour permettre le glissement de l'in terface sur les parois, typiquement
v � n = 0 sur les bords en question. Les deux alternatives entrent dans le cadre g�en�eral des

conditions de glissementde Navier, du type

(
v � n = 0

� v � n + (1 � � ) � n � t = 0
, � 2 [0; 1], pour

lesquellesle th�eor�emeci-dessusreste valable.
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3.2 Mo d�elisation lin �eaire

Nous avons mentionn�e dans le premier chapitre un type d'instabilit �es reposant sur une inter-
action entre les courants �electriqueshorizontaux et le champ magn�etique vertical ambiant. Dans
le cas o�u ce dernier est suppos�e constant, ce ph�enom�ene est d�esign�e par m�ecanisme de Sele, du
nom de celui qui l'a pour la premi�ere fois mis en �evidence(cf. [91]). D'autres auteurs ont par la
suite propos�e des mod�eles lin�eaires de cuves reposant sur un certain nombre d'hypoth�esesphy-
siquesconduisant �a des crit �eresd'instabilit �e du même type, qu'on regroupe g�en�eriquement sous
le nom de crit �ere de Sele. On citera notamment P.A. Davidson et R.I. Lindsay [23], ainsi que V.
Bojarevics et M.V. Romerio [13]. Dans l'expos�e ci-dessous,nous focalisonsnotre attention sur ces
derniers,et renvoyons �a J.-F. Gerbeauet al. [39] Chap. 6 pour une revue d�etaill�eede la litt �erature
�a ce sujet.

3.2.1 �Equations de Saint-V enant pour la MHD

Les premi�ereshypoth�esesphysiquesconsistent, �a partir du mod�ele (3.8)-(3.7), �a n�egliger :
H1: les courants induits dans la loi d'Ohm,
H2: la d�eriv�ee temporelle @tB dans l' �equation de Maxwell,
H3: la dissipation m�ecaniquedans les �equations 
uides,

de sorte qu'on obtient un mod�ele MHD simpli� �e bas�e sur un couplageentre les �equationsd'Euler
et de Maxwell : 8

>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

@t (�v ) + div( � v 
 v) + r p �
1
�

rot B � B = �g

div v = 0
@t � + div (�v ) = 0
1
�

rot
� 1

�
rot B

�
= 0

div B = 0

(3.9)

On posepar ailleurs desconditions aux bords de non-p�en�etration (u � n = 0). Dans un deuxi�eme
temps, on r�eintroduit la densit�e de courant �electrique

J =
1
�

rot B ; ainsi rot
� 1

�
J

�
= 0; et donc div J = 0; et 9 � = J = � � r � :

De cette mani�ere, on peut r�e�ecrire le probl�eme(3.9) sousla forme :

8
>>>>><

>>>>>:

@t (�v ) + div( � v 
 v) + r p � J � B = �g
div v = 0

@t � + div (�v ) = 0
J + � r � = 0

div J = 0

Alors, on proc�ede�a l'approximation deseaux peu profondes,en supposant que :
H4: les dimensionsverticales sont n�egligeablesdevant les dimensionshorizontales,
H5: les perturbations de l'in terface sont n�egligeablesdevant les dimensionsverticales,

si bien que qu'il est possiblede n�egliger la variation et la composante des inconnuesle long de la
verticale. Ainsi, on peut approcher la pressionpar une pressionhydrostatique :

p = pin t + �g (h � z)
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o�u pin t (t; x; y) est la pressionsur l'in terface, et h(t; x; y) sahauteur. On pourra consulter O. Piron-
neau[81] pour plus de pr�ecisionssur lesapproximations de type shallow water (ou de Saint-Venant
ou deseaux peu profondes).On note alors le nouveau syst�emeobtenu :

8
>>>>><

>>>>>:

� 1 [@t vH ;1 + vH ;1 � r H vH ;1 + gr H h] � (J � B )H ;1 = �r H pin t ;
@t h + div (h uH ;1) = 0;

� 2 [@t vH ;2 + vH ;2 � r H vH ;2 + gr H h] � (J � B )H ;2 = �r H pin t ;
@t h � div (h uH ;2) = 0;

(3.10)

o�u l'indice H soulignequeseuleslescomposantes horizontales sont prisesen compte (�a l'exception
du terme (J � B ) o�u il s'agit d'une moyenne verticale) et l'indice 1 (resp. 2) que la quantit �e est
prise l'aluminium (resp. l' �electrolyte). De cette mani�ere, les inconnuessont d�e�nies sur le rectangle

 H = [0; L x ] � [0; L y ].

3.2.2 Lin �earisation

On consid�ere les perturbations autour d'un �etat stationnaire o�u l'in terface est horizontale, et
(uH ;f 1;2g)0 = 0, cequi permet desupprimer le terme deconvection. Par ailleurs, ennotant h1 (resp.
h2) la hauteur moyenne d'aluminium (resp. d'�electrolyte), on note � (t; x; y) = h(t; x; y) � h1 la
perturbation sur la hauteur d'in terface �a l' �equilibre, si bien qu'apr�esdesmanipulation alg�ebriques
�el�ementaires, le syst�eme(3.10) prend la forme :

� � 1

h1
+

� 2

h2

�
@2

t � � (� 1 � � 2) g � H � = div ((J � B )H ;2 � (J � B )H ;1) : (3.11)

La condition de non-p�en�etration, quant �a elle, s'exprime (n d�esignant la normale �a @
 H ) :

[(� 1 � � 2) g r H � + (J � B )H ;2 � (J � B )H ;1] � n = 0: (3.12)

On suppose de plus qu'�a l' �etat stationnaire, J0 = �k J0kez, div B0 = 0 et rot (J0 � B0) = 0
(�equivalent �a @zB0 = 0, cf. A.D. Sneyd [93]), et on �emet l'hypoth�esesuppl�ementaire :

H6: le probl�eme�electrique est simpli� �e en passant �a la limite

� 2 � � ano de � � 1 :

Alors, on note j = J � J0 et b = B � B0 les perturbations en courant �electrique et champ
magn�etique, de sorte que :

j 2 = �
J0�
h2

ez et j 1 = j H ;1 �
J0�
h2

z
h1

ez ; o�u j H ;1 = � � 1 r H ' ; (3.13)

et o�u ' est la perturbation sur le potentiel �electrique, solution de :
8
><

>:

� � H ' =
J0 �

h1 h2 � 1
dans 
 H ;

@n ' = 0 sur @
 H :

(3.14)

En�n, les courants �electriques horizontaux �etant faibles devant les courants verticaux (d'apr �es
l'hypoth�eseH 4), et par d'autres arguments portant sur les ordres de grandeur (cf. [23], [94]), on
peut approcher la perturbation sur le membre de droite dans (3.11) par :

((J � B )H ;2 � (J � B )H ;1) � � j H ;1 � (B0;z ez) : (3.15)
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Alors, en combinant (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient le syst�eme�nal
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

�
@2

t � � c2 � H � = c2 (@y ' @x B0;z � @x ' @y B0;z)
� � H � = S �

dans 
 H � [0; T ]

�
@n � = B0;z (@x � ny � @y � nx )
@n ' = 0

sur @
 H � [0; T ]

�
� (t = 0) = � 0

@t � (t = 0) = � 1 dans 
 H

(3.16)

avec c2 =
(� 1 � � 2) g

� 1
h1

+ � 2
h2

T2

L 2 et S =
J0 B0 L 2

h1 h2 (� 1 � � 2) g
(constante de Sele);

o�u L et T sont la longueur et le temps caract�eristiques.

PSfrag replacements


 H

O

z = � (t; x; y)

h1

h2

L x

L y

x

y
z

Fig. 3.1 { Mod�ele de type shallow-water lin�earis�e

En s'appuyant sur lespropri �et�esspectralesde l'op�erateur deNeumann(cf. 3.3.2 ), il estpossible
d'�ecrire le syst�emeci-dessussousla forme

d2
t � i + c2 k2

i � i = c2 S
X

j 2 N

Gi;j � j ; 8 i 2 � ;

aveck2
i de l'ordre de i 2, et jGi;j j de l'ordre de1=(ki kj ). Alors, enmultiplian t par dt � i et ensommant

sur i , on obtient (C d�esignant desconstantes diverses)

1
2

X

i 2 N

dt [(dt � i )2 + c2 k2
i � 2

i ] � C
X

(i;j )2 N2

� j
dt � i

ki kj
� C

� X

i 2 N

dt � i

ki

� � X

j 2 N

� j

kj

�
� C

s X

i 2 N

(dt � i )2
s X

j 2 N

� 2
j

(o�u l'on a utilis �e le fait que
P

i 2 N(1=k2
i ) < 1 ) ; ainsi

1
2

X

i 2 N

dt [(dt � i )2 + k2
i � 2

i ] � C
X

i 2 N

�
(dt � i )2 + k2

i � 2
i

�
;

d'o�u une estimation a priori, qu'on peut utiliser dans une preuve de type point �xe (comme pour
le th�er�emede Cauchy-Lipschitz), en travaillant dans l'espacedessuites (� i (t)) qui sont continues
en temps �a valeur dans l1 .
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3.3 Simulation

3.3.1 Mo d�ele non lin �eaire

Dans les d�emonstrations d'existence de solutions aux �equations de Navier-Stokes et de la
MHD, la contrain te d'incompressibilit�e a �et�e incorpor�eedans l'espacedesvitesses,cequi a permis
d'�eliminer la pressiondesinconnues.Du point de vue pratique, cette approche a pour inconv�enient
d'imp oseraux vitessesd'être discr�etis�eessur un espace�a divergencenulle, pour lequelil estpossible
de construire une base(cf. [48]) qu'il est cependant compliqu�e d'impl �ementer. Ainsi, la m�ethode
des �el�ements P 1 fournit une discr�etisation commode de l'espaceV = H 1

0(
) d, qu'il est possible
de choisir comme espacedes vitesses.En e�et, si l'on pose M = f ~p 2 L 2(
) j

R

 ~p = 0g, on

peut �etablir (cf. V. Girault et P.-A. Raviart [41]) l'existence d'une solution (v; p) �a la formulation
variationnelle alternative �a (3.3) - V �etant di� �erent :

8
>>>><

>>>>:

�
Z



@t v � ~v + �

Z



v � r v � ~v + �

Z



r v : r ~v �

Z



pdiv ~v =

Z



f � ~v ; 8 ~v 2 V ;

Z



div v ~p = 0; 8 ~p 2 M :

(3.17)

Cette approche n'est pas sanscons�equencesur la discr�etisation �a mettre en �uvre : le choix des
espacesV et M est contrain t par la condition inf-sup (ou condition de Babu�ska-Brezzi, cf. [6],[16]).
Il en r�esulte que l'in terpolation par �el�ements �nis P 1-Lagrangeen vitesseet en pressionn'est pas
stable pour la formulation ci-dessus,mais qu'il faut soit :

- monter en pr�ecision sur la vitesse en augmentant Card � (cf. 2.2.1 .b ), ce qui m�ene par
exempleaux �el�ements �nis P 2/ P1 [51], P1-iso-P2/ P1 [8] ou encoreP 1-bulle/ P 1 [5].
- stabiliser la discr�etisation de la formulation (3.17) (cf. T.J.R. Hugheset al. [53]), ce qui est
moins côuteux en temps de calcul mais ajoute un param�etre num�erique au mod�ele.

Les mêmesconsid�erations s'appliquent aux �equations de la MHD, de sorte qu'une formulation
variationnelle en �el�ements �nis P 1 stablis�es comprenant la pressionpeut être utilis �ee pour la si-
mulation du mod�ele (3.6)-(3.7). Pr�ecisonsquand même que des hypoth�esessuppl�ementaires de
r�egularit�e et de convexit�e du domaine de d�e�nition 
 sont n�ecessairespour l'in terpolation P 1 du
champ magn�etique. Dans le casnon convexe, on doit utiliser l' �el�ement �ni de N�edelec(cf. [77]).

La principale di�cult �e du passagedes�equationsde Navier-Stokesau syst�emequi nousint�eresse
est, encoreune fois, la prise en compte de l'in terface libre. Pour desraisonsde clart�e, nous expri-
mons dans un premier temps les �equations bi
uides de la MHD sousleur forme adimensionn�ee :
en d�e�nissant par L , U et B les longueur, vitesseet champ magn�etique caract�eristiques, on pose

Rei =
� i U L

� (� i )
(Reynolds);

Rmi = � � (� i ) U L (Reynolds magn�etique) ;
� i = � i =� 1 (densit�e adimensionn�ee);

F r =
U2

gL
(Froude) ;

S =
B2

�� 1U2 (couplage);

de sorte qu'on �ecrit - o�u 
 1 (resp. 
 2) est le domained'�evolution de l'aluminium (resp. �electrolyte)
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

div v = div B = 0
@t � + div (�v ) = 0

)

dans 
 ;

� i
@v
@t

+ � i (v � r ) v � div
� � i

Rei
r v

�
+ r p � S rot B � B = � � i

ez

F r
@B
@t

+ rot
� 1

Rmi
rot B

�
� rot (v � B ) = 0

9
>>=

>>;
dans (
 i ) i =1 ;2 :

(3.18)
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On compl�ete ce syst�emepar les conditions aux limites
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

v = v0

B = B 0

)

en t = 0 8 x ;

v � n = 0
B � n = B0 � n

)

sur � 1 ; 8t ;

v = 0
B � n = 0

rot B � n = 0

9
>=

>;
sur � 2 ; 8t ;

(3.19)

o�u Gamma1 est la partie de @
 en contact avec l'in terface, � 2 = @
 n � 1 ; et les conditions
interfaciales (continuit �e du tenseur descontrain tes et du champ �electrique)

�
1

Re1
D(v) � p I d

� �
�
�
�

 1

n =
�

1
Re2

D(v) � p I d

� �
�
�
�

 2

n

�
1

Rm1
rot B � v � B

� �
�
�
�

 1

� n =
�

1
Rm2

rot B � v � B
� �

�
�
�

 2

� n

9
>>>>=

>>>>;

sur l'in terface; 8t : (3.20)

La forme descuvesestmod�elis�eepar un parall�el�epip�edeou un cylindre vertical en trois dimensions,
et par un rectangle en deux dimensions; et les param�etres physiquessuivants sont �x �es :

8
><

>:

L = 1m
U = 0:1m:s� 1

B = 5mT
;

8
><

>:

� 1 = 2300kg:m� 3

Re1 = 1923
Rm1 = 1

;

8
><

>:

� 2 = 2150kg:m� 3

Re2 = 840
Rm2 = 10� 4

:

Tous cesparam�etres sont r�ealistes,�a l'exception desnombres de Reynoldsqui sont divis�espar un
facteur 100(cf. Tab. 1.1 p.6). En choisissant ainsi la mani�erela plus simple de mod�eliserla dissipa-
tion d'�energieoccasionn�eelesph�enom�enesturbulents, on s'a�ranc hit d'un mod�elede typek � " (cf.
[59]) ou encoreLES (Large-Eddy Simulation). Les simulations e�ectu �eesici rentrent plut ôt dans
la classeDNS (Dir ect Numerical Simulation), �a ceci pr�es que l' �ecoulement est laminaris�e. Cette
approche est retenue pour privil �egier une �etude qualitativ e des e�ets magn�etohydrodynamiques
sur le comportement de l'in terface, �a travers son suivi explicite (interface tracking). Pour cela,
nous repr�esentons son mouvement par la d�eriv�ee temporelle de la transformation r�eguli�ere ^

� t (x̂)
qui �a un domaine de r�ef�erence �̂
 = �̂
 1 [ �̂
 2, fait correspondre �
( t) = �
 1(t) [ �
 2(t), et telle que
^

� 0 = I d :

PSfrag replacements

^
� t


̂ 1


̂ 2


 1(t)


 2(t)

�̂
�( t)

Fig. 3.2 { Une bijection qui associe 
( t) �a 
̂.
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Ainsi, la nouvelle inconnue est la vitessedu domaine

w(t; x) = @t ^
� t ( ^

�

� 1
t (x)) :

Si l'on d�e�nit �a pr�esent, pour toute fonction ' (t; x), son analogue\lagrangienne" �( t; x̂) par

�( t; x̂) = ' (t; ^
� t (x̂)) ;

sa d�eriv�ee temporelle est �egale�a la d�eriv�eede ' sur le domaine mouvant, qu'on note D t ' :

@t �( t; x̂) = D t ' (t; x) = @t ' (t; x) + @x ' (t; x) � @t ^
� t (x̂) ; avec x = ^

� t (x̂) ;

soit D t ' = @t ' + w � r ' :

La \d �eriv�eelagrangienne"de la densit�e, enparticulier, estnulle, car elleprend unevaleur constante
sur chaque partie 
 1(t) et 
 2(t) :

D t � = 0; et donc @t � = � w � r � :

Compte tenu de la conservation de la masseet de l'incompressibilit �e de chaque
uide, il en r�esulte

(w � v) � r � = 0:

Par ailleurs, si on note n � la normale �a l'in terface ext�erieure �a 
 1, et � � la mesurede Dirac sur �
(voir aussi8.2), alors r � = (� 2 � � 1) � � n� ; d'o�u l' �equation

w � n� = v � n� ;

compl�et�ee par la condition aux fronti �eres

w � n = v � n sur @
 :

On a ainsi obtenu une caract�erisation de l'hypoth�eseimplicite que ^
� t transforme 
̂ 1 en 
 1(t) et


̂ 2 en 
 2(t). Cela su�t �a d�eterminer le mouvement de l'in terface,et autorise mêmeplusieurschoix
possiblespour w. En particulier, w = v sur l'ensemble du domaine correspond �a une description
lagrangiennedu mouvement, mais n'est pas une solution adapt�ee aux m�ethodesd'�el�ements �nis,
car il faudrait dans ce cas que les n�uds du maillage suivent le mouvement du 
uide, ce qui
n'est pas possiblecompte tenu de la condition de convexit�e des�el�ements (cf. 6.3.1 .b ). On adopte
ainsi un point de vue arbitrairement lagrangienou eul�erien en fonction desfacilit �esnum�eriquesque
celui-l�a procure.Cette m�ethode, qui porte le nom deformulation ALE (pour Arbitr ary Lagrangian-
Eulerian) a �et�e introduite pour la premi�ere fois par C.W. Hirt et al. [50], et largement utilis �ee
par la suite. Dans notre situation, le meilleur compromisest de consid�erer une vitessedu domaine
purement verticale, qui n'existe que pour assurer le mouvement de l'in terface et �eventuellement
�equilibrer la taille des�el�ements sur l'ensemble du maillage. Ainsi, on r�esout �a chaquepasde temps
le probl�eme 8

>><

>>:

� � w = 0 dans (
 i ) i =1 ;2 ;
w � n = 0 sur @
 ;

w � n� =
v � n�

n� � ez
sur � :

(3.21)

Nous sommes �a pr�esent en mesure d'�ecrire la formulation faible du probl�eme, en vue de sa
discr�etisation. On utilise �a cette �n la formule de Reynolds

d
dt

Z


( t )
' =

Z


( t )

�
@'
@t

+ div (w' )
�

;

qui permet de d�eriver une int�egraled�e�nie sur un domaine transport�e �a la vitessew.
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Cette propri �et�e s'�etend aux formulations variationnelles d�e�nies �a l'aide de fonctions test ~' telles
que D t ~' = 0, en e�et dans ce cas

d
dt

Z


( t )
' ~' =

Z


( t )

�
@'
@t

+ div (w' )
�

~' :

Alors, la formulation faible ALE du probl�eme(3.18) s'�ecrit :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

d
dt

Z


( t )
� v � ~v +

Z


( t )
� (v � w) � r v � ~v �

Z


( t )
� v � ~v div w +

Z


( t )

�
Re

r v : r ~v �
Z


( t )
pdiv ~v

� S
Z


( t )
rot B � B � ~v =

Z


( t )

�
F r

ez � ~v ;

d
dt

Z


( t )
B � ~B �

Z


( t )
w � r B � ~B �

Z


( t )
B � ~B div w +

Z


( t )

1
Rm

(rot B � rot ~B + div B div ~B )

�
Z


( t )
v � B � rot ~B = 0;

�
Z


( t )
div v ~p = 0;

8 (~v; ~B ; ~p) 2 VT � WT � M T ; avec

8
><

>:

VT = f ~v 2 H 1
0 (
) d j D t ~v = 0g

WT = f ~B 2 H 1
n(
) j D t ~B = 0g

M T = f ~p 2 L 2(
) j
R


( t ) ~p = 0g
: (3.22)

Pour discr�etiser cesespacespar �el�ements �nis, il su�t alorsd'appliquer la transformation ^
� t en

chaque point du maillage et de calculer leurs fonctions de forme sur le maillage transport�e 
( t).
En d�e�nissant la distribution de densit�e non pas en fonction des coordonn�eesspatiales, mais en
fonction des�el�ements g�eom�etriques parcouruslors de l' assemblage(cf. 6.3.1 .b ), il su�t d'attribuer
la densit�e de l'aluminium au sous-domainediscret constitu�e de la r�eunion des�el�ements correspon-
dants, et de mêmepour l' �electrolyte. C'est ainsi qu'on remplacel'inconnue � par l'inconnue w.

Sur des quadrangles, l'in terpolation la moins côuteuse possible est la m�ethode Q1 stabi-
lis�ee, dont on �xe son param�etre �a 0.1 (cf. L.P. Franca et S.L. Frey [35]) pour obtenir des
r�esultats int�eressants sur un maillage de quelquesmilliers d'�el�ements (cf. infr a et chapitre 7).
La discr�etisation temporelle s'e�ectue au moyen d'un sch�ema d'Euler semi-implicite, qui n�ecessite
la r�esolution d'un probl�emedu type (2.19) �a chaqueit �eration en temps, dont le d�etail seraabord�e
au chapitre 6.3. Si l'on note (vn

h ; B n
h ) la vitesseet le champ magn�etiquesdiscr�etis�esau temps n� t,

cet algorithme poss�edela propri �et�e de stabilit �e dans la norme de l' �energie

1
2� t

Z



(� kvn+1 k2+ SkB n+1 k2)+

Z




�
�

Re
kr vn+1 k2+

S
Rm

kr B n+1 k2
�

�
1

2� t

Z



(� kvnk2+ SkB nk2) :

(3.23)
Par ailleurs, la massen'est conserv�eedans chaque 
uide que si la loi de conservation g�eom�etrique
(o�u � n;n +1 est la transformation g�eom�etrique associ�ee �a wn )

Z


 n +1
i

' (x) dx �
Z


 n
i

' � � n;n +1 (x) dx = � t
Z


 n
i

' � � n;n +1 (x) div wn (x) dx

et la contrain te discr�ete Z


 i +1
1

div vi
h = 0 (3.24)

sont satisfaites (cf. [39]). La premi�ere est simplement assur�ee par le choix purement vertical de
w (et donc wn ). La prise en compte de la seconde,en revanche, a des r�epercussionss�erieusesau
niveau de l'impl �ementation commenous pourrons le voir au chapitre 6.



3.3. SIMULA TION 45

Pour l'heure, terminons cebref aper�cu par un r�esultat num�erique important de l'approche non
lin�eaire : on r�esout le mod�ele (3.22) dans un domaine cylindrique avec les conditions aux limites

v0 = 0; B 0 = 0; et B0 =

8
><

>:

� � r
0

Bz

; � > 0; en coordonn�eescylindriques;

qui correpondent �a unedistribution anodiqueuniforme de l'arriv �eedecourant. Alors, si on perturb e
la gravit �e pendant la premi�ereunit �e de temps, on obtient un ph�enom�enede roulement de la nappe
de m�etal (metal pad rolling), �a savoir une rotation inclin�eede l'in terface dans le senspositif d'axe
ez. Lorsque cette inclinaison s'ampli�e au cours du temps jusqu'�a toucher le bord sup�erieur du
cylindre, on dit alors que le ph�enom�ene est instable. Dans le cas contraire, c'est �a dire celui o�u
l'amplitude des oscillations diminue progressivement jusqu'�a un �etat stationnaire, on parle de
con�guration stable. En pratique, les cas instables engendrent au bout d'un certain temps des
d�eformations trop importantes du maillage, qui �nissent par mettre un terme �a la simulation.
Le mod�ele non lin�eaire permet l'obtention de cas stablessousun certain seuil (t ypiquement 0.1)
portant sur Bz. Ce r�esultat est �a opposer �a ceux fournis par les mod�eleslin�eaires(cf. Chap. 4).
Donnons pour �nir une interpr�etation physique du ph�enom�ene de rolling : la visualisation des
champs de vitesseset descourants �electriqueshorizontaux laisse�a penserque ce ph�enom�enepeut

Fig. 3.3 { Vitesse, courants horizontaux et force de Lorentz qui en r�esulte sur l'in terface

s'expliquer simplement par la force de Lorentz, qui trouve son origine dans le m�ecanismeexpos�e
en 1.2.2 . En e�et, d'apr�es la �gure 3.3, les courants �electriques horizontaux, qui se trouvent
majoritairement au voisinagede la paroi, engendrent par interaction avec le champ magn�etique
vertical une force de Lorentz, qui d'un côt�e est dirig�eevers la paroi, et de l'autre, vers l'in t�erieur
de la cuve. Il en r�esulte le sensde rotation observ�e :

j

Bz

j

BzF

F

v

v

Fig. 3.4 { Sensde rotation induit par une arriv �eeuniforme du courant
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3.3.2 Mo d�ele lin �eaire

En multiplian t la premi�ere (resp. deuxi�eme) �equation du syst�eme(3.16) par la fonction test �
(resp.  ) de H 1(
 H ), en int�egrant par parties et en utilisant les conditions au bord, le probl�eme
s'�ecrit 8 t 2 [0; T] sousforme variationnelle en espace:

8
>>>>>><

>>>>>>:

Trouver (� (t); ' (t)) 2 (H 1(
 H ))2 tels que 8 (� ;  ) 2 (H 1(
 H ))2 :
Z


 H

h
@2

t � (t) � + c2 [r H � (t) � r H � + B0;z (@y ' (t) @x � � @x ' (t) @y � )]
i

= 0;
Z


 H

h
r H ' (t) � r H  � S � (t)  

i
= 0:

(3.25)

plus les conditions initiales � j t=0 = � 0 et (@t � ) j t=0 = � 1.
On peut d�ecomposer les solutions � et ' sur la basedes\mo desgravitationnels" (cf. 4) :

8
>>><

>>>:

� (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

� m;n (t) f m;n (x; y)

' (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

' m;n (t) f m;n (x; y)
;

avec

f m;n (x; y) =
2� m;np
L xL y

cos

 
m�
L x

x

!

cos

 
n�
L y

y

!

;

o�u la normalisation

� m;n =

8
<

:

1=2 si (m; n) = (0; 0)p
1=2 si m = 0 ou n = 0; et (m; n) 6= (0; 0)
1 si m 6= 0 et n 6= 0

fait de
�
f m;n (x; y)

�

(m;n )
une baseorthonormale dans L 2(
 H ) et orthogonale dans H 1(
 H ). Les

fonctions f m;n sont les vecteurs propres de l'op�erateur de Neumann � � H sur le domaine 
 H ,
associ�es aux valeurs propres

k2
m;n =

 
m �
L x

! 2

+

 
n �
L y

! 2

:

Ainsi, en prenant les�el�ements de cette basepour fonctions test, le syst�emed'�equations(3.25) peut
sereformuler

d2� m;n

dt2 + c2
�

k2
m;n � m;n � S

X

(m0;n0)2 N2

G(m;n );(m0;n0) � m0;n0

�
= 0; avec � m;n =

� m;n

km;n
; (3.26)

o�u la matrice G est facilement calculable et de l'ordre de 1
km;n km 0;n 0

(on renvoie en section 4.3.1

pour la forme pr�ecisede G). Ainsi, la discr�etisation en espacedu mod�ele lin�eaire s'op�ere par une
m�ethodespectrale(cf. 2.2.2 ), qui permet desimpli�er grandement les�equationsen\diagonalisant"
les laplaciens.Pour parvenir �a une discr�etisation totale du mod�ele, on peut utiliser la m�ethode de
Newmark (cf. [78]), qui est un sch�ema au di� �erence�nies du deuxi�emeordre devant satisfaire des
conditions du même type que dans le cas du sch�ema d'Euler (stabilit �e, consistance,cf. 2.2.1 .a).
L'impl �ementation de cette proc�edure pourra être trouv�eeau chapitre 5.



Chapitre 4

Lin �eaire versusnon lin �eaire

4.1 In tro duction

La mod�elisation desph�enom�enesmagn�etohydrodynamiquesdanslescuvesdeproduction d'alu-
minium par �electrolyseestun probl�emeencoretr �esouvert. D'un côt�e, le mod�eledebasequeconsti-
tuent les �equationsparaboliquesde la MHD sanscourants de d�eplacement, pour deux 
uides non
miscibles, contient diversesnon-lin�earit�es (cf. 3.1), dont la pr�esenced'une interface libre entre
les deux 
uides. La simulation num�erique de ce mod�ele non lin�eaire permet d'appr�ehender les
probl�emesde stabilit �e dans les cuves.D'un autre côt�e, de nombreusesapprochesreposent sur une
version lin�earis�ee de ces�equations (cf. 3.2), qui permet de mener une analysede stabilit �e bas�ee
sur une �etude des modes propres de la cuve. Nous nous proposonsdans le pr�esent chapitre de
comparer et discuter les r�esultats issusde cesdeux points de vue.

Cestravaux ont fait l'ob jet d'un proceedingde la conf�erenceECCOMAS 2006[40].

4.2 �Etude fr �equentielle puremen t hydro dynamique

L' �etude de la stabilit �e lin�eaire descuvesreposesur la d�ecomposition de la solution du syst�eme
(3.16) sur la basedes \mo des gravitationnels". Nous �etudions ici, sur un cas bidimensionnel, la
coh�erenceentre cette approche analytique et les r�esultats fournis par la simulation num�erique du
probl�emede Navier-Stokes bi
uide.

4.2.1 Calcul analytique des modes gravitationnels sur deux mod�eles lin �earis�es

4.2.1 .a Un mo d�ele de 
uide poten tiel �a surface libre

Lorsqu'un 
uide parfait incompressible(div v = 0) n'est soumisqu'�a des forcesd�erivant d'un
potentiel (comme la gravit �e), les vitessestelles que

rot v = 0;

sont dessolutions dites irr otationnelles aux �equationsd'Euler (�equationsde Navier-Stokessansle
terme de viscosit�e). Pour des conditions aux limites du type v � n = g sur @
, cette propri �et�e se
propagedans le temps et assureainsi l'unicit �e de la solution. Il est alors possiblede faire d�eriver
la vitesse�egalement d'un potentiel scalaire : v = r �, ce qui aboutit au probl�emede Neumann :

(
�� = 0 dans 
 ;
@n � = 0 sur @
 :

(4.1)

47
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Int�eressons-nousalors pour commencer�a un probl�eme de surface libre dans le cadre de ceshy-
poth�eses: consid�erons un 
uide contenu dans un r�ecipient rectangulaire (le cas tridimensionnel
ne pr�esentant pasde di�cult �essuppl�ementaires), dont on rep�ere le fond par z = � h et la hauteur
moyennede 
uide par z = 0. En�n, on supposela surfaceparam�etr�eepar la fonction � (t; x) :

PSfrag replacements

x

z z = � (t; x)

� h

M

n

O

OM =

 
x

� (t; x)

!

Fig. 4.1 { Param�etrisation de la surface

L' �evolution d'un point M (t) de la surfaceest r�egiepar la condition aux limites caract�eristique des
�ecoulements �a surfacelibre :

@t (OM ) � n = u � n ;

que l'on peut r�ecrire sousla forme

� @t � = ux @x � � uz ; (4.2)

�etant donn�e que

n =
1

p
1 + (@x � )2

�
� @x �

1

�
:

Nous aurons l'occasion d'utiliser une technique de param�etrisation analogue lorsqu'il s'agira
de contr ôler l'in terface au chapitre 8. Par ailleurs, l' �evolution de la pression suit l' �equation de
Bernoulli (cf. [47]) :

� @t � + �
kuk2

2
+ p + � gz = constante :

Ainsi, si l'on prend pour origine despressionsla pressionatmosph�erique, le potentiel � suit la loi
suivante sur la surfacelibre :

@t � +
kuk2

2
+ gz = 0: (4.3)

Lin �earisation

La lin�earisation des�equations(4.2)-(4.3) autour de l' �etat d'�equilibre f u = 0; � = 0; � = 0g o�u
l'in terface est plate (z = 0) conduit au syst�eme(en notant encore� et � les perturbations) :

�
@t � = @z� ;
@t � = � g � ;

que l'on peut encore�ecrire :
g@z � + @2

t � = 0: (4.4)

En�n, rappelonsqu'on disposede la condition de Neumann :

@z � = 0 en z = � h:

On peut alors d�e�nir pour le syst�eme(4.1)-(4.4) dessolutions du type :

�( t; x) = A cos(kx � ! k t) ch (k(z + h)) ; ! 2
k = gk tanh (kh) :
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On admettra que cesr�esultats se g�en�eralisent en trois dimensions�a deux 
uides de hauteurs
moyennesh1 et h2 :

! k =

s
g(� 1 � � 2) k

� 1 coth (kh1) + � 2 coth (kh2)
; avec k = �

s
m2

L 2
x

+
n2

L 2
y

: (4.5)

Dans notre cas, rappelonsque les longueur et vitessecaract�eristiques du ph�enom�ene sont L = 1
m et U = 0:1 m/s. Il en r�esulteune fr�equencecaract�eristique F = U=L = 0:1 Hz, par laquelle il faut
diviser les fr�equencesphysiquespour les comparer aux valeurs que nous obtenons. Par ailleurs,
nous e�ectuons nos simulations avec un nombre de Froude multipli �e par 10, donc il faut prendre
g = 1 dans la formule (4.5). En�n, si h = h1 = h2, on obtient commeformule analytique pour les
fr�equencesadimensionn�ees(L x est la largeur et L y la longueur de la cuve) :

~f m;n =

vu
u
u
u
u
u
u
u
u
t

75
89

vu
u
t

 
m
L x

! 2

+

 
n
L y

! 2

coth

" vu
u
t

 
m
L x

! 2

+

 
n
L y

! 2

h

# ; (m; n) 2 �

2 : (4.6)

4.2.1 .b �Equations de Sain t-V enant

Le mêmetype de raisonnement que celui expos�e dans le casmagn�etohydrodynamique (cf. 3.2)
permet d'arriv er �a l' �equation du type desondes:

 
� 1

h1
+

� 2

h2

!

@2
t � � (� 1 � � 2) g � H � = 0; (4.7)

�a laquelle on adjoint la condition aux limites de non-p�en�etration :

(� 1 � � 2) g r H � � n = 0: (4.8)

On peut alors obtenir pour le syst�eme(4.7)-(4.8) dessolutions du type \ondes gravitationnelles"
s'exprimant commesuit :

� (t; x; y) = cos(kx + ly � ! k;l t) ;

avec ! k;l =
vu
u
t (k2 + l2) g

� 1 � � 2
� 1

h1
+

� 2

h2

; k =
m �
L x

; l =
n �
L y

; (m; n) 2 �

2 : (4.9)

On applique lesmêmesparam�etresque dans le casdu mod�elede 
uide potentiel, si bien que (4.9)
conduit aux fr�equencesadimensionn�ees:

~f k;l =

vu
u
t 75

89

"  
m
L x

! 2

+

 
n
L y

! 2 #

h ; (m; n) 2 �

2 : (4.10)

Remarquerque l'expressiondespulsations ! k;l peut être obtenue �a partir de celle issuedu mod�ele
de 
uides potentiels lorsqueh est \p etit". En e�et, il su�t danscecasde seservir de l' �equivalence
coth x � x pour la retrouver.
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4.2.2 R�esultats num �eriques du mod�ele non lin �eaire

Le cas �etudi�e est avec celui d'une cuve bidimensionnelle (rectangle) de largeur L x = 4; et
pour di� �erentes valeurs de h = h1 = h2 : 1, 0.5 et 0.3. Par ailleurs, nous perturb ons la gravit �e en
modi�an t en permanencesa direction de mani�ere p�eriodique (sloshing, cf. Fig. 4.3) :

g
kgk

= sin

 
�
6

sin(4� t)

!

ex � cos

 
�
6

sin(4� t)

!

ey ; (4.11)

de sorte que le syst�emesoit excit�e �a la fr�equence2. �A celle-l�a sesuperposent d'autres fr�equences
issuesdespropri �et�es physiquesdu probl�eme, les modesgravitationnels :
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Fig. 4.2 { Altitude du bord de l'in terface (x = 2) en fonction du temps (�a gauche) et transform�ee
de Fourier du signal pour h = 1, 0:5 et 0:3. Cestests sont issusdu code parall�elis�e Mistral (cf. 6).
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Fig. 4.3 { Le castest du sloshing(h = 1, maillage et vitesse)

On regroupe ici les fr�equencesadimensionn�eesobtenuesanalytiquement et num�eriquement pour :

� h = 1:0 :

Mode Formule (4.6) Formule (4.10) Mistr al
1 0.227 0.229 0.191
2 0.441 0.459 0.400
3 0.634 0.688 0.505
4 0.801 0.918 0.581

� h = 0:5 :

Mode Formule (4.6) Formule (4.10) Mistr al
1 0.162 0.162 0.138
2 0.321 0.325 0.357
3 0.476 0.487 0.490
4 0.624 0.649 0.571

� h = 0:3 :

Mode Formule (4.6) Formule (4.10) Mistr al
1 0.126 0.126 0.105
2 0.250 0.251 0.293
3 0.374 0.377 0.438
4 0.495 0.503 0.538

On observe que les trois colonnessont quantitativ ement proches, ce qui permet de d�eceler une
certainecoh�erencedu mod�elenon lin�eaireaveclesmod�elessimpli� �es.D'autre part, il est int�eressant
de remarquer que Mistral fournit desr�esultats plus prochesdu mod�ele de 
uide potentiel que de
celui des eaux peu profondes dans les hauteurs de 
uide �elev�ees,et, �a l'in verse, est en meilleur
accord avec le mod�ele deseaux peu profondeslorsque h est faible. En�n, la coh�erencede Mistral
avec les deux mod�eles lin�earis�es se d�egradepour h = 1, ce qui �etait pr�evisible �etant donn�e que
ceux-l�a sont plut ôt adapt�esaux faibleshauteurs, car construits sur la basede petites perturbations
autour d'un �etat stationnaire.

Par ailleurs, ces r�esultats montrent qu'une dimin ution des hauteurs d'aluminium et
d' �electrolyte conduit �a une dimin ution de l'amplitude des signaux . Nous verrons que
ce comportement subsistedans le casdu ph�enom�ene de rolling, dont l'amplitude desoscillations
augmente par haussede la hauteur d'�electrolyte (cf. 7.1).
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4.3 �Etude comparativ e sur la stabilit �e du ph�enom�ene de rolling

Nous nous proposons�a pr�esent de comparer les deux mod�elespr�esent�es au chapitre 3. L'ap-
proche non lin�eaire est connue pour être plus compliqu�ee, mais plus solide que l'analyse lin�eaire
sur les questionsde stabilit �e. L'analyse de stabilit �e lin�eaire peut en e�et amener �a la conclusion
faussequ'un �etat stationnaire est stable. Cela est �a relier au fait que l'analyse spectrale ne garantit
pas la stabilit �e dessyst�emesde dimensionin�nie (contrairement aux syst�emesde dimension�nie).
De plus, les �equations lin�earis�eesautour d'un �etat stationnaire ne sont validesque pour de petites
perturbations. Dans le casde d�eviations importantespar rapport �a cet �etat, cette supposition n'est
donc plus valable. Cependant, il est int�eressant de comprendreles limites de l'approche lin�earis�ee,
dans la mesureo�u celle-l�a est moins côuteusedu point de vue du temps de calcul.

4.3.1 Mo d�ele lin �eaire

Rappelonsla formulation discr�etis�ee en espace(3.26) du syst�eme(3.16) :

d2� m;n

dt2 + c2k2
m;n � m;n = c2 S

X

(m0;n0)2 N2

G(m;n );(m0;n0) � m0;n0

o�u pour (m; n); (m0; n0) 2 ( �

2 n (0; 0)) � ( �

2 n (0; 0)),

G(m;n );(m0;n0) =
� m;n � m0;n0

L x L y km;n km0;n0
(4.12)

�
m0n(qm0+ m;n 0+ n � qm0� m;n 0� n + qm0� m;n 0+ n � qm+ m0;n0� n ) (4.13)

+ n0m(� qm0+ m;n 0+ n + qm0� m;n 0� n + qm0� m;n 0+ n � qm0+ m;n 0� n )
�
; (4.14)

et, pour (m; n) 2 �

2,

qm;n =
� 2

L xL y

Z


 H

B0;z sin
�

m�
L x

x
�

sin

 
n�
L y

y

!

:

Noter que si pour tout � m ; � n 2 f� 1; 1g, b� m m;� n n = � m � nbm;n , G est une matrice antisym�etrique :
G(m;n );(m0;n0) = � G(m0;n0);(m;n ) . On pourra trouver plus de d�etails dans le chapitre 5, o�u nous
utilisons le mêmetype de d�ecomposition pour r�esoudreun probl�emede stabilisation au moyen des
actionneurs h2 et B0;z .

Ainsi, la stabilit �e de (3.16) reposesur l'analyse spectrale de la matrice c2 (K � SG), o�u les
matrices sont index�eespar les double indices (m; n) 2 �

2 n (0; 0), et K est la matrice diagonale
d�e�nie par : K (m;n );(m0;n0) = k2

m;n � (m;n );(m0;n0) , o�u � (m;n );(m0;n0) est la matrice identit �e. En e�et, si
(�; � ) est un mode propre de c2 (K � SG), une solution de (3.16) est exp(� i! t)� avec ! 2 = � . Il
est facile de v�eri�er que la partie r�eellede � est positive (en utilisant le fait que K est une matrice
sym�etrique d�e�nie positive et G est une matrice r�eelle antisym�etrique). Par cons�equent, ou bien
toutes lesvaleurspropresde c2 (K � SG) sont r�eelleset le syst�emeest stable, ou bien il existe une
valeur propre avec une partie imaginaire non nulle et le syst�emeest instable.

Lorsqu'on augmente la valeur de la composante verticale du champ magn�etique, c'est �a dire
lorsqu'on augmente S, desmodesinstablesapparaissent car certainesvaleursproprescommencent
�a prendre une partie imaginaire non nulle. Pour comprendrecela,on peut simplememnt consid�erer

le probl�eme mod�ele K =

"
k2

1 0
0 k2

2

#

et G =

"
0 1

� 1 0

#

. Alors les valeurs propres de
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K � SG =

"
k2

1 � S
S k2

2

#

sont solutions de � 2 � (k2
1 + k2

2)� + (k2
1k2

2 + S2) = 0 cequi est �equivalent �a

�
� � k2

1 + k2
2

2

� 2
=

�
k2

1 � k2
2

2

� 2
� S2. Ainsi, quand S augmente, les deux valeurs propres, partant de k2

1

et k2
2 pour � = 0, serapprochent de plus en plus jusqu'�a serencontrer lorsqueS =

�
�
�

k2
1 � k2

2
2

�
�
�. Au-del�a

de ceseuil
�
S >

�
�
�

k2
1 � k2

2
2

�
�
�
�
, lesdeux valeurspropressont complexesconjugu�ees: la valeur absoluede

leur partie imaginaire est
�

S2 �
�

k2
1 � k2

2
2

� 2
� 1=2

. Cela illustre le fait qu'une instabilit �e peut survenir

par \collision de deux valeurs propres". Remarquer que la valeur critique Scritique =
�
�
�

k2
1 � k2

2
2

�
�
� est

nulle si les deux valeurs propres sont initialement les mêmes: k2
1 = k2

2. Cette situation sepr�esente
en pratique en g�eom�etries carr�ees(L x = L y) par example,puisquek2

1;0 = k2
0;1. Dans cecas,comme

pour les cuvescylindriques, le mod�ele pr�evoit que la cuve est instable d�esque S > 0.
Essayons�a pr�esent de transposercesr�esultats en g�eom�etrie \r �ealiste". Le temps caract�eristique

est �x �e �a T ' 6s de sorte que c = 1. Les dimensions de la cuve sont L x = 3m, L y = 10m
et le champ magn�etique vertical est uniforme : B 0;z � 1. Dans ce cas, qm;n = bm qn , where

qm =
Z �

0
sin(mx) dx =

(
0 si m est pair
2
m si m est impair

. Les valeurs propres de K � SG peuvent être cal-

cul�eesnum�eriquement, comme une fonction de S. Nous nous retreignons aux modes (m; n) tels
que 0 � m; n � 3 (et (m; n) 6= (0; 0)). Les r�esultats sont expos�esFig. 4.4. Quand S augmente, la
premi�ere valeur propre avec une partie imaginaire apparâ�t pour S 2 (0:244; 0:245), de la collision
des modes (0; 3) et (1; 0). Alors, ce mode instable se \restabilise" pour S 2 (0:502; 0:503). Le
syst�eme est alors stable pour S 2 (0:503; 0:514). Finalement, le syst�eme devient d�e�nitiv ement
instable pour S plus grand qu'une valeur critique dans l'in tervalle (0:514; 0:515).
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Fig. 4.4 { Trajectoires des valeurs propres de K � SG �evoluant dans le plan complexequand S
augmente (entre deux points, l'incr �ement sur S est de 0:001) : S 2 [0; 0:5] en haut, et S 2 [0; 0:59]
en bas. Les positions initiales desvaleurs propres quand S = 0 sont indiqu�eespar descercles.

Cette exp�erienceillustre le fait surprenant que le syst�emepeut être instable pour certainesvaleurs
de S, et stable pour de valeurs plus grandesde S : desmodesinstables peuvent se \restabiliser".
On voit aussi que le S critique au-del�a duquel de v�eritables modes instables apparaissent est
plut ôt faible compar�e aux valeurs r�ealistes (S varie typiquement entre 6 et 340 pour les cuves
industrielles). Cela illustre le fait qu'il est n�ecessairede d�eterminer un seuil de stabilit �e pour les
parties imaginaires desvaleurs propres, a�n d'obtenir une valeur r�ealiste pour Scritique .
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Nous voudrions �egalement mentionner qu'il est possibled'obtenir une valeur plus grande de
Scritique en introduisant un terme de friction dans le mod�ele lin�eaire (3.16), pour mod�eliser la
dissipation m�ecanique(pour relaxer l'hypoth�eseH 3 p.38). Dans [12], il est d�emontr �e qu'introduire
une loi de friction commedans [74] revient �a remplacer l' �equation sur � dans (3.16) par :

@2�
@t2 + 


@�
@t

� c2� H � = c2
�

@'
@y

@B0;z

@x
�

@'
@x

@B0;z

@y

�
; (4.15)

o�u


 = T

� 1 
 1
h1

+ � 2 
 2
h2

� 1
h1

+ � 2
h2

estun coe�cien t de friction adimensionn�e,et 
 1 et 
 2 sont lescoe�cien ts defriction respectivement
dans l'aluminium et dans l' �electrolyte. Des valeurs typiques pour les coe�cien ts de friction sont
0:01s� 1 � 
 1 = 
 2 � 0:1s� 1 (voir le tableau 1 dans [100] o�u cescoe�cien ts sont �etalonn�es en
comparant des vitessescalcul�eesavec desexp�eriences,ou [75]), ainsi 
 2 (0:06; 0:6). Si (�; � ) est
un mode propre de K � SG, une solution du mod�ele lin�eaire (3.16) avecun terme d'amortissement
tel que dans (4.15) est donn�eepar exp(� i! t)� , avec � ! 2 � i
 ! + � = 0. Comme1 Re(� ) > 0, on
peut v�eri�er quepour 
 � jIm( � )j=

p
Re(� ), Im( ! ) � 0 et donc le syst�emeest stable. Le coe�cien t

d'amortissement 
 est ainsi reli�e au seuil de stabilit �e (que nous avons mentionn�e ci-dessus)pour
les parties imaginaires desvaleurs propres du mod�ele lin�eaire (3.16).

Dans notre exemplenum�erique, on observe que pour 
 = 0:06, quand � augmente, le premier
mode non lin�eaire apparâ�t pour S 2 (0:289; 0:290), puis le syst�eme se \restabilise" pour S 2
(0:492; 0:493), et �nalement devient d�e�nitiv ement instable pour S 2 (0:521; 0:522). Pour 
 = 0:6,
le syst�emedevient de�nitiv ement instable pour S plus grand qu'une valeur critique dansl'in tervalle
(0:800; 0:801). Ce sont encoredesvaleurstr �espessimistesde Scritique , compar�e aux valeurstypiques
de S dans les cuves r�eelles: 6 � S � 340. Inversement, pour S = 6, le syst�eme est stable pour 

plus grand que 6:1. Pour S = 340, le syst�eme est stable pour 
 plus grand que 295. Ces valeurs
de 
 correspondent �a des valeurs non r�ealistesde coe�cien ts de friction 
 1 et 
 2. En conclusion,
le mod�ele lin�eaire semble trop pessimistepar rapport �a la stabilit �e descuves industrielles.

4.3.2 Mo d�ele non lin �eaire

On consid�ere �a pr�esent le même probl�eme mod�elis�e par l'approche non lin�eaire. On utilise le
protocole classiquepermettant d'obtenir le ph�enom�enede rolling (voir 3.3) : un courant vertical
traverse la cellule et on ajoute une composante verticale au champ magn�etique. Dans le mod�ele
non lin�eaire,celaest impos�eau traversdu champ magn�etique B 0 utilis �e2 pour d�e�nir lesconditions
aux limites sur le champ magn�etique (voir [93] pour desconditions aux limites similaires sur une
cuve parall�el�epip�edique) :

B0;x = �
� 0j 0y

2
; B0;y =

� 0j 0x
2

; B0;z uniforme; (4.16)

avec j 0 � 10kA=m2. Nous d�ecomposonsl' �evolution temporelle de l'altitude d'un point de l'in ter-
face sous la forme z(t) = z0 +

P N
i=1 � i exp(� i t) cos(2� t=Ti � � i ), o�u N repr�esente le nombre de

modes, � i le facteur de croissancede chaque mode, et Ti la p�eriode de chaque mode.

1On d�esignepar Re(� ) (resp. Im( � )) la partie r�eelle (resp. imaginaire) d'un nombre complexe � .
2Dans l'appro che lin �eaire, la lin �earisation a �et�e e�ectu �eeautour de ce champ magn�etique stationnaire B 0 .
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Un signal typique obtenu pour B0;z = 280G (o�u G d�esigneGauss : 1G = 10� 4 T) est le suivant :
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Fig. 4.5 { Altitude d'un point de l'in terface en fonction du temps et transform�ee de Fourier
associ�ee, pour B0;z = 280G. Cette exp�eriencenum�erique est e�ectu �ee en utilisant le mod�ele non
lin�eaire, sur une cuve parall�el�epip�edique avec L x = L y = 2m et h1 = h2 = 1m.

Pour de faiblesvaleursde B0;z (B0;z < 200G), un unique mode de Fourier (N = 1) est su�san t
pour d�ecrire le signal. Le tableau ci-dessousmontre le taux d'accroissement � 1 et la p�eriode T1 de
ce mode, pour di� �erentes valeurs de la composante verticale du champ magn�etique :

B0;z (G) 0 30 50 65 80 95 130 160 180
� 1(s� 1) -0.0335 -0.0191 -0.0137 -0.0080 -0.0032 0.0000 0.0049 0.0092 0.0097
T1(s) 29.4 29.3 29.2 29.1 29.3 29.3 30.0 29.8 30.0

Tab. 5.1 - Taux d'accroissement (� 1) et p�eriode (T1) du principal mode propre pour diverschamps
magn�etiquesverticaux B0;z. Lesexp�eriencesnum�eriquessont e�ectu �eessur le mod�elenon lin�eaire,
sur une cuve parall�el�epip�edique telle que L x = L y = 2m et h1 = h2 = 1m.

Nous observons que la p�eriode du mode propre d�epend peu de B 0;z, mais l'observation la plus
importante est qu'il existe un seuil critique de stabilit �e sur B 0;z. Pour B0;z < 95G, � 1 est n�egatif
et la cuve est alors stable. Pour B0;z > 95G, � 1 est positif et la cuve est instable. De même, sur
cuve cylindrique, le ph�enom�eneest stable pour de faibles valeurs de B z :
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Fig. 4.6 { In
uence du champ magn�etique vertical sur la stabilit �e du ph�enom�ene de rolling sur
cuve cylindrique (cf. [39])
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Cela contredit l'analyse spectrale dessyst�emeslin�eairessimpli� �esqui pr�evoit qu'une cuve est in-
stable si L x = L y quelle que soit B0;z (voir la section pr�ec�edente). Par ailleurs, des exp�eriences
num�eriques (non reproduites ici) ont montr �e que le seuil ci-dessusn'est pas signi�cativ ement
sensibleaux variations du facteur d'ampli�cation arti�ciel appliqu�e �a la viscosit�e (cf. 3.3).

D'un autre côt�e, pour de grandes valeurs de B 0;z, trois modes de Fourier (N = 3) sont
n�ecessairespour d�ecrire le signal (voir Fig. 4.5 pour le cas B0;z = 280G). Nous observons que
quand B0;z augmente, le premier mode (celui qui a la plus grande p�eriode) redevient stable (� 1

redevient n�egatif) et l'instabilit �e de la cuve est due aux premier et troisi�ememodes:

B0;z � 1 T1 � 2 T2 � 3 T3

250G -0.004 35 0.0051 20 0.0085 15
280G -0.01 35 0.0045 20 0.0092 15

Tab. 5.2 - Taux d'accroissement (� i ) et p�eriode (Ti ) destrois principaux modesproprespour deux
valeurs du champ magn�etique vertical. Les exp�eriencesnum�eriquessont e�ectu �eesavec le mod�ele
non lin�eaire, sur une cuve parall�el�epip�edique telle que L x = L y = 2m et h1 = h2 = 1m.

De fa�conint�eressante, la \restabilisation" d'un modeinstable lorsqu'on augmente le champ magn�etique
vertical est aussiobserv�eesur le syst�emelin�eaire simpli� �e (voir Fig. 4.4).

4.4 Discussion

Cesexp�eriencesnum�eriquesmontrent que l'analyse de stabilit �e lin�eaire sur dessyst�emessim-
pli� �eset desexp�eriencesnum�eriquessur un mod�elenon lin�eaire plus complet secompl�etent avan-
tageusement. Nous avons observ�e une bonne coh�erenceentre les deux mod�eles�a plusieurs points
de vue : fr�equencesgravitationnelles, comportement desfr�equencesquand la composante verticale
du champ magn�etique augmente.

La di� �erencequalitativ e la plus importante que nous avons mentionn�ee est que le mod�ele
lin�eaire pr�evoit que les cuves cylindriques et carr�eessont instables d�es lors que la composante
veticale du champ magn�etique est non nulle. Cela contredit les r�esultats obtenus par le mod�ele
non lin�eaire. Cette di� �erencepeut être corrig�ee en ajoutant un terme d'amortissement dans le
mod�ele lin�eaire, pour mod�eliser les e�ets de dissipation qui ont �et�e n�eglig�es, comme expliqu�e �a
la �n de la section 4.3.1 . Cependant, ce n'est pas satisfaisant dans la mesureo�u desvaleurs non
r�ealistesdu terme d'amortissement sont requisespour ajuster le mod�ele aux observations, et o�u
le seuil de stabilit �e est tr �essensible�a la valeur de ce param�etre arti�ciel.

D'autres comparaisonsdesr�esultats fournis par lesdeux mod�elessont en cours.Nousvoudrions
en particulier comprendre si les di� �erencesqualitativ es oberv�eesproviennent de la proc�edure de
lin�earisation ou desapproximations H 1-H6 faites sur les �equations (cf. 3.2).

Les conclusionssur le mod�ele lin�earis�e laissent penserque certains comportements qualitatifs
peuvent être appr�ehend�esdanscecontexte. Aussi nousproposons�a pr�esent de contr ôler l' �evolution
de l'in terfaceau moyen de deux commandes�a l'aide de cemod�ele, �a savoir la distanceanode-m�etal
h2 et le champ magn�etique vertical B z.



Chapitre 5

Con tr ôle de l' �evolution de l'in terface
en eaux peu profondes

5.1 Pr �esentation du probl �eme

Dans le cadre de l'approximation des eaux peu profondes (voir 3 et 4), le mod�ele des cuves
parall�el�epip�ediquesest d�e�ni sur un rectangle 
 H = [0; L x ] � [0; L y ]. Nous cherchons �a stabiliser
l'in terface �electrolyte-aluminium en minimisant, pendant une dur�ee �x �ee T, une certaine �energie

� (� ), o�u � (t; x; y) estuneperturbation sur la hauteur d'in terfacemoyenne.Pour cela,nousutilisons
un actionneur u(t; x; y), ce qui repr�esente un certain côut qu'on quanti�e par la fonction � (u).
Ainsi, le probl�emeest de trouver le minimum de la fonctionnelle

�

(u) = � (� (u)) + � (u) ;

o�u � est li�e �a u par les �equations d'�etat. Plus pr�ecis�ement, on �ecrit les fonctions � et � :

� (� ) =
� 0

2
j� j2L 2 ([0;T ];
 H ) +

� 1

2
j@t � j2L 2 ([0;T ];
 H ) ; � (u) =

Q
2

kuk2 ; � i > 0 8 i ; Q > 0;

o�u U est un espacede Hilb ert contenant l'ensemble descommandesadmissibles(cf. 2.3.2 .a). Ces
travaux ont fait l'ob jet d'une communication orale [79] au Congr�esNational d'Analyse num�erique
(CANUM) 2006.

5.1.1 �Equations d' �etat

On rappelle (cf. 3.1) le mod�ele r�egissant l' �evolution des inconnues � et ' en pr�esenced'un
champ magn�etique vertical B z(t; x; y), et pour une distance anode-m�etal h2(t) :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@2
t � � c2 (� H � + @y ' @xBz � @x ' @yBz) = 0 dans 
 H � [0; T ]

� � H ' � S � = 0 dans 
 H � [0; T ]
@n � + Bz (@y ' nx � @x ' ny) = 0 sur @
 H � [0; T ]

@n ' = 0 sur @
 H � [0; T ]
� j t=0 = � 0 dans 
 H

(@t � ) j t=0 = � 1 dans 
 H

(5.1)

avec c2 =
(� 1 � � 2) g

� 1

h1
+

� 2

h2

T2

L 2 et S =
J0 B0 L 2

h1 h2 (� 1 � � 2) g
(constante de Sele);

o�u L et T sont la longueur et le temps caract�eristiques, et 
 H = [0; L x ] � [0; L y ].

57



58 CHAPITRE 5. CONTR ÔLE DE L' �EVOLUTION DE L'INTERF ACE

Ainsi, noussommesenpr�esenced'un syst�emehyperboliquedu deuxi�emeordre homog�enetriple-
ment coupl�e, �a savoir danschacunedesdeux �equationsvolumiqueset dansla condition aux limites
portant sur @n � . Des donn�eesusuellespour ce probl�emesont une distance anode-m�etal moyenne
constante (h2(t) = h0

2) et un champ magn�etique vertical constant et uniforme (B z(t; x; y) = B z). Le
comportement observ�e danscette con�guration est alorsune d�estabilisation assezrapide de la cuve
- typiquement des
uctuations importantes de l'in terface au bout d'une unit �e de temps - pour un
choix desparam�etres conforme �a la r�ealit�e physique (voir les tests en 5.4).

5.1.2 Commandes et fonctions coût

On peut envisagerdeux mani�eresd'att �enuer le ph�enom�enede d�estabilisation d�ecrit ci-dessus,
�a savoir une approche de type \r �egulation", o�u l'on donne la possibilit�e �a un technicien (ou un
automate) de modi�er en temps r�eel un param�etre du probl�eme(typiquement la distance anode-
m�etal moyenne); et une approche de type \design de cuve", o�u l'on cherche cette fois �a modi�er
une caract�eristique intrins�eque de la cuve, comme le champ magn�etique vertical (stationnaire)
g�en�er�e par son environnement en usine. En�n, bien que ce soit un peu moins naturel, on peut
consid�erer que le champ magn�etique vertical soit lui aussimodi�able en temps r�eel.Dans lesdeux
cas, on remarquera que la commandeapparâ�t, d'une part, dans le coe�cien t des inconnues, et,
d'autre part, dans plusieurs du syst�eme.

5.1.2 .a Con tr ôle par la distance anode-m �etal moyenne : h2(t)

On cherche la hauteur optimale u(t) = h2(t) �a donner au plan anodique au cours du temps,
de mani�ere �a obtenir le syst�emele plus stable possiblesur une certaine dur�eeT. La minimisation
au sensdesmoindres carr�esde la perturbation � semble être un crit �ere adapt�e �a cet objectif :

�

1(h2) = � (� (h2)) +
Q1

2
jh2j2L 2 ([0;T ];R+ ) : (5.2)

Le côut du contr ôleestdirectement repr�esent�epar la DAM moyenne,sachant qu'un demi-centim �etre
de cette derni�ere sechi�re �a environ $108 annuels... Le casparticulier h2 constant

�

1(h2) = � (� (h2)) +
Q1

2
T h2

2 ;

qui permet de travailler avec une commandeunidimensionnelle, est un bon moyen de tester la
validit �e du programme,dont desparties importantes (�equation d'�etat et probl�emeadjoint) varient
peu d'un type de commande�a l'autre.

5.1.2 .b Con tr ôle par le champ magn �etique vertical : B z(t; x; y)

Seuleorigine desinstabilit �esobserv�eessur cetype de mod�ele, le champ magn�etique vertical est
impos�e par l'environnement du syst�eme.Pour une DAM �x �ee�a h0

2, on prend pour commandeune
perturbation u(t; x; y) = bz(t; x; y) = Bz(t; x; y) � B z �a moyennespatiale nulle pour tout t 2 [0; T],
minimisant la fonctionnelle :

�

2(bz) = � (� (bz)) +
Q2

2
jbz j2L 2 ([0;T ];
 H ) : (5.3)

De mêmeque pour la commandeh2, nous �etudierons le cas ind�ependant du temps
�

2(bz) = � (� (bz)) +
Q2

2
T jbz j2L 2 (
 H ) :

Notons que contrairement �a h2 qui est un scalaire, la commandebz est distribu �eesur l'ensemble
du domaine.
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5.2 Expression des gradien ts des fonctions coût

Nous adoptons la d�emarche expos�ee en 2.3 pour le contr ôle des syst�emesgouvern�es par des
EDP, �a savoir la recherche num�eriqued'un minimum local de

�

(u) �a l'aide de r
�

(u), en supposant
cesdeux donn�eesnum�eriquement calculablespour toute commandeadmissible u. Alors, il su�t
d'utiliser une desnombreuseslibrairies d'optimisation en dimension �nie comprenant une routine
de type gradient ou mieux (cf. 2.3.5 .a). La fonction optim de Scilab [89] fournit cegenred'outils.

5.2.1 Probl �eme adjoin t

5.2.1 .a Form ulation faible

Soient trois espacesde Hilb ert U, V et W , de sorte que (� ; ' ) 2 V 2, et que les �equations
d'�etat s'�ecrivent sousla forme � (� ; '; u) = 0, o�u � est d�e�ni de V 2 � U dans W . Ainsi la d�eriv�ee
directionnelle (cf. (2.36)) de

�

(u) =
�

(� (u); u) dans toute direction ~u 2 U s'�ecrit :
�
r

�

(u); ~u
�

U
=

Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) + Q (u ; ~u)U ; (5.4)

o�u ~� est li�e �a ~u par les �equations de sensitivit�e (cf. 2.3.5 .a) :

lim
" ! 0

� (� + " ~� ; ' + " ~' ; u + " ~u) � � (� ; '; u)
"

= 0: (5.5)

Alors, l'utilisation de la solution du probl�emeadjoint :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver � = (�; � ; 
 ; � ; �; � ) 2 W 0 tel que pour tout (~� ; ~' ) 2 V 2 :

Z T

0

Z


 H

[� (@2
t ~� � c2 � H ~� ) � � S ~� ] +

Z T

0

Z

@
 H


 @n ~� +
Z


 H

(� ~� j t=0 + � @t ~� j t=0 )

=
Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) ;

Z T

0

Z


 H

[� c2(@y ~' @xBz � @x ~' @yBz) + � � H ~' ] �
Z T

0

Z

@
 H

[
 Bz (@y ~' nx � @x ~' ny) + � @n ~' ]

= 0;
(5.6)

permet deremplacerdans(5.4) la variable di�cilemen t calculable~� par uneexpressionned�ependant
que de � et u. Cette op�eration est sp�eci�que �a chaque probl�eme(voir 5.2).

5.2.1 .b Form ulation forte

En int�egrant par parties les �equations (5.6), on obtient la formulation forte en (� ,� ) :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@2
t � � c2� H � � S� = � 0 � � � 1 @2

t � dans 
 H � [0; T ] ;
� � H � + c2 (@y � @xBz � @x � @yBz) = 0 dans 
 H � [0; T ] ;

@n � = 0 sur @
 H � [0; T ] ;
@n � � c2 Bz (@y � nx � @x � ny) = 0 sur @
 H � [0; T ] ;

� j t= T = 0 dans 
 H ;
(@t � ) j t= T = � � 1 @t � j t= T dans 
 H :

(5.7)

(les autres solutions s'obtiennent facilement �a partir de � et � : 
 = c2� j@
 H
, � = � j@
 H

, � =
� � 1 � (@t � ) j t=0 , � = � j t=0 ).
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5.2.2 Commande h2(t)

Exprimons le gradient du crit �ere sousla forme (5.4) :
Z T

0
r

�

1(h2) ~h2 =
Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) + Q1

Z T

0
h2 ~h2 ; (5.8)

et explicitons les �equations de sensitivit�e (5.5) relatives �a la commandeh2 :
8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

@2
t ~� � c2(h2) (� H ~� + @y ~' @x Bz � @x ~' @yBz) =

k(h2)
h2

@2
t � ~h2 dans 
 H � [0; T ]

� � H ~' � S(h2) ~� = �
S(h2)

h2
� ~h2 dans 
 H � [0; T ]

@n ~� + Bz(@y ~' nx � @x ~' ny) = 0 sur @
 H � [0; T ]
@n ~' = 0 sur @
 H � [0; T ]
~� j t=0 = 0 dans 
 H

(@t ~� ) j t=0 = 0 dans 
 H

;

o�u l'on a utilis �e les expressionssuivantes desd�eriv�eesc2 et S :

[c2]0(h2) =
k(h2)

h2
c2(h2) avec k(h2) =

� 2h1

� 2h1 + � 1h2
; et S0(h2) = �

1
h2

S(h2) :

En multiplian t �a pr�esent chacune de ces �equations respectivement par les solutions � , � , 
 , � ,
� , � du probl�eme adjoint, et en les int�egrant sur leur domaine de d�e�nition, on obtient par
l'in term�ediaire de (5.6) :

Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) =
Z T

0

Z


 H

h
k @2

t � � � S � �
i ~h2

h2
;

et donc �nalement

r
�

1(h2) =
1
h2

Z


 H

"
� 2h1

� 2h1 + � 1h2
� @2

t � � S � �

#

+ Q1 h2 : (5.9)

Dans le cas h2 ind�ependant du temps, le gradient du crit �ere prend la forme

r
�

1(h2) =
1
h2

Z T

0

Z


 H

"
� 2h1

� 2h1 + � 1h2
� @2

t � � S � �

#

+ Q1 T h2 :

5.2.3 Commande Bz(t; x; y)

Par la mêmed�emarche, on �etablit dans un premier temps :
Z T

0

Z


 H

r
�

2(bz) ~bz =
Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) + Q2

Z T

0

Z


 H

bz ~bz ;

puis on exprime la d�ependancede ~� en ~bz par les �equations de sensitivit�e :
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@2
t ~� � c2 (� H ~� + @y ~' @xBz � @x ~' @yBz) = c2 (@y ' @x~bz � @x ' @y~bz) dans 
 H � [0; T ]

� � H ~' � S ~� = 0 dans 
 H � [0; T ]
@n ~� + Bz(@y ~' nx � @x ~' ny) = � ~bz (@y ' nx � @x ' ny) sur @
 H � [0; T ]

@n ~' = 0 sur @
 H � [0; T ]
~� j t=0 = 0 dans 
 H

(@t ~� ) j t=0 = 0 dans 
 H

;
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Comme ci-dessus,on multiplie chaque �equation par la solution du probl�eme adjoint associ�ee, et
on int�egre.Alors, une int�egration par parties desd�eriv�eesde ~bz dans la premi�ere �equation permet
d'aboutir �a l' �egalit�e (toujours compte tenu de (5.6)) :

Z T

0

Z


 H

(� 0 � ~� + � 1 @t � @t ~� ) =
Z T

0

Z


 H

c2 (@y � @x ' � @x �@y ' ) ~bz

(sachant que 
 = c2� j@
 H
). Ainsi

r
�

2(bz) = c2 (@y � @x ' � @x �@y ' ) + Q2 bz : (5.10)

Dans le cas Bz ind�ependant du temps, on trouve le gradient :

r
�

2(bz) =
Z T

0
c2 (@y � @x ' � @x �@y ' ) + Q2 T bz :

5.3 Discr �etisation

Rappelons la formulation variationnelle en espace(5.11) de l' �equation d'�etat, qui va nous
permettre d'approcher la solution par une m�ethode de Galerkin de type spectral : 8 t 2 [0; T],

8
>>>>>><

>>>>>>:

Trouver (� (t); ' (t)) 2 (H 1(
 H ))2 tels que 8 (� ;  ) 2 (H 1(
 H ))2 :
Z


 H

h
@2

t � (t) � + c2 [r H � (t) � r H � + Bz (@y ' (t) @x � � @x ' (t) @y � )]
i

= 0;
Z


 H

h
r H ' (t) � r H  � S � (t)  

i
= 0:

(5.11)

plus les conditions initiales � j t=0 = � 0 et (@t � ) j t=0 = � 1. Le probl�eme adjoint (5.7) s'�ecrit sous
forme variationnelle en espace8 t 2 [0; T] :

8
>>>>>><

>>>>>>:

Trouver (� (t); � (t)) 2 (H 1(
 H ))2 tels que 8 (� ;  ) 2 (H 1(
 H ))2 :
Z


 H

h
@2

t � (t) � + c2 r H � (t) � r H � � S � (t) �
i

=
Z


 H

h
� 0 � (t) � � 1 @2

t � (t)
i

� ;
Z


 H

h
r H � (t) � r H  � c2 Bz [@y � (t) @x  � @x � (t) @y  ]

i
= 0:

(5.12)
plus les conditions initiales � j t= T = 0 et (@t � ) j t= T = � � 1(@t � ) j t= T .

5.3.1 Appro ximation de Galerkin sur la base des modes gravitationnels

Lespropri �et�esspectralesdu laplacien permettent de chercher toute solution du syst�eme(5.11)-
(5.12) sur la basedes \mo desgravitationnels" :

8
>>><

>>>:

� (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

� m;n (t) f m;n (x; y)

' (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

' m;n (t) f m;n (x; y)
;

8
>>><

>>>:

� (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

� m;n (t) f m;n (x; y)

� (t; x; y) =
X

(m;n )2 N2

� m;n (t) f m;n (x; y)
;

o�u (f m;n (x; y)) est une baseorthonormale dans L 2(
 H ) et orthogonale dans H 1(
 H ) (cf. 3.3.2 ).
De la même mani�ere que pour le probl�eme direct, la projection sur cette base de la deuxi�eme
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�equation du syst�eme(5.12) permet de trouver

� m;n = �
c2

k2
m;n

X

(m0;n0)2 N2n(0;0)

� m0;n0 B (m;n );(m0;n0) ; (5.13)

o�u
B (m;n );(m0;n0) =

Z


 H

Bz(@x f m0;n0@y f m;n � @y f m0;n0@x f m;n ) :

Alors on substitue � dans la premi�ere, pour arriver �a :

d2
t � m;n + c2

"

k2
m;n � m;n +

S
k2

m;n

X

(m0;n0)2 N2n(0;0)

� m0;n0 B (m;n );(m0;n0)

#

= � 0 � m;n � � 1 @2
t � m;n

8 (m; n) 2 �

2 n (0; 0) . En e�ectuant le changement de variable � m;n = km;n � m;n , on �etablit
�nalement la version semi-discr�etis�ee du syst�eme(5.11)-(5.12) dans le sous-espace:

Vh = Vect f f m;n (x; y) j 0 � m � NX ; 0 � n � NY ; et (m; n) 6= (0; 0)g � H 1
0(
) :

8
>><

>>:

Trouver � (t) = [� 0,1 (t); :::; � 1,0 (t); :::; � N X ;N Y (t)]T et � (t) = [� 0,1 (t); :::; � 1,0 (t); :::; � N X ;NY (t)]T

tels que

(
� 00(t) + R(t) � (t) = 0
� (0) = � 0 ; � 0(0) = � 1 et

(
� 00(t) + RT (t) � (t) = K [� 0 � (t) + � 1 R(t) � (t)]

� (T) = 0 ; � 0(T) = � � 1 K � 0(T)
;

(5.14)
o�u

K (m;n );(m0;n0) = k2
m;n � (m;n );(m0;n0) et R(t) = c2(t) [K � S(t) G(t)] ;

G �etant donn�eepar (4.12). Noter qu'en toute g�en�eralit�e, les matrices R et G d�ependent du temps
du fait de la pr�esencedansleur d�e�nition de c2 et S (fonctions de h2 et doncde t) pour la premi�ere,
et de Bz(t; x; y) pour la deuxi�eme.On renvoie en 5.3.4 pour le calcul de G.

5.3.2 Discr �etisation en temps : m�etho de de Newmark explicite

Le probl�eme(5.14) est compos�e de deux syst�emesdi� �erentiels ordinaires du secondordre que
l'on peut r�esoudrechacun par le sch�emade Newmark [78] explicite (f � 0 = 0; � 1 = 1

2g, cf. 2.2.1 .a),
�etant donn�e que la matrice multiplian t � 00(t) et � 00(t) est diagonale1 (cf. P.-A. Raviart et J.-M.
Thomas [84]). Ainsi, en d�e�nissant un pas de temps � t = T=N et les �echantillonnages associ�es
� p ' � (p � t) et � p ' � (p � t), desd�eveloppements limit �es au premier ordre (resp. deuxi�eme) en �
et � (resp. � 0 et � 0) permettent d'�ecrire les sch�emasaux di� �erences�nies

8
>>>>>><

>>>>>>:

� p+1 = � p + � t � 0
p +

� t2

2
� 00

p

� 0
p+1 = � 0

p + � t
� 00

p + � 00
p+1

2

et

8
>>>>>><

>>>>>>:

� p� 1 = � p � � t � 0
p +

� t2

2
� 00

p

� 0
p� 1 = � 0

p � � t
� 00

p� 1 + � 00
p

2

; 8 p � 0:

Alors, l'expressiondu syst�emepr�ec�edent en deux instants p et p + 1 conduit �a
8
<

:

� p+2 � � p+1 = � p+1 � � p + � t2 � 00
p+1 ;

� p� 2 � � p� 1 = � p� 1 � � p + � t2 � 00
p� 1 :

1Si l'on avait utilis �e une m�ethode d'�el�ements �nis, qui fait apparâ�tre une matrice non diagonale devant � 00, il
aurait su�t d'appliquer la technique de condensation statique pour se ramener au cas diagonal (cf. 2.2.1 .b ).
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Ainsi, en utilisant (5.14), on �ecrit les sch�emassousla forme :
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

8
>>>>><

>>>>>:

� p+2 = 2� p+1 � � p � � t2 Rp+1 � p+1 ;

� 0 = � 0 ; � 1 = � 0 + � t � 1 �
� t2

2
R0 � 0 ;

8
>>>>><

>>>>>:

� p� 2 = 2� p� 1 � � p � � t2 [RT
p� 1 � p� 1 � K (� 0 � p� 1 + � 1 Rp� 1� p� 1)] ;

� N = 0; � N � 1 = � t � 1 K � 0
N +

� t2

2
K (� 0 � N + � 1 RN � N ) ;

(5.15)

o�u Rp ' R(p � t).

5.3.3 Discr �etisation des crit �eres et de leurs gradien ts

Pour calculer les int�egrales en temps, on consid�ere que les variables sont interpol�ees par
�el�ements �nis P 0 sur le maillage :

N[

p=0

! p =
h
0;

� t
2

i
[

 N � 1[

p=1

h�
p �

1
2

�
� t;

�
p +

1
2

�
� t

i
!

[
h
T �

� t
2

; T
i

;

On obtient ainsi desfonctions en escalierqu'on int�egreexactement.

Commande h2(t)

En remarquant, comme(f m;n (x; y)) (m;n ) forme une baseorthonormale de L 2(
 H ), que

Z T

0

Z


 H

� 2 =
Z T

0

X

(m;n )2 N2

� 2
m;n '

Z T

0

X

(m;n )2 (0;::;N X )� (0;::;N Y )n(0;0)

k2
m;n � 2

m;n =
Z T

0
� T K � ;

on a commeversion discr�ete de l'expression(5.2) :

�

1(h2) '
1
2

NX

p=0

j! pj (� 0 � T
p K � p + � 1 � 0

p
T K � 0

p) +
Q1

2

NX

p=0

j! pj (h2
2)p :

(noter que pour tout p � 1 : � 0
p =

� p � � p� 1

� t
�

� t
2

Rp� 1 � p� 1 ) :

Au sujet du gradient (5.9), l'utilisation desformules (3.26) et (5.13) permet d'obtenir :
Z


 H

� @2
t � =

X

(m;n )2 N2

� m;n d2
t � m;n ' � � T R � ; et ;

Z


 H

� � ' c2 � T G �

Par ailleurs, on d�ecomposesur la mêmebaseque h2 pour desraisonsde consistance:

r
�

1(h2) '
NX

p=0

[r
�

1(h2)]p � ! p ;
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o�u [r
�

1(h2)]p est la projection de r
�

1(h2) sur le vecteur de base
� ! p :

[r
�

1(h2)]p = j! pj

(
1

(h2)p

"

�
� 2h1

� 2h1 + � 1(h2)p
� T

p Rp � p � Sp c2
p � T

p G � p

#

+ Q1 (h2)p

)

:

Dans le cas h2 ind�ependant du temps, le crit �ere discr�etis�e s'�ecrit :

�

1(h2) '
1
2

NX

p=0

j! pj (� 0 � T
p K � p + � 1 � 0

p
T K � 0

p) +
Q1

2
T h2

2 ;

et son gradient :

r
�

1(h2) '
1
h2

N � 1X

p=1

j! pj

 

�
� 2h1

� 2h1 + � 1h2
� T

p R � p � S c2� T
p G � p

!

+ Q1 T h2 :

Commande Bz(t; x; y)

En plus de la discr�etisation en temps, on doit ici d�ecomposer l'expression(5.10) �egalement en
espace.On utilise la basedesmodesgravitationnels :

bz(t; x; y) =
X

(i;j )2 N2n(0;0)

bi;j (t) f i;j (x; y) ; avec bi;j =
�
bz; f i;j

�

L 2 (
 H )
;

et on restreint l'espace�a un sous-espacede dimension (N bz
X + 1) � (N bz

Y + 1) � 1. Par ailleurs, on
note bi;j;p = hbi;j ;

� ! p i L 2 [0;T ]. Ainsi :

�

2(bz) '
1
2

NX

p=0

j! pj (� 0 � T
p K � p + � 1 � 0

p
T K � 0

p) +
Q2

2

X

(i;j )2f 0;::;N bz
X g�f 0;::;N bz

Y gn(0;0)

NX

p=0

b2
i;j;p ;

et :

r
�

2(bz) '
X

(i;j )2f 0;::;N bz
X g�f 0;::;N bz

Y gn(0;0)

" NX

p=0

[r
�

2(bz)] i;j;p � ! p

#

f i;j

o�u

[r
�

2(bz)] i;j;p =
�
(c2 (@y � @x ' � @x �@y ' ) + Q2 bz ; f i;j )L 2 (
 H ) ;

� ! p

�

L 2 [0;T ]

'
�
S c2 � T F i;j � + Q2 bi;j ;

� ! p

�

L 2 [0;T ]

' j! pj (S c2 � T
p F i;j � p + Q2 bi;j;p ) ;

avec
F i;j

(m;n );(m0;n0) =
1

km;n km0;n0

Z


 H

(@x f m0;n0@y f m;n � @y f m0;n0@x f m;n ) f i;j :

Dans le cas Bz ind�ependant du temps,

�

2(bz) '
1
2

NX

p=0

j! pj (� 0 � T
p K � p + � 1 � 0

p
T K � 0

p) +
Q2

2
T

X

(i;j )2f 0;::;N bz
X g�f 0;::;N bz

Y gn(0;0)

b2
i;j ;
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et
r

�

2(bz) '
X

(i;j )2f 0;::;N bz
X g�f 0;::;N bz

Y gn(0;0)

[r
�

2(bz)] i;j f i;j ;

avec

[r
�

2(bz)] i;j =
� Z T

0
c2 (@y � @x ' � @x �@y ' ) + Q2 T bz ; f i;j

�

L 2(
 H )

'
NX

p=0

j! pj S c2 � T
p F i;j � p + Q2 T bi;j :

5.3.4 Calcul des matrices antisym �etriques

Les matrices G et F i;j s'�ecrivent sousla forme G = H (B z) et F i;j = H (f i;j ), o�u

H : g 7!

 
1

km;n km0;n0

Z


 H

(@x f m0;n0@y f m;n � @y f m0;n0@x f m;n ) g

!

(m;n );(m0;n0)

sed�eveloppe commesuit :

H (m;n );(m0;n0) (g) =

4� 2 � m;n � m0;n0

(L x L y)2 km;n km0;n0

Z


 H

g

"

m0n sin

 
m0�
L x

x

!

cos

 
n0�
L y

y

!

cos

 
m�
L x

x

!

sin

 
n�
L y

y

!

� n0m cos

 
m0�
L x

x

!

sin

 
n0�
L y

y

!

sin

 
m�
L x

x

!

cos

 
n�
L y

y

! #

ou encore H (m;n );(m0;n0)(g) =

� m;n � m0;n0

km;n km0;n0 L x L y
[ m0n (qm0+ m;n 0+ n � qm0� m;n 0� n + qm0� m;n 0+ n � qm0+ m;n 0� n)

� n0m (qm0+ m;n 0+ n � qm0� m;n 0� n � qm0� m;n 0+ n + qm0+ m;n 0� n)]

avec qm;n =
� 2

L x L y

Z


 H

gsin

 
m�
L x

x

!

sin

 
n�
L y

y

!

:

Cette derni�ere formule est int�eresante car lorsqueg est uniforme,

qm;n = g
Z �

0
sin(mx)

Z �

0
sin(nx) ; avec

Z �

0
sin(kx) =

(
0 si k est pair

2=k sinon
:

Si ce n'est pas le cas,on d�ecomposeg sur la basedesf i;j , et on obtient :

qm;n =
2� 2

L xL y
p

L xL y

X

(i;j )2 N2

� i;j gi;j

Z


 H

cos

 
i�
L x

x

!

cos

 
j �
L y

y

!

sin

 
m�
L x

x

!

sin

 
n�
L y

y

!

=
1

2
p

L xL y

X

(i;j )2 N2

� i;j gi;j (rm+ i;j + n � rm� i;j � n + rm� i;j + n � rm+ i;j � n )

avec r k;l =
� 2

L x L y

Z


 H

sin

 
k�
L x

x

!

sin

 
l �
L y

y

!

:

Nous disposons�a pr�esent de tous les �el�ements n�ecessaires�a l'impl �ementation des probl�emesde
contr ôle �etudi�es.
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5.4 R�esultats num �eriques

On �xe dans tous les test pr�esent�es ici les param�etres physiqueset num�eriquessuivants :

� L x = 3; L y = 10m � B z = 0:5 ; B0 = 10� 3 T � NX = 3; NY = 3
� � 1 = 2300; � 2 = 2150kg=m3 � J0 = 105 A=m2 � � t = 0:05
� h1 = 0:2; h0

2 = 0:05m � T = 5 s ; L = 1 m � N bz
X = 2; N bz

Y = 2

Choix de la donn �ee initiale

En faisant �evoluer sur deux unit �esde temps la gaussiennecentr �ee �a moyennenulle :

� (x; y) = 0:04
�

exp[� (x � �x)2 � 0:1(y � �y)2] � exp[� (x � �x)2 � 0:1(y � �y)2]
�

(o�u ( �x; �y) d�esignele centre du domaine 
 H ), on obtient commed�eform�eed'in terface :
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Fig. 5.1 { �Evolution d'une gaussiennesur deux unit �esde temps

qu'on choisit, assortiede sa d�eriv�ee temporelle, commedonn�eeinitiale (� 0; � 1).

Probl �emes d'optimisation

Par une m�ethode de gradient conjugu�e, on cherche �a att �enuer T = 1 puis en T = 2 la d�eform�ee
d'in terface d'une part (( � 0; � 1) = (1; 0)) et sa vitessed'autre part (( � 0; � 1) = (0; 1)) :
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Fig. 5.2 { D�eform�eesd'in terface en T = 1 et T = 2 sansoptimisation

Les gradients desfonctions côut sont en g�en�eral divis�espar 100 �a la �n de l'algorithme.
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5.4.1 Commande h2(t) sur une unit �e de temps ; Q1 = 1

Cas ind �ependan t du temps

Contrôle de l'interfac e - on parvient �a r�eduire le côut initial
�

1(h0
2) = 0:0201 de 4% par la

commandeoptimale h2 = 0:072, en accordavec les pro�ls de la fonction côut et de songradient :
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Fig. 5.3 {
�

1(h2) et r
�

1(h2)

Contrôle de la vitessede l'interfac e - le minimum est atteint en h2 = 0:105, qui donne un gain
de 12% par rapport �a

�

1(h0
2) = 0:0623:
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Fig. 5.4 {
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1(h2) et r
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1(h2)

Cas h2 constan t sur [0; T=2] et sur [T=2; T] (commande en dimension 2)

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit le côut
�

1(h0
2) de 6% pour h2 = (h1

2; h2
2) = (0:093; 0:043).
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2) (vues de pro�l et de dessus)
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Cas g�en�eral

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit le côut
�

1(h0
2) de 7% par la commanderepr�esent�ee ci-dessous

avec les deux pr�ec�edentes et l'in terface assosi�eeen T (qui di� �ere peu desdeux autres cas) :

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.10

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Z

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Y

00.40.81.21.62.02.42.83.2

X

Fig. 5.6 { Commandeoptimale h2(t) et interface obtenue en T

Contrôle de la vitessede l'interfac e - le gain obtenu est de 13% sur le côut
�

1(h0
2) :
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Fig. 5.7 { Commandeoptimale h2(t) et interface obtenue en T

5.4.2 Commande Bz(t; x; y) sur une unit �e de temps ; Q3 = 10� 4

Cas ind �ependan t du temps

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit le côut
�

2(0) = 0:0189de 13% par la commande:
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Fig. 5.8 { Commandeoptimale Bz(x; y) et interface obtenue en T
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Contrôle de la vitessede l'interfac e - on obtient un gain de 6% sur le côut
�

2(0) = 0:0611:
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Fig. 5.9 { Commandeoptimale Bz(x; y) et interface obtenue en T

Cas g�en�eral

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit de 13% le côut
�

2(0) par la commandeBz suivante :
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Fig. 5.10 { Commandeoptimale Bz(x; y) en t = 0:25 et t = 0:5
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Fig. 5.11 { Commandeoptimale Bz(x; y) en t = 0:75 et t = 1

La d�eform�eed'in terface en T, quant �a elle, di� �ere peu du casB z constant.
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Contrôle de la vitessede l'interfac e - on r�eduit le côut
�

2(0) = 0:0611de 11% par la commande
Bz suivante :

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Z

0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10

Y

00.40.81.21.62.02.42.83.2
X

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Z

0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10

Y

00.40.81.21.62.02.42.83.2
X

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Z

0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10

Y

00.40.81.21.62.02.42.83.2
X

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Z

0
1

2
3

4
5

6
7

8
9

10

Y

00.40.81.21.62.02.42.83.2
X

Fig. 5.12 { Commandeoptimale Bz(x; y) en t = 0:25, 0:5, 0:75 et 1.

De mêmeque pour le contr ôle de l'in terface, la d�eform�eedi� �ere peu du casconstant.

5.4.3 Commande h2(t) sur deux unit �es de temps ; Q1 = 1

Cas ind �ependan t du temps

Contrôle de l'interfac e - par lescommandesh2 et h2(t), on r�eduit le côut
�

1(h0
2) = 0:197de 43%

et 45%.
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Fig. 5.13 { Commandesoptimales h2 et h2(t) et interface obtenue en T
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Contrôle de la vitessede l'interfac e - lesgainsobtenus sur
�

1(h0
2) = 0:428sont de 63% et 64% :
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Fig. 5.14 { Commandeoptimale h2(t) et interface obtenue en T

5.4.4 Commande Bz(t; x; y) sur deux unit �es de temps (Q2 = 5 � 10� 5)

Cas ind �ependan t du temps

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit le côut
�

2(0) = 0:194 de 10% par la commande:
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Fig. 5.15 { Commandeoptimale Bz(x; y) et interface obtenue en T

Contrôle de la vitessede l'interfac e - on r�eduit le côut
�

2(0) = 0:426 de 33% par la commande
Bz suivante :
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Fig. 5.16 { Commandeoptimale Bz(x; y) et interface obtenue en T
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Cas g�en�eral

Contrôle de l'interfac e - on r�eduit le côut
�

2(0) de 50% en obtenant une d�eform�ee d'in terface
sensiblement meilleure que dans le casB z constant :
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Fig. 5.17 { D�eform�ee d'in terface en T

Ci-dessousla commandepermettant d'arriv er �a cette performance:
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Fig. 5.18 { Commandeoptimale Bz(x; y) en t = 0:25, 0:5, 0:75, 1, 1:25, 1:5, 1:75 et 2
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Contrôle de la vitessede l'interfac e - on obtient 61% de gain, et l'in terface :
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Fig. 5.19 { D�eform�ee d'in terface en T

Ce r�esultat n'est pas spectaculaire, donc a priori �etonnant compte tenu du gain observ�e sur
la fonction côut, mais en visionnant l' �evolution de l'in terface au cours du temps, on se rend
compte que cette derni�ere bouge peu, en accord avec le crit �ere choisi. Ci-dessousla commande
correspondante :
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Fig. 5.20 { Commandeoptimale Bz(x; y) en t = 0:25, 0:5, 0:75, 1, 1:25, 1:5, 1:75 et 2.
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5.5 Bilan

Commande h2(t)

Le premier casexpos�e (contr ôle de la d�eform�eesur une unit �e de temps) montre clairement la
coh�erenceentre lescasind�ependant et d�ependant du temps. En e�et, on observe que la commande
instationnaire h2, d'une part, oscille autour de la commandeconstante optimale, et, d'autre part,
estenaccordavecle cash2 bidimensionnel.Par ailleurs, on observequela commandeinstationnaire
fournit descôuts optimaux certesmeilleurs quedansle casconstant, mais am�eliore peu cedernier.
En�n, la commandeoscille plus pour le crit �ere \vitesse" que pour le crit �ere \d �eform�ee", ainsi que
pour une dur�eeplus grande.

T = 1 d�eform�ee vitesse
stationnaire 4 12

instationnaire 7 13

T = 2 d�eform�ee vitesse
stationnaire 43 63

instationnaire 45 64

Tab. 5.1 Tableaux r�ecapitulatifs desgains pour u = h2

Commande Bz(t; x; y)

Le contr ôle par le champ magn�etique vertical r�ev�ele que si l'on choisit ce dernier ind�ependant
du temps, on obtient de meilleurs gains en temps court qu'en temps plus long. Par ailleurs, le
fait de permettre �a Bz d'�evoluer dans le temps am�eliore tr �espeu les performances,toujours pour
T = 1. La situation changecompl�etement d�es lors qu'on cherche �a contr ôler en temps plus long,
en e�et dans ce cas les gains sont bien meilleurs pour une commandeinstationnaire, ce qui est
une di� �erencenotable par rapport �a la commandeh2. En�n, soulignonsl'in t�er̂et de la commande
Bz, qui permet de maintenir la DAM �a sa valeur basseh0

2.

T = 1 d�eform�ee vitesse
stationnaire 13 6

instationnaire 13 11

T = 2 d�eform�ee vitesse
stationnaire 10 33

instationnaire 50 61

Tab. 5.2 Tableaux r�ecapitulatifs desgains pour u = bz

Conclusion

La minimisation de la vitessede l'in terface, d'une mani�ere g�en�erale - except�e pour le cas B z

stationnaire et T = 1 - apparâ�t commeun crit �ere qui s'optimise plus facilement que la d�eform�ee
elle-m̂eme. D'autre part, la commandeh2, semble-t-il, na pas besoinde d�ependre du temps pour
être e�cace, tandis que le champ magn�etique vertical, au contraire, requiert d'être modi� �e en
permanencepour o�rir de bonnesperformances.D'un point de vue pratique, ce mod�ele lin�eaire
pr�econisedonc de disposer d'un appareil �electromagn�etique permettant de r�egler en temps r�eel
le champ magn�etique ambiant. Ce dernier �etant principalement g�en�er�e par desconducteurs �xes,
on imagine di�cilemen t la mise en �uvre d'un tel proc�ed�e. A�n de d�etecter un autre moyen
d'am�eliorer la stabilit �e descuves,nousutilisons dans la suite le mod�elenon lin�eaire pour explorer
plus en d�etail le ph�enom�enephysique.



Chapitre 6

Parall �elisation du code non lin �eaire

6.1 Pr �esentation du probl �eme

La simulation d'un ph�enom�enede rolling (cf. 3.3) sur 10 unit �esde temps n�ecessiteune journ�ee
de calcul sur une machine moyenneposs�edant quelquesGHz de fr�equenced'horloge, alors que le
mod�eleutilis �e est une grossi�ereapproximation de la r�ealit�e physique(suppressiondesph�enom�enes
thermiques, chimiques et turbulents, g�eom�etrie cylindrique, etc.). Ce côut �elev�e provient de la
complexit�e math�ematique du probl�eme(3.8)-(3.7), qui demeureimportante (nombre d'inconnues,
d�eplacement du maillage) mêmeune fois leshypoth�esesci-dessusprisesen compte. D'une mani�ere
g�en�erale, plus un mod�ele est pr�ecis,et plus il est cher �a r�esoudre,au senspropre du terme. Il est
alors possiblede r�eduire cecôut en am�eliorant soit l'e�cacit �e du mod�ele(le rapport entre saperti-
nenceet sacomplexit�e math�ematique), soit cellede sonapproximation. La premi�eresolution rel�eve
de la physique fondamentale, tandis que la deuxi�eme se situe �a l'in tersection desmath�ematiques
et de l'informatique, mais nourrit �egalement la mod�elisation pure en fournissant desinformations
sur sa port�eephysique.La simulation num�erique n'a donc pas qu'une signi�cation quantitative de
pr�evision de ph�enom�enesen fonction de param�etres donn�es,mais joue aussiun rôle qualitatif de
mise �a l' �epreuve desmod�eleslorsqu'ils ne sont pasencorecompl�etement valid�es.Dans cette phase
exploratoire, il est parfois plus utile de connâ�tre rapidement la r�eponsedu mod�ele�a un param�etre
particulier, quede tester plusieursparam�etressimulan�ement, mais plus lentement. Cette situation
se pr�esentera typiquement au chapitre 7, lorsqu'il s'agira d'exhiber des actionneurs en vue du
contr ôle de l'in terface �electrolyte-aluminium (cf. 8).

Un autre exempleest le probl�emedu contr ôle en lui-même,dont la raison d'être est de d�ecider
automatiquementdes valeurs �a donner aux param�etres pour obtenir une r�eponseparticuli �ere du
mod�ele, plut ôt que de lancer plusieurs tests en esp�erant tomber sur la valeur en question. En
utilisant par exempleun algorithme de gradient (cf. 2 et 5), il est n�ecessairede r�esoudre�a chaque
it �eration deux probl�emesdu type (3.8)-(3.7).

Ainsi, lorsque ce genre de cas se pr�esente, et que l'on disposede plusieurs ordinateurs, il est
avantageux d'optimiser la puissancede calcul en utilisant tous les ordinateurs pour l'ex�ecution
d'un seul programme. Cette technique, qui porte le nom de parall�elisation, requiert de diviser
le programme en parties les plus ind�ependantes possiblesles unes des autres, a�n de limiter le
nombre de communications (transferts de donn�ees)entre ordinateurs. La m�ethode des �el�ements
�nis poss�ede justement une structure locale remplissant cette condition, qu'on exploite ici pour
parall�eliser le code non lin�eaire. En d�ecomposant l'inconnue sur des sous-domainesdu maillage,
puis en appliquant au probl�eme distribu�e r�esultant un solveur parall�ele de la librairie Aztec [97],
on ram�ene le temps d'ex�ecution �a l' �echelle de l'heure plut ôt que de la journ�ee.

75



76 CHAPITRE 6. PARALL �ELISATION DU CODE NON LIN �EAIRE

6.2 Notions sur le calcul parall �ele

6.2.1 Latence - gran ularit �e

En informatique, la performance d'un programmes'�evalue directement commel'in versede son
temps d'ex�ecution TX . Si, de plus, on prend en compte le côut de l'ex�ecution en rapportant cette
performance�a la puissancetotale de calcul utilis �ee N p (exprim�ee en nombre de processeurs),on
d�e�nit l' e�c acit�e par

E =
1

TX Np
:

D'apr�es cette d�e�nition, si l'on consid�ere un probl�emed�ecompos�e en N p sous-probl�emesde taille
Np fois plus petite, les temps de communication " > 0 entra �̂nent que le probl�emed�ecompos�e est
moins e�cace que le probl�emeentier (programme s�equentiel), car

1
�

TX

Np
+ "

�
Np

<
1

TX
:

Il est donc pr�ef�erable de ne pas parall�eliser le programme.
En calcul scienti�que, cen'est plus vraiment l'e�cacit �e du programmeen lui-mêmequi compte,

mais plut ôt l'in t�er̂et desinformations qu'il renvoie.Lorsquecelui-l�a est su�san t, par exemple,pour
faire l' �economiedu lancement de N r programmessimultan�es, il est clair que la parall�elisation est
souhaitable si les temps de communication sont su�sammen t faibles, en e�et

" <
TX

Np
(N r � 1) )

1
�

TX

Np
+ "

�
Np

>
1

TX N r
:

Ainsi, il s'agit typiquement d'un probl�emede latence et non de d�ebit : un Concordea une meilleure
latence qu'un Boeing 747 car il peut transporter deux fois plus rapidement les passagers,mais
comme il en contient trois fois moins, il poss�ede au �nal un d�ebit inf�erieur. L'enjeu de la pa-
rall�elisation est d'optimiser la latence du code, de mani�ere �a pouvoir connâ�tre rapidement la
r�eponsedu mod�ele �a un param�etre donn�e, dans une proc�edure essai-erreur par exemple.

L'e�cacit �e d'un programme parall�ele est non seulement tributaire des temps de communica-
tion qu'il engendre,mais ausside l'exploitation maximale de la puissancedesordinateurs. Celle-l�a
setrouve frein�eepar les parties non parall�elisablesdu code, qui sont ex�ecut�eesidentiquement par
chaque processeur(ou n�uds ). En g�en�eral, cessectionstrouvent leur origine dans la n�ecessit�e, �a
certains moments de l'ex�ecution, de regrouper sur chacun des processeursl'information issuede
l'ensemble desn�uds du programmepour pouvoir poursuivre cedernier. Alors, dansle caso�u cer-
tains processeursont mis plus de temps que les autres �a e�ectuer la t âche permettant l'obtention
de ladite information, tous ceux qui ont travaill�e plus rapidement se retrouvent dans une situa-
tion d'attente, et n'utilisent donc pas tout leur potentiel. Cet inconv�enient est malheureusement
in�evitable, car certaines parties du code se prêtent mal �a la parall�elisation, �a partir du moment
o�u le gain obtenu en nombre d'op�erations est neutralis�e (voire surpass�e) par la perte occasionn�ee
due aux communications qu'il n�ecessite.Ainsi, on d�e�nit la granularit �e d'un code parall�ele par
le rapport entre la charge de travail W (nombre d'op�erations) par processeuret les temps de
communication :

G =
W
"

;

et donc plus la granularit �e est �elev�ee,meilleure est l'e�cacit �e.
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6.2.2 Classi�cation de Flynn

D�es 1966, M.J. Flynn [33] propose une classi�cation des architectures d'ordinateurs, bas�ee
sur la combinaison entre les lettres S et M (pour Single et Multiple) d'une part, et I et D (pour
Instruction et Data) d'autre part. Ainsi trois cat�egoriessont distingu�ees:

- SISD : la plupart desordinateurs actuels (ex�ecution s�equentielle)
- SIMD : la même instruction est ex�ecut�ee simultan�ement sur des donn�ees di� �erentes, de
mani�ere transparente pour le programmeur (machines vectoriellespar exemple),
- MIMD : des 
ux d'instructions ind�ependants sont envoy�es de mani�ere asynchrone sur des
donn�eesind�ependantes. Citons le casparticulier (imp ortant) SPMD : SingleProgram, Multiple
Data, o�u les instructions sont les mêmes,�a ne pas confondreavec SIMD.

L'architecture la plus r�epandueest de loin la derni�ere, car elle peut être construite �a partir de
machines ordinaires (r�eseauxEthernet de stations de travail, clusters) communiquant par passage
demessages.On peut mêmea�rmer quec'est savariante SPMD qui estutilis �eepar la majorit �e des
codesparall�eles,car elle permet d'�ecrire un unique code sourcepour l'ensemble desprocesseurs.

6.2.3 M �emoire distribu �ee - m�emoire partag �ee

On peut distinguer deux types d'architectures MIMD, dans lesquellesla m�emoire vive se
trouve propre �a chaque machine (m�emoire distribu �ee) ou commune �a l'ensemble des processeurs
(m�emoire partag�ee). Dans le premier cas, l'avantage est un acc�es rapide �a la m�emoire, tandis
que l'inconv�enient est un ralentissement �eventuel de communication entre les machines. Dans le
deuxi�eme,c'est l'in verse(gestion de coh�erencedescaches ...).
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cache cache

Pn-1

Mn-1

réseau d'interconnexion

P0 P1

réseau d'interconnexion

cache cache cache

Pn�1

mémoire partagée

Fig. 6.1 { M�emoiresdistribu �eeet partag�ee (P : processeur,M : m�emoire)

Nous e�ectuerons nos tests sur une machine d'architecture hybride : c'est un cluster de biproces-
seursqui poss�edent chacun leur propre m�emoire, ce qui en fait un syst�eme �a m�emoire distribu �ee,
mais les deux processeursqui constituent un �el�ement fonctionnent, eux, en m�emoire partag�ee:
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Fig. 6.2 { CLUMPS (cluster de SMP, Symmetric Multipro cessor)
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6.3 Description du code initial

Le code Mistr al, �ecrit en C++ entre 1995 et 2003 par J.-F. Gerbeau, seul d'abord puis avec
T. Leli�evre, est un programmede r�esolution par �el�ements �nis d'une classeassezg�en�erale d'EDP,
typiquement des probl�emes paraboliques-elliptiques multi-inconnues comme les �equations de
Navier-Stokes ou de la MHD. En plus de cela, il poss�ede des utilitaires capablesde d�eformer
le maillage au cours du temps, et donc de traiter des probl�emesen formulation ALE (cf. 3.3).
Dans un premier temps, on peut distinguer deux grandesphasesdanssonex�ecution (et donc dans
sa conception) :

- premi�erement, la construction du probl�emeinitialise le maillage, l'in terpolation et la structure
matricielle qui en r�esulte; cette op�eration est e�ectu �eeune seulefois au d�ebut du programme.
- deuxi�emement, le programme consiste�a remplir la structure matricielle ainsi construite en
fonction desdonn�eesd'entr �ees(assemblage), puis �a r�esoudrele syst�emelin�eairequi en r�esulte.

Dans les probl�emesit �eratifs (cas instationnaires et / ou non lin�eaires), la deuxi�emeproc�edure est
ex�ecut�ee �a chaqueit �eration, et pour les ph�enom�enesinstationnaires qui nous int�eressent princi-
palement, le maillage se d�eforme au cours du temps (ce qui, en dehorsdu calcul de w, n�ecessite
desop�erations suppl�ementaires de côut non n�egligeable).Dans lesprobl�emesde MHD bi
uide, on
observe que la phased'assemblage consommeen r�ealit�e pr�es de 80% du temps de calcul, contre
20% pour la r�esolution. Soulignonsen�n qu'un tel probl�emeest tr �esconsommateurde ressources
informatiques, d'o�u l'utilisation majoritaire de formulations en �el�ements �nis stabilis�esd'ordre 1.
Dans le cas magn�etohydrodynamique tridimensionnel, la taille du syst�eme lin�eaire �a inverser �a
chaque it �eration correspond alors �a sept fois le nombre de sommetsdu maillage (du fait desdeux
inconnuesvectoriellesv et B , et de l'inconnue scalairep).

6.3.1 Initialisation

6.3.1 .a Maillage

Solveur \pur", dans le senso�u il ne contient pas de mailleur, mais prend en entr �ee un �c hier
au format Fidap Neutral File, Mistral commencepar construire l'ob jet Geometrie, chargement de
ce �c hier en m�emoire. Un maillage 
 h d'un domaine 
 est constitu�e au minimum :

- d'un ensemble de points de 
 identif �espar un num�ero global I 2 f 1; ::N hg
- d'un ensemble d'arêtes reliant ces points, de mani�ere �a former une partition du domaine
approch�e 
 h en poly�edres(K l )1� l � L h (�el�ementsg�eom�etriques volumiques), tels que l'in tersec-
tion de deux poly�edresdistincts soit l'ensemble vide, un point, une arête ou une face.

Par ailleurs, il doit être possiblederegrouper les�el�ements ensous-domainesparticuliers, les�gur es,
pour distinguer desendroits auxquelssont appliqu�esdesop�erateurs di� �erents. Ils s'ensuit une re-
num�erotation locale des�el�ements demani�ere�a pouvoir y acc�ederrapidement sur une �gure donn�ee.
De même, dans un �el�ement donn�e, les points doivent être localement num�erot�es pour identi�er
leurs positions relatives.Un point commun �a plusieurs �el�ements a donc plusieurs num�eroslocaux.
Cet aspect est crucial pour le calcul de la contribution �el�ementaire du probl�emesur un poly�edre
(voir le paragraphesuivant). Parall�element �a cela,desportions de la fronti �erede certains �el�ements
g�eom�etriques doivent être repertori�escommedes�el�ements surfaciques, a�n de permettre la prise
en compte des conditions aux limites. Comme dans le cas des�el�ements volumiques, cesportions
sont alors regroup�eesen �gures surfaciqueset leurs points et �el�ements localement renum�erot�es(cf.
Fig. 6.3). En�n, on peut avoir besoind'acc�eder �a l'ensemble despoints d'une �gure (typiquement
pour les conditions de Dirichlet), d'o�u un troisi�eme type d'identi�an t qui est le num�ero du point
dans la �gure qui le contient (il peut y en avoir plusieurs).
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Fig. 6.3 { Maillage et identi�an ts locaux

En plus des sommets des �el�ements, d'autres points peuvent être ajout �es au maillage (sur leurs
arêtes par exemple), a�n de pouvoir supporter divers types d'in terpolation. Au niveau informa-
tique, cette structure de donn�eessetraduit commesuit :
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Fig. 6.4 { Structure de donn�eesGeometrie

En dehorsde cette structure de base,deux outils importants sont pr�esents dans l'ob jet Geometrie
(sousforme de fonctions membre), �a savoir le calcul de normalesen despoints d'une �gure surfa-
cique, et le d�eplacement du maillage (qui consiste�a ne modi�er que les coordonn�eesdans la liste
de points Fig. 6.4). On disposeainsi d'un maillage non structur�e du domainede r�esolution. Cette
con�guration a pour avantage de permettre une souplessed'emploi de la discr�etisation spatiale
par rapport �a la g�eom�etrie du domaine, mais pour inconv�enient de ne pas pouvoir disposerd'une
connectivit�e simple du maillage (cf. 6.3.1 .c).

Dans le probl�eme qui nous int�eresse,la con�guration standard reposesur deux �gures volu-
miques (aluminium, cryolithe) et cinq �gures surfaciques(cathode, anode, parois lat�erales pour
l'aluminium et la cryolithe, interface), auxquellesil faut ajouter leurs r�eunionsrespectives.



80 CHAPITRE 6. PARALL �ELISATION DU CODE NON LIN �EAIRE

6.3.1 .b In terp olation

Nous avons vu en 2.2 que la m�ethode des �el�ements �nis conduisait �a r�esoudreau moins une
fois un syst�emede la forme

Ax = b;

o�u la matrice A est consitu�eede contributions inter-nodalesde l' �equation, notamment du type
Z



r wI � r wJ ; 1 � I ; J � Nh ;

o�u les (wI )1� I � N h sont desfonctions de forme sur 
, ou encoredesfonctions de baseglobales(une
par point), par opposition aux fonctions de baselocales� l

i (plusieurs par �el�ement). Sur un maillage
non structur �e, le calcul de cestermes requiert a priori la connaissancede chaque fonction w I . En
pratique, il existe une m�ethode plus simple, bas�eesur l' assemblagede A I J (voir 6.3.2 .a) �a partir
descontributions �el�ementaires desfonctions de baselocalesqui constituent w I et wJ . Ainsi, il est
possiblede parcourir le maillage �el�ement par �el�ement plut ôt que point par point, ce qui a pour
avantage de ne pas consid�erer des r�eunions d'�el�ements commedomainesde calcul, mais aussi de
ramener tous les calculs �el�ementaires sur un même �el�ement de r�ef�erence K̂ par transformation
g�eom�etrique. C'est ce dernier point qui d�etermine la structure informatique d'un �el�ement �ni : il
s'agit d'une combinaison entre un �el�ement g�eom�etrique (l'ensemble des sommetsd'un poly�edre)
et les fonctions de base locales �̂ i de l' �el�ement de r�ef�erence,choisi en fonction des commodit �es
calculatoires qu'il procure. Concr�etement, dans Mistral, les �el�ements g�eom�etriques volumiquesen
2-d sont desquadrangles(cf. Fig. 6.3 ci-dessus),aussi l' �el�ement de r�ef�erenceest-il le carr�e unit �e.
Si l'on �xe l'ordre d'in terpolation �a 1 pour construire la base(wI ), alors Card � = 4 et il faut
donc r�ealiser les 16 op�erations

� l
ij =

Z

K l
r � l

i � r � l
j dx ; 1 � i; j � 4

sur un �el�ement pour balayer l'ensemble des interactions entre les di� �erentes fonctions de base
globales non nulles �a cet endroit. Or il s'av�ere que les applications g�eom�etriques d�e�nies et �a
valeurs dans les quadranglesconvexessont d'ordre 4, ainsi l' �el�ement �ni consid�er�e (de type Q1)
poss�edeune propri �et�e d' isoparam�etrie qui setraduit par

8 x̂ 2 K̂ ; ^
�

l (x̂) =
4X

i =1

M l
i � l

i [
^

�

l (x̂)] =
4X

i =1

M l
i �̂ i (x̂) ;

pour toute transformation ^
�

l faisant passerde l' �el�ement de r�ef�erenceK̂ �a l' �el�ement K l du domaine
physique, o�u les (M l

i ) i sont les (coordonn�eesdes) sommetsde K l . Il en r�esulte, en d�esignant par
J l la matrice jacobiennede cette transformation :

� l
ij =

Z

K̂
[r̂ �̂ i (x̂)]T [J l (x̂)]� 1 [J l (x̂)]� T [r̂ �̂ j (x̂)] jDet J l (x̂)j dx̂ :

Sur maillage �xe, ce genre de formule a pour avantage de ne devoir être calcul�ee qu'une fois
dans le cas des op�erateurs lin�eaires, tandis pour les op�erateurs non lin�eaires on se contente des
donn�eesJ � T r̂ �̂ i et Det J . En�n, sur maillage mobile, J change en permanence,si bien que les
seuls invariants restants sur un �el�ement �ni donn�e sont les num�eros I = ` g(l ; i ) des n�uds qu'il
contient ; la matrice r̂ �̂ i , quant �a elle, ne varie pas non plus mais n'est pas sp�eci�que �a l' �el�ement.



6.3. DESCRIPTION DU CODE INITIAL 81

Ainsi, la structure minimale d'un �el�ement �ni peut être �etablie �a partir d'une simple liste de
num�erosglobaux de points, rang�esdans l'ordre (I 1; ::; I 4) = (`g(l ; 1); ::; `g(l ; 4)) pour pouvoir relier
chacun �a la fonction de baselocale �̂ i qui lui est associ�ee.Pour cela, le plus simple est de construire
un objet Fctform contenant les fonctions �̂ i calcul�eesune fois pour toutes. D'un point de vue in-
formatique, on englobe l'ob jet Fctform et les objets et Elem� (�el�ements �nis volumiques) Elembd
(�el�ements �nis surfaciques)dans l'ob jet Interpol :

25 147 26
1 432

Elemfi

1

(liste de num�ros de points) 2

4

3

Fig. 6.5 { Structure de donn�eesInterpol

En�n, rappelonsque dans le probl�eme�etudi�e, plusieurs inconnuesentrent en compte : il peut
donc être n�ecessairede d�e�nir plusieurs typesd'in terpolation par �el�ement g�eom�etrique (typique-
ment pour respecter la condition inf-sup dans le cadre d'une formulation non stabilis�ee, cf. 3.3),
�a savoir plusieurs listes de num�eros globaux de points (qui peuvent être �ctifs dans le cas des
�el�ements �nis non lagrangienscommeP 1 sur quadrangle par exemple). En r�ealit�e, on peut mon-
trer que dans le cas de la MHD, l'in terpolation optimale du champ magn�etique n'est autre que
celle appliqu�ee�a la vitesse(cf. Gerbeau et al. [39]), si bien qu'un �el�ement �ni dans Mistral est au
plus constitu�e de deux listes de points (une seuledans le cas Q1-stablis�e). L'ob jet Fctform doit
donc contenir deux typesd'in terpolation sur l' �el�ement de r�ef�erence.

6.3.1 .c Structure matricielle

En d�ecomposant les inconnueset l'action desop�erateurs sur une basede fonctions de support
limit �e (aux �el�ements contenant le point rattach�e �a la fonction de forme) , la m�ethode des�el�ements
�nis conduit �a une localisation en espace desEDP, dont une cons�equencedirecte est le faible taux
deremplissagedesmatricesM et K (cf. 2.2.1 .b ). Ainsi, la matrice A poss�edeunestructure creuse,
qu'on exploite pour optimiser sonoccupation m�emoire.On utilise ainsi le format creux de matrice
le plus r�epandu, �a savoir le format CSR (pour Compressed Sparse Row), qui consiste �a stocker
ligne par ligne les �el�ements non nuls de la matrice. Ainsi, �a partir de deux tableaux d'indices I A

et JA et d'un tableau de valeurs (non nulles) VA , on a

A I J = VA [K ] ; avec J = JA [K ] ; I A [I ] � K < I A [I + 1]:

Exemple: A =

2

6
6
6
4

0: 1: 0: 2:
3: 0: 0: 4:
0: 0: 5: 0:
6: 7: 0: 8:

3

7
7
7
5

donne

8
><

>:

I A = 1 3 5 6 9
JA = 2 4 1 4 3 1 2 4
VA = 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.

I A est donc de taille Nh + 1 tandis que JA et VA sont de taille NZ , o�u NZ est le nombre de valeurs
non nulles dans la matrice. Cestableaux sont regroup�esdans la structure Matric e.
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Il existe de nombreuseslibrairies de solveurs it �eratifs prenant en entr �eece format (nous utilisons
pour notre part IML++ [27]). L'initialisation de la structure matricielle consistealors �a construire
les tableaux I A et JA (objet DegLib) �a partir de la connectivit �e du maillage - �a savoir la connais-
sance,pour un point donn�e, de l'ensemble despoints avec lesquelsil interagit - et du type d'in ter-
polation choisi, qui donnela liste despoints par �el�ement (sommetsou autres). Elle sebasealors sur
la recherche desinteractions non nulles entre lesdegr�esde libert�e, qui sont lespoints du maillage en
lesquelsaucunecondition de Dirichlet n'est impos�ee(fonction dirichlet() ). Le probl�emevariation-
nel discr�etis�e, en e�et, peut prendre deux formes possibleslorsqu'une partie D des composantes
de l'inconnue x setrouve contrain te par desconditions aux limites de type Dirichlet :

2

6
6
6
6
6
4

I D j 0
� + � � �

j
AD j AD

j

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

xD

�

xD

3

7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

xD

�

bD

3

7
7
7
7
7
5

ou

2

4 AD

3

5

2

4 xD

3

5 =

2

4 bD � AD xD

3

5 :

DansMistral, on retient la deuxi�emeapproche,d'o�u la d�e�nition. On l' �etend �a desprobl�emesmulti-
inconnuesen attribuan t un num�ero non nul I �a toute combinaison (k; ` g(l ; i )) o�u la k�eme inconnue
n'est pas�elimin�eepar une condition de Dirichlet au point ` g(l ; i ) (attention : l'application `g n'est
pas injective, donc ce point peut être d�ej�a trait �e). On d�e�nit �a cette �n l'application :

`d :
f 1; ::; n inc g � f 1; ::; L hg � f 1; ::; nkg ! f 0; ::; N g

(k; l ; i ) 7!

(
I si (k; `g(l ; i )) est un degr�e de lib ert�e
0 sinon

o�u n inc est le nombre d'inconnues scalaires,nk le nombre de points d'in terpolation par �el�ement
pour l'inconnue k, et N non plus le nombre de points du maillage mais le nombre de degr�es de
lib ert�e. Parall�element �a la d�e�nition de cesderniers, il est �egalement n�ecessaired'�etablir la connec-
tivit �e du maillage, qui consiste�a parcourir les �el�ements volumiques du maillage, en enregistrant
les num�erosglobaux de tous les points de l' �el�ement courant dans des listes associ�ees�a cespoints,
sauf lorsqu'ils ont d�ej�a �et�e r�epertori�espar un passageant�erieur sur un autre �el�ement :

3

2
5
8
11
15
19
21
27

15

191

2

5

11

27

8

21

2

PSfrag replacements

8 19 15 2
11 5 15 19
27 11 19 8 15 2
11 5 15 19 27 8
11 5 15 19 8 2
11 5 15 19 27 8 2

27 11 19 8

Point Liste desvoisins

Fig. 6.6 { �Etablissement de la connectivit�e du maillage

Si plusieurs interpolations sont utilis �ees, il faut �etablir la connectivit�e de toutes les couples
d'�el�ements �nis possibles(quatre au maximum dans Mistral), de mani�ere �a pouvoir prendre en
compte les op�erateurs variationnels mixtes commel'incompressibilit �e ou le gradient de pression.
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En�n, on estenmesuredeconstruire lesvecteursI A et JA �a partir dedeux tableaux temporaires
K [I ] et C[I ; K ], o�u K [I ] est la position de J dans la liste des indices de colonneC[I ; �] rattach�es
�a la ligne I . Sur un maillage de Nh points, et dans le caso�u la même interpolation est appliqu�ee
�a toutes les inconnues,on e�ectue (o�u (� p(m))1� m� n �

p
est la liste desvoisins du point p) :

1 NZ  0
2 8 I 2 f 1; ::; N g; K [I ]  1
3 Pour p = 1: : : Nh :
4 j Pour ki = 1: : : n inc :
5 j j I  `d(ki ; p)
6 j j Si I 6= 0 :
7 j j j Pour m = 1: : : n �

p :
8 j j j j Pour kj = 1: : : n inc :
9 j j j j j J  `d(kj ; � p(m))

10 j j j j j Si J 6= 0 :
11 j j j j j j C[I ; K [I ]]  J
12 j j j j j j K [I ]  K [I ] + 1
13 j j j j j j NZ  NZ + 1
14 j j j j j Fin si
15 j j j j Fin pour
16 j j j Fin pour
17 j j Fin si
18 j Fin pour
19 Fin pour

6.3.2 Assemblage et r �esolution

Nousavonsvu en 6.3.1 .b que la prise en compte desop�erateurssefaisait �el�ement par �el�ement,
par l'in term�ediairedesmatrices�el�ementaires

� l = (
� l

ij ) i;j . L'ob jet de l'assemblageestd'incorporer
cesderni�eresdans la matrice globale A �a l'endroit qui leur correspond. On utilise pour cela une
g�en�eralisation de la propri �et�e (2.18) (cf. 2.2.1 .b ) :

wk
I =

X

`d (k;(l ;i ))= I

� l
i

au casd'un probl�eme�a n inc inconnuesscalaires,dont chacuneest interpol�eepar un �el�ement �ni �a
nk fonctions de forme, 1 � k � n inc . Ainsi

� l =

 � �
� l

i;j

�

1� i � nk i ; 1� j � nk j

�

k i ;k j

!

1� k i ;k j � n inc

d�esignela contribution au probl�emede l' �el�ement K l , o�u
� l

i;j;k i ;k j
repr�esente l'action de l' �equation

ki au point (l ; i ) sur l'inconnue kj au point (l ; j ). On supposede plus que nk i ;k j
op op�erateurs sont

appliqu�esdans l' �equation ki �a l'inconnue kj :

� l
i;j;k i ;k j

=
n

k i ;k j
opX

m=1

� l ;m
i;j;k i ;k j

:

Il reste �a d�e�nir les vecteurs�el�ementaires �

l
i;k i

, constitu�esde la sommede nk i
f termes de donn�ees

(ou inconnues�a l'it �eration pr�ec�edente) not�es �

l ;q
i;k i

, pour �ecrire l'algorithme d'assemblage.
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6.3.2 .a Assem blage

�A chaque pas de temps ou it �eration non lin�eaire, le programme parcourt les �el�ements. Sur
chacun d'entre eux, il calcule :

1. les outils n�ecessaires�a la transformation g�eom�etrique,
2. la matrice �el�ementaire en tenant compte de l'ensemble desop�erateurs,
3. le secondmembre �el�ementaire en tenant compte de toutes les donn�ees,

puis assemble la matrice et le vecteur ainsi obtenus dans la matrice et le secondmembre globaux
AD et bD (qu'on notera encoreA et b dans toute la suite) par l'in term�ediaire de l'application ` d :

A  0, b  0
Pour l = 1:::L h :
j 1) Calcul de la matrice et du second membre �el�ementaires :
j Calculer [J l ]� T et jDet J l j
j Pour ki = 1:::n inc :
j j Pour kj = 1:::n inc :
j j j Pour p = 1:::nk i ;k j

op :
j j j j Pour i = 1:::nk i et j = 1:::nk j :

j j j j j
� l

i;j;k i ;k j
 

� l
i;j;k i ;k j

+
� l ;p

i;j;k i ;k j

j j j j Fin pour
j j j Fin pour
j j Fin pour
j j Pour q = 1:::nk i

f :
j j j Pour i = 1:::nk i :
j j j j �

l
i;k i

 �

l
i;k i

+ �

l ;q
i;k i

j j j Fin pour
j j Fin pour
j Fin pour
j 2) Assemblage:
j Pour ki = 1:::n inc et i = 1:::nk i :
j j I  `d(ki ; (l ; i ))
j j Si I est un degr�e de lib ert�e :
j j j Pour kj = 1:::n inc et j = 1:::nk j :
j j j j J  `d(kj ; (l ; j ))
j j j j Si J est un degr�e de lib ert�e :
j j j j j A I J  A I J +

� l
i;j;k i ;k j

j j j j sinon :
j j j j j bI  bI �

� l
i;j;k i ;k j

X D (J )
j j j j Fin si
j j j Fin pour
j j j bI  bI + �

l
i;k i

j j Fin si
j Fin pour
Fin pour

Matrice et vecteur �el�ementaires sont contenus dansun mêmeobjet Tabelem, r�einitialis�e �a z�ero sur
chaque�el�ement. La fonction assemble()assurele transfert dans la structure f Matric e,Vecteurg.
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6.3.2 .b R�esolution du syst �eme Ax = b

On note x = xD dans toute la suite.

Nousavonsmentionn�e en section2.2 que lesm�ethodesdirectesclassiques�etaient mal adapt�ees
�a la structure creusede la matrice A, d'o�u l'utilisation de m�ethodes it �eratives du type (2.19) :

xk+1  xk + � r k ; � �x �e � 0 (6.1)

o�u l'on a pris P = I N (probl�eme non pr�econditionn�e) pour nous concentrer sur la m�ethode
it �erative en elle-m̂eme. Lorsque A est sym�etrique d�e�nie positive, l'algorithme (6.1) n'est autre
que la m�ethode du gradient �a pas �xe , en e�et

r k = �r J (xk ) avec J (x) =
1
2

(Ax; x) � (b;x) (fonction convexe dans �

N ).

Il estpossibled'am�eliorer cette m�ethode par deux moyens.Le premier estd'adapter le param�etre �
�a chaque it �eration en r�esolvant le sous-probl�emed'optimisation (probl�emede recherche lin�eaire) :

Inf
�

J (xk + � r k ) ;

ce qui conduit la m�ethode du gradient �a pas optimal :

j Calculer Ar k

j � k  (r k ; r k )=(Ar k ; r k )
j xk+1  xk + � k r k

j r k+1  r k � � kAr k

On a minimis�e J sur la droite x(t) = xk + tr k �a chaque it �eration, et obtenu ainsi une solution �a
l'it �eration k dans l' espace de Krylov

Vk = Vect
0� j � k� 1

(A j r0) ;

mais on n'a pasoptimis�e sur tout l'espaceVk . C'est pourquoi on a recours�a la deuxi�emetechnique
qui est une modi�cation de la direction de descente. Pour cela, on s'arrangepour que le r�esidu r k

setrouve dans un espaceorthogonal �a Vk en actualisant l'inconnue par

xk+1  xk + � k pk ; avec (pk ; Apk� 1) = 0; 8 k � 1;

avec p0 = r0. C'est ainsi qu'on obtient la m�ethode du gradient conjugu�e, qui nous serautile pour
le probl�emede d�eplacement du maillage (3.21) par exemple.

Concernant lessyst�emesnon sym�etriques, commeAx = b d�eslors que destermesnon lin�eaires
sont pris en compte dans le mod�ele, on a recours �a desm�ethodes un peu plus compliqu�ees,mais
du même type. Parmi celles-l�a, la m�ethode GMRES (Y. Saad et M.H. Schultz [86]) consiste �a
rechercher la solution dans l'espaceVk , et son r�esidu orthogonal �a AVk . La solution xk jouit ainsi
d'une propri �et�e d'optimalit �e sur le sous-espacea�ne r 0 + Vk , et donc converge en N it �erations
exactement. En pratique, tr �es peu d'it �erations su�sen t pour obtenir une approximation satisfai-
sante de x pour peu que le probl�eme soit bien pr�econditionn�e (cf. 2.2.1 .c). On observe que le
pr�econditionneur ILU(0) (Incomplete LU, J.A. Meijerink and H.A. van der Vorst [70]) remplit
cette condition. Il consiste�a utiliser P = ~L ~U, o�u ~L (resp. ~U) est la matrice triangulaire inf�erieure
(resp. sup�erieure) issuede l'algorithme du pivot de Gaussappliqu�e �a A, dans laquelle les�el�ements
ne sesituant pas dans la structure de A sont annul�es.
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6.3.2 .c Discr �etisation en temps et traitemen t des termes non lin �eaires

Nous avons vu en section 2.2.1 .a que le sch�ema d'Euler implicite �etait inconditionnellement
stable pour l' �equation de la chaleur. On peut en dire la même chose au sujet du probl�eme pa-
rabolique que constituent les �equations de la MHD, mais son emploi dans ce cas peut s'av�erer
on�ereux du fait de la pr�esencede non-lin�earit�es telles que la convection, la force de Lorentz et la
loi d'Ohm. L'algorithme explicite, quant �a lui, contrain t les param�etres h et � t �a satisfaire une
forme de condition CFL qu'on ne connâ�t pas. Il existe un compromis int�eressant, appel�e sch�ema
semi-implicite, bas�e sur le \gel" de l'une des deux inconnues intervenant dans chaque op�erateur
non lin�eaire : on montre que l'algorithme monolithique (coupl�e) qu'on �ecrit sousforme forte

8
>>>>>><

>>>>>>:

vn+1 � vn

� t
+ vn � r vn+1 �

1
Re

� vn+1 + r pn+1 � S rot B n+1 � B n =
1

F r
ez

div vn+1 = 0
B n+1 � B n

� t
+

1
Rm

rot rot B n+1 � rot (vn+1 � B n) = 0

div B n+1 = 0

est inconditionnellement stable et satisfait la propri �et�e (3.23) pour le probl�ememono
uide.
Informatiquement parlant, c'est la fonction avance() qui se charge, apr�es chaque it �eration,

d'a�ecter (vn+1 ; B n+1 ; pn+1 ) �a (vn ; B n ; pn ), puis de r�einitialiser A, AD et b.

6.3.2 .d Form ulation ALE

L'impl �ementation de la formulation ALE constiste �a diviser l'assemblage en deux phases
s�epar�eespar uneit �eration ded�eplacement du maillage(on r�esoutle probl�eme(3.21) dansunestruc-
ture matricielle ind�ependante par la fonction calc vit mail lage()), de mani�ere �a pouvoir prendre
en compte les termes un=� t et B n=� t sur lesbonsdomaines.Pour que la r�esolution du probl�eme
g�en�ere une solution respectant la conservation de la massede chaque
uide, il reste �a tenir compte
de la contrain te (3.24). Si l'on veut pouvoir utiliser les �el�ements �nis Q1-stabilis�es,on n'a d'autre
choix que d'in troduire un multiplicateur de Lagrange dans l' �equation, car l'in terpolation Q1 en
pressionne comporte pas la fonction indicatrice de 
 1. Pour cela, on augmente la taille de l'in-
connue (du type Vecteur) d'un degr�e de lib ert�e, et on ajoute une ligne (�) et une colonne(� T ) �a
la matrice A, qu'on assemble s�epar�ement du reste �a partir descontributions �el�ementaires :

� Z

K l
@� l

i; 1

�

1� i � n1
pour pour tout l tel que K l 2 
 1 :

D'un point de vue informatique, on d�e�nit un nouvel objet pour pouvoir construire le syst�eme
lin�eaire A0x0 = b0 tel que

A0 =

2

6
6
6
6
6
4

j
A j � T

j
� � � + �

� j 0

3

7
7
7
7
7
5

; x0 =

2

6
6
6
6
6
4

x

�
�

3

7
7
7
7
7
5

; et b0 =

2

6
6
6
6
6
4

b� AD xD

� � � � �
0

3

7
7
7
7
7
5

: (6.2)

On applique alors GMRES/ILU(0) (librairies IML++ [27] et SparseLib++ [69]) �a ce nouveau
syst�emepar l'in term�ediaire de la fonction resol().
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1. Initialisation

Geometrie

*
*
*
*

*

*

*
*
*
*

*

*

*
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Fig. 6.7 { R�esum�e de la m�ethode
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6.4 Fonctionnemen t de la librairie parall �ele

La librairie Aztec, qui utilise MPI [71] version langageC, est un outil sp�ecialement con�cu pour
la r�esolution parall�ele dessyst�emeslin�eairesrencontr �esen simulation num�erique. Elle proposedes
solveursde typeKrylo v (gradient conjugu�e,GMRES, etc.) adapt�es�a desmatricespartitionn �eessur
di� �erents processeurs,ainsi quedespr�econditionneursparall�elese�caces pour lesprobl�emes�a gra-
nularit �e importante (cf. 6.2.1 ), tout en g�erant en interne lescommunications dans l'ex�ecution des
m�ethodes.C'est une suite d'utilitaires purement alg�ebriquesou informatiques, qui ne requiert en
entr �eeque la matrice et le secondmembre partitionn �esdansun format sp�eci�que. Nous r�esumons
ici son fonctionnement, dont le d�etail pourra être trouv�e dans son manuel de r�ef�erence([97]).

6.4.1 Donn �ees de base

Dans une con�guration SPMD (cf. 6.2.2 ) telle que MPI, on ex�ecute le mêmeprogramme sur
NP processeurspar la commande

mpirun -np NP -machinefile < liste desordinateurs> < ex�ecutable> ,
qui g�en�ere un communicateur MPI COMM WORLD sur l'ensemble desprogrammesfaisant appel
�a la fonction MPI Init() . Un programmequi appelle ensuiteMPI Finalize() d�esactive le communi-
cateur, mais peut le r�eactiver �a tout moment par un nouvel appel �a MPI Init() . Alors, lesfonctions
minimales pour faire communiquer les processeurssont au nombre de quatre. Il s'agit de :

- MPI Comm Size() qui donne le nombre de processeurs,
- MPI Comm Rank() qui donne l'identi�an t (rang du processeurdans la liste f 0; ::; N P � 1g),
- MPI Send() pour envoyer desmessages,
- MPI Receive() pour recevoir desmessages.

Un programme utilisant Aztec commenceainsi par appeler MPI Init() , puit s'appuie sur diverses
fonctions pr�ed�e�nies appelant notamment les quatre ci-dessus.

6.4.2 Format des sous-matrices

6.4.2 .a Tableau update

Le princip e de partitionnement des matrices dans Aztec est d'a�ecter un certain nombre de
lignes de la matrice globale (sans qu'elle existe physiquement) �a chaque processeur.La fonction
AZ read update() permet �a l'utilisateur de sp�eci�er les num�erosdeslignes qu'il attribue �a chaque
processeur,par l'in term�ediaire d'un �c hier d'entr �eecontenant N P doubles lignes du type

Np (Nombre de lignes a�e ct�eesau processeurp)
I 1

p , I 2
p , .. (Indices correspondants rang�es par ordre croissant)

Ainsi, chaque processeurest dot�e d'un tableau d'entiers update contenant les num�eros des lignes
dont il a la charge,et le sous-syst�emelin�eaire(matrice, inconnue et secondmembre) correspondant
�a update (voir ci-dessous).Par exemple,si l'on s'arrange, dans un probl�eme�a une seuleinconnue
scalaire,pour que les points du maillage soient num�erot�esde sorte qu'ils identi�en t desdegr�esde
lib ert�e, update sera constitu�e de num�eros de cespoints. On repr�esente ci-dessousle contenu de
update sur le sous-domainesup�erieur d'un maillage partitionn �e en trois :

PSfrag replacements

update
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6.4.2 .b Fonction AZ transform()

Nous avons vu en 6.3.2 .b que les m�ethodesde Krylo v s'appuyaient sur desproduits matrice-
vecteur globaux. C'est la raison pour laquellechaquesous-matriceest constitu�eede lignesenti �eres.
On est alors amen�e �a distinguer, parmi l'ensembles desindices de degr�esde lib ert�e qu'elle met en
jeu (lignes et colonnes):

- les indices externes: indices de colonnequi ne sont pas des indices de ligne,
- les indices fronti�ere : indices des lignes o�u �guren t des�el�ements d'indice externe
- les indices internes : indices des lignes ne contenant aucun �el�ement d'indice externe.

Dans l'exemple ci-dessus,cela setraduit commesuit au niveau du maillage :

PSfrag replacements
externe (external)

interne (internal )
fronti �ere (border)

)

update

On peut ainsi savoir quellessont les lignes qui n�ecessitent une communication avec un autre pro-
cesseurdans le produit matrice-vecteur. La librairie Aztec, pour optimiser ce dernier, r�eordonne
les lignes de la sous-matrice,de mani�ere �a ce que les lignes d'indice interne �guren t au-dessusdes
lignes d'indice fronti �ere. Ce r�earrangement g�en�ere un certain nombre de donn�eesnouvelles,dont
les param�etres sont rang�esdans le tableau data org. En r�esum�e, une renum�erotation locale de 0 �a
M � 1 (o�u M est le nombre d'indices di� �erents, y compris externes), est mise en place, de sorte
que les indices de border succ�edent aux indices internal dans update, et que les indicesde external
succ�edent eux-mêmesaux indices de update. Pour ce faire, l'utilisateur doit fournir en entr �ee la
sous-matriceau format MSR (Modi�e d Sparse Row), bas�e sur un seul vecteur d'indices (globaux)
bindx et un tableau de valeurs val tels que :

- les �el�ements diagonaux aI I soient rang�esdans les NP premi�erescasesde val,
- les�el�ements aI 6= J non nuls soient rang�es�a partir de la position (N P + 1) dansval (la premi�ere
position �etant 0), en parcourant a ligne par ligne,
- bindx[0] = NP , bindx[k+ 1]� bindx[k] soit �egalau nombre d'�el�ements non nuls hors diagonale
dans la ligne k 2 f 0; ::; NP � 1g, et bindx[k] soit l'indice de colonnede l' �el�ement val[k].

�A partir de l�a, Aztec est capablede g�en�erer son format interne DMSR (Distributed MSR) par le
biais de la fonction AZ transform(). Celle-l�a renvoie les tableaux internal , border et external, et
les redirections update index et extern index de sorte que l'indice update[i] (resp. external[i]) soit
repr�esent�e �a la position update index[i] (resp. extern index[i]) dans la num�erotation locale.

Exemple : soit une matrice creuse15x15 r�epartie sur 3 processeurs,de sorte qu'au processeuri
soient a�ect �eesleslignes5� i �a 5� (i + 1)� 1. On s'int�eresseau processeur1, dont la sous-matrice
pr�esente le pro�l suivant :

5
6
7
8
9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
� � � �

� �
� � � �

� �
� � � �
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Le tableau bindx de son format MSR prend la forme :

6 9 10 14 16 19 2 7 13 7 0 2 4 12 7 9 4 6 14 .

De bindx et de update = 5 6 7 8 9 , la fonction AZ transform() d�eduit les tableaux

internal = 6 8 , border = 5 7 9 , et external = 0 2 4 12 13 14 ,

qui engendrent la num�erotation locale 6 8 5 7 9 0 2 4 12 13 14 , soit

update index = 2 0 3 1 4 et extern index = 5 6 7 8 9 10 .

La sous-matricedevient donc (on notera que lespremi�ereslignessont bien d'indices internes) :

0
1
2
3
4

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
� �

� �
� � � �

� � � �
� � � �

dont le tableau bindx (format DMSR) s'�ecrit :

6 7 9 12 16 19 3 3 4 3 6 9 5 6 7 8 0 7 10 .

6.4.3 R�esolution parall �ele

Une fois la matrice locale initialis �eeet transform�ee,il reste �a lancer la fonction AZ solve(), en
ayant au pr�ealable distribu �e (MPI Scatterv() ) puis renum�erot�e (AZ reorder vec() ) le membre de
droite et la donn�eeinitiale. La solution globaleest alors obtenue en appliquant l'op�eration inverse
aux solutions locales(AZ invorder vec() puis MPI Gatherv()).

Dans cet esprit, c'est un syst�eme lin�eaire global qui est r�esolu simultan�ement par tous les
processeurs.Du point de vue de la m�ethode it �erative en elle-m̂eme, sa version parall�elis�ee ne
pr�esente pasde di� �erencesavecsaversions�equentielle, si cen'est bien sûr au niveauinformatique,
o�u les produits matrices-vecteursglobaux sont localement e�ectu �es.Pour cela, chaqueprocesseur
re�coit desautres lescomposantesexternesdu vecteurqu'il doit multiplier, et doncenvoie�egalement
lescomposantes fronti �erede sonvecteur local aux processeursqui en ont besoin.Toute la di�cult �e
repose en fait sur le choix du pr�econditionneur, dont la nature globale (�elimination de Gauss
par exemple), en revanche, peut d�et�eriorer le gain procur�e par la parall�elisation. En e�et, le
pr�econditionneur doit, au même titre que la matrice A, être localis�e sur chaque processeurpour
pouvoir être utilis �e. Deux possibilit�essepr�esentent alors :

- la m�ethode globale : un seul processeurconstruit le pr�econditionneur, puis distribue sesres-
trictions en correspondanceavec les sous-matrices,
- le pr�econditionnement par d�ecomposition de domaine : chaqueprocesseurcalcule un pr�econ-
ditionneur local �a partir de sa sous-matrice,et �eventuellement par recouvrement.

A priori , l'option globaleest la meilleure, car le probl�eme�a r�esoudreest de nature globale.En fait,
la perte de temps occasionn�eepar le calcul s�equentiel du pr�econditionneur global et sadistribution
peut être bien plus grande que celle issuede sa localisation, qui permet un plus haut niveau de
parall�elisme.Ainsi, apr�esun bref descriptif desoptions propos�eespar AZ solve(), nous d�etaillons
un peu plus la question du pr�econditionnement par d�ecomposition de domaine.
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6.4.3 .a Fonction AZ solve()

Aztec proposede nombreusesm�ethodesit �erativesde type Krylo v commeCG, GMRES, CGS,
TFQMR et BiCGSstab notamment (pour le d�etail desquelleson renvoie �a Y. Saad[85]), ainsi qu'un
large choix de techniques de pr�econditionnement, des plus classiques(Jacobi, Jacobi par blocs)
jusqu'aux plus abouties commeles m�ethodesde d�ecomposition de type Schwarz-additif, que nous
aborderons�a la sectionsuivante. Il fournit �egalement plusieursnormespossiblespour l' �evalution du
r�esidu, �a savoir la norme absolueet diversesnormesrelatives.On peut ainsi r�esumerlesarguments
de la fonction AZ solve() par les donn�eesrelatives �a la con�guration locale proc con�g , update,
data org, bindx, val, et les trois tableaux suppl�ementaires options, params et status d�ecrivant
respectivement le choix du solveur et du pr�econditionneur, les crit �eres de convergence,et (en
sortie) le bilan de la r�esolution. On disposepar ailleurs d'une option d'�echelonnement (scaling)
de la matrice globale, qui consiste �a transformer le syst�eme Ax = b en SAx = Sb, de mani�ere
�a att �enuer des di� �erencesd'�echelle importantes d'un �el�ement �a l'autre. Ce cas peut se pr�esenter
lorsqu'on traite certaines conditions aux limites par p�enalisation. Un autre outil int�eressant est
l'utilisation d'un même pr�econditionnement sur plusieurs r�esolutions successives, dont le nombre
est �a r�egler avec pr�ecaution. Cela peut s'av�erer utile pour les probl�emestransitoires, moyennant
un pas de temps su�sammen t petit pour que la matrice ne varie pas de fa�con disproportionn�ee.

6.4.3 .b Pr �econditionneur par d�ecomp osition de domaine (Schwarz-additif )

Nousavonsvu en 2.2 quepour o�rir un taux deconvergenceacceptable,lesm�ethodesit �eratives
devaient être pr�econditionn�ees.Cela signi�e, en un sensassezg�en�eral, que l'algorithme e�ectue
desop�erations n�ecessitant la connaissancede la solution y du syst�eme

Py = z ;

o�u z estpar exemplele membre dedroite, le r�esiduou encoreun produit matrice-vecteur impliquant
A. Il faut donc que cette op�eration soit assezsimple, �etant donn�e qu'on l'utilise au moins une fois
�a chaque it �eration. En clair, on ne calcule pas explicitement P � 1, mais on sesert de son contenu
pour transformer z jusqu'�a obtenir y. La notation (2.19) est donc un peu ambig•ue, mais fort
commode pour d�ecrire synth�etiquement les algorithmes. Par exemple, pour le pr�econditionneur
ILU(0) (cf. 6.3.2 .b ), y est obtenu �a partir de z par une descente-remont�ee du type :

~L �y = z
~Uy = �y

�
; soit

8
>>>><

>>>>:

�yI  zI �
I � 1X

J =1

~L I J �yJ de I = 1 �a N ;

yI  
1

~UI I

�
�yI �

I � 1X

J =1

~UI J �yJ

�
de I = N �a 1:

(le calcul pr�ealablede ~L et ~U �a partir de A �etant raisonnable).On peut tranp osercette propri �et�e
au niveau local, en construisant un pr�econditionneur global constitu�e de la somme(virtuelle) des
extensions�a � N ( � ) despr�econditionneursILU(0) locaux dessous-matricesrestreintes �a update.
Cette technique porte le nom de proc�edure de Schwarzadditive sansrecouvrement, parce que les
sous-pr�econditionneurs locaux sont calcul�es ind�ependamment les uns et des autres, et sur des
sous-matricescarr�eespurement locales (de taille N p). Le revers de cette parall�elisation est une
d�et�erioration du pr�econditionneur global, puisqu'il n'est qu'un assemblage d'informations locales.
Pour pallier cet inconv�enient, on augmente l�eg�erement la taille dessous-matricescarr�eesdemani�ere
�a transmettre une partie de l'information globale dans le pr�econditionnement. Deux m�ethodesse
pr�esentent alors : faire de même que pr�ec�edemment, ou calculer les pr�econditionneurs locaux de
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mani�ere d�ependante donc s�equentielle. La deuxi�eme est la proc�edure de Schwarz multiplicative,
et n'est pas adapt�ee au calcul parall�ele : on retombe sur le paradigme entre haut niveau de
parall�elisme et utilisation d'informations globales.Ainsi, les m�ethodesde Schwarz additiv es avec
recouvrement o�ren t un bon compromis �a ce niveau. Le pr�econditionneur obtenu s'�ecrit

P � 1 =
NPX

p=1

RT
p P � 1

p Rp

o�u Pp = ( ~L p ~Up) est le pr�econditionneur ILU(0) de la matrice

Ap = RpAR T
p ;

et o�u Rp est l'op�erateur de restriction �a la sous-matrice\augment�ee" : si on note

RK
p = [0: : : 0 1 0: : : 0] la ligne de taille N o�u le 1 est �a la position K (la premi�ere position �etant 0),

on a

Rp =

2

6
6
6
6
6
4

RK 1
p

RK 2
p
...

R
K N p + N 0

p
p

3

7
7
7
7
7
5

tel que update � Sp = f K 1; ::; K Np + N 0
p
g

(N 0
p = nombre de lignes/colonnessuppl�ementaires) :

Exemple: N 0
p = 3 et

Sp = f update[0] � 1; update[0]; : : : ; update[Np � 1]; update[Np � 1] + 1; update[Np � 1] + 2g

avec update = f I ; : : : ; I + Np � 1g (num�erosglobaux de Np lignes contig •ues).

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1

PSfrag replacements

ILU

X

p

update

Rp

RT
pA

Ap Pp

P � 1
p

0
P � 1 (virtuel)

. . .

Fig. 6.8 { Restriction et pr�econditionnement de la matrice locale

Noter qu'une structure diagonale par blocs apparâ�t dans P � 1, parce que nous avons choisi par
simplicit �e de consid�erer des sous-matricesconstitu�eesde lignes adjacentes; ainsi, il est clair que
plus les �el�ements de A sont concentr �esautour de la diagonale,meilleur est le pr�econditionneur :
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Fig. 6.9 { Prolongement et somme(virtuels) despr�econditionneurslocaux

6.5 Parall �elisation

Du fait du mouvement du maillage, la proc�edured'assemblagecôute cher car il faut recalculer
toutes les fonctions de base�a chaquepasde temps, et par cons�equent lesmatrices �el�ementaires de
tous les op�erateurs, en particulier des op�erateurs lin�eaires(qui ne d�ependent pas de la valeur de
l'inconnue normalement). C'est la cons�equencenum�erique de la non lin�earit�e forte que constitue
l'in terface libre (cf. 3.1). On remarque cependant que la proc�edure d'assemblage est de nature
locale (�el�ement par �el�ement), et permet ainsi de restreindre sur chaque processeurles calculs aux
seuls�el�ements contribuan t �a une sous-matricedonn�ee.Ayant �a disposition une librairie (cf. supra)
de r�esolution de syst�emeslin�eairesd�ecompos�es ligne par ligne, ainsi qu'une dizaine d'ordinateurs,
il parâ�t judicieux de diviser la taille du syst�eme lin�eaire d'autant. Soulignonsque la librairie en
question ne r�esout pas en parall�ele plusieurs probl�emesind�ependants, mais bien un seul probl�eme
d�ecompos�e, cequi requiert dedisposerdela connectivit�e globaledu maillage.L'arsenal f Geometrie,
Interpol, DegLibg construit durant l'initialisation doit donc être conserv�e, pour servir en quelque
sorte de rep�ereaux structures d�ecompos�eesdesobjets Matric e et Vecteur. �A cette �n, la meilleure
solution semble être de conserver telle quelle la phased'initialisation, c'est �a dire de l'ex�ecuter de
mani�ere redondante sur l'ensemble des processeurs.Sa parall�elisation engendrerait des surcôuts
de communications trop importants, et, de toutes fa�cons,procurerait un gain n�egligeabledans les
probl�emesit �eratifs (puisque l'assemblage et la r�esolution y sont e�ectu �es plusieurs fois).

A priori , on doit donc op�erer des modi�cations essentiellement dans le format de la matrice
creusepour lui appliquer le solveur parall�ele, et dans la proc�edure d'assemblage, qui doit être
adapt�ee �a ce format. Il reste alors �a optimiser le partitionnement de la matrice pour obtenir les
meilleuresperformancespossibles.En fait, une di�cult �e apparâ�t dans la prise en compte de deux

uides, du fait de la contrain te de masse(3.24) : rappelonsque pour pouvoir utiliser les �el�ements
�nis Q1-stabilis�es,il est n�ecessaired'ajouter un multiplicateur de Lagrangeparmi les inconnues,ce
qui a pour cons�equencedecompliquer la structure matricielle. La solution retenue estdesupprimer
ce multiplicateur de Lagrangeen dupliquant les degr�esde lib ert�e en pressionsur l'in terface.

Nous pr�esentons ici, dans l'ordre chronologique, les trois �etapesmajeuresqui nous ont permis
de diviser le temps de calcul quasiment par le nombre de processeursutilis �es, du moins jusqu'�a
une dizaine d'ordinateurs. Il s'agit de la parall�elisation de la m�ethode it �erative, de l'assemblage,
et de la prise en compte de degr�esde lib ert�essuppl�ementaires en pressionsur l'in terface.
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6.5.1 R�esolution

6.5.1 .a Con versions de format

Nous avons vu que la fonction AZ solve() d'Aztec, pour pouvoir r�esoudreun syst�emelin�eaire
en parall�ele, requiert de diviser la matrice globale en sous-matricesau format sp�ecial DMSR
(cf. 6.4.2 ). Dans un probl�eme sur maillage structur �e, on disposeen g�en�eral d'une r�egle simple
pour �etablir la contribution d'un point �a l'ensemble du maillage, aussi est-il possiblede calculer
directement les contributions locales au format MSR (local), puis de leur appliquer la fonction
AZ transform() pour obtenir le format DMSR. Dansnotre cas,chaqueligne de la matrice doit être
calcul�ee en fonction de la g�eom�etrie sp�eci�que des �el�ements auxquels le point qu'elle repr�esente
appartient. C'est le rôle de la structure DegLib que de relier un point donn�e avec sesvoisins (cf.
6.3.1 .c) pour pouvoir calculer les interactions qui en r�esultent. Ainsi, le maintien de la structure
de donn�eesglobale est n�ecessaire.�A cette �n, la m�ethode la plus simple semble être de conserver
tel quel l' �etablissement du format CSR (vecteursI A , JA et VA ) sur tous lesprocesseurs(au moins
temporairement), de le convertir au format MSR, puis d'en d�eduire le format MSR local sur chaque
processeuren fonction de son tableau update, et en�n d'appliquer la fonction AZ transform() :

AZ transform() AZ solve()
CSR ! MSR global ! MSR local ! DMSR !

Il ne reste plus qu'�a initialiser l'inconnue, le membre de droite et le vecteur x D , en divisant
et distribuant les originaux globaux par la fonction MPI Scatterv() , puis en les r�eordonnant par
l' �equivalent vectoriel de la fonction AZ transform(), �a savoir AZ reorder vec() (cf. 6.4.3 ). On di-
posealors de toutes les donn�eeslocalesn�ecessairesau lancement de la fonction AZ solve(), ainsi
que destableaux update index, extern index (qui ne sont pas encoreutiles).

Une fois la r�esolution e�ectu �ee, on a besoin de regrouper les solutions locales,en e�ectuant
l'op�eration inverse(cf. 6.4.3 ). On doit de plus r�eordonnerla solution globale,qui ne l'est pas si la
r�epartition n'a pas eu lieu par lignes contig •ues: on utilise pour cela le regroupement destableaux
update, qui donne les indices de l'inconnue globale :
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x 4

x

x 1

4

x 4

x 1AZ_invorder_vec()

1 4

0 2 3

AZ_invorder_vec() 0x

2x

3x

2x

0x

3x

0 2 31 4

MPI_Gatherv()

update = 

update = 

PROCESSEUR  0

PROCESSEUR  0

PROCESSEUR  1

MPI_Gatherv()

Fig. 6.10 { Exemple : regroupement de la solution sur le processeur0
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6.5.1 .b Partitionnemen t optimal des degr �es de lib ert �e

La parall�elisation d'un syst�eme lin�eaire g�en�ere principalement deux freins �a la minimisation
du temps de calcul : descommunications trop importantes entre les di� �erents processeurset une
perte de la qualit �e de sonpr�econditionneur. Une bonnemani�ere de limiter cesdeux e�ets n�efastes
est de r�epartir les degr�es de lib ert�e de mani�ere �a ce que chaque processeurcontienne le moins
possibled'indices de colonnesexternes(ou le plus possibledans update). En e�et, dans ce cas, les
produits matrice-vecteur n�ecessitent moins d'�echangede donn�ees,et la technique de recouvrement
dansle pr�econditionnement par d�ecomposition de domaine(cf. 6.4.3 .b ) devient plus e�cace. Pour
se �xer les id�ees,on pourra se repr�esenter une partition de la matrice par lignes contig •ues, et re-
marquer que le pr�econditionneur (d'allure diagonalepar blocs) ainsi obtenu r�ecup�erera d'autant
plus d'information globale que les �el�ements de la sous-matricevoisine se retrouvent proche de la
diagonale,c'est �a dire dansupdate. Ce raisonnement tient aussidansle casd'une division en lignes
non contig •ues.

Ainsi, comme les indices de colonne de type externe repr�esentent au niveau physique des in-
teractions entre points voisins a�ect �es �a desprocesseursdi� �erents, une solution est de partionner
le maillage en limitan t la taille des interfaces.On transposealors ce partitionnement du maillage
en un partitionnement des degr�es de lib ert�e en parcourant le tableau ` d (DegLib). La premi�ere
�etape (maillage) est un probl�emeN p-complet; il n'existe pas,pour l'instant, d'algorithme optimal
permettant de le r�esoudre.Toutefois, plusieurs�equipesont d�evelopp�e desalgorithmes heuristiques
(\glouton" par exemple)de tr �esbonnequalit �e. Nous utiliserons pour notre part la librairie Metis
d�evelopp�ee par G. Karypis et V. Kumar [55], qui permet de partitionner un maillage �ecrit sous
forme de graphe (en �enum�erant pour chaquepoint la liste despoints voisins commeen 6.3.1 .c).

La proc�edureconsiste�a d�eduire de l'ob jet Geometrie un �c hier de maillage au format d'entr �ee
de Metis, puis convertir cemaillage en graphe�a l'aide de l'utilitaire mesh2nodal (fourni par Metis),
et en�n lancer l'outil de partitionnement kmetis assorti du nombre de sous-domainesqu'on d�esire
obtenir. Le format de sortie est un �c hier contenant �a la ligne i le sous-domaineauquel appartient
le point i . Il reste �a remplir le �c hier .update de mani�ere �a ce que tous les degr�esde lib ert�e I issus
du point i se trouvent a�ect �es au processeurqui a en charge le sous-domainecontenant i .

On arrive alors �a abaisserd'environ 20% le nombre d'�el�ements compris dans external par rap-
port �a un partitionnement en lignes contig •ues; et, sur le cas du rolling par exemple, �a diminuer
le nombre d'it �erations de l'ordre de 20% �egalement pour la m�ethode GMRES pr�econditionn�ee
ILU(0) par d�ecomposition de domaine. Ainsi, c'est un gain de pr�es de 30% (en temps) qu'on ar-
rive �a r�ealisersur la m�ethode it �erative parall�elis�ee.

Si l'on appelle Parallel Solver l'ob jet contenant la sous-matrice sur chaque processeur,la
parall�elisation de la phase d'initialisation peut alors être synth�etis�ee par la �gure suivante (o�u
l'on n'a pas fait �gurer la prise en compte de l'in terpolation) :
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Fig. 6.11 { Phased'initialisation sur trois processeurs
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6.5.2 Assemblage

La d�emarche que nous avons adopt�ee a �et�e de commencerpar la parall�elisation du probl�eme
acad�emique de Poisson,pour lequel une seuleinversion, et donc une seulephased'assemblage de
la matrice sont n�ecessaires.Pour cela, la m�ethode la plus simple consiste �a convertir au format
MSR local non pas la matrice CSR d�ej�a assembl�ee,mais seulement sa structure. On e�ectue alors
l'assemblage dans le pro�l MSR local tr �essimplement, puisque les �el�ements y sont accessiblespar
les mêmesindices globaux que dans la proc�edure initiale. On obtient ainsi le sch�ema :

assemble() AZ transform() AZ solve()
pro�l
CSR

!
pro�l

MSR local
! MSR local ! DMSR !

On assemble donc l' �el�ement d'indices I et J dans la sous-matrice du processeurcontenant le
vecteur update o�u I �gure (l'indice de colonne J en cette ligne apparâ�t alors forc�ement dans
le tableau bindx de ce processeur).On ajoute donc le test \Si I est a�ect �e au processeur"dans
l'algorithme expos�e en 6.3.2 .a, juste apr�es \Si I est un degr�e de lib ert�e".

6.5.2 .a Perm utation des fonctions d'assem blage et de transformation

Dans lesprobl�emesnon lin�eaireset/ou d'�evolution, La situation n'est pasaussisimple quedans
le caspr�ec�edent. En e�et lessous-matrices,apr�esr�esolution, setrouvent au format DMSR, ce qui
emp̂eche d'e�ectuer un nouvel assemblage avec la même m�ethode. Deux solutions se pr�esentent
alors : �ecrire une fonction e�ectuant la transformation inverseDMSR ! MSR, et l'appeler apr�es
chaque r�esolution, ou modi�er la fonction d'assemblage de mani�ere �a l'appliquer directement au
format DMSR. Nous avonschoisi la deuxi�eme,parcequ'Aztec met �a notre disposition les tableaux
d'indirection update index et extern index permettant d'acc�eder aux �el�ements desmatrices locales
apr�es transformation. Ainsi nous appliquons cette fois la fonction AZ transform() au pro�l de la
sous-matrice,et la proc�edure s'�ecrit :

AZ transform() assemble() AZ solve()
pro�l
CSR

!
pro�l

MSR local
!

pro�l
DMSR

! DMSR !

En pratique, on utilise la fonction AZ �nd index() appliqu�ee�a l'indice I dansupdate, et �a l'indice
J dans update et external. Cette fonction retourne l'indice dans le tableau update index (resp. ex-
tern index) du num�ero local correspondant au num�ero global cherch�e dansupdate (resp. external)
s'il y �gure, -1 sinon.

Remarques
� L'assemblage des op�erateurs non lin�eaires n�ecessitela donn�ee de l'inconnue sur tous les
points du maillage, ainsi d'une part on doit e�ectuer un regroupement de la solution apr�es
chaque r�esolution, d'autre part ce regroupement doit être connu de tous les processeurs.On
utilise �a cet e�et la proc�edurede la �gure 6.10, maisavecla fonction MPI Allgatherv() (cf. [71]).
� Pour les casnon lin�eairesstationnaires, qui n�ecessitent un calcul de r�esidu, on utilise le type
\matrix-free" AZ MATRIX et sesutilitaires (cf. [97]) pour l'e�ectuer en parall�ele.
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6.5.2 .b Algorithme

L'algorithme g�en�eral d'assemblage parall�ele s'�ecrit (a et b repr�esentent la matrice et le second
membre locaux au processeur):

a  0, b  0
Pour l = 1:::L h :
j S'il existe (ki ; i ) tel que `d(ki ; (l ; i )) soit a�ect �e �a ce processeur(`d(ki ; (l ; i )) 2 update) :
j j 1) Calcul de la matrice et du second membre �el�ementaires (voir 6.3.2 .a)
j j 2) Assemblage:
j j Pour ki = 1:::n inc et i = 1:::nk i :
j j j I  `(ki ; (l ; i ))
j j j Si I est un degr�e de lib ert�e :
j j j j I P  AZ �nd index(I ; update)
j j j j Si I P � 0 :
j j j j j Pour kj = 1:::n inc et j = 1:::nk j :
j j j j j j J  `(kj ; (l ; j ))
j j j j j j Si J est un degr�e de lib ert�e :
j j j j j j j JP  AZ �nd index(J; update)
j j j j j j j Si JP � 0 :
j j j j j j j j au(I P );u(JP )  au(I P );u(JP )+

� l
i;j;k i ;k j

j j j j j j j sinon :
j j j j j j j j JP  AZ �nd index(J; external )
j j j j j j j j au(I P );e(JP )  au(I P );e(JP ) +

� l
i;j;k i ;k j

j j j j j j j Fin si
j j j j j j sinon :
j j j j j j j bu(I P )  bu(I P ) �

� l
i;j;k i ;k j

xD (J )
j j j j j j Fin si
j j j j j Fin pour
j j j j j bu(I P )  bu(I P ) + �

i;k i
l

j j j j Fin si
j j j Fin si
j j Fin pour
j Fin si
Fin pour

o�u nous avons not�e a (resp. y) la sous-matrice(resp. le sous-secondmembre) port�e par le proces-
seur, et u (resp. e) le tableau d'indirection update index (resp. extern index).

6.5.3 In terface libre

Pour la parall�elisation du probl�emebi
uide, il reste �a tenir compte de la contrain te de masse
Z


 1

div vh = 0

dans le syst�emelin�eaire, qui rappelons-le,imposel'a jout du multiplicateur de Lagrange(scalaire)
� �a l'inconnue discr�etis�ee (du moins dans le cas des �el�ements �nis Q1 stabilbs�es, cf. 3.3). Cette
proc�edureseprête mal �a l'assemblagedistribu �e de la matrice, en raison de sanature non locale (un
�el�ement de la ligne � ne repr�esente pas une interaction physique entre deux points). C'est pour
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cette raison queA et � sont construits s�epar�ement avant d'être regroup�esdansA 0. Le probl�emeest
que c'est le pro�l �etabli dans DegLib qui est utilis �e pour d�e�nir les matrices locales,ainsi la ligne
suppl�ementaire n'apparâ�t pasdans la structure parall�ele, et le fonctionnement interne d'Aztec ne
seprête bien pas �a cet ajout en local.

Nous avons donc cherch�e une m�ethode alternative �a la construction de l'ob jet f A 0g pour la
prise en compte de la contrain te de masse.Une premi�eresolution est de proc�eder par compl�ement
de Schur, mais cela conduit �a deux inversions de la matrice A. La deuxi�eme possibilit�e est de
\rendre discontinue" la pressionau niveaude l'in terface,cequi �equivaut �a ajouter dans(cf. ( 3.22))
M n

h = f ~p 2 M T j ~pjK l
2 �

1(K l (tn )) ; l = 1; : : : ; Lg les fonctions test manquantes
� 
 n

i
, i = 1; 2.

6.5.3 .a R�esolution par compl �ement de Schur

Dans le syst�emelin�eaire d�ecrit en 6.3.2 :
2

6
6
6
6
6
4

j
A j � T

j
� � � + �

� j 0

3

7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
4

x

�
�

3

7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

b� AD xD

� � � � �
0

3

7
7
7
7
7
5

; (6.3)

le calcul du multiplicateur de Lagrange peut se faire par �elimination de l'inconnue xD , ce qui
entra �̂ne deux inversionsde la matrice A au lieu d'une inversion de A 0. On s'inspire de la m�ethode
de L. Formaggia et al. ([34]) o�u l'on cherche �a imposer des 
ux de mati�ere sur les bords d'un
domaine,restreinte au caso�u seulel'in terfaces�eparant l'aluminium de la cryolithe entre encompte,
et o�u le 
ux impos�e est nul. Ainsi, le premier bloc de (6.3) donne

x = A � 1(b� AD xD ) � � A � 1� T ; (6.4)

et du deuxi�emebloc et de (3) on d�eduit

�
�
A � 1(b� AD xD ) � � A � 1� T

�
= 0;

soit

� =
� A � 1(b� AD xD )

� A � 1� T :

La nouvelle proc�edure s'�ecrit alors, apr�esassemblagess�epar�es de A et � :

1) R�esolution parall�ele de Ax = b� AD xD et calcul de � x,

2) R�esolution parall�ele de Ay = � T et calcul de � y,

3) x  x �
� x
� y

y .

Remarquonsque cela n�ecessitede disposer d'une version locale des vecteurs y et � (c'est d�ej�a
le cas pour x, b et xD ). On les ajoute dans l'ob jet Parallel Solver, et on les initialise avec
AZ reorder vec() , de la même mani�ere que les autres donn�ees.Alors, pour multiplier x et y par
�, il faut e�ectuer un regroupement de �, ce qui se fait sansdi�cult �es avec MPI Gatherv() (cf.
Fig. 6.10) puisque ce vecteur est r�eparti commele sont x et y.

Les r�esultats obtenus sont exactement les mêmesqu'avec la m�ethode utilisant A 0, mais bien
qu'une inversion de A prennemoins de temps que cellede A 0 (environ 30%d'it �erations en moins),
c'est une m�ethode moins e�cace �etant donn�e qu'on fait deux inversions.On perd alors un facteur
de l'ordre de 1.5 par rapport �a une parall�elisation directe du syst�emeA 0x0 = b0. Cet inconv�enient
majeur nous a incit �es �a chercher un autre moyen de pr�eserver la massede chaque 
uide, sans
utiliser de multiplicateur de Lagrange.
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6.5.3 .b Duplication des degr �es de lib ert �e en pression sur l'in terface

L'a jout d'un multiplicateur de Lagrangepour prendre en compte la contrain te de masse,d'une
part, est compliqu�e �a impl�ementer dans le cadre de la parall�elisation, et, d'autre part, n'a pas de
r�ealit�e physique. En e�et, consid�erons dans ce cas la formulation variationnelle du probl�eme de
Navier-Stokesbi
uide (pour simpli�er), pos�e sur un domaine 
 s�epar�e en deux sous-domaines
 1

et 
 2 par l'in terface � (on note Vh l'espacede discr�etisation en vitesse) :

Trouver (v; p; � ) 2 Vh � M h � � tel que :
8
>><

>>:

Z


 1 [ 
 2

� (@t v + v � r v) � ~v +
Z


 1 [ 
 2

�
Re

D(v) : r ~v �
Z


 1 [ 
 2

pdiv ~v + �
Z


 1

div ~v =
Z


 1 [ 
 2

f � ~v ;
Z


 1 [ 
 2

div v ~p +
� Z


 1

div v
�

~q = 0;

8 (~v; ~p; ~q) 2 Vh � M h � � . L'in t�egration par parties de la premi�ere �equation donne :
Z


 1 [ 
 2

�
� (@t v + v � r v) � div

� �
Re

D(v)
�

+ r p � f
�

� ~v +
Z

�

� n �
Re

D(v) � pId

o
n� + � n�

�
� ~v = 0;

o�u
n

� D (v) � pId

o
est le saut du tenseur descontrain tes sur l'in terface :

n 1
Re

D(v) � pId

o
=

� 1
Re

D(v) � pId

�

j 
 1
�

� 1
Re

D(v) � pId

�

j 
 2

et n� la normale ext�erieure au 
uide 1. On en d�eduit que celui-ci est non nul d�es que � est non
nul, ce qui n'est pas physique d'apr�es les conditions interfaciales (3.20).

L'approche par compl�ement de Schur, en plus de limiter notablement l'in t�er̂et de la pa-
rall�elisation, n'est donc pas satisfaisante d'un point de vue physique. Ce constat th�eorique est
renforc�e par des tests num�eriques qui montrent que sur un cas de sloshing bidimensionnel, les
fr�equencesgravitationnelles oberv�ees(cf. 4.2.2 ) d�ependent de la fr�equenced'excitation de la cuve.
Ce qui est physique, en revanche, c'est l'existence d'une tension de surfaceentre les deux 
uides,
qui peut g�en�erer une discontinuit �e de la pression �a l'in terface. Cet op�erateur est d'ailleurs d�ej�a
impl�ement�e dans Mistral suivant la m�ethode expliqu�eedans [39]. Un moyen de rendre la pression
discontinue sur l'in terface tout en conservant l'interp olation Q1 dans chacun des 
uides est alors
de lui faire prendre deux valeurs di� �erentes �a cet endroit, l'une côt�e aluminium et l'autre côt�e
�electrolyte. Pour impl�ementer cette modi�cation, une m�ethode possibleest de faire coexister deux
degr�esde lib ert�e distincts en chaquepoint de l'in terface,en attribuan t �a chaquepoint de l'in terface
deux num�erosglobaux, associ�eschacun �a un des
uides de part et d'autre de l'in terface :

PSfrag replacements

num�ero de
point global

�electrolyte

aluminium

g deux interfacesconfondues

Fig. 6.12 { D�edoublement desn�uds du maillage sur l'in terface

On obtient alors (2 d + 1) N in t degr�es de lib ert�e suppl�ementaires (o�u N in t est le nombre de points
sur l'in terface), parmi lesquelson ne garde que les N in t repr�esentant la pression:
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1) Modi�c ation de la connectivit �e du mail lage

On g�en�eredoncun nouveaumaillagedanslequel �guren t deux interfaces,c'est �a dire despoints
suppl�ementaires qui entra �̂nent une modi�cation de la connectivit�e du maillage. En e�et, les faces
despoly�edresde part et d'autres de l'in terface qui initialement �etaient confondues(y compris au
sensde la connectivit�e) seretrouvent ind�ependantes, mais toujours g�eom�etriquement confondues.
Il en r�esulte qu'un point de l'in terface n'a plus comme voisins que ceux qui appartiennent aux
�el�ements g�eom�etriques compris dans la �gure (
uide 1 ou 
uide 2) �a laquelle appartient ce point.

2) Fusion desdegr�es de libert�e relatifs �a la vitesseet au champ magn�etique

De ce d�edoublement despoints r�esulte un d�edoublement desdegr�esde lib ert�e pour l'ensemble
des inconnues, �etant donn�e que la combinaison d'un num�ero global de point avec une inconnue
scalairesansconditions de Dirichlet g�en�ere a priori un nouveau degr�e de lib ert�e. Or les inconnues
v (1 � k � d) et B (d + 1 � k � 2d), �a l'in verse de p (k = 2d + 1), sont impliqu�eesdans le
couplageentre lesdeux 
uides, cequi signi�e qu'un point sur l'in terface ne doit repr�esenter qu'un
degr�e de lib ert�e par composante de la vitesseet du champ magn�ertique (et non deux). La solution
retenue pour impl�ementer cette modi�cation est de construire dans un premier temps la liste des
couplesde num�erosglobaux despoints \jumeaux" f j 1

q ; j 2
qg1� q� N in t , de mani�ere �a ce que j 1

q < j 2
q ,

8 q. La construction du tableau `d, bas�eesur le parcours de l'ensemble desn�uds du maillage et
des inconnuesscalaires,prend alors la forme :

I  0
Pour p = 1: : : Nh

j r  0
j Pour q = 1: : : N in t :
j j Si j 2

q = p :
j j j r  j 1

q
j j j Sortie de boucle.
j j Fin si
j Fin pour
j Pour k = 1: : : n inc :
j j Si `d(k; p) 6= 0 :
j j j Si r = 0 ou k > 2d :
j j j j I  I + 1
j j j j `d(k; p)  I
j j j sinon :
j j j j `d(k; p)  `d(k; r )
j j j Fin si
j j Fin si
j Fin pour
Fin pour

3) Modi�c ation dans la construction du format creux

Du fait de l'in tervention de la liste desvoisinsde chaquepoint dans la construction de la struc-
ture matricielle (cf. 6.3.1 .c), il faut annuler dans la contruction du format CSR (voir l'algorithme
page83) les interactions redondantes (du fait que ` d(k; j 1

q) = `d(k; j 2
q)) entre degr�esde lib ert�e dou-

blement repr�esent�es pour rendre compatibles la modi�cation 1) et la fusion 2). Cesredondances,
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qui se traduisent par une double apparition de l'indice de colonne J = ` d(k; j 1
q) = `d(k; j 2

q) dans
les tableaux

C[`d(k; j 1
q); �] ; 8 (k; q) ;

et par une incr�ementation inutile de NZ , peuvent être �evit�eesen ins�erant le test :

\Si ( ki ou kj = 2d + 1) ou
8 q; j 1

q 6= i 6= j 2
q ou�

9 q; i = j s
q et ( s = 1 ou 8 q; j 1

q 6= � p(m) 6= j 2
q )

�
\

avant la s�equenced'instructions form�eepar les lignes 9 �a 14 de l'algorithme page 83. Finalement,
c'est ici dansla phased'initialisation (construction du maillage et initialisation de la structure ma-
tricielle) que desmodi�cations doivent être apport�eesau code initial, contrairement �a la m�ethode
bas�eesur le multiplicateur de Lagrangequi concerneles phasesd'assemblage et de r�esolution.

Remarque
Cette mani�ere de proc�eder est typique de la prise en compte de conditions p�eriodiques,o�u les

degr�es de lib ert�e �a fusionner appartiennent non pas �a une même interface mais �a deux fronti �eres
sur lesquelleson souhaite que l'inconnue prenne les mêmesvaleurs.

6.6 Mesures et conclusion

Nous exposonsici les performancesobtenues par la parall�elisation sur notre CLUMPS d'un
casde rolling sur 200 it �erations en temps, et un maillage de 12000points :

Nombre de processeurs Temps de calcul

1

2

10

4

6

8

424'

215'

114'

81'

64'

57'
 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

ga
in

 o
bt

en
u

nombre de processeurs

'gain'

Fig. 6.13 { Mesuresdestemps de calcul \w all-clock" et gains correspondants

Les r�esultats obtenus sont satisfaisants, dans la mesureo�u ce type de parall�elismedonne souvent
dessignesde 
 �echissement quand on approche desdix machines. Cette am�elioration est su�san te
pour entreprendre une campagnede tests (cf. 7), en vue d'exhiber descommandespossiblespour
la mise en �uvre d'un programme de contr ôle optimal pour le mod�ele non lin�eaire (cf. 8).

Pour faire mieux, il faudrait sûrement adopter un autre point de vue, �a savoir diviser le
probl�eme en amont du syst�eme lin�eaire, par d�ecomposition de domaine par exemple.On obtien-
drait ainsi plusieurs syst�emeslin�eaires ind�ependants, et formant chacun un probl�eme r�eellement
localis�e... mais c'est une autre histoire, la d�ecomposition de domaine en MHD n'�etant pas encore
une branche tr �es explor�ee en simulation num�erique. Comme on peut le voir sur la �gure 6.14, la
m�ethode globale reste la même apr�es parall�elisation, qui ne se situe qu'au niveau alg�ebrique du
probl�eme.
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t n+1

* *          * * *       *        
      *    * *                *    

*                *       * *       
*                   *       * * *  

   *    *                   *    * 

                     * *    * *     
*       *       * *          *    

   *          *       *             
                        * *               

*       * * *          *       *  
   *    *          *             *  

   * *       * *                   

* *       * *       * *           

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

op�rateurs (tous)

Tabelem

a{0,1,2} 0
b{0,1,2} 0

Da  xD{0,1,2}
0

an+1 ,

an+1
D xD {0,1,2}

{0,1,2}{0,1,2} bn+1 ,

Parallel_Solver

AZ_solve()

MPI_Allgatherv()

Vecteur

calc_vit_maillage()

proc 1

proc 2

proc 0

Geometrie

assemble()

Tabelem

op�rateur

DegLib, Parallel_Solver

xn

I / tD

avance()

bn+1
{0,1,2}

assemble()

x
{0,1,2}

n+1x
n+1

Fig. 6.14 { Parall�elisation de la r�esolution (exemplesur 3 processeurs).Voir Fig. 6.7



Chapitre 7

Recherche d'un actionneur

Dans l'optique du contr ôle optimal de l'in terface bain/m �etal, on cherche �a pr�esent �a exhiber
de nouveaux m�ecanismessous l'action des param�etres d'entr �ee du mod�ele. Le but ultime est,
rappelons-le,non seulement de pr�evoir le comportement du syst�eme,mais ausside calculer quelle
modi�cation lui apporter en fonction des signaux qu'il renvoie. Il faut disposer pour cela d'un
actionneur, �a savoir un outil physique permettant d'agir sur le syst�eme dans la direction qu'on
souhaite,et d'un crit �ere, le souhait enquestion.A priori , la logiquevoudrait quel'on commencepar
�xer certains objectifs avant de sedonner lesmoyensde lesatteindre. En r�ealit�e, c'est en �evaluant
d'abord la port�ee des moyens �a disposition qu'on parvient �a d�e�nir des crit �eres r�ealistes. Cela
revient en quelquesorte �a chercher, par l'exp�erimentation num�erique, desmod�elescontr ôlables.

Dans les tests men�esici, deux param�etres sont examin�es: la hauteur moyenned'�electrolyte h2

et les conditions aux limites (stationnaires) sur le champ magn�etique B . Toutes les simulations
sont e�ectu �eesdans un cylindre de rayon R = 0:5 contenant une quantit �e �x �ee d'aluminium de
hauteur moyenneh1 = 0:5, et parcouru par une intensit�e totale constante I = 500� 103. On utilise
�a cet e�et la version parall�elis�ee du code, qui permet l'emploi d'un maillage assez�n (de l'ordre
de 15� 103 hexa�edres)pour utiliser un param�etre de stabilisation � = 0:1 (voir 3.3).

Ainsi, quatre r�esultats principaux sont obtenus, qu'on peut r�epartir en deux cat�egories: l'une
dynamique, sur la possibilit�e de stabiliser le ph�enom�eneen atteignant un �etat stationnaire ; l'autre
statique, sur la possibilit�e de faire adopter �a l'in terfaceune forme particuli �ere�a l' �etat stationnaire :

1) Dynamique
1.a) Pour toutes les conditions aux limites magn�etiques test�ees, une diminution de la

hauteur moyenned'�electrolyte conduit �a une stabilisation du ph�enom�ene(7.1,7.4)
1.b) Dans la situation du rolling instable (cf. 3.3), on parvient �a stabiliser le syst�eme en

appliquant une distribution de courant restreinte au centre de l'anode (7.2.2 )
2) Statique

2.a) En pr�esencede faibleschampsmagn�etiquesverticaux, on parvient �a d�eciderde la forme
de l'in terface en agissant sur la distribution anodique de courant (7.2.1 ,7.4)

2.b) En pr�esencede champs magn�etiques verticaux importants, l'in terface est invariable-
ment \aspir �ee" en son centre lorsqu'un �etat stationnaire est possible(7.2.2 ,7.4).
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On rappelle par commodit �e le mod�elechoisi pour simuler le comportement du ph�enom�ene(on
ommet les conditions interfaciales par souci de concision,voir 3.3) :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

div v = div B = 0
@t � + div (�v ) = 0

)

dans 
 ; 8 t ;

� i
@v
@t

+ � i (v � r ) v � div
� � i

Rei
r v

�
+ r p � S rot B � B = � � i

ez

F r
@B
@t

+ rot
� 1

Rmi
rot B

�
� rot (v � B ) = 0

9
>>=

>>;
dans (
 i ) i =1 ;2 ; 8 t ;

v(0; x) = v0(x)
B (0; x) = B 0(x)

)

dans 
 ;

v � n = 0
B � n = B0 � n

)

sur les parties verticales de @
 ; 8t ;

v = 0
B � n = 0

rot B � n = 0

9
>=

>;
sur les parties horizontales de @
 ; 8t ;

(7.1)

ainsi que la perturbation initiale : on modi�e l'angle de la gravit �e pendant une unit �e de temps.

7.1 E�et de la hauteur d' �electrolyte sur le rolling

On reprend le cas test expos�e en 3.3.1 et on modi�e la hauteur de 
uide sup�erieur pour un
champ magn�etique vertical �x �e : le comportement observ�e est une stabilisation du ph �enom �ene
de rolling par dimin ution de la hauteur d' �electrolyte . En e�et, on voit que l'amplitude des
oscillations d'un point du bord de l'in terface crô�t avec h2 : Ce ph�enom�ene est assezĝenant, car
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Fig. 7.1 { Comparaisonde deux casde rolling avec h2 = 0:15 (stable) et h2 = 0:40 (instable)

lesobservations faites sur le terrain montrent clairement qu'une haussede la hauteur d'�electrolyte
a un e�et stabilisant. C'est même une technique �eprouv�ee, dite de \desserrement" de la cuve,
utilis �eesur le terrain pour r�eguler le fonctionnement descuves.Le mod�ele est donc, sur ce point,
en contradiction avec la r�ealit�e physique. Le principal objet de ce chapitre est ainsi de le modi�er
pour identi�er un actionneur satisfaisant.
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7.2 Restriction centrale de l'arriv �ee de couran t �electrique

Rappelonsquedansle ph�enom�enedu rolling, lesanodessont mod�elis�eespar la surfacesup�erieure
du cylindre toute enti �ere, ce qui occasionneune arriv �ee uniforme du courant �electrique dans
l' �electrolyte (cf. 3.3.1 ). Quand on connâ�t l'imp ortance des courants horizontaux dans les
m�ecanismesde stabilisation (ou d�estabilisation) de la cuve (cf. 1.2.2 ), une id�ee qui peut venir
�a l'esprit est d'imp oserune distribution h�et�erog�ene de la densit�e de courant �electrique �a l'anode
a�n de g�en�erer cescourants dans l' �electrolyte. En particulier, on �etudie la con�guration suivante
de distribution centrale du courant :

J

J

Fig. 7.2 { Restriction centrale de l'arriv �eede courant

Pour impl�ementer cette modi�cation, on d�e�nit le disque centr �e � i de rayon Ri < R en dehors
duquel on prescrit toute arriv �eede courant. On cherche alors la valeur �a donner �a la condition aux
limites en champ magn�etique sur la surfacesup�erieuredu cylindre pour satisfairecette ditribution.
Les propri �et�es de sym�etrie de cette derni�ere donnent lieu �a un champ magn�etique orthoradial ne
d�ependant que de la distance �a l'axe central : en coordonn�eescylindriques,

B � (r ) = B � (r ) e�

De plus, en vertu de l' �equation de Maxwell-Amp�ere sans courants de d�eplacement (cf. (3.5)),
l'in tensit�e I S(r ) du courant traversant un disquecentr �e S(r ) s'exprime �a l'aide de la circulation du
champ magn�etique sur le contour de cette section (formule de Stokes) :

rot B � (r ) = � 0 J (r ) )
Z

@S(r )
B � (r ) � d` = � � 0 I S(r ) ) B � (r ) = �

� 0 I S(r )

2� r

Deux cassepr�esentent ainsi :

� r � Ri ; alors I S(r ) = J � r 2 = I
r 2

R2
i

; soit B � (r ) = �
� 0I
2�

r
R2

i
;

� r � Ri ; alors I S(r ) = I Si = I ; soit B � (r ) = �
� 0I
2� r

:

(7.2)

La prise en compte ais�eede cenouveaupro�l dans la formulation discr�etis�eedu probl�emerequiert
d'imp oserdesconditions aux limites magn�etiques du type

B � n = B0 � n

sur @
 tout entier. Il est en e�et compliqu�e de calculer rot B sur une fronti �ere d�eslors que B 6= 0.
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Nous nous proposonsd'�etudier, �a hauteur moyenne d'�electrolyte �x �ee (h2 = 0:25), deux as-
pects : la stabilit�e des ph�enom�eneset la forme de l'interfac e aluminium/ �electrolyte relativement
�a la modi�cation du param�etre R i . Pour cela, on commencepar observer l'e�et d'une telle re-
distribution de courant sur un ph�enom�ened�enu�e de champ magn�etique vertical. Nous verrons en
e�et par la suite qu'on obtient desr�esultats oppos�essur la forme de l'in terface suivant la pr�esence
ou non d'un champ vertical (et en fait plus g�en�eralement qu'il existe un seuil sur B z de part et
d'autre duquel l'in terface est soit \creus�ee", soit \b omb�ee").

Ainsi, on trace �a gauche l' �evolution de la hauteur du point (x = 0:5; y = 0) du bord de l'in-
terface et �a droite celle de son point central x = y = 0 (cf. Fig. 7.3). On disposeainsi d'une
mesureexploitable pour les deux aspects ci-dessus.Parall�element, a�n de mieux comprendre la
signi�cation physique des ph�enom�enes,on observe des repr�esentations en coupe des normes kvk
et kJx;y k = k(rot B )x;y k=� 0 �a l' �etat stationnaire, o�u la position de l'in terface peut être identi� �ee
au-dessusde la dixi �ememaille en partant du bas (cf. infr a). La l�egendeconsiste�a suivre, du bleu
sombre (valeur nulle) jusqu'au rouge (valeur maximale), les couleursdu spectre de la lumi�ere.

7.2.1 Un probl �eme sans champ magn �etique vertical

Avec les conditions ci-dessussur B � et Bz = 0, on observe un creusemen t de l'in terface
en son centre, et cette d�eformation est d'autan t plus imp ortan te que R i est faible
(Fig. 7.3). Lesrepr�esentations spatiales(Fig. 7.4) sont issuesd'un maillage de volume �el�ementaire
moyen de 5 � 10� 5, et sont valid�eespar des ra�nemen ts en temps et en espace,dont les courbes
�guren t �egalement sur les graphesd'�evolution de l'in terface :
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Fig. 7.3 { Hauteurs du bord et du centre de l'in terface pour R i = 0:3 et Ri = 0:35

Par ailleurs, on observe sur la �gure 7.4qu'�a l' �etat stationnnaire, lesvecteursvitesseet courant ho-
rizontal sont centrifuges sur l'in terface,et kvk et kJx;y k sont bien plus importants dansl' �electrolyte
que dans l'aluminium.
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Fig. 7.4 { �Etat stationnaire pour R i = 0:3. �A gauche : vitesse (norme autour de l'aluminium,
normesur unecoupeverticale, vecteur sur interface). �A droite : composante horizontale du courant
(norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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7.2.2 Application au ph�enom�ene de rolling

L'ob jectif ici est d'observer l'e�et de la nouvelle distribution de courant sur les casde rolling
stable et instable pr�esent�esen 3.3.1 ). La validation de cesr�esultats en modi�an t le pasdu maillage
et le pas de temps pourra être trouv�eedans [80].

Dans une con�guration stable

On reprend le test pr�ec�edent en imposant cette fois B z = 0:25 sur le bord du domaine. Dans
une situation de rolling classique(distribution de courant uniforme �a l'anode), on observe une
stabilisation progressive du ph�enom�ene vers une forme d'in terface tr �es l�eg�erement bomb�ee alors
que l�a, on atteint aussiun �etat stationnaire mais avec une interface clairement plus haute en son
centre que sur sap�eriph�erie. On parlera d'in terfaceaspir�ee. Par ailleurs, on observe que l'in terface
est d'autant plus aspir�ee que R i est faible. La principale information de ce test est donc que
la restriction centrale de l'arriv �ee de couran t en pr �esence d'un champ magn �etique
vertical engendre une aspiration de l'in terface . On peut ainsi contr ôler l'aspiration de
l'in terface en agissant uniquement sur R i :
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Fig. 7.5 { Contr ôle de l'aspiration de l'in terface (B z = 0:25, Ri = 0:25, 0:30 et 0:35)

Si l'on fait la comparaisonavecle test pr�ec�edent (cf. Fig. 7.4), une autre mani�erede voir leschoses
est de constater que l'a jout d'un champ magn�etique vertical dans une con�guration d'arriv �eedu
courant restreinte au centre a pour e�et d'inverser la d�eform�ee d'in terface. De plus, on peut voir
que lescourants horizontaux sousl'in terface, toujours centrifuges, sont plus importants (Fig. 7.6).
Par ailleurs, la vitessedes
uides, qui n'est plus centrifuge mais orthoradiale, n'est plus cantonn�ee
�a la seule�electrolyte. En�n, par rapport au rolling, cette vitessede rotation est de sensoppos�e, et
on notera queplus la surfaced'�emissiondu courant est restreinte, plus lesoscillations de l'in terface
s'att �enuent rapidement.

On repr�esente sur la �gure 7.7 l' �evolution de la d�eform�eed'in terface au cours du temps, dans
laquelle on voit clairement la transition d'un comportement de type rolling �a une con�guration
d'in terface aspir�ee,mais qui donne aussiune id�eede la complexit�e du ph�enom�ene.
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Fig. 7.6{ �Etat stationnaire. �A gauche : vitesse(norme autour de l'aluminium, normesur unecoupe
verticale, composante horizontale sur interface). �A droite : composante horizontale du courant
(norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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Fig. 7.7 { �Evolution de la forme de l'in terface jusqu'�a l' �etat stationnaire

Stabilisation d'un rolling instable par restriction centrale de l'arriv �ee de couran t

Portons �a pr�esent le champ magn�etique vertical �a 0:5, cequi donnelieu �a un rolling instable si la
distribution de courant est uniforme. Lorsquenousrestreignonsdanscecasla surfaceanodique de
la mêmemani�erequepr�ec�edemment en prenant R i = 0:35. Ainsi, la conclusionla plus int�eressante
est qu' une restriction centrale de l'arriv �ee du couran t dans certains cas de rolling
instable emp êche l'in terface d'exploser et conduit �a un �etat stationnaire.
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Fig. 7.8 { Stabilisation d'un rolling instable

7.3 In terpr �etations physiques

7.3.1 E�et des conditions aux limites magn �etiques sur la d�eform �ee d'in terface

L'absencede champ magn�etique vertical n'empêche pas pour autant les courants �electriques
horizontaux d'engendrer une force de Lorentz. En e�et, si l'on suppose que l' �epanouissement
du courant �electrique sous l'anode est r�egi par l' �equation stationnaire de di�usion du potentiel
�electrique � (�equation de Poisson),qui prend encorela forme de l' �equation de Maxwell-Gauss:

� div (� ~r � ) = 0; , div ~E = 0; avec ~E = � ~r � ; (7.3)

lespropri �et�esde sym�etrie desdistributions de courant consid�er�eespermettent de rameneren deux
dimensionsle ph�enom�ened'�epanouissement du courant. Si l'on imposeun potentiel plus �elev�e sur
la surfaceanodique restreinte quesur la cathode, la propri �et�edemonotoniedu laplaciennousinvite
�a supposer que le courant �electrique tend �a rejoindre les zonessitu�eesau-dessousde la surface
non-�emettrice. En �etendant le raisonnement au cas cylindrique, on trouve qu'une distribution
centrale de courant engendreune orientation centrifuge de la composante radiale du vecteur J
dans l' �electrolyte. On justi�e ainsi math�ematiquement la �gure intuitiv e 7.2. Ces consid�erations
sont par ailleurs con�rm �eespar dessimulations de di�usion du potentiel �electrique sousl'anode et
�a traversl'in terface(voir p. 112et Fig. 7.11). En supposant donccer�esultat valide, on peut estimer
qu'une force de Lorentz dirig�ee vers le bas r�esulte de l'application d'une distribution centrale de
courant :

Bq

BqF F

j j

Fig. 7.9 { Force de Lorentz r�esultant d'une arriv �eecentrale du courant
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Cette intuition est con�rm �eepar despost-traitements suppl�ementaires :

Fig. 7.10 { Champ magn�etique et force de Lorentz sur l'in terface aluminium (R i = 0:3)

Par ailleurs, les conditions interfacialesportant sur le champ �electrique (cf. 3.3) imposent

� J1

� 1
� v1 � B1

�
� n =

� J2

� 2
� v2 � B2

�
� n ;

or v1 = v2 = v, donc
J2

� 2
� n =

J1

� 1
� n �

�
v � (B1 � B2)

�
� n ;

de plus, les conditions interfaciales B 1 � n = B2 � n et la formule (a � b) � c = (a � c)b � (b � c)a
impliquent :

J2 � n =
� 2

� 1
J1 � n � � 2 (v � n) (B2 � B1) ;

en�n, �a l' �etat stationnaire, v � n = 0, et � 2 � � 1 par hypoth�ese,donc :

kJ2 � nk ' 0:

Ainsi, J2 et n sont quasiment colin�eaires, ce qui revient �a dire que l'in terface est quasiment
perpendiculaire �a J2, d'o�u le creusement observ�e si l'on admet le pro�l d'�epanouissement cen-
trifuge du courant. Pour �etayer cette supposition, on e�ectue maintenant des simulations sur
l' �epanouissement en question.

Un point de vue souvent adopt�e au sujet des d�eform�ees d'in terface r�esultant du pro�l des
anodesconsiste�a supposerque la di� �erencede potentiel entre l'anode et l'in terface est constante
�a l' �equilibre. Ainsi, par la loi d'Ohm, l'in terface \tend �a se positionner" de mani�ere �a se trouver
�a �egale distance de la source de courant en chacun de sespoints. A�n de v�eri�er ces supposi-
tions, nous r�esolvons l' �equation de di�usion du potentiel �electrique (7.3), �a travers deux 
uides
de conductivit �es � 1 = 104 et � 2 = 1 en imposant une di� �erencede potentiel entre l'anode et la
cathode : 8

>>>><

>>>>:

� div (� r � ) = 0; dans 
 = [0; 4] � [0; 1 + h2],
� = 4; sur l'anode,
� = 0; sur la cathode,
@�
@n

= 0; sur le reste du bord.

(7.4)

Cestests sont e�ectu �essur un rectangle, pour trois tailles de surface�emettrice centr �ee (que nous
appelonsanode dans le probl�eme(7.4), et deux hauteurs d'�electrolyte di� �erentes. On d�eduit de la
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solution le courant �electrique en r�esolvant le probl�emevariationnel :
Z



J �  = �

Z



� r � �  ; (7.5)

o�u  est une fonction test �a valeur dans �

2. Le r�esultat qui en ressort montre bien que le courant
s'�epanouit �a la sortie de l'anode, et, par ailleurs, que plus la hauteur d'�eletrolyte est petite, plus
le courant s'�epanouit dans l'alumuinium (cf. Fig. 7.11). Nous renvoyons �egalement en pages118
et 119 pour dessimulations sur l'in
uence de la hauteur d'�electrolyte dans descon�gurations o�u
la distribution anodique de courant est restreinte.

Nouspensonsdonc que le creusemen t de l'in terface observ �e en 7.2.1 est physiquemen t
justi� �e par le pro�l de l' �epanouissemen t du couran t �electrique sous l'ano de.

Fig. 7.11 { Calculs de pro�ls d'�epanouissement ; de haut en bas : courant uniforme (R i = 4),
courant central R i = 2, courant central R i = 0:8; �a gauche : h2 = 1, �a droite : h2 = 0:25
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7.3.2 Stabilisation du ph�enom�ene de rolling par un couran t central

D'apr�es les r�esultats ci-dessus,on peut interpr�eter ce comportement en remarquant qu'une
restriction centrale de l'arriv �ee de courant �elecrique �a l'anode donne lieu sous l'in terface �a un
courant �electriquehorizontal centrifuge qui induit, en interagissant avecB z par la forcede Lorentz,
une rotation dans l'autre sensque celui du rolling :

F

F

jj

B Bzz

Fig. 7.12 { Sensde rotation induit par une arriv �eecentrale du courant

o�u l'on voit que le sensde rotation est oppos�e �a celui sch�ematis�e �gure 3.4. Ainsi, une restriction
centrale de l'arriv �ee de couran t g�en�ere une force de Loren tz opp os�ee au sens de
rotation du rolling .

7.4 Autres simulations

7.4.1 Arriv �ee de couran t \p �eriph �erique"

On s'int�eresse�a un autre type de conditions aux limites magn�etiquessur la surfacesup�erieure:
c'est en quelquesorte le sym�etrique de la con�guration pr�ec�edente, o�u l'on ne fait non plus passer
le courant �a l'in t�erieur d'un disquecentr �e, mais exclusivement �a l'ext �erieur :

J

JJ

Fig. 7.13 { Restriction p�eriph�erique de l'arriv �eede courant

Le mêmeraisonnement qu'en 7.2 permet d'�etablir lesexpressionssuivantes du champ magn�etique
horizontal �a appliquer �a la surfacede l'anode :

B � (r ) =

8
>><

>>:

0 pour 0 � r � Ri

�
� 0 I

2� (R2 � R2
i )

�
r �

R2
i

r

�
pour Ri � r � R

; (7.6)
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7.4.1 .a Sans champ magn �etique vertical

Le ph�enom�eneobserv�e est le sym�etrique de celui de la section 7.2.1 : l'in terface, au lieu d'être
creus�eeen son centre, se trouve creus�eesur sa p�eriph�erie :

Fig. 7.14 { �Etat stationnaire pour R i = 0:4. �A gauche : vitesse (norme autour de l'aluminium,
normesur unecoupeverticale, vecteur sur interface). �A droite : composante horizontale du courant
(norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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�A l'in versede la situation 7.2.1 , on constate que les vitessesimportantes sont localis�eesdans
l'aluminium et non dans l' �electrolyte, et que les courants �electriqueshorizontaux sont centrip �etes
sousl'in terface.

En�n, on peut �egalement envisager de contr ôler l'in tensit�e de la d�eformation en agissant sur
Ri :
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Fig. 7.15 { Hauteurs du bord et du centre de l'in terface pour R i = 0:3 et Ri = 0:4

7.4.1 .b E�et sur la stabilit �e du rolling

Partant du même cas de rolling de r�ef�erencequ'en 7.2.2 (Bz = 0:25), nous appliquons un
courant p�eriph�eriqueavecR i = 0:4. Le comportement observ�eestuneforte d�estabilisation, contrai-
rement au casf courant central, R i = 0:3g �a densit�e de courant �egale:
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7.4.1 .c Une con�guration stable

A�n de voir si nous pouvons observer une con�guration stable, nous diminuons �a pr�esent R i .
Il faut alors descendrejusqu'�a R i = 0:2 pour obtenir un tel cas:

Fig. 7.16 { �Etat stationnaire (R i = 0:2). �A gauche : vitesse(norme autour de l'aluminium, norme
sur une coupe verticale, composante horizontale sur interface). �A droite : composante horizontale
du courant (norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface
aluminium )

On observeuneaspiration de l'in terfacetr �esimportante, et desdistributions devitesseset courants
encorejamais rencontr �ees.
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7.4.2 In
uence de la hauteur d' �electrolyte

7.4.2 .a Sans champ magn �etique vertical

Courant central

Nous repartons ici de la con�guration 7.2.1 avec Ri �x �e �a 0:3, et abaissonsla hauteur de
d'�electrolyte. Cesr�esultats montrent une accentuation du ph�enom�ened�ej�a observ�e :

Fig. 7.17 { �A gauche : norme de la vitesse sur une coupe, �a droite : norme de la composante
horizontale du courant �electrique sur une coupe; en haut : h2 = 0:15, en bas : h2 = 0:075)

Une diminution de h2 engendre:
- une accentuation du creusementde l'in terface,
- une augmentation descourants �electriquescentrifuges dans l'aluminium,
- une augmentation desvitessesdans l'aluminium.

Courant p�eriph�erique

Sym�etriquement, une diminution de h2 engendre les mêmes ph�enom�enesd'ampli�cation, mais
dans les directions oppos�ees:

- une accentuation du bombement de l'in terface,
- une augmentation descourants �electriquescentrip�etesdans l'aluminium,
- une augmentation desvitessesdans l'aluminium.

Dans les deux con�gurations, le premier point semble le plus int�eressant : pour B z = 0, la
dimin ution h2 pour � i �x �e accentue la d�eformation de l'in terface .
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Fig. 7.18 { En haut : h2 = 0:15, en bas : h2 = 0:075

7.4.2 .b Av ec un champ magn �etique vertical

La batterie de tests e�ectu �ee montre que d'une mani�ere g�en�erale, dimin uer la hauteur
d' �electrolyte est stabilisan t pour les ph �enom �enes. La d�eform�ee d'in terface, quant �a elle,
varie �a la fois en fonction de l'in tensit�e du champ magn�etique vertical et de la hauteur d'�electrolyte.
Nous regroupons ci-dessousles d�eform�eesd'in terface �a l' �etat stationnaire lorsque celui-l�a existe,
les nombres de pas de temps d'attein te de cet �eventuel �etat, et les sensde rotation des 
uides,
pour desdistributions de courant centrale avecR i = 0:3, uniforme, et p�eriph�erique avecR i = 0:4 :
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Fig. 7.19 { Synth�ese
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Les tableaux ci-dessusfont ressortir la complexit�e des ph�enom�enes : on peut par exemple
contr ôler l'in terface �a l' �etat stationnaire par la distribution anodique de courant, mais �a condition
denepassubir un champ magn�etique vertical trop important (sinon on nepeut qu'esp�erercontr ôler
l'in tensit�e de l'aspiration de l'in terface). De plus, si on supposecette condition remplie, la hauteur
moyenned'�electrolyte in
uence �egalement la forme de l'in terface, et peut donc aussi jouer le rôle
d'actionneur. Par ailleurs, au sujet de la stabilit �e, la mêmeprofusion de caspossiblessepr�esente :
d'une mani�ereg�en�erale,restreindre l'arriv �eedecourant �electriqueau centre de la surfacesup�erieure
a des e�ets stabilisants sur le rolling, mais on constate que pour B z = 0:1, cette situation ne se
pr�esente que pour la hauteur d'�electrolyte h2 = 0:25, et qu'elle n'est pas valable pour de tr �es
faibles hauteurs d'�electrolyte... tout cela sansparler de la distribution p�eriph�erique de courant. Il
faut donc restreindre soit le nombre d'actionneurs, soit leurs plagesde variation pour donner un
cadre simple aux futurs probl�emesde contr ôle. Plusieurs possiblit�essepr�esentent alors :

- Bz est faible et on a la capacit�e de d�ecider de la d�eform�ee d'in terface, au choix par B � ou
par h2,
- Bz est important, auquel cas il est possible de stabiliser le ph�enom�ene de rolling, et de
contr ôler le degr�e d'aspiration de l'in terface en agissant sur B � .

Quant �a l'in
uence de B z, elle est certes d�estabilisante, mais on voit mal comment le champ
magn�etique vertical pourrait faire o�ce de commande. Pour des raisons l�eg�erement di� �erentes
(manque de signi�cation physique, cf. 7.1), il est plus sagede ne pas retenir la diminution de
la hauteur d'�electrolyte comme commandestabilisante, mais plut ôt comme commandepour la
d�eform�eed'in terface.

7.4.3 Deux 
uides, deux sens de rotation opp os�es

Nous avons vu en 7.4.1 que, d'une part, l'injection d'un courant p�eriph�erique donne lieu �a
une explosionde l'in terface en pr�esenced'un champ magn�etique vertical, mais qu'en augmentant
la taille de la couronne par laquelle passele courant (donc en diminuant sa densit�e), on arrive
quand même�a exhiber un �etat stable. La situation n'est donc pas simple, car il n'est pas possible
de quali�er une telle con�guration d'inconditionnellement d�estabilisante... Nous terminons cette
batterie de tests par l'expos�e d'une situtation o�u la restriction p�eriph�erique du passagedu courant
est appliqu�ee non seulement �a l'anode, mais aussi �a la cathode (bord inf�erieur). Avec B z = 0:25
et h2 = 0:15, on obtient l' �etat stationnaire suivant :

Fig. 7.20 { Normesde la vitesseet de la composante horizontale du courant
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Des post-traitements sur la vitesseau niveau des premi�ere et derni�ere mailles en partant du bas
montrent que les 
uides ont dessensde rotations oppos�es :

Fig. 7.21 { Vitesseshorizontales dans l'aluminium et dans l' �electrolyte

Cette observation rejoint celle d�ej�a faite par D. Munger [76], qu'il quali�e d'\aspiration MHD".

7.5 Conclusion

Malgr�e la vari�et�e dessituations possibles,la mesurede la surface�emettrice de courant (qui se
r�egle�a l'aide du scalaireR i ) est un actionneur pertinent pour contr ôler lesdeux aspectssuivants :

- STATIQUE : forme de l'in terface �a l' �etat stationnaire,
- DYNAMIQUE : stabilit �e du syst�eme(ce qui inclut le temps d'attein te de l' �etat stationnaire
lorsquecelui-l�a existe).

Le deuxi�emepoint est celui qui semble le plus int�eressant : l'exemple typique est �gure 7.8 page
111 : avec un courant uniforme, on explose,et on arrive �a �eviter cette explosion avec une arriv �ee
de courant restreinte.

Cependant, notons que le cas statique peut être un probl�eme de contr ôle envisageable; c'est
peut-être le plus r�ealiste : pour de faibles champs magn�etiques verticaux et hauteurs de cryolite,
nous arrivons �a accentuer la d�eform�eed'in terface sousla surfaceanodique en diminuant au choix
la mesurede la surface�emettrice de courant ou la hauteur d'�electrolyte.

Crit �ere
Commande

STATIQUE
(forme de l'in terface)

DYNAMIQUE
(stabilit �e du syst�eme)

B � (r )

Si Bz ou h2 est faible (resp. �elev�e),
un courant restreint creuse (resp.
aspire) l'in terface sous la surface
�emettrice d'autant plus que celle-l�a
est faible.

h2 grand : un courant central stabi-
lise le rolling obtenu avecun courant
uniforme; h2 petit : un courant uni-
forme stabilise le rolling.

h2
Diminuer h2 renforce le ph�enom�ene
�evoqu�e ci-dessus.

Augmenter h2 d�estabilisele syst�eme
(simple ph�enom�ened'inertie ?).

Bz
Un Bz important engendreune as-
piration de l'in terface.

Augmenter Bz d�estabilise le
syst�eme.
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Chapitre 8

Optimisation de forme d'in terface en
hydro dynamique

L'optimisation de forme est un probl�emetr �esr�epandu, notamment dans l' �etude du designdes
avions (cf. B. Mohammadi et O. Pironneau [72]) ou encoreen m�ecaniquedes structures (cf. G.
Allaire [3]). Dansnotre cas,il ne s'agit pas�a proprement parler d'optimisation de forme car celle-l�a
ne joue pas ici le rôle de commande,mais plut ôt de variable d'�etat dont on veut qu'elle prenne
une valeur particuli �ere (probl�emede poursuite dans lequel le crit �ere est la forme de l'in terface). Il
n'en demeurepas moins que les mêmesoutils qu'en optimisation de forme sont utilis �es, �a savoir
principalement la d�erivation par rapport �a un domaine.

8.1 �Equations d' �etat et fonction coût

On consid�ere un probl�eme bi
uide, dont on cherche �a contr ôler la position de l'in terface par
une force volumique u(x; z). Le domaine volumique 
 de contour @
 (de normale n et tangente
t) sedivise en deux sous-domaines
 1 et 
 2. Ceux-l�a sont s�epar�espar l'in terface � (dont on note
n� la normale ext�erieure au 
uide 1), param�etr�eepar la fonction x 7! h(x). On sait que pour que
le probl�emesoit bien pos�e, la prise en compte de la convection est n�ecessairedans le mod�ele (cf.
D. Errate et al. [30]). Ainsi, on consid�ere le probl�eme de contr ôle d'in terface 
uide-
uide le plus
simple possible,bas�e sur un �ecoulement r�egi par les �equations de Navier-Stokes en dimension 2.PSfrag replacements
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Fig. 8.1 { D�e�nition du probl�eme
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Ainsi, densit�e � et viscosit�e � d�ependent de h :

� (x; z; h(x)) =
�

� 1 si z < h(x)
� 2 si z > h(x)

; et � (x; z; h(x)) =
�

� 1 si z < h(x)
� 2 si z > h(x)

:

On cherche la vitessev, la pressionp et la hauteur d'in terface h telles que (les d�ependancesdes
variables sont omisespour desraisonsde lisibilit �e : v et p d�ependent de x et z, h d�epend de x, et
� d�epend de h) :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� v � r v � div [� D (v)] + r p = � g + u dans 
 ;
� div v = 0 dans 
 ;
v � n = 0 sur @
 ;

� D (v)n � t = 0 sur @
 :
v � n� = 0 sur � ;RL

0 h = V alu
0 �x �e,

(8.1)

o�u D : v 7! r v + (r v)T . Ainsi, on se proposede r�esoudrele probl�eme de minimisation (avec
x 7! h0(x) �x �ee telle que

RL
0 h0 = V alu

0 ) :

Inf
u2 L 2 (
) 2

J (u) =
1
2

Z L

0
(h � h0)2 +

Q
2

Z



kuk2 ; (8.2)

o�u h est donn�ee par les �equations d'�etat (8.1). Noter que par la suite, la propri �et�e
RL

0 h0 = V alu
0

n'est pas utilis �ee (ce qui est �etonnant).

8.2 Probl �eme adjoin t

On �ecrit la fonction de Lagrange � du probl�emed'optimisation (8.1)-(8.2) en d�e�nissant cinq
multiplicateurs de Lagrange (�; � ; 
 ; �; � ). Cela en fait un de moins que le nombre d'�equations
d'�etat car on d�ecide de prendre v dans un espacefonctionnel tel que v � n = 0 sur @
 ; alors, si
l'on choisit le multiplicateur � (associ�e �a la premi�ere �equation d'�etat) tel que

� � n = 0 sur @
 ; (8.3)

il n'est pas n�ecessairede tenir compte de v � n = 0 sur @
 dans le lagrangien.Par ailleurs, � varie
dans 
, 
 sur @
, � sur �, et � est une constante. Ainsi,

� (v; p;h; u; �; � ; 
 ; �; � ) = J (u) �
Z



� �

h
� v � r v � div [� D (v)] + r p � �g � u

i
�

Z



� (� div v)

�
Z

@


 � D (v) n � t �

Z

�
� v � n� � �

� Z L

0
h � V alu

0

�
:

Par rapp ort �a v : la d�eriv�ee de � par rapport �a v doit s'annuler dans toutes les directions
~v telles que ~v � n = 0 sur @
 :

lim
" ! 0

"
� (v + " ~v; �) � � (v; �)

"

#

= 0; 8 " 8 ~v ; soit
Z




h
� [v � r � � (r v)T � ] + div [� D (� )] � r � + � � [(� 2 � � 1)v � � � � ] n �

i
� ~v

+
Z

@

(� � t � 
 ) [� D (~v) n � t ] �

Z

@

[� D (� ) n � t ] (~v � t) = 0; 8 ~v ; (8.4)
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par int�egrations par parties. Le symbole � � d�esignela mesurede Dirac sur la surface� :

h� � ; ' i =
Z



� � ' =

Z

�
' :

On voit alors que 
 = � � t sur @
, cequi permet de r�ecrire rigoureusement la fonction de Lagrange
sousla forme :

� (v; p;h; u; �; � ; �; � ) = J (u) �
Z



� r � : [D (v) � pI ] �

Z



� � (� (v � r v � g) � u) �

Z



� (� div v)

�
Z

�
� v � n� � �

� Z L

0
h � V alu

0

�
;

avec v, � 2 �

1
n (
) = f ~v 2 H 1(
) 2 ; ~v � n = 0 sur @
 g; p, � 2 L 2(
) ; u, h et � su�sammen t

r�eguliers.Nous utiliserons d�esormaiscette formulation dans toute la suite.

Par rapp ort �a p : par un proc�ed�e similaire,

@p � = 0 ,
Z



div � ~p = 0; 8 ~p: (8.5)

Par rapp ort �a h : la d�eriv�eede � par rapport �a h dans toute direction ~h doit s'annuler :

lim
" ! 0

"
� (v; p;h + " ~h; �) � � (v; p;h; �)

"

#

= 0; 8 " 8 ~h ; soit

lim
" ! 0

1
"

"

"
Z



[(@z � ) (g � v � r v) � (@z� ) r � : D (v)] ~h + o(")

�
Z

�( h+ " ~h)
� v � n� +

Z

�( h)
� v � n� + "

Z L

0
(h � h0 � � ) ~h

#

= 0;(8.6)

o�u lesd�eveloppements limit �esau premier ordre de � et � sont d�e�nis grâce�a la formule dessauts, �a
savoir le th�eor�emedonnant la d�eriv�ee(au sensdesdistributions) d'une fonction de �

N discontinue
sur une surface: si ' est une fonction localement int�egrable,r�eguli�eres�epar�ement sur lesdomaines

 1 et 
 2 s�epar�espar la fronti �ere r�eguli�ere � de normale n � ext�erieure �a 
 1,

@i ' = f @i ' g + n� � ei (' 2 � ' 1) � � ;

o�u f @i ' g est la fonction d�e�nie presquepartout comme�etant �egale�a la d�eriv�ee usuellede ' sur
chaque domaine s�epar�ement, et ' f 1;2g est le prolongement par continuit �e de ' j 
 f 1;2g

dans 
 f 1;2g.
Ainsi, dans notre cas,on peut �ecrire les d�eveloppements limit �esau premier ordre :

8
>>>><

>>>>:

� (x; z; h + � ~h) � � (x; z; h) = (@z� ) "~h + o(") ; avec @z� =
(� 2 � � 1) � �p

1 + h02

� (x; z; h + � ~h) � � (x; z; h) = (@z� ) "~h + o(") ; avec @z� =
(� 2 � � 1) � �p

1 + h02

: (8.7)

Concernant les termes en � , on remarqueque :
Z

�
�v � n� =

Z


 1

div (�v ) ;



126 CHAPITRE 8. OPTIMISA TION DE FORME D'INTERF ACE EN HYDRODYNAMIQUE

et on fait appel au th�eor�eme 4.2 du livre [24] de M.C. Delfour et J.-P. Zol�esio,qui nous apprend
que si 
 est transport�e par un champ de vitessesV , et transform�e ainsi en un domaine 
 t , alors
la d�eriv�eede la fonction :

JV (t) =
Z


 t

' (t; x) dx

en t = 0 est donn�eepar :

dJV (0) =
Z



' 0(0; x) dx +

Z

@

' (0; x) V (0; x) � n dx :

On renvoie �a 8.4 pour une approche n'utilisan t pas ce r�esultat. Dans notre cadre, cette formule
donne (en prenant t = " et V = (0; ~h)T ) :

lim
" ! 0

1
�

" Z


 1 (h+ " ~h)
div (�v ) �

Z


 1(h)
div (�v )

#

=
Z

�
div (�v )

~h
p

1 + h02
: (8.8)

Il reste �a injecter les formules (8.7) et (8.8) dans (8.6) pour obtenir :

Z

�

h
� (� 2 � � 1) r � : D (v)+ � �(� 2 � � 1)(g� v�r v) � div (�v )

i ~h
p

1 + h02
+

Z L

0
(h� h0 � � ) ~h = 0; 8 ~h ;

que la param�etrisation de � par h dans la premi�ere int�egrale permet d'�ecrire sous la forme (en
utilisant �egalement div v = 0) :

Z L

0

h
� (� 2 � � 1) r � : D (v) + � � (� 2 � � 1)(g � v � r v) � vx @x � + h � h0 � �

i
~h = 0; 8 ~h ; (8.9)

Pr�ecisonsque v et � sont syst�ematiquement pris au point (x; h(x)) lorsqu'ils apparaissent sousle
signe

RL
0 .

On regroupe �a pr�esent les formulations fortes destrois �equations(8.4), (8.5) et (8.9) obtenues
par d�erivation du lagrangien par rapport aux trois variables d'�etat et la condition (8.3) pour
obtenir le probl�emeadjoint suivant (dans les variables � , � , � et � ) :

8
>>>>><

>>>>>:

� [(r v)T � � v � r � ] � div [� D (� )] + r � + � � (� � v � � ) n � = 0 dans 

div � = 0 dans 

� � n = 0 sur @


[� D (� )] n � t = 0 sur @

(� 2 � � 1) r � : D (v) � � � (� 2 � � 1)(g � v � r v) + vx@x � + � = h � h0 sur [0; L ]

(8.10)
(rappelonsque 
 = � � t sur @
).

8.3 �Equations de sensitivit �e

La variation de (v; p;h) en fonction de celle de la commandeu est contrain te par l' �equation
d'�etat, autrement dit pout toute perturbation ~u de u, il existeune perturbation (~v; ~p; ~h) de (v; p;h)
satisfaisant les �equationsde sensitivit�e (on note � = 0 l' �equation d'�etat) :

lim
" ! 0

� (v + "~v; p + " ~p;h + "~h; u + " ~u) � � (v; p;h; u)
"

= 0 (8.11)
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Comme dans la d�erivation de la fonction de Lagrange par rapport �a h, il sort de la premi�ere
�equation des termes surfaciquesen raison de la discontinuit �e desdensit�e et viscosit�e (en passant
par une formulation faible de la premi�ere �equation d'�etat). En dehors de cela, la subtilit �e r�eside
dans la d�erivation de la condition de non-p�en�etration �a l'in terface : v � n � = 0 sur �. Alors, dans
l' �etat perturb�e, v + "~v est pris sur �( h + " ~h) donc s'�ecrit

v[x; h(x) + "~h(x)] + "~v[x; h(x) + "~h(x)] = v[x; h(x)] + @zv[x; h(x)] "~h(x) + "~v[x; h(x)] + � (" 2) :

Il reste �a exprimer n �( h+ " ~h) en fonction de n �( h) , en remarquant que :

1
q

1 + (h + "~h)02
=

1
p

1 + h02

 

1 + "
2h0~h0

1 + h02 + � ("2)

! � 1
2

:

Le d�eveloppement limit �e au premier ordre de l'expressionentre parenth�esesconduit �a :

n�( h+ " ~h) = n�( h)

 

1 � "
h0~h0

1 + h02

!

� "
~h0exp
1 + h02

+ � ("2) ;

et commev � n � = 0 sur �, (8.11) prend la forme :
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� (v � r ~v + ~v � r v) � div [� D (~v)] + r ~p

�
n

div [(� 2 � � 1) D (v)] + (� 2 � � 1) (g � v � r v)
o � � ~h

p
1 + h02

= ~u dans 


� div ~v = 0 dans 

~v � n = 0 sur @


� D (~v)n � t = 0 sur @


@zv � n� ~h + ~v � n� �
vx ~h0

p
1 + h02

= 0 sur �( h)
Z L

0

~h = 0

(8.12)

8.4 Gradien t de la fonction coût

Nous calculons le gradient r u J du crit �ere, en explicitant la d�eriv�ee directionnelle du crit �ere
par rapport �a u, sachant que les directions ~v, ~p et ~h sont li�ees�a u par (8.12) :

DuJ = lim
" ! 0

J (v + "~v; p + " ~p;h + "~h; u + " ~u; �) � J (v; p;h; u; �)
"

=
Z L

0
(h � h0) ~h + Q

Z



u � ~u

On combine cette expressionavec (8.9) puis on int�egre r � et on utilise les premi�ere et derni�ere
�equations de sensitivit�e (cf. (8.12)) :

Du J =
Z L

0
[ (� 2 � � 1) r � : D (v) � � � (� 2 � � 1)(g � v � r v) + vx @x � + � ] ~h + Q

Z



u � ~u

=
Z



� �

h
� � (v � r ~v + ~v � r v) + div [� D (~v)] � r ~p + ~u

i
+

Z L

0
vx @x � ~h + Q

Z



u � ~u ;

or
Z L

0
vx @x � ~h = �

Z L

0
� @x (vx ~h) o�u, rappelons-le,vx est pris au point (x; h(x)) ;
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et @x [vx (x; h(x)] = @xvx (x; h(x))+ @z vx (x; h(x)) h0(x) = � @z[� vx (x; h(x)) h0(x)+ vz(x; h(x)] (�etant
donn�e que div v = 0), donc

Z L

0
vx @x � ~h =

Z L

0
� [@zv � n� ~h

p
1 + h02 � vx ~h0] :

Alors, d'apr�es l' �equation pos�eesur � dans (8.12),

Z L

0
vx @x � ~h = �

Z

�
� ~v � n� = �

Z



� � � n� � ~v :

On int�egre les d�eriv�eessur ~v et ~p, les termes de bord disparaissant du fait de (8.12) et (8.10) :

Du J =
Z




h
� [v � r � � (r v)T � ] + div [� D (� )] + � � (v � � )n�

i
� ~v +

Z



div � ~p +

Z



� � ~u

�
Z



� � � n� � ~v + Q

Z



u � ~u :

Alors, la prise en compte des�equations volumiquesde (8.10) permet d'�ecrire :

Du J =
Z



(r � + � � � n� ) � ~v �

Z



� � � n� � ~v +

Z



(� + Q u) � ~u :

et (en int�egrant le terme en � et en tenant compte une derni�ere fois des�equations (8.12)) :

DuJ =
Z



(� + Qu) � ~u ; soit r u J = � + Q u :

Remarque

On peut calculer par une m�ethode plus classique,dans la d�eriv�eedu lagrangienpar rapport h
(voir 8.2), le terme contenant l'in t�egrale sur �( h). Par le changement de variable x 7! h(x) = z,
de telle sorte qu'on seram�enesur le segment [0; L ], on peut �ecrire :

�
Z

�( h)
� v � n� =

Z L

0
� (x) [� vx (x; h(x)) h0(x) + vz(x; h(x))] dx ;

et on proc�edede mêmesur �( h + " ~h) :

�
Z

�( h+ " ~h)
� v � n� =

Z L

0
� (x) [� vx (x; (h + "~h)(x)) (h + "~h)0(x) + vz(x; (h + "~h)(x))] dx

=
Z L

0
� (x)

h
[� vx (x; h(x)) � @zvx (x; h(x)) ("~h(x)) + � ("2)] [h0(x) + "~h0(x)]

+ vz(x; h(x)) + @zvz(x; h(x)) ("~h(x)) + � ("2)
i

dx

=
Z

�( h)
� v � n�( h) � "

Z L

0
� (x) vx (x; h(x)) ~h0(x) dx

+ "
Z L

0
� (x)[� @zvx (x; h(x)) h0(x) + @zvz(x; h(x))]~h(x) dx + � ("2) ;



8.5. UNE PISTE POUR IMPL �EMENTER LE PROBL �EME ADJOINT 129

donc (8.6) s'�ecrit :

Z

�
� �

n
div [(� 2 � � 1) D (v)] + (� 2 � � 1)g

o ~h
p

1 + h02
�

Z

�( h)
� @zv � n�( h)

~h

+
Z L

0
� vx ~h0+

Z L

0
(h � h0 � � ) ~h = 0; 8 ~h

or, rappelonsque (cf. 8.4) :

Z L

0
vx @x � ~h =

Z L

0
� [@zv � n� ~h

p
1 + h02 � vx ~h0] ;

ce qui permet de retrouver (8.9) �a l'aide de la param�etrisation de � par h(x).

8.5 Une piste pour impl �ementer le probl �eme adjoin t

Tandis qu'on peut r�esoudrel' �equation d'�etat par une m�ethode ALE (cf. 3.3.1 ) en temps long,
il semble ne pasexister de m�ethode standard pour r�esoudrele probl�emeadjoint (8.10), qui met en
jeu quatre inconnues� , � , � et � . Cependant, on remarqueque � est un scalaire,ce qui implique
que le reste de la derni�ere �equation du probl�emeadjoint doit être constant. On proposedonc de
chercher � de sorte que cette l'expression

 (�; � ) = � � (x; h(x)) � (� 2 � � 1) (g � v � r v) + vx (x; h(x))@x � (x) � (h(x) � h0(x)) ; (8.13)

soit �egale�a sa moyennespatiale. Pour cela, on cherche �a r�esoudrele sous-probl�emede contr ôle

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

Inf
�

J (�; � ) ; avec J (�; � ) =
1
2

Z L

0

�
 (� (x; h(x)) ; � (x)) �

1
L

Z L

0
 (� (x; h(x)) ; � (x)) dx

� 2

dx

8
>><

>>:

� [(r v)T � � v � r � ] � div [� D (� )] + r � + � � (� � v � � ) n � = 0 dans 

div � = 0 dans 

� � n = 0 sur @


[� D (� )] n � t = 0 sur @


:

(8.14)
La d�eriv�ee!directionnelle de J par rapport �a � dans la direction ~� prend la forme

D
r � J; ~�

E
=

Z L

0
( � � ) ~ (o�u � =

1
L

Z L

0
 ) ; (8.15)

avec
~ = � ~� � (� 2 � � 1)(g � v � r v) + vx @x ~� ; (8.16)

o�u ~� est tel que (�equations de sensitivit�e) :

8
>><

>>:

� [(r v)T ~� � v � r ~� ] � div [� D ( ~� )] + r ~� + � � (~� � v � ~� ) n � = 0 dans 

div ~� = 0 dans 

~� � n = 0 sur @


[� D ( ~� )] n � t = 0 sur @


: (8.17)
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Pour trouver le sous-probl�emeadjoint, on d�e�nit la sous-fonctionde Lagrange(m v et mp sont les
sous-multiplicateurs de Lagrange) :

L (�; � ; �; mv ; mp) = J (�; � ) �
Z



mv � [� (( r v)T � � v � r � )] �

Z



� r mv : [D (� ) � � I d]

�
Z



mv � � � (� � v � � ) n � +

Z



mp div � ;

et on cherche les multiplicateurs mv et mp qui annulent les d�eriv�ees directionnelles de L par
rapport �a � et � . On obtient le sous-probl�emeadjoint :
8
>>><

>>>:

� (v � r mv + mv � r v) � div [� D (mv)] + r mp + � � (v � mv)n� = � � ( � � ) � 2 � � 1p
1+ h02 (v � r v � g)

div mv = 0
mv � n = 0

[� D (mv)] n � t = 0
(8.18)

La premi�ere �equation de (8.18) s'�ecrit sousforme variationnelle :
Z L

0
( � � ) [(� 2 � � 1) (v � r v � g)] � ~�

�
Z




h
� (v � r mv + mv � r v) � div [� D (mv)] + r mp + � � (v � mv)n�

i
� ~� = 0

(8.19)
Alors, d'apr�es(8.15), (8.16) et (8.19), on obtient commeexpressionpour la d�eriv�ee!directionnelle
du crit �ere :

D
r � J; ~�

E
=

Z




h
� (v � r mv + mv � r v) � div [� D (mv)] + r mp + � � (v � mv)n�

i
� ~�

+
Z L

0
[( � � ) vx ](x; h(x)) @x ~� (x) dx

Le premier terme s'exprime en fonction de ~� en utilisant les �equations (8.17) et (8.18), et le
deuxi�emes'int�egrepar parties ; ainsi

D
r � J; ~�

E
= �

Z

�
mv � n� ~� +

Z L

0

�
(@x  vx )(x; h(x)) + ( � � )(x; h(x)) @x [vx (x; h(x))]

�
~� (x) dx ;

soit (en utilisant div v = div � = 0) :

D
r � J; ~�

E
=

Z

�

��
� mv + [@x � @zv + (� 2 � � 1)g@x � ] vx + ( � � ) @zv

�
� n� +

h0 � vx@2
x �

p
1 + h02

�
~� :

Ainsi, on arrive �a l'expressionsuivante pour le gradient du crit �ere J par rapport �a � :

r � J =
�

� mv + [@x � @zv + (� 2 � � 1)g@x � ] vx + ( � � ) @zv
�

� n� +
h0 � vx@2

x �
p

1 + h02
:





Notations

j � j module (valeur absoluedans � )
(�; �) produit scalairedans �

n (n 2 � ) : (X ; Y ) =
P n

i=1 X i Yi

k � k norme euclidiennedans �

n : kX k =
p

(X ; X )
I n matrice identit �e de taille n
I application identit �e (dans un espacefonctionnel)
�
E (resp. �E) o�u E est un ensemble : int�erieur (resp. adh�erence)de E
d dimension d'espace
x variable spatiale
t variable temporelle

 ouvert de �

d

�
 adh�erencede 

@X avec X un ouvert de �

d : contour orient�e de X
n j@X normale sortante �a @X
t j@X vecteur tangent �a @X

@k
x f

@k f =@xk

f (k)
x

9
>=

>;
d�eriv�eepartielle k �eme de f par rapport �a x

dk
x f

dk f =dxk

)

d�eriv�ee totale k �eme de f par rapport �a x

_f dt f
r gradient
� laplacien
div divergence
rot rotationnel
�
�



9
>=

>;
produit

8
><

>:

scalaire
vectoriel
tensoriel

dans �

d.

� n;p ( � ) ensemble desmatrices r�eelles�a n lignes et p colonnes
� n ( � ) � n;n ( � )

Lorsque A est une matrice

AT transpos�eede A
RgA rang de A

kAk avec A 2 � n ( � ) : sup
X 2 Rn ; X 6=0

kAX k
kX k

Det A d�eterminant de A
Sp(A) spectre de A (ensemble desvaleurs propres)
SEP� (A) sous-espacepropre de A relatif �a la valeur propre �



Lorsque V et W sont desespacesvectoriels

� (V; W ) ensemble desapplications lin�eairesde V dans W
� (V ) � (V; V )
V 0

� (V; � ) = espacedual de V (formes lin�eairescontinuessur V )
j � jV norme sur V
(�; �)V produit scalairesur V
h�; �i V 0;V produit de dualit �e sur V

kGkL (V ) avec G 2 � (V ) : sup
' 2 V; ' 6=0

jG(' )jV
j' jV

Espacesfonctionnels

�

k(K ) avec K un ferm�e born�e non vide de �

n :
espacedespolynômesde degr�e au plus �egal �a k sur K

�

m (
) fonctions sur 
 m fois d�erivableset de d�eriv�ee i �eme continue 8i � m
�

0
b(I ) avec I un intervalle de � : fonctions continueset born�eessur I

� (
) fonctions �

1 �a support compact dans 

�

0(
) distributions sur 

H p(
) espacede Sobolev W p;2(
). Voir aussi2.1.2 .
L 2(
) H 0(
)
L 2(0; T; X ) avec T 2 �

+ , et X un espacefonctionnel sur 
 norm�e complet
(espacede Banach) :
classesde distributions  qui �a presquetout t 2 [0; T] associent

 (t) 2 X , telles que j jL 2 ([0;T ];X ) =
Z T

0
j (t)j2X dt < 1

�

0(0; T; X ) avec T 2 �

+ , et X un espacede Banach : fonctions continues
�a valeurs dans X

�

0(0; T; X w ) avec T 2 �

+ , et X un espacede Sobolev : fonctions faiblement
continues(au sensdu produit scalairesur X ) �a valeurs dans X

H 1
0(
) f v 2 H 1(
) j vj@
 = 0g

H 1
n (
) f v 2 H 1(
) d j v � n j@
 = 0g

H div
n (
) f v 2 L 2(
) d j div v 2 L 2(
) ; v � n j@
 = 0; div v = 0g

� ( �

n) fonctions �

1 telles que jxj j @� ' (x) !
jx j!1

0; 8j 2 � ; 8� 2 �

n :

�

0( �

n ) distributions temp�er�ees

Transformation de Fourier

b (� )
Z

Rn
 (x) e� 2i� x �� dx ; avec  2 �

0( �

n )

� produit de convolution





Bibliographie

[1] Y. Achdou and O. Pironneau. Computational Methods for Option Pricing . SIAM, Philadel-
phia, 2005.

[2] V. Alex�eev, V. Tikhomiro v, and S. Fomine. Commandeoptimale. Mir, Moscou, 1982.

[3] G. Allaire. Concepion optimale de structures. Springer-Verlag, 2007, to appear.

[4] S.N. Antontsev, A.V. Kazhikov, and V.N. Monakhov. Boundary Value Problemsin Mecha-
nics of Nonhomogeneous Fluids. North-Holland, 1993.

[5] D. Arnold, F. Brezzi, and M. Fortin. A Stable Finite Element for the Stokes Equations.
Calcolo, 21(4) : 337{344, 1984.

[6] I. Babu�ska. The Finite Element Method with LagrangeMultipliers. NumerischeMathematik,
20 : 179{192, 1973.

[7] R. Bellman. Dynamic Programming. Princeton University Press,1957.

[8] M. Bercovier and O. Pironneau. Error Estimate for Finite Element Solution of the Stokes
Problem in Primitiv e Variables. NumerischeMathematik, 33 : 211{224, 1979.

[9] C. Bernardi and Y. Maday. Approximations spectrales de probl�emesaux limites elliptiques.
Springer-Verlag, 1992.

[10] D. Bernardin. Intr oduction �a la DynamiquedesMilieux Continus. �Ecolede Printemps.GDR
Mat�eriaux Vitreux, Nancy, 2003. http ://www.lmcp.jussieu.fr/impmc/Asso ciations/GDR-
verres/html/Cinema D 1.pdf.

[11] P. Boily. Application des capteurs thermiques implant�es pour la d�etection du pro�l de
gel�ee dans la cuve d'�electrolyse. Master's thesis, Universit�e du Qu�ebec �a Chicoutimi, 2001.
http ://www.collectionscanada.ca/obj/s4/f2/ dsk3/ftp05/MQ6 5269.pdf.

[12] V. Bojarevics. Nonlinear Waveswith Electromagnetic Interactions in Aluminium Electroly-
sisCells. In H. Branover and Y. Unger, editors, Progressin Fluid Flow Research : Turbulence
and Applied MHD, volume 182 of AIAA Series; Progressin Astronautics and Aeronautics,
pages 833{848, 1998.

[13] V. Bojarevics and M.V. Romerio. Long Waves Instabilit y of Liquid Metal-Electrolyte In-
terface in Aluminium Electrolysis Cells : a Generalization of Sele'scriterion. Eur. J. Mech.
B, 13 : 33{56, 1994.

[14] J. Bonnans, J.-C. Gilb ert, C. Lemar�echal, and C. Sagastizabal. Optimisation num�erique.
Springer-Verlag, 1997.

[15] H. Br�ezis. Analyse fonctionnelle. Th�eorie et applications. Dunod, Paris, 2000.

[16] F. Brezzi. On the Existence, Uniquenessand Approximation of Saddle-Point Problems
Arising from LagrangeMultipliers. RAIR O, R.2 : 129{151, 1974.

135



136 BIBLIOGRAPHIE

[17] M. Burger. In�nite-Dimensional Optimization and Optimal Design. Lectures Notes 285J,
Departement of Mathematics, UCLA, 2003. http ://www.math.ucla.edu/~martin b/.

[18] J.-M. Coron. Local Controllabilit y of a 1-D Tank Containing a Fluid Modeled by the
Shallow-Water Equations. ESAIM Control Optim. Calc. Var. , 8 : 513{554,2002. A Tribute
to J.-L. Lions.

[19] R. Courant, K.O. Friedrichs, and H. Lewy. •Uber die partiellen Di�erenzengleichungen der
Matematischen Physik. Math. Ann., 100 : 32{74, 1928.

[20] M.G. Crandall and P.-L. Lions. Viscosity Solutions of Hamilton-Jacobi Equations. Trans.
Amer. Math. Soc., 277 : 1{42, 1983.

[21] I. Danaila, F. Hecht, and O. Pironneau. Simulation num�erique en C++ . Dunod, Paris,
2003.

[22] R. Dautray and J.-L. Lions. Analysemath�ematiqueet calcul num�erique pour les sciences et
les techniques. Masson,Paris, 1984.

[23] P.A. Davidson and R.I. Lindsay. Stabilit y of Interfacial Waves in Aluminium Reduction
Cells. Journal of Fluid Mechanics, 362 : 273{295, 1998.

[24] M.C. Delfour and J.-P. Zol�esio. Shapesand Geometries. Analysis, Di�er ential Calculus, and
Optimization. SIAM Advancesin Design and Control, 2001.

[25] J. Descloux,M. Flueck, and M.V. Romerio. Modelling for Instabilities in Hall-H�eroult Cells :
Mathematical and Numerical Aspects. Magnetohydrodynamics in ProcessMetallurgy, pages
107{110, 1991.

[26] R.J. DiPerna and P.-L. Lions. Ordinary Di�eren tial Equations, Transport Theory and
Sobolev Spaces.Invent. Math., 98(3) : 511{547, 1989.

[27] J. Dongarra, A. Lumsdaine,R. Pozo,and K.A. Remington. IML++ Reference Guide, 1996.
http ://math.nist.go v/iml++/.

[28] G. Duvaut and J.-L. Lions. In�equations en Thermo�elasticit�e et Magn�etohydrodynamique.
Arch. of Rat. Mech. Anal., 46 : 241{279, 1972.

[29] A. Ern and J.-L. Guermond. Theory and Practice of Finite Elements. Springer-Verlag, 2004.

[30] D. Errate, M.J. Esteban, and Y. Maday. Couplage
uide-structure : un mod�ele simpli� �e en
dimension 1. C. R. Acad. Sci. Paris, S�erie I , 318 : 275{281, 1994.

[31] P. Faurre. Analyse num�erique. Notes d'optimisation. �Ecole Polytechnique. Ellipses , Paris,
1988.

[32] C.L. Fe�erman. Existence and Smoothnessof the Navier-StokesEquation. Clay Mathematics
Institute, 2000.
http ://www.cla ymath.org/millennium/Na vier-Stokes Equations/navierstokes.pdf.

[33] M.J. Flynn. Very High-SpeedComputing Systems.Proceedings of the IEEE , 54 : 1901{1909,
1966.

[34] L. Formaggia, J.-F. Gerbeau, F. Nobile, and A. Quarteroni. Numerical Treatment of De-
fective Boundary Conditions for the Navier-StokesEquations. SIAM Journal on Numerical
Analysis, 40(1) : 376{401, 2002.

[35] L.P. Franca and S.L. Frey. Stabilized Finite Element Methods : II. The Incompressible
Navier-Stokes Equations. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 99 :
209{233, 1992.



BIBLIOGRAPHIE 137

[36] A.V. Fursikov. Optimal Control of Distributed Systems.Theory and Applications. American
Mathematical Society, 2000.

[37] J.-F. Gerbeau. Probl�emes math�ematiques et num�eriques pos�es par la mod�elisation de
l' �electrolysede l'aluminium . PhD thesis, �Ecole Nationale desPonts et Chaus�ees,ParisTech,
1998.

[38] J.-F. Gerbeau and C. Le Bris. Existence of Solution for a Density-Dependent Magnetohy-
drodynamic Equation. Advances in Di�er ential Equations, 2(3) : 427{452, 1997.

[39] J.-F. Gerbeau, C. Le Bris, and T. Leli�evre. Mathematical methods for the Magnetohydrody-
namics of liquid metals. Oxford University Press,2006.

[40] J.-F. Gerbeau,C. Le Bris, T. Leli�evre,A. Orriols, and T. Tomasino.Linear VersusNonlinear
Approachesfor the Stabilit y Analysis of Aluminium Production Cells. In Proceedings of the
European Conference on Computational Fluid Dynamics (ECCOMAS) , 2006.

[41] V. Girault and P.-A. Raviart. Finite Element Methods for the IncompressibleNavier-Stokes
Equations. Springer-Verlag, 1986.

[42] J.-P. Givry. Computer Calculation of Magnetic E�ects in the Bath of Aluminium Cells.
Transactions of the Metallurgical Society of Aime, 239 : 1161{1166,1967.

[43] R. Glowinski and J.-L. Lions. Exact and Approximate Controllabilit y for Distributed Para-
meter Systems(part I). Acta Numerica, pages269{378, 1994.

[44] R. Glowinski and J.-L. Lions. Exact and Approximate Controllabilit y for Distributed Para-
meter Systems(part I I). Acta Numerica, pages159{333, 1996.

[45] M.D. Gunzburger. Perspectives in Flow Control and Optimization. SIAM Advances in
Design and Control, 2002.

[46] M.D. Gunzburger, A.J. Meir, and J.S. Peterson. On the Existence, Uniqueness,and Fi-
nite Element Approximation of Solutions of the Equations of Stationary, Incompressible
Magnetohydrodynamics. Mathematics of Computation, 56(194) : 523{563, 1991.

[47] �E. Guyon, J.-P. Hulin, and L. Petit. Hydrodynamique physique. EDP Sciences/ CNRS
�Editions, Paris, 2001.

[48] F. Hecht. A non-conforming P 1 basis with free divergencein R3. RAIR O s�erie analyse
num�erique, 1983.

[49] E. Hille and R.S. Phillips. Functional Analysis and Semi-Groups. AMS Coll. Pub., 1957.

[50] C.W. Hirt, A.A. Amsden, and J.L. Cook. An Arbitrary Lagrangian Eulerian Computing
Method for all Flow Speed. Journal of Computational Physics, 14(3) : 227{253, 1974.

[51] P. Hood and G. Taylor. Navier-StokesEquations Using Mixed Interpolation. Oden ed., UAH
Press,1974.

[52] L.S. Hou and A.J. Meir. Boundary Optimal Control of MHD Flows. Appl. Math. Optim.,
32 : 143{162, 1995.

[53] T.J.R. Hughes,L.P. Franca, and M. Balestra. A New Finite Element Formulation for Com-
putational Fluid Dynamics : V. Circumventing the Babu�ska-Brezzi Condition : a Stable
Petrov-Galerkin Formulation of the Stokes Problem Accomodating Equal-Order Interpola-
tions. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 59 : 85{99, 1986.

[54] R.E. Kalman. On the General Theory of Control Systems. In Proc. 1st IFAC Congress,
Moscow, 1960. Butterw orth, London, vol. 1 pages481-492,1961.



138 BIBLIOGRAPHIE

[55] G. Karypis and V. Kumar. METIS : A Software Packagefor Partitioning Unstructured
Graphs, Partitioning Meshes,and Computing Fil l-Reducing Orderings of Sparse Matric es,
1998. http ://www-users.cs.umn.edu/~karypis/metis/metis/�les/man ual.pdf.

[56] H.W. Kuhn and A.W. Tucker. Nonlinear Programming. In Proceedings of Second Berkeley
Symposium on Mathematical Statistics and Probability, pages481{492, 1961.

[57] B.A. Kup ershmidt. The Variational Principles of Dynamics. AdvancedSeriesin Mathema-
tical Physics,World Scienti�c, 1992.

[58] L. Landau and E. Lifchitz. �Electrodynamiquedesmilieux continus. Mir, Moscou, 1990.

[59] B.E. Launder and D.B. Spalding. Mathematical Models of Turbulence. Academic Press,
1972.

[60] P. Lax and N. Milgram. Parabolic equations. Contributions to the Theory of Partial Di�e-
rential Equations, 1954.

[61] J. Leray. �Etude de diverses�equations int�egralesnon lin�eaireset de quelquesprobl�emesque
posel'hydrodynamique. J. Math. Pures Appl., 12 : 1{82, 1933.

[62] X. Li and J. Yong. Optimal Control Theory for In�nite Dimensional Systems. Birkh•auser,
Boston, 1995.

[63] J.-L. Lions. Quelquesm�ethodesde r�esolution desprobl�emesaux limites non lin�eaires. Dunod
et Gauthier-Villars, Paris, 1969.

[64] J.-L. Lions. Optimal Control of Systems Governed by Partial Di�er ential Equations.
Springer-Verlag, 1971.

[65] J.-L. Lions. Exact Controllability, Stabilization and Perturbations for Distributed Systems.
Springer-Verlag, 1994.

[66] J.-L. Lions and E. Magenes.Non-Homogeneous Boundary Value Problemsand Applications.
Springer-Verlag, 1971.

[67] P.-L. Lions. Mathematical Topics in Fluid Mechanics. Oxford University Press,1996.

[68] D.G. Luenberger. Linear and Nonlinear Programming. Springer-Verlag, 2nd edition, 2003.

[69] A. Lumsdaine, R. Pozo, and K.A. Remington. SparseLib++ Reference Guide, 1996.
http ://math.nist.go v/sparselib++/.

[70] J.A. Meijerink and H.A van der Vorst. Guidelines for the Usageof Incomplete Decomposi-
tion in Solving Sets of Linear Equations as They Occur in Practical Problems. Journal of
Computational Physics, 44(10) : 134{155, 1981.

[71] MessagePassing Interface Forum. MPI : A Message-PassingInterface Standard (version
1.1), Technical Report, 1995. http ://www.netlib.org/mpi.

[72] B. Mohammadi and O. Pironneau. Applied Shape Optimization for Fluids. Oxford University
Press,2001.

[73] R. Moreau. Magnetohydrodynamics. Kluwer Academic Publishers, 1990.

[74] R. Moreau and J.W. Evans. An Analysis of the Hydrodynamicsof Aluminium in Reduction
Cells. J. Electrochem. Soc. : Electrochem. Sci. Tech., 131(10) : 2251{2259,1984.

[75] R. Moreau and D. Ziegler. Stabilit y of Aluminium Cells : a New Approach. Light Metals,
pages 359{364, 1986.

[76] D. Munger. Simulation num�erique des instabilit �es magn�etohydrodynamiques dans les
cuves de production d'aluminium. Master's thesis, Universit�e de Montr �eal, 2004.
http ://mhd.sel�p.info/com/memoire-recto verso.pdf.



BIBLIOGRAPHIE 139

[77] J.-C. N�ed�elec. A New Family of Mixed Finite Elements in R3. Numer. Math., 50 : 57{81,
1986.

[78] N.M. Newmark. A Method of Computation for Structural Dynamics. In Proceedings of
ASME Conference. ASME, 1959.
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