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Resume : La production industrielle d'aluminium met en jeu plusieurs aspects physiques,a la
fois chimiques, thermiques et magnetohydrodynamiques (MHD). L'une de sesparticularit es est
la coexistencedans une cuve de deux uides non miscibles, ce qui conduit a la presenced'une
interface libre. Ce procede consommepresde 2% de I' electricite mondiale, la moitie etant perdue
par e et Joule. L'enjeu est de reduire ce colt sansdestabiliser le procede : il s'agit typiquemert
d'un probleme de contrdle optimal, que nous traitons en considerant une modelisation MHD de
la cuve. Deux approches sort utiliseespour e ectuer cette optimisation, a savoir considerer une
contrainte d'etat non lineaire basee sur un couplageertre les equations de Maxwell et de Navier-
Stokes multi uides, et une contrainte d'etat lineaire resultart d'une approximation shallow water
de la preecedene. Apres une courte introduction a la modelisation du procede et aux concepts
du corntrdle optimal base sur le princip e de Pontry agin, nous decrivons dans un premier temps
le contrdle de I'evolution de l'interface modelisee par I'approximation shalow water. S'ensuivert
un travail de parallelisation du logiciel de simulation du procede dans le cadre non lineaire et la
recherche numerique d'actionneurs acceptablespour son cortrdle. En n, un algorithme d'optimi-

sation de la forme de l'interface est propose sousune cortrainte d'etat non lineaire simpli ee, a
savoir les equations de Navier-Stokes bi uides en dimension deux.

Mots-cl es : EDP paraboliques non lineaires, contrvle optimal, magnetohydrodynamique, sur-
facelibre, methodesd'elemenris nis, calcul parallele
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Chapitre 1

Probl eme etudi e

1.1 Generalit es

De la vie courante a l'industrie lourde, en passan par les equipemens de laboratoires, de
nombreux produits sort composes d'aluminium. On pourra citer notamment desobjets desplus
usuelscommeles botes de consene prevuespour le conditionnemert des produits alimentaires,
les feuilles d'aluminium destineesa I'emballage des medicamerts, mais aussi des recipierts en
tous genresutilis es en chimie ou en biologie, les cables electriques, les pieceset modules a base
d'aluminium pour l'automobile et I'aeronautique, ou encore nombre de materiaux composites
rencortr esen architecture, imprimerie, produits aquatigues,etc. Cette omnipresencenecessiteune
production de masse,essetiellement a partir d'alumine (oxyde d'aluminium), seuleforme sous
laquelle se trouve le metal dans la nature, en abondancedu reste. L'alumine est cortenue dans
diversesroches,commeles kaolins, les schistes et la bauxite (nom provenart de la ville desBaux-
de-Provenceou fut exploiteepour la premierefois une mine de bauxite). Cette derniereestla seule
roche utilisee par l'industrie de lI'aluminium en raison de sa forte teneur en alumine et sa faible
concerration en silice. Aujourd'h ui, on la trouve surtout dans desmines en Guinee, Australie et
Amerique Latine. On enextrait I'alumine par un encha'nemert complexede traitements chimiques,
le procede Bayer (Fig. ).

Une fois l'alumine extraite de la bauxite, il reste a la dissoudre dans une solution liquide
constituee majoritairement de uor, la cryolite, an de disposerd'un electrolyte ou bain adapte
a la reaction d'electrolyse par laquelle on obtient l'aluminium pur. Notons, pour nir avec les
procedessesituant enamort del'electrolyse,qu'un ingrediert supplemertaire estnecessaire cette
reaction, le carbone, qui n'est autre que le materiau dont sort faites lesanodes, et qu'il faut donc
egalemen extraire et transformer. En aval de I'electrolyse, I'aluminium produit a I'etat liquide
subit lui-me&me diversestransformations en fonderie, pour nalement &tre stocke a I'etat solide
sousforme de feuilles, billettes ou encorelingots senant a la fabrication desproduits presenesau
debut. Notre sujet d'etude principal portant sur I'electrolysede I'alumine, nous nous concertrons
a presett sur cette derniere, conrnue sousle nom de procede Hall-Heroult (Fig. [T32).
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1.2 Le procede Hall-H eroult

En 1886, les ingenieurs americain Hall et francais Heroult ont independammen mis au point
une technique consistart a fabriquer I'aluminium a I'etat liquide par une reaction d'electrolyse.
Dans ce procede, encorele seul utilise de nosjours a I'echelle industrielle, I'alumine et le carbone
font o ce de reactifs, le premier etant reduit en aluminium et le deuxieme oxyde en dioxyde de
carbone, suivant le bilan global :

2Al,03+ 3C! 4Al + 3CO5: (1.1)

Cette equation-bilan est tres synthetique et merite d'étre quelque peu detaillee, ne serait-ce que
pour mettre en valeur la reduction de l'alumine et lI'oxydation du carbone; ainsi, on peut som-
mairemert decomposerce bilan en les deux sous-eactions:

4A13 + 12e | 4Al;
602 +3C ! 3CO,+ 12e

En fait, la reaction est encore plus complexe, la cryolite (N azAlFg) senant non seulemen de
solvant, mais ausside vecteur pour le transport deselectronspar I'intermediaire desions sodium :
elle se decompose en ions uorures F , uoroaluminates AlF, et sodium Na". A noter qu'il
existe une reaction concurrerte generatrice de monaxyde de carbone :

2Al + 3CO, ! Al,03+ 3CO; (1.2)

qui est donc corntre-productive puisque qu'elle resyrthetise lI'alumine.

1.2.1 Asp ects thermiques

Pour le bon deroulemen du procede, I'aluminium et I'electrolyte doivent setrouver tous deux a
I'etat liquide. Il enresulte que la temperature dansla cuve doit sesituer au-dessudle la plus haute
temperature de fusion des deux composarts, qui est celle de I'electrolyte (960°C contre 660°C
pour l'aluminium). Ainsi, le bain et I'aluminium sort portesa 970°C, de sorte qu'au voisinage
direct deszonesliquides (au-dessusdu bain et sur les parois de la cuve) setrouven desmorceaux
d'electrolyte solidi e a 940°C erviron. Cette phase solide joue son propre rdle dans I'equilibre
de la cuve, car elle constitue un isolart thermique au niveau de la surfacedu bain et des parois
de la cuves, ameliore le trajet deslignes de courant (en senant d'isolant electrique autour des
electrodes), et protege les parois corntre l'attaque de la cryolite. Ce dernier point est peut-&tre
le plus important, car la fonte du bain solidi e provoquee par une surchau e peut serieusemeh
endommagerla cuve en la percart, et stopper ainsi son fonctionnemert.

Cet apport calorique, obtenu par e et Joule lorsque le courant passedans I'electrolyte
(cf. infra), doit etre bien matrise, car si une bonne isolation thermique permet a priori de di-
minuer les pertes d'energie,une surchau e a l'interieur de la cuve peut conduire a une dilution
de l'aluminium pur dansla cryolite, ce qui occasionnedespertesde rendemeri (cf. [[34]). De plus,
une quartit e trop importante de bain solidi e peut degrader le passagedu courant electrique,
a l'inversede I'e et bene que (car stabilisateur, voir le paragraphe suivant) qu'il peut avoir en
diminuant les courants horizontaux (cf. [11], [87]). Ainsi, le maintien de la temperature des uides
autour de 970°C est d'une grande importance, mais est en partie autoregule par la quantit e
d'electrolyte solidi e : par exemple, s'il y a augmenation de la temperature, I'epaisseurde la
phasesolide diminuera, ce qui aura commee et d'augmenter le ux de chaleur a traversla paroi,
et de permettre une stabilisation de la temperature interne. On pourra consulter [I1] pour plus
de precisionssur I'in uence de I'electrolyte gele dansles cuves.
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1.2.2 Asp ects magnetohydro dynamiques

Comme dans toute reaction d'electrolyse, un apport de courart electrique est necessaireau
transfert deselectronsdu reducteur a I'oxydant, c'est a dire ici du carbone a I'alumine. Dans les
cuves de production d'aluminium, l'intensite du courart est extrémemen elewee (plusieurs cen-
taines de kiloamperes),car la quantit e d'aluminium produit estdirectemert proportionnelle a cette
intensite. Le passagedu courart et son convoyage jusqu'a la cuve par desconducteurs exterieurs
gererert un champ magnretique tr esimportant, qui donnenaissancea desforceselectromagretiques
de type Laplace-Lorertz en se combinant avec le courant electrique :

F.=T B (7T :densitedecourarnt electrique, B : champ magnetique). (1.3)

Cesforcesagissem a leur tour sur les uides conducteursque sort I'aluminium et I'electrolyte, et
gererert ainsi un mouvemert resultart notammert de l'interaction entre descourants horizontaux
et le champ magnretique ambiant. Cescourarts sort en general dus a desdi erencesd'altitude de
I'in terface electrolyte-aluminium d'un endroit a l'autre de la cuve : I'electrolyte etant moins bon
conducteur que l'aluminium, le courant passepreferertiellement aux endroits ou l'interface est
haute, ce qui aboutit a desredistributions horizontales de courant dans I'aluminium (conducteur
\parfait™)

electrolyte —}—
interface

aluminium —F— ¢

-
NI—

Fig. 1.3{ Inuence de la forme de l'interface sur les courarts electriqueshorizontaux (exemple)

On admet communemert que les forcesde Lorentz in uen cart le plus le mouvemen sort dues
a la seulecomposarte verticale du champ magnretique, principalement creee par les conducteurs
exterieurs et les autres cuves. Il en resulte par interaction avec les courarts horizontaux une
force horizontale perpendiculaire au plan de la gure [L:3 Nous aurons l'occasionde developper
plus loin ce mecanismequi est souwvent consicere comme la principale source des instabilites
magretohydiodynamiquesapparaissam danslescuves.Notons en n qu'une cuve est ertoureed'un
caissonen acier de quelquescertim etres d'epaisseurqui pos®de des proprietes ferromagnretiques,
et modi e ainsi I'in uence deselemerts exterieurs par un e et d'\ ecran magnetique".
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1.3 Enjeux
1.3.1 Quelques chires

Lescuvesd'electrolysesort de forme approximativemert parallelepipedique, de longueur 10m,
largeur 3m et hauteur 1m erviron. La vue en coupe des gures [[2 et [[3 est en fait une vue dans
le plan de la largeur et de la hauteur. Les anodes,d'une dureede vie de 20 jours, sort au nombre
de plusieurs dizainespar cuve et dispossessuivant deux rangeesparallelesdansla longueur (d'ou
la presenceade deux blocssur les gures [[d et[[3). Une usine standard compte plusieurs certaines
de cuves (jusqu'a 300) conneckesen serie et agen@escomme ci-dessous

Fig. 1.4{ Photo d'une serie de cuves (Alcan Primary Metal Group)

Ainsi, la di erencede potentiel ertre I'anode et la cathode etant de 4V erviron (somme du
potentiel electrochimique speci que de la reaction: 1,2V et d'une surtension essefiellement due
au passagedu courant dans le mauvais conducteur qu'est I'electrolyte), la tension aux bornes
d'une serie de cuvespeut depasserl000/ . L'intensite du courant, qui augmerte sanscesseatteint
aujourd'hui 50KA sur la dernieregeneration de cuves, et genere ainsi deschamps magnetiques200
fois plus importants (0.01T) que le champ magretique terrestre. |l est a noter que les dimensions
horizontales descuvesaugmertent cortinuellemert ellesaussi,de maniere a maintenir desdensites
de courant assezbassespour limiter la vitessedes uides, qui estde l'ordre de 0.2m=s.

Au | desdecennies]a quartit e d'aluminium produite chaque anneedansle monden'a cesg
d'augmerter, passan de moins d'1 million de tonnes en 1945a plus de 30 millions aujourd'hui.
Le principal pays producteur estla Chine avec presde 6 millions de tonnes annuelles,loin devant
la Russie,le Canada et les Etats-Unis qui sortert chacun de leurs usineserviron 3 millions de
tonnes par an. D'un autre cOte, la quantit e d'energie (principalement electrique) necessairea la
production d'une tonne d'aluminium a diminue de 30% au cours des 35 dernieres anneespour
atteindre aujourd'hui erviron 13M Wh. Il n'en demeurepas moins que cette industrie consomme
presde 2% de I'electricite mondiale; ainsi, pour donner un ordre de grandeur, le fonctionnemert
d'une usine moyenne necessitela puissanced'une demi-tranche de certrale nucleaire. Cet aspect
energetique, qui est au certre des preoccupations des ertreprises productrices d'aluminium, fait
I'objet du paragraphe suivant.
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Terminons ce bref apercu des aspects quartitatifs en donnant quatre parametres importants
au sujet desdeux uides intervenart dansle procede Hall-Heroult :

Aluminium Electrolyte
Densite 1= 2300kg:m 3 > = 2150kg:m 3
Viscosite 1= 1:19610 3kgm Ls ! > = 2:55810 3*kgm ls !
Conductivit e 1= 35106 Im ! o= 2510F Im !
Hauteur de uide hi=02m h, = 0:05m

Tab. 1.1{ Quelguesparametres importants

1.3.2 Questions de rendement

Un premier critere d'e cacit e du procede est le rendementFaraday : c'est le rapport entre la
guartit e d'aluminium e ectivemert produite et la quartit e theorique prevue par la loi de Faraday,
compte tenu du courart electrique fourni. La principale causede degradation de ce rendemen
est la reaction parasite de recombinaison de l'alumine ([LJ). On mesured'ailleurs le rendemen
Faraday par la quartit e de monaxyde de carbone indesirablemen produit. L'apparition de bulles
de gazsouslesanodes(e et d'anode), provoqueeessetiellement par unetrop faible concerration
en alumine dans I'electrolyte, peut egalemem &tre a l'origine d'une chute du rendemen Faraday.
Cedernier phenomeneest cependart bien matris e a presen, si bien que de nosjours le rendemen
Faraday atteint en moyenne 90% (et m&me 95% dans certainescon gurations).

Pour ameliorer le fonctionnemert descuves,il estutile de considerer un critered'e cacit e plus
global appele rendementenermetique, celui-la avoisinant seulemen les 50% (cf. [37]). Il exprime,
pour une quartit e donnee d'aluminium produit, le rapport enre la variation d'enthalpie H
(energiethermochimigue) necessairea la reaction d'oxydoreduction, et I'energieelectrique totale
fournie W, qui est en partie perdue sousforme d'energiethermique (qu'on note W,,) :

e = Wj ; avec W, = H+ W,

Actuellement, lesdeux quartites H et W, sort donc a peu presles mémes.La premiere etant
une constarte de la reaction (L), on n'a que l'option de diminuer W,, si I'on veut augmerter re.
Sadant (cf. [34)) que W, est directemert proportionnel a la di erencede potentiel E = 4V aux
bornesd'une cuve (en consicerarnt le rendemen Faraday comme approximativemer egala 1), la
seulesolution pour ameliorer le procede estdoncdereduire E, qui comprendjustement pour moitie
la surtensionlieeau passagedu courant dans! electrolyte (2V)! C'est donc essentielement l'e et

Joule provague par la faible conductivite de I' electrolyte qui est respnsabledes pertes thermiques
et c'est pourquoi la distance ertre les anodes et I'aluminium fondu, qu'on appelle encore DAM

pour distance anade-metal (represetie par h, dansle tableau Tab. [L) est si faible.

Meme si des perfectionnemens sort toujours possibles,l'optimisation desco(ts energetiques
passedonc engrandepartie par la diminution dela DAM, et non par l'augmentation du rendemen
Faraday. Pour se xer lesidees,on notera qu'un demi-certimetre de hauteur d'electrolyte coite
erviron 100 millions de dollars par an.

Parallelemen a cela,on obsene sur le terrain qu'augmerter (resp. diminuer) la distance anode-
metal a un e et stabilisant (resp. destabilisart) sur le deroulemen du procede. Tout l'enjeu est
ainsi de pouvoir augmerner le rendemer des cuves sansles destabiliser, ce qui constitue un cas
typique de problemed'optimisation souscortraintes.



Chapitre 2

De la modelisation a l'optimisation

Dans la nature, l'industrie et I'economie,de nombreux phenonmenessuivert un comportemert
complexequ'il estdicile de prewir avec precision, en raison des cortraintes materielles faisant
obstaclea la multiplication desexperiences.et mémea la simple mesure.L'electrolysede I'alumine
en fait partie, du fait de la variete desphenomenesphysiquesqu'elle met en jeu et desconditions
extrémesdu procede Hall-Heroult (temperature, corrosion, courarts intenses).

Ainsi, on prefere souvent simuler les experiences,en construisart un modele mathematique,
par lequel on espere relier de facon formelle le comportemert d'un systemereel (variables d'etat)
aux conditions cengesdeterminer ce comportemert (parametres). Une fois cette loi etablie, si on
areussia demortrer gu'a un jeu de parametres realistescorrespond un et un seuljeu de variables
d'etat (problemebien pose), on peut consicerer avoir terminela phasede modelisation. Il restealors
aresoude le modele par une methode adaptee pour obtenir la prevision escompte. Evidemment,
la completion de cette secondeetape depend fortement de la complexite du modele : en gereral,
celui-la prend la forme d'un systemed'equationsdi erertielles, qu'on peut parfois resoudre\ a la
main" (ce qui menea dessolutions explicites), mais qui serevele bien souvert inextricable par des
methodes analytiques. La plupart des modelesphysiquesenrent dansla deuxieme categorie, car
ils sort basessur desequationsaux deriveespartiel les, commeles modelesusuelsde la thermique
(equation de la chaleur), de I'electromagretisme (equations de Maxwell) et de la mecaniquedes
uides (equations de Navier-Stokes), qu'on peut utiliser pour decrire le procede Hall-Heroult. La
seuleissue est alors le recours a la simulation numerique, domaine scierti que qui a vu le jour
dans les annees1950, suite a l'apparition desordinateurs.

La simulation, qui se substitue donc - au moins en partie - a I'experimentation materielle,
est aujourd'hui fondamertale dans de nombreux secteursscierti ques. En plus de permettre des
economiescongquenes (en temps et en argert) par cette substitution, elle joue aussiun rble de
validation des modeleset des experiences,et ore des possibilites bien plus grandesen matiere
d'exploration, la variation des parametres et variables d'etat etant virtuelle donc sans limites.
Cependart, cette technique est dans une large mesure tributaire de la puissancede calcul, car
memesi celle-b ewlue constammern, tous les problemesposessort loin d'étre resolus,et certains
ne le seront sOremert jamais. Pour cette raison, la recherche d'algorithmes e caces, qui constitue
une branche desmathematiquesa part ertiere appelee analyse numerigue, est determinante dans
la portee de toute demarde de simulation. Dans le cas ou les performancesdes methodes de
resolution sort encoreinsu san tes au regard de la precision escompee, la seule alternative est
alors de simplier le modele en limitant au maximum la degradation de sa abilit e. Dans le
probleme physique qui nous interesse nous retenonsdeux modeles,l'un (non lineaire) sevoulant
plus precis, et l'autre (lineaire) plus rapide a resoudre.
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Ainsi, nousdisposonsde deux moyensd'estimer le comportemert descuvesenfonction deleurs
parametresd'entr ee.Ceux-la, qui decrivert I'environnement danslequelsederoulele procede, sornt
constitues de caracteristiques imposeespar le conexte physique (densite, viscosite, conductivite,
attraction, etc.), et de variables\r eglables" (forceselectromagretiques, conditions aux limites, dis-
tance anode-metal, etc.), ceterme restart a de nir au regard des moyens materiels a disposition
et du codt de leur utilisation. On designepar donneesles parametres de la premiere categorie, et
par commandesou actionneurs ceux de la deuxieme. Si I'on supposecette derniere non vide, on
peut ernvisager de modi er le phenonmene physique, en vue d'optimiser un certain aspect de son
comportemert. Alors, l'existence d'un modele deduisan les variables d'etat des actionneurs est
d'une grande utilit e, car il permet de recourir a la theorie mathematique du contrdle optimal pour
determiner automatiquemen, a partir d'un critere x e portant sur les variables d'etat (fonction
co0t), desvaleurs d'actionneurs qui engendrern le comportemert escompe.

Remarmues

1) Du point de vue du modele, les con gurations optimales evoqueesci-dessuspeuvent &tre
remplaceespar d'autres typesde comportements prescrits. Dans ce cadre, le cortrdle optimal
permet de cernerles conditions dans lesquellesse produisert certains phenomenes.

2) Dans le casou lesdonneesne sort pas connuesprecigemen, mais ou ce manqued'informa-
tion est sans conequencessur la validite mathematique du modele, il est possible de les
determiner si I'on dispose d'observations physiques sur le phenonene. Math ematiquemen,

il s'agit d'un probleme de cortrdle optimal dans lequel ces donneesprennert la forme de
commandessenant a minimiser I'ecart entre le resultat de la simulation et I'observation.
Cette methode, qui permet de caler ou calibrer les modeles,porte le nom de probleme inverse.

On voit que d'une part, avoir un modele a disposition permet d'exploiter la theorie du contrdle
optimal, et que d'autre part, l'utilisation d'un programme de contrdle permet d'obtenir desinfor-
mations qualitativ es et quartitativ es sur la validite du modele. En plus de permettre la modi -

cation d'un comportemert en fonction d'objectifs preetablis, le cortrdle optimal est donc utile a
la modelisation des phenomenes,au meémettitre que la simulation en elle-méme (et la remplace
meéme avantageusemeh dans des proceduresdu type essai-erreur).Pour les mettre en uvre, on
cherche souwert lessolutions de problemesde minimisation du type(ou , et sort ade nir) :

IQL (W; avec (W= (")+ (u); et' telque (; u)=0:

u

Les variables d'etat (vitesse, pression, etc.) sort ici represetieespar ' , les commandespar u,
la fonction co0t par et les equations d'etat (qui comprennen les donnees)par = 0. Ainsi,
I'etude mathematique et la resolution numerigue de ce problemereposer en partie sur cellesdes
equationsd'etat, qui prennert dansnotre casla forme d'equations aux deriveespartielles (EDP).

Contexte math ematique

Memes'il n'existe pasde theorie generale pour le problemeci-dessus)es deux modelesutilis es
dansles preserts travaux possdern despoints communs a la fois au niveau::

- desoutils mathematiquesemployes pour I'etude de leurs solutions,

- desmethodes par lesquelleson les resout numeriquemen,

- desalgorithmes de cortrdle optimal auxquelsils peuvent sepréter.
Leur presettation detailleeferal'objet du chapitre [3, mais on peut d'ores et deja les classerpour
l'un dans la categorie des problemes paratoliques-eliptiques non lineaires, et pour l'autre dans
celle des problemeshypertoliqgues du deuxieme ordre lineaires.Cesdeux classessort courammen



represeneespar des\probl emestypes" lineaires, respectivemen :

o - . @ (tx) T (x) = f(x); 8(tx) 2 [OT]
I'equation de la chaleur : LX) = o) 8x 2 (2.2)
8
<@ (tx)  @x) = f(tx); 8(tx) 2 [OT]
- I'equation desondes: _ "(0;x) = ' Ox); 8x 2 - (2.2)
' @ 0;x) = "Hx); !
ouT2 *, estunouvertdans 9 etf et( K)o k m 1 sort desdonnees.Lorsque = 9 ces

deuxmodelesrentrent dansle formalismedu problemede Cauchy, qui constitua le premier veritable
sujet d'etude deseDP entant quetelles, et pour lequelle theoreme de Cauchy-Kovalevsky(1842)
fournit un resultat d'existence et d'unicit e des solutions analytiques au voisinagede x = 0, pour
desdonneesanalytiques. Ce type de solutions a pour inconveniert de ne pas satisfaire la condition
de Hadamard (1923), qui veut que la solution depende cortin Oment des donnees,en conformite
avec les systemesphysiquesmodelises. Par ailleurs, un phenomene physique est souwert restreint
aunouvert bornedans ¢, aux frontieresduquel il est necessaired'imp oserdesconditions aux
limites. La nature locale du theoreme de Cauchy-Kovalevsky se préte mal a de telles cortraintes
globales.C'est ainsi qu'on estamenre a s'a ranc hir du cadre desfonctions classiquesen considerart
les solutions comme des distributions, qui sort mathematiquemen de nies dans le cadre d'une
formulation variationnelle desEDP. Souwent, on peut physiqguemen justi er ceformalisme par le
principe de moindre action, commepar exempledansle casde I'equation desondesde nie sur un
intervalle [0; '], represetiant les vibrations d'une corde x eeen sesextremites:

8
3 @ (tx) @ (tx)

0; 8(tx)2[0T] [0];

Go="(t") = 0 8t2[0;T]; 2.3)
3 "(0;x) = ' 9x); 8x 2 [0;°]; '
' @ O0;x) = "Yx); 8x2 [0;°]:
En e et, si on modelise la corde par un systemede Ny + 2 points (Xj;y; = ' (Xj))o j n,+1 de
massem relies par des Is elastiguessansmasse,tels que Xj+1 X; = h,m = h, xo = 0 et
XNh+l = O
Y1
Q/‘\R 7777777777777777 XNn K
N| X1 \ J\
0 N
YN
Fig. 2.1{ Chahme elastique
I'equation en' (t; X) deviert, enremplacart @' (x) par (x + h=2) H (x_h=2) :
myj(t) Kkly; o(t) 2y(t) +yj«a ()] =0; 8j 21111 Npg; (2.4)
ou k = =h estla constarte de raideur des Is. Les equationsde Newton (Z4) peuvent &tre vues

commeune condition necessaireet su san te de stationnarite de I'action (y = (y1;::;Yn,)) pour
tout depla@ment virtuel admissiblepuremert vertical y¥ = (y1; 5 ¥n,,) -

Z1 4 %nh , |
=0; 8y; avec (y)= . 2 my;” k(yj+«1 Yj)° @ (25)
j=1

, (y+"y) (y)
Z3 |, .!I!m0 m
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Alors, en faisant tendre Ny, verslinni (soit h vers dx et P vers R) dans (Z3), on obtient que
I'EDP (IZ3) est une condition de stationnarite de
Z1Z.
()= L@y (@)
0 o0
qui s'exprime sousforme variationnelle

C+"™) () 212

\ z;2
" =0; 8~ , @ @~

@ @-=0; 8'-:
0o o0 0o o0

Pour un expose approfondi des princip es variationnels en dynamique, on pourra consulter B.A.
Kup ershmidt [54], qui couvre des modeles en magnetohydrodynamique. Plus generalemert, on
obtient la formulation variationnelle d'une EDP en la multipliant par une fonction test adequate
'~, puis en l'integrart par parties en tenant compte des conditions aux limites. On est alors en
mesurede traiter desproblemestels que (Z) ou (Z2) posessur desdomainesbornes,qu'on quali e
de problemesaux limites. Cette maniere de proceder implique I'utilisation d'espacesfonctionnels
particuliers pour manipuler les distributions, les esmces de Solwlev. Ainsi, nous presenons en
sectionZTllesrudiments de la theorie variationnelle desequationsdesondeset de la chaleur, avant
de nous pender sur leur approximation numerique en sectionZZl Sansle vouloir, nous I'avons
deja utilis ee ci-dessusen assimilart une cordea un nombre ni de points reliespar deselastiques.
En e et, nous avons ete en mesure de reduire I'EDP (de dimension in nie) a un systeme de
dimension nie, mais aussid'approcher I'operateur de derivation par une sommed'operateurs
de multiplication, et d'obtenir par la un systemed'equationsdi erentielles ordinaires (EDO). Il
s'agit d'un schemaaux di erences nies, qui constituent (au moins dans certainescon gurations)
un casparticulier de la methode deselements nis , de nature fondamertalement variationnelle.

Enn, dela mémemaniere que la formulation variationnelle desmodelesphysiquespermet de
caracteriser la stationnarit e de I'action, lessolutions desproblemesde cortrdle etudiesremplissen
une condition necessairadu premier ordre variationnelle portant sur la stationnarit e du critere
Celle-la est de nie non pas par rapport a la variable d'etat, mais par rapport a la commande. A
titre d'exemple, considceronsle problemede cortrdle de la temperature d'une barre de longueur”
par un terme sourcede ni sur [0;]. Le probleme est d'obtenir une repartition destemperatures
la plus proche possiblede la distribution ' ,,, en limitant la norme de u pour modeliser le cont
de l'activation de la source:

lim
"0

. T L .
UIQL (w; o: (“)‘§ . 0k(u) Optk+E . 0kuk, Q2 .; (2.6)
< @ (tx) @ ®tx) = utx); 8(tx)2[0T] [0];
avec | "(t;0)=" () = 0; 8t2[0;T]; (2.7)
' 0;x) = ' OX); 8x 2 [0;°]:
Le gradient de la fonction co0t (Z8) s'ecrit
ra (U= +Qu;

ou estsolution du probleme adjoint :

2 @tx) @0 = "UEX) wtx): 8tx) 20T [0];
(to)= (t°) = 0; 8t2[0;T]; (2.8)

(T;x) 0; 8x 2 [0;°];
' (u) etant la solution de I'equation d'etat (Z4) pour un certaine valeur de u. C'est ainsi que la
condition de stationnarite + Qu = 0 aveclesequations (24 et [Z8) veri eescaracterisela (les)
solution(s) (u;' ) du probleme (Z8)-(Z-0). Nous presetions en section[Z3] la generalisation de ce
type de propriete a plusieurs typesde problemesde contrdle et son role dans leur resolution.



2.1. OUTILS D'ANAL YSE FONCTIONNELLE POUR L'ETUDE DES MODELES 11

2.1 Outils d'analyse fonctionnelle pour I'etude des modeles

Contrairement aux problemeshyperboliquesdu premier ordre dont I'etude mathematique est
assezdelicate (chocs...), lesequations (Z7) et (Z2) comportent l'operateur , qui genere un semi-
groupe continu de contractions par la propriete d'ellipticit ede . Avant de precisercesaspects,
on peut deja exhiber par la transformeede Fourier la structure de semi-groupe desoperateurs qui,
a une condition initiale = (' %)g k m 1 assaiert la solution (t) = (" ®(t))o k m 1, pour
m = 1letm = 2. On ramenelesequations(Z1) (m = 1) et (Z2) (m = 2) a dessystemesd'EDO.

2.1.1 Transform ee de Fourier

Aux XVI 11€ et XIX € sieclesorsquelespremieresEDP apparaissem danslesmodelesphysiques,
on commencepar rechercher dessolutions explicites (\transcendantes”) a leur formulation (forte)
newtonienneau moyen de diversoutils, dont la transformeede Fourier. Pour pouvoir de nir celles-
la dansle cadremodernedesdistributions, on consicerelesinconnues' )(t; ) dansl'espace 4 %)
desdistributions temperees Ainsi, leurs transformeesde Fourier en espaceb)(t; ) satisfort :

M (t) + 4 2k k2'b(t) = ft); 8t2 *;

@Oy = "wk; 8k2f0;:;m 1g;
ou joue le role d'un parametre. Par une extensionaux distributions desresultats concernarn les
EDO classiqueson montre que ce problemeestbien posedans ™( *; { 9)), et que sasolution
prend la forme (voir R. Dautray et J.-L. Lions [ZZ V) :

X 1 VAN
bt)=  Bn k()B+ Bt s)fXs)ds;
0

k=0

(2.9)

ou les®, (k = 0;:;;m) sort solutions desproblemes( designar le symbole de Kronecker) :
B (1) + 4 2Kk k2B, (1) 0; 8t2 *;
Ii_‘-‘l((')(O) m ki; 812f0:;m 1g:
Pour (Z) commepour (Z3), on peut calculer explicitement (I?k(t))o k m, et il existe une seule

solution ' (t;x) dans * ( *; 4 9)), donneepar la transformee de Fourier inverseen espacede
'b(t; ). Alors, la solution s'ecrit, en utilisant une matrice de convolution en espace(cf. [IZ XIV) :

(=Gt °+ (G F)1); 8t O;

ou la famille (G(t)),,r+ d'operateursde ( % 9)) forme un semi-goupe : G(s + t) = G(s)G(t).
Etudions a presen le cas borne, soit [0; '] endimension 1 pour simpli er : on peut utiliser la
transformee de Fourier a condition de prolonger' a tout ertier, par sa\p eriodisee en espace"
X
"p(x) =" (t; x)XW‘(x); avec W-(x) = (x j7) ( :mesurede Dirac):
j2z «
1 1 j X
Alors ‘cp(t; )= <'b(t; )Ws(); etdonc 'p(t;x)= <  'b(t; J\—) e
j2z
On obtient ainsi unerepresenation de l'inconnue sousforme de serie de Fourier, qu'on peut recrire
compte tenu desconditions aux limites ' (t;0) =" (t;") = 0:
X 2 i
“(tx) = yjt)sin(x); avec || = =); (2.10)
j2N
de sorte que (Z3J) et (Z4), par exemple,prennert la forme de systemesd'EDO. Nousallons voir, au
moyen des espacedle Sobolev, que cette propriete s'inscrit dans la theorie spectrale du laplacien.
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2.1.2 Formulation variationnelle et espaces de Sobolev

Dans la theorie classiquedes fonctions, I'operateur de derivation n'est pas continu, ce qui
rend d'un emploi malaise la notion de corvergencedes solutions d'EDP. C'est pourquoi, dans
la premiere moitie du XX¢ siecle, les mathematiciens commenerert a s'interessera la notion
de solution faible, au sensdes distributions. Ce point de vue fournit un cadre theorique dans
lequel la derivation est une operation reguliere au senssuivant : tout elemert de I'espace des
distributions  {) estinde niment derivable, et si une suite de distributions ( ) corverge vers

, alors (@ ) converge vers @ . En plus de cette propriete, il est utile de de nir une norme
sur l'espace considere, et que la propriete de completudeﬂ soit remplie au sensde cette norme.
C'est ainsi que les operateurs lineairesdans les esmoes de Banach, qui sort desespacesvectoriels
normes complets, veri ent, en vertu du theoreme de I'application ouverte (cf. [[I5]), la condition
de Hadamard. Par ailleurs, dansles problemesaux limites, on a besoinde de nir les distributions
aux frontieresd'un domaine (notion de trace), ce qui requiert certaines proprietes de regularite.
Enn, la denition d'un produit salaire permet d'utiliser la notion d'orthogonalite, qui procure
de nombreux avantages pratiques. Toutes cesconsicerations amenert Sobolev a de nir en 1934
un nouveau type d'espacesfonctionnels, qui donnerort naissancea la theorie des distributions,
formalisee par Schwartz en 1950. Les distributions s'imposeron deslors dans le traitement des
EDP lineaires,mais aussinon lineairescar celles-a generert, mémea partir de donneesregulieres,
dessolutions singulieres.

Si dx represette la mesurede Lebesgue,les formes bilin eairessymetriques positives

Z
)G e = @ (X))@ (X)dx; =( )1 d;
lorsqu'elles exisaert, permettent de de nir les produits scalaires ('; )np() €t les normes
STV dwey = (5 " )me() - Ainsi, les esmaces de Sotwlev d'ordre p
VA 0

HP() =n 2 9 (@ (x))%dx<1 ;8 j2f0:pg

sort des espacesde Banacd, cortrairement aux espaces P() munis de la m&me norme. On
les quali e parfois d'espacesa enemie nie car (@' )? represenie souwvert, pour une certaine
valeur de , une densite d'energiedans les problemestrait es. De plus, les produits scalairesci-
dessusen font des esm@aces de Hilbert, qui admettent une base orthonormale denonbrable (ils
sort isomorphesa |2). En gereralisart ainsi la distance euclidienne aux espacesde dimension
in nie, ils sort bien adaptes aux approximations numeriques (methades de Galerkin). Une de
leurs proprietesfondamertales est le theoreme de Riesz-Fechet selonlequel toute forme lineaire
continue sur un espacede Hilbert V s'exprime sousla forme du produit scalairepar un elemern
deV, et reciproquemert :

8L2VY% 91I' 2V =L()=(CvL; )v: 8 2V;:
8" 2V; 9L 2VvO%= ); .

1
-
~
<

1

—rr
—~

Il en resulte qu'un espacede Hilb ert peut &tre identi e a son dual, ce qui en fait un espacede
Banad re exif. On disposealors de la propriete fondamentale suivante (compacite faible) : pour
toute suite borneedansV, il existe une sous-suitefaiblemert comergeneﬁ.

IToute suite de Cauchy (' ) est fortement convergerte : 9' | Iilm i 'naj=0.
n!
20n dit que (" n) convergefaiblement vers' si8 2V, Iilm Cn;y v=0 )v.
n!
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Une consquencedirecte en est la propriete de minimisation desfonctionnelles convexes dont la
demonstration sera donnee en sectionZ3Zlb dans le cadre des problemesde cortrdle optimal.
En particulier, on a le theoreme suivant :

Si V estun espce de Hilbert, f 2 VPeta( ;) estune forme bilineaire sur V
() cortinue: 9c2 +8(; )2VZ a(; ) cj'ijvi iv;
(i) coercive : 9k2 .8 2V, a®') kjij&; (2.11)
(i)  symetrique : 8(; )Y2V2 a; )=al :');

alors le probemea(’; )= H; i, 8 2V admetune unique solution dansV.

Ce resultat s'etend aux formes bilin eaires cortinues coercifs non necessairemen symetriques
(theoreme de Lax-Milgram, [60]). On voit donc qu'il peut &tre avantageux de poserles problemes
sousforme variationnelle dans les espacedde Hilb ert. Les espacesde Soholev le permettent, des
lors gqu'ils sort choisis d'ordre su samment elewe (fonctions \r egulieres™) pour pouvoir integrer
par parties desdistributions sur desdomainesbornes. A titre d'exemple, consiceronsle probleme
de Dirichlet homogene (

f dans ;
' 0 sur@ :

Ce problemeestbien posesil'on choisit' dansH (), car,dabord, () estdensedansH?(), ce
qui permet de de nir la trace de' dansL?(@), et par consquert I'espaceH (). En multiplian t
alors la premiere equation par une fonction test'~2 H3() et enintegrart par parties (formule de
Green) sur , on seretrouve dansles conditions du theoreme ci-dessus/'ellipticit e de a resultart
de I'in egalite de Poincare (qui n'est pas valable dans H %())

xd
8 2Hg() i 9C 0 = @ Jf2y C iy :

i=1
Les espacesH P possdert de nombreusesautres proprietes fondamertales : lorsque = ", ce
sort dessous-espacesdes distributions temperees © (stables par transformation de Fourier). Par
ailleurs, les espacesHP ont des proprietes de compacite regroupeessousle nom d'injections de
Solmlev, qui interviennent dansla justi cation desproprietes spectrales de certains operateurs, ou
encoredans I'obtention de resultats de convergencedans les problemesnon lineaires. C'est ainsi
gue nous allons pouvoir expliquer la formule (ZZI0) obtenue en section precederte : ce resultat

s'inscrit en fait dans la theorie spectrale des operateurs coercifs (ou elliptiques) symetriques :

SoientV et H deuxespaces de Hilbert reelstels quel'inje ction deV dansH soit compacte,
a( ; ) une forme bilineaire sur V repondant aux conditions (ZI7). Les solutions du probleme :

a; )= (3 Jn: 8 2V (2.12)

sont les couples( j;w;j);2N, ou lesvaleurs propres ( j); forment une suite croissantedans
tendant vers + 1 , et les vecteurs propres (w;); forment une base orthonormale de l'espace H.

q_—
Ainsi, dansle casdesseriesde Fourier, la famille 2 sin (Yjx) N forme une baseorthonormale
j

de l'espaceH = f' 2 L2(]0;°[) j ' (0) = ' (*) = Og. On disposeen e et du theoreme de Rellich
(cf. [1H), qui prewit que lorsque est borne, alors l'injection de V dansL?() estcompactesi
H3O V  H?Y(). On pourra consulter [84] pour I'application de cetype de raisonnemen a
de nombreux problemesaux limites lineaires(dont (Z7) et (Z2 posessur desdomainesbornes).
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2.1.3 Estimations a priori

Les theoremesci-dessussort trespuissarts pour I'etude des problemeslineaires,une fois mis
en place les espaces fonctionnels permettant leur application. lls permettent en general de separer
les variables temps et espaceen decomposart pour tout t l'inconnue’ (t; ) sur une base(in nie)
desespacesn question, de sorte que I'EDP consiceree seramenea un systemed'EDO de dimen-
sion in nie, pour I'analyse duquel on disposealors du theoreme de Cauchy-Lipschitz:

SoientV un es@ce de BanachetF : V! 'V une application lipschitzienne :
9M 2 " =8(7 )2V3 JF() F(Q)iv M| jv: (2.13)

d' (t) = F( (1) sur *;
'@ = '°9 ent=0:

Alors, pour tout ' 22 E, il existe' 2 1( *:E) unique telle que

Une grande partie de la question reposeainsi sur I'obtention de la propriete (213), qui sert en
fait de guide dans le choix de lI'espaceV. Par exemple,si I'on multplie les problemesde Cauchy-
Dirichlet que constituent les equationsde la chaleur et desondesrespectivemert par' et @' , on

obtient apresintegration sur [0; 1] les egalites d'enemgie
1, fod 1, o, ft o
51 (Oik + . 1@ ()i ds= 5i' (O)jn + o(f (s);" (s))n ds et (2.14)
i=
5 1@ O+ @' =5 1@ O+ J@O) I+ O(f (s);@ (s))n ds: (2.15)
i=1 i=1
ou H = L?(). Alors, l'ellipticit e de dansV = H3(), et l'application au secondmembre

desinegalitesd"Y oung pour la premiere, et de Cauchy-Schwartz et de Gronwall pour la deuxieme,
conduisent aux estimations a priori (avecT t):
Z, Z:
Wi+ P eids YR+ C jf0)iGedt et
0 0
Z1
OiGi@ i C %GR . if (©if dt

oulesC 2 * designen desconstartes diverses.C'est ainsi qu'on arrive a determiner desespaces
de solutions en fonction de ceux auxquels appartiennent les donnees,et a valider la condition de
Hadamard. Pour le momen, I'existence de cessolutions n'est pas encoreprouvee, donc le raison-
nemert demeureformel (\ a priori ). Il peut cependart &tre applique a dessolutions approcheesa
variables separeesde la forme :

Kh

X)) = Y () wi(x); (Wj)j2n, basedeV;

j=1
de sorte qu'on obtient une estimation sur les solutions (' n)n, 2N qui, cette fois, existent, en vertu
du theoreme de Cauchy-Lipschitz. Il en resulte que la suite (' 1) estborneedansL?! ([0;T];H)\
L2([0; T]; V) pour I'equation dela chaleur, etdansL ! ([0; T]; V) pour I'equation desondes.De plus,
pour cette derniere, la suite (@ ) estborneedansL? ([0; T];H). Alors, la propriete de compacite
faible (cf. ZZI.Z) permet d'extraire de ces suites des sous-suitesqui corvergen faiblemert. On
obtient ainsi l'existence des solutions faibles, en demortrant que ceslimites sort bien solutions
desequations (Z1) et (Z2), et qu'elles sort uniques. Nous ne detaillerons pas cesderniers points
et renvoyons a J.-L. Lions et E. Magenes([l6€] vol. 1) pour plus de precisions.
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Le point de vue des semi-group es

SousI'hypothesede regularite supplementaire sur la solution ' (t) 2 H?(), le theoreme de
Hil le-Yosida([4Y], [99]) permet d'expliciter le semi-groupe (G(t))¢ o, et dedemortrer sacortinuite
dansl'espaceavecW = H (resp.W =V H) pour m = 1 (resp. m = 2). Pour cela, on consicere
l'operateur A de ni sur le sous-espacéd 2() \ V (resp.H?%() \ V V) note D(A), de sorte que

0 1
0

Dans les deux cas, D (A) est densedans W, et l'operateur A pos®dede plus la propriete d'étre
ferme. On est alors en mesurede de nir son spectre, et son ensenble resohant (A), qui estle
complemenaire de sonspectre dans . Alors, le theoreme de Hille-Y osida s'enonce:

@ =A soit A= resp. A =

S'il existe(!; )2 (A) avee Re( )>!,etM 1telsque
M
H I A k o k .
alors A estle generateur d'un semi-groupe G (fortement) continu sur W, avec
X Aktk .
G(t) = eM = o iIGMiLw)y Me':
k 0

Ainsi, enprenant f = 1;! = O;M = 1gsim=1letf = 2! = 1;M = 1gsim = 2, on obtient
I'existencede ( | A) 1 par le theoremede Lax-Milgram, et les estimations a priori permettent
d'exhiber I'in egalite requise. On remarquera que jG(t)j_(w) 1 quel que soit t dans le casde
la chaleur, ce qui signie que G est un semi-groupe de contractions. On peut demortrer que le
semi-groupe assost a I'equation desondespossdeegalemen cette propriete (cf. [22] Chap. XVI 1).

2.2 Calcul scientique et analyse num erique

Plus peut-etre que tout autre domaine mathematique, les equations aux derivees partielles
etaient predisposesa bene cier de l'utilisation des ordinateurs. Un des premiers travaux en ce
sens- le memoire de Daniel Bernoulli publie en 1753 - contenait deux procedes d'approximation
de la solution du probleme de corde vibrante que nous avons deja rencortres: I'un consistait a
remplacerla corde par un nombre ni de massegonctuellesrelieespar un | elastiquesansmasse,
I'autre a developper la solution en serie trigpnometrique. Cesideessort le re et de deux methodes
encoredominantes aujourd’hui en analysenumerique des EDP, respectivemert :

- la discretisation par interpolation (methodesde di erencesnies, d'elemens nis, etc.).

- la represertation dessolutions par desintegrales(transformeesde Fourier, de Laplace, etc.),

suivie d'une approximation portant sur cesrepresertations,

Dans les travaux presetiesici, trois procedes d'approximation serort utilises: les methodes des
di erenceset deselemerts nis, et les methodes spectrales (de la deuxieme categorie). Nous en
exposonsci-dessoudes grandeslignes, en guised'introduction au paragraphe331

Le calcul scierti que consistea trouv er destechniquesde resolutioninformatique de problemes
complexespour lesquelsaucunesolution explicite n'est conrue. Il estimportant de noter que cette
approche fournit souvert despreuves- qu'on appelle alors constructives - d'existence et d'unicit e
de solutions abstraites au niveau cortinu (par passagea la limite). On ertre alors dansle domaine
de l'analyse numerique, dont I'objet est d'etablir des preuves de corvergencepour les methodes
de discretisation employees.
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2.2.1 Methodes d'in terp olation
ZZTla Di erences nies

L'outil universelde resolution desproblemesaux deriveespartielles a longtempsete la methode
desdi erenas nies, dont le princip e est simple : presquepar de nition, lesexpressions

(x) (x h) (x+h)  (x)
h h

sort, pour h petit, desapproximations de @ . En soustrayant la premiere a la deuxieme et en
divisant le tout par h, on obtient une derivee du deuxieme ordre approchee centree qu'on peut
utiliser pour construire une approximation en espacede I'equation de corde vibrante (Z3). Si
I'on procede de la sorte en chaque point d'abscissex; = jh, j = 1;:;;N, avech = d et qu'on
cherche y; = ' (Xj), on retrouve simplemen le systeme (IZ4). Pour que la discretisation soit
totale, il faut egalemen ecantillonner le temps, et il reste alors a s'assurerque le schema ainsi
construit permet d'obtenir une solution approchee qui conveme vers la solution exacte lorsqueles
pasd'edhantillonnage, entemps et en espacetendent verszero. Pour cela,le schemadoit poseder
les proprietes de consistane et de stabilite. On considere ainsi le probleme modele

(deriveeretardeg et (derivee avancee)

1
@'y(t) + Ry(t) = 0; avec y= [yl:::yNh]T; et R= W( P40t 2550 o 1)1 0 Ny

qu'on edhartillonne entemps ende nissant lepas t= T=N¢, Ny 2 . On peut alors ecrire de
maniere generale le schema en fonction d'une matrice Gp( t) = (GE”( o ki m 1°:

) G i
ykin+l = GE'( tyy™"; 8k2f0;::r;m  1g;
i=0
ou Yy represette la versiontotalemert discretiseede la deriveek®™ de la solution semi-discetisee
@y alinstant n t. Le schemaest dit consistant d'ordre p en temps et q en espacesi

X .
9(p;g)2 2 = sup it + kin+l GE'( 1) = ( tP+ h9);
nik i=0

' kin etant la projection sur le maillage de la solution exacte @' al'instant n t. Enn, le schema
est stables'il existe K 0independart de t et htel quekGn( t)"k K ; 8n2

1) L'equation de la chaleur (m = 1) esttressouwent discretiseepar le -schema( 2 [0;1]) :

n+l n
L= ROY™ @

Par exemple,on montre par desdeveloppemerts de Taylor sur' quele schemad'Euler explicite
( = 0) estconsistart d'ordre 1 entemps et 2 en espace.Pour I'etude de sastabilite, il resulte
de la transformee de Fourier de I'egalite y™ = G,( t)"y? (ou l'on ainterpole y" par y") :

gr)=1 4 tee N

rva sin - ‘3:}6( )
et de la relation de Plancherel queky"k  ky%k (et donckGp( t)"k 1) si et seulemen sila
condition CFL (pour Courant-Friedrichs-Lewy; cf. [I9]) estveri ee:

h2
PR
Les mémedemarde permet de montrer que le schemad'Euler implicite ( = 1) est consistart
d'ordre 1 entemps, 2 en espace et inconditionnellemert stable.

t (2.16)
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2) Dans le casde I'equation desondes(m = 2), on utilise souvent la methale de Newmark :

8 yO;n+1 yO;n _ _ 1 _
3 — yt o tR[ oY+ (5 o)y

1;n+1 1;n
_5 y y
t

Lorsque ; = 1=2, on montre que celle-k est consistarte d'ordre 2 par desdeveloppemerts de
Taylor a l'ordre 3 sur' et al'ordre 2 sur @ . De plus, si on choisit o = 0, on obtient alors
une methode explicite qui est stable seulemen si

t h: (2.17)

= Rl +@Q 1y

En e et, par le mémetype de raisonnemen (transformee de Fourier) que pour I'equation de

la chaleur, on obtient enposant ! () = %sin 7“

2

8
- W T

3 2
Eyﬁnﬂ = Tt!“ (12 Pome 1 Tt!Z N

Ainsi, on montre que la norme spectrale (subordonnee a la norme euclidienne dans ?) de
cette matrice estinferieure a 1 seulemen si (cf. [84])

t2 5
—Ssin® — 1;
h2 2
d'ou le resultat par la relation de Plancherel.

ZZ7T11b Elements nis

Pendons-nous encore une fois sur I'exemple de la \chame elastique" (Fig. EZJ pB). Soit
| 2 f1;::;Np + 1g le numero d'un ressort compris entre les points (X; 1,y 1) et (X;;y1), et (X;y)
un point de ceressort. Ce dernier satisfait I'equationane y = ax+ b, avec
Yii Vi Yi 1 X1 YiXpo1,

a=~———= et b= :
X X X X1

quel'on peut recrire sousla formey =y, 1 1(X) +y; 2(x), avec

X

X|
1(X) = ————
X X1

X X
et H(x)= — 1.
X X1

On a ainsi decompose la fonction y(x) de I'espacevectoriel ([x; 1;x]) = Vectf1;xg sur une
baseformant une partition de l'unite:

1(X)+ 20x)=1; 8x2 [x 1;xi];

etsiK =[x, ;x],P = XK), M1=x 1etM,= x lespoints de K tels que i(Mj) = j,et
= fMy; Mg, alors I'application
P | Card
p 7' (P(M1);::5ip(Mcas )
est bijective. On dit que P est - unisolvant, et celade nit un element ni de Lagranged'ordre 1.
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En construisart ainsi pour chaqueintervalle K ' lesfonctions | et J, si on consicere I'application

o fL:sNp+1g fl;29 ! fO;:;;Np+ 19
. . 9 (7t ’
et si on de nit les fonctions de formes par
wj = iI : (2.18)

“g(hi)=]

f 2 HG([0;'Dj ki 2 l(K');lz1;::;r\|h+1g:l\/_ecNt (w;):
J h

alors

0 N|
0
Fig. 2.2{ Fonctions de forme P !-Lagrange dans H ([0;])

A l'aide de cette base,on peut chercher une approximation en espacede la solution' du probleme
continu sousla forme

X1 X2 Xj

Nh
X)) = y(Ow(x); avec yi(t) =" alxj;t):
j=1

Ainsi, la discretisation de la formulation variationnelle en espacedu probleme (Z3) :

Z . Z .
& e 2% 52 mi): 820
dansV, = Vect; | n, (w;) s'ecrit
“ ‘@n @ _

@ o h'~nt @& @& 0; 82 V,; 8t2][0;T]:
Matriciellement, on obtient - avecune deriveetemporelle d'ordre quelconqueet un secondmembre
interpole dans Vi, de composartes [f ] dansla base(w;) : ' '
VAN Z - :
MyM(t) + Ry(t) = M[f,](t); avec M = Wi W3 et R= @ @y
0 3 o & @

Comme dans le paragraphe precedert, on peut achewer de discretiser ce systeme d'EDO par
di erences nies en temps. Cette methode se generalise aisesmen, d'une part, en dimension
superieure, et d'autre part a des supports K| de tailles di erertes, c'est dire a des maillages
spatiaux non structures Elle est quali ee d'approximation interne ou de Galerkin parce qu'elle
approche la solution exacte dans un sous-espaceectoriel de son espaced'existence.

En dehorsdeselemens nis lagrangiensd'ordre 1, qui serort au certre des methodes de si-
mulation preseneesici, il existe de nombreux autres elemerts nis, adaptes a divers types de
problemes. L'avantage des elements nis sur les di erences nies appardt dans les problemes
dont la geonmetrie du domaine de de nition requiert d'utiliser un maillage non structur e. On peut
d'ailleurs interpreter lesdi erencesnies commeun casparticulier deselemerts nis danslequel,
d'une part, le maillage est structure, et, d'autre part, la matrice M est approchee par une qua-
drature particuli ere, qui donne lieu a une version diagonalede M (masslumping, cf. [29)).

Ainsi, dansla resolution du modele non lineaire, nous utiliserons la methode tr esrepanduequi
consistea discretiser le temps par di erencesnies et I'espacepar elemeris nis.
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ZZTlc Resolution des systemes lin eaires

Apresdiscretisation totale, les deux methodespreseneesici conduiser souvent a dessthemas
du type (pour les problemesdu premier ordre en temps) :

1 1
—~M+ R y'tl = Mz + —tM+( )R y";

qui requierert ainsi de resoudreen chaquetempsi t un systemelineaire de la forme Ax = b. La
taille N de l'inconnue numerique x etant de l'ordre du produit du nombre d'inconnues scalaires
par le nombre de points d'interpolation, il se peut que x ait plusieurs milliers (voire millions)

de composartes. Nous aurons typiquemert N ' 10° dans les applications. Il est donc primordial

de choisir une methode d'inversion du systeme lineaire performante. Les methodes directes (du

type elimination de Gauss) ne sort pas e caces compte tenu de la structure des matrices, en
gereral creuseset en bandes.En e et, ellesont pour e et de transformer la matrice creuseen
matrice pleine, ce qui est embarrassart du point de vue de I'occupation memoire. C'est pourquoi
on emploie plut®dt desmethodesit eratives, reposart sur une modi cation progressiwe de l'inconnue
a partir du residu du problemery = b AXg, si on note xi l'inconnue apresk iterations. La
plus simple est I'algorithme de Richardson stationnaire : en de nissant par P et N deux matrices
positivestelles que P soit inversibleet A= P N, on e ectue

Xke1 Xk + P lry (2.19)

ou 0 est x e. L'interét de cette technique est de ne pas traiter directemert la matrice
A, mais plut®dt un probleme pos®dart des proprietes de vitesse de corvergenceaccruespar le
premnditionneur P. Les methodes de di erenceset d'elements nis, en e et, conduisern a des
matrices d'autant plus mal conditionneesque la disctretisation est ne. Cet aspect estenrelation
avec le spectre de la matrice, qui fait intervenir le pasdu maillage (cf. EZ1Ila, ZZ3). On renvoie
a [83 et [85] pour une description detaillee, ainsi qu'en sectionB:32Z] pour un exemple.

2.2.2 Decomposition spectrale

Comme nous l'avons vu enZ12], les vecteurs propres de certains operateurs constituent une
baseorthogonalede certains espacegonctionnels utiles pour I'analyse (contin ue) de certaineseDP.
C'est notammert le casdesequations du type desondes,de la chaleur, de I'elasticite lineaire ou
encorede I'hydrodynamique. Dans le casou I'on peut calculer cesvecteurs propres, d'une part
il est possible de determiner par projection les composartes du menbre de droite sur la base
qu'ils forment, et d'autre part I'equation se trouve grandemen simpli ee apres substitution de
l'operateur par une \matrice diagonalein nie". Par troncature de la basedesvecteurspropres, le
problemeseramenea un systemed'EDO qu'on peut resoudrepar di erencesnies (cf. [[84]).

Les methodes spectrales, comme les methodes d'elemerts nis, rentrent ainsi dans la classe
des approximations internes. Elles ont longtemps ete I'un des principaux outils de la physique
mathematique (etudes de stabilite a l'aide des modes propres), et s'etendert aujourd’hui a des
situations ou la diagonalisation mise en uvre ne porte pas sur un operateur en particulier
(polyndbmes de Legendre etc., cf. [9]). Par ailleurs, elles sort tres puissartes pour ['etude du
caractere bien pose desproblemes,celle-b ne necessitah pasla connaissancesxplicite du spectre
mais seulemen son existence. C'est le cas par exemple dans 'analyse contiinue des equations
dela MHD lineaireset non lineaires(cf. B). En n, ellessort utiles dans I'analyse numerique des
methodes(voir le paragraphesuivant). Pour notre part, une methode spectrale seramiseen uvre
dans la discretisation spatiale du problemelineaire (chapitre B).
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2.2.3 Resultats de convergence

Les methodesvariationnelles de discretisation spatiale, de type elemerts nis ou decomposition
spectrale, procurernt enfonction de h (ou Ny,) desordresde corvergencesur |'ecart entre la solution
de I'equation et saversion numerique a l'instant t. Si l'on utilise alors desdi erences nies pour
discretiser le temps, des argumerts de consistanceet stabilite (cf. E2ZTla) permettent d'etablir
desordres de corvergencepour la discretisation totale (c'est a dire egalemen en fontion de t).

On consicere pour celaun ouvert borne 2 9, etonnote ( j;v;); 1 unesolution du probleme

spectral (cf. ZTZ]) : 7 7
r' r'~= '~ 82 HE()

telles que (vj) forme une basede Hd() orthonormale dansL?() et orthogonale dans H ().

Alors, la solution du probleme (cf. P.-A. Raviart et J.-M. Thomas [84])
z z z

@ '~+ r' or'~= f'- 8-2Hj() ;

est donneepar (on note ( ; ) le produit scalaireL ?())
X Zy
)= (%Gv)e i+ (fF(s);v)e i8S sim=1;
i1 0
_P—
et (enposart ! = i)
Zt
. (fF(s);vj)sin(tj(t s)) sim= 2:

() = X (" %vj)cos(! jt) + Ii_(' Lv)sin(!jt) +
¥ ¥

i1
Les mémesresultats sort valablesdans des sous-espacede dimension nie V, de H3(), comme
celui engende par la decomposition spectrale ci-dessustronqueepour j > Ny, ou encorepar une
methode d'elemerts nis lagrangiensd'ordre 1. Dans ce dernier cas,si l'on suppose polyedrique
et partitionn e en n-simplexesde diametre inferieur a h, alors, pour toutes fonctions' 2 H1() et
leur versiondiscrete' 2 Vj, il existe une constarte c2 * telle que
L P N (K LU B Q) ch?j' juz(y :
h h
Ainsi, on est en mesure d'etablir la convergencedes schemas en temps explicites (cf. ZZ2ZTla)

d'Euler pour I'equation de la chaleur et de Newmark pour I'equation des ondes. Si I'on note
h = ma>'\§ j » alors sousles hypothesesde stabilite
h

1]
th 2sim=1et t>, 4 sim=2; (2.20)

il existe une unique solution au probleme (Z) (resp. (Z2)) discretise dans ce cadre, qui, pour des
donneessu samment regulieres, satisfait I'estimation d'erreur :
'R0 Dizy O R %z thP+ ot
resp.
T (9 IR S © I S TR YOS A S IR YO W G S

On notera qu'en dimension 1 et sur maillage structure (cf. ZZIla), on retrouve les conditions
([Z19 et (ZI0) a partir de (Z220), etant donne que les valeurs propres de la matrice R sort dans
ce casmajoreespar 4=h? (cf. R. Dautray et J.-L. Lions [2Z] I11).
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2.3 Controle optimal

2.3.1 Notions d'automatique

Modi er lesparametresd'un systemedansle but delui faire adopter un comportement prescrit
constitue, pourrait-on dire, le quotidien de n'imp orte quel €tre humain ou saociete. Pour limiter le
plus possiblecesintervertions, il estlogique de chercher a maximiser l'autonomie du systemeen
le rendant plus \in telligent". L'exemple le plus ancienremonte a Heron d'Alexandrie, qui mit au
point la fontaine a vin, destinee a maintenir une hauteur de boissonconstarte dans un recipiert
au | desprelevements qui s'y font, en reliant un otteur a une soupape par un mecanismede
levier. Ce dispositif comporte toutes les caracteristiques usuellesd'un sysieme commancke :

- une donnee d'entree (consommation de vin), qu'on ne matrise pas,

- une variable d'etat (hauteur de vin), dont on veut qu'elle prenne une certaine valeur,

- un actionneur (soupape), qui permet de modi er la variable d'etat

- un observateur( otteur), qui mesurel'etat du systeme

- une retroaction (levier), qui assaie a la mesureune certaine valeur de I'actionneur.

C'est ainsi qu'on appelle sysiemela transformation (naturelle) qui determine les variables d'etat
a partir desdonneeset desactionneurs, et correcteur le dispositif (humain) constitue de I'obser-
vateur et de la retroaction :

donnees(f ; yo; :3) variable d'etat (y)
SYSTEME CORRECTEUR
commande(u)

Fig. 2.3{ Systemecommance

Nous nous placonsici dans un casideal, ou les imperfections de I'observateur, de l'actionneur et
de la retroaction (qui sort deselemerts physiques)ne sort pas prisesen compte dans le modele.

Dansle casou f (t), y(t), z(t) et u(t) sort desvecteursde dimension nie , et ou le comporte-
mert du systeme peut etre modelise par desequationslineaires,ce type de problemerentre dans
la classedes systmesdynamiqueslin eaires autonomes(A et B sort desmatrices reelles):

y(t) i Ay-(t) + Bu(t) + f(t) sur[0;T]; (2.21)
y(0) = vyo:
Dans ce cadre, la theorie desEDO montre que |'etat estrelie a la commandepar la loi

Z
y(t) = G(t) yo + ot G(t s)[Bu(s)+ f(s)]; avec G(t) = e:

L'objet de I'automatique est alors de trouver une loi de commande(en boucle fermee)

u(t) = F[t; y(t)]
pour construire une retroaction (ou feedback) permettant de minimiser un certain critere (u) =
(y(u); u), commepar exemplele problemede poursuite (tracking) visant a minimiser, sur l'inter-
valle [0; T], I'ecart z(t) = y(t) Yo.x(t) entre y et une trajectoire donneey,, :
Z71 1h i
1
> kz(t)k? + u(t) T Qu(t) dt ; (2.22)

ou 2 *, etQ estunematrice symetrique de nie positive qui quanti e le co0t de la commande.
Il s'agit la d'un probleme lineaire-quadatique, dont la theorie a ete dewveloppee dans les annees
1940-50,notamment par R.E. Kalman [54], L.S. Pontry agin [82] et R. Bellman [7].

(u) = 5 kz(T)k? +
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Ainsi, la premiere question qui se poseest celle de la contrdlabilite, a savoir, etant donne deux
etats arbitraires yg et yT, existe-t-il une commandeu(t) telle quey(T) = yt ? Le critere de Kalman
permet d'y repondre en donnarnt la condition necessaireet su san te de cortrdlabilit e

En supposart cette condition remplie, existe-t-il une commande u(t) joignant yo a yt qui, de
plus, minimise le critere (u) ? C'est le probleme du contrdle optimal. Ici, cette propriete a lieu
(et la commandeoptimale est m&me unique) car la fonction est -convexe la matrice Q etant
symetrique de nie positive. Il reste alors a obtenir la commande, en resohant un systeme qui
caracterise la solution u, et si possible la determine. Le principe du minimum de Pontryagin
conduit a des conditions neessaies] d'optimalite : pour que la commandeu d'etat assaie y(u)
soit optimale, il faut qu'il existe un vecteur adjoint p tel que (voir par ex. [31])

p(t) ATp(t)  z(t);
p(T) 2(T);

et que la fonction de Pontryagin du systeme atteigne son minimum en (y; u; p) :

(2.23)

He(y;p;u) = Inf He(y;p;v); avec Hp(y;p;v) = %(kzk2+ viQu) + p' (Ay + Bv+ f):

Les conditions necessairegl'optimalit e seresumen ainsi par
8

2y = @He(y;p;u);
> = @He(yipiu); (2.24)
© 0 = @Hp(y;p;u);

qu'on peut encoreexprimer par la stationnarit e de la fonction de Lagrange

ZT
@ =@ =@ =0; aec (uy;p)=J(uy) . p'(y Ay Bu f):

Il est par ailleurs possibled'expliciter la loi de commandepar le biais de la resolution d'une
equation matricielle (de Ricatti), mais dans notre contexte (voir ci-dessous),il est inutile de
detailler cet aspect. De méme, l'approche de la programmation dynamique de Bellman, base
sur la theorie de Hamilton-Jacobi, ne serapas abordeeen raison de soncodt numerique trop elewe
dans les problemesde contrdle qui nous interessen

Remamue : le principe du minimum est souvent appele le princip e du maximum : si I'on change
le signe desvariables adjointes p, il faut maximiser et non minimiser le hamiltonien (cf. [[9€])

H(yipv) = pT (Ay + B+ 1) 2 (kzk?+vTQu):

Cet autre formalisme correspond a celui du probleme de Lagrange (cf. V. Alexeevet al. [2]) :
8 Z:

<wvouwwm»! extr ;
(ty(t);y() =0; y@©)=yo;, Y(T)=yr:

En mecanique, lorsque L represerte le lagrangien d'un systeme (di erert de la fonction de
Lagrange), I'objet de ce probleme est de caracteriser les trajectoires qui rendert stationnaires
l'action  souslescontraintes = 0. Le principe du maximum de Pontry agin est alors utile
pour traiter descortraintesdu typey = g(t; y(t); y(t)) (non holondmes. Lesvariablesadjointes
sort encore appelees des multiplicateurs de Lagrange et les conditions d'optimalit e (Z2Z39)
prisesavecH (y; p;y) = p'o(y;y) L(y;y) ala placede Hp les equationsd'Euler-Lagrange

3et su san tes dans ce cas precis
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2.3.2 Position du probl eme

Nous venonsde decrire un moyen permettant de commanderle comportement d'un systeme
de dimension nie au moyen d'un actionneur u apparaissam dansle secondmenbre de I'equation
d'etat. La demarde a consisi, apres s'etre assue de l'existence et de l'unicit e de la commande
pour le critere donne, a resoudretrois systemesdi erertiels ordinaires pour obtenir le resultat.
Nous avons par ailleurs mentionne la possibilite d'obtenir la loi de commandepar l'intermediaire
de I'equation de Ricatti, ou encorede traiter le probleme par la methode de la programmation
dynamique. Dans certainessituations, l'automatique peut s'etendre a desproblemesde dimension
in nie , danslesquelsl'equation d'etat est une EDP et represerte ainsi un systeme a parametres
distribues Danscecadre,la theoriedu cortrdle optimal secomplexi e notablemert, sur la question
de la contrdlabilite commessur cellesde I'existence et de I'obtention de solutions.

Z3Zla Controlabilit e appro chee

La regularite minimale ' 2 H! dessolutions desEDP que nous etudions (cf. ZZL3)) empede,
par exemple,d'atteindre un etat cible moins regulier' ,,, 2 L? dansle probleme (Z8)-(Z3) :

1 Z1Z- 0 Z:Z-
- = ' ' 2, % 2. .
UIQL (w); ou (u)—20 0k(u) Optk+2 . 0kuk, Q2 ,;
8 .
<@@tx) @ @Ex) = utx); 8tx) 2 [T [0];
et' (u) esttel que . "(t;0)=" (1) = 0: 8t 2 [0;T];
' "O;x) = X)) 8x 2 [0;]:
qui est une version distribu ee du probleme d'automatique (ZZ2)-(ZZ1) avec A @ B |,
f Oet = 0.Eneet, pourtout T, il estimpossibleque' =" ., cequi signi e quele systeme

commandck ne satisfait la condition de contrdlabilite exacte En revanche, on peut deceler une
propriete de contrdlabilite approchee si I'on imposea u d'ewluer dansU = L2([0; T];L2()). En
e et, enayant recoursa l'etat adjoint de ni par (Z8), on demortre alors (cf. J.-L. Lions [64]) que
' (u) parcourt un espaceZ densedans|'espacecible L2([0; T];L2()). Ce resultat s'appuie sur un
corollaire du theoreme de Hahn-Banad (cf. [22] Chap. VI), selonlequel un sous-espace&ectoriel
Z Y estdensedansY si et seulemen sitoute forme lineaire cortinue sur Z qui s'annule sur'Y
s'annule sur Z tout ertier. Ainsi, on choisit pour la forme lineaire en question un elemert  de
ZT (thercemede Riesz), et on consicere la solution du probleme

E @ (t;x) @ (t; x) (tx); 8(t;x)2[0;T] [0°];

(0= () = 0; 8t2[0;T];
(T;x) = 0; 8x 2 [0;7]:
Alors ARy AN Z,:Z- Z+1Z-
8'22; 0= (@ @) = @ @)= u;
0 o 0 o 0 o
donc necessairemen = 0 puisqueu est arbitraire. Il enresulteque = 0 sur L2([0; T];L2()).

On dit alors que U est I'ensenble des commandesadmissibleset Y I'ensenble atteignable Par
densite, I'etat cible ' ,,, peut alors etre approche sousla forme

Cu)(t) 2 ([ ] 8" > 0:

La question de la cortrdlabilit e exacte se posedans de nombreux problemes(cf. R. Glowinski
et J.-L. Lions [43 [44], J.-M. Coron [1g], A.V Fursikov [3€]), comme par exemple lorsque la
commande n'est de nie que sur le bord d'un domaine, ou lorsque I'etat n'est disponible qu'a
travers un obsenateur (observabilie). Pour un choix corvenablede U, desargumerts de densite
permettent alors de seramener evertuellement a un probleme de contrdlabilite approchee.
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Z23Z1b Minimisation de fonctionnelles convexes

En dimension nie, la compacite du domaine de de nition et la continuite du critere assurert
gu'il atteint sonminimum. Dansle casdesEDP, on perd la compacite et seulela corvexite permet
d'obtenir des gagesd'existence et d'unicit e sur la solution optimale. On considere pour cela un
ensenble U, sous-espaceorvexe ferme d'un espacede Hilbert U. Soiert b une forme bilin eaire
symetrique, cortinue et coercive sur U (ou -corvexe:9 > 0;8v2 U; b(v;v) kvka), M une
forme lineaire cortinue sur U. Alors il existe une unique solution u 2 U, au probleme:

df I 3w = Y M) (2.25)

L'unicit e resulte immediatemert de la coercivite de b, qui implique la stricte corvexite de J. Au
sujet de l'existence, la coercivite de b implique que toute suite minimisante pour J est bornee.
Soit (vy) une telle suite. Comme U est un espacede Banach re exif, on peut extraire (cf. ZZIZ)
de (vn) une sous-suite(vy,) qui corverge faiblement versu. De plus u 2 U4, du fait que U,, est
faiblemert ferme, car ferme et corvexe. Ainsi :

: . . . )
mI!En J(Vm) = v2|rl1jfad J(v); avec vpy U 2 Uy:
Enn, lesfonctionsv 7! b(v;v) et v 7! M (v) sort, au sensfaible, respectivemert semi-corinue

inferieuremen (car elliptique) et cortinue; il en resulte que J est elle-meéme faiblemert semi-
cortinue inferieuremen, donc (voir [15)) :

Iinrnlinf J(Vm) J(u); cequiimplique J(u) = v;rbfad J(Vv):

Z32Zlc Condition necessaire et susan te d'optimalit e

La fonctionnelleJ admetunea ne minorante ( M), doncune sous-di erertielle entout point
de U, etant donne gu'elle est cornvexe. Elle est de plus cortinue donc admet une derivee au sens
de Gateaux J° donnee par

(\] O(U);U’)U = ‘!i'mo \](U + “t:') \](U) :

On peut ainsi ecrire la condition d'optimalit e
8v2Uy; 8 2]0;1[; J(u) J({(L DHu+ v)
sousla forme Jqu) (v u) 0; 8v2 U, soit
buyjv. u) M(v u); 8v2 Uy: (2.26)

L'implication reciprogque :
blu;v. u) M(v u) ) J(u)= Inf J(V)
v2Ugqq
sedemortre sanspeine.La caracterisation (ZZ8) dela solution optimale u porte le nom d'inequation
d'Euler. Nous allons voir gqu'elle s'etend au cortrvle optimal des systemes gouvernes par des
equations elliptiques.
Remarue : lorsqueU,, = U ou u 2 U, la condition (Z2Z8 prend la forme :
b(u;v) = M(v); 8v2 U,:

C'est I'equation d'Euler du probleme (ZZ9). Sasolvabilit e avait deja ete mentionneeen section
[ZT 21 dansla presetation de I'etude desmodeles.
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2.3.3 Cas elliptique

Soiert 2 9 un ouvert borne, H et V deux espacedle Hilbert tels que :
V. H=H? V% avecinjections denseset cortinues.

(on identie H a sondual). Considerons par ailleurs les formes cortinues a et L respectivemert
bilin eaire coercive et lineaire sur V. D'apresle theoreme de Riesz (cf. Z1.Z]),

91f 2VO = L(~Y) = (f;~); 8-2V:

On poseen fait une hypotheseplus forte sur L, a savoir f 2 H (c'est pourquoi on a pris le produit
scalaire L? dans le membre de droite). Le lemme de Lax-Milgram assurel'existence d'une unique
solution ' 2 V au problemeelliptique :

a, = =1("-,;, 8-2V:

La forme a est cortinue par rapport a chacunede sesvariables, donc en utilisant une nouvelle fois
le theoreme de Riesz,on lui assaie un operateur L, 2 (V;V9, et on poseA = L,, desorte que
le problemepreacden estequivalert a

A =f:

(par exemple, dans le cas du probleme de Dirichlet homogene: H = L2(), V = H}() et
A = ). Enn, ondenit un operateur coercif Q 2 (U) (8v 2 U; (Qv;V)y kvka), ainsi
qu'un etat-cible ' ,,, 2 H pour de nir le problemede contrdle optimal :

1. . 1
g v au =5 W “endf + 5(QVIV)U (2.27)

et ' (v) esttel que A =f+v: (2.28)

E33la Premi ere caract erisation de l'optim um

Grace a l'existence d'une solution a I'equation d'etat (Z2Z8) posse avec v = 0, nous allons
montrer qu'un tel problemepeut seramenera la minimisation d'une fonctionnelle convexe comme
expose precedemmen. On a :

1. . 1
M=5rm O+ O - o 5 (Qviviu
et sil'on posea presen
b(u; v)

M (v) fo (0T (V) (O, (2.29)

T 0 (v O+ QU

du fait de l'ellipticit e de Q, qui implique celle de b, on peut traiter le problemeen sesenant des
resultats dessectionsiZ3Z1b et[Z3Zlc. En e et, le critere s'ecrit :

()= Sbv) MO+ 50 O

dont la minimisation est equivalerte a celle de J (v).
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E2331b Caract erisation par I'etat adjoin t

LorsqueU,, 6 U, nousn'avonsqu'adisposition I'in egalite (Z22286). C'est une condition necessaire
et su san te de solvabilit e du problemede contrdle, qui merite d'etre developpeedansle cadredes
hypothesesintro duites ci-dessus.On reecrit la di erenceentre b(u;v  u) et L(v u) en faisart
a nouveau appel au theoreme de Riesz, qui permet de de nir I'isomorphisme canonique de U
sur UC Celui-la est necessairgoour exprimer le produit scalaireen fonction du produit de dualite
(et vice-versa), du fait qu'on n'a pasidenti e U a sondual. Ainsi, on a la propriete que pour tout
u2 U, (u;v)u = h u;vigey; 8v2 U. On commencepar substituer v par v u dans (ZZ9) :

bluivo u)y=h"(u) ();" (v u) "(O)igoy*+ (Quiv Uuy;
M(v u=hle ") (v u) "Oiyoy:
Il vient alors:
blu;v u) M(v ou)=h'(u) ")t (V) T (Wiyey + (Quiv u)y

Nousintroduisonsa presen I'operateur A adjoint de A (extensionde la transpossed'une matrice
a la dimensionin nie), et appellonsetat adjoint la solution (v) du probleme adjoint :

A ="(V) "m: (2.30)

A l'aide de cette nouvelle inconnue, il ressortune condition necessairesur la deriveedu critere ne
faisart plus intervenir ' (v) :

bu;jv. u M((v u , ( Y(@U+Quyv uy 0; 8v2Uy; (2.31)

qu'on appelera desormaiscondition d'optimalite. C'est ainsi qu'on arrive a etablir, comme dans
I'exemple en dimension nie (22Z4), un systeme de trois conditions d'optimalit e en regroupart
ZZ9, (Z30 et (Z3D). Dans le cadre strictement elliptique gue nous venons de presetter, la
commandeoptimale est determinee par la solution de ce systeme.

Enn, on notera que le probleme peut sevoir sousl'angle de la recherche d'un point-selle en
optimisation souscontraintes : si on de nit la fonction de Lagrange par

L(u; )= (u) h F(iyyo; ou Fuy= A (u f u;

: U ! VO (sousla condition de qualication que Yu) :V ! U%soit un operateur lineaire
borne surjectif, cf. M. Burger [17]) alors (ZZ)-(ZZ9 est equivalent au probleme

inf sup L(u; ) quiimplique @L(u; )= @L(u; )= 0; (2.32)
u2U oy
ou encore
@ Gu)=@ (G u)=@ (5 u )=0;
aec (G u )= (bu h; (GCwi; Gu= A f u

La propriete ([Z33) est I'extension en dimensionin nie du theoreme de Kuhn-Tucker dans le cas
descortraintes d'egaliteﬂ (cf. [56]). Celadonneun moyen pratique d'etablir la forme du probleme
adjoint (@ = 0), auquel nous aurons constammern recoursdans les applications (cf. Bl et B)).

*F = (fi)1 i n,avecf; :U! R :la condition de qualication est alors I'ind ependancelin eaire desf .
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2.3.4 Probl emes d'evolution

De mémeque dansle caselliptique, housexposonsa presemn brievemert une extensiondu prin-
cipe de Pontry agin aux systemesgouvernespar desEDP paraboliquesou hyperboliques,donc avec
commande,etat et multiplicateurs de Lagrangede dimensionin nie. Danslessectionspreaedertes,
nous avons mis en evidencela structure de semi-groupe continu de contractionsd de la famille
d'operateurs (G(t)),,g+ qui a une condition initiale asseiert la variable d'etat a l'instant t, sur le
plan cortinu (ZZL3)) commesur les plans discret (ZZ1Ila) et semi-discetise (Z2Z3]). En resune,
consicerant un espaceale Hilb ert W, nousavons pu expliciter G(t) par songenerateur in nit esimal
A2 (W) sousla forme

(t)=G(@t) °+ (G F)1); 8t 0; avec G(t)= et

34la Existence de contr'oles optimaux

Dans le casde I'equation de la chaleur (W = H = L%(), A = ), cesemi-groupe est par
ailleurs compact, du fait de la compacite de saresolvante(1  A) ! (cf. ZZI3)), elle-mémepermise
par le choix de l'espaceV = HE() et l'ellipticit e de . Ainsi, et sousdautres hypotheses
techniques que nous ne detaillerons pas ici, un probleme de contrvle optimal de la forme (ou
M(;' ();u()) 2L%0;TD, g2 ([0;T];H U)et estunsous-espacéermecornvexedeH H):

Z1
Inf o (u); ou (u)= . M(t" (u(t)); u(t)) dt; (2.33)

et ' (u) esttel que @ (t) = A" (t) + g(t;" (t);u(t)); (" (0);" (T)) 2 (2.34)
admet au moins une solution (cf. X. Li et J. Yong [62]) si G est compact. L'unicit e, en revande,
n'est pas etablie. On notera que ce modele permet de traiter desproblemesnon lineairesdomines
par un operateur ellitptigue, comme par exempleles equations de Navier-Stokes (cf. B1l), et que
la contribution de la commandea I'equation d'etat n'est plus regie par une relation lineaire.

L'equation desondes,en revande, n'est pasregiepar un semi-groupe commclﬁ, pour la simple
raison que c'est en fait un groupe (cf. [ZZ] Chap. XIV). On peut cependart demortrer l'existence
de commandesoptimales en ayant recours a la formulation variationnelle de I'equation et aux
estimations a priori appligueesau systeme commance.

2341b Princip e de Pontry agin

Si l'on suppose, dans le probleme (Z33)-(Z39), que A est le generateur d'un semi-groupe
continu, que M et g sort cortinOment di erertiable au sensde Frecet par rapport a la variable
d'etat, et, de plus, qu'il existe une constarte C > 0 telle que pour tout (t;'; u) 2 [0;T] H U:

jre Mt wjsjreg(t s wjs JM (6 0;u)j; jo(t; O;u)j  C;

alors, le princip e de Pontry agin s'applique au probleme (Z2:33-(Z34), sousresene que l'ensenble :
Z

= L MW= or @I gs (uE)dsit2 0T (o 92

soit de codimension nie dans H (cf. X. Li et J. Yong [62]). On notera que la propriete de
compacite du semi-groupe n'est pas requise; ainsi, le principe est egalemen valable pour les
problemeshyperboliguesen remplacant ' par dans (Z33-(2Z33).

®Pour son extension aux problemesnon lineaires, on pourra consulter par exemple R. Temam [95] ou le raison-
nemert est applique aux equations de Navier-Stokes.
®mais possde des propri etes de contrlabilit e exacte (cf. [65]), contrairement a I'equation de la chaleur...
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Ainsi, lesconditions necessairesl'optimalit e prennert la forme, si u(t) estla commandeoptimale :

4 4
=D (M AEY s (uE); (9, ds &6 IM(S (9u(s)ds
t t

avec' solution de (Z339), et

Hp(; u; )= V'?L Hp(; v; ); avec Hp(; u; )=M(( u)y+ A +9(; u) L

qu'on exprime encorepar la stationnarit e de la fonction de Lagrange par rapport ' , u et

Zq
@ =@ =@ ; avec (5 u )= (T u . Guw, o GCw=@ A dJ;u:
(2.35)

2.3.5 Mise en uvre

Il existe essetiellement deux grandesfamilles de methodes pour determiner la solution d'un
probleme de cortrvle optimal : les approches deterministes et les approches stochastiques (algo-
rithmes genetiques etc.). Cesdernieressort bien adapteesa la recherche d'un minimum global,
mais souwvent trop codteusesdansle domaine dessystemesgouvernespar desEDP, qui requiert une
discretisation de I'equation d'etat conduisart a desproblemesde grande taille. Dans la premiere
categorie, on distingue principalemert trois typesde methodes, a savoir :

- le calcul direct de la commande optimale en fonction de I'etat par une loi de commande

(cf. Z3I)) qui requiert de resoudrel equation de Ricatti,

- la recherche d'un minimum local en resohant le systeme de Pontry agin (Z:39),

- la methode de la programmation dynamique, basee sur la recherche de solutions de viscosite

(cf. M.G. Crandall et P.-L. Lions [20]) a I'equation de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Dansle premier cas,la versionen dimensionin nie de I'equation (integro-di erertielle) de Ricatti

(cf. J.-L. Lions [64]) seprete di cilemen t au calcul numerique, tandis que dans le troisieme, c'est
encorela taille des problemesqui compromet son utilisation. On rencortre plut®dt I'approche de
la programmation dynamique en contrdle stochastique, ou encore dans les problemes en temps
discret, commeen logistique par exemple.

C'est ainsi qu'on adopte la methode de Pontry agin pour determiner un minimum local (qu'on
espereglobal...) au moyen du systemedesconditions necessairesd'optimalit e. Celui-la peut para‘tre
ardu car triplement couple, maisil estpossiblede cortourner la di cult e enutilisant une methode
it erativ e pour minimiser . Une premiere idee peut consistera calculer son gradiert en l'appro-
chant par di erencesnies connaissam savaleur pour deux commandesdonnees,mais on s'apercoit
que celarequiert d'utiliser un pasd'ecantillonage trop n et conduit a un co0t prohibitif entemps
de calcul. En revande, la resolution du probleme adjoint pour une commande (et donc une va-
riable d'etat) donnee s'avere tresinteressate, car elle permet de calculer le gradient du critere
de maniere beaucoupplus e cace que par di erences nies. On disposealors de I'ensenble des
methodesde minimisation (methode de gradiert, gradient conjugue, Newton, quasi-Newton) pour
un expose approfondi desquelleson renvoie a D.G. Luenberger [68] ou F. Bonnanset al. [14].

A ce stade, on se retrouve encore face a deux possibilites : calculer le gradient du critere
discretise, ou discretiser une formule cortinue du gradient, dont nous allons a presen expliquer
l'obtention dansun cadre formel.
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Z35la Calcul du gradient de la fonction co0t par la metho de de l'adjoin t

Exprimons la derivee directionnelle du critere  donne par (Z2Z9) :
(l + "I""‘;u + "U’) (l; u) .

r (u);o y = ,!l!m - . soit
roie o= (W e Dn + (Quitu; (2.36)
ou '~ est solution du systeme des equations de sensitivite :
ru ('; u) =0 , |!i,m0 ( + “‘;U+" U’) (; U) = 0: (237)

le systeme etant gouwverne par |'equation .d'etat ("; u) = 0. Cette approche ne fournit pas d'ex-
pressionexplicite du gradient, du fait de la presenceale'~: pour obtenir r  (u), il faudrait resoudre
([Z3D danstoutes les directions ¢ ..bmais on derEortre la propriete

r (u=Qu ; @ (y;u) lorsque @ (5 u; )=0: (2.38)
En e et, compte-teru de (Z33) :
(+"5u+e ) (),

r (u;a = lim
() u "o

donc, en deweloppart au premier ordre :
D E D E D E

ro(ue = @(@Gu e + @ (5 u )~
etcomme@ (; u; )=0:
D E
rw=a@ (5 u) =Qu ;@ (5 u)
Nous disposonsainsi d'une expressionde r (u) exploitable : une fois obtenu par la resolution
gie I'equationd'etat et du probleme adjoint (qui est en gereral un peu plus simple), le calcul de

- @ (; u) sefait sansdicult es.

-351b Discr etisation et optimisation : dans quel ordre ?

Pour calculerle gradient du critereenvue de lancer une procedure d'optimisation, un premiere
possibilite est d'appliquer cette methode telle quelle en construisart le problemeadijoint au niveau
cortinu, puis en le discretisant de la m&me maniere que I'equation d'etat, et en n en calculart le
critere a partir des donneesdiscretes et de la formule continue (Z39). Il reste alors a lancer un
programme de minimisation en dimension nie a partir desdonneesapprocheesde u et (u).

L'autre option estd'etablir desconditions d'optimalit e endimension nie a partir del equation
d'etat et du critere discretises. Il existe pour cela deux methodes, a savoir par le mémetype de
raisonnemen qu'en Z3T] ou en generant directemert le probleme a partir du code source du
critere et de I'equation d'etat par di erentiation automatique (cf. . Danaila et al. [Z1]).

L'avantage de la deuxieme approche est qu'elle traite un probleme dans lequel les versions
discretiseesdu gradient et du critere secorrespondert exactemen, cortrairement au casprecedert
ou ellesetaiert construites a partir des conditions d'optimalit e continues. L'inconveniert est une
implemertation qui n'est pas toujours pratique (cf. M.D. Gunzburger [45]). Un bon compromis
senble etre d'opter pour la premiere possibilite, ce que nous feronsdans les travaux presenesici.
Des exemplesde cette demarce peuvert etre trouves pour le corntrdle frontiere d'un probleme
de MHD stationnaire non lineaire (L.S. Hou et A.J. Meir [5Z]), ou encoredans un domaine aussi
eloigre que la calibration de la volatilit e locale desoptions europeenneset americainesen nance
(Y. Achdou et O. Pironneau [1]).
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Chapitre 3

Pr esentation des modeles utilis es

Les cortraintes pratiques et la complexite du procede Hall-Heroult ont toujours ete un frein a
son optimisation. C'est la raison pour laquelle d'actives recherches sur la modelisation des cuves
d'electrolyse, et en particulier sur le comportement de l'interface electrolyte/aluminium, ont ete
meneesdepuisune quarantaine d'anneesmaintenant, aveclespremierstravaux de J.-P. Givry [47].
Dix ansplus tard, T. Sele[91] proposait un modele d'instabilit es qui eut un certain sucesdans
la communaute de I'aluminium et, sur le terrain, fut valide notamment par N. Urata [9g]. Cette
approche lineaire, utile pour apprehenderdes mecanismesqualitatifs menart aux instabilit es, se
revele insu san te pour cerner des aspects plus quartitatifs. C'est pourquoi une methode non
lineaire, inspiree destravaux de M. Sermangeet R. Temam [92Z] sur les modeles magnetohydro-
dynamiques, a ete developpee par J.-F. Gerbeau et al. [[34). L'objectif ici est de resumerles prin-
cipaux resultats obtenus dans chacune des deux demarces, en commercarnt par la deuxieme, la
premiere pouvant &tre regardee commeune de sessimpli cations possibles.

3.1 Mo delisation non lin eaire

Comme nous l'avons deja signale au premier chapitre, les phenomenesqui se produisert dans
les cuves de reduction de l'alumine sort de nature fondamertalemert multiph ysique, en e et
ils mettent en jeu des aspects chimiques, thermiques, electromagretiques et hydrodynamiques.
L'objectif principal de la modelisation de ce genrede processusetant la simulation numerique, il
estinevitable, encoreaujourd'hui, de dewoir simpli er lesmodelestrop compliquescar la puissance
de calcul n'est pas inepuisable. De nombreux auteurs (par exemple [23, [25], [74], [9U], [©4])
s'accorden aattribuer l'origine desinstabilit esaux phenomeneshydrodynamiqueset magnetiques,
entre autres parce que le temps caracteristique dese ets thermiques est bien superieur a celui des
e ets magretohydrodynamiques, aussisenble-t-il raisonnable d'adopter le méme point de vue.

Ainsi, on seproposede decrire, danschacundesdeux uides, lesphenomeneshydrodynamiques
par les equations de Navier-Stokesincompressibles.et les phenomeneselectromagretiques par les
equations de Maxwell sanscourans de deplacememn Cesdeux modeleshien connus sort couples
a deux niveaux, par la loi d'Ohm et la force de Lorentz. En n, la prise en compte de deux uides
s'appuie une equation globale de consenation de la masse,mais avec une densite non homogene
dependart du cote de l'interface duguel on sesitue.

31
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3.1.1 Equations de Navier-Stok es

Traditionnellement, on distingue les uides newtoniens dans lesquelsil existe une relation
lineaird entre le tenseur des contraintes le tenseur des deformations (cf. infra) et les uides non-
newtoniensou complexespour lesquelscette relation n'est pasvalable. Danslescuvesd'electrolyse,
on supposeque les uides sort newtoniens,mais avant de precisercette propriete, il nousfaut abor-
der la notion de cinematiquedu uide, qui consistea etudier sesdeformations independammen
desforcesqui lui sort appliquees.Pour cela, on appelle particule un element de uide detaille tres
petite devant les edhelles de longueur caracteristiques (dimensions d'une cuve...), mais su sam-
mert grande pour modeliser le phenomened'un point de vue macroscopique.Alors, on distingue
deux manieresd'exprimer la vitessed'un uide en fonction de I'espaceet du temps:

- dans la description eulerienne, on s'interessea la vitessev(x; t) d'une particule de uide qui

condice a l'instant t avec le point xe de position x; a chaque instant, on regarde donc les

vitessesde particules di erertes;

- dansla description lagrangienne on suit le mouvemert d'une particule x ee,enspeci ant sa

position xg a l'instant 0; on note ainsi V (Xo;t) la vitessedu uide.

La premiereestla plus courammert utilis eecar la plus commode pour calculer la variation spatiale
d'une propriete au tempst. Ainsi, dans les simulations, la description eulerienne est plus robuste
car elle ne necessitepas de deformation du maillage pour suivre une particule donnee.Nous serons
cependart ameresa nuancer quelquepeu cette position lorsqu'il s'agira de prendre en compte les
mouvemerts de deux uides (cf. infra). Pour le momert, on cherche a appliquer leslois de Newton
en coordonneeseuleriennes, et comme la derivee de la vitesse d'une particule v(x;t) est due a
la fois a la variation explicite du champ de vitesse en fonction du temps et a I'exploration du
champ de vitesse par la particule (convection), l'acceleration s'obtient par la regle de derivation
en chane :

dv = @ + < Q % = @ + (v r)v (d:dimensiond'espace)

dd @ _, @ dt @

Nous verrons que d'autres grandeurs exprimeesen coordonneeseuleriennes(x; t) sederivert sui-
vant la mémeregle: d=dt= @@+ v r , que nous aurons l'occasiond'appliquer a la densite
par exemple.Venons-ena presett a la de nition du tenseur desdeformations; celui-la exprime la
variation de la vitesseen fonction du changemen de position de la particule a un instant x e:

@ .
@& 1 d
Le uide est newtonien lorsque le tenseur descontraintes, qui regroupe les forcessurfaciquesque
subit une particule de uide gecupart un domaine! , a savair :

- lesforcesen pression 5 pn

: ) : .. R
- les cortraintes visqueusesduesa la deformation du uide g on ( %estun tenseur)
prend la forme

rv=

h 5 i
= 9 plyg; avec %= (rv+rvh)+ 5 divv lg

ou represete la viscosite du uide et une autre grandeur caracteristique qu'on appelle souvent
coe cient d'attenuation du son. On est bien en presenced'une relation lineaire entre le tenseur
descortraintes et le tenseur des deformations. Cette loi de comportement est encorequali eede
relation de fermeture car elle permet d'aboutir a un problemebien pose.

1Celaconstitue enquelque sorte une extension aux uides dela loi de Hooke (1678), qui prevoit la proportionnalit e
des deformations aux e orts en elasticite lineaire.
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Par ailleurs, si I'on tient compte d'eventuelles forcesvolumiques (gravit e, force de Lorentz, etc.)
noteesf , la loi de Newton appliqgueea un elemen de uide de densite compris dansun volume
elemertaire ! s'ecrit :
d Z Z h 2 i Z
— vdx = D(v) + — divv lqg n; d + fdx; 3.1
T s PO 3 pla ng d@)+ (31)
ouD(v) =r v+ r v'. De plus, on doit tenir compte de la conservation de la masse qui exprime
que la variation de la massede uide cortenue dansun certain volume ne peut &tre due qu'aux
ux entrant dans (ou sortant de) cevolume:
d Z 4
— dx = v d :
dt v @ (@)
Il resulte de la formule d'Ostrogradski, et de la validit e de ce bilan quel que soit

@ . d .
—+div( v)=0; ouencore —+ divv=0;
a (V) i
Ainsi, l'incompressibilite d'un uide (d=dt = 0) se traduit par la relation divv = 0, qui a
pour congequencede simpli er I'equation (B1). Alors, a nouveau par la formule d'Ostrogradski,
I'ecoulemem d'un uide newtonien incompressiblerepond aux equationsde Navier-Stokes:

8

< @

—+ VvV Irv v+ r f:
a@ p

0:

(3.2)

divv

auxquelleson ajoute une condition aux limites exprimant, dans le casd'un ecoulemen conne
dans une cuve, que le uide ne peut sortir de cette cuve ni glissersur sesparois :

v =0 surle bord du domaine.

Le lecteur interese pourra approfondir le raisonnemen ci-dessusen consultarnt les ouvrages
specialises, comme par exemple[47] ou encore[8g pour une approche plus mathematique.
Apresl'etablissemen du modele,il corvient deverier s'il determine une solution et une seule;
on ertre la dans le domaine de l'analyse mathematique des EDP, pour laquelle il est en genreral
utile d'avoir recoursa une formulation variationnelle du probleme. C'est en particulier le casdes
equationsde Navier-Stokes,commeentemoignel'interet que leur porte le Clay Mathematics Insti-
tute enaccordart un million de dollars a quiconqueprouvera, par exemple,l'existence de solutions
en temps long dans 2 (cf. [37]). Quand bien méme, on disposea I'heure actuelle d'informations
su san tes pour enrreprendre des experimertations numerigues. En e et, au sujet de I'existence
de solutions faibles, de nombreux progres ont ete realises, depuis les premiers travaux de Leray
[67]. Nous retranscrirons pour notre part (de maniere tres synthetique encoreune fois) le raison-
nemert de J.-L. Lions [63] base sur desestimations a priori (cf. ZI)). Pour cela, il est necessaire
d'introduire I'espacedesvitessesde nies pour tout t 2 [0; T] sur un ouvert borne d.

Z 1=2
V = fv2 H}() 9jdive= 0g et sanorme jwy = kr wk?

(on omettra souwent la mesure dx par concision), qui permet d'eliminer la pression des
inconnues,celle-k jouant enfait le rble de multiplicateur de Lagrangepour la contrainte divv = 0.
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Ainsi, par application du principe despuissan@s virtuel les (variante du princip e de moindre action
mentionne pagel dans l'espaceV des vitessescinematiquementadmissibles(cf. [[I0]), ou plus
simplemert en multipliant la premiere equation dans (B2 par une fonction test v 2 V et en
integrart par parties, on obtient la formulation variationnelle pour tout t 2 [0; T] :
z z z z
@Qv v+ V rv v+ rvirv= f w; 8v2 V: (3.3)

Enn, on ajoute au modele la condition initiale :
v(0;x) = VO(x) 2 V: (3.4)

Alors, il reste a appliquer le mémetype de raisonnemen gu'en sectionZL3l avecH = H 3 ().
Pour cela,on remplacev par v dans (833 puis on integreen temps, ce qui conduit a la majoration
(par integrations par parties en espaceet par une inegalite d'Y oung au secondmenbre) :
z t
MO+ ViR VO + eifita oy €2 T

en supposan pour simplier quef (t) 2 H. Ensuite, on remplace cette inequation formelle, puis-
gu'on n'est pas encoreassue de l'existence de v, par son equivalent discretise sur la base des
vecteurspropres (Wn)noN - de valeurs propres assaiees( n)non - du probleme spectral
4 Z
rwh,:rv= g Wh ¥, 8w2 V;

qui con%ituent une base orthonormale de H du fait de l'ellipticit e dans V de l'operateur
(v;w) 7! r v:r v etdela compacite de l'injection deV dansH (cf. pI3J). Alors, pour N, 2,
en posart vy(t; x) = #21 (v(t; X); wn (X)) Wn(X), on obtient - rigoureusemen cette fois :
Zy

V(Djf + - i el K K2t
cequi permetd'armer quela suite (Vh)n, 2N estborneedansL?(0;T;V)\ L ([0;T];H), et donc
d'en extraire une sous-suitecorvergearn faiblemert (resp. faiblement- ) dans L2(0;T;V) (resp.
L! ([0;T];H)) vers une certaine fonction v. Par ailleurs, on a besoin de demortrer que la suite
(@vn)n, egalemen demeuredans un borne (de L2(0; T;V9) pour pouvoir en deduire I'existence
d'une limite @v. C'estunedicult enouvelle- lieeauterme nonlineairev r v - qui ne sepresertait
pas dans le casde I'equation des ondespar exemple.En ayant recoursaux proprietesde la base
(wn), et, en dimension trois, a une hypothese plus forte sur la regularite de la vitesse (qu'on
consiceredansH?()), on obtient une estimation a priori sur le terme de corvection, qui permet
d'en deduire le resultat escompe. En n, la non-linearite genereune di cult e dansla procedurede
passagea la limite, car celle-l ne peut sefaire que si la suite v, convergefortement (au sensde la
norme) versv. Il faut pour celadisposerd'une propriete d'injection compacte (du type Rellich),
qui a bien lieu dans notre cas. La encore, nous n'entrerons pas plus en detail dans I'analyse
du probleme de I'existence de solutions au probleme de Navier-Stokes, et n'aborderons pas du
tout celui de l'unicit e, qui n'est d'ailleurs pas encoreprouve en dimension trois avec desdonnees
quelconques(cf. [32]). Nous renvoyons une nouvelle fois a J.-L. Lions [63] pour la demonstration
precise,ou encorea O. Pironneau [81] pour une version plus synthetique et J.-F. Gerbeau et al.
[39] pour un expose plus pedagogique.
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3.1.2 Equations de la MHD

Commenousl'avonsdeja merntionne a plusieursreprises,le modeleadopte pour la modelisation
descuvesreposesur un couplageentre lesequationsde Navier-Stokeset cellesde Maxwell. Dansles
milieux cortinus, cesdernieresprennert la forme de quatre equationscomprenart quatre inconnues
vectorielles, a savoir le champ electrique E, I'induction electrique D, le champ magretiqgue H et
I'induction magretiqueB :

g @D +rotH = J (Maxwell-Ampere);

@B +rotE = 0 (Maxwell-Faraday) ; (3.5)
3 dvD = P (Maxwell-Coulomb) ; '
' dvB = 0 (Maxwell-Gauss);

ou J et P sort lesdensitesde courart et de charge electriques.Nous nousrestreignonspar ailleurs
a I'hnypothesedes milieux parfaits, qui sort lineaires isotropes et homaenes de sorte qu'il existe
desrelations entre D et E d'une part, et ertre H et B d'autre part, qui s'ecrivert :

D(t;x) = E(t;x) et H(t;x) = 1B(t;x);

ou et sort respectivemert la permittivit e electrique et la permeabilite magnetique du milieu
consicere. Ceslois sejusti en t lorsqu'on considere deschamps su samment faibles (dixit [58]), ce
qui estle casici d'apresR. Moreau [[73. Le mémeauteur fait de plus I'hypotheseque les courants
de deplaement @D sort negligeables.Enn, la loi d'Ohm pour les milieux en mouvemert a la
vitessev permet de substituter E par v et B (on note la conductivite du milieu) :

)
J = (E+v B) (Ohm) ) E-= rot B
rot B J (Maxwell-Ampere) B

B;

d'ou une simpli cation consicerable desequations de Maxwell, qui sereduisen a :
8
< 1
@B + —rotrotB rot(v B)

divB

0;
0:

On voit ainsi survenir un premier couplage ertre les variables hydrodynamiques (la vitesse en
I'occurence)et (electro-)magretiques. Un deuxieme, d( a la force de Lorentz ([L3), apparat dans
les equations de Navier-Stokes par I'intermediaire du champ magnretique, si bien que le probleme
magnetohydrodynamique soumisa la seulepesaneur (g designela gravite) repond au modele :

8
1
§ @+ VvV rv v+rp =rotB B = g;
divv = 0;
1 (3.6)
% @B + —rotrotB rot(v B) = O;
' dvB = O0;
que I'on complete par les conditions aux limites (en temps et en espace)suivantes :
8
2 v = 0
v(o;x) = VO(x) . _ :
B(O:X) = BOx) ° et . BN = 0 sur@ : (3.7)

rotB n = 0
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Donnons a presen quelquesinformations sur l'analyse mathematique du systeme (2.8)-(B).
L'etude de ce genrede modele a ete meneepour la premiere fois par G. Duvaut et J.-L. Lions [Z2]
dans le contexte desinequations variationnelles, puis, comme nous l'avons mentionne en intro-
duction, etenduepar M. Sermangeet R. Temam [92). La procedure suivie pour la demonstration
de l'existence de solutions (faibles) est tres similaire a celle resunee p.34 pour les equations de
Navier-Stokes. En e et, elle consiste dans un premier temps a ecrire le probleme sousla forme
variationnelle

8 Z Z 4 1 Z VA
% @ v+ (v r)v+ rvirv = (otB B) v
3

f v; 8v2 V;

Z 1 Z z
@ B+ — rotB rotB rot(v B) B

0; 8B2 W;

R
avecW = fB 2 H() 9jdivB = 0; B n= 0gdenorme krot BkZ, puis a etablir I'estimation
Z, 5
MO - BOF+ drvii+ S BE VO + BO)E + cif ifaormy; €2

Dans un deuxiemetemps, on consicere la decomposition By, de B sur la baseorthonormale de H
formee desvecteurs propres du problemespectral en( ;Cy)
zZ zZ
rotC, rotB= |, C, B; 8B2 W;

assortie de celle deja decrite pour v p34, ce qui permet d'etablir 'analogue de I'estimation ci-
dessuspour ces solutions de dimension nie, dont on conndt I'existence. De la on deduit que
(vp) et (@vn) sort borneesdans les mémesespacesque precedemmer, et (By) et (@By) sont
borneesrespectivemert dansL2(0;T;W)\ L! (0;T;H) et L2(0; T:W9. De tous cesresultats, et
d'arguments de compacite du mémetype que pour le terme de corvection appliques aux termes
non lineaires que sort la loi d'Ohm et la force de Lorentz, on deduit que les suites v,, et By,
convergent vers deslimites v et B, solutions desequations de la MHD. Signhalonspour nir que
M.D. Gunzburger et al. [4€] se sort pencessur le modele stationnaire correspondart, avec des
conditions aux limites magnetiquesdi erertes du type B n = k, qui nous serort utiles dansles
simulations (voir le chapitre [7).

3.1.3 Interface libre

Pour achever la modelisation, il reste a traiter le casou deux uides non miscibles coexistert.
Math ematiquemen, celarevient a considerer un uide dont lescaracteritiques (densite, viscosite,
conductivite et permeabilite) prennert desvaleurs dependart du sous-domainemouvant dans le-
quelon setrouve. Il enresulteau niveaudu modelequ'on ne peut plus extraire cescaracteristiques
desoperateurs de derivation (en temps commeen espace).Ainsi, le systeme (28 deviert :

divv =

@ +div(v) =

@B + rot irotB rot(v. B) =
divB =

8
% @v)+dv( v v) div[ DMV]+rp ZrotB B
§ (3.8)

o O OO «
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On notera, en plus de la contrainte d'incompressibilite, la presencede I'equation complete de
consenation de la masse,necessairepour pouvoir tenir compte des mouvemerts de l'interface
sans transfert de masseertre les deux uides. Ainsi, comme on peut deduire les deux autres
parametres heterogenes et - etant en fait suppose homogene - de la valeur de , on se
retrouve avec une equation (non lineaire) et une inconnue ( ) supplemertaires. Cette equation, de
par sanature hyperbolique, ne procure pas a priori de propriete de compacite sur permettant
d'assurerla corvergencedestermesnon lineairesy gurant, suivant le type de raisonnemen deja
ewvoque au sujet du terme de convection par exemple(p. B4). Il est cependart possiblede traiter
cette di cult e par la notion de solution renormalisee dont la theorie a ete dewveloppee par R.J.
DiPerna et P.-L. Lions [2§]. Par le mémetype d'approche, J.-F. Gerbeau et C. Le Bris [38g] ont
obtenu un resultat d'existence de solutions faibles aux equations (39)-(B) :

8
2 %2L1() ;u%2L?() 9 BO2HM()

Sousles hypotheses f 2 L2(0;T;L2() 9 . il existe
' () 02 8" )

8

2 2L'(  @T)\ %O:;TLP() ; 8p 1
v2L20;T;V)\ LY (0;T;H&()) \ °0;T;Hy) solution deI'equation
B2L%0;T;W)\ LY (O T;HS () \ °(0;T;Hw)

de conservation de la masseau sensdesdistributions, et du probleme

8 Z

v Q v v:r +2D(v):D() ErotB B) dxdt=
(©0:1) @ z z
g dxdt+ %% (0;x) dx
(0;1)
% Z @ 1 Z
: B —+ —rotB rot rot(v B) dxdt= B? (0;x)dx
©:1) Q@
pour tout 2 ( [0:1))¢: De plus, Mesfx 2 | (t; x) g reste constant
au cours du temps pour tout 0 <1:

De méme que dans le cas des equations mono uides de Navier-Stokes et de la MHD, l'existence
d'une solution forte entemps long et l'unicit e de la solution faible en general restert a demortrer.
La preuve du theoremeci-dessusest baseesur I'etude d'un problemeregularise intermediaire, dans
lequel la vitesse, la viscosite, la conductivite et les termes non lineaires sort approches par des
expressions\lissees" permettant la prise en compte de la discortinuite des grandeurs physiques
a l'interface. Les travaux de S.N. Antontsev et al. ([4]) cortiennent le méme type d'ideespour
traiter les equations de Navier-Stokes bidimensionnellesde densite variable. On pourra sereferer
a P.-L. Lions [64] pour une etude mathematique generale des uides a densite variable.

Remamue : dansles simulations numeriques(cf. B:31)), nousimposeronsd'autres conditions aux
frontieres que (B0 pour permettre le glissemem de l'interface sur les parois, typiqguemert
v n = 0 sur les bords en question. Les deux( alternatives ertrent dans le cadre general des

v.n=0 2 [0; 1], pour

conditions de glissementde Navier, du type vn+@d ) nt=o0"

lesquellesle theoreme ci-dessusreste valable.
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3.2 Mo delisation lin eaire

Nous avons mertionne dans le premier chapitre un type d'instabilit esreposart sur une inter-
action entre les courants electriqueshorizontaux et le champ magnetique vertical ambiant. Dans
le casou ce dernier est suppose constart, ce phenonene est desigre par meanisme de Sele du
nom de celui qui I'a pour la premiere fois mis en evidence(cf. [@1]). D'autres auteurs ont par la
suite propose des modeleslineaires de cuves reposart sur un certain nombre d'hypothesesphy-
siquesconduisart a descriteresd'instabilit e du mémetype, qu'on regroupe generiguemen sous
le nom de critere de Sele On citera notammert P.A. Davidson et R.l. Lindsay [[Z3, ainsi que V.
Bojarevics et M.V. Romerio [13]. Dans I'expose ci-dessousnous focalisonsnotre attention sur ces
derniers, et renvoyons a J.-F. Gerbeauet al. [39 Chap. 6 pour une revue detailleede la litt erature
a cesujet.

3.2.1 Equations de Saint-V enant pour la MHD

Les premiereshypothesesphysiquesconsisten, a partir du modele (B38)-(B), a negliger :

H1: les courants induits dansla loi d'Ohm,

H»: la deriveetemporelle @B dans | equation de Maxwell,

H3: la dissipation mecaniquedans les equations uides,
de sorte qu'on obtient un modele MHD simpli e base sur un couplageertre les equationsd'Euler
et de Maxwell : 8

% @v)+dv( v V+rp SrotB B = g
dvv = 0

@ +dv(v) = 0 (3.9)
% ErotlrotB = 0
dvB = 0

On posepar ailleurs desconditions aux bords de non-peretration (u n = 0). Dans un deuxieme
temps, on reintro duit la densite de courarnt electrique

J:ErotB; ainsi rot EJ =0; etdonc divJ=0; et 9 = J= r

De cette maniere, on peut reecrire le probleme (89) sousla forme :

% @v)+div( v v)+rp J B = g
dvv = 0

@ +div(v) = O

§ J+ r = 0
' dvd = 0

Alors, on procedea l'approximation deseaux peu profondes,en supposart que:

H4: les dimensionsverticales sort negligeablesdevant les dimensionshorizontales,

Hs: les perturbations de l'interface sort negligeablesdevant les dimensionsverticales,
si bien que gqu'il est possiblede negligerla variation et la composane desinconnuesle long de la
verticale. Ainsi, on peut approcher la pressionpar une pressionhydrostatique :

P=pnt+ g(h 2
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ou p,(t; X; y) estla pressionsur l'interface, et h(t; x; y) sahauteur. On pourra consulter O. Piron-
neau [81] pour plus de precisionssur lesapproximations de type shalow water (ou de Saint-Venart
ou deseaux peu profondes). On note alors le nouveau systeme obtenu :

8
% 1[@VH1+ Vi1 TH Vet druh]l (3 Bl = T H Paes
@h + div (huy;1) = O;
(3.10)
% 2[@VH2+ VH2 THVH2+9rgh]l (3 B)H2 = T H P
' @h div(huy2) = O0;

ou l'indice H souligneque seulesles composanes horizontales sort prisesen compte (a I'exception

du terme (J B) ou il s'agit d'une mayenne verticale) et l'indice 1 (resp. 2) que la quartit e est

prise I'aluminium (resp. I'electrolyte). De cette maniere,lesinconnuessort de nies sur le rectangle
H=[0Lx] [OLy].

3.2.2 Lin earisation

On consicere les perturbations autour d'un etat stationnaire ou l'interface est horizontale, et
(Un:t1:29)0 = 0, cequi permetde supprimer le terme de corvection. Par ailleurs, ennotant h; (resp.
hy) la hauteur moyenne d'aluminium (resp. d'electrolyte), on note (t;X;y) = h(t;x;y) hyla
perturbation sur la hauteur d'interface a I' equilibre, si bien qu'apresdesmanipulation algebriques
elemertaires, le systeme (BI0) prend la forme :

a2 (1 29 w =dv(d Bluz (@ Blup): (3.11)
hi  hy
La condition de non-penetration, quant a elle, s'exprime (n designan la normalea @ ) :
(1 209ru +( B)uz (I B)ya] n=0: (3.12)

On supposede plus qu'a I'etat stationnaire, Jo = k Joke,, divBg = O etrot(Jg Bg) = 0O
(equivalert a @Bo = O, cf. A.D. Sneyd[9d]), et on emet I'nypothesesupplemertaire :
He: le problemeelectrique est simpli e en passan a la limite

2 ano de 1-
Alors, onnotej = J Joetb= B By les perturbations en courant electrique et champ
magnretique, de sorte que:
. J . . Jo z . .
j2= e et j1=jh1 S Te; OU jua=  alH' (3.13)
h2 ha hy
et ou' estla perturbation sur le potentiel electrique, solution de :
8
J
2 4 = 0 dans 4 ;
hihz 1 (3.14)
>
' @ = 0 sur @4y

Enn, les courans electriques horizontaux etant faibles devant les courants verticaux (d'apres
I'hnypotheseH,), et par d'autres argumerts portant sur les ordres de grandeur (cf. [23], [€4]), on
peut approcher la perturbation sur le menbre de droite dans (BI1) par :

(3 B)hz (3 Bu) JjH:r (Boz€): (3.15)
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Alors, en combinant (310, (312, (313, (813 et (319, on obtient le systeme nal
8

@ C: H : gz(@I @BO;Z Q' @BO;Z) dans H [0:T]
g' z %0;2(@ ny @ ny) st @p [OT] (3.16)
% =0 = 0
. @(t(t ) ())) - dans H
2 2
avec ¢ = (1_1+72_2)g % et S= - hj(zBlOL 35 (constarte de Sele);
e TR

ou L et T sort la longueur et le temps caracteristiques.

Fig. 3.1{ Modele de type shallowv-water linearise

En s'appuyant sur lesproprietesspectralesdel'operateur de Neumann(cf. B:32]), il estpossible
d'ecrire le systeme ci-dessussousla forme

X
dt2i+C2ki2i=CZS Gij j;, 8i2
j2N
aveck? del'ordre dei?, et jG;; j del'ordre de 1=(kik;). Alors, enmultiplian t par d; ; et ensommart
sur i, on obtient (C designart desconstartes diverses)

1 X X de X d . X . S x S X
(] )2+ k23 C L % k—‘ C  (d)? ?
i2N (i;j )2 N? ! i2N ] i2N i2N

j2N
. . P o
(ou I'on a utilise le fait que ,5(1=k?) < 1); ainsi
1 X X
5 Gld)P+kEE C ()t F
i2N i2N
d'ou une estimation a priori, qu'on peut utiliser dansune preuve de type point xe (comme pour

le thereme de Caudhy-Lipschitz), en travaillant dansl'espacedessuites ( (t)) qui sort continues
en temps a valeur dans|? .
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3.3 Simulation

3.3.1 Mo dele non lin eaire

Dans les demonstrations d'existence de solutions aux equations de Navier-Stokes et de la
MHD, la contrainte d'incompressibilite a ete incorporeedans|'espacedesvitesses,ce qui a permis
d'eliminer la pressiondesinconnues.Du point de vue pratique, cette approche a pour inconveniert
d'imp oseraux vitessesd'etre discretiseessur un espacea divergencenulle, pour lequelil estpossible
de construire une base(cf. [4g]) qu'il est cependart complique d'implemerter. Ainsi, la methode
deselemerts P! fournit une discretisation commade de I'espaceV = H3() ¢, qud est possible
de choisir comme espacedes vitesses.En eet, silon poseM = fp2 L%() j p= 0g, on
peut etablir (cf. V. Girault et P.-A. Raviart [41]) I'existence d'une solution (v; p) a la formulation
variationnelle alternative a (B33 - V etant di erert :

8 Z Z Z Z Z
% Qv v+ V rv v+ rv.rw pdive = f v; 8v2 V;

7 (3.17)
.E divvp = 0; 8p2 M:

Cette approche n'est pas sansconsequencesur la discretisation a mettre en uvre : le choix des
espaced/ et M estcortraint par la condition inf-sup (ou condition de Babuska-Brezzi cf. [6],[1€]).
Il en resulte que l'interpolation par elemerts nis P !-Lagrangeen vitesseet en pressionn'est pas
stable pour la formulation ci-dessus,mais qu'il faut soit :

- monter en precision sur la vitesse en augmenant Card (cf. EZZTlb), ce qui mene par

exempleaux elemerts nis P2/ P! [51], P1-iso-P2/ P! [8] ou encoreP!-bulle/ P! [H].

- stabiliser la discretisation de la formulation (B3 (cf. T.J.R. Hugheset al. [53]), ce qui est

moins coteux en temps de calcul mais ajoute un parametre numerique au modele.
Les mémesconsiderations s'appliquent aux equations de la MHD, de sorte qu'une formulation
variationnelle en elemerts nis P! stablises comprenart la pressionpeut &tre utilis ee pour la si-
mulation du modele (B8)-(B4). Precisonsquand meéme que des hypothesessupplemenaires de
regularite et de corvexite du domaine de de nition  sort necessairepour l'interpolation P! du
champ magretique. Dans le casnon corvexe, on doit utiliser I'elemert ni de Nedelec(cf. [[Z4]).

La principale di cult e du passagalesequationsde Navier-Stokesau systemequi nousinteresse
est, encoreune fois, la prise en compte de l'interface libre. Pour desraisonsde clarte, nous expri-
mons dans un premier temps les equations bi uides de la MHD sousleur forme adimensionree :
ende nissant par L, u et B leslongueur, vitesseet champ magnetique caracteristiques, on pose

_ i UL . U2

|
Rm; = ( )uL (Reynolds magretique); B ng .
i = i=1 (densite adimensionree); S = 12 (couplage);

desortequ'on ecrit -ou 3 (resp. ») estle domained'ewlution del'aluminium (resp. electrolyte)

)

8
divv = divB = 0 dans -
% @ +div(v) = 0 ,
9
i 3.18
i@"' i(v r)v div rv +rp SrotB B = |3§ ( )
@ R Fr  dans( )iz 2:
@B 2 i)i=1;2-

0

1
—+rot ——rotB rot(v B
a Rm ( )
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On complete ce systeme par les conditions aux limites
8
= 0 )
_ RBO ent=0 8x;

\
B
vn =20
B no= Bgn OO (3.19)
v = 02
n 0 sur o; 8t;
n

>
= 0

B
rot B

ou Gamma; est la partie de @ en contact avec linterface, , = @ n 1; et les conditions
interfaciales (continuite du tenseur descortraintes et du champ electrique)

1
@D(V) pld n

1
R—elD(V) plg n

IMW ©

sur l'interface; 8t: (3.20)

= WW

irotB v B n = irotB v B n
Rmj 1 Rm, 2

La forme descuvesestmodeliseepar un parallelepipedeou un cylindre vertical entrois dimensions,
et par un rectangle en deux dimensions; et les parametres physiquessuivants sort x es:

8 8 8

2 L = 1im 2 1 = 2300kgm 3 2 5, = 2150kgm 3
U = 0lm:s 1 . . Rer = 1923 , o Rex = 840

- B = 5mT ~ Rmyp = 1 “ Rmy, = 10 4

Tous cesparametres sort realistes,a I'exception desnombres de Reynolds qui sort divisespar un
facteur 100(cf. Tab. JpK). En choisissan ainsila manierela plus simple de modeliserla dissipa-
tion d'energieoccasionreeles phenonenesturbulents, on s'a ranc hit d'un modeledetypek " (cf.
[59) ou encoreLES (Large-Eddy Simulation). Les simulations e ectueesici rentrent plutdt dans
la classeDNS (Direct Numerical Simulation), a cecipres que I'ecoulemen est laminarise. Cette
approche est retenue pour privil egier une etude qualitativ e des e ets magnetohydrodynamiques
sur le comportemert de l'interface, a travers son suivi explicite (interface tracking). Pour cela,
nous represertons son mouvemert par la derivee temporelle de la transformation reguliere "( (%)

qui a un domaine de reference™ = "1 [ ", fait correspondre (t) = 1(t)[ 2(t), et telle que
Ao =lg:
" 2(t)
N
N t
(1)
" 1(t)

Fig. 3.2{ Une bijection qui assaie ( t) a "
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Ainsi, la nouvelle inconnue est la vitessedu domaine

witx)= @"( " )

Sil'on de nit a presen, pour toute fonction ' (t; x), sonanalogue\lagrangienne" ( t;R) par
(tR)="(t (R);
saderiveetemporelle est egalea la deriveede' sur le domaine mouvant, qu'on note D'
@(tR)=D¢ (x)= @ (LX) + @ (Ex) @ 1(R); avec x= {(R);

soit D' =@ +w r':
La \d eriveelagrangienne”de la densite, en particulier, estnulle, car elle prend une valeur constarte
sur chague partie  1(t) et o(t) :

Di =0; etdonc @ = w r
Compte tenu de la consenation de la masseet de I'incompressibilite de chaque uide, il enresulte
w v) r =0:

Par ailleurs, sion note n la normale a l'interface exterieurea 1, et la mesurede Dirac sur
(voir aussiBZ), alorsr = ( 2 1) n ; dou I'equation

wWn =vn ;
completee par la condition aux frontieres
W NnN=v n sur@ :

On a ainsi obtenu une caracterisation de I'hypotheseimplicite que *} transforme "1 en 1(t) et
“,en ,(t). Celasut adeterminerle mouvemert de l'interface, et autorise mémeplusieurs choix
possiblespour w. En particulier, w = v sur I'ensenble du domaine correspond a une description
lagrangiennedu mouvemen, mais n'est pas une solution adaptee aux methodesd'elemerts nis,

car il faudrait dans ce cas que les nuds du maillage suivent le mouvemen du uide, ce qui
n'est pas possiblecompte tenu de la condition de corvexite deselemerts (cf. E3I1b). On adopte
ainsi un point de vue arbitrairementlagrangienou eulerien en fonction desfacilitesnumeriquesque
celui-la procure. Cette methode, qui porte le nom de formulation ALE (pour Arbitrary Lagrangian-
Eulerian) a ete introduite pour la premiere fois par C.W. Hirt et al. [50], et largemen utilisee
par la suite. Dans notre situation, le meilleur compromis est de considerer une vitessedu domaine
puremert verticale, qui n'existe que pour assurerle mouvemert de l'interface et evertuellemert
equilibrer la taille deselemerts sur I'ensenble du maillage. Ainsi, on resouta chaque pasde temps

le probleme 8
3 w =0 dans( i)i=1;2;
, wn = (3/ . sur @ ; (3.22)
Zwn = sur
n e

Nous sommesa presen en mesure d'ecrire la formulation faible du probleme, en vue de sa
discretisation. On utilise a cette n la formule de Reynolds
Z 4
d @ .
— "= — + div (W' :
dt (9 (y @ W

qui permet de deriver une integrale de nie sur un domaine transporte a la vitessew.
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Cette propriete s'etend aux formulations variationnelles de nies a l'aide de fonctions test '~ telles
queDi'~= 0, ene et danscecas

Z Z
d @ :
— "= — +div(w') '~:
dt (v (n @ W)
Alors, la formulation faible ALE du probleme (BI8) s'ecrit :
8 z z z z z
d : :
— vV v+ (v w) rv v v wdivw+ —TrV.rvy pdiv v
dt (1 (1t (1t z (nRe z (1
S rotB B w= —e, V¥,
(v (npFr=
d z z z z 1
— B B wrB B B Bdivw+ —— (rot B rot B + div B divB)
dt (v (1 (1 (y Rm z
v B rotB = 0;
(1
z
; divvp= 0;
8 (1)
> Vr = fv2H}() 9jDv= 0g
8(vB;p) 2 Vr Wr Mr;aec B Wr = B2 H) PpiB=0g : (3.22)
© Mt = fp2L3%() | (,P=0g

Pour discretiser cesespacegar elemerts nis, il sut alorsd'appliquer la transformation *} en
chaque point du maillage et de calculer leurs fonctions de forme sur le maillage transporte ( t).
En de nissant la distribution de densite nhon pas en fonction des coordonneesspatiales, mais en
fonction deselemerts geonmetriques parcouruslors de l'assemblagécf. B3 T1b), il sut d'attribuer
la densite de I'aluminium au sous-domainediscret constitue de la reunion deselemerts correspon-
dants, et de méme pour I'electrolyte. C'est ainsi qu'on remplacelinconnue par l'inconnue w.

Sur des quadrangles, l'interpolation la moins codteuse possible est la methode Q! stabi-
lisee, dont on xe son parametre a 0.1 (cf. L.P. Franca et S.L. Frey [35]) pour obtenir des
resultats interessaits sur un maillage de quelquesmilliers d'elemeris (cf. infra et chapitre [7).
La discretisation temporelle s'e ectue au moyen d'un schemad'Euler semi-implicite, qui necessite
la resolution d'un problemedu type (ZI9 a chaqueiteration entemps, dont le detail seraaborde
au chapitre B3l Sil'on note (vj}; Bf)) la vitesseet le champ magretiquesdiscretisesau tempsn t,
cet algorithme pos®dela propriete de stabilit e dansla norme de I'energie

1 2 z z

51 ( kv K%+ SKkB "1 Kk2)+ R—ekr v K2+ %kr B"*1K? ( kv"k?+ SkB"K?) :
(3.23)
Par ailleurs, la massen'est consenee dans chaque uide que sila loi de conservation geometrique
(ou nn+1 estla transformation geonetrique assaieea w")
z z z
el " (x) dx . ' mn+1(X) dx =t . ' mn+1 (X) div w"(x) dx

et la cortrainte discrete Z

2t

ol —
- divv, =0 (3.24)

sornt satisfaites (cf. [39]). La premiere est simplement assuee par le choix puremernt vertical de
w (et donc w"). La prise en compte de la seconde,en revanche, a des repercussionsserieusesau
niveau de l'impl emertation comme nous pourrons le voir au chapitre Bl
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Pour I'heure, terminons ce bref apercu par un resultat numerigue important de I'appro che non
lineaire : on resoutle modele (3222 dans un domaine cylindrique avec les conditions aux limites
8
2 r
vo=0; B%=0; et Bg= S o ; > 0; encoordonneescylindriques;
: BZ

qui correpondert aunedistribution anodique uniforme del'arriv eede courant. Alors, sion perturbe
la gravite pendart la premiere unite de temps, on obtient un phenomenede roulemert de la nappe
de metal (metal pad rolling), a savoir une rotation inclineede l'interface dansle senspositif d'axe
e,. Lorsque cette inclinaison s'ampli e au cours du temps jusqu'a toucher le bord superieur du
cylindre, on dit alors que le phenomene est instable Dans le cas cortraire, c'est a dire celui ou
l'amplitude des oscillations diminue progressiemert jusqu'a un etat stationnaire, on parle de
con guration stable En pratique, les cas instables engendrent au bout d'un certain temps des
deformations trop importantes du maillage, qui nissent par mettre un terme a la simulation.
Le modele non lineaire permet I'obtention de cas stables sousun certain seuil (typiqguemert 0.1)
portant sur B,. Ce resultat est a opposer a ceux fournis par les modeleslineaires(cf. Chap. H).
Donnons pour nir une interpretation physique du phenomene de rolling : la visualisation des
champs de vitesseset descourans electriqueshorizontaux laissea penserque ce phenomene peut

o.

Z-Axis
Y-Axis
Y-Axis

X-Axis -0.5

Fig. 3.3{ Vitesse, courans horizontaux et force de Lorentz qui en resulte sur l'in terface

s'expliquer simplemen par la force de Lorentz, qui trouve son origine dans le mecanismeexpose
en[Z2Z] En eet, dapresla gure [B3 les courants electriques horizontaux, qui se trouvernt
majoritairement au voisinagede la paroi, engendrent par interaction avec le champ magnetique
vertical une force de Lorentz, qui d'un cOte est dirigeevers la paroi, et de l'autre, verslinterieur
de la cuve. Il enresulte le sensde rotation obsene :

Fig. 3.4{ Sensde rotation induit par une arriveeuniforme du couran
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3.3.2 Mo dele lin eaire

En multiplian t la premiere (resp. deuxieme) equation du systeme (218 par la fonction test
(resp. ) deH?( u), enintegrart par parties et en utilisant les conditions au bord, le probleme
s'ecrit 8t 2 [0; T] sousforme variationnelle en espace:

%Trouver (();" (1) 2 (HY n)? telsque 8(; ) 2 (HY( wn))?

Z h i
@M +rn () ru +Boz(@ (V@ @ (@) = O; (3.25)
H Z h ;

.g rg' (t) 'y S (t) | = O

H
plus les conditions initiales  ji-0 = o €t (@ )jt=0 = 1.
On peut decomposerles solutions et' surla basedes\mo desgravitationnels" (cf. H) :
8 X
3 (txy)= min (1) fmin (X;Y)
(m;n)2N?
X

_§ (txy) = "men () Fin (X5 Y)
(m;n)2N?

avec ! I

2 mn m n
fan(X;y) = p——C0S — X C€COS — ;
mn (X;Y) pTLy L Ly y

ou la normalisation

3 IO1:2 si (m;n) = (0;0)
mn=. 1=2 si m=0oun=0; et(m;n) 6 (0;0)
1 si me6 Oetn6 0

fait de fmn(XYy) (mn) une base orthonormale dans L?( ) et orthogonale dansH?( ). Les
m;n

fonctions f ., sort les vecteurs propres de l'operateur de Neumann H sur le domaine ),
assies aux valeurs propres | |
F 2 2
m n
kK2, = — + —
mn Ly Ly
Ainsi, enprenart leselemerns de cette basepour fonctions test, le systemed'equations (259 peut
sereformuler
d2 m;n C2 k2 X — . — m;n
iz + mn mn S G(mn);mon9 mono = 0; avec  mp = T— (3.26)
(m%n92N? mn

ou la matrice G est facilemert calculable et de I'ordre de m (on renvoie en section 22311
’ m¥n

pour la forme precisede G). Ainsi, la discretisation en espacedu modele lineaire s'opere par une
methode spectrale (cf. Z2Z2]), qui permetde simpli er grandemer lesequationsen\diagonalisant"

les laplaciens. Pour parvenir a une discretisation totale du modele, on peut utiliser la methade de
Newmark (cf. [78]), qui estun schemaau di erence nies du deuxiemeordre devant satisfaire des
conditions du mémetype que dans le casdu schema d'Euler (stabilit e, consistance,cf. ZZT1a).
L'impl emertation de cette procedure pourra &tre trouv ee au chapitre



Chapitre 4

Lin eaire versusnon lin eaire

4.1 Intro duction

La modelisation desphenomenesmagnetohydrodynamiguesdanslescuvesde production d'alu-
minium par electrolyseestun problemeencoretr esouvert. D'un céte, le modele de baseque consti-
tuent les equations paraboliquesde la MHD sanscourants de deplacemen, pour deux uides non
miscibles, cortient diversesnon-linearites (cf. B1)), dont la presenced'une interface libre entre
les deux uides. La simulation numerique de ce modele non lineaire permet d'apprehenderles
problemesde stabilit e dansles cuves.D'un autre céte, de nombreusesapprochesreposen sur une
version linearisee de cesequations (cf. B2Z), qui permet de mener une analyse de stabilite base
sur une etude des modes propres de la cuve. Nous nous proposonsdans le present chapitre de
comparer et discuter les resultats issusde cesdeux points de vue.

Cestravaux ont fait I'objet d'un proceedingde la conferenceECCOMAS 2006 [4Q)].

4.2 Etude frequentielle purement hydro dynamique

L'etude de la stabilit e lineaire descuvesreposesur la decomposition de la solution du systeme
BI9 sur la basedes\mo des gravitationnels". Nous etudions ici, sur un cas bidimensionnel, la
coherenceertre cette approche analytique et les resultats fournis par la simulation numerique du
probleme de Navier-Stokes bi uide.

4.2.1 Calcul analytique des modes gravitationnels sur deux modeles lin earises
EZTla Un modele de uide potentiel a surface libre

Lorsqu'un uide parfait incompressible(div v = 0) n'est soumis qu'a desforcesderivant d'un
potentiel (comme la gravite), les vitessestelles que

rotv=0;

sort dessolutions dites irr otationnelles aux equationsd'Euler (equationsde Navier-Stokessansle
terme de viscosite). Pour desconditions aux limites du typev n = g sur @, cette propriete se
propage dans le temps et assureainsi l'unicit e de la solution. Il est alors possiblede faire deriver
la vitesseegalemen d'un potentiel scalaire: v=r , cequi aboutit au problemede Neumann:

0 dans ;

0O sur @ : (4.1)

@

47
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Interessons-nouslors pour commencera un probleme de surfacelibre dans le cadre de ceshy-
potheses: consicderonsun uide contenu dans un recipiert rectangulaire (le cas tridimensionnel
ne presemant pasde di cult essupplemenaires), dont on reperele fond par z= h et la hauteur
moyennede uide par z = 0. En n, on supposela surfaceparametree par la fonction (t; x) :

n

z= (%) :
_ X
T—> M= (tx

h

Fig. 4.1{ Parametrisation de la surface

L'ewlution d'un point M (t) de la surfaceestregiepar la condition aux limites caracteristique des
ecoulemetts a surfacelibre :
@OM) n=u n;

que l'on peut recrire sousla forme

@ =ux@ Uz, (4.2)
etant donne que
_ 1 @
“PTr@y 1t

Nous aurons l'occasion d'utiliser une techniqgue de parametrisation analogue lorsqu'il s'agira
de contrdler l'interface au chapitre B Par ailleurs, I'ewlution de la pressionsuit I'equation de
Bernoulli (cf. [44]) :
k2
@ 2
Ainsi, sil'on prend pour origine despressionsla pressionatmospherique, le potentiel  suit la loi
suivante sur la surfacelibre :

+ p+ gz= constarte:

kuk?
@ +UT+gz:O: (4.3)
Lin earisation
La linearisation desequations (.2)-(E3 autour de I'etat d'equiliborefu=0; =0, = 0gou
l'interface est plate (z = 0) conduit au systeme (en notant encore et lesperturbations) :
@ = @ ;
@ = g
que l'on peut encoreecrire :
g@ +@ =o: (4.4)

Enn, rappelonsqu'on disposede la condition de Neumann:
@ =0-enz= h;:
On peut alors de nir pour le systeme (ED)-(E4) dessolutions du type:
(t;x) = Acos(kx ! t)ch(k(z+ h)); !2= gktanh (kh):
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On admettra que cesresultats se generalisert en trois dimensionsa deux uides de hauteurs
moyennesh; et hy :

g(1 2k m2  n?
; k= —+ — 4,
Lcoth(khy) + pcoth(khy) * 2 ¢¢ 1z 12 (4.5)

Dans notre cas, rappelons que les longueur et vitesse caracteristigues du phenomenesort L = 1
m et u= 0.1 m/s. Il enresulteune frequencecaracteristique F = u=L = 0:1 Hz, par laquelleil faut
diviser les frequencesphysiquespour les comparer aux valeurs que nous obtenons. Par ailleurs,
nous e ectuons nos simulations avec un nombre de Froude multipli e par 10, donc il faut prendre
g = 1 dansla formule (3. Enn, sih = h; = hy, on obtient commeformule analytique pour les
frequencesadimensionrees(L estla largeur et Ly la longueur de la cuve) :

\d - . .
u t 1
H F m 2 n 2
i L L
- _u’75 L, X y : . 2.
=l ge T (MM2 % (4.6)
# f n
coth + h

EZTlb Equations de Saint-V enant

Le mémetype de raisonnemen que celui expose dansle casmagnetohydrodynamique (cf. [32)
permet d'arriv er a I'equation du type desondes:

2+ 2@ (1 29w =0 (4.7)

a laquelle on adjoint la condition aux limites de non-penetration :
(1 29grw n=0: (4.8)

On peut alors obtenir pour le systeme (EA)-(E38) dessolutions du type \ondes gravitationnelles”
s'exprimant commesuit :
(t;x;y) = cos(kx + ly  !yyt);
VY
u m
avec!k;|=P(k2+I2)gH; k= —; I= —; (mjn)2 2: (4.9)
hy hy
On appligue lesmémesparametres que dansle casdu modele de uide potentiel, si bien que (E9)
conduit aux frequencesadimensionrees:

E - L o

m n
=022 T 4 0 h: ‘n)y2 2: 4.1
k,l 9 LX Ly ’ (m7n) ( O)

Remarquer que I'expressiondespulsations ! .| peut etre obtenue a partir de celleissuedu modele
de uides potentiels lorsqueh est\p etit". En e et, il sut danscecasde seservir deI'equivalence
cothx  x pour la retrouver.
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4.2.2 Resultats numeriques du modele non lin eaire

Le cas etudie est avec celui d'une cuve bidimensionnelle (rectangle) de largeur Ly = 4; et
pour di erertesvaleursdeh = hy = h, : 1, 0.5 et 0.3. Par ailleurs, nous perturbonsla gravite en
modi an t en permanencesa direction de maniere periodique (sloshing cf. Fig. E3J) :

! !
g . . .
—— =1sin —sin(4 t cos —sin(4 t ; 4.11
o sSin(@ 1) e sS4 1) g (4.11)
de sorte que le systeme soit excite a la frequence2. A celle-k se superposen d'autres frequences
issuesdes proprietes physiquesdu probleme, les modes gravitationnels :

1120+
1078 32
1.037
0,995
0.953

8
0.912
2 J

T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 16 18 20

0.5867

0.5433]

05000 20

04567

0.4133-

T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 12 14 16 18 20

0.3867-
0.3433-
0.3000- 20
0.2567

|
0.2133
»

T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 12 14 16 18 20

Fig. 4.2{ Altitude du bord de l'interface (x = 2) enfonction du temps (a gaude) et transformee
de Fourier du signal pour h = 1, 0:5 et 0:3. Cestests sort issusdu code parallelise Mistral (cf. [E).
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Fig. 4.3{ Le castest du sloshing(h = 1, maillage et vitesse)

On regroupe ici les frequencesadimensionreesobtenuesanalytiquemert et numeriquemert pour :

Mode | Formule (4.6) | Formule (4.10) | Mistral

1 0.227 0.229 0.191

h= 1.0 2 0.441 0.459 0.400
3 0.634 0.688 0.505

4 0.801 0.918 0.581

Mode | Formule (4.6) | Formule (4.10 | Mistral

1 0.162 0.162 0.138

h=05: 2 0.321 0.325 0.357
3 0.476 0.487 0.490

4 0.624 0.649 0.571

Mode | Formule (4.6) | Formule (4.10) | Mistral

1 0.126 0.126 0.105

h=0:3: 2 0.250 0.251 0.293
3 0.374 0.377 0.438

4 0.495 0.503 0.538

On obsene que les trois colonnessort quartitativ emert proches, ce qui permet de decelerune
certaine coherencedu modelenon lineaireaveclesmodelessimpli es.D'autre part, il estinteressan
de remarquer que Mistral fournit desresultats plus prochesdu modele de uide potentiel que de
celui des eaux peu profondes dans les hauteurs de uide elewes,et, a l'inverse, est en meilleur
accord avec le modele des eaux peu profondeslorsque h est faible. En n, la coherencede Mistral
avec les deux modeleslinearises se degrade pour h = 1, ce qui etait previsible etant donne que
ceux-la sort plutdt adaptesaux faibles hauteurs, car construits sur la basede petites perturbations
autour d'un etat stationnaire.

Par ailleurs, cesresultats montrent qu'une dimin ution des hauteurs d'aluminium et
d'electrolyte conduit a une dimin ution de l'amplitude des signaux . Nous verrons que
ce comportemert subsistedans le casdu phenomenede rolling, dont I'amplitude desoscillations
augmene par haussede la hauteur d'electrolyte (cf. 7.1).
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4.3 Etude comparativ e sur la stabilit e du phenomene de rolling

Nous nous proposonsa presett de comparer les deux modelespresenes au chapitre 3. L'ap-
proche non lineaire est connue pour &tre plus compliquee, mais plus solide que l'analyse lineaire
sur les questions de stabilit e. L'analyse de stabilit e lineaire peut en e et amenera la conclusion
faussequ'un etat stationnaire eststable. Celaesta relier au fait quel'analyse spectrale ne garartit
pasla stabilit e dessystemesde dimensionin nie (contrairement aux systemesde dimension nie).
De plus, les equationslinearisesesautour d'un etat stationnaire ne sort valides que pour de petites
perturbations. Dansle casde deviations imp ortantes par rapport a cet etat, cette supposition n'est
donc plus valable. Cependart, il estinteressah de comprendreleslimites de I'approche linearise,
dansla mesureou celle-l est moins co0teuse du point de vue du temps de calcul.

4.3.1 Modele lin eaire

Rappelonsla formulation discretisee en espace(3.26) du systeme(3.16) :

d2 m;n
dt?

+ Czkr%;n min = S G(min);(m®n® mono
(m%n%2N?

ou pour (m:n);(M%n% 2 ( 2n(0:0)) ( °n(0;0)),

m;n m%no
N0 d d 412
G(m,n),(mo,no) L, Ly km;n kmO;nO ( )
mOn(Qm0+m;n0+n Omo mn® n* On® m:n%n  Om+mono n) (4-13)

+n0m( Ono+mn%n + Omo mn® n ¥ Gm® mn%n  Omo m;no® n) ; (4-14)

et, pour (m;n) 2 2,

2 Z !
Boz sin m—x sin n—y
LyLy 0% Ly Ly

Om;n =

Noter quesipourtout m; n2f 1,19,0,.m: ,n= m nbmn, G estune matrice antisymetrique :
Gimn);mon9 =  G(mong;m:n)- ON pourra trouver plus de details dans le chapitre 5, ou nous
utilisons le meémetype de decomposition pour resoudreun problemede stabilisation au moyen des
actionneurs hy et Bo;;.

Ainsi, la stabilite de (3.16) reposesur l'analyse spectrale de la matrice ¢?2(K  SG), ou les
matrices sort indexeespar les double indices (m;n) 2 2n(0;0), et K est la matrice diagonale
de nie par : K(m:n);mono = k%;n (m;n);(m®n%, OU (m:n);moeno €stla matrice identite. En e et, si
(:; ) estun mode propre de c?(K  SG), une solution de (3.16) estexp( i t) avec!?= .|l
estfacile de veri er quela partie reellede estpositive (en utilisant le fait que K estune matrice
symetrique de nie positive et G est une matrice reelle antisymetrique). Par consquer, ou bien
toutes lesvaleurspropresde c® (K SG) sort reelleset le systemeest stable, ou bien il existe une
valeur propre avec une partie imaginaire non nulle et le systeme est instable.

Lorsqu'on augmernte la valeur de la composarte verticale du champ magnetique, c'est a dire
lorsqu'on augmerte S, desmodesinstablesapparaissen car certainesvaleurs proprescommencem
aprendre une partie imaginaire non nullg; Pour comprendrecelg on peut simplememrt consicerer
k2 0 0 1

et G = . Alors les valeurs propres de

le probleme modele K 0 K3 10
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#

2
K SG= ksl 2 sort solutionsde 2 (k?+ k3) + (k?k3+ S?) = 0 cequi estequivalert a
g 2o kB2 g ajng 2
> = 5 . Ainsi, quand S augmerte, les deux valeurs propres, partant de k{

2 2
etks pour = 0, serapprochert de plus en plus jusqu'a serencortrer lorsqueS = % . Au-dela

. k2 k2 .
deceseuil S> -2 ,lesdeuxvaleurspropressort complexesconjuguees: la valeur absoluede
2 1=2

k2 k2 . o . - .
152 . Celaillustre le fait qu'une instabilit e peut survenir

leur partie imaginaire est S?

- ; . k2 k2
par \collision de deux valeurs propres". Remarquer que la valeur critique Scriique = —‘52% est

nulle si les deux valeurs propres sort initialement les mémes: k? = k3. Cette situation sepresere
en pratique en geometries carrees(Ly = Ly) par example,puisquekf;0 = kg;l. Dans cecas,comme
pour les cuvescylindriques, le modele prewoit que la cuve est instable desque S > 0.

Essa/onsa presert detransposercesresultats en geometrie \r ealiste". Le temps caracteristique
est xeaT' 6s desorte quec = 1. Les dimensionsde la cuve sort Ly = 3m, Ly = 10m
et le %hamp magnetithe vertical est uniforme : By, 1. Dans ce cas, gn:n = by oy, where

. 0 sim estpair

On = sin(mx) dx = 5 . : .
0 = sim estimpair

culeesnumeriquemer, comme une fonction de S. Nous nous retreignons aux modes (m; n) tels

que0 m;n 3 (et (m;n) 6 (0;0)). Lesresultats sort exposesFig. 4.4. Quand S augmerte, la
premiere valeur propre avec une partie imaginaire apparat pour S 2 (0:244 0:245), de la collision
des modes (0; 3) et (1;0). Alors, ce mode instable se \restabilise” pour S 2 (0:502 0:503). Le
systeme est alors stable pour S 2 (0:503 0:514). Finalement, le systeme deviernt de nitiv emert
instable pour S plus grand qu'une valeur critique danslintervalle (0:514 0:515).

. Lesvaleurspropresde K SG peuwent &tre cal-

0.0+ Y X

T T T T T - T T T T
0.300 0517 0733 0.950 1167 1.383 1.600 0.300 0517 0733 0.950 1167 1.383 1.600

Fig. 4.4{ Trajectoires desvaleurs propresde K  SG ewluant dans le plan complexequand S
augmene (entre deux points, l'incremer sur S estde 0:001) : S 2 [0; 0:5] en haut, et S 2 [0; 0:59]
en bas. Les positions initiales desvaleurs propresquand S = 0 sort indiqueespar descercles.

Cette experienceillustre le fait surprenant que le systemepeut &tre instable pour certainesvaleurs
de S, et stable pour de valeurs plus grandesde S : desmodesinstables peuvert se\restabiliser".
On voit aussi que le S critique au-dela duguel de veritables modes instables apparaissemn est
plutdt faible compare aux valeurs realistes (S varie typiquemert entre 6 et 340 pour les cuves
industrielles). Cela illustre le fait qu'il est necessairede determiner un seuil de stabilite pour les
parties imaginaires desvaleurs propres, an d'obtenir une valeur realiste pour Scyitique -
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Nous voudrions egalemeh mertionner qu'il est possibled'obtenir une valeur plus grande de
Scriique €N introduisant un terme de friction dans le modele lineaire (3.16), pour modeliser la
dissipation mecanique(pour relaxer I'hypotheseH 3 p.38). Dans[12], il estdemortr e qu'intro duire
une loi de friction commedans[74] revient a remplacer|'equation sur dans(3.16) par :

@ + @ Cz H =cz @@80;2 @@BO;Z

@’ a @ @ @ @

(4.15)

ou Gy
hi
mtoR

estun coe cien t defriction adimensionre,et ; et , sort lescoe cien ts defriction respectivemert
dans l'aluminium et dans I'electrolyte. Des valeurs typiques pour les coe cien ts de friction sort
0:01s ?! 1= 2 01s ! (voir le tableau 1 dans [100] ou cescoe cien ts sort etalonnes en
comparart desvitessescalculeesavec desexperiences,ou [75]), ainsi 2 (0:06;0:6). Si(; ) est
un mode propre de K  SG, une solution du modelelineaire (3.16 avecun terme d'amortissemert
tel que dans (4.15 est donneeparrt;xp( il't) ,avec !'?2 i !+ =0.CommetRe()>0,on
peut veri er que pour jlm( )j= Re( ),Im(!) Oetdoncle systemeeststable. Le coe cien t
d'amortissemert  est ainsi relie au seuil de stabilit e (Que nous avons mentionne ci-dessus)pour
les parties imaginaires desvaleurs propres du modele lineaire (3.16).

Dans notre exemplenumerique, on obsene que pour = 0:06, quand augmerte, le premier
mode non lineaire apparat pour S 2 (0:289 0:290), puis le systeme se \restabilise" pour S 2
(0:492 0:493), et nalement deviert de nitiv emert instable pour S 2 (0:521; 0:522). Pour = 0:6,
le systemedeviert de nitiv emert instable pour S plus grand qu'une valeur critique danslintervalle
(0:800,0:801). Ce sort encoredesvaleurstr espessimistesie Scritique ,» COMpare aux valeurstypiques
de S danslescuvesreelles: 6 S 340. Inversemem, pour S = 6, le systeme est stable pour
plus grand que 6:1. Pour S = 340, le systeme est stable pour plus grand que 295. Cesvaleurs
de correspondert a desvaleurs non realistesde coe cien ts de friction ; et . En conclusion,
le modele lineaire senble trop pessimistepar rapport a la stabilit e des cuvesindustrielles.

2 2

2

=

=T

4.3.2 Modele non lin eaire

On consicere a presen le méme probleme modelise par I'approche non lineaire. On utilise le
protocole classiquepermettant d'obtenir le phenomenede rolling (voir 3.3) : un courart vertical
traversela cellule et on ajoute une composarte verticale au champ magnretique. Dans le modele
non lineaire, celaestimpose au traversdu champ magretique B utilis € pour de nir lesconditions
aux limites sur le champ magretique (voir [93] pour desconditions aux limites similaires sur une
cuve parallelepipedique) :

oloY .

Box = > Boy = —5— Bo; uniforme; (4.16)
avecjo 10kA=mZ2. Nous decommsonsl'evolution temporelle de l'altitude d'un point de l'inter-
face sousla forme z(t) = zo+ Y, ;exp(t)cog2 t=T, i), ou N represerte le nombre de

modes, ; le facteur de croissancede chague mode, et T; la periode de chaque mode.

10On designepar Re( ) (resp. Im( )) la partie reelle (resp. imaginaire) d'un nombre complexe .
2Dans l'appro che lineaire, la linearisation a ete e ectu eeautour de ce champ magnetique stationnaire Bo.



4.3. ETUDE COMPARATIVE SUR LA STABILIT E DU PHENOMENE DE ROLLING 55

Un signal typique obtenu pour Bo., = 280G (ou G designeGauss : 1G = 10 4T) estle suivant :

0.0639

0.0278

z(m)
power
~

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
time (s) frequency (Hz)

Fig. 4.5 { Altitude d'un point de l'interface en fonction du temps et transformee de Fourier
assaiee, pour Bg, = 280G. Cette experiencenumerique est e ectu ee en utilisant le modele non
lineaire, sur une cuve parallelepipediqueavecLy = Ly = 2m et hy = hy = 1m.

Pour de faiblesvaleursde B, (Bo; < 200G), un unique mode de Fourier (N = 1) estsu san t
pour decrire le signal. Le tableau ci-dessougmontre le taux d'accroissemeh 1 et la periode T; de
cemode, pour di erertes valeurs de la composarte verticale du champ magretique :

Bo:z (G) 0 30 50 65 80 95 130 160 180
1(s 1) |-0.0335 -0.0191 -0.0137 -0.0080 -0.0032 0.0000 0.0049 0.0092 0.0097
T1(S) 29.4 29.3 29.2 29.1 29.3 29.3 30.0 29.8 30.0

Tab. 5.1- Taux d'accroissemeh ( 1) et periode (T1) du principal mode propre pour divers champs
magnetiquesverticaux Bo;. Lesexperiencesnumeriquessort e ectu eessur le modelenon lineaire,
sur une cuve parallelepipediquetelle queLy = Ly = 2m et hy = hy = 1m.

Nous obsenons que la periode du mode propre depend peu de By, mais I'observation la plus
importante est qu'il existe un seuil critique de stabilite sur Bg.,. Pour Bg.; < 95G, 1 est negatif
et la cuve est alors stable. Pour Bg., > 95G, 1 est positif et la cuve est instable. De méme, sur
cuve cylindrigue, le phenomene est stable pour de faibles valeursde B, :

oW oo
NRNR

interface elevation

08

0.7 |

0.6

Fig. 4.6 { Inuence du champ magretique vertical sur la stabilite du phenomene de rolling sur
cuve cylindrigque (cf. [39))
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Cela contredit l'analyse spectrale des systemeslineairessimpli esqui prewit qu'une cuve est in-
stable si Ly = Ly quelle que soit Bg,, (voir la section precederte). Par ailleurs, des experiences
numeriques (non reproduites ici) ont montre que le seuil ci-dessusn'est pas signi cativ emert
sensibleaux variations du facteur d'ampli cation arti ciel applique a la viscosite (cf. 3.3).

D'un autre coOte, pour de grandes valeurs de By, trois modes de Fourier (N = 3) sort
necessairepour decrire le signal (voir Fig. 4.5 pour le casBg; = 280G). Nous obsenons que
quand B, augmerte, le premier mode (celui qui a la plus grande periode) redeviert stable ( 1
redeviert negatif) et l'instabilit e de la cuve est due aux premier et troisiememodes:

Bo;z 1 T 2 T 3 T3
250G | -0.004 35| 0.0051 20| 0.0085 15
280G | -0.01 35| 0.0045 20| 0.0092 15

Tab. 5.2 - Taux d'accroissemenh ( i) et periode (T;) destrois principaux modesproprespour deux
valeurs du champ magnretique vertical. Les experiencesnumeriquessort e ectueesavecle modele
non lineaire, sur une cuve parallelepipedique telle queLy = Ly = 2m et hy = hy = 1m.

Defaconinteressate, la \restabilisation" d'un modeinstable lorsqu'on augmerte le champ magnetique
vertical est aussiobseneesur le systemelineaire simpli e (voir Fig. 4.4).

4.4 Discussion

Cesexperiencesnumeriques montrent que l'analyse de stabilit e lineaire sur des systemessim-
pli eset desexperiencesnumeriquessur un modele non lineaire plus complet secompletert avan-
tageusemen Nous avons obsene une bonne coherenceertre les deux modelesa plusieurs points
de vue : frequencegravitationnelles, comportemen desfrequencesjuand la composarte verticale
du champ magretique augmerne.

La di erencequalitative la plus importante que nous avons mertionnee est que le modele
lineaire prewoit que les cuves cylindriques et carreessort instables des lors que la composarte
veticale du champ magnetique est non nulle. Cela contredit les resultats obtenus par le modele
non lineaire. Cette di erencepeut &tre corrigee en ajoutant un terme d'amortissemert dans le
modele lineaire, pour modeliser les e ets de dissipation qui ont ete negliges, comme explique a
la n dela section4.3.1. Cependart, ce n'est pas satisfaisart dansla mesureou desvaleurs hon
realistesdu terme d'amortissemert sort requisespour ajuster le modele aux obsenations, et ou
le seuil de stabilit e est tressensiblea la valeur de ce parametre arti ciel.

D'autres comparaisonsdesresultats fournis par lesdeux modelessont en cours. Nousvoudrions
en particulier comprendre si les di erencesqgualitativ es oberveesproviennert de la procedure de
linearisation ou desapproximations H-H g faites sur les equations (cf. 3.2).

Les conclusionssur le modele linearise laissen penserque certains comportemerts qualitatifs
peuvert etre apprehendesdansce contexte. Aussi nousproposonsa presemn de contrdler I'evolution
del'interface au moyen de deux commandesa l'aide de ce modele, a savoir la distance anode-metal
h, et le champ magnetique vertical B,.



Chapitre 5

Controle de I|'evolution de I'in terface
en eaux peu profondes

5.1 Presentation du probl eme

Dans le cadre de I'approximation des eaux peu profondes (voir 3 et 4), le modele des cuves
parallelepipediquesest de ni sur un rectangle y = [0O;Lyx] [0;Ly]. Nous cherchons a stabiliser
I'interface electrolyte-aluminium en minimisant, pendart une duree x ee T, une certaine energie

( ), ou (t; x;y) estune perturbation surla hauteur d'interface moyenne.Pour cela,nousutilisons
un actionneur u(t; x; y), ce qui represene un certain codt qu'on quantie par la fonction (u).
Ainsi, le problemeest de trouver le minimum de la fonctionnelle

(= @)+ (u;
ou estlieau par lesequationsd'etat. Plus preciemert, on ecrit les fonctions et

()= S0 iBeomy o * 51@ ity 0 W= %kUkz; >0 81 Q>0;

ou U estun espacede Hilb ert cortenant I'ensenble descommandesadmissibles(cf. 2.3.2.a). Ces
travaux ont fait lI'objet d'une communication orale [79] au CongresNational d'Analyse numerique
(CANUM) 2006.

5.1.1 Equations d'etat

On rappelle (cf. 3.1) le modele regissam |'ewolution desinconnues et' en presenced'un
champ magnretique vertical B,(t; x; y), et pour une distance anode-metal hy(t) :

g@ P(u +@ @B, @ @By) 0 dans y [O;T]
' S

H 0 dans Ho [0;T]
@ +Bz(@' ny @' ny) 0 sur @u [0T] (5.1)
@' = 0 sur @y [OT]

0

1

jt=0 = dans H
(@ )ijt=0 = dans
(1 297 JoBoL?2
avec 2=~~~ <Y __ ot S= constarnte de Sele);
h_1+h_2 L2 hiho(1 2)9 ( )
1 2

ou L et 7 sort la longueur et le temps caracteristiques,et y = [0;Lx] [O;Ly].

57
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Ainsi, noussommesenpresencal'un systemehyperbolique du deuxiemeordre homogenetriple-
ment couple, a savoir danschacunedesdeux equationsvolumiqueset dansla condition aux limites
portant sur @ . Desdonneesusuellespour ce problemesort une distance anode-metal moyenne
constarte (hx(t) = hJ) et un champ magretique vertical constart et uniforme (B,(t; x; y) = B;). Le
comportemert obsene danscette con guration estalors une destabilisation assezapide de la cuve
- typiquemert des uctuations importantes de l'interface au bout d'une unite de temps - pour un
choix desparametres conformea la realite physique (voir lestests en 5.4).

5.1.2 Commandes et fonctions co(t

On peut envisager deux manieresd'att enuer le phenonmene de destabilisation decrit ci-dessus,
a savoir une approche de type \r egulation”, ou lI'on donne la possibilite a un technicien (ou un
automate) de modi er entemps reelun parametre du probleme (typiquemert la distance anode-
metal moyenne); et une approche de type \design de cuve", ou l'on cherche cette fois a modi er
une caracteristique intrinseque de la cuve, comme le champ magnretique vertical (stationnaire)
genere par son ervironnemert en usine. En n, bien gque ce soit un peu moins naturel, on peut
consicerer que le champ magnretique vertical soit lui aussimodi able entemps reel. Dans les deux
cas, on remarguera que la commandeapparat, d'une part, dansle coe cien t desinconnues, et,
d'autre part, dans plusieurs du systeme.

5.1.2.a Controle par la distance anode-metal moyenne : hy(t)

On cherche la hauteur optimale u(t) = h,(t) a donner au plan anodique au cours du temps,
de maniere a obtenir le systemele plus stable possiblesur une certaine dureeT. La minimisation
au sensdes moindres carresde la perturbation  senble &tre un critere adapte a cet objectif :

Q1. .
1(h2) = ( (hZ)) + 7Jh2JEZ([O;T];R+): (52)
Le colt du contrdle estdirectemert represene par la DAM moyenne,sadant qu'un demi-cenim etre

de cette derniere sechire a erviron $10° annuels... Le casparticulier h, constart

Q1
wh2) = ((h2)) + =T h3;

qui permet de travailler avec une commande unidimensionnelle, est un bon moyen de tester la

validit e du programme, dont desparties importantes (equation d'etat et problemeadjoint) varient

peud'un type de commandea l'autre.

5.1.2.b Contr'ole par le champ magn etique vertical : B,(t; X;y)

Seuleorigine desinstabilit esobseneessur cetype de modele, le champ magnetique vertical est
impose par I'environnemert du systeme.Pour une DAM x eea h9, on prend pour commandeune
perturbation u(t; x;y) = b,(t; X;y) = B,(t; x;y) B, amoyennespatiale nulle pour tout t 2 [0; T],
minimisant la fonctionnelle :

2B = (0 + bty 5.3)
De méme que pour la commandehy, nous etudierons le casindependart du temps
Ab) = () + RTibi%s )

Notons que cortrairement a h, qui est un scalaire,la commandeb, est distribu ee sur I'ensenble
du domaine.
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5.2 Expression des gradients des fonctions co0Qt

Nous adoptons la demarce exposee en 2.3 pour le cortrdle des systemesgouvernes par des
EDP, a savoir la recherche numeriqued'un minimum localde (u) al'aide der (u), ensupposart
cesdeux donneesnumeriquemen calculablespour toute commandeadmissibleu. Alors, il sut
d'utiliser une desnombreuseslibrairies d'optimisation en dimension nie comprenart une routine
detype gradient ou mieux (cf. 2.3.5.a). La fonction optim de Scilab [89] fournit ce genred'outils.

5.2.1 Probl eme adjoint

5.2.1.a Form ulation faible

Soiert trois espacesde Hilbert U, V et W, de sorte que ( ;') 2 V?2, et que les equations
d'etat s'ecrivert sousla forme ( ;'; u) = 0,ou estde ni deV?2 U dansW. Ainsi la derivee
directionnelle (cf. (2.36)) de (u) = ( (u);u) danstoute direction &2 U s'ecrit :

zZ:Z
ro(ue = . (o ~* 1@ @) + Q(u;t)u; (5.4)
H
ou ~estlie a o par les equations de sensitivite (cf. 2.3.5.a) :
+ "m__. + "wi__. + n L
lim (*'= Uty (S W, (5.5)
%Iors, l'utilisation de la solution du probleme adjoint :
Trouver = (: ; ;:; ) 2 WO tel quepourtout (~') 2 V2
Z.2 zZ:2Z z
[ (@~ & u» S+ @-~+ ( St=o * ~t=0)
0 0 @ H
Z.7
= (0o ~+ 1@ @);
0 H

[ A(@~@B, @~@B,)+ n-] e [ B,(@-nx @-ny)+ @-]

= 0,
(5.6)
permetderemplacerdans(5.4) la variable di cilemen t calculable ~par une expressiornne dependart
quede et u. Cette operation est speci que a chaque probleme (voir 5.2).

5.2.1.b Form ulation forte

En integrart par parties les equations (5.6), on obtient la formulation forte en( , ) :

Q@  y S = 0 1@ dans y [O;T];
% H +3(@ @B, @ @B, = 0 dans n  [0;T];
@ = 0 sur @u [0;T];
@ &B,(@ nx @ ny) = 0 s @u [T )
% jt=T = 0 dans H
(@ )jt:T = 1@ jt=T dans H:
(les autres solutions s'obtiennert facilemert a partir de et : = c? i@n: = j@u:

1 (@ )jt=0, = jt=0)-
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5.2.2 Commande hy(t)

Exprimons le gradient du critere sousla forme (5.4) :
. 1(h2) iz = . (0o ~+ 1@ @) + Q1 . ha iz ; (5.8)

H

et explicitons les equations de sensitivite (5.5) relativesa la commandeh, :
8

k(h
@~ (h)( h~+@~@B; @-~@B;) = (h;) @ hp dans 4 [0;T]
h
H'~ S(h) ~ = S(h D 1, dans  w  [0;T]
2 -
@~+ Bz(@~nx  @~ny) = 0 sur @u [0T]
@'~ = 0 sur @u [0;T]
jt=0 = 0 dans H
(@jt=0 = 0 dans H
ou I'on a utilis e les expressionssuivantes desderiveesc? et S :

k(hy) 2Ny
%hy) = ?(hy) avec k(hy) = ———;
[Ah2) ~ (h2) (h2) .
En multipliant a present chacune de cesequations respectivemert par les solutions , , ,
, du probleme adjoint, et en les integrart sur leur domaine de de nition, on obtient par
l'intermediaire de (5.6) :

Z:Z Z+Z

et S%h,) = h—128(h2):

I p

(0o ~+ 1@ @)= k@ S h_2;

0 H 0 H 2

et donc nalement
, " #
1 2hs @ S + Qih (5.9)
h)) = — - : .
r1(h2) R Qi hy

Dans le cas h, independant du temps le gradient du critere prend la forme
1212 #

_ 1 2hy .
roaha) = h, o  2h1+ 1ho @ s + QaThe:

5.2.3 Commande B,(t;X;y)

Par la mémedemarce, on etablit dansun premier temps :
Z+Z Z:Z Z:Z
roa(b)b = . (o ~+ 1@ @) + Q2 . b, B ;

H H

puis on exprime la dependancede ~ en B, par les equations de sensitivite :
8

@~ A( w~+@-@B, @-@B, = (@ @b @ @b) dans 4 [0;T]
% H~ S~ = 0 dans 4 [0;T]
@~+ B:(@~-nx @'-ny) = B, (@ nx @ ny) sur @y [OT] .
@'~ = 0 sur @y [0;T]
g ~jt=0 = 0 dans H

(@jt=o = 0 dans H
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Comme ci-dessus,on multiplie chaque equation par la solution du probleme adjoint assaiee, et
on integre. Alors, une integration par parties desderiveesde B, dansla premiere equation permet
d'aboutir aI'egalite (toujours compte tenu de (5.6)) :
z.:2 z.:2
(o ~+1@ @)=  ¢@ @ @@)h
H

0 H

(sadant que = ¢ g, ). Ainsi

r o) =@ @ @@')+ Qaby: (5.10)

Dans le cas B, independant du temps on trouve le gradient :
Zy
ro2b)= (@ @ @@)+ QaTh:

5.3 Discr etisation

Rappelons la formulation variationnelle en espace(5.11) de I'equation d'etat, qui va nous
permettre d'approcher la solution par une methode de Galerkin de type spectral : 8t 2 [0; T],

%Trouver (0" () 2 (H'( u)? telsque 8(; ) 2 (HY( w)?

Z n

|
@) +Pru () ra +B.(@ @ @ (1)@ )] 0; (5.11)

§ " Z n i
: ru' (t) ry S (1) = 0:
H
plus les conditions initiales -0 = o €t (@ )j;zo = 1. Le probleme adjoint (5.7) s'ecrit sous
forme variationnelle en espace8t 2 [0;T] :

S Trouver ( (t); (®) 2 (HY( n)? telsque 8(; )2 (HY( n))?
% Z h i Z n [
@ 1) +ry () ra S (1) = o () 1@ ()

Z pn " [ "
§ rn (t) ry B[@ )@ @ (1)@ ]

H

1
o

(5.12)
plus les conditions initiales ;=1 = 0 et (@ )ji=7 = 1@ je=T1-

5.3.1 Appro ximation de Galerkin sur la base des modes gravitationnels

Les proprietesspectralesdu laplacien permettent de chercher toute solution du systeme(5.11)-
(5.12 sur la basedes\mo desgravitationnels" :

8 X 8 X

3 (txy)= min () Fmin (XY) 3 (txy) = min () Fmin (X5Y)
(m;g()Z N? . (m;g()Z N?

3'(txy) = "men (8) Fron (X3 Y) 1 § (txy) = mn (1) Fmin (X Y)

. (m;n)2N? (m;n)2N?

ou (fmn (X; y)) estune baseorthonormale dansL?( ) et orthogonaledansH*( ) (cf. 3.3.2).
De la m&me maniere que pour le probleme direct, la projection sur cette base de la deuxieme
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equation du systeme (5.12) permet de trouver

2 X
m:n = T mono B(m;n);(mo;no) ) (513)
min (m%n%2N?n(0;0)
ou z
B (min);(mono = B2(@f mono@fmn  @f meno@fmn):
H
Alors on substitue dansla premiere, pour arriver a :
S X

2 2 -
dt mn + CZ km;n mn + 2 mo;nOB(m;n);(mO;nO) = 0 mn 1@ m;n
min (mO;nO)ZNZn(O;O)

#

8(m;n) 2 2n(0;0). En eectuant le changemen de variable mn = Kmn mn, On etablit
nalement la version semi-discetisee du systeme (5.11)-(5.12) dansle sous-espace

Vi = Vectffmn(X;y)jO m Nx;0 n Ny;et(mn)6 (0;0)g H()
; Trouver (t) = [ o0 (O o (D); 0 NX;NY(t)]T et (1) =1 oa(t);iy 10(t); i NX;NY(t)]T
RW+RO =0 . R+RUO O=K[o O+ 1R ()]

©= °: q0)= ! (M)=0; qT)= 1K qT) !
(5.14)

3 tels gue

ou
K(m;n);(mo;nf’) = kr2n;n (m;n);(m%n9 et R(t) = Cz(t) K S(t)G(1)];
G etant donneepar (4.12). Noter qu'en toute gereralite, les matrices R et G dependert du temps

du fait dela presencedansleur de nition dec? et S (fonctions de h, et doncdet) pour la premiere,
et de B,(t; x; y) pour la deuxieme.On renvoie en 5.3.4 pour le calcul de G.

5.3.2 Discr etisation en temps : metho de de Newmark explicite

Le probleme (5.14) est compose de deux systemesdi erertiels ordinaires du secondordre que
I'on peut resoudrechacun par le shemade Newmark [78] explicite (f o= 0; 1= %g, cf. 2.2.1.a),
etant donne que la matrice multipliant ¢t) et %t) est diagonalé* (cf. P.-A. Raviart et J.-M.
Thomas [84]). Ainsi, en de nissant un pasdetemps t = T=N et les edantillonnages asscies

P (p tyet ' (p t), desdeweloppemerts limit esau premier ordre (resp. deuxieme) en
et (resp. et 9 permettent d'ecrire les schemasaux di erences nies

8 2 8 2
_ 0o, _ oo _ 0o, L oo
% p+tl  — p+ t p+ T p % p 1 - p t p+ T P
00; 00 et o , o ; 8p 0
0 = 04 P p+l 0 — 0 t P 1 p
p+1 p 2 p 1 p 2

Alors, l'expressiondu systemepreedern en deux instants p et p+ 1 conduit a
8

- 2 00 .

< p+2 p+1 - p+1 p+ t ptl
— 2 00 .

p2 p1 = p1 pt 7 7

1Sj I'on avait utilis e une methode d'elemerts nis, qui fait apparatre une matrice non diagonale devant % il
aurait sut d'appliquer la technigue de condensation statique pour seramener au casdiagonal (cf. 2.2.1.b).
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Ainsi, en utilisant (5.14), on ecrit les schemassousla forme :
8 8 )
% pr2 = 2 pr1 p t“Rpe1 pe1;

t2
E o= % 1= %+t TROO;

(5.15)

2

N = 0; N 1= t 1K 3+ —K(onN+ 1RN N);

8
% p2=2p1 p tz[Rglpl K(Op1+ 1Rp1p1)];
3 2

ouRp" R(p t).

5.3.3 Discr etisation des crit eres et de leurs gradien ts

Pour calculer les integrales en temps, on consicere que les variables sort interpolees par
elemerts nis P2 sur le maillage :

N h i N 1h
o= 0 - [ p
p=0 p=1

[
T .

t-
2 1

NI =

On obtient ainsi desfonctions en escalierqu'on integre exactemen.

Commande hy(t)

En remarquart, comme (f m:n (X; ¥)) (m:n) forme une baseorthonormale de L2( n), que

z.:2 Z: x Z X Z
2 = r%;n I kr%;n r%w;n = T K '
° : 0 (m;n)2N? 0 (m;n)2(0;:5N % ) (0;:5N v )n(0;0) 0
on a commeversion discrete de l'expression (5.2) :
1 . ;T Q1 X S
)" 5 eiCopK pt 15 K D+ 5 tpi(hd)p:
p=0 p=0
t
(noter quepourtout p 1 : 8: Pitpl 7Rp 1p1 )
Au sujet du gradiert (5.9), l'utilisation desformules (3.26) et (5.13) permet d'obtenir :
z X z
@ = mn 02 TR ; et; 2 TG
H (m;n)2N? H

Par ailleurs, on decompsesur la méme baseque h, pour desraisonsde consistance:

X
ra(h2)’ [ra(h2lp 1,
p=0
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ou [r 1(h2)]p estla projection der 1(hz) sur le vecteur de base | :
( " # )

1 ohy
Foaole=itel s SR gy, PRP P S% 5 G Qi

Dans le cas h, independant du temps le critere discretise s'ecrit :

X
1(h2) "’ > I'piC o pK p+ 1 gTK D+ %Thz;
p=0
et songradien :
|
1 Xt oh1 '
) =t — 21 TR TG, +QiThy:
" a(h2) th:1jpj ohy+ qhp PP Scszp QuThe

Commande B,(t; x;y)

En plus de la discretisation en temps, on doit ici decomposerl'expression (5.10) egalemen en
espace.On utilise la basedes modesgravitationnels :

X
by(t; x;y) = b (Of5 (Gy): avec by = byify
(i )2N?n(0;0)

L2( w)

et on restreint I'espacea un sous-espacele dimension(NQZ +1) (Nf} + 1) 1. Par ailleurs, on
note by, = M ; 1,0 2107 AiNSi :

o X X
AB) 5 B0 JK pt 1 JK 9+ 2 2,
p=0 (ij )2f 0;::;N§ng O;::;N$Zgn(0;0) p=0
et: " 4
X X
rooa(ly)’ [r2(b)lip 1o Fij
(5 )2f 0;:N )lzzgf 0;::;N$Zgn(0;0) p=0
ou
[r 2)lijp = (CZ (@ @ @@y, ) + Qxby,; fj; )|_2( H)r e L2[0T]
s TFY +Qaby; 4, L2007
' j! Pj (SC2 -pl)—Fi;j pt th;j;p);
avec L 7

Fl

(}n;n);(mo;n(’) = K (@fmo;no@fm;n @fmo;no@fm;n)fi:j :

m;n I(mo;no H

Dans le cas B, independant du temps

X ) Q2 X
ab)' 5 el o pK pt 1 K D+ T G
p=0 (i )2f O;::;N)Ezgf 0;::;N$Zgn(0;0)
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et X
roo(by)’ [r 206D fiyj
(izj )of O;::;Ngzgf 0;::;N$Z gn(0;0)
avec
Zq
[r 2b)]i; = . @ @ @@ )+ QxThy;fj L2 )

p=0

5.3.4 Calcul des matrices antisym etriques

Les matrices G et Fiil s'ecrivert sousla forme G = H(B;) et F = H(f;;), ou
1 z |
H @ g7t (@Ff mono@fmn ~ @f mono@f mn) g
m;n Kmono (m;n);(m%n9

se dewveloppe commesuit :

H(m;n);(mo;no)(g) =
! ! ! !

42 m;n mo%no z " (h m° . no m n
’ ' g mmnsin X COS —Yy €C0S —X sin —y
(Lx Ly)2Kmin Kmono Le = Ly” 7 Lt Lyt
nm cos m° X sin n° sin ™y cos _
L L, Y L L,
ou encore Hmn);mon9(9) =
. 0-n0
LT [m(h (Omo+mn®%n  Om® mn® n+ Om® mn%n  Om% mno n)
Km:n kmo;no LxLy
nOm (Qm0+m;n°+n Ono mn%n  Om® mn%n * Om% m;no n)]
2 2 m | n |
avec Omn = gsin —x sin —y
T LgLy Ly Ly
Cette derniere formule est interesare car lorsque g est uniforme,
Z Z VA . .
= sin(mx) sin(nx); avec sin(kx) = 0 sik estpair
G = G 0 0 ; 0 2=k sinon
Si cen'est pasle cas,on decomposeg sur la basedesf; , et on obtient :
! ! ! !
22_ x ’ cos | X cosj sin m X sin n
T LG LT IR W
(i )2N
1 X
= = ij G (Fm+ij+n Tm g n* Tm ij+n  Tmeij n)
2 XLy .. 2
(i )2N
| |
2 Z - - - -
avec fry| = sin —Xx sin —y
Luly L Ly

Nous disposonsa preseit de tous les elemeris necessaires I'impl emertation des problemesde
cortrdle etudies.
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5.4 Resultats num eriques

On xe danstous lestest presetiesici les parametres physiqueset numeriquessuivants :

Lx = 3; Ly = 10m B,=05;Bg=103T Nx = 3; Ny = 3
1= 2300; ,= 2150kg=m?3 Jo = 10° A=m? t = 0:05
h; = 0:2; h§ = 0:05m T=5s; L=1m N2 =2;N2=2

Choix de la donn ee initiale

En faisart ewluer sur deux unitesde temps la gaussiennecertree a moyennenulle :

(xy)= 004 expl (x x)* Ol(y Y)] exp[ (x x)?2 0Ol(y )?

(ou (x;y) designele certre du domaine 1), on obtient comme deformeed'interface :

32 28 54 9 32 28
824 20 824 20 9
%X 18 12 08 o4 %X 18 12 08 o4

Fig. 5.1{ Evolution d'une gaussiennesur deux unitesde temps

gu'on choisit, assortie de sa deriveetemporelle, commedonneeinitiale ( o; 1).

Probl emes d'optimisation

Par une methode de gradiernt conjugue, on cherche a attenuer T = 1 puisen T = 2 la deformee
d'interface d'une part (( o; 1) = (1;0)) et savitessed'autre part (( o; 1) = (0;1)) :

32 28 o4 a9
8 24 20
% 16 12 08 o4

Fig. 5.2{ Deformeesd'interfaceenT = 1 et T = 2 sansoptimisation

Les gradients desfonctions co0t sort en general divisespar 100a la n de l'algorithme.
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5.4.1 Commande hy(t) sur une unit e de temps ; Q; =1
Cas ind ependant du temps

Contrdle de linterface - on parvient a reduire le coot initial  1(hd) = 0:0201 de 4% par la
commandeoptimale h, = 0:072,en accordaveclespro Is de la fonction co0t et de songradiert :

0,034 0.2

0.0
0.030
0.1
0,028
0.2
0.026-
0.3
0,024

0.020 06

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
000 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020 000 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020

Fig. 5.3{ 1(hy) etr 1(hy)

Contrdle de la vitessede l'interface - le minimum est atteint en h, = 0:105, qui donne un gain
de 12% par rapport a 1(h9) = 0:0623:

2 T T T T T T T T T - T T T T T T T T T
000 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020 000 002 004 006 008 010 012 014 016 018 020

Fig. 5.4{ 1(hy) etr 1(hy)

Cas hy constant sur [0;T=2] et sur [T=2;T] (commande en dimension 2)

Contrdle de l'interface - on reduit le coot  1(h9) de 6% pour h, = (h3; h3) = (0:093 0:043).

001 003 005 007 009, 011 013 015 017 019 021

Fig. 5.5{ 1(h};h%) (vuesde prol et de dessus)
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Cas general

Contrdle de l'interface - on reduit le coot 1(h9) de 7% par la commanderepresenee ci-dessous
avec les deux preadertes et l'interface assosteen T (qui di ere peu desdeux autres cas):

T T T T T T T T T 32
0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 10 28 24 20 15 4, 9
X 08 04 1

Fig. 5.6{ Commandeoptimale h,(t) et interface obtenue en T
Contrdle de la vitessede linterface - le gain obtenu est de 13% sur le co0t  1(h9) :

T T T T T T T T T 32
0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 10 28 24 20 15 4, 9
X 08 04 1

Fig. 5.7{ Commandeoptimale h,(t) et interface obtenue en T
5.4.2 Commande B,(t;X;y) sur une unit e de temps ; Q3 = 10 4
Cas ind ependant du temps

Contrdle de l'interface - on reduit le coot  »(0) = 0:0189de 13% par la commande:

9

32 28 44
20 16
X 12 08 04 q

Fig. 5.8{ Commandeoptimale B,(X;y) et interface obtenue en T
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Contrdle de la vitessede l'interface - on obtient un gain de 6% sur le co0t (0) = 0:0611:

32 28 24 5 32 28 24 50 44
20 16 12 08 g4 o x 012 08 04

Fig. 5.9{ Commandeoptimale B,(x;y) et interface obtenueen T

Cas general
Contrdle de l'interface - on reduit de 13% le codt (0) par la commandeB, suivante :

/// AN |

Fig. 5.10{ Commandeoptimale B,(x;y) ent = 0:25ett = 0:5

9

9 32 28 24 20 16 1,
X 2 08 04 g

32 28
2420 16 15 g
X 8 04 1

Fig. 5.11{ Commandeoptimale B,(x;y) ent = 0:75ett =1

La deformeedinterfaceen T, quant a elle, di ere peudu casB, constart.
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Contrdle de la vitessede l'interface - on reduit le cot »(0) = 0:0611de 11% par la commande
B, suivante :

32 28 24 9
iﬂ 16 12 08 04

10 —
09 -
08
07 -
06
Z o5

04
03 - 0
02 | 2

01— 4

0 6

8
32 28 24 9 32 28 24 9
30 16 12 08 04 30 16 12 08 04 p

Fig. 5.12{ Commandeoptimale B,(x;y) ent = 0:25, 0:5, 0:75 et 1.

De me&me que pour le cortrdle de l'interface, la deformeedi ere peu du casconstart.

5.4.3 Commande hy(t) sur deux unit esde temps ; Q; =1
Cas ind ependant du temps

Contrdle de l'interface - par lescommandesh; et hy(t), on reduit le coot  1(h9) = 0:197 de 43%
et 45%.

T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 0.6 08 10 12 14 16 18 20

Fig. 5.13{ Commandesoptimales h, et h,(t) et interface obtenueen T
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Contrdle de la vitessede l'interface - lesgainsobtenus sur  1(h9) = 0:428sort de 63% et 64% :

Fig. 5.14{ Commandeoptimale h,(t) et interface obtenueen T

5.4.4 Commande B,(t;x;y) sur deux unit es de temps (Q,=5 10 )
Cas ind ependant du temps

Contrdle de l'interface - on reduit le coot  »(0) = 0:194 de 10% par la commande:

9

32 28 4
20 16
X 12 08 04 p

Fig. 5.15{ Commandeoptimale B,(X;y) et interface obtenueen T

Contrdle de la vitessede l'interface - on reduit le codt »(0) = 0:426 de 33% par la commande
B, suivante :

y

e
Q)

32 28 24 9
20 16
X 12 08 04 p

Fig. 5.16{ Commandeoptimale B,(x;y) et interface obtenue en T
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Cas general

Contrdle de l'interface - on reduit le codt  »(0) de 50% en obtenant une deformee d'interface
sensiblemen meilleure que dansle casB, constart :

32 28 24 9
- 20 16
X 12 08 04

Fig. 5.17{ Deformeed'interfaceen T

Ci-dessousla commandepermettant d'arriv er a cette performance:

Fig. 5.18{ Commandeoptimale B,(x;y) ent = 0:25, 0.5, 0:75, 1, 1.25, 1.5, 1.75 et 2
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Contrdle de la vitessede l'interface - on obtient 61% de gain, et l'interface :

Fig. 5.19{ Deformeed'interfaceen T

Ce resultat n'est pas spectaculaire, donc a priori etonnant compte tenu du gain obsene sur
la fonction co0t, mais en visionnant |'ewlution de l'interface au cours du temps, on se rend
compte que cette derniere bouge peu, en accord avec le critere choisi. Ci-dessousla commande
correspondarte :

l
“}\‘\ \’//72;7;;;/")‘\35// J

32 5, o
x

Fig. 5.20{ Commandeoptimale B,(x;y) ent = 0:25, 0.5, 0:75, 1, 1:25, 1.5, 1.75 et 2.
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5.5 Bilan

Commande hy(t)

Le premier casexpose (contrdle de la deformee sur une unite de temps) montre clairemert la
coherenceentre lescasindependart et dependart du temps. En e et, on obsene quela commande
instationnaire h,, d'une part, oscille autour de la commandeconstarte optimale, et, d'autre part,
estenaccordavecle cash, bidimensionnel.Par ailleurs, on obsene quela commandeinstationnaire
fournit descolts optimaux certesmeilleurs que dansle casconstart, mais ameliore peu cedernier.
Enn, la commandeoscille plus pour le critere \vitesse" que pour le critere \d eformee", ainsi que
pour une dureeplus grande.

T=1 deformee | vitesse T=2 deformee | vitesse
stationnaire 4 12 stationnaire 43 63
instationnaire 7 13 instationnaire 45 64

Tab. 5.1 Tableaux recapitulatifs desgains pour u = h

Commande B,(t; x;y)

Le contrdle par le champ magnetique vertical revele que si I'on choisit ce dernier independart
du temps, on obtient de meilleurs gains en temps court qu'en temps plus long. Par ailleurs, le
fait de permettre a B, d'ewluer dans le temps ameliore trespeu les performances,toujours pour
T = 1. La situation change completemert deslors qu'on cherche a contrdler en temps plus long,
en e et dans ce casles gains sort bien meilleurs pour une commandeinstationnaire, ce qui est
une di erencenotable par rapport a la commandeh,. Enn, soulignonslinterét de la commande
B, qui permet de maintenir la DAM a savaleur basseh).

T=1 deformee | vitesse T=2 deformee | vitesse
stationnaire 13 6 stationnaire 10 33
instationnaire 13 11 instationnaire 50 61

Tab. 5.2 Tableaux recapitulatifs desgains pour u = b,

Conclusion

La minimisation de la vitessede l'interface, d'une maniere generale - exceptke pour le casB,
stationnaire et T = 1 - apparat commeun critere qui s'optimise plus facilemert que la deformee
elle-meme. D'autre part, la commandeh,, senble-t-il, na pas besoinde dependre du temps pour
etre e cace, tandis que le champ magnetique vertical, au cortraire, requiert d'etre modi e en
permanencepour o rir de bonnesperformances.D'un point de vue pratique, ce modele lineaire
preconisedonc de disposer d'un appareil electromagretique permettant de regler en temps reel
le champ magnetique ambiant. Ce dernier etant principalement genere par desconducteurs xes,
on imagine dicilemen t la mise en uvre d'un tel procede. An de detecter un autre moyen
d'ameliorer la stabilit e descuves, nous utilisons dans|la suite le modele non lineaire pour explorer
plus en detail le phenonmene physique.



Chapitre 6

Parall elisation du code non lin eaire

6.1 Presentation du probl eme

La simulation d'un phenomenederolling (cf. 3.3) sur 10 unitesde temps necessiteune journee
de calcul sur une machine moyenne possdart quelquesGHz de frequenced'horloge, alors que le
modele utilis e est une grossere approximation de la realite physique (suppressiondesphenomenes
thermiques, chimiques et turbulents, geometrie cylindrique, etc.). Ce coOt elewe provient de la
complexite mathematique du probleme(3.8)-(3.7), qui demeureimportante (nombre d'inconnues,
deplacemen du maillage) mémeune fois les hyp othesesci-dessusprisesen compte. D'une maniere
gererale, plus un modele est precis, et plus il est cher a resoudre,au senspropre du terme. Il est
alors possiblede reduire ce codt enameliorant soit I'e cacit e du modele (le rapport ertre saperti-
nenceet sacomplexite mathematique), soit cellede sonapproximation. La premieresolution releve
de la physique fondamertale, tandis que la deuxieme se situe a l'intersection des mathematiques
et de l'informatique, mais nourrit egalemen la modelisation pure en fournissart desinformations
sur saporteephysique. La simulation numerique n'a donc pas qu'une signi cation gquantitative de
prevision de phenomenesen fonction de parametres donnes, mais joue aussiun rdle qualitatif de
mise a |I'epreuve desmodeleslorsqu'ils ne sort pasencorecompletemert valides. Dans cette phase
exploratoire, il est parfois plus utile de conndtre rapidemert la reponsedu modelea un parametre
particulier, que de tester plusieurs parametres simulanemert, mais plus lentement. Cette situation
se preserttera typiquemert au chapitre 7, lorsqu'il s'agira d'exhiber des actionneurs en vue du
cortrdle de l'in terface electrolyte-aluminium (cf. 8).

Un autre exempleestle problemedu cortrdle en lui-m&me,dont la raison d'etre est de decider
automatiquementdes valeurs a donner aux parametres pour obtenir une reponse particuli ere du
modele, plutdt que de lancer plusieurs tests en esperart tomber sur la valeur en question. En
utilisant par exempleun algorithme de gradiert (cf. 2 et 5), il estnecessairale resoudrea chaque
iteration deux problemesdu type (3.8)-(3.7).

Ainsi, lorsque ce genre de cas se preserte, et que I'on disposede plusieurs ordinateurs, il est
avantageux d'optimiser la puissancede calcul en utilisant tous les ordinateurs pour I'execution
d'un seul programme. Cette technique, qui porte le hom de parallelisation, requiert de diviser
le programme en parties les plus independartes possiblesles unes des autres, an de limiter le
nombre de communications (transferts de donnees)entre ordinateurs. La methode des elemens
nis posede justemert une structure locale remplissart cette condition, qu'on exploite ici pour
paralleliser le code non lineaire. En decomposart l'inconnue sur des sous-domainesdu maillage,
puis en appliquant au probleme distribue resultant un solveur parallele de la librairie Aztec [97],
on ramenele temps d'execution a I'edhelle de I'heure plutdt que de la journee.

75
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6.2 Notions sur le calcul parall ele

6.2.1 Latence - granularit e

En informatique, la performance d'un programmes'evalue directemert commel'in versede son
temps d'execution Tx . Si, de plus, on prend en compte le co0t de I'execution en rapportant cette
performancea la puissancetotale de calcul utilisee N, (exprimee en nombre de processeurs)on

de nit I'e c acite par
1
E = X
Tx Np
D'apres cette de nition, sil'on considere un probleme decompse en N, sous-probemesde taille
N, fois plus petite, lestemps de communication " > 0 entra’ment que le probleme decompose est

moins e cace que le problemeertier (programme sequentie), car

1 1

Il est donc preferable de ne pas paralleliser le programme.

En calcul scierti que, cen'est plus vraiment I'e cacit e du programmeen lui-me&mequi compte,
mais plut®dt I'in terét desinformations qu'il renvoie. Lorsquecelui-la estsu san t, par exemple,pour
faire I'economiedu lancemen de N, programmessimultanes,il estclair que la parallelisation est
souhaitable si les temps de comnunication sort susamment faibles, en e et

1 1

> .
TX Tx N,
N + " N r
Np P

R "
<N—p(Nr 1) )

Ainsi, il s'agit typiquemert d'un problemede latence et non de debit : un Concordea une meilleure
latence qu'un Boeing 747 car il peut transporter deux fois plus rapidemen les passagersmais
comme il en cortient trois fois moins, il posede au nal un debit inferieur. L'enjeu de la pa-
rallelisation est d'optimiser la latence du code, de maniere a pouvoir conndtre rapidemert la
reponsedu modele a un parametre donne, dans une procedure essai-ereur par exemple.

L'e cacit e d'un programme parallele est non seulemen tributaire destemps de communica-
tion qu'il engendre,mais ausside I'exploitation maximale de la puissancedesordinateurs. Celle-la
setrouve freinee par les parties non parallelisablesdu code, qui sort executeesidentiquement par
chaque processeur(ou nuds ). En genreral, cessectionstrouvent leur origine dansla necessig, a
certains momerts de I'execution, de regrouper sur chacun des processeurd'information issuede
I'ensenble desn uds du programme pour pouvoir poursuivre cedernier. Alors, dansle casou cer-
tains processeuront mis plus de temps que les autres a e ectuer la tache permettant I'obtention
de ladite information, tous ceux qui ont travaille plus rapidemert seretrouvernt dans une situa-
tion d'attente, et n'utilisent donc pastout leur potertiel. Cet inconveniert est malheureusemenh
inevitable, car certaines parties du code se preétent mal a la parallelisation, a partir du momert
ou le gain obtenu en nombre d'operations est neutralise (voire surpas®) par la perte occasionree
due aux communications qu'il necessite.Ainsi, on de nit la granularite d'un code parallele par
le rapport entre la charge de travail W (nombre d'operations) par processeuret les temps de

communication : W
G=

et donc plus la granularit e est elevee, meilleure est I'e cacit e.
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6.2.2 Classication de Flynn

Des 1966, M.J. Flynn [33] propose une classi cation des architectures d'ordinateurs, base
sur la combinaison ertre les lettres S et M (pour Single et Multiple) d'une part, et | et D (pour
Instruction et Data) d'autre part. Ainsi trois categoriessort distinguees:

- SISD : la plupart desordinateurs actuels (execution sequeriielle)

- SIMD : la m&me instruction est executee simultanement sur des donneesdi erertes, de

maniere transparente pour le programmeur (machines vectoriellespar exemple),

- MIMD : des ux d'instructions independarts sort ernvoyes de maniere asynchone sur des

donneesindependartes. Citons le casparticulier (important) SPMD : Single Program, Multiple

Data, ou lesinstructions sort les mémes,a ne pas confondre avec SIMD.

L'architecture la plus repandueest de loin la derniere, car elle peut &tre construite a partir de
madines ordinaires (reseauxEthernet de stations de travail, clusters) comnmuniguant par passage
de messagesOn peut m&mea rmer quec'est savariante SPMD qui est utilis eepar la majorit e des
codesparalleles,car elle permet d'ecrire un unique code sourcepour I'ensenble desprocesseurs.

6.2.3 Memoire distribu ee - memoire partag ee

On peut distinguer deux types d'architectures MIMD, dans lesquellesla memoire vive se
trouve propre a chaque madine (memoire distribu ee) ou commune a I'ensenble des processeurs
(memoire partagee). Dans le premier cas, I'avantage est un acas rapide a la memoire, tandis
gue l'inconveniert est un ralentissemen eventuel de communication entre les madines. Dans le
deuxieme, c'est I'in verse(gestion de coherencedescadies...).

************ ************ a
************ ************

777777777777 | réseau d'interconnexion |

| réseau d'interconnexion | I mémoire partagée I

Fig. 6.1{ Memoiresdistribu eeet partagee (P : processeurM : memoire)

Nous e ectuerons nos tests sur une machine d'architecture hybride : c'est un cluster de biproces-
seursqui pos®dent chacun leur propre memoire, ce qui en fait un systeme a memoire distribu ee,
mais les deux processeurgjui constituent un elemert fonctionnent, eux, en memoire partagee:

++++++++++++

————————————

[ ] [m]
R P
e e R

@ $ !

| r seau d'interconnexion |

Fig. 6.2{ CLUMPS (cluster de SMP, Symmetric Multipro cessor)
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6.3 Description du code initial

Le code Mistral, ecrit en C++ entre 1995et 2003 par J.-F. Gerbeau, seul d'abord puis avec
T. Lelievre, estun programme de resolution par elemens nis d'une classeassezgenerale d'EDP,
typiquement des problemes paraboliques-elliptiques multi-inconnues comme les equations de
Navier-Stokes ou de la MHD. En plus de cela, il posde des utilitaires capablesde deformer
le maillage au cours du temps, et donc de traiter des problemesen formulation ALE (cf. 3.3).
Dans un premier temps, on peut distinguer deux grandesphasesdans son execution (et donc dans
sa conception) :

- premieremet, la construction du problemeinitialise le maillage, I'interpolation et la structure

matricielle qui enresulte; cette operation est e ectu eeune seulefois au debut du programme.

- deuxiememet, le programme consistea remplir la structure matricielle ainsi construite en

fonction desdonneesd'entr ees(assemblagk puis a resoudrele systemelineaire qui enresulte.
Dans les problemesit eratifs (cas instationnaires et / ou non lineaires),la deuxieme procedure est
executee a chaqueiteration, et pour les phenomenesinstationnaires qui nous interesseh princi-
palemert, le maillage se deforme au cours du temps (ce qui, en dehorsdu calcul de w, necessite
desoperations supplemertaires de co0t non negligeable).Dans les problemesde MHD bi uide, on
obsene que la phased'assenblage consommeen realite pres de 80% du temps de calcul, cortre
20% pour la resolution. Soulignonsen n qu'un tel probleme est tr esconsommateurde ressources
informatiques, d'ou l'utilisation majoritaire de formulations en elemeris nis stabilisesd'ordre 1.
Dans le cas magnetohydrodynamique tridimensionnel, la taille du systeme lineaire a inverser a
chaqueiteration correspond alors a sept fois le nombre de sommetsdu maillage (du fait desdeux
inconnuesvectoriellesv et B, et de l'inconnue scalaire p).

6.3.1 Initialisation
6.3.1.a Maillage

Solveur \pur", dansle sensou il ne cortient pas de mailleur, mais prend en entreeun c hier
au format Fidap Neutral File, Mistral commencepar construire I'ob jet Geometrie, chargemern de
ce c hier en memoire. Un maillage p d'un domaine estconstitue au minimum :

- d'un ensenble de points de identifespar un numero glotal | 2 f1;::Nyg

- d'un ensenble d'arétes reliant cespoints, de maniere a former une partition du domaine

approche p en polyedres(K')1 | L, (elementsgeometriques volumiquey, tels que l'intersec-

tion de deux polyedresdistincts soit I'ensenble vide, un point, une aréte ou une face.

Par ailleurs, il doit &tre possiblede regrouper leselemerts en sous-domainegarticuliers, les gur es
pour distinguer desendroits auxquelssort appliguesdesoperateursdi erens. lls s'ensuit une re-
numerotation locale deselemerts de manierea pouvoir y acederrapidemert sur une gure donnee.
De méme, dans un elemert donne, les points doivent &tre localement numerotes pour identi er

leurs positions relatives. Un point commun a plusieurs elemerts a donc plusieurs numeroslocaux.
Cet aspect est crucial pour le calcul de la cortribution elemenaire du probleme sur un polyedre
(voir le paragraphesuivant). Parallelemen a cela,desportions de la fronti ere de certains elemerts
geomretriques doivert &tre repertoriescommedeselemerts surfaciques an de permettre la prise
en compte des conditions aux limites. Comme dans le cas deselemerts volumiques, cesportions
sort alors regroupeesen gures surfaciqueset leurs points et elemerts localemen renumerotes (cf.
Fig. 6.3). Enn, on peut avoir besoind'accedera l'ensenble despoints d'une gure (typiquemert
pour les conditions de Dirichlet), d'ou un troisiemetype d'identi an t qui est le numero du point
dansla gure qui le cortient (il peut y en avoir plusieurs).
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1
Elemert o [—
volumique 41286 — Figures
= volumiques
1 :
2 * Numero de point global
3

Elemert —— Figures
surfacique —

surfaciques

2
Fig. 6.3{ Maillage et identi an ts locaux
En plus des sommetsdes elemerts, d'autres points peuvert tre ajoutes au maillage (sur leurs

arétes par exemple),an de pouvoir supporter divers typesd'interpolation. Au niveau informa-
tique, cette structure de donneessetraduit commesuit :

Figures volumiques

1 . .
- (/\ Liste de points
2

5 Elemert volumique 1 |X1|y1 22
. 12 2
2 ele T [ [ T[]

Figures surfaciques
1 T

1 o« .

2 Elemert surfacique
2 12

1

2

i NhXN YNhZNh

Fig. 6.4{ Structure de donneesGeometrie

En dehorsde cette structure de base,deux outils importants sort preseits dansl'objet Geometrie
(sousforme de fonctions membie), a savoir le calcul de normalesen despoints d'une gure surfa-
cique, et le deplacemem du maillage (qui consistea ne modi er que les coordonneesdans la liste
de points Fig. 6.4). On disposeainsi d'un maillage non structure du domaine de resolution. Cette
con guration a pour avantage de permettre une souplessed'emploi de la discretisation spatiale
par rapport a la geometrie du domaine, mais pour inconveniert de ne pas pouvoir disposerd'une
connectivite simple du maillage (cf. 6.3.1.c).

Dans le probleme qui nous interessela con guration standard reposesur deux gures volu-
miques (aluminium, cryolithe) et cinqg gures surfaciques(cathode, anode, parois laterales pour
I'aluminium et la cryolithe, interface), auxquellesil faut ajouter leurs reunionsrespectives.
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6.3.1.b Interp olation

Nous avons vu en 2.2 gue la methode deselemerts nis conduisait a resoudreau moins une
fois un systemede la forme
AX = b;

ou la matrice A est consituee de contributions inter-nodalesde I'equation, notammert du type
Z
rw rwy;; 1 1;3 Np;

oules(w;)1 | n, sort desfonctions de forme sur , ou encoredesfonctions de baseglokales(une
par point), par opposition aux fonctions de baselocales | (plusieurs par elemert). Sur un maillage
non structur e, le calcul de cestermesrequiert a priori la connaissancede chaque fonction w, . En
pratique, il existe une methode plus simple, basesur |I'assemblagele A, ; (voir 6.3.2.a) a partir
descortributions elementaires desfonctions de baselocalesqui constituent w, et wj. Ainsi, il est
possiblede parcourir le maillage elemert par elemert plutdt que point par point, ce qui a pour
avantage de ne pas consicerer desreunionsd'elements comme domainesde calcul, mais ausside
ramener tous les calculs elemertaires sur un méme element de reference K par transformation
geonetrique. C'est ce dernier point qui determine la structure informatique d'un element ni : il
s'agit d'une combinaison ertre un elemert geonetrique (I'ensenble des sommetsd'un polyedre)
et les fonctions de baselocales” de I'element de reference, choisi en fonction des commadites
calculatoires qu'il procure. Concretemer, dans Mistral, les elemerts geometriques volumiguesen
2-d sort desquadrangles(cf. Fig. 6.3 ci-dessus),aussil'elemert de referenceest-il le carre unite.
Sil'on xe l'ordre d'interpolation a 1 pour construire la base(w, ), alors Card = 4 et il faut
donc realiserles 16 operations

K|

sur un elemen pour balayer lI'ensenble des interactions ertre les di erertes fonctions de base
globales non nulles a cet endroit. Or il s'avere que les applications geonetriques de nies et a
valeurs dans les quadranglesconvexessort d'ordre 4, ainsi I'elemert ni consicere (de type Q1)
possde une propriete d'isoparametrie qui setraduit par

a3 4
822Kk M@= M@= MIA®:

i=1 i=1

N\
pour toute transformation ' faisart passerde I'elemert dereferencek al'elemert K' du domaine
physique, ou les (M/); sort les (coordonneesdes) sommetsde K '. Il en resulte, en designar par
J' la matrice jacobiennede cette transformation :
z
i =, AT IR TR T I ()] iDet3'(R)] R

Sur maillage xe, ce genre de formule a pour avantage de ne dewir @tre calculee qu'une fois
dans le cas des operateurs lineaires, tandis pour les operateurs non lineaireson se cortente des
donneesd T "4 et DetJ. Enn, sur maillage mobile, J change en permanence,si bien que les
seulsinvariants restarnts sur un elemert ni donne sort lesnumeros| = "4(l;i) desnuds qu'il
cortient ; la matrice * 4, quant a elle, ne varie pas non plus mais n'est pas speci que a I'elemert.
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Ainsi, la structure minimale d'un elemert ni peut etre etablie a partir d'une simple liste de
numerosglobaux de points, rangesdansl'ordre (1 1;::;14) = ("g(l;1);::; g(I;4)) pour pouvoir relier
chacun a la fonction de baselocale” qui lui estassaiee.Pour cela,le plus simple est de construire
un objet Fctform contenant lesfonctions # calculeesune fois pour toutes. D'un point de vue in-
formatique, on englobe I'objet Fctform et lesobjets et Elem (elemens nis volumiques) Elemid
(elemerts nis surfaciques)dansl'objet Interpol :

1 4
1 2 3 4
25| 7114\26) ——~
Elemfi
(liste de num ros de points) 2 3

Fig. 6.5{ Structure de donneesinterpol

Enn, rappelonsque dansle problemeetudie, plusieursinconnuesertrent en compte : il peut
donc étre necessairede de nir plusieurstypesd'interpolation par element geometrique (typique-
ment pour respecter la condition inf-sup dans le cadre d'une formulation non stabilisee, cf. 3.3),
a savoir plusieurs listes de numeros globaux de points (qui peuvernt etre ctifs dans le cas des
elemerts nis non lagrangienscomme P sur quadrangle par exemple). En realite, on peut mon-
trer que dans le casde la MHD, linterpolation optimale du champ magnretique n'est autre que
celle appliqueea la vitesse(cf. Gerbeauet al. [39]), si bien qu'un elemert ni dans Mistral estau
plus constitue de deux listes de points (une seuledans le cas Q!-stablise). L'objet Fctform doit
donc cortenir deux typesd'interpolation sur I'elemert de reference.

6.3.1.c Structure matricielle

En decomposart lesinconnueset l'action desoperateurs sur une basede fonctions de support
limit e (aux elemens contenant le point rattache a la fonction de forme) , la methode deselemerts
nis conduit a une localisation en espce desEDP, dont une consequencedirecte est le faible taux
deremplissagedesmatricesM et K (cf. 2.2.1.b). Ainsi, la matrice A posedeune structure creuse
qu'on exploite pour optimiser sonoccupation memoire. On utilise ainsi le format creux de matrice
le plus repandu, a savoir le format CSR (pour Compressél Sparse Row), qui consistea stocker
ligne par ligne les elemerts non nuls de la matrice. Ainsi, a partir de deux tableaux d'indices | o
et Ja et d'un tableau de valeurs (non nulles) Va, on a

Ay = Val[K]; avec J = Ja[K]; 1all] K < Iafl +1]:
2 3

s A A o )
S oo >21n = [1]3]5]6]9
Exemple:A:EOj o 0jzdonne>JA: 2|4[1]4|3]1]2][4]
6 7 0 8 " Va = [1.]2.]3. |45 ]|6.|7.]8.]

| o estdoncdetaille N, + 1 tandis que Ja et Va sort detaille Nz, ou Nz estle nombre de valeurs
non nulles dansla matrice. Cestableaux sort regroupesdans la structure Matrice.
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Il existe de nombreuseslibrairies de solveurs iteratifs prenant en entr ee ce format (nous utilisons
pour notre part IML++ [27]). L'initialisation de la structure matricielle consistealors a construire
lestableaux | o et Ja (objet DeglLib) a partir de la connectivit e du maillage - a savoir la connais-
sance,pour un point donne, de I'ensenble despoints aveclesquelsil interagit - et du type d'inter-
polation choisi, qui donnela liste despoints par elemert (sommetsou autres). Elle sebasealors sur
la recherche desinteractions non nulles ertre lesdegresde liberte, qui sort lespoints du maillage en
lesquelsaucunecondition de Dirichlet n'est imposee (fonction dirichlet() ). Le probleme variation-
nel discretise, en e et, peut prendre deux formes possibleslorsqu'une partie D des composartes
de l'inconnue x setrouve contrainte par desconditions aux limites de type Dirichlet :

2 ., 32 3 2 3
D i XD XD 2 32 3 2 3
j = ou 4 ,6\5 54X55:4bD_ ADXDS:
Ap | Ag X5 b5
J

Dans Mistral, on retient la deuxiemeapproche, d'ou la de nition. On I'etend a desproblemesmulti-
inconnuesen attribuant un numero non nul | a toute combinaison (k; “4(l;i)) ou la k*™ inconnue
n'est paseliminee par une condition de Dirichlet au point “4(I;i) (attention : I'application "¢ n'est
pasinjective, donc ce point peut &tre deja trait €). On de nit a cette n I'application :

fl,:;ng fl:Lng 1 nkg ! {O;::;Ng
d - (k1) 7 I Si (k; "g(I;1)) estun degre de liberte
0 sinon

ou n;,. estle nombre d'inconnues scalaires,nyg le nombre de points d'interpolation par elemert
pour l'inconnue k, et N non plus le nombre de points du maillage mais le nombre de degres de
liberte. Parallelemen ala de nition decesderniers,il estegalememn necessairal'etablir la connec-
tivit e du maillage, qui consistea parcourir les elemerts volumiques du maillage, en enregistrart
les numeros globaux de tous les points de I'elemen courant dans deslistes assaieesa cespoints,
sauflorsqu'ils ont deja ete repertoriespar un passageanterieur sur un autre elemert :

Point Liste desvoisins

8/19[15[ 2]
11[5]15] 19
27]/11]19|8[15]2
11]5]15]19[27]8
11[5]15]/19[8 2]
11|5]15]19[27]8]| 2]

NNl =EES

27 [27]11]19] 8]

Fig. 6.6{ Etablissemen de la connectivite du maillage

Si plusieurs interpolations sort utilisees, il faut etablir la connectivite de toutes les couples
d'elemerts nis possibles(quatre au maximum dans Mistral), de maniere a pouvoir prendre en
compte les operateurs variationnels mixtes commel'incompressibilite ou le gradient de pression.
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En n, onestenmesurede construire lesvecteursl 5 et Ja apartir dedeuxtableaux temporaires
K[l]et C[l;K], ou K[I] estla position de J dansla liste desindices de colonneC|l ; ] rattaches
ala ligne I. Sur un maillage de Ny, points, et dansle casou la m&émeinterpolation est appliquee
a toutes lesinconnues, on e ectue (ou ( p(M))1 m n, est la liste desvoisins du point p) :

1 Nz O

2 81 2fl1:;Ng; K[I] 1

3 Pour p= 1:::Np

4 i Pour ki = 1:::n;.

5 j j I Ta(kisp)

6 j ] Sil 60 :

7 j j ] Pour m = n, :

8 i i j i Pourkj = 1::inp

o ] j j j j 3 ol p(m))

10 ] ] j ] ] SiJ6 0 :

11 J J j J J j Cl:kpn J
12 j j j j j j KIT K[]+1
13 J J j J J j Nz Nz+1
14 ] j ] j j Fin si

15 i i i i Fin pour

16 j j ] Fin pour

17 i i Fin si

18 j Fin pour

19 Fin pour

6.3.2 Assemblage et resolution

Nousavonsvu en 6.3.1.b quela prise en compte desoperateurs sefaisait elemert par elemert,
par I'in termediaire desmatriceselementaires ' = ( !J- )ij - L'objet del'assenblageestd'incorporer
cesdernieresdans la matrice globale A a I'endroit qui leur correspond. On utilise pour celaune
gereralisation de la propriete (2.18 (cf. 2.2.1.b) :

X
k — |
Wi = i
Ta(ki(hin=1
au casd'un problemea n,,. inconnuesscalaires,dont chacuneestinterpoleepar un elemert ni a

ny fonctionsde forme,1 k nj.. Ainsi
|
(- |
i - P
PTG k1 kg e

designela cortribution au problemede I'elemert K ', ou !;j;k .k represere l'action de I'equation

ki au point (I;i) sur l'inconnue k; au point (I;j). On supposede plus que nE,;?kJ operateurs sort
appliquesdans|'equation k; a l'inconnuek; :

| I;m .
ik ik T ik iskj

Il restea de nir lesvecteurselemenaires =;ki , constitues de la sommede n{i termes de donnees

(ou inconnuesa l'it eration precederte) notes :EI pour ecrire l'algorithme d'assenblage.
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6.3.2.a Assem blage

A chaque pas de temps ou iteration non lineaire, le programme parcourt les elemerts. Sur
chacun d'entre eux, il calcule:

1. les outils necessaires la transformation geonetrique,

2. la matrice elementaire entenant compte de I'ensenble desoperateurs,

3. le secondmembre elemertaire entenant compte de toutes les donnees,
puis assenble la matrice et le vecteur ainsi obtenus dansla matrice et le secondmembre globaux
Ag et bs (qu'on notera encoreA et b danstoute la suite) par I'intermediaire de I'application "g :

A 0b ©

Pour | = 1:::iLp

j 1) Calcul de la matrice et du second membee elementaires :
j Calculer [J'] 7 et jDetJ

i Pour ki = 1:::ni,

i i Pour kj = 1:in,

j j j Pour p = L:znkik

j i j i Pouri = 1uing etj = Liny
j j j j j =;j;k i1Kj =;j;k i:Kj + :ka ik
j ] j ] Fin pour

i i j Fin pour

j j Fin pour

i j Pour g= 1::ng

j J ] Pour i = 1::ny,

/S T R D

j J ] Fin pour

j ] Fin pour

j Fin pour

i 2) Assemblage

i Pour kj = 1:in,,. eti = L,

j j I Cakis (151)

i ] Si| estun degre de liberte :

i i j Pour kj = Liin,,. etj = Luing

i j j j I ki (55))

j i j i SiJ estun degre deliberte :

] j j j I Als At

j J ] j sinon :

j J J J J bI h !;j;k i 1K XD(J)
i ] j ] Fin si

j ] j Fin pour

i j i b b+

j ] Fin si

i Fin pour

Fin pour

Matrice et vecteur elemenaires sort cortenus dansun mémeobjet Tabelem reinitialise a zero sur
chaqueelemert. La fonction assemble()assurele transfert dansla structure f Matric e,Vecteurg.
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6.3.2.b Resolution du systeme Ax = b

On note x = Xz danstoute la suite.

Nous avonsmertionne en section 2.2 que lesmethodesdirectesclassiquestaient mal adaptees
a la structure creusede la matrice A, d'ou l'utilisation de methodesiterativesdu type (2.19) :

Xk+1 Xk + Tk xe O (6.1)

ou I'on a pris P = Iy (probleme non preconditionne) pour nous concertrer sur la methode
iterative en elle-meéme. Lorsque A est symetrique de nie positive, l'algorithme (6.1) n'est autre
que la methode du gradient a pas xe, ene et

1 .
re=r J(Xx) avec J(x) = E(Ax; x) (b;x) (fonction corvexedans N).

Il estpossibled'ameliorer cette methode par deux moyens.Le premier estd'adapter le parametre
a chaqueiteration enresohant le sous-probemed'optimisation (problemede recherche lineaire) :

Inf J(Xk +  ry);

ce qui conduit la methode du gradient a pas optimal :

i Calculer Ar g

j kK (rsr)=(Arg;ry)
J Xk+1 Xk + klk

J resr Tk KArg

On a minimise J sur la droite x(t) = Xk + trx a chaqueiteration, et obtenu ainsi une solution a
I'it eration k dans|'esmace de Krylov

V= V Alrg):
k Ojegtl( 0);

mais on n'a pasoptimise sur tout I'espaceVy. C'est pourquoi on a recoursa la deuxiemetechnique
qui est une modi cation de la direction de descete. Pour cela, on s'arrange pour que le residur
setrouve dans un espaceorthogonal a Vi en actualisart l'inconnue par

Xk+1 Xkt kPx; avec (pk;Apk 1) = 0; 8k 1;

avec pg = ro. C'est ainsi qu'on obtient la methode du gradient conjugue, qui nous serautile pour
le probleme de deplacemen du maillage (3.21) par exemple.

Concernart les systemesnon symetriques, commeAx = bdeslors que destermesnon lineaires
sort pris en compte dans le modele, on a recours a des methodes un peu plus compliquees,mais
du meémetype. Parmi celles-h, la methode GMRES (Y. Saad et M.H. Schultz [86]) consistea
rechercher la solution dansl'espaceVy, et sonresidu orthogonal a AVy. La solution Xy jouit ainsi
d'une propriete d'optimalit e sur le sous-espaca&a ne rqg+ V, et donc converge en N iterations
exactemen. En pratique, tres peu d'it erations su sent pour obtenir une approximation satisfai-
sarte de x pour peu que le probleme soit bien preconditionne (cf. 2.2.1.c). On obsene que le
preconditionneur ILU(0) (Incomplete LU, J.A. Meijerink and H.A. van der Vorst [70]) remplit
cette condition. Il consistea utiliser P = CU, ou C (resp. U) estla matrice triangulaire inferieure
(resp. superieure) issuede l'algorithme du pivot de Gaussapplique a A, danslaquelle les elemerts
ne sesituant pasdansla structure de A sort annules.
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6.3.2.c Discr etisation en temps et traitemen t des termes non lin eaires

Nous avons vu en section 2.2.1.a que le schema d'Euler implicite etait inconditionnellemert
stable pour I'equation de la chaleur. On peut en dire la m&me chose au sujet du probleme pa-
rabolique que constituent les equations de la MHD, mais son emploi dans ce cas peut s'averer
onereux du fait de la presencede non-linearites telles que la convection, la force de Lorentz et la
loi d'Ohm. L'algorithme explicite, quant a lui, cortraint les parametres h et t a satisfaire une
forme de condition CFL qu'on ne conndt pas. Il existe un compromisinteressah appele schema
semi-implicite, base sur le \gel" de lI'une desdeux inconnuesintervenart dans chaque operateur
non lineaire : on montre que l'algorithme monolithique (couple) qu'on ecrit sousforme forte

8
VARSIV 1 1
-+ v — vl " SrotB"™ BN = =
% t Re P _ Fr ™
divvn*t = 0
Bt Bn 1
% + rotrotB"  rot(v"** B"™ = 0
_ t Rm _
divB"*1l = 0

est inconditionnellement stable et satisfait la propriete (3.23 pour le probleme mono uide.
Informatiqguement parlant, c'est la fonction avan®() qui se charge, apres chaque iteration,
d'aecter (v"*1;B"*1:p"1) a (v";B";p"), puis de reinitialiser A, Ap et b.

6.3.2.d Formulation ALE

L'impl emenation de la formulation ALE constiste a diviser l'assenblage en deux phases
separeespar uneit eration de deplacemen du maillage (on resoutle probleme(3.21) dansune struc-
ture matricielle independarte par la fonction calc_vit_maillage()), de maniere a pouvoir prendre
encompte lestermesu"= t et B"= t sur lesbonsdomaines.Pour que la resolution du probleme
gerere une solution respectart la consenation de la massede chaque uide, il resteatenir compte
de la cortrainte (3.24). Sil'on veut pouvoir utiliser leselemerts nis Q!-stabilises,on n'a d'autre
choix que d'introduire un multiplicateur de Lagrange dans I'equation, car l'interpolation Q! en
pressionne comporte pas la fonction indicatrice de 1. Pour cela, on augmernie la taille de I'in-
connue (du type Vecteur) d'un degre de liberte, et on ajoute une ligne () et unecolonne( T) a
la matrice A, qu'on assenble separemert du reste a partir descortributions elemenaires :

z
@, pour pour tout | tel queK'2 1:
K! T 1l 0ong
D'un point de vue informatique, on de nit un nouvel objet pour pouvoir construire le systeme
lineaire A%°= KPtel que

(6.2)

>
o
1l
—_— et — . —
x
o
Il
(0]
—
5
1l

On applique alors GMRES/ILU(Q) (librairies IML++ [27] et SparseLib++ [69]) a ce nouveau
systemepar l'intermediaire de la fonction resol().
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1. Initialisation

* % * % * ] [x] [*
* * % % * * * * *
* % x| x| %
x * % x| x| %
. * * * x| x| %
dirichlet() | % * % * % x| x| |x
+ —_— |* * * * x| x| |x
* * * % X x| x| %
* kK * x| x| %
* % * * * * *
* * * % * x| x| %
Kk kK x| x| %
x * k x| x| %
Geometrie DegLib, Matrice, Vecteur

2. Assemblage et resolution de A%%= p°

L A op rateurl / Dt
n cr ke xw OB = assemble() = 41
= X +: Lt b+ —H —
Vecteur |« ", T o PR R Vecteur
* * *** *** : : : % Q}
¢/ DeglLib, Matrice, Vecteur Tabelem
calc_vit_maillage() +
tn+1
op rateurs (tous)
I n+1 n+1
% aSSemb/e() A y b y
+ i T n+1
o Ap X
—=
Geometrie Tabelem Matrice, Vecteur
avance() 0 \1/
n+l reso " —
A D, A ¥=0— x" <A T =
post()\y

Fig. 6.7 { Resumne de la methode
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6.4 Fonctionnemen t de la librairie parall ele

La librairie Aztec, qui utilise MPI [71] versionlangageC, estun outil specialemen concu pour
la resolution parallele dessystemeslineairesrencortr esen simulation numerique. Elle proposedes
solveursdetypeKrylov (gradient conjugue, GMRES, etc.) adaptesa desmatrices partitionn eessur
di ererts processeursainsi gue despreconditionneursparallelese caces pour lesproblemesa gra-
nularit e importante (cf. 6.2.1), tout en gerant eninterne les communications dans I'execution des
methodes. C'est une suite d'utilitaires purement algebriqguesou informatiques, qui ne requiert en
ertreeque la matrice et le secondmembre partitionn esdansun format speci que. Nous resumons
ici son fonctionnemen, dont le detail pourra etre trouve dans son manuel de reference([97]).

6.4.1 Donn ees de base

Dans une con guration SPMD (cf. 6.2.2) telle que MPI, on execute le m&me programme sur
Np processeurgar la commande

mpirun -np Np -machinefile <liste desordinateurs> <executable> |,
qui genere un communicateur MPI _.COMM WORLD sur I'ensenble desprogrammesfaisart appel
ala fonction MPI _Init() . Un programme qui appelle ensuite MPI Finalize() desactive le communi-
cateur, mais peut le reactiver atout momert par un nouvel appela MPI Init() . Alors, lesfonctions
minimales pour faire communiquer les processeurssort au nombre de quatre. Il s'agit de:

- MPI _Comm_Size() qui donnele nombre de processeurs,

- MPI _Comm_Rank() qui donnelidenti an t (rang du processeurdansla liste f0;:;;Np 10),

- MPI _Send() pour ervoyer des messages,

- MPI _Receive() pour recewir des messages.
Un programme utilisant Aztec commenceainsi par appeler MPI _nit() , puit s'appuie sur diverses
fonctions prede nies appelant notammert les quatre ci-dessus.

6.4.2 Format des sous-matrices
6.4.2.a Tableau update

Le princip e de partitionnement des matrices dans Aztec est d'a ecter un certain nombre de
lignes de la matrice globale (sans qu'elle existe physiquemern) a chaque processeur.La fonction
AZ read_update() permet a l'utilisateur de speci er lesnumerosdeslignes qu'il attribue a chaque
processeurpar l'intermediaire d'un c hier d'entree cortenant Np doubleslignesdu type

N, (Nombre de lignes a e cteesau processeurp)

'3’ Ig, .. (Indices correspndants ranges par ordre croissant)
Ainsi, chaque processeurest dote d'un tableau d'entiers update contenant les numerosdeslignes
dont il ala charge, et le sous-sysemelineaire (matrice, inconnue et secondmembre) correspondant
a update (voir ci-dessous).Par exemple,si I'on s'arrange, dans un problemea une seuleinconnue
scalaire, pour que les points du maillage soiert numerotesde sorte qu'ils identi en t desdegresde
liberte, update sera constitue de numeros de ces points. On represere ci-dessousle contenu de
update sur le sous-domainesuperieur d'un maillage partitionn e en trois :

e update
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6.4.2.b Fonction AZ_transform()

Nous avonsvu en 6.3.2.b que les methodesde Krylov s'appuyaiert sur des produits matrice-
vecteur globaux. C'est la raison pour laquelle chaque sous-matriceest constitueede lignesertieres.
On est alors amere a distinguer, parmi l'ensenbles desindices de degresde lib erte qu'elle met en
jeu (lignes et colonnes):

- lesindices externes: indices de colonnequi ne sort pas desindices de ligne,

- lesindices frontiere : indices deslignesou gurent deselemerts d'indice externe

- lesindices internes : indices deslignes ne cortenant aucun elemen d'indice externe.

Dans lI'exemple ci-dessus,celasetraduit commesuit au niveau du maillage :

e interne (internal)
O frontiere (border)

& externe (external)

update

On peut ainsi savoir quellessort les lignes qui necessiteh une communication avec un autre pro-
cesseurdans le produit matrice-vecteur. La librairie Aztec, pour optimiser ce dernier, reordonne
les lignes de la sous-matrice,de maniere a ce que les lignes d'indice interne gurent au-dessusdes
lignes d'indice frontiere. Ce rearrangemem genere un certain nombre de donneesnouvelles, dont
les parametres sort rangesdans le tableau data_org. En resumne, une renumerotation localede 0 a
M 1 (ou M estle nombre d'indices di ererts, y compris externes), est mise en place, de sorte
que lesindices de border sucedert aux indicesinternal dansupdate, et que les indices de external
sucedent eux-mémesaux indices de update. Pour ce faire, I'utilisateur doit fournir en enreela
sous-matriceau format MSR (Modi e d Sparse Row), base sur un seul vecteur d'indices (globaux)
bindx et un tableau de valeursval tels que::

- leselemerts diagonaux a;; soient rangesdanslesNp premierescasesde val,

- leselemernts a; g ; non nuls soiert rangesa partir de la position (Np + 1) dansval (la premiere

position etant 0), en parcourart a ligne par ligne,

- bindx[0] = Np, bindx[k+ 1] bindx[k] soit egalau nombre d'elemerts non nuls hors diagonale

dansla ligne k 2 f0;:;;Np 19, et bindx[k] soit I'indice de colonnede I'elemert val[k].
A partir de la, Aztec est capable de generer son format interne DMSR (Distributed MSR) par le
biais de la fonction AZ _transform(). Celle-la renvoie les tableaux internal, border et external, et
les redirections update_index et extern.index de sorte que l'indice update[i] (resp. externalfi]) soit
represene a la position update_index[i] (resp. extern_index[i]) dansla numerotation locale.

Exemple: soit une matrice creuse1l5x15 repartie sur 3 processeursde sorte qu'au processeuri
soiert a ecteesleslignes5 i a5 (i+1) 1.0n s'interessau processeurl, dont la sous-matrice
presere le pro| suivant :

012 3 456 7 8 9 10 11 12 13 14

© 00N Ol
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Le tableau bindx de sonformat MSR prend la forme :

16]9]10]14]16]19][2|7[13][7|0]2]4]12|7]9]4][6]14].

De bindx et de update= | 5[ 6 | 7| 8] 9 |, la fonction AZ transform() deduit les tableaux

internal = [6 8], border=[5]7[ 9], etexternal= [0[2[4]12]13]14],

qui engendren la numerotation locale| 6 | 8 |5[7[9[0[2[4[12]13] 14, soit

updateindex= | 2[0[3]| 1[4 | etexternindex=|5]6|7[8[9]10].

La sous-matricedeviert donc (on notera que les premiereslignessort bien d'indices internes) :

012 3 456 7 8 9 10

A WNPEFLO

dont le tableau bindx (format DMSR) s'ecrit :

|6[7]9]12]16]19|3[3]4|3[6]|9]5]6]|7[8]0][7]10].

6.4.3 Resolution parall ele

Une fois la matrice locale initialis ee et transformee, il reste a lancer la fonction AZ solve(), en
ayant au prealable distribue (MPI _Satterv()) puis renumerote (AZ reorder_vec()) le membre de
droite et la donneeinitiale. La solution globale est alors obtenue en appliquant l'operation inverse
aux solutions locales(AZ _invorder_vec() puis MPI _Gatherv()).

Dans cet esprit, c'est un systeme lineaire global qui est resolu simultanemert par tous les
processeurs.Du point de vue de la methode iterative en elle-meme, sa version parallelisee ne
presene pasdedi erencesavecsaversionsequertielle, si cen'est bien sir au niveauinformatique,
ou les produits matrices-vecteursglobaux sort localemen e ectues. Pour cela, chaque processeur
recoit desautreslescomposartes externesdu vecteurqu'il doit multiplier, et doncernvoie egalemenh
les composartes fronti ere de sonvecteur local aux processeurgjui enont besoin.Toute la di cult e
repose en fait sur le choix du preconditionneur, dont la nature globale (elimination de Gauss
par exemple), en revanche, peut deteriorer le gain procure par la parallelisation. En e et, le
preconditionneur doit, au mémetitre que la matrice A, &tre localise sur chaque processeurpour
pouvoir etre utilise. Deux possibilites se presettient alors :

- la methode glokale : un seul processeurconstruit le preconditionneur, puis distribue sesres-

trictions en correspondanceavec les sous-matrices

- le preconditionnement par decomposition de domaine: chaque processeurcalcule un precon-

ditionneur local a partir de sa sous-matrice,et eventuellemert par recouvrement.

A priori, I'option globaleestla meilleure, car le problemea resoudreest de nature globale. En fait,

la perte de temps occasionreepar le calcul sequertiel du preconditionneur global et sadistribution

peut &tre bien plus grande que celle issue de sa localisation, qui permet un plus haut niveau de
parallelisme. Ainsi, apresun bref descriptif desoptions proposespar AZ solve(), nous detaillons
un peu plus la question du preconditionnemert par decomposition de domaine.
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6.4.3.a Fonction AZ_solve()

Aztec proposede nombreusesmethodesit eratives de type Krylov commeCG, GMRES, CGS,
TFQMR et BiCGSstab notammert (pour le detail desquelleson renvoiea Y. Saad[85]), ainsi qu'un
large choix de techniques de preconditionnemen, des plus classiques(Jacobi, Jacobi par blocs)
jusqu'aux plus abouties comme les methodes de decomposition de type Scwarz-additif, que nous
aborderonsa la sectionsuivante. Il fournit egalemem plusieursnormespossiblespour I'evalution du
residu, a savoir la norme absolueet diversesnormesrelatives.On peut ainsi resumerlesargumerts
de la fonction AZ solve() par les donneesrelatives a la con guration locale proc_con g, update,
data_org, bindx, val, et les trois tableaux supplemenaires options, params et status decrivant
respectivemert le choix du solveur et du preconditionneur, les criteres de corvergence,et (en
sortie) le bilan de la resolution. On dispose par ailleurs d'une option d'ecdhelonnemen (saling)
de la matrice globale, qui consistea transformer le systeme Ax = b en SAx = Sb, de maniere
a atteruer desdi erencesd'edhelle importantes d'un elemert a l'autre. Ce caspeut se presetter
lorsqu'on traite certaines conditions aux limites par penalisation. Un autre outil interessanh est
['utilisation d'un m&me preconditionnemen sur plusieurs resolutions successies, dont le nombre
est a regler avec precaution. Cela peut s'averer utile pour les problemestransitoires, moyennart
un pasde temps su samment petit pour que la matrice ne varie pas de facon disproportionnee.

6.4.3.b Preconditionneur par decomp osition de domaine (Schwarz-additif )

Nousavonsvu en2.2 quepour o rir un taux de corvergenceacceptable,lesmethodesit eratives
devaient etre preconditionnees.Cela signi e, en un sensassezgeneral, que l'algorithme e ectue
desoperations necessitam la connaissancede la solution y du systeme

Py =1z;

ou z estpar exemplele membre de droite, le residuou encoreun produit matrice-vecteurimpliquant
A. Il faut donc que cette operation soit assezsimple, etant donne qu'on l'utilise au moins une fois
a chaqueiteration. En clair, on ne calcule pas explicitement P 1, mais on sesert de son cortenu
pour transformer z jusqu'a obtenir y. La notation (2.19 est donc un peu ambigele, mais fort
commade pour decrire synthetiquemert les algorithmes. Par exemple, pour le preconditionneur
ILU(O) (cf. 6.3.2.b), y estobtenu a partir de z par une descete-remontee du type:

8 i 1
- %)ﬁ Z Ciays del = 1laN;
: soit
Oy = vy 3 1 X 1
~ Y — Y (S/RR'A del = N al:
G J=1

(le calcul prealablede CC et U a partir de A etant raisonnable). On peut tranp osercette propriete
au niveau local, en construisart un preconditionneur global constitue de la somme(virtuelle) des
extensionsa n( ) despreconditionneursILU(0Q) locaux dessous-matricesrestreintes a update.
Cette technique porte le nom de procedure de Schwarzadditive sansrecouvrement, parce que les
sous-peconditionneurs locaux sort calcules independammen les uns et des autres, et sur des
sous-matricescarreespuremert locales (de taille Np). Le revers de cette parallelisation est une
deterioration du preconditionneur global, puisqu'il n'est qu'un assenblage d'informations locales.
Pour pallier cetinconveniert, on augmerte legeremert la taille dessous-matricescarreesde maniere
a transmettre une partie de l'information globale dansle preconditionnemen. Deux methodes se
presenent alors : faire de méme que precedemmern, ou calculer les preconditionneurslocaux de
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maniere dependarte donc sequenielle. La deuxieme est la procedure de Schwarz multiplicative,
et n'est pas adaptee au calcul parallele : on retombe sur le paradigme entre haut niveau de
parallelisme et utilisation d'informations globales.Ainsi, les methodes de Schwarz additivesavec
recouvremen orent un bon compromisa ce niveau. Le preconditionneur obtenu s'ecrit

1 Re Tp 1
P -~ = RpPp "Rp
p=1
ou Pp = (Cp0p) estle preconditionneur ILU(0) de la matrice
— T.
Ap = RpAR] ;
et ou Ry estl'operateur de restriction a la sous-matrice\augmentee” : si on note

RE =[0:::010:::0] laligne detaille N ou le 1 esta la position K (la premiere position etant 0),

ona 2 3
RA:
e
Rp = : tel que update Sp= KKy, 4no9
RENp+N8

(NS = nombre de lignes/colonnessupplemenaires) :

Exemple: NJ = 3et

Sp = fupdate[0] 1;update[0];:::;update]N, 1] updatefN, 1]+ 1;update]N, 1]+ 29
avecupdate= fl;:::;1 + Np 1g (numerosglobaux de N, lignes cortigees).
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o7 |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
i1 3
update { B
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1
i1
1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 11
L ILU
Rp ‘ 1 Ap =Y Py
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o e B
1

Fig. 6.8{ Restriction et preconditionnemen de la matrice locale

Noter qu'une structure diagonale par blocs apparat dans P 1, parce que nous avons choisi par
simplicite de considerer des sous-matricesconstitueesde lignes adjacertes; ainsi, il est clair que
plus leselemerts de A sort concerresautour de la diagonale, meilleur est le preconditionneur :
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1
T
1
1 .
1! P 1 (virtuel)
T
Rp 0 0 0 X ol 0
(A P
1 | !
1 1 | ! update
" Py 0 P, A } pd
1 1 0

Fig. 6.9{ Prolongemern et somme(virtuels) despreconditionneurslocaux

6.5 Parall elisation

Du fait du mouvemert du maillage, la procedure d'assenblage co0te cher car il faut recalculer
toutes lesfonctions de basea chaque pas de temps, et par conequen les matrices elemertaires de
tous les operateurs, en particulier desoperateurs lineaires(qui ne dependert pas de la valeur de
l'inconnue normalemert). C'est la consequencenumerique de la non linearite forte que constitue
l'interface libre (cf. 3.1). On remarque cependart que la procedure d'assenblage est de nature
locale (elemert par elemert), et permet ainsi de restreindre sur chaque processeuies calculs aux
seulselements contribuant a une sous-matricedonnee.Ayant a disposition une librairie (cf. supra)
de resolution de systemeslineairesdecomposesligne par ligne, ainsi qu'une dizaine d'ordinateurs,
il parat judicieux de diviser la taille du systemelineaire d'autant. Soulignonsque la librairie en
guestion ne resout pas en parallele plusieurs problemesindependarts, mais bien un seul probleme
decompose, cequi requiert de disposerdela connectivite globaledu maillage. L'arsenal f Geometrie,
Interpol, DegLibg construit durant l'initialisation doit donc &tre consene, pour servir en quelque
sorte de repere aux structures decomposeesdesobjets Matric e et Vecteur. A cette n, la meilleure
solution senble étre de consener telle quelle la phased'initialisation, c'est a dire de I'executer de
maniere redondarte sur I'ensemnble des processeurs.Sa parallelisation engendrerait des surcoits
de communications trop importants, et, de toutes facons, procurerait un gain negligeabledansles
problemesit eratifs (puisque I'assenblage et la resolution y sort e ectues plusieurs fois).

A priori, on doit donc operer des modi cations essetiellement dans le format de la matrice
creusepour lui appliquer le solveur parallele, et dans la procedure d'assenblage, qui doit étre
adaptee a ce format. Il reste alors a optimiser le partitionnement de la matrice pour obtenir les
meilleuresperformancespossibles.En fait, une di cult e appardt dansla prise en compte de deux
uides, du fait dela contrainte de masse(3.24) : rappelonsque pour pouvoir utiliser les elemerts
nis Ql-stabilises,il estnecessairad'ajouter un multiplicateur de Lagrangeparmi lesinconnues,ce
qui a pour consquencede compliquer la structure matricielle. La solution retenue estde supprimer
ce multiplicateur de Lagrange en dupliquant les degresde liberte en pressionsur l'in terface.

Nous presertons ici, dansl'ordre chronologique, lestrois etapesmajeuresqui nousont permis
de diviser le temps de calcul quasimert par le nombre de processeurautilis es, du moins jusqu'a
une dizaine d'ordinateurs. Il s'agit de la parallelisation de la methode iterative, de l'assenblage,
et de la prise en compte de degresde lib ertes supplemertaires en pressionsur l'interface.
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6.5.1 Resolution
6.5.1.a Conversions de format

Nous avons vu que la fonction AZ _solve() d'Aztec, pour pouvoir resoudreun systemelineaire
en parallele, requiert de diviser la matrice globale en sous-matricesau format special DMSR
(cf. 6.4.2). Dans un probleme sur maillage structur e, on disposeen general d'une regle simple
pour etablir la cortribution d'un point a lI'ensenble du maillage, aussiest-il possiblede calculer
directemert les contributions localesau format MSR (local), puis de leur appliquer la fonction
AZ _transform() pour obtenir le format DMSR. Dans notre cas,chaqueligne de la matrice doit &tre
calculee en fonction de la geonetrie speci que deselemerts auxquelsle point qu'elle represene
appartient. C'est le rdle de la structure DegLib que de relier un point donne avec sesvoisins (cf.
6.3.1.c) pour pouvoir calculer lesinteractions qui en resultert. Ainsi, le maintien de la structure
de donneesglobale est necessaire A cette n, la methode la plus simple senble &tre de consener
tel quel I'etablissemem du format CSR (vecteursl o, Ja et Va) sur tous les processeurg§au moins
temporairemert), dele corvertir au format MSR, puis d'en deduire le format MSR local sur chague
processeuren fonction de sontableau update, et en n d'appliquer la fonction AZ transform() :

AZ _transform() AZ _solve()

CSR] ! |[MSRglobal| ! [MSR local | ! !

Il ne reste plus qu'a initialiser l'inconnue, le membre de droite et le vecteur xp, en divisant
et distribuant les originaux globaux par la fonction MPI _Satterv(), puis en les reordonnart par
I'equivalert vectoriel de la fonction AZ _transform(), a savoir AZ reorder_vec() (cf. 6.4.3). On di-
posealors de toutes les donneeslocalesnecessairesau lancemen de la fonction AZ solve(), ainsi
que destableaux update index, extern_index (qui ne sort pas encoreutiles).

Une fois la resolution e ectuee, on a besoin de regrouper les solutions locales, en e ectuant
l'operation inverse(cf. 6.4.3). On doit de plus reordonnerla solution globale, qui ne I'est passila
repartition n'a paseu lieu par lignes cortigees: on utilise pour celale regroupemen destableaux
update, qui donne lesindices de l'inconnue globale:

PROCESSEUR §

update =
P PROCESSEUR

AZ' d () %Gh 0

4 _invorder_vec()| X, _Gatherv

s
1]al0]2]3

X, %]
PROCESSEUR |l X, x|

update= MPI_Gatherv(}— [Xo| — % |
/ X3 Xi
Xy

X
AZ_invorder_vec()

X3

Fig. 6.10{ Exemple: regroupemert de la solution sur le processeur0
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6.5.1.b Partitionnemen t optimal des degres de lib erte

La parallelisation d'un systeme lineaire genere principalemernt deux freins a la minimisation
du temps de calcul : descommunications trop importantes entre lesdi erernts processeurset une
perte de la qualite de son preconditionneur. Une bonne maniere de limiter cesdeux e ets nefastes
est de repartir les degres de liberte de maniere a ce que chaque processeurcortienne le moins
possibled'indices de colonnesexternes(ou le plus possibledans update). En e et, danscecas,les
produits matrice-vecteur necessiteh moins d'ecdhangede donnees,et la technique de recouvremert
dansle preconditionnemen par decomposition de domaine (cf. 6.4.3.b) devient plus e cace. Pour
se xer lesidees,on pourra serepreserter une partition de la matrice par lignes cortigees, et re-
marquer que le preconditionneur (d'allure diagonale par blocs) ainsi obtenu recuperera d'autant
plus d'information globale que les elemerts de la sous-matricevoisine seretrouvent proche de la
diagonale,c'est a dire dansupdate. Ce raisonnemer tient aussidansle casd'une division enlignes
non cortigees.

Ainsi, commeles indices de colonne de type externe represertient au niveau physique desin-
teractions entre points voisins a ectesa desprocesseurgli ererts, une solution est de partionner
le maillage en limitant la taille desinterfaces.On transposealors ce partitionnement du maillage
en un partitionnement des degres de liberte en parcourart le tableau "y (DegLib). La premiere
etape (maillage) est un problemeN p-complet; il n'existe pas, pour l'instant, d'algorithme optimal
permettant de le resoudre.Toutefois, plusieurs equipesont developpe desalgorithmes heuristiques
(\glouton" par exemple)de tresbonne qualite. Nous utiliserons pour notre part la librairie Metis
dewveloppee par G. Karypis et V. Kumar [55], qui permet de partitionner un maillage ecrit sous
forme de graphe (en enumerant pour chaque point la liste despoints voisins commeen 6.3.1.c).

La procedure consistea deduire de I'ob jet Geometrie un ¢ hier de maillage au format d'entr ee
de Metis, puis corvertir ce maillage engraphea l'aide de I'utilitaire  mesh2nalal (fourni par Metis),
et en n lancer l'outil de partitionnement kmetis assorti du nombre de sous-domainegju‘'on desire
obtenir. Le format de sortie estun c hier contenant ala ligne i le sous-domaineauquel appartient
le point i. Il restearemplir le c hier .update de maniere a ce que tous lesdegresde liberte | issus
du point i setrouvert a ectesau processeurqui a en charge le sous-domainecortenant i.

On arrive alors a abaisserd'environ 20% le nombre d'elemerts compris dans external par rap-
port a un partitionnement en lignes cortigees; et, sur le casdu rolling par exemple,a diminuer
le nombre d'it erations de I'ordre de 20% egalemeh pour la methode GMRES preconditionnee
ILU(0) par decomposition de domaine. Ainsi, c'est un gain de presde 30% (en temps) qu'on ar-
rive a realisersur la methode iterative parallelisee.

Si I'on appelle Parallel_Solver I'objet cortenant la sous-matrice sur chaque processeur,la
parallelisation de la phase d'initialisation peut alors &tre synthetisee par la gure suivante (ou
l'on n'a pasfait gurer la prise en compte de l'interpolation) :

*
* %
* * * 3
kmetis * * *
* % Kk ok
—_— I * * * *
* * * kK
* * * *
* % *x
* * * % *

Geometrie

proc O
MPI_Scatterv() [, . P
— = SR proc 1
AZ_transform() == == <] M K [

proc 2

DegLib, Parallel_Solver

update DegLib, Matrice, Vecteur

Fig. 6.11{ Phased'initialisation sur trois processeurs
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6.5.2 Assemblage

La demarde que nous avons adoptee a ete de commencerpar la parallelisation du probleme
acacemique de Poisson, pour lequel une seuleinversion, et donc une seulephased'assenblage de
la matrice sort necessairesPour cela, la methode la plus simple consistea corvertir au format
MSR local non pasla matrice CSR deja assenblee, mais seulemem sastructure. On e ectue alors
l'assenblage dansle prol MSR local tressimplemert, puisqueleselemerts y sort accessiblegpar
les mémesindices globaux que dans la procedure initiale. On obtient ainsi le schema:

assemble() AZ _transform() AZ solve()
pro | pro |

I I | I
csr | MSR local I MSR local ! DMSR !

On assenble donc I'elemert d'indices | et J dans la sous-matrice du processeurcontenant le
vecteur update ou | gure (l'indice de colonneJ en cette ligne appardt alors forcemert dans
le tableau bindx de ce processeur).On ajoute donc le test \Si | est a ecte au processeur"dans
l'algorithme expose en 6.3.2.a, juste apres\Si | estun degre de liberte".

6.5.2.a Permutation des fonctions d'assemblage et de transformation

Danslesproblemesnon lineaireset/ou d'ewlution, La situation n'est pasaussisimple que dans
le caspreceden. En e et lessous-matrices,apresresolution, setrouvert au format DMSR, ce qui
empéde d'e ectuer un nouvel assenblage avec la méme methode. Deux solutions se presemnent
alors : ecrire une fonction e ectuant la transformation inverseDMSR | MSR, et lI'appeler apres
chaque resolution, ou modi er la fonction d'assenblage de maniere a I'appliquer directemert au
format DMSR. Nous avons choisi la deuxieme, parce qu'Aztec met a notre disposition lestableaux
d'indirection update_index et extern.index permettant d'acceder aux elemerts desmatrices locales
aprestransformation. Ainsi nous appliquons cette fois la fonction AZ transform() au pro| dela
sous-matrice, et la procedure s'ecrit :

AZ transform() assemble() AZ solve()

pro | pro | |

pro | | |
CSR | | MSR local ' DMSR ' DMSR !

En pratique, on utilise la fonction AZ _nd _index() appligueea l'indice | dansupdate, et a l'indice
J dansupdate et external. Cette fonction retourne l'indice dansle tableau update_index (resp. ex-
tern_index) du numero local correspondart au numero global cherche dans update (resp. external)
s'il y gure, -1 sinon.

Remarques
L'assenblage des operateurs non lineaires necessitela donnee de l'inconnue sur tous les
points du maillage, ainsi d'une part on doit e ectuer un regroupemert de la solution apres
chaque resolution, d'autre part ce regroupemert doit &tre connu de tous les processeursOn
utilise acete et la proceduredela gure 6.10 maisavecla fonction MPI _Allgatherv() (cf. [71]).
Pour les casnon lineairesstationnaires, qui necessiteh un calcul de residu, on utilise le type
\matrix-free" AZ_MATRIX et sesutilitaires (cf. [97]) pour I'e ectuer en parallele.
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6.5.2.b Algorithme

L'algorithme general d'assenblage parallele s'ecrit (a et b represenent la matrice et le second
membre locaux au processeur):

a 0b O

Pour | = 1:::Ly

i S'il existe (kj;i) tel que "g(ki; (I;1)) soit a ecte a ce processeur(” q4(ki; (I;1)) 2 update) :
i ] 1) Calcul de la matrice et du second membie elementaires (voir 6.3.2.a)

j J 2) Assemblage

i ] Pour kj = 1:in,. eti = Ly,

j j j I (ks (151))

j ] ] Si| estun degre deliberte :

i i i i lp  AZ_nd _index(l ; update)

j ) j j Silp 0:

i i i i i Pour kj = Liin,. etj = L

i j j j j j R CH D)

j J i i i i SiJ estun degre deliberte :

i ] ] j j j j Jp  AZ_nd _index(J; update)

i j j j j j j SiJp O:

j j j j j ] ] j Au(lp)u(dp) AQu(lp)u@e)t =;j;ki;kj
i j j j j j j sinon :

i i i j j j j j Jp  AZ_nd _index(J; external)
J J J J J J J J Bu(ipyeds)  Bulip)elds)t ik ik
i j j j j j j Fin si

i j j j j j sinon

j j j j j j j Bie)  Buge) ik X0 ()

i j j j j j Fin si

i ] ] j ] Fin pour

j j j j j Buge)y  Bugey t

j ] ] j Fin si

i ] ] Fin si

j J Fin pour

i Fin si

Fin pour

ou nous avons note a (resp. y) la sous-matrice(resp. le sous-secondnemnbre) porte par le proces-
seur, et u (resp. €) le tableau d'indirection update_index (resp. extern.index).

6.5.3 Interface libre

Pour la parallelisation du problemebi uide, il reste a tenir compte de la cortrainte de masse
VA

divv, =0
1
dansle systemelineaire, qui rappelons-le,imposel'ajout du multiplicateur de Lagrange (scalaire)
a l'inconnue discretisee (du moins dans le casdes elemerts nis Q! stabilbses, cf. 3.3). Cette
procedure sepréte mal a I'assenblage distribu e de la matrice, enraison de sanature non locale (un
elemert de la ligne ne represerte pas une interaction physique entre deux points). C'est pour
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cette raisonqueA et  sort construits separemert avant d'etre regroupesdansA° Le problemeest
quec'estle pro| etabli dans DegLib qui est utilise pour de nir les matrices locales,ainsi la ligne
supplemertaire n'apparat pasdansla structure parallele, et le fonctionnemen interne d'Aztec ne
sepréte bien pasa cet ajout en local.

Nous avons donc cherche une methode alternative a la construction de l'objet fA% pour la
prise en compte de la cortrainte de masse.Une premiere solution est de proceder par complemert
de Schur, mais cela conduit a deux inversionsde la matrice A. La deuxieme possibilite est de
\rendre discortinue" la pressionau niveaude l'in terface, ce qui equivaut a ajouter dans(cf. (3.22)
M =fp2 Mrjpk, 2 *K'(t"); = 1;:::;Lglesfonctions test manquartes n, i = 1;2.

6.5.3.a Resolution par compl ement de Schur

Dans le systemelineaire decrit en 6.3.2 :
2 32 3 2 3

A T X b ApXp

J
J
J = ; (6.3)
+

] 0 0
le calcul du multiplicateur de Lagrange peut se faire par elimination de l'inconnue xg5-, ce qui
ertra’e deux inversionsde la matrice A au lieu d'une inversionde A% On s'inspire de la methode
de L. Formaggia et al. ([34]) ou I'on cherche a imposerdes ux de matiere sur les bords d'un
domaine,restreinte au casou seulel'in terface separart I'aluminium dela cryolithe entre en compte,
et ou le ux impose estnul. Ainsi, le premier bloc de (6.3) donne

x=A Yb Apxp) AT T: (6.4)
et du deuxiemebloc et de (3) on deduit
A b Apxp) AT =0;
soit
A (b Apxp) .
ALlT :
La nouvelle procedure s'ecrit alors, apres assenblagesseparesde A et

1) Resolution parallele de Ax = b  ApXxp et calcul de x,

2) Resolution parallelede Ay = T et calcul de v,

3)x X —Xy.
y
Remarquons que cela necessitede disposer d'une version locale des vecteursy et  (c'est deja
le cas pour X, b et xp). On les ajoute dans I'objet Parallel_Solver, et on les initialise avec
AZ reorder_vec(), de la m&éme maniere que les autres donnees.Alors, pour multiplier x et y par
, il faut e ectuer un regroupemert de , ce qui sefait sansdicult esavec MPI _Gatherv() (cf.
Fig. 6.10 puisque ce vecteur est reparti commele sort x et y.

Les resultats obtenus sort exactemen les mémesqu'avec la methode utilisant A% mais bien
qu'une inversionde A prenne moins de temps que celle de A° (environ 30%d'it erations en moins),
c'est une methode moins e cace etant donne qu'on fait deux inversions.On perd alors un facteur
de l'ordre de 1.5 par rapport a une parallelisation directe du systtme A%°%= b°. Cet inconveniert
majeur nous a incites a chercher un autre moyen de presener la massede chaque uide, sans
utiliser de multiplicateur de Lagrange.



6.5. PARALL ELISATION 99

6.5.3.b Duplication des degres de lib ert e en pression sur l'in terface

L'ajout d'un multiplicateur de Lagrangepour prendre en compte la contrainte de masse,d'une
part, est complique a implemerter dans le cadre de la parallelisation, et, d'autre part, n'a pasde
realite physique. En e et, considerons dans ce casla formulation variationnelle du probleme de
Navier-Stokes bi uide (pour simpli er), pose surun domaine separe en deux sous-domaines ;
et , parlinterface (on note V; l'espacede discretisation en vitesse):

Trouver (v;p; )2 Vn My tel que:

8 Z Z Z Z Z
3 (@v+vVv rv) v+ —D(V):r v pdiv v+ dive = f v,
il 2 i 2 Re 7 il 2 7 1 il 2
3 divvp+ divv e = 0;
il 2 1
8(vip;e) 2 Vh My . L'integration par parties de la premiere equation donne:
Z Z n o
vtvrv) dv —D(v) +r f vt —D(v lg n + n  w=0;
., @ ) =D +rp =DM Pl
0

ou D(v) plg estlesautdutenseurdescontraintes sur l'interface:

n 0 1 1
R_eD(V) plg = R_eD(V) p'dj1 R_eD(V) p'dj2

et n la normale exterieure au uide 1. On en deduit que celui-ci est non nul desque estnon
nul, ce qui n'est pas physique d'apresles conditions interfaciales (3.20).

L'approche par complemert de Schur, en plus de limiter notablemert l'interet de la pa-
rallelisation, n'est donc pas satisfaisarie d'un point de vue physique. Ce constat theorique est
renforce par destests numeriques qui montrent que sur un cas de sloshing bidimensionnel, les
frequencegravitationnelles obervees(cf. 4.2.2) dependert dela frequenced'excitation dela cuve.
Ce qui est physique, en revanche, c'est l'existence d'une tension de surfaceertre lesdeux uides,
qui peut gererer une discortinuite de la pressiona l'interface. Cet operateur est d'ailleurs deja
implemerte dans Mistral suivant la methode expliqueedans[39]. Un moyen de rendre la pression
discortinue sur l'interface tout en conservant l'interp olation Q! dans chacun des uides est alors
de lui faire prendre deux valeurs di erertes a cet endroit, I'une cote aluminium et l'autre cote
electrolyte. Pour implemerter cette modi cation, une methode possibleest de faire coexister deux
degresde lib erte distincts en chaquepoint del'interface, enattribuant a chaquepoint de l'interface
deux numeros globaux, assaies chacun a un des uides de part et d'autre de l'interface:

electrolyte

* numero de

point global g deux interfacesconfondues

aluminium
Fig. 6.12{ Dedoublemen desn uds du maillage sur l'interface

On obtient alors (2d + 1) N,,, degresde liberte supplemertaires (ou N;,, estle nombre de points
sur l'interface), parmi lesquelson ne garde que lesN,,, represetiant la pression:
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1) Modi c ation de la connectivite du maillage

On generedonc un nouveaumaillage danslequel gurent deuxinterfaces,c'esta dire despoints
supplemertaires qui ertra’nent une modi cation de la connectivite du maillage. En e et, lesfaces
despolyedresde part et d'autres de l'interface qui initialement etaient confondues(y compris au
sensde la connectivite) seretrouvent independartes, mais toujours geonetriguement confondues.
Il en resulte qu'un point de l'interface n'a plus comme voisins que ceux qui appartiennent aux
elemerts geonetriques compris dansla gure (uide 1ou uide 2) alaquelle appartient ce point.

2) Fusion desdegres de liberte relatifs a la vitesseet au champ magretique

De ce dedoublemen despoints resulte un dedoublemen desdegresde lib erte pour I'ensenble
desinconnues, etant donne que la conbinaison d'un numero global de point avec une inconnue
scalaire sansconditions de Dirichlet genere a priori un nouveau degre de lib erte. Or lesinconnues
v(l k detB(@d+1 k 2d) alinversedep (k = 2d+ 1), sort impligueesdans le
couplageertre lesdeux uides, cequi signi e qu'un point sur l'interface ne doit represerer gu'un
degre de lib erte par composarte de la vitesseet du champ magnrertique (et non deux). La solution
retenue pour implemerter cette modi cation est de construire dansun premier temps la liste des
couplesde numeros globaux despoints \jumeaux" fj3;jdd1 g Ny, de maniereacequejg < jg,
8. La construction du tableau "4, basee sur le parcours de I'ensenble desn uds du maillage et
desinconnuesscalaires,prend alors la forme :

I 0

Pour p= 1:::Np

] r O

] Pour g= 1:::N,,

j j Sijg=p :

[ S RN

j j j Sortie de boucle.

] j Fin si

] Fin pour

J Pour k= 1:::n;. :

j j Si“g(k;p) 6 O:

j j j Sir=0ou k> 2d:
j j ] j I 1+1

j j j i a(kip) |

J J J sinon :

j j j j “a(kip)  alkir)
j j j Fin si

] j Fin si

] Fin pour

Fin pour

3) Modi ¢ ation dans la construction du format creux

Du fait del'intervention de la liste desvoisinsde chaquepoint dansla construction de la struc-
ture matricielle (cf. 6.3.1.c), il faut annuler dansla contruction du format CSR (voir I'algorithme
page83) lesinteractions redondartes (du fait que‘d(k;jé) = ‘d(k;jg)) entre degresde lib erte dou-
blemert represenespour rendre compatiblesla modi cation 1) et la fusion 2). Cesredondances,
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qui setraduisent par une double apparition de l'indice de colonneJ = ‘d(k;j&) = ‘d(k;jg) dans
les tableaux

Cla(k;iq); 1; 8(k;a);
et par une incremertation inutile de Nz, peuvert &tre eviteesen inserart le test :
\Si (ki ouk; =2d+ 1) ou
8q;j;6i16 3 ou
9q;i=j5 et (s=1 ou 8q;jqs6 p(m)6j3) \
avant la sequenced'instructions formee par leslignes 9 a 14 de l'algorithme page 83. Finalemen,
c'estici dansla phased'initialisation (construction du maillage et initialisation dela structure ma-

tricielle) que desmadi cations doivent &tre apporteesau code initial, cortrairement a la methode
basee sur le multiplicateur de Lagrange qui concerneles phasesd'assenblage et de resolution.

Remamue

Cette maniere de proceder est typique de la prise en compte de conditions periodiques, ou les
degresde lib erte a fusionner appartiennert non pas a une méme interface mais a deux frontieres
sur lesquelleson souhaite que l'inconnue prenne les mémesvaleurs.

6.6 Mesures et conclusion

Nous exposonsici les performancesobtenues par la parallelisation sur notre CLUMPS d'un
casde rolling sur 200iterations en temps, et un maillage de 12000points :

10

Nombre de processeurs  Temps de calcul ol
424’ or
215’ T
114

81'

64' sl
10 57 2r

'gam"

obtenu

0 o~ IDN|P

. . . . . . . .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
nombre de processeurs

Fig. 6.13{ Mesuresdestemps de calcul \w all-clock" et gains correspondarts

Lesresultats obtenus sornt satisfaisarns, dansla mesureou cetype de parallelisme donne souvert
dessignesde edissemen quand on approche desdix machines. Cette amelioration est su san te
pour ertreprendre une campagnede tests (cf. 7), envue d'exhiber descommandespossiblespour
la mise en uvre d'un programme de contrdle optimal pour le modele non lineaire (cf. 8).

Pour faire mieux, il faudrait sGremert adopter un autre point de vue, a savoir diviser le
probleme en amont du systeme lineaire, par decomposition de domaine par exemple.On obtien-
drait ainsi plusieurs systemeslineairesindependarts, et formant chacun un probleme reellemen
localise... mais c'est une autre histoire, la decomposition de domaine en MHD n'etant pasencore
une branche tres exploree en simulation numerique. Comme on peut le voir sur la gure 6.14 la
methode globale reste la m&éme apres parallelisation, qui ne se situe qu'au niveau algebrique du
probleme.
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IEF proc O op rateur | / Dt
M R R =
n : f i proc1 Q} assemble() . n+1
= X + H: + —=

- ; 0,1,2}

Vecteur W |
GE proc 2 i

DeglLib, Parallel_Solver Tabelem

y

calc_vit_maillage()

¥

tn+1

Geometrie

avance()

%,1,2}6 0

t30,1,2} <0
a, )ﬁ{ofzp

+
op rateurs (tous)
L= % assemble() a{r:i- 2} 3112},
= 1=+ 1=y
ap’ X

B | D ™ {0.12}

Tabelem Parallel_Solver
AZ_solve()

n+1 MPI_Allgatherv() _ n+1

— X =< 0,1,2)

Fig. 6.14{ Parallelisation de la resolution (exemple sur 3 processeurs)Voir Fig. 6.7



Chapitre 7

Recherche d'un actionneur

Dans l'optique du cortrdle optimal de l'interface bain/m etal, on cherche a present a exhiber
de nouveaux mecanismessous l'action des parametres d'entree du modele. Le but ultime est,
rappelons-le,non seulemen de prewir le comportemernt du systeme, mais ausside calculer quelle
modi cation lui apporter en fonction des signaux qu'il renvoie. Il faut disposer pour cela d'un
actionneur, a savoir un outil physique permettant d'agir sur le systeme dans la direction qu'on
souhaite, et d'un crit ere, le souhait enquestion. A priori, la logiguevoudrait quel'on commencepar
xer certains objectifs avant de sedonnerles moyensde lesatteindre. En realite, c'est en evaluant
d'abord la portee des moyens a disposition qu'on parvient a de nir des criteres realistes. Cela
revient en quelquesorte a chercher, par I'experimentation numerique, des modelesconrlables.

Dans lestests menesici, deux parametres sort examines: la hauteur moyenned'electrolyte h,
et les conditions aux limites (stationnaires) sur le champ magnetique B. Toutes les simulations
sort e ectueesdans un cylindre de rayon R = 0:5 contenant une quartit e x ee d'aluminium de
hauteur moyennehy = 0:5, et parcouru par une intensite totale constarte | = 500 10%. On utilise
a cet e et la version parallelisee du code, qui permet I'emploi d'un maillage assezn (de l'ordre
de 15 10° hexaedres)pour utiliser un parametre de stabilisation = 0:1 (voir 3.3).

Ainsi, quatre resultats principaux sort obtenus, qu'on peut repartir en deux categories: I'une
dynamique sur la possibilite de stabiliser le phenomeneen atteignant un etat stationnaire ; I'autre
statique, sur la possibilite de faire adopter a I'in terface une forme particuli erea I' etat stationnaire :

1) Dynamique

1.a) Pour toutes les conditions aux limites magnetiques testees, une diminution de la
hauteur moyenned'electrolyte conduit a une stabilisation du phenomene(7.1,7.4)

1.b) Dans la situation du rolling instable (cf. 3.3), on parvient a stabiliser le systeme en
appliquant une distribution de courart restreinte au certre de I'anode (7.2.2)

2) Statique

2.a) En presenceale faibles champs magnretiquesverticaux, on parvient a deciderde la forme
de l'interface en agissan sur la distribution anodique de courart (7.2.1,7.4)

2.b) En presencede champs magnretiques verticaux importants, I'interface est invariable-
mert \aspiree" en son certre lorsqu'un etat stationnaire est possible(7.2.2,7.4).
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On rappelle par commadit e le modele choisi pour simuler le comportement du phenomene(on
ommet les conditions interfaciales par soucide concision, voir 3.3) :

8 )
divv = divB .qt-
@ +div(v) = 0 dans ; 8t;
9
@ : i € 3
i—+ (v r)v div R_rv +rp SrotB B = iy T
@ - & L r dans( )i=1:2; 8t;
6+ rot R—mirOtB rot(v. B) = 0 B
v(0:x) = VvOx) .
B(O; X) - BO(X) ) dans ;
v f 0 sur les parties verticalesde @ ; 8t;
B n = B(g
Y, = 0=
B n = 0_ surlesparties horizontalesde @ ; 8t;
- rotB n = 0

(7.1)

ainsi que la perturbation initiale : on modi e I'angle de la gravite pendart une unite de temps.

7.1 Eet de la hauteur d'electrolyte sur le rolling

On reprend le castest expose en 3.3.1 et on modi e la hauteur de uide superieur pour un
champ magnretique vertical x e: le comportement obsene estune stabilisation du phenomene
de rolling par dimin ution de la hauteur d'electrolyte . En e et, onvoit quel'amplitude des
oscillations d'un point du bord de l'interface crot avec h, : Ce phenonene est assezgénart, car

0.65

“heryo = 0,15 ——
heryo = 0.4' - |

06 [

hauteur du bord de | interface

04 |

0.35

. . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps

Fig. 7.1{ Comparaisonde deux casde rolling avec h, = 0:15 (stable) et h, = 0:40 (instable)

les obsenations faites sur le terrain montrent clairemert gu'une haussede la hauteur d'electrolyte
a un e et stabilisant. C'est méme une technique eprouvee, dite de \desserrement" de la cuve,
utilisee sur le terrain pour reguler le fonctionnemert descuves. Le modele est donc, sur ce point,
en cortradiction avecla realite physique. Le principal objet de ce chapitre est ainsi de le modi er
pour identi er un actionneur satisfaisan.
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7.2 Restriction centrale de l'arriv ee de courant electrique

Rappelonsquedansle phenonmenedu rolling, lesanodessort modeliseespar la surfacesuperieure
du cylindre toute ertiere, ce qui occasionneune arrivee uniforme du courart electrique dans
I'electrolyte (cf. 3.3.1). Quand on conndt I'imp ortance des courants horizontaux dans les
mecanismesde stabilisation (ou destabilisation) de la cuve (cf. 1.2.2), une idee qui peut venir
a l'esprit est d'imp oserune distribution heterogene de la densite de courant electrique a I'anode
an de genrerer cescourans dans|'electrolyte. En particulier, on etudie la con guration suivante
de distribution centrale du courart :

Fig. 7.2{ Restriction certrale de I'arriv eede courart

Pour implemerter cette modi cation, on de nit le disque certre ; de rayon R; < R en dehors
duquel on prescrit toute arriveede courant. On cherche alors la valeur a donner a la condition aux
limites en champ magnetique sur la surfacesuperieuredu cylindre pour satisfaire cette ditribution.
Les proprietes de symetrie de cette derniere donnert lieu a un champ magnetique orthoradial ne
dependart que de la distance a I'axe certral : en coordonneescylindriques,

B((r)=B(r)e

De plus, en vertu de I'equation de Maxwell-Ampere sans courants de deplacemen (cf. (3.5)),
lintensite | 5,y du courart traversart un disquecertre S(r) s'exprime a l'aide de la circulation du
champ magnretique sur le cortour de cette section (formule de Stokes) :

Z
_ . _ ols(
rotB (r) = oJ(r) ) B(r) d= olsy ) B(I)= ——=
@(r) 2r
Deux cassepresettent ainsi :
r2 . I r
r Ri; alors Igp)=J r2=1—5; soit B (r)= L—Z,
I
r R;j; alors | =lg =1; soit B (r) = o .
i S(r) Si ( ) 2 r

La prise en compte aiseede ce nouveaupro | dansla formulation discretiseedu problemerequiert
d'imp oserdes conditions aux limites magnetiquesdu type

B n=DBy n

sur @ tout ertier. Il estene et complique de calculer rot B sur une frontiere deslors queB 6 0.
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Nous nous proposonsd'etudier, a hauteur moyenne d'electrolyte x ee (h, = 0:25), deux as-
pects: la stabilite des phenoneneset la forme de l'interfac e aluminium/ electrolyte relativemert
a la modi cation du parametre R;. Pour cela, on commencepar obsener l'e et d'une telle re-
distribution de courant sur un phenomene denue de champ magnretique vertical. Nous verrons en
e et par la suite qu'on obtient desresultats opposessur la forme de I'in terface suivant la presence
ou non d'un champ vertical (et en fait plus gereralemen qu'il existe un seuil sur B, de part et
d'autre duquel l'interface est soit \creusee", soit \b ombee").

Ainsi, on trace a gaude I'ewlution de la hauteur du point (x = 0:5;y = 0) du bord de I'in-
terface et a droite celle de son point certral x = y = 0 (cf. Fig. 7.3). On disposeainsi d'une
mesure exploitable pour les deux aspects ci-dessus.Parallelemen, an de mieux comprendre la
signi cation physique des phenomenes,on obsene desrepresettations en coupe des normes kvk
et kdyy k = Kk(rot B)xy k= o a I'etat stationnaire, ou la position de l'interface peut etre identi ee
au-dessudde la dixiememaille en partant du bas (cf. infra). La legendeconsistea suivre, du bleu
sonbre (valeur nulle) jusqu'au rouge (valeur maximale), les couleursdu spectre de la lumiere.

7.2.1 Un probl eme sans champ magn etique vertical

Avec les conditions ci-dessussur B et B, = 0, on obsere un creusement de l'in terface
en son centre, et cette deformation est d'autan t plus imp ortan te que R; est faible
(Fig. 7.3). Lesrepresenations spatiales(Fig. 7.4) sort issuesd'un maillage de volume elemertaire
moyen de 5 10 °, et sort valideespar desra nemen ts en temps et en espace,dont les courbes
gurent egalemenm sur les graphesd'ewlution de l'interface :

T T T T T T T T T T T T T T T T
'Ri = 0.3, dt=0.005 et 12000 elements" 'Ri = 0.3, dt=0.005 et 12000 elements'
‘'Ri = 0.3, dt=0.01 et 17000 elements’ ------- 'Ri = 0.3, dt=0.01 et 17000 elements' -------
'Ri = 0.35, dt=0.005 et 12000 elements’ ------- 'Ri = 0.35, dt=0.005 et 12000 elements’ --------
054 'Ri = 0.35, dt=0.01 et 17000 elements' 054 'Ri = 0.35, dt=0.01 et 17000 elements'

0.52 052

05 05 |

hauteur du bord de | interface
hauteur du centre de | interface

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps temps

Fig. 7.3{ Hauteurs du bord et du certre de l'interface pour R; = 0:3 et R; = 0:35

Par ailleurs, on obsene surla gure 7.4qu'al'etat stationnnaire, lesvecteursvitesseet courant ho-
rizontal sort certrifuges sur l'in terface, et kvk et k., k sort bien plus importants dans|' electrolyte
que dans I'aluminium.
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Fig. 7.4 { Etat stationnaire pour R; = 0:3. A gaude : vitesse (nhorme autour de l'aluminium,
norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface). A droite : composarte horizontale du courant
(norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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7.2.2 Application au phenomene de rolling

L'objectif ici estd'observer I'e et de la nouvelle distribution de courant sur les casde rolling
stable et instable preseesen 3.3.1). La validation de cesresultats en modi an t le pasdu maillage
et le pas de temps pourra &tre trouv ee dans[80].

Dans une con guration stable

On reprend le test preecedert enimposart cette fois B, = 0:25 sur le bord du domaine. Dans
une situation de rolling classique(distribution de courant uniforme a I'anode), on obsene une
stabilisation progressive du phenonene vers une forme d'interface tres legeremen bombee alors
que la, on atteint aussiun etat stationnaire mais avec une interface clairemert plus haute en son
certre que sur saperipherie. On parlera d'interface aspiree Par ailleurs, on obsene que l'interface
est d'autant plus aspiree que R; est faible. La principale information de ce test est donc que
la restriction centrale de l'arriv ee de courant en presence d'un champ magn etique
vertical engendre une aspiration de l'in terface . On peut ainsi contrdler l'aspiration de
I'interface en agissan uniqguemert sur R; :

T T T T T T
‘Ri=0.25 —— ‘Ri=0.25 ——
‘Ri=0.30" ------ ‘Ri = 0.30"

‘Ri=0.35" ----- ‘Ri=
0.56 [ 1 0.56 [

o5 |

hauteur du bord de | interface
hauteur du centre de | interface

0.46 [

. P . P . . . . P . P . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps temps

Fig. 7.5{ Contrdle de l'aspiration de l'interface (B, = 0:25, Rj = 0:25, 0:30 et 0:35)

Sil'on fait la comparaisonavecle test precedert (cf. Fig. 7.4), une autre maniere de voir leschoses
est de constater que I'ajout d'un champ magnretique vertical dans une con guration d'arriveedu
courart restreinte au certre a pour e et d'inverserla deformee d'interface. De plus, on peut voir
quelescourants horizontaux sousl'interface, toujours certrifuges, sort plus importants (Fig. 7.6).
Par ailleurs, la vitessedes uides, qui n'est plus certrifuge mais orthoradiale, n'est plus carntonnee
a la seuleelectrolyte. En n, par rapport au rolling, cette vitessede rotation estde sensoppose, et
on notera que plus la surfaced'emissiondu courart estrestreinte, plus lesoscillations de I'in terface
s'attenuent rapidemert.

On represerte sur la gure 7.7 I'ewvolution de la deformeed'interface au cours du temps, dans
lagquelle on voit clairement la transition d'un comportement de type rolling a une con guration
d'interface aspiree, mais qui donne aussiune ideede la complexite du phenomene.
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Fig. 7.6{ Etat stationnaire. A gaude: vitesse(norme autour del'aluminium, norme sur une coupe
verticale, composane horizontale sur interface). A droite : composarte horizontale du courart
(norme autour de I'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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Fig. 7.7 { Evolution de la forme de l'interface jusqu'a I'etat stationnaire

Stabilisation d'un rolling instable par restriction centrale de l'arriv ee de courant

Portons a presen le champ magnretique vertical a 0:5, cequi donnelieu a un rolling instable sila
distribution de courant estuniforme. Lorsque nousrestreignonsdansce casla surfaceanodique de
la mémemaniere que precedemmert en prenant R; = 0:35. Ainsi, la conclusionla plus interessate
est qu' une restriction centrale de l'arriv ee du courant dans certains cas de rolling
instable emp#@che l'in terface d'exploser et conduit a un etat stationnaire.
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0.6 T —T T 0.6 . — .
Ri=035 —— Ri=0d5 ——
'Ri=0.5 (rolling)" ~------ 'Ri = 0.5 (rolling)’ -------

hauteur du bord de | interface
hauteur du centre de | interface

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps temps

Fig. 7.8 { Stabilisation d'un rolling instable

7.3 Interpr etations physiques

7.3.1 Eet des conditions aux limites magnetiques sur la deform ee d'in terface

L'absencede champ magnetique vertical n‘'emp@die pas pour autant les courans electriques
horizontaux d'engendrer une force de Lorentz. En e et, si I'on suppose que I'epanouissemen
du courant electrique sousl'anode est regi par I'equation stationnaire de di usion du potertiel
electrique (equation de Poisson),qui prend encorela forme de I'equation de Maxwell-Gauss:

dv( 7 )=0;, , divE =0; avecE= 1 ; (7.3)

les proprietesde symetrie desdistributions de courant consicereespermettent de rameneren deux
dimensionsle phenomened'epanouissemendu courart. Sil'on imposeun potentiel plus elewve sur
la surfaceanodique restreinte que sur la cathode, la propriete de monotonie du laplaciennousinvite
a supposer que le courart electrique tend a rejoindre les zonessitueesau-dessousde la surface
non-emettrice. En etendart le raisonnemen au cas cylindrique, on trouve qu'une distribution

certrale de courarnt engendreune orientation certrifuge de la composane radiale du vecteur J

dans I'electrolyte. On justi e ainsi mathematiquemen la gure intuitiv e 7.2. Ces considcerations
sort par ailleurs con rm eespar dessimulations de di usion du potentiel electrique sousl'anode et
atraverslinterface (voir p. 112et Fig. 7.11). En supposart doncceresultat valide, on peut estimer
gu'une force de Lorentz dirigee vers le bas resulte de l'application d'une distribution certrale de
courarn :

Fig. 7.9{ Force de Lorentz resultant d'une arriveecertrale du couran
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Cette intuition est con rm eepar despost-traitements supplemertaires :

Fig. 7.10{ Champ magretique et force de Lorentz sur l'interface aluminium (R; = 0:3)

Par ailleurs, les conditions interfaciales portant sur le champ electrique (cf. 3.3) imposen

J J
bt vi Bi n= bt vo B n;
1 2
or vy = vy = v, donc
J J
2 p=2t g v (Br1 Bj) n;
2 1

de plus, les conditions interfacialesB; n = B, netlaformule(a b c¢c= (a ¢b (b ca
impliquent :
Jo n=—1J1 n 2o(v n)(B2, Bj);

enn, al'etat stationnaire,v n=0,et » 1 par hypothese,donc::
kJo, nk' O:

Ainsi, J, et n sort quasimen colineaires, ce qui revient a dire que l'interface est quasimert
perpendiculaire a J,, d'ou le creusemeh obsene si I'on admet le pro| d'epanouissemen cen-
trifuge du courant. Pour etayer cette supposition, on e ectue maintenant des simulations sur
I'epanouissemenen question.

Un point de vue souvent adopte au sujet des deformeesd'interface resultant du prol des
anodes consistea supposerque la di erencede potentiel entre I'anode et l'interface est constarte
a I'equilibre. Ainsi, par la loi d'Ohm, l'interface \tend a se positionner" de maniere a setrouver
a egaledistance de la source de courant en chacun de sespoints. An de veri er cessupposi-
tions, nous resohons I'equation de di usion du potentiel electrique (7.3), a travers deux uides
de conductivites 1 = 10* et », = 1 enimposart une di erencede potentiel erire I'anode et la

cathode : 8
E div(r )=0;, dans =[0;4] [0;1+ hy],

= 4 sur l'anode,
3 =0 sur la cathode, (7.4)
@
- —==0 sur le reste du bord.
@

Cestests sort e ectuessur un rectangle, pour trois tailles de surfaceemettrice certr ee (Que nous
appelonsanode dansle probleme(7.4), et deux hauteurs d'electrolyte di erertes. On deduit de la
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solution le courant electrique en resohant le problemevariationnel :
Z 4
J = r ; (7.5)
ou estune fonction test a valeur dans 2. Le resultat qui en ressortmontre bien que le courart
s'epanouit a la sortie de I'anode, et, par ailleurs, que plus la hauteur d'eletrolyte est petite, plus
le courarnt s'epanouit dans l'alumuinium (cf. Fig. 7.11). Nous renvoyons egalemenh en pages118
et 119 pour dessimulations sur I'in uence de la hauteur d'electrolyte dans descon gurations ou
la distribution anodigue de courart est restreinte.
Nous pensonsdonc quele creusemen t de l'in terface observe en 7.2.1 est physiqguemen t
justi e par le prol de I'epanouissement du courant electrigue sous l'ano de.

Fig. 7.11{ Calculs de prols d'epanouissemen; de haut en bas : courart uniforme (R; = 4),
courart certral Rj = 2, courart certral Rj = 0:8; a gauche : h, = 1, a droite : h, = 0:25
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7.3.2 Stabilisation du phenomene de rolling par un courant central

D'apres les resultats ci-dessus,on peut interpreter ce comportemernt en remarquart qu'une
restriction certrale de l'arriv ee de courart elecrique a I'anode donne lieu sousl'interface a un
courant electrigue horizontal certrifuge qui induit, eninteragissan avecB , par la forcede Lorentz,
une rotation dansl'autre sensque celui du rolling :

B, B,

I\

Fig. 7.12{ Sensde rotation induit par une arriveecertrale du couran

ou I'on voit que le sensde rotation estoppo<s a celui sthematise gure 3.4. Ainsi, une restriction
centrale de l'arriv ee de courant genere une force de Lorentz opposee au sens de
rotation du rolling .

7.4 Autres simulations

7.4.1 Arriv ee de courant \p eriph erique"”

On s'interessea un autre type de conditions aux limites magnetiquessur la surfacesuperieure:
c'est en guelquesorte le symetrique de la con guration precederte, ou I'on ne fait non plus passer
le courant a l'interieur d'un disque certr e, mais exclusivemert a l'exterieur :

Fig. 7.13{ Restriction peripherique de l'arriv ee de courart

Le m&meraisonnemen qu'en 7.2 permet d'etablir lesexpressionssuivantes du champ magnetique
horizontal a appliquer a la surfacede I'anode :
8
3 0 pour 0 r R
B (r) = 2 ; (7.6)

2 ol Ri
; T Sam— v — our R; r R
2 (R2_R? P |
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7.4.1.a Sans champ magn etique vertical

Le phenomeneobsene estle symetrique de celui de la section 7.2.1 : l'interface, au lieu d'étre
creuseeen son certre, setrouve creuse sur sa peripherie :

Fig. 7.14{ Etat stationnaire pour R; = 0:4. A gaudie : vitesse (norme autour de I'aluminium,
norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface). A droite : composarte horizontale du courant
(norme autour de I'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface aluminium )
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A linversede la situation 7.2.1, on constate que les vitessesimportantes sort localiseesdans
I'aluminium et non dans|'electrolyte, et que les courarts electriqueshorizontaux sort certrip etes
sousl'interface.

Enn, on peut egalemen ervisager de contrdler I'intensite de la deformation en agissan sur
R :

053 77— 053 — T
Ri = 0.4, dt=0.005 et 12000 elements’ Ri = 0.4, dt=0.005 et 12000 elements’
'Ri= 0.4, dt=0.01 et 17000 elements' ——--— 'Ri = 0.4, dt=0.01 ot 17000 elements’ —-—-
Ri = 0.3, dt=0.005 et 12000 elements' - Ri = 0.3, dt=0.005 et 12000 elements’ ------
'Ri= 0.3, dt=0.01 et 17000 elements’ Ri = 0.3, dt=0.01 et 17000 elements’
052 g 052 |- g
o

g g
£ os1 R 5 4
T g
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5] z
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s 3
s 2
£ os 3 4
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps temps

Fig. 7.15{ Hauteurs du bord et du certre de l'interface pour Rj = 0:3 et R; = 0:4

7.4.1.b Eet sur la stabilit e du rolling

Partant du méme cas de rolling de referencequ'en 7.2.2 (B, = 0:25), nous appliquons un
courant peripherigueavecR; = 0:4. Le comportemert obsene estuneforte destabilisation, cortrai-
remert au casfcourant certral, R; = 0:3g a densite de couran egale:

0.65 T T T T T T 0.65 T T T T T T T
'Ri = 0.4, dt=0.01 et 12000 elements' 'Ri = 0.4, dt=0.01 et 12000 elements'
Ri = 0.4, dt=0.01 et 17000 elements’ ------- ‘Ri=0.4. di=0.01 et 17000 elements’ -
'Ri = 0.4, dt=0.005 et 12000 elements' ------ 'Ri = 0.4, dt=0.005 et 12000 elements' ------

Ri = 0.5 (rolling)’ Ri = 0.5 (rolling)’

hauteur du bord de | interface
hauteur du centre de | interface

L L T L L L L L L L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 10 15 20 25 30 35 40 45 50
temps temps

@
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7.4.1.c Une con guration stable

A n de voir si nous pouvons obsener une con guration stable, nous diminuons a presen R;.
Il faut alors descendrgjusqu'a R; = 0:2 pour obtenir un tel cas:

Fig. 7.16{ Etat stationnaire (R; = 0:2). A gaudie : vitesse(norme autour de l'aluminium, norme
sur une coupe verticale, composarte horizontale sur interface). A droite : composane horizontale
du courart (norme autour de l'aluminium, norme sur une coupe verticale, vecteur sur interface

aluminium )

On obsene une aspiration del'interfacetr esimportante, et desdistributions de vitesseset courans
encorejamais rencortr ees.
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7.4.2 Inuence de la hauteur d'electrolyte
7.4.2.a Sans champ magn etique vertical

Courant central

Nous repartons ici de la con guration 7.2.1 avec R; x e a 0:3, et abaissonsla hauteur de
d'electrolyte. Cesresultats montrent une accernuation du phenonenedeja obsene :

Fig. 7.17{ A gaude : norme de la vitesse sur une coupe, a droite : norme de la composarte
horizontale du courart electrique sur une coupe; en haut : h, = 0:15, en bas: h, = 0:075)

Une diminution de h, engendre:
- une acceruation du creusementde l'in terface,
- une augmeriation descourarts electriquescentrifuges dans I'aluminium,
- une augmeration desvitessesdans l'aluminium.

Courant peripherique

Symetriguement, une diminution de h, engendreles mémesphenomenesd'ampli cation, mais
dans les directions opposees:

- une accertuation du bomhbement de l'in terface,

- une augmertation descourarts electriquescentripetesdans I'aluminium,

- une augmeration desvitessesdans l'aluminium.

Dans les deux con gurations, le premier point senble le plus interessah : pour B, = 0, la
dimin ution h, pour ; x e accentue la deformation de l'in terface .
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Fig. 7.18{ En haut : hy = 0:15,enbas: h, = 0:075

7.4.2.b Av ec un champ magn etique vertical

La batterie de tests e ectuee montre que d'une maniere gererale, dimin uer la hauteur
d'electrolyte est stabilisan t pour les phenomenes. La deformee d'interface, quant a elle,
varie a la fois enfonction de l'intensite du champ magnetique vertical et de la hauteur d'electrolyte.
Nous regroupons ci-dessoudes deformeesd'interface a I'etat stationnaire lorsque celui-la existe,
les nombres de pas de temps d'atteinte de cet ewvertuel etat, et les sensde rotation des uides,
pour desdistributions de courart certrale avecR; = 0:3, uniforme, et peripherique avecR; = 0:4:

Bz=01 courant B; =0.25 courant
i =0.09 i =0.09
central uniforme p riph. central uniforme p riph.
— + + T + + ’
0.4 | ~_ /\ 04 [
1976 2015 1888 ~ | 4825
- + + - + +
0.25 I\ 025 [\
h2 1694 1840 1681 h2 2317 4178
- + + - + +
0.15| ~~ PR 0.15| .~
1380 1271 1427 1648 1965
- + + - + +
0.074 v N 0.075
1271 696 1727 1516 704

Fig. 7.19{ Synthese
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Les tableaux ci-dessusfont ressortir la complexite des phenonmenes: on peut par exemple
contrdler l'interface a I'etat stationnaire par la distribution anodique de courant, mais a condition
denepassubir un champ magnetique vertical trop important (sinon on ne peut qu'esperercontroler
I'intensite de I'aspiration de l'interface). De plus, si on supposecette condition remplie, la hauteur
moyenne d'electrolyte in uence egalemen la forme de l'interface, et peut donc aussijouer le rdle
d'actionneur. Par ailleurs, au sujet de la stabilit e, la m&me profusion de caspossiblessepresete :
d'une manieregenerale, restreindrel'arriv eede courant electriqueau certre dela surfacesuperieure
a dese ets stabilisants sur le rolling, mais on constate que pour B, = 0:1, cette situation ne se
presemne que pour la hauteur d'electrolyte h, = 0:25, et qu'elle n'est pas valable pour de tres
faibles hauteurs d'electrolyte... tout celasansparler de la distribution peripherique de courart. ||
faut donc restreindre soit le nombre d'actionneurs, soit leurs plagesde variation pour donner un
cadre simple aux futurs problemesde contrdle. Plusieurs possiblites se presetient alors :

- B, est faible et on a la capacite de decider de la deformee d'interface, au choix par B ou

par hp,

- B, est important, auquel casil est possible de stabiliser le phenonmene de rolling, et de

cortrdler le degre d'aspiration de l'interface en agissarn sur B .

Quant a l'inuence de B, elle est certes destabilisarte, mais on voit mal commen le champ
magnetique vertical pourrait faire o ce de commande. Pour des raisons legeremen di erertes
(manque de signi cation physique, cf. 7.1), il est plus sagede ne pas retenir la diminution de
la hauteur d'electrolyte comme commande stabilisante, mais plutdt comme commande pour la
deformeed'interface.

7.4.3 Deux uides, deux sens de rotation opposes

Nous avons vu en 7.4.1 que, d'une part, l'injection d'un courart peripherique donne lieu a
une explosionde l'interface en presenced'un champ magnretique vertical, mais qu'en augmertant
la taille de la couronne par laquelle passele courant (donc en diminuant sa densite), on arrive
quand mémea exhiber un etat stable. La situation n'est donc passimple, car il n'est paspossible
de quali er une telle con guration d'inconditionnellement destabilisarte... Nous terminons cette
batterie de tests par I'expose d'une situtation ou la restriction peripherique du passagedu courart
est appliquee non seulemen a l'anode, mais aussia la cathode (bord inferieur). AvecB, = 0:25
et h, = 0:15, on obtient I'etat stationnaire suivant :

Fig. 7.20{ Normesde la vitesseet de la composarte horizontale du courart
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Des post-traitements sur la vitesse au niveau des premiere et derniere mailles en partant du bas
montrent que les uides ont dessensde rotations opposes:

Fig. 7.21{ Vitesseshorizontales dans l'aluminium et dans | electrolyte

Cette obsenation rejoint celle deja faite par D. Munger [76], qu'il quali e d\aspiration MHD".

7.5 Conclusion

Malgre la variete dessituations possibles,a mesurede la surfaceemettrice de courarnt (qui se
regleal'aide du scalaireR;) estun actionneur pertinent pour corntrvler lesdeux aspectssuivants :

- STATIQUE : forme de l'interface a I' etat stationnaire,

- DYNAMIQUE : stabilite du systeme (ce qui inclut le temps d'atteinte de I'etat stationnaire

lorsque celui-la existe).

Le deuxieme point est celui qui senble le plus interessan : I'exemple typique est gure 7.8 page
111: avec un courant uniforme, on explose,et on arrive a eviter cette explosion avec une arrivee
de courart restreinte.

Cependart, notons que le cas statique peut &tre un probleme de contrdle ervisageable c'est
peut-&tre le plus realiste : pour de faibles champs magnetiques verticaux et hauteurs de cryolite,
nous arrivons a acceruer la deformee d'interface sousla surfaceanodique en diminuant au choix
la mesurede la surfaceemettrice de courart ou la hauteur d'electrolyte.

Critere STATIQUE DYNAMIQUE
Commande (forme de l'interface) (stabilit e du systeme)

Si B, ou h; est faible (resp. elewe),

) h, grand : un courant certral stabi-
un courart restreint creuse (resp.

lisele rolling obtenu avecun courant

B (r) aspire) linterface sous la surface |\ icorme: hy petit : un courart uni-
emett_rlce d'autant plus que celle-k forme stabilise le rolling.
est faible.
h Diminuer h, renforce le phenonene | Augmenter h; destabilisele systeme
2 ewvoque ci-dessus. (simple phenomened'inertie ?).
B, Un B, important engendreune as- | Augmenter B, destabilise le

piration de l'interface. systeme.
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Chapitre 8

Optimisation de forme d'in terface en
hydro dynamique

L'optimisation de forme estun problemetresrepandu, notammert dans| etude du designdes
avions (cf. B. Mohammadi et O. Pironneau [72]) ou encoreen mecaniquedes structures (cf. G.
Allaire [3]). Dansnotre cas,il ne s'agit pasa propremert parler d'optimisation de forme car celle-a
ne joue pasici le rble de commande, mais plut®dt de variable d'etat dont on veut qu'elle prenne
une valeur particuli ere (problemede poursuite danslequel le critere est la forme de l'interface). Il
n'en demeurepas moins que les mémesoutils qu'en optimisation de forme sort utilis es, a savoir
principalemert la derivation par rapport a un domaine.

8.1 Equations d'etat et fonction co0t

On considere un probleme bi uide, dont on cherche a contrdler la position de l'interface par
une force volumique u(x; z). Le domaine volumique de contour @ (de normale n et tangerte
t) sedivise en deux sous-domaines 1 et ,. Ceux-la sort separespar l'interface (dont on note
n la normale exterieure au uide 1), parametreepar la fonction x 7! h(x). On sait que pour que
le probleme soit bien pose, la prise en compte de la convection est necessairedans le modele (cf.
D. Errate et al. [30]). Ainsi, on consicere le probleme de contrdle d'interface uide- uide le plus
simple possible,base sur un ecoulemen regi par les equations de Navier-Stokes en dimension 2.

= f(x;h(x)); x 2 [0;L]g
2 0= 1 hqx)
/\%n/ “PTE Rz 1
Z
) L.
X
0 L

Fig. 8.1{ De nition du probleme

123
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Ainsi, densite et viscosite dependert deh :

1 Si z< h(x) .
si z>h(x) ’

1 Si z< h(x) .

(x; z;h(x)) = si z> h(x)

et (x;z;h(x)) =

On cherdhe la vitessev, la pressionp et la hauteur d'interface h telles que (les dependancesdes

variables sort omisespour desraisonsde lisibilit e : v et p dependert de x et z, h depend de x, et
dependdeh) :

8 vrv dv[ D\W+rp = g+ u dans ;
% divv = 0 dans :
vV n = 0 sur @ ;
D(v)n t = 0 sur @ : (8.1)
% R N = 0 sur ;
' s h = Vg Xe,

oub vyt (r V)TR Ainsi, on se propose de resoudrele probleme de minimisation (avec
X 7! ho(x) x eetelle que OL ho = Vgh) :
z

L Z
(h  ho)?+
0

Q kuk? : (8.2)

Inf  J(u) = 5

u2L2() 2

NI =

R
ou h est donnee par les equations d'etat (8.1). Noter que par la suite, la propriete 0" ho = Vg
n'est pas utilis ee (ce qui est etonnart).

8.2 Probl eme adjoin t

On ecrit la fonction de Lagrange du problemed'optimisation (8.1)-(8.2) en de nissant cing
multiplicateurs de Lagrange(; ; ;; ). Celaen fait un de moins que le nombre d'equations
d'etat car on decide de prendre v dans un espacefonctionnel tel quev n = 0 sur @ ; alors, si
I'on choisit le multiplicateur  (asscaie a la premiere equation d'etat) tel que

n=0 sur @ ; (8.3)
il n'est pas necessairede tenir comptedev n = 0sur @ dansle lagrangien. Par ailleurs, varie
dans , sur @, sur , et estune constarte. Ainsi,
Z h i Z
(v;ipshiu; 5 ;5 ) = J(u) vrv dv[ DWV+rp g u ( divv)
z z z,
D(v)n t v n h Vg

0

Par rapport a v :la deriveede par rapport a v doit s'annuler dans toutes les directions
v tellesquev n=O0sur@ :
#
ji'mo (v+ \+,") (v: ) =0; 8"8w; soit
Z i
[v r (rv)' J+div[ D()] r + [(2 2V In v

VA Z
+ (t ) D(wn t] [ D()n t](v t)=0; 8v;

@ @

(8.4)
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par integrations par parties. Le symbole  designela mesurede Dirac sur la surface

VA Z
h ;"i= =
Onvoit alorsque = tsur@, cequipermetderecrirerigoureusemen la fonction de Lagrange
sousla forme :
Z VA Z

(vip;hiu; 5 55 ) = J(u) r:[D(v) pl] ((vrv g u ( divv)

z ya

v n [T V/C

0

aecv, 2 () =fv2 HY)?;v n=0sur@g;p, 2 L%) ;u het susamment
reguliers. Nous utiliserons desormaiscette formulation danstoute la suite.

Par rapp ort a p : par un procede similaire,
Z
@ =0, div. p=0; 8p: (8.5)
Par rapp ort a h :la deriveede par rapport a h danstoute direction i doit s'annuler :

#
(vip;h+ "Ry ) (v;pih;)

lim r = 0; 8"8h; soit
1 2
im S (@)@ vrv) (@)r :DWIR+o)
z z z, #
v.on + vn+" (h hg )h =0(8.6)
( h+"m) ( h) 0

ou lesdeweloppemerts limit esau premier ordre de et sort de nis gracea la formule dessauts,a

savoir le theoremedonnart la derivee (au sensdesdistributions) d'une fonction de N discortinue

sur une surface: si' estune fonction localemen integrable,reguliere separemert sur lesdomaines
1 et o separespar la frontierereguliere de normalen exterieurea 1,

@ =f@g+n e(2 "1) ;

ou f@ g estla fonction de nie presquepartout comme etant egalea la derivee usuellede ' sur
chaq_ue domaine separemert, et ' 129 estle prolongemer_l par cortin uitt_a de’ 129 dans  tq.9g-
Ainsi, dansnotre cas,on peut ecrire les developpemernts limit esau premier ordre :

8
3 zhe M) (6zh) = (@)'N+of); avee @ = BT

: 8.7
F pezhe M Gzn) = @) Moy mec@ = 2 O

Concernart lestermesen , on remarque que :
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et on fait appel au theoreme 4.2 du livre [24] de M.C. Delfour et J.-P. Zolesio, qui nous apprend
quesi esttransporte par un champ de vitessesV, et transforme ainsi en un domaine ¢, alors
la derivee de la fonction : Z
Jv (t) = " (t; x) dx
t

ent = 0 estdonneepar :

-

-
L

dv(0) = " q0;x)dx + L@ ' (0;x)V(0;x) ndx:

On renvoie a 8.4 pour une approche n'utilisant pas ce resultat. Dans notre cadre, cette formule
donne(en prenant t = " etV = (0;M7) :

"z z # 7

1 div (v) div(v) = div(v)ph:: (8.8)
1+ h@®

lim
ro 1(h+ ") 1(h) h

Il reste a injecter lesformules (8.7) et (8.8) dans (8.6) pour obtenir :
Z n _ [ h- Z
(2 2r DWW+ (2 1)(g vrv) div(v) Pm‘* o(h ho )f=0; 8f;

que la parametrisation de par h dansla premiere integrale permet d'ecrire sousla forme (en
utilisant egalemen divv = 0) :

Z, h ;
OL (2 Or DM+ (2 0@ Vv %@ +h hy h=0; 8M; (89)

Preciﬁ)Lnsquev et sort systematiquemen pris au point (x; h(x)) lorsqu'ils apparaissem sousle
signe .

On regroupe a presen lesformulations fortes destrois equations(8.4), (8.5 et (8.9) obtenues
par derivation du lagrangien par rapport aux trois variables d'etat et la condition (8.3) pour

obtenir le problemeadjoint suivant (dans lesvariables , , et ):
% [(rvT  vr ] div[D()+r + ( v )n = 0 dans
div = 0 dans
n = 0 sur @
3 [ D( )In t = 0 sur @
(2 1r D) (2 (@ vriv+vw@ + = h ho sur [OL]
(8.10)
(rappelonsque = t sur @).

8.3 Equations de sensitivit e

La variation de (v;p;h) en fonction de celle de la commandeu est cortrainte par I'equation
d'etat, autrement dit pout toute perturbation u de u, il existe une perturbation (w; p; i) de (v;p;h)
satisfaisan les equations de sensitivite (on note = 0 I'equation d'etat) :

im VP "ph+ "Rut ) (vipihiu) o

(8.11)
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Comme dans la derivation de la fonction de Lagrange par rapport a h, il sort de la premiere
equation destermes surfaciquesen raison de la discortinuite des densite et viscosite (en passan
par une formulation faible de la premiere equation d'etat). En dehorsde cela, la subtilit e reside
dans la derivation de la condition de non-penetration a l'interface: v n = 0sur . Alors, dans
I'etat perturbe, v+ "w estpris sur ( h+ "h) donc s'ecrit

vIX; h(x) + "]+ "wx; h(x) + "A()] = VIx; h(x)] + @vIx; h()]"A(x) + "vix; h()] + - ("%):

Il reste a exprimer N perpy €N fonction de n ( ), enremarquart que:

I
0 z
g 1 . 1 14 2hq=fc2+ 2)
1+ (h+ "M@ 1+ h@® 1+h

Le deweloppemen limit e au premier ordre de I'expressionentre parerthesesconduit a :
|
n h(ho - n ho%( ||2
n(h+"ﬁ)_n(h) 1 1+ h@ pm_i- ("9);

etcommev n = Osur , (8.11) prend la forme:

(v retw rv) divi DWW +rp

n ) 0 A
divi(2 1)DMWI+(2 1)@ Vv rv) Pﬁ = o dans
div v = 0 dans
¥ n = 0 sur @
D(¥n t = 0 sur @ (8.12)
vy A0
@v n A+w n P = 0 sur (h)
1+ h@
Z
] = 0

8.4 Gradient de la fonction coOt

Nous calculons le gradient r,J du critere, en explicitant la derivee directionnelle du critere
par rapport a u, sahant que lesdirections v, p-et i sort lieesa u par (8.12) :

"y . (L "ps. "o nhrre Z|_ Z
J(v+ "vp+ "p;h+ "Mu+ "u; ) J(v,p,h,u,): (h h)h+0Q u
0

Dy J = |!|!m0

On combine cette expressionavec (8.9) puis on integrer et on utilise les premiere et derniere
equations de sensitivite (cf. (8.12) :
z, z
DyJ = 0[(z )r D(v) (2 g vIiv+w@ + [i+Q u d
Z h i ZL Z
= (v re+wv rv)y+divf D(w] rp+tuo + va@ N+ Q U u;

Z Z
or V@ h= @ (vy 1) ou, rappelons-le,vyx est pris au point (x; h(x)) ;
0 0
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et @[V« (x; h(x)] = @Vx(X; h(x))+ @ vx(x; h(x)) h%x) = @[ Vvx(x; h(x)) hAx)+ v(x; h(x)] (etant
donne que divv = 0), donc
Z Z| p
, vw@ h= ; [@v n A 1+h® v, 1Y9:

Alors, d'apresl'equation possesur dans(8.12),

Z, z z
vw@ h= v n = n v

On integreles deriveessur v et p, lestermes de bord disparaissan du fait de (8.12) et (8.10) :
Z n i y4 y4
DyJ = [v r (rv)T ]+div D( )+ (v )n v+ div p+ b
Z Z
n v+Q U u:

Alors, la prise en compte desequations volumiquesde (8.10 permet d'ecrire :

z z z
D,J = (r + n) v n v+ ( +Qu) u:

et (enintegrart le terme en et entenant compte une derniere fois desequations (8.12) :
4
DyJ= ( +Qu) ®; soit [ryJ= +Qu:|

Remarque

On peut calculer par une methode plus classique,dansla derivee du lagrangien par rapport h
(voir 8.2), le terme contenant l'integrale sur ( h). Par le changemen de variable x 7! h(x) = z,
de telle sorte gu'on seramenesur le segmen [0; L], on peut ecrire :

z z,

v n
(h

) [ v (x; h(x)) hYx) + vz (x; h(x))] dx;

et on procedede mémesur ( h+ "h) :

z z
L O vx(x; (h+ "M(x)) (h + "M Ax) + vz (x; (h+ "M)(x))] dx

<
=]
1

h+"n
( h+"m) z,

h
() [ W h(x))  @vx(x; h(x)) ("A(x) + ("3 [hYx) + "AYx)]

+V,(x; h(x)) + @V, (x; h(x)) ("F(x)) + (--2)' dx
Z z,
- VN O () Vx (x; h(x)) i) dx
( h% 0
L
(L @06 h(x) h%x) + @V, (x; h)IA(X) dx +  ("2);
0
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donc (8.6) s'ecrit :

4 n o 4

. 1]
divi(2 1D+ (2 1)9 P—= @v n(ph
. 1+ h@ (h)
L

L
+ vy RO+ (h hg )Yh=0; 8h
0 0
or, rappelonsque (cf. 8.4) :

VA L Z L

p—
V@ h= [@ n A 1+h® v, hY;
0 0

ce qui permet de retrouver (8.9) a l'aide de la parametrisation de par h(x).

8.5 Une piste pour impl ementer le probl eme adjoin t

Tandis qu'on peut resoudrel’ equation d'etat par une methode ALE (cf. 3.3.1) entemps long,
il senble ne pas exister de methode standard pour resoudrele problemeadjoint (8.10), qui met en
jeu quatre inconnues , , et . Cependart, onremarqueque estun scalaire,ce qui implique
que le reste de la derniere equation du probleme adjoint doit &tre constart. On proposedonc de
chercher de sorte que cette I'expression

()= (xhx) (2 1@ vrv+twxhXx)@ (x) (h(x) ho(x)); (813

soit egalea sa moyenne spatiale. Pour cela, on cherche a resoudrele sous-probemede contrdle

S 141 141 2
% InfJ(; ), avec J(; )= > ( (xh(x)); (X)) m ( (xh(x)); (x))dx dx
0 0
g [(rv)T vr ] dvl D()]+r + ( v )n = 0 dans
div = 0 dans
2 n = 0 su @
. . [ D()In t = 0 sur @
(8.14)
La deriveeldirectionnelle de J par rapport a dansla direction ~ prend la forme
D E Z. 1 Z
rJ-= )~ (ou == ); (8.15)
0 L o
avec
= o~ (2 (g VIV)tvw@-; (8.16)
ou ~ esttel que (equations de sensitivite) :
; [(rV)T~ vr~ diviD(9]+r ~+ (~ v 9n = 0 dans
div ~ = 0 dans
2 ~n = 0 su @ (8.17)
. [ D(MIn t = 0 sur @
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Pour trouver le sous-probemeadjoint, on de nit la sous-fonctionde Lagrange (m, et m, sort les
sous-nultiplicateurs de Lagrange):
Z 4
LG; 5 memp) =3 ) my [(rv)" v rmy:[D() 1d
4 Z
my (v )n + mpdiv ;

et on cherche les multiplicateurs m, et my qui annulent les deriveesdirectionnelles de L par
rapport a et . On obtient le sous-probemeadjoint :

8
5 (v r my+my rv) divf D(my)]+rmp+ (v my)n = ( )pﬁ(v rv g
div my = 0
3 my n = 0
. [ D(my)]n t = 0
(8.18)
La premiere equation de (8.18 s'ecrit sousforme variationnelle :
Z L
( (2 Ddvrv gl -~
0
Z h i
(v my+my rv) divf D(my)]+r mp+ (v my)n ~=0
(8.19)

Alors, d'apres(8.15), (8.16) et (8.19), on obtient commeexpressionpour la deriveeldirectionnelle
du critere:
D E Zh i
rJ;~ = (v r my+my rv) divf D(my)]+r mp+ (v my)n ~
Z L
* [( ) vx](x; h(x)) @ ~(x) dx

Le premier terme s'exprime en fonction de ~ en utilisant les equations (8.17) et (8.18), et le
deuxiemes'integre par parties; ainsi

D E z Z
r J;~ = my n ~+ . (@ vx)(x;h(x)) + ( )(X; h(X)) @[vx(X; h(x))] ~(x)dx;
soit (en utilisant divv = div = 0):
D E Z ho v@
roJ;~ = m+[@ @v+ (2 1)9@ Jvx+ ( )@v n +—Pﬁ ~:

Ainsi, on arrive a I'expressionsuivante pour le gradient du critere J par rapport a

_ h v,@ .
J= my+[@ @v+ (2 1)@ Jvx+ ( )@v n +—Pﬁ-

-
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=
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AT
RgA
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Det A

Sp(A)
SEP (A)
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produit scalairedans " (n2 ): ()B;Y) = L XiY
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ou E estun ensenble : interieur (resp. adherence)de E
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variable temporelle
ouvert de ¢
adherencede
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vecteur tangert a @X

d - contour oriente de X

derivee partielle k™ de f par rapport a x

deriveetotale k*™ def par rapport a x
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gradient
laplacien
divergence
rotationngl
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tensoriel
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d
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avecA2 ,(): sup KAX K
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LorsqueV et W sort desespacesrectoriels
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