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Introduction

Le principal probléme, pour transformer les preuves mathématiques en programmes, est natu-
rellement posé par les aziomes : en effet, on sait depuis longtemps comment traiter une preuve
en logique intuitionniste pure (i.e. sans axiome), y compris au second ordre [2, 7, 4].

Le premier de ces axiomes est le tiers exclu, et il paraissait insurmontable. La solution, tout a
fait surprenante, a été donnée par T. Griffin [5] en 1990 et c’est 1a une découverte essentielle
pour la logique. Dés ce moment, il était clair que tous les autres axiomes allaient suivre, en se
placant dans un cadre adéquat.

La théorie de la réalisabilité classique constitue un tel cadre : elle est développée dans [11, 12],
ou on traite les axiomes de 1’Analyse (arithmétique du second ordre avec choix dépendant).
Dans [14], on commence & s’occuper de I'axiome du choix général, avec I'existence d’un ultrafiltre
sur N; I'outil principal est la notion de structure de réalisabilité, dans laquelle les programmes
sont écrits en A-calcul.

On la remplace ici par celle d’algebre de réalisabilité, plus simple, et beaucoup plus utilisable du
point de vue informatique. Il s’agit d’une variante de la notion usuelle d’algébre combinatoire.
Le langage de programmation n’est donc plus le A-calcul, mais un systeme convenable de com-
binateurs; les A-termes ne sont considérés que comme des notations ou abréviations, fort utiles
au demeurant : un A-terme est infiniment plus lisible que sa compilation en combinateurs.

On montre ici comment transformer en programmes les preuves utilisant ’axiome du choix
dépendant et :

i) l'existence d’'un ultrafiltre non trival sur N;

ii) l’existence d’un bon ordre sur R.

Bien entendu, (ii) implique (i) mais, la méthode utilisée pour (i) est intéressante, car elle donne
des programmes plus simples. Ce point est important, parce quun nouveau probléme apparait
maintenant, capital et fort difficile : interpréter les programmes obtenus, c’est-a-dire expliquer
leur comportement. Un travail passionnant et de longue haleine.

Le cadre logique est donné par la logique classique du second ordre, autrement dit, le schéma
de compréhension. Toutefois, comme on utilise une relation d’appartenance sur les individus, il
s’agit, en fait, d’une logique d’ordre 3 au moins. C’est d’ailleurs indispensable puisque, si ’axiome
du choix dépendant sur R est exprimable comme un schéma au second ordre, les axiomes (i)
et (ii) ne le sont pas.

En utilisant la méthode exposée dans [10], on peut obtenir les mémes résultats dans ZF.
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Il me parait clair que la technique utilisée ici permettra de traiter tous les axiomes “naturels”
introduits en théorie des ensembles. C’est déja fait pour I’hypothése du continu, qui fera 'objet
d’un prochain article. L’axiome du choix et 'hypothese généralisée du continu dans ZF ne me
semblent pas soulever de probleme sérieux, & part celui-ci : il faudra se servir du forcing avec
classes propres d’Easton [3] a l'intérieur du modele de réalisabilité, ce qui menace d’étre tres
lourd.

Un probléme ouvert fort intéressant est posé par les axiomes de grand cardinaux, comme ’exis-
tence d’un cardinal mesurable, ou par 'axiome de détermination.

Mais le probleme ouvert essentiel reste de comprendre ce que font les programmes obtenus, et
ainsi d’arriver a les exécuter. Je crois que bien des surprises nous attendent la.

En effet, au fur et & mesure qu’on réalise les axiomes usuels des mathématiques, on est amené
a introduire des outils tout a fait standard et indispensables en programmation systeéme : pour
la loi de Peirce, ce sont les continuations (particulierement utilisées pour les exceptions) ; pour
I'axiome du choix dépendant, c’est I’horloge et la numérotation des processus; pour ’axiome de
Pultrafiltre et le bon ordre sur R, ¢a n’est rien de moins que la lecture et 1’écriture dans une
mémoire globale, autrement dit I’affectation.

On peut raisonnablement conjecturer que ces outils ne sont pas mobilisés pour rien, et donc que
les programmes fort complexes qu’on obtient par ce travail de formalisation accomplissent des
taches intéressantes. Lesquelles ?

Remarque.

Le probleme de transformer en programmes les preuves utilisant certains axiomes doit étre posé correcte-
ment du point de vue informatique. Prenons comme exemple une preuve d’un théoreme d’arithmétique,
utilisant un bon ordre de P(N) : en restreignant cette preuve & la classe des ensembles constructibles, on
la transforme aisément en une preuve du méme théoreme n’utilisant plus ce bon ordre. Il suffirait donc,
ensuite, de transformer cette nouvelle preuve en programme.

Mais l'extraction du programme aura été effectuée sur une preuve profondément différente de la preuve
originale. De plus, avec ce procédé, il est impossible d’associer un programme a ’axiome du bon ordre
lui-méme. Du point de vue informatique, il y a la un grave défaut de modularité : au lieu d’avoir mis
I’axiome du bon ordre dans une bibliothéque de programmes, on est obligé de recommencer le travail de
programmation a chaque nouvelle preuve.

La méthode exposée ici utilise seulement le A-terme extrait de la preuve originale, qui contient donc une
instruction pour 'axiome du bon ordre sur P(N), qui n’est pas encore implantée. Par une compilation
convenable, elle le transforme en un programme qui réalise le théoreme considéré.

Comme corollaire de cette technique, on obtient un programme associé a ’axiome du bon ordre, que 1’on
peut mettre en bibliotheque pour le réutiliser.

Algebres de réalisabilité

Une algébre de réalisabilité est constituée par trois ensembles : A (ensemble des termes), II
(ensemble des piles), A xII (ensemble des processus) avec les opérations suivantes :

(€,m) — (€)n de A% dans A (application) ;

(&, m) — &.m de AXII dans IT (empiler) ;

(&, m) = &xm de AXII dans A x IT (processus) ;
7 kr de IT dans A (continuation).

On a, dans A, des éléments distingués B,C, E,I, K, W, cc, appelés combinateurs élémentaires
ou instructions.
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Notation. Le terme (... (((§)n1)n2) - . .)n, sera aussi noté (§)ming...n, ouw EMna ... Ny

Par exemple : &{n¢ = (§)n¢ = (€n)¢ = (E)n)C.

On définit une relation de préordre, notée >, sur A xII. C’est la plus petite relation réflexive et
transitive telle que, quels que soient £,1,( € A et w,w € II, on ait :

Enxm=Exn.m.
Ix&.m>=Exm.

Kx&.n.m = Exm.

Ex&onem = (&n*m.

Wxé&enem=Exn.n.m.

Cx&neCem=ExCon.om.

Bx&.n.Com = (§)(n)C .

ccxéom = Exky o

kpx&.ww = &xm.

On se donne enfin une partie L de A % IT qui est un segment terminal pour ce préordre, c’est-
a-direque: pe d,p'=p=p € L.

Autrement dit, on demande que L ait les propriétés suivantes :
Enmrxm¢ L=ECxnp.m ¢ L.

Ixé.m¢g Ll =Exm L.

Kxfnomg L=Exm ¢ AL,
Exéonen¢ L= (En n¢ L.

Wxéeneng¢g L=Exn.n.m ¢ L.

Cx&enCeom¢d L=ExCenom e L.
Bx¢on.Com¢ L= (&)(m)C*m ¢ L.
ccxéom ¢ L =Exkeom g L.

kpx&ew ¢ L= Exm L.

c-termes et \-termes

On appelle c-terme un terme construit avec des variables, les combinateurs élémentaires
B,C,E,I,K,W,cc et l'application (fonction binaire). Un c-terme est dit clos s’il est sans va-
riable ; il est alors aussi appelé quasi-preuve et a une valeur dans A.

FEtant donné un c-terme ¢ et une variable x, on définit le c-terme Ax ¢t par récurrence sur ¢ ; pour
cela, on utilise le premier cas applicable dans la liste suivante :

. Azt = (K)t sit ne contient pas x.
Az =1.
. Aztu = (CAz(E)t)u si u ne contient pas x.

(
. Axtx = (E)t si t ne contient pas .
Azt = (W) x(E)t (si t contient x).
cAz(t)(u)v = Ax(B)tuv (si wv contient x).
On voit facilement que cette réécriture se termine : en effet, les régles 1 a 5 diminuent le nombre
d’atomes du terme initial présents sous Az, et la regle 6 ne peut étre appliquée consécutivement
qu’un nombre fini de fois.

S R N

Les A-termes sont définis de la fagon habituelle.

Tout A-terme P, comportant éventuellement B,C, E,I, K, W, cc, définit donc un c-terme que
nous notons |P|. Si P est un A-terme clos, il a donc une valeur dans A.
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Remarque. La notation Az est donc utilisée dans deux sens différents : dans les A-termes, c’est un consti-
tuant de la syntaxe; dans les c-termes, c¢’est une abréviation. Dans cet article, sauf pour le théoréeme 1,
c’est dans ce dernier sens que nous 'utiliserons exclusivement.

Théoréme 1. Sit = |P| et u=1|Q)|, alors tju/x] = |P[Q/z]|.

Preuve par récurrence sur la longueur de P. C’est immédiat si P est un atome, ou si P = PyP;y.
Si P = Ay P/, alors t = \yt' avec t = |P|,t' = |P'|. On a t'[u/z] = |P'[Q/z]| par hypothese de
récurrence. Donc |P[Q/z]| = |\y P'[Q/z]| = M\y|P'[Q/x]| = Ay t'[u/z]. Comme t = \yt', il reste
a montrer \yt'[u/x] = (A\yt')[u/z], ce qui est le lemme 2.

C.Q.F.D.

Lemme 2. Sit,u sont des c-termes, on a A\ytju/z] = (A\yt)[u/z].

Preuve par récurrence sur le nombre de régles utilisées pour traduire Ayt. On considere la
premiere regle utilisée.
Si c’est la regle 1, ¢t ne contient pas y et Ayt = Kt. Or, u ne contient pas y par hypothese, donc
t[u/x] ne le contient pas non plus. On a donc Ay t[u/z] = Kt[u/x], d’ou le résultat.
Si c’est 'une des autres regles, c’est trivial.

C.Q.F.D.

Remarque. Le théoréeme 1 n’est pas utilisé dans la suite.

Théoréme 3. Sit est un c-terme ne comportant que les variables x1,...,T,, et si&1,..., &, € A,
alors Axq .. . Aept*& o .. &p o= tl& /a1, En/Tn] K.

En raisonnant par récurrence sur n, on est ramené au cas ou n = 1, qui est donné par le lemme 4.

Lemme 4. Sit est un c-terme ne comportant que la variable x, et si & € A, alors :
Aot *&om = t[E/x] *m.

Preuve par récurrence sur le nombre de regles 1 a 6 utilisées pour traduire le terme Az t. On
considere la premiere regle utilisée .

Siclest laregle 1, ona Axtx&.m = (K)tx&.m = t*7m = t[/x] xm puisque x n’est pas dans ¢.
Sicestlarégle 2, onat=xzet \axtx{.m=Ix&.7m>=Exm =t[E/x] *7.

Sicest laregle 3,onat=wuv et Axt*x{.m=(CAz(E)u)vx&.m = CHxAx(Elu.v.§.m

= Ar(E)ux€.v.m > (F)ulf/x] xv.n (par hypothese de récurrence) > E xu[{/z].v.7

= (u[¢/z])v % = t[¢/x] x m puisque x n’est pas dans v.

Sicest larégle 4, onat=ur et Axtx&.m=(E)ux&.m>=Exu.&.m=u*xm =t[{/x]*7
puisque u ne contient pas x.

Siclest laregle 5,onat=ux et \xtx&.m=(W)Ax(E)ux&om =W xAx(E)u.§
= Ae(E)ux€.&om > (E)ulé/x] x€ . (par hypothese de récurrence) = E *x u[/z] . ¢
o (ule/a))E * = e /2] #.

Si c’est la regle 6, on a t = (u)(v)w et Azt *§.m = Ax(B)uvw €. m >

= (B)ulé/z|v[€/x|w][€/z] » m (par hypothese de récurrence)

= Brul¢/z] . v[¢/z] . wl§/z] . - (u[¢/2])(v]E/2w[E/z] x m = tE/x] x .

C.Q.F.D.

s
o TT

Déduction naturelle

Avant d’expliciter le langage formel que nous allons utiliser, il est bon de décrire informellement
les structures (modeles) que nous avons en vue. Ce sont des structures du second ordre, a deux
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types d’objets : les individus appelés aussi conditions et les prédicats (d’arité diverses). Comme
il s’agit d’une description intuitive, on se limite aux modeles dits pleins.

Un tel modele est constitué de :

e un ensemble infini P (ensemble des individus ou conditions).

e l’ensemble des prédicats d’arité k est P(P*) (modele plein).

e des fonctions de P* dans P.

En particulier, on a un individu 0 et une fonction bijective s : P — (P \ {0}). Cela permet de
définir ’ensemble des entiers N comme le plus petit ensemble contenant 0 et clos par s.

On a aussi une condition notée 1 et une application notée A de P? dans P.

e des relations (prédicats fixés) sur P. En particulier, on a la relation d’égalité sur les individus
et le sous-ensemble C des conditions non triviales.

Clpag] se lit : “p et g sont deux conditions compatibles”.

On passe maintenant au langage formel, pour écrire des formules et des preuves concernant ces
structures. Il est constitué par :

e des variables d’individu ou variables de conditions notées x,y,... ou p,q,...

e des variables de prédicat ou variables du second ordre X,Y,...; chaque variable de prédicat
a une arité qui est dans N.

e des symboles de fonction sur les individus f,g,...; chacun d’eux a une arité qui est dans N.

On a, en particulier, un symbole de fonction d’arité k pour chaque fonction récursive f : N¥ — N.
Ce symbole sera noté aussi f.

On a aussi un symbole de constante 1 (qui représente la plus grande condition) et un symbole
de fonction binaire A (qui représente la fonction inf sur les conditions).

Les termes sont formés a la fagon habituelle avec les variables et les symboles de fonction.

Les formules atomiques sont de la forme X (¢1,...,t,), o X est une variable de prédicat d’arité
n, et t1,...,t, sont des termes.

Les formules sont construites comme d’habitude, a partir des formules atomiques, a 'aide des
seuls symboles logiques —,V :

e chaque formule atomique est une formule;

e si A, B sont des formules, alors A — B est une formule;

e si A est une formule, alors Va A et VX A sont des formules.

Notations. La formule 41 — (43 — (... (4, — B)...) sera notée Ay, Asy,..., A, — B.
Les symboles logiques usuels sont définis comme suit :

(X est une variable de prédicat d’arité 0, appelée aussi variable propositionnelle)
1=VXX;-A=A—-1;AVB=(A—-1),(B—-1)—-1;ANB=(A,B—1)— L;
JyF = (Vy(F — L) — L (ouy est une variable d’individu ou de prédicat).

Plus généralement, on écrira 3 y{Fi,...,F;} pour Vy(Fy,...,Fy — 1) — L.

On pourra noter F une suite finie de formules Fi,..., Fy;

on écrira alors Jy{F} et Vy(F — L) — L.

x =y est la formule VZ(Zx — Zy), ou Z est une variable de prédicat unaire.

Les régles de la déduction naturelle sont les suivantes (les A; sont des formules, les z; sont des
variables de c-terme, ¢, u sont des c-termes) :
1. 1 :Al,...,xn:Anl—mi:Ai.
2,11 A1, ot ApFt i A— B, a1 A, ApFui A =

x1: AL, T Ay Ftu: B.
3.x1: A, ., A x i AFt: B = x1: Ay, xn  ApE At A— B.
4. 21 A1, ApEt: A = oz A, oz, A B YX A quelle que soit la variable x
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(individu ou prédicat) qui n’apparait pas dans Aq,..., A,.

5.2 : A1, xn i Ap bt Ve A = xy: Ay, oyt Ay Bt AlT/x] ol x est une variable
d’individu et 7 un terme.

6. x1: A1, xn ApF VXA = x1: A, xn i Ap Bt A[F/Xy; .. yg] ot X est une
variable de prédicat d’arité k et F' une formule quelconque.

Remarque.
Dans la notation A[F/Xwyi...yx], les variables yi,...,yr sont lies. Une notation plus usuelle est
ANy ...k F/X]. Je ne Pemploie pas, car cela introduit un troisieme usage de .

Réalisabilité

Etant donnée une algebre de réalisabilité A = (A, IT, AxII), un A-modéle M est 'ensemble des
données suivantes :

e Un ensemble infini P qui est le domaine de variation des variables d’individu.

e Le domaine de variation des variables de prédicat d’arité k est P(II)” "

e A chaque symbole de fonction f d’arité k, on associe une fonction de P* dans P, notée f ou
méme f s’il n’y a pas d’ambigiité.

En particulier, on a donc un élément distingué 0 de P et une fonction s : P — P (interprétation
du symbole s). On suppose que s est une bijection de P sur P\ {0}. On peut alors confondre
s"0 € P avec lentier n. On a donc N C P.

Chaque fonction récursive f : N¥ — N est, par hypothése, un symbole de fonction. Bien entendu,
on suppose que son interprétation f : P¥ — P prend les mémesvaleurs que f sur N¥,

Enfin, on a aussi une condition 1 € P et une fonction binaire A de P? dans P.

Un terme clos (resp. une formule close) a paramétres dans le modéle M est, par définition, un
terme (resp. une formule) ot on a remplacé les occurrences libres de chaque variable par un
parameétre, c’est-a-dire un objet du méme type du modele M : une condition pour une variable
d’individu, une application de P* dans P(IT) pour une variable de prédicat k-aire.

Chaque terme clos ¢, & parameétres dans M a une valeur t € P.

Une interprétation Z est une application qui associe un individu (condition) a chaque variable
d’individu et un parametre d’arité k£ a chaque variable du second ordre d’arité k.

Iz «+ p] (resp. Z[X < X]) est l'interprétation obtenue en changeant, dans Z la valeur de la
variable z (resp. X) et en lui donnant la valeur p € P (resp. X € P(IT)F").

Pour toute formule F' (resp. terme t), on désigne par FZ (resp. t¥) la formule close (resp. le
terme clos) avec parametres obtenue en remplacant chaque variable libre par la valeur donnée

par Z.

Pour chaque formule close FZ & parametres dans M, on définit deux valeurs de vérité :

|FZ|| c et |[FZ| C A.

|FZ| est défini par : € € |[FZ| & (Vr € ||[F|)éxme L.

| FZ|| est définie par récurrence sur F :

e F est atomique : alors FZ est de la forme X(ty,...,t) ou X : P¥ — P(II) et les ¢; sont des
termes clos & parametres dans M. On pose || X (t1,...,t;)| = X (t1,. .., tx).

e F=A— B:onpose |[FI|={¢.7; ¢e|AL|, 7€ ||BY|}.

e F=VYzA:onpose |FT||=U{||AT=P); pe P}

e F=VXA:onpose ||[FI||=U{||AZX<Y||; X € P(IT)F"} si X est une variable de prédicat
k-aire.

Notation. On écrira & |- F pour & € |F|.
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Théoréme 5 (Lemme d’adéquation).
Sioxy: Ay, ap At A etsi & [FAL & AL, ou T est une interprétation, alors

tlér/zr, . & /an) AT
En particulier, si A est close et si Ft: A, alors t |- A.

Preuve par récurrence sur la longueur de la démonstration de xq : Aq,...,z,: A, Ht: A
On considere la derniere regle utilisée.

1.Onat=ux;,, A= A;. Or, on asupposé § [ AiI et c’est le résultat cherché.
2. 0Onat=uwuvetonadéaobtenu x1: A1,...,25: Agbu:B— A et x1:A1,...,x: A b

v: B. Etant donnée 7 € ||AZ||, on doit montrer (uv)[¢1/x1, ...,/ xk] x 7 € L.

Par hypothese sur L, il suffit de montrer w[&1/z1,...,&k/xk] *v[&1 /21, ... &k /zi] -7 € L.

Par hypothese de récurrence, on a v[&1 /1, ...,&/xk] |- B et par suite :

v/, & fz] € | BT — AT

Or, par hypothése de récurrence, on a aussi u[¢1 /21, ..., & /2] |- B — AT, d’oti le résultat.
3.0na A=B— C,t= Axu. On doit montrer :

Arulér/z1,. .., & /7] [F BT — CT et on considere donc € || B, © € ||C%||. On est ramené &
montrer Az u[&y/x1,. .., &/ xK|*x€ . m € L. Pour cela, par hypothese sur 1L et d’apres le lemme 4,

il suffit de montrer u[{/z, &1 /x1,. .., &/ /xk] x T € L.

Cela résulte de I’hypothése de récurrence appliquée a x1: A1, ..., 2, : Ap,z: BFu:C.

4. On a A =VX B, X n’étant pas libre dans A1,...,A,. On doit montrer :

tler/x, ... & /xr] - (VX B), clest-a-dire t[&/x1, ..., & /xk] - BY avec J = I[X + X]. Or
on a, par hypothese, & [ AZ donc & |- Ag : en effet, comme X n’est pas libre dans A;, on a
|AF|| = | A7 ||. L *hypothése de récurrence donne alors le résultat.

6. On a A = B[F/Xy; ...yn] et on doit montrer :

tlé1/z1, ... &/xs] I BIF/Xy1 ... yn)* avec Ihypothese t[&1 /a1, ..., & /xk] - (VX B)Z.
Cela découle du lemme 6.
C.Q.F.D.

Lemme 6. | B[F/Xy, ... ya)%|| = |BEX<X|| ou X : P* — P(II) est défini par :
X(p1,...,pn) = ||[FEUPLymen]||

Preuve par récurrence sur B. C’est trivial si X n’est pas libre dans B. Le seul cas intéressant
de la récurrence est B=VY C, et on a donc Y # X. On a alors :
IBIE/Xy1 ... yal" || = (¥Y C[F/Xy1 ... ya])* | = Uy IC1F/ Xy ... ya] .
Par hypothese de récurrence, cela donne (J,, | CEY <VIX X)) g0t Uy | CTX XYY cest-a-
dire ||(VY C)ZX<X]),

C.Q.F.D.

Lemme 7. Soient X, C Il des valeurs de vérité. Sim € X, alors ky [FX — Y.

Soient £ [ X et p € V; on doit montrer ky x&.p € 1L, soit {xm € L, ce qui est clair.
C.Q.F.D.

Proposition 8 (Loi de Peirce). cc VXYY (X - Y) — X) — X).

On doit montrer que cc |- ((X¥ —Y) - X) — X. Soient donc £ |- (X = V) - X et w € ||X];
on doit montrer que ccx & .m € L, ou encore £ x k; . m € 1. D’apres 'hypothese sur £ et , il
suffit de montrer que k, [ X — ), ce qui résulte du lemme 7.

C.Q.F.D.
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Proposition 9. i) Sit | A — B, alors Yu(u [ A= tu | B).
ii) SiVu(u |- A= tu || B), alors (E)t |FA— B.

i) D’apres tuxm =t % u . .
ii) D’apres (E)t *xu.m > tu* 7.
C.Q.F.D.

Symboles de prédicat

On utilisera dans la suite des formules étendues utilisant des symboles (ou constantes) de prédicat
sur les individus R,S,... Chacun d’eux a une arité, qui est dans N.

On a, en particulier, un symbole de prédicat unaire C (pour représenter I’ensemble des conditions
non triviales).

On ajoute aux regles de construction des formules, les regles :

e Si F' est une formule, R une constante de prédicat n-aire et t1,...,t, sont des termes, alors
R(t1,...,tn) = F et R(ty,...,t,) — F sont des formules.
e T est une formule atomique.

Dans la définition d’'un A-modele M, on ajoute la clause :

e A chaque symbole de relation R d’arité n, on associe une application, notée Ry ou R, de P”
dans P(A). On écrira aussi |R(p1,...,pn)|, aulieu de R(pi,...,pn), pour p1,...,p, € P.
En particulier, on a une application C: P — P(A), que I'on notera |C[p]|.

On définit comme suit la valeur de vérité dans M d’une formule étendue :

IT]l = 0.

[(R(tr,.. 1) = FYE[ = {17 t € [R(E.... D)), m € | P2
I(R(t1,- - tn) = F)E| = [[F7 si L€ [R(tT,... t5)] 5

I(R(t1, ..., tn) = F)| = 0 sinon.

Proposition 10.

i) \e(z)] VXV .. Vo, [(R(z1, ..., 2n) = X) = (R(z1, ..., 2) = X)].

ii) Si on a |R(p1,...,pn)| #0 = I € |R(p1,-..,pn)| quels que soient p1,...,p, € P, alors :
K |FVXVx;.. Vo, [(R(z1,...,2n) = X) = (R(z1,...,2n) = X)].

Trivial.

C.Q.F.D.
Remarque. D’apres la proposition 10, on voit que, si I'application R : P* — P(A) ne prend que les
valeurs {I} et (), on peut remplacer R(t,...,t,) — F par R(t1,...,t,) — F.
On définit le prédicat binaire ~ en posant |p~¢q|={[}sip=q et [p~q|=0sip+#q.
D’apres la remarque ci-dessus, on peut remplacer p ~ g — F par p ~ g — F'. La proposition 11
montre qu’on peut aussi remplacer p=q — F par p~ g+~ F.
Notations. On écrira p=¢+— F aulieude p~g¢g— F. On a donc :
lp=q— F||=|F| sip=gq; [p=q—F||=0 sip#q.
On écrira p# q pour p=¢g+ L. On a donc :
lp#ql|l=TLsip=qet |p#ql=0sip#q.
L’utilisation de p = q+— F aulieu de p=q — F, et de p # ¢ au lieu de p = ¢ — 1, simplifie
beaucoup le calcul de la valeur de vérité d’une formule comportant le symbole =.

Proposition 11.
i) \exl FVXVaVy((z =y —> X) = (z=y— X));
ii) Medyyx FVXVeVy((r =y — X),z =y — X).
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i) Soient a,b € P, X CILL{ fFa=b—- X etm€E€ |la=b— X|.
Onadonca=b,doul fFa=0b,doncéxl.me L, dou xaxl+x&.me L.
ii) Soient maintenant n [-(a =b— X), ( fra=bet p € || X|.
On montre que AzAyyx*n.(.p € 1L autrement dit (*n.p € 1.
Sta=b,alorsn X, ( -YY(Y =-Y). Onan.pe ||X¥ - X, donc (*n.pe L.
Sia#b,alors (T — L, donc(xn.pe L.
Dans les deux cas, on a le résultat voulu.

C.Q.F.D.

Remarque.

Soient R une partie de P* et 15 : P* — {0,1} sa fonction caractéristique, définie par :

1r(p1,...,pn) =1 (resp. =0) si (p1,...,pn) € R (vesp. (p1,...,Pn) ¢ R).

On étend le prédicat R au modele M en posant :

|R(p1,...,pn)| = {I} (resp. =0) si (p1,...,pn) € R (vesp. (p1,...,pn) & R).

D’apres les propositions 10 et 11, on voit que R(x1,...,2,) et 1g(x1,...,2,) = 1 sont interchangeables.
Plus précisément, on a :

I VXV .. Vo, (R(x1,...,2n) = X) & (Ir(z1,...,2,) = 1 — X)).

Pour chaque formule A[x1,...,x], on peut définir le symbole de prédicat k-aire N4, en posant
INA(p1,.-.,0k)| = {ke; m™ € ||Alp1,...,pk]||}. La proposition 12 montre que N4 et —A sont
interchangeables ; cela peut simplifier les calculs de valeurs de vérité.

Proposition 12.
i) I-Voy.. Vep(Na(zy,...,z8) = 2A(z1, ..., 28)) 5
ii) cc H— V.. .V.%'k((NA(.%'l, . ,.%'k) — L) — A(.%'l, . ,xk))

i) Soient py,...,px € P, w € ||A(p1,...,06)|l, & F A(p1,-..,pk) et p € IL. On doit montrer :
ITxkz.&ope L, soit Exm e I, ce qui est évident.
ii) Soient n [ Na(p1,...,pr) = L et 7€ ||A(p1,...,px)|. On doit montrer :
ccxkn.m € L, soit nkky.m € L, cequiest clair, puisque k; € |[Na(p1,...,pr)l|-
C.Q.F.D.

Combinateur de point fixe

Théoréme 13. On pose Y = AA avec A = XaAf(f)(a)af. On a alors Y& .= ExYE ..
Soit f: P2 — P telle que f(x,y) = 1 soit une relation bien fondée sur P. On alors :
i) Y VXV [Vy(f(y,z) =1 — Xy) = Xz] — Vo Xa}.
i) Y FVXy.. VX,
{Va[Vy( X1y, ..., Xpy = f(y,x) # 1), Xqz, ..., Xpe — 1] = Va(Xyz, ..., Xxx — 1)},

La propriété Y« &.m = ExYE.m est immédiate, d’apres le théoreme 3.

i) Onfixe X : P — P(II), p € Pet & fVe[Vy(f(y,z) =1+ Xy) - Xz|. On montre, par
induction sur la relation bien fondée f(x,y) =1, que Y *x§ .7 € 1L pour tout m € Xp.

Soit donc m € Xp; d’aprés (i), on a Y*x&.m > Ex Y{.m et il suffit donc de montrer que
ExY¢.me L. Par hypothese, on a & [ Vy(f(y,p) =1~ Xy) — Xp; il suffit donc de montrer
que Y¢ |- f(q,p) =1 — Xq pour tout ¢ € P. Cest évident si f(gq,p) # 1, par définition de .
Si f(g,p) = 1, on doit montrer Y¢ || Xq, soit Y x&.p € L pour tout p € Xq. Or, cela découle
de ’hypothese d’induction.

ii) La preuve est presque identique : on fixe Xp,..., X, : P — P(II), p € P et
¢ - Va[Vy(Xy, ..., %y — f(y,x) # 1), X12,..., X2 — L]. On montre, par induction sur la
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relation bien fondée f(z,y) =1, que Yx&.m € L pour tout = € ||X1p, ..., Xxp — L.

Comme précédemment, on est ramené a montrer que :

Y¢ - Xig, ..., Xkq — f(q,p) # 1 pour tout g € P; c’est évident si f(g,p) # 1.

Si f(q,p) =1, on doit montrer Y¢ |- X1q,...,Xrg — L, ou encore :

Yx&.p€ L pour tout p € ||X1q,...,Xkqg — L]|. Or, cela découle de I'hypotheése d’induction.
C.Q.F.D.

Entiers, mise en mémoire et fonctions récursives

On a un symbole de constante 0 et un symbole de fonction unaire s qui est interprété, dans le
modele M par une fonction bijective s : P — (P \ {0}).
Rappelons que nous avons identifié s™0 avec 'entier n et qu’on suppose donc que N C P.

On désigne par int(x) la formule VX (Vy(Xy — Xsy), X0 — Xx).

Soit u = (up)nen une suite d’éléments de A. On définit le symbole de prédicat unaire e, en
posant : |e,(s"0)| = {un}; leu(p)|=0sip¢N.

Théoréme 14. Soient T, S, € A tels que l'on ait S, (T — L), T — L et:
Ty eV eT=V*kSyedetlgeT; Sy*x® ety o™= Y *Upg1 7T

quels que soient v, ¢, € A et w € I1. Alors :

T, FVXVz|(ey(z) — X), int(z) — X].

T, est appelé opérateur de mise en mémoire.

Soient p € P, ¢ [Feu(p) = X, v [Fint(p) et 7 € || X||. On doit montrer T, xp.v.m € L
autrement dit v xSy .. ug.m € L.

e Sip ¢ N, on définit le prédicat unaire Y en posant :
Y()=TsigeN; Y(g=T— Lsigé¢N.
On a donc, évidemment, ¢ |- Y (0) et ug .7 € ||Y(p)].
Or, par hypothese sur v, on a v |- Vy(Yy — Ysy), Y0 — Yp. Il suffit donc de montrer que :
Su FYy(Yy — Ysy), soit Sy, |FY(q) = Y(sq) pour tout ¢ € P.
C’est évident si ¢ € N, puisqu’alors ||Y (sq)|| = 0.
Si ¢ ¢ N, on doit montrer S, [ (T — L), T — L, ce qui résulte de 'hypothese.
e Sipe N, onap=sP0;on définit le prédicat unaire Y en posant :
|Ys0|| = {up—; .7} pour 0 <i<pet |Yq||=0siqgég {s0; 0<i<p}
Par hypothese sur v, ¢, 7, on a :
viVYy(Yy — Ysy), Y0 = YsP0; ¢ -Y0; ug.nm € ||YsPO].
11 suffit donc de montrer que S, | Vy(Yy — Ysy), soit S, [FYq — Ysq pour tout g € P.
Cest évident si g ¢ {s°0; 0 < i < p}, car alors ||Ysq|| = 0. Si ¢ = 50 avec i < p, soit £ |- Yq;
on doit montrer Sy*§.up—j—1.m € L. Or,ona Sy*x&.up—i—1 .7 = Exup—; ™ qui est dans L,
par hypothese sur .
C.Q.F.D.
Notation. On définit les c-termes clos 0 = AzAyy; o = AnAfAx(f)(n)fx; et, pour chaque
n € N, on pose n = (0)"0. On définit le symbole de prédicat unaire ent(x) en posant :
lent(n)| = {n} sin € N;
lent(p)] =0 sip ¢ N.
Autrement dit, ent(x) est le prédicat e,(x) lorsque la suite u est (n),en.

Théoreme 15.
On pose T = AfAn(n)Sf0, avec S = AgA\z(g)(o)z. On a alors :

10
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i) T |FVXVx((ent(x) — X), int(x) — X).
it) I ||Vz((ent(x) —int(z)).

T est donc un opérateur de mise en mémoire.

i) On a immédiatement, d’apres le théoreme 3 :

Txpvem=vxS.p.0.m; Sxp.(0)"0.7m = P*(o)"T0.7

quels que soient v, ¢, € A et w € 11.

On vérifieque S (T — L), T — L:eneffet,si{ T — L, alors Sx{.n.m>=Exon.m€ L
quels que soient n € A et w € II (d’apres le théoreme 3).

Le résultat est alors immédiat, d’apres le théoreme 14.

ii) On doit montrer I |- ent(p) — int(p) pour tout p € P. On peut supposer p € N (sinon
ent(p) = 0 et le résultat est trivial). On doit alors montrer :
I %oP0.p € I sachant que p € ||int(sP0)]|.
11 existe donc un prédicat unaire X : P — P(II), ¢ | Vy(Xy — Xsy), w |- X0 et 7 € || X sPO||
tels que p = ¢ . w . m. On doit montrer (0)POx¢.w.nw € L. On montre, en fait, par récurrence
sur p, que (0)PO0*¢p.w.m e L pour tout m € || X sPO)|.
Pour p = 0, soit 7 € || X0||; on doit montrer 0 * ¢.w .7 € I, soit w7 € I, ce qui est évident
puisque w [ X0.
Pour passer de p & p+ 1, soit 7 € | XsP*10[|. On a :
oPT0xp.w.m=(0)(0)P0%P.w.T>0x0P0. ¢ w.T = ¢*(dP0)dw . T.
Or, par hypothése de récurrence, on a P00 * ¢.w.p € L pout tout p € || XsP0||. Il en résulte
que (oP0)¢w |- X sP0. Comme ¢ |- XsP0 — XsPT10, on a bien ¢ % (0P0)pw .7 € L.

C.Q.F.D.

Le théoreme 15 montre qu’on peut utiliser le prédicat ent(z) au lieu de int(x), ce qui simplifie
beaucoup les calculs. En particulier, on définit le quantificateur universel restreint aux entiers
Vo' en posant Va™F = Vz(int(z) — F).

On peut donc le remplacer par le quantificateur universel restreint a ent(x) défini par :

V2 [ = Vz(ent(x) — F). On a alors ||Va® F|| = {n.7m; n € N,7 € |[F[s"0/z]||}.

La valeur de vérité de la formule V2 F' est donc beaucoup plus simple que celle de la formule
VmintF .

Théoréme 16. Soit ¢ : N — N une fonction récursive. Il existe un A-terme clos 0 tel que, si
m €N, n=¢(m) et f est une X\-variable, alors Omf se réduit a fn par réduction de téte faible.

Il s’agit d’une variante du théoreme de représentation des fonctions récursives par des A-termes.
Elle est démontrée dans [12].
C.Q.F.D.

Théoréme 17. Soit ¢ : N¥ — N une fonction récursive. On définit, dans M, un symbole de
fonction f en posant f(s"0,...,s™0) = s"0 avec n = ¢(myq,...,my); on prolonge f de fagon
arbitraire sur P* \ Nk, Alors, il existe une quasi-preuve 6 telle que :

0 V.. Vegint(xy), ..., int(zr) —int(f(x,. .., z8))]

Pour simplifier, on suppose k = 1. D’apres le théoreme 15, il suffit de trouver une quasi-preuve
0 telle que 0 [ Vxle(x),(e(f(z)) — L) — L]. Autrement dit :

0 IFe(p),(e(f(p)) — L) = L pour tout p € P.

On peut supposer que p = s™0 (sinon, e(p) = () et le résultat est trivial).

On a donc e(p) = {m}; on doit donc avoir 0xm .£ .7 € L pour tout w € IT et £ |}~ e(s"0) — L,
avec n = ¢(m).

11
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On prend le A-terme 6 donné par le théoreme 16. D’apres ce théoreme, on a :
Oxm.&.m = Exn.m, quiest dans |, par hypothese sur €.
C.Q.F.D.

Remarque. On a ainsi réalisé par des quasi-preuves, tous les axiomes de ’arithmétique du
second ordre, avec un symbole de fonction pour chaque fonction récursive.

Algebres standard

Une algebre de réalisabilité A est dite standard si son ensemble de termes A et son ensemble de

piles II sont définis comme suit :

On a un ensemble dénombrable Iy qui est I’ensemble des constantes de pile.

Les termes et les piles de A sont les suites finies d’éléments de I’ensemble :
yU{B,C,E, I, K,W,cc,s,x, X, k,,), [, ], « }

qui sont obtenus par les régles suivantes :

B,C,E,I,K,W, cc,s,x, X sont des termes;

chaque élément de Il est une pile;

si &,m sont des termes, alors (§)n est un terme;

si € est un terme et 7 une pile, alors £ . 7 est une pile;

si 7 est une pile, alors k[r] est un terme.

Un terme de la forme k[r] est appelé continuation. Il sera noté aussi k.

L’ensemble des processus de l'algebre A est A xII.
Si¢ € Aetmell, le couple (§,7) est noté & % 7.

Une pile est donc de la forme 7 =& . ... &, .7, ou &1,...,&, € A et my € Iy (mp est une
constante de pile). Etant donné un terme 7, on pose 77 =&« ... « &y o T o 7.

On fixe une bijection récursive de II sur N, notée 7+ n.

On définit une relation de préordre, notée =, sur A xII. C’est la plus petite relation réflexive et
transitive telle que, quels que soient &,7,( € A et m,w € II, on ait :

Enxm=Exn.m.
Ix&.m>=Exm.

Kx&onom = Exm.

Ex&onem = (En*m.

Wxéen.m=Exn.n.m.

Cx&eneCom=ExConom.

Bx&.n.Com = (§)(n)C .

ccx&om - Exky o

kp *& oo = Ex .

k& m>=Exn,_ ..

X*&em" = ExT ..

X *EeToem = ExnT.

On se donne enfin une partie 1L de A Il qui est un segment terminal pour ce préordre, c’est-a-
direque: pe L, p=p=p € l.

Autrement dit, on demande que L ait les propriétés suivantes :
Enmrxm¢g L=ECxnp.m ¢ L.

Ixé.m¢gl=Exmt L.

Kxfn.mg L=Exm ¢ L.

Ex¢.n.n¢ L= (En*n¢ L.

12
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Wxénernd¢ L=Exnen.m ¢ L.

Cx&eneCem¢d L=ExCenom e L.

Bx¢&on.Com¢ L= (&)(m)C*m ¢ L.

ccxéom¢ L =Exkyom g L.

kpxéew ¢ L= Exm L.

cx€em¢g L=Exn, . L.

X*E.mm gLl =ExTomd L.

X'*x&eromd L=>Exn" ¢ L.

Remarque. Le seul élément non fixé dans une algebre de réalisabilité standard est donc I’en-
semble de processus L.

L’axiome du choix sur les individus (ACI)

Soient A une algebre de réalisabilité standard et M un A-modele, dont I’ensemble d’individus
est noté P. On a alors :

Théoréme 18 (ACI). Pour chaque formule close Vxi...Vx,,YyF avec paramétres, il existe
une fonction f : Pt — P telle que lon ait :

i) ¢ FVxy.. . Ve,(Ve(int(z) — F[f(z1,...,2m,x)/y]) = Yy F).

ii) ¢ V.. Ve, (VYa(ent(x) = F[f(z1,...,2m,z)/y]) = Vy F).

Pour p1,...,pm,k € P, on définit f(pi,...,pm,k) de fagon arbitraire si k ¢ N.
Sik €N, on a k= n,, pour une pile 7, € II et une seule. On définit la fonction f(p1,...,pm, k)
au moyen de I'axiome du choix, de fagon que, s’il existe ¢ € P tel que mx € ||F[p1,-..,Pm, 4],
on ait T € ||F[p1’ s ’pmaf(pl, s apm’k)]H
i) On doit montrer ¢ |- Vz(int(z) — Flp1,...,Pm, f(P1,- - Pm,x)]) = F[p1,...,Pm,q], quels
que soient p1,...,Pm,q € P.
Soient done £ |- Ya(int(z) = Fpr, . f@1,- . o)) €t 7 € [|Flpr,. .., pmoa]ll; on dot
montrer ¢ x€§.m € L, soit £xn . .me€ L. Or,ona:
¢ Fint(ny) = Flp1,...,0m, f(P1,---,Dm,Nx)] par hypothese sur £ ;
n. -int(n;) d’apres le théoreme 5;
7w € |[|[F[p1y- -y Pms f(P1,- -y Pm,Nr)]|| par hypotheése sur 7 et par définition de f.
ii) La preuve est la méme ; on observe simplement que n_ € |ent(n,)|.

C.Q.F.D.

Modeles génériques

A partir d’une algebre de réalisabilité standard A et d'un A-modele M, on construit une nouvelle
algebre de réalisabilité B et un B-modele N, qui est dit générique sur M. Nous définirons ensuite
le forcing, qui est une transformation syntaxique sur les formules; c’est I'outil essentiel pour
calculer les valeurs de vérité dans le modele générique N.

On considére donc une algebre de réalisabilité standard A et un A-modele M dont I’ensemble
d’individus est P.

On a un prédicat unaire C : P — P(A), une fonction binaire A : P? — P et un individu distingué
1 € P. On suppose que les données {C,A,1} constituent une structure de forcing dans M, ce
qui veut dire qu’on a la propriété suivante :

Il existe six quasi-preuves «ag, a1, oo, 8o, 51, B2 telles que :

7 € |Cl(prg)ar]| = a0t € |Clpa(gnr)]];

7 € |Cp]| = a7 € [Cpal]l;

13



hal-00457613, version 2 - 23 Mar 2010

7 € |Clprg]| = 27 € |Clq]];

7 € [Clp]| = BoT € [Clprp][;

T € |Clpaq]| = BT € |Clgnp];

7 € |C[((prg)ar)ns]| = B27 € |Cl(pA(gnr))as]|-

Nous appellerons C-expression une suite de symboles de la forme v = (d9)(d1) - . . (dx) ou chaque
d; est 'une des quasi-preuves oy, a1, as, Bo, B1, Bo.

Une telle expression n’est pas un c-terme, mais y7 en est un, pour tout c-terme 7 ;

le terme 7 = (00)(01) ... (0k)T sera aussi écrit (y)7.

Notation. Un aA-terme est un terme écrit avec les variables pq,...,pr, la constante 1 et le
symbole de fonction binaire A. Soient t(p1,...,pg), u(p1,-..,pr) deux A-termes. La notation :

v t(pry ..y pr) = u(p, -, Dk)
signifie que v est une C-expression telle que 7 € [C[t(p1,...,px)]| = (V)7 € [Clu(p1, ..., pr)]|-

Avec cette notation, les hypothéses ci-dessus s’écrivent donc :

ap 2 (pAQ)Ar = pA(gar); g i p = pAl; g pAg = q;
Bo i1 p = pAp; B1 i pAG = qap; Ba i ((PAg)AT)AS = (PA(gAT))AS.

Lemme 19. I existe des C-expressions 3, 51, 05, 03, 05 telles que :
Bo = pag = (pAq)Ag s By i (PAQ)AT = (qap)AT s B3 1 pA(gar) = (pAg)aT
B3 2 pA(gar) = pa(raq) ; B% = (pA(gar))as = (pA(rag))as.

On écrit la suite des transformations, avec la C-expression qui I'exécute :

e 5y = (B1)(a2)(a0)(Bo)-
pAg; Bo s (PAg)A(pag) 5 ao spA(gn(pag)) 5 o 5qn(pag) 5 Br s (PAg)Ag.
o 5= (B1)(a0)(B1)(a0)(B1)-
pA(grr) 5 B (gar)ap s ag 3 ga(rap) 5 Bis (TAp)Ag s a5 TA(PAG) 5 Bi s (pAg)ar.
o (1 = (a2)(@)(B2)(B1)(ao0)(a2)(B1)(B3)(Bh)(B1)-
(prg)ar 5 Br s ralpag) 5 By (ra(pag))a(paq) 5 85 5 ((ra(pag))ap)ag ; Br s ga((ra(pag))ap) ;
a5 (rA(pra@))ap s ao 5 TA((pAg)AD) 5 Br s ((pAg)ap)ar s Ba s (pa(grap))ar s ao s pa((gap)ar) ;
a5 (grp)ar.
e B3 =(B1)(B1)(B1)-
pA(grr) s Brs (gar)ap s B (rag)ap s Bis pa(rag).
o B3 =(81)(B3)(B1)(0)(By)-
(palgrr))ns 5 By 5 ((gar)ap)as s ao s (gar)a(pas) 5 By s (rag)a(pas) 5 By s ((rag)ap)as s By s
(pA(rag))ns.
C.Q.F.D.

Théoréme 20. Soient t,u deux n-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors,
il existe une C-expression vy telle que 7y :: t = tau.

Lemme 21. Soient t un a-terme et p une variable de t. Alors, il existe une C-expression -y
telle que v 1t = tap.

On raisonne par récurrence sur le nombre de symboles de ¢ qui se trouvent apres la derniere
occurrence de p. Si ce nombre est 0, on a t = p ou t = uap. On a alors v = Sy ou S, (lemme 19).
Sinon, on a t = uav; si la derniére occurrence de p est dans u, hypotheése de récurrence donne
v i vau = (vau)ap. On a alors v = (81)(Y)(51)-

Si la derniére occurrence de p est dans v, on a v = wgavy. Si cette occurrence est dans vy,

14
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I'hypothese de récurrence donne ' :: ua(viavg) = (ua(virvg))ap. On pose v = (85)(Y')(B3)
(lemme 19).
Si cette occurrence est dans vy, ’hypothese de récurrence donne
v i (unvg)avy = ((uavg)avy)ap. On pose alors v = (B2) (7)) (55).
C.Q.F.D.
On montre le théoreme 20 par récurrence sur la longueur de wu.
Siu=1,o0navy=aqj;siuest une variable, on applique le lemme 21.
Si u = vaw, 'hypotheése de récurrence donne ~' :: ¢t = tav et aussi " :: tav = (trv)Aw. On

pose alors 7y = (a0)(7")(7)-
C.Q.F.D.

Corollaire 22. Soient t,u deuzr rn-termes tels que toute variable de u apparaisse dans t. Alors,
il existe une C-expression vy telle que v :: t = u.

D’apres le théoréme 20, on a 7' :: t = tau. On peut donc poser v = (a2)(v).
C.Q.F.D.

Corollaire 23. Il existe des C-expressions Yo, Y1, VK, YE, YW, YC> VB, Yec, Yk telles que :
V1 pAg = g5 Yk IA(pa(gar)) = par s e s Ia(pa(gar)) = (pag)ar;

yw i In(pa(gar)) = pa(ga(gar)) ; vo = Ia(pa(ga(ras))) = pa(ra(gas)) ;

vB = IA(pA(gn(ras))) = (pA(gar))as s Yee i In(pAg) = pa(gng) 5

Yk i pA(gaT) = gnp.

Lemme 24. Pour chaque C-expression vy, on pose 7 = Ax(x) \y(xX'x)(7)y.
On a alors y*x& .77 = Exm7.

Immédiat, d’apres le théoréeme 3. On aurait pu aussi prendre 5 = (x)A\xAy(x'y)(7)z.
C.Q.F.D.

Proposition 25. Si on a v :: t(p1,...,px)] = u(p1,...,px), alors :
(7*5 . W,t(pl’ o ’pk)) e (g*ﬂ,u(pl’ cee apk))

Supposons (¥ * & . m, t(p1,...,pxk)) ¢ AL. 1l existe donc 7 € C[t(p1,...,pr)] tel que :
F*x&.m” ¢ L. On a donc Ex777 ¢ 1L et y7 € Clu(ps,...,px)]. Par suite :

(Exmulpr,... o) & AL
C.Q.F.D.

L’algebre B

On définit une algebre de réalisabilité B dont ’ensemble des termes est A = A x P, ’ensemble
des piles est II = IIx P et I’ensemble des processus est A = (A xII) x P.

L’ensemble de processus I g de cette algebre sera noté L. Il est défini comme suit :

Exmp) el & (VreClp)é*n" e L.

Pour (&,p) € A et (m,q) € IT), on pose :

(& p)*(m,q) = (Ex7,prg);
(&p)-(mq) = (§.7,pAq).
Pour (&,p), (n,q) € A, on pose :

(& p)(n,q) = (@&, prq).
Lemme 26. On a (£,p)(n,q) *x (m,r) ¢ L = (&,p)x(n,q) . (m,r) ¢ L.
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Par hypothese, on a (apén x m, (pag)ar) ¢ AL ; il existe donc 7 € C[(pag)ar] tel que :
apén x 7™ ¢ L. D’apres le lemme 24, on a £ xn.7*7 ¢ 1 ; comme oo € C[pa(gar)], on a
(Exn.m prlgnr)) & L et done (&,p) x (n,q) « (m,7) ¢ L.

C.Q.F.D.
On définit les combinateurs élémentaires B, C, E, I, K, W, cc de I'algebre B en posant :
B=(B"1);C=(C*"1);E=(F*1);I=(I"1); K= (K*1); W= (W*"1); cc = (cc*, 1)
avec B* = Az yAz(7g)(@ox)(ap)yz; C* =75C; E* = Ax y(Fg)(ao)zy; I* =71,
K =7y K3 W=7y W5 cc® = () Azdy(cc) Me((X'y) (yee)2) ) Az Ay (k) (X y) ()
On pose ki) = (k. p) avee ke = () Ayl (0y) (02

Théoreéme 27. Quels que soient g,ﬁ,f ceAetm,well, ona:
Ix§.m¢ I

A titre d’exemples, on fait la démonstration pour W, B, kz, cc.
On pose £ = (§,p), 11 = (1,9),¢ = (¢,7), 7 = (7,8), @ = (w,q).
Supposons W % £ .77.7 ¢ I, donc (Fy W % € .. 7, 1a(pa(gns))) ¢ L.
11 existe donc 7 € C[1a(pa(gns))] tel que FyW x&on. ™ ¢ L.
Comme Jyy W& enen™ =Exnen.mW T ona Exn.n.mW" & 1.
Mais v 7 € Clpa(gna(gns))] et il en résulte que Pon a Ex 7. 7.7 ¢ AL
Supposons Bx€.7.C.7 ¢ AL, soit (B**&.n.C.m, Ia(pa(ga(ras)))) ¢ L.
11 existe donc 7 € C[1a(pa(gna(ras)))] tel que B**&on.C.n” ¢ L.
Or,ona B**{.n.C.n" = (7)(@o€)(ap)n¢ x ™ (d’apres le théoreme 3)
= (@€)(ap)n¢ » mBT (d’apres le lemme 24). Donc, on a (@) (@o)n¢ * 7787 ¢ L.
Mais g7 € C[(pr(gaT))As] et on a donc : o
((@o&)(ap)n¢ * , (pa(gar))as) ¢ AL, autrement dit (£)(7)¢+ 7 ¢ L.
Supposons ki « €. ¢ A, soit (k' x&.w,sa(paq)) ¢ L. II existe donc 7 € Clsa(paq)] tel
que kix&.w™ ¢ L.Or,onakix&.w” = AxAylks)(X'y)(w)z*x 7. & e = (ka) (X&) ()T * @
(d’apres le théoreme 3) = (X&) ()T * 7 = X' * € e YT o T = E X T,
On a donc &+ 7" ¢ I ; mais, comme ~,7 € C[pas], on a bien &7 ¢ L.
Supposons cc «€ .7 ¢ I, soit (cc* € .7, 1a(pas)) ¢ L. Il existe donc 7 € C[1a(pas)] tel que
cc*x&.mm ¢ L. Or,on a:
cc* % o = A Ay(cc) Ak ((X'Y) (vee) ) () Az Ay (k) (X y) (W) * 7 £ o 0
— (CIMB(CE) (ee)T) CONLAY(B) () ()
= (XE) () T) ) Az AY (ke ) (XY) () % = X * & e e « Q) AZAY (ke) (X y) ()2« 7
= Ex () A Y (k) (X y) (W) o ™ = € K ko e,
Il en résulte que & x ki.7m7<" ¢ 1. Or, on a .7 € Clpa(sas)] et il en résulte que 'on a
(&,p) * (K:,s) . (m,8) ¢ AL, Cest-d-dire &x ki .7 ¢ L.
C.Q.F.D.

On a ainsi défini completement ’algebre de réalisabilité B.
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Pour chaque c-terme clos t (quasi-preuve), désignons par ¢z sa valeur dans l'algebre B (sa valeur
dans algebre standard A est ¢ lui-méme). On pose tg = (t*,1;), ou t* est une quasi-preuve et
1; une condition écrite avec 1, A et les parentheses, qui sont définis comme suit par récurrence
surt:

e Sit est un combinateur élémentaire B, C, E, I, K, W, cc, alors t* a déja été défini; 1, = 1.

o (tu)* =apt*u*; 1y, = 1ial,.

Le modele N

Le B-modele N a le méme ensemble d’individus P et les mémes fonctions que M.

Par définition, les prédicats d’arité k de N sont les applications de P* dans P(II). Mais comme
IT = Il x P, ils ’identifient aux applications de P**! dans P(II), c’est-a-dire aux prédicats
d’arité k + 1 du modele M.

Chaque constante de prédicat R, d’arité k, est interprétée dans le modele M, par une application
Ruy : PF— P(A). Dans le modele NV, cette constante de prédicat est interprétée par ’application
Ry : P¥ = P(A), ot Rar(p1,....pk) = Rm(pr, ... pe) x{1}.

Pour chaque formule close F' & parametres dans N, sa valeur de vérité, qui est une partie de IT,
sera notée ||F||. On écrira (§,p) || F pour exprimer que (§,p) € A réalise F', autrement dit
(vr € T)(¥g € P)((r,q) € |IFIl) = (&,p) % (r,q) € L),

Théoréeme 28.
Sion a Ft: A en logique classique du second ordre, ou A est une formule close, alors

tg = (t",1;) |I- A.

Application immédiate du théoréme 5 (lemme d’adéquation) dans le B-modele N.
C.Q.F.D.

Proposition 29.

i) Si (§,1) | F, alors (7&,p) | F pour tout p € P, avec ~ :: pAq = 1aq.
ii) Soient £,m € A tels que & xm = n* 7 pour toute m € II. On a alors :
(Exm,p) = (n*m,p) quels que soient m € Il et p € P ;

(mp) FF = (&p) [ F pour toute formule close F.

i) On doit montrer que, pour tout (m,q) € ||F||, on a (Y&, p) (7, q) € I, soit :
(€ *m,paq) € L. Soit donc 7 € Clpag], d’ou y7 € C[1Ag].
Comme on a, par hypothese, (£ xm,1Ag) € 1L, on en déduit & * 77" € L et donc F{ x 7™ € L.
ii) Supposons (£ xm,p) ¢ 1L ; il existe donc 7 € Clp| tel que {xn™ ¢ L. On a donc nx7” ¢ 1L,
d’ou (n*m,p) ¢ L.
Soit (m,q) € ||F|; on a (n,p) * (w,q) € 1L, soit (nx7,prq) € L. D’apres ce qu’on vient de voir,
on a donc (§ xm,paq) € L, donc (&,p) * (7, q) € L.

C.Q.F.D.

Les entiers du modeéle N

Rappelons qu’on a posé :

o= nAfAx(f)(n)fz, 0= zAyy et n= (0)"0 pour tout entier n.
On a donc o = (0*,1,) et ng = ((0)"0)s = (n*, 1,).

Donc 0g = (K1) = (K*,1)(I*,1) et n+ 1z =o0png = (0", 15)(n", 1,).
Les définitions par récurrence de n*, 1, sont donc les suivantes :
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0* =apK*I*; (n+1)* =apo*n*;
1o =115 141 = 1501y,
On peut définir le prédicat unaire ent(x) dans le modele N de deux fagons distinctes :

i) A partir du prédicat ent(z) du modele M, en posant :

lent(s"0)| = {(r,1)}; |ent(p)| = @ si p ¢ N.

ii) Directement par la définition de ent(x) dans le modele N ; nous notons ce prédicat entps(z).
On a donc :

—enty(s"0)| = ng; —enty(p)| =0 sip¢ N

D’apres le théoréme 14, appliqué dans le modele AV, on sait que les prédicats int(x) et entps(z)
sont interchangeables. Le théoreme 30 montre que les prédicats int(z) et ent(z) sont aussi inter-
changeables. On a ainsi trois prédicats qui définissent les entiers dans le modele NV ; c’est ent(x)
que nous utiliserons le plus souvent dans la suite. En particulier, on remplacera le quantificateur
Vit par Vaent,

Théoreme 30.

1l existe deux quasi-preuves T, J telles que :

i) (T,1) |- VXVz((ent(z) — X), int(z) — X).
ii) (J,1) |l Va(ent(z) —int(x)).

i) On applique le théoreme 14 a la suite u : N — A définie par u, = (n,1).

On cherche deux quasi-preuves T, S telles que :

(5,1) % (¢,p) « (0, 1) « (m,7) = (,p) * (n+1,1) . (m,7)5 (S,1) =T = L, T — L

(T,1) % (¢,p) - (V) - (m,7) = (v,4) % (5,1) - (¢,p) - (0, 1) - (7, 7).

D’apres le théoréeme 14, on aura alors le résultat cherché :

(T,1) || VXVz((ent(z) — X), int(z) — X).

On pose S = AfAx(7f)(o)x, avec v :: 1a(pa(gar)) = pa(gar).

On a alors (S,1) x (¢,p) . (v,q) . (m,7) = (S* Y .v.m, In(pa(gar))) =

(FY * ov ., 1n(pr(grr))) (théoreme 3 et proposition 29(ii))

= (Y *x ov ., pa(gar)) (proposition 25) = (¢, p) * (ov,q) - (7,7).

Supposons d’abord que (¢,p) |l T — L; on a alors (¢, p) * (ov,q) . (m,r) € AL et donc :
(S,1) % (¢,p) « (v,q) « (m,r) € AL. Cela montre que (S,1) | T — L, T — L.

Par ailleurs, en posant v =n, d'ou ov =n+ 1, et ¢ =1, on a bien montré que :

(S, 1) % (¢,p)« (n, 1) (m,7) = (Y,p) * (n+1,1). (m,7).

On pose ensuite T = A fAzx(F'2)S f0, avec +' :: 1a(pa(gar))] = gr(Ia(pa(1aT))).

On a alors (T,1) % (¢,p) . (v,q) « (m,7) = (T x ¢ . v .7, 1n(pr(grT))) >

Fv*S.¢.0.m 1n(pr(gar))) (théoréme 3 et proposition 29(ii))

= (vxS.p.0.m g (1A(pA(1AT)))) (proposition 25)

= (r,q)*x(S,1).(¢,p).(0,1). (m,7r) ce qui est le résultat cherché.

ii) On cherche une quasi-preuve J telle que (J,1) || Vz(ent(x) —int(z)). Il suffit d’avoir :
(J,1) |- ent(s™0) —int(s™0) pour tout n € N, puisque —ent(p)| =0 si p ¢ N.

Soit (m,q) € ||int(n)|||; on doit avoir (J,1) % (n,1). (7w, q) € I, soit (Jxn.m 1r(1rq)) € L.
Or,on a (n*,1,) = ((0)"0)s |} int(s"0) (théoreme 5, appliqué dans B) et donc :

(n*,1,) x (m,q) € 1L ou encore (n**m, 1,nq) € AL.

Soit donc 7 € C[1A(1Aq)]; on a alors ()" (v0)7T € C[1,Aq]

ou g et v sont deux C-expressions telles que :

Yo = In(Inq) = (IAL)Ag; 7 i pAg = (15AD)AQ.

En effet, on a vu que 19 = 1Al et 1,41 = 1511, Il en résulte que, si 7 € C[1A(1ag)], alors
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()7 € C[1gnag], dott (7)™(70)7 € C[1nAg]. On a donc n* 7" (0T € ||,
On construit ci-dessous deux quasi-preuves g, j telles que, pour tout n € N, on ait :
a) gxn.E.n" = x0T,
b) jxn.&.m=Exn* ..
En posant J = Az(gz)(j)z, ona Jxn.n” = n* 7" (07 ¢ || ce qui est le résultat voulu.
a) On pose g = AkA\z(7,)(k)Jx ; on a, d’apres le théoreme 3 :
gxn €T = Ty Kk (n)FE T = (n)FE 70T,
11 suffit donc de montrer que (n)¥€* 7" = & x 7" ce qu'on fait par récurrence sur n.
Sin =0, on a immédiatement 0*75.£.7" = £x w7 puisque 0 = AzAyy.
Pour passer denan+1,ona (n+ 1) +x7" = (on)¥E*n" = o*n.7.§.a"
=7 * (R)FE 77 = (n)FEx TN = € % 7" bar hypothese de récurrence.
b) On pose 8 =apo™, U= AgAy(9)(B)y et j = AeAf(k)U fO".
On adonc j*n.&.m > nUE*0*.m. On montre, par récurrence sur n, que :
nUExE" om = Ex (n+ k)* . pour tout entier k, ce qui donne le résultat voulu avec k = 0.
Pour n =0, on a QU{xE™ .7 = Ex k™ . puisque 0 = AzAy y.
Pour passerdenan+1,ona (n+1)xU.£.k" .mn=onxU.{ .k .n=-U*nUE . k" .7
(puisque o = AnAfaz(f)(n)fz) = nUExBE* . =nUlx(k+1)*.m=Ex(n+k+1)*om
par hypothese de récurrence.
C.Q.F.D.

Forcing

Il s’agit d’évaluer les valeurs de vérité des formules dans le B-modele générique N.

Pour chaque variable de prédicat X d’arité k, on ajoute au langage une nouvelle variable de
prédicat, notée X, d’arité k+ 1. Dans le A-modele M, on utilisera les variables X et X ; dans
le B-modele N, seulement les variables X.

A chaque parametre du second ordre d’arité k du modele NV, soit X : PF — P(II), on associe
un parametre du second ordre d’arité k + 1, soit A : P**1 — P(II) du modele M. Tl est défini
de fagon évidente, puisque IT = IIx P ; on pose :

X*(p,p1,... pe) = {7 €I (m,p) € X(p1,-... )}

Pour toute formule F' écrite sans les variables X+, avec parametres dans le modele A, on définit,
par récurrence sur F', une formule notée p |- F' (lire “ p force F' ”), avec parametres dans le
modele A, écrite avec les variables X+ et une variable libre p de condition :

Si F' est atomique de la forme X(t1,...,%), alors p |- F est Vq(Clprq] — X (g, t1,...,tx)).
Si F est atomique de la forme X(t1,...,t), alors p |- F est Vq(Clprg] — X1 (q,t1,--.,tk)).
Si F = (A — B) ou A, B sont des formules, alors p | Fest Vq(q¢ | A — prq | B).

Si F = (R(ty,...,t,) — B), ou R est une constante de prédicat, alors :

pFF est (R(ti,...,tx) > p | B).

SiF=(ti=ty— B), alors p| F est (t; =ta—p} B).

Si F=VzA, alors p| F est Vz(p | A).

SiF=VXA, alors pf F est VX1 (p | A).

On a donc, en particulier :
Si F=Vaz®™ A, alors p| F est Vz®™(p | A).

“

Lemme 31. Soient F' une formule dont les variables libres sont parmi X1,..., X, et Xq,..., X
des paramétres du second ordre du modéle N, d’arités correspondantes. On a alors :
(0 b P)XT/XT XX = (b FlX /Xy X/ X))
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Immeédiat, par récurrence sur F.
C.Q.F.D.

Théoréme 32.

Pour chaque formule close F a paramétres dans le modéle N, il existe deux quasi-preuves xr, X'z,
qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l’on ait :

EFPEF) = (xrsp) IFF

&p) HF = xpl@EF)
quels que soient £ € A et p € P.

La structure propositionnelle de F est le type simple construit avec un seul atome O et —,
obtenu a partir de F' en supprimant tous les quantificateurs, tous les symboles — avec leur
hypothese, et en identifiant toutes les formules atomiques avec O.

Par exemple, la structure propositionnelle de la formule :

VXVz(Vy(f(z,y) =0 Xy) - Xx) = Vz Xz) est (O — O) — O.

Preuve par récurrence sur la longueur de F'.

e Si F est atomique, on a F' = X(1,...,t;); on montre que xrp = x et x» = . On a, en effet :
Ip b Fll = IVa(Clpag] = X (q,t1, ..., t) | = U {7 - m5 7 € Clpag], (7, q) € [|X(t1, .. )}
En effet, par définition de X, on a 7€ |X1(q,t1,...,t)| < (7,q) € [|X(t1,...,tp)|l-

On a donc :

() €K (pHF) & (Vg € P)(vr € Clong))(¥r € T)((m,0) € | X(tr, .. )| = Ex7 o7 € 1),
Par ailleurs, on a (§,p) | F < (Vg € P)(Vw € I)((m,q) € ||F|| = (&,p) * (7,q) € 1)

& (Vge P)(Vr e )((m,q) € ||IF|| = (£ *7m,prg) € IL) d’ou enfin, par définition de 1L :

() (&) FF < (Vg e P)(Vr € Clpag))(vr € I)((m, q) € [|F|| = £+ 77 € L).
Supposons que £ |- (p | F). Comme x&{*77 = &+ 7.7, on a d’apres () :

(Vg € P)(V7 € Clpnq]) (VY € IT)((7r, q) € || X (t1, ..., t)|| = xExT.m € L)

et donc (x§&,p) |FF d’apres (xx).

Inversement, supposons que (&,p) [ F. En appliquant (xx) et le fait que xY'§ x 7.7 = E* 77,
on obtient (Vg € P)(V7 € Clpaq])(Vr € I)((m,q) € |F|| = X'§x7.7m€ L)

et donc X'¢ F(pk F) d’apres (x).

e SiF=VXAalorsppF F=VXT(p} A). Onadonc £ -(pF F)=VXT(E | (p | A)).
Par ailleurs, on a (§,p) |FF =VX((&p) [FA).

Soient X : P* — P(II) un parametre du second ordre du modele A, de méme arité que X, et
X le parametre correspondant du modele M.

Si £ (ptF), alorsona (€ (pfA)XT/XT], donc € || (pf A[X/X]), d’apres le lemme 31.
Par hypothese de récurrence, on a (xa&,p) |- A[X/X]. Comme X est arbitraire, on en déduit
(xa&,p) I VX A.

Inversement, si on a (&,p) || F, alors (&, p) || A[X/X] pour tout X.

Par hypothese de récurrence, on a x4& | (p | A[X/X]), dou X4E (@ | A)XT/XT]),
d’apres le lemme 31. Comme X est arbitraire, on en déduit x,& FVX T (p | A), c’est-a-dire
XA€ I (p | VX A).

o SiF=VzA alorsplpF=Ve(p} A). Donc{ f-pF F=Ve(€ | (p | A)).

Par ailleurs, (&,p) [ F =Vz((£,p) | A).

Le résultat est immédiat, d’apres I’hypothese de récurrence.

o SiF=(t) =tag— A),alorsp | F=t; =ta— p | A. Donc :

EFEFF) =t =ta= -0 FA).
Par ailleurs, (§,p) [i-F = (t1 = t2 = (&,p) |- A).
Le résultat est immédiat, d’apres I’hypothese de récurrence.
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e SiF=A—-B,ona pfFF=VYqq} A— prg | B) et donc :
() Sk F) = ¥nvaln |- (g A) = &n i (g | B)),

Supposons & - (p | F) et posons xr = AxAy(Fo)(xB)(@)(X4)y-
On doit montrer (xr&,p) |- A — B soient donc (n,q) |- A et (7, r) € || B

On doit montrer (xr&,p) * (n,q) . (7,r) € 1L soit (XF§*77 m,pA(gar)) € L.
Soit donc 7 € C[pa(gar)]; on doit montrer yp*n.n” € L ouencore xp*&.n.n" € L.

D’apres 'hypotheése de récurrence appliquée a (n,¢q) [ A, ona x40 [ (¢ | A).

D’apres (x), on a done (§)(X4)n It (prg | B).

En appliquant de nouveau I’hypothese de récurrence, on en déduit :

((xB)(€)(X'4)n,prq) |- B. Mais, comme (7,7) € ||B]|, on a alors :

((xB) (OO a)n, prg) x (m,r) € AL, soit ((xB)(€)(X4)n* 7, (prg)ar) € L.

Comme 7 € C[pa(gar)], on a o7 € C[(pag)ar] et donc (xB)(§)(X/y)n* 7707 € L.

Mais, par définition de x g, on a, d’apres le théoreme 3 :

XE*En.m = (xB)(&)(X'4)n* 77 ce qui donne le résultat voulu : xpx&.n.n" € L.

Supposons maintenant (&,p) |- A — B; on pose X% = AxAy(xz)(@ox)(xa)y.

On doit montrer %€ | (p | A — B) clest-a-dire Vg(x»¢ I (¢ | A — prg | B)).

Soient donc 7 |-q | A et ™ € |[pag | BJ|; on doit montrer xp&*n.w € L.

Par hypotheése de récurrence, on a (xan,q) |- A, donc (&,p)(xan,q) | B ou encore, par

définition de 'algebre B : ((@o€)(xa)n,prq) |- B.

En appliquant encore ’hypothese de récurrence, on a (x’z)(@o&)(xa)n I (prg | B) et donc :

(XB)(@0&)(xa)n*m e L. Mais on a :

Xp€xnem = xXpx&en.m = (Xg)(@&)(xa)n*m d’apres le théoreme 3; d’ou le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Une formule F' est dite du premier ordre si elle est obtenue par les régles suivantes :

e | est du premier ordre.

e Si A, B sont du premier ordre, alors A — B est du premier ordre.

e Si B est du premier ordre, R est un symbole de prédicat et t1,...,t; sont des termes avec

parametres, alors R(t1,...,tx) — B, t; = ta — B sont du premier ordre.

e Si A est du premier ordre, Vz A est du premier ordre (x est une variable d’individu).

Remarques.
i) Si A est une formule du premier ordre, il en est de méme de V"t A.

ii) Cette notion sera étendue plus loin (voir proposition 39).

Théoréme 33. Soit F' une formule close du premier ordre. Il existe deux quasi-preuves o, 0%,
qui ne dépendent que de la structure propositionnelle de F, telles que l'on ait :

§ I (Clpl = F) = (0rép) I F;

&p) -F = 0p¢ I (Clp] = F)
quels que soient £ € A et p € P.

On raisonne par récurrence sur la construction de F' suivant les regles ci-dessus.

e Si Flest L, on pose :

51 = Xx(x)\y(x)(a)y avec a::prg = p .

8 =Xz y(x'z)(o)y avec o ::p = pal .

En effet, supposons & || C[p] — L et montrons (§,.&,p)(m,q) € I, soit (6,.& *m,pag) € L.
Soit donc 7 € C[paq], donc ar € C[p], d’'ou & *ar.m € L, par hypothese sur &, ce qui donne
01 &Exn" e L.
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Inversement, si (&,p) [ L, ona (§p)*(m,1)=({*m,prl) € 1L pour toute 7w € II.
Or,si 7 € C[p], on a o7 € C[pal], donc &+n¥7 € L, donc 0 ExT.me L.
Donc ¢’ & |- Clp] — L.

e Si Fest A— B, on pose :

548 = AxAy(X)Az((X')(6B)Ad((2)(a)2) (04 y)(B)z)(7)z avec

a:pa(gar) = p; B upa(gar) = q; v i pa(gar) = 1ar.

En effet, supposons ¢ | Cl[p],A — B, (n,q) |[FA et (m,r) € |[|B]|-

On doit montrer (§4—p5&,p) *(1n,q) . (w,7r) € AL, soit (04—BE*xn.m,pA(grr)) € L.

Soit donc 7 € C[pa(gar)]; on doit montrer d4,pE*n.n" € L.

On a ar € Clp],B7 € Clq]; or, par hypothese de récurrence, on a §n |- Clg] — A, donc
EmB)r A e (©)(@)n)@ym(B)r |- B: do Ad((E)(@)r)(@ym)(B)r - Cl1] - B.

D’apres 'hypothese de récurrence, on a ((dp)Ad((§)(a)7)(84n)(8)7,1) |} B, donc :
(B5)M((E)(@)r) () (B), 1) % (,7) € 1L, s0it ((Sp)A((E)(a)) (Fym)(B)r + 7, 1ar) € IL.

Or, on a 7 € C[1ar], donc (6g)Ad((§)(a)T)(8'yn)(B)T x 7™ € L, d’otr :

(V) (35)Ad((E) (@)) (3ym) (8)7) (1) 57 € L. Par suite :

0N ) 35)A((E)(@)2) (B4 n)(B)2)(v)e x 77 € L dion 64 ,pé %7 ™ € L.

On pose maintenant :

8y g = AAyrz((d5)(aox)(da)Ad z)(a)y avec « ::p = pnal.

Supposons (&,p) |F A — Bj;soient 7 € C[p], n [ A et m € || B||. On doit montrer :

Oy g&*T.n.me L. On a Adn |-C[1] — A; en appliquant ’hypothese de récurrence, on a
((64)Adn,1) [ A, donc (€,p)((64)Adn, 1) [I= B soit ((@0€)(04)Adn,pal) |i= B.

En appliquant de nouveau I’hypothese de récurrence, on trouve :

(0%)(@0€)(6a)Adn |- C[pal] — B. Comme on a at € C[pal], on obtient :

(0)(@0&)(6a)Adn* at .m € L et finalement ¢y  pEx7.n.m€ L.

e Si FF =R(7) — B, oit R est un symbole de prédicat d’arité k et o€ P*, on pose :

dr—B = e Ay(@)(0p)Az(x)zy avec « :: pA(1ar) = par.

O g = A yAz((d)(@o)zz)(o/)y avec o ::p = pnal.

Supposons ¢ ||~ C[p], R[q] — B et soient n € |R[q]|, (7,r) € [|B]||. On doit montrer :
(0r—BE,p)*(n,1) . (m,7) € AL, soit (dp—p&xn.m, pA(1ar)) € AL. Soit donc 7 € Clpa(1a7)]; on
doit montrer dp,g{+xn.n" € L. Or, on a Az(£)zn | C[p] — B, donc ((dp)Az(§)zn,p) | B,
par hypothese de récurrence. Par suite, on a ((dp)Az(£)zn,p) x (w,7) € AL, soit :
((0B)Az(§)zn x m,par) € AL. Mais on a ar € Clpar], donc (0g)Az(§)zn » 7*™ € L, donc
(@) (0p)Az(§)zn 7T € L, Aot dpsprxn.7" € L.

Supposons maintenant (£,p) |l R(§) — B; soient 7 € Clp], n € |R[¢]| et 7 € ||B]|. On doit
montrer 0y  pEx7.n.m€ L. Or,ona (§p)(n,1) |- B, soit ((@)én,pal) | B, donc :
(0%)(@0)&n - Clpal] — B, par hypothese de récurrence.

Or, on a o't € C[pal], donc (8%)(ap)én o't .7 e L, d’out le résultat.

e Si F=(py =p2r B),onpose dp =0p et 0 =Jdg.

En effet, supposons € |- C[p] — (p1 = p2 — B) et (m,q) € ||p1 = p2 — BJ||. On doit montrer
(08¢, p) * (m,q) € L. Comme [|py = pa = B|| # 0, on a py = pa, donc (7,q) € [|B]] et
¢ | Clp] — B. D’ou le résultat, par hypothese de récurrence.

Supposons maintenant (&, p) | p1 = p2 — B, 7 |- C[p] et 7 € ||[p1 = p2 — B||. On doit montrer
g *7.me L. Comme |[p; = pa — B # 0, on a p; = p, donc w € ||B| et (&, p) |- B. Dou le
résultat, par hypothese de récurrence.

e Si F=Vz A, onpose dp =04 et 0% =0y.
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En effet, si € |- Clp] — Vx A, on a £ |- C[p] — Ala/z| pour tout a € P. Par hypothese de
récurrence, on a (04&,p) |- Ala/x]; donc (04€,p) ||V A.

Si (&p) FVz A, ona (&p) |} Ala/z] pour tout a € P. Par hypothese de récurrence, on a
8¢ I Clp] — Ala/x]; donc §4¢ |- Clp] — Vz A.
C.Q.F.D.

L’idéal générique
On définit un prédicat unaire 7 : P — P(II) du modele N (parametre du second ordre d’arité 1),
en posant J(p) = IIx{p}; on lappellera l’idéal générique.
Le prédicat binaire J* : P2 — P(II) du modele M qui lui correspond, est donc tel que
T (p,q) =0 (resp. II) si p # q (resp. p = q). Autrement dit :
J T (p,q) est le prédicat p # q.

La formule p |- J(q) s’écrit Vr(Clpar] — T (r,q). On a donc ||p |+ T (q)|| = |[=C[paq]||. Autre-
ment dit :

p I J(q) est identique & —~C[paq].
Notations.
e On note p C ¢ la formule Vr(=Clgar] — =Clpar]) et p ~ ¢ la formule p C ¢ A q¢ C p,
c’est-a-dire Vr(—=Clgar] «+» =C[par]).
Dans la suite, on écrira souvent F' — C[p| au lieu de =C[p] — —F';
p C g s’écrit alors Vr(C[par] — Clgar]) et p ~ q s’écrit Vr(C[par] <> Clgar]).
Remarque. On rappelle, en effet, que C[p] n’est pas une formule, mais une partie de A; en fait, dans
certains modeles de réalisabilité considérés plus loin, il existera une formule C[p] telle que |C[p]| = {7 € A;
7 - C[p]}. On pourra alors identifier C[p] & la formule C[p].
e Si F est une formule close, on écrira |- F' pour exprimer qu’il existe une quasi-preuve 6 telle
que (0,1) |- F. D’apres la proposition 29(i), cela équivaut a dire qu’il existe une quasi-preuve
0 telle que (0,p) | F pour tout p € P.

Proposition 34.
1) € I-—~Clprgl = (x&:p) li- T(q) ;

& p) I J(@) = X'€ |- ~Clprgl.
i) & [=vr(Clpa(iar)], Clgl = L) = (x¢,p) - —Clg] ;

(&p) - ~Cla] = X' [--Vr(Clpa(1ar)], Clg] — 1).
iii) Si & [F-R(ai,...,ax) alors (&,p) | —R(a1,...,ar) pour tout p (R est un symbole de
prédicat d’arité k).
i) Si & [ —C[pag], alors £ x 7.7 € L et donc x§ x 7" € IL pour tout 7 € C[pag]. On a donc :
(x§*m,paq) € AL, soit (x&,p) * (m,q) € AL pour toute 7 € I, c’est-a-dire (x&,p) | T (q).
Si (&,p) [IFTlg], on a (&,p) x (m,q) € AL, donc (§ * m,pAq) € AL pour toute m € II. On a donc
ExnT e L, soit X'E*x7.7m € L pour tout 7 € C[paq]. Donc x’¢ |- —C[pag].
ii) Si & - Vr(Clpa(1ar)],Clg] — L), ona {*v.7.m € L pour v € Clpa(1ar)] et T € Clg|. Donc
XExT.omv € L, dou (x§ 7.7, pA(1ar)) € AL soit (x&,p) * (7,1) .« (m,7) € L.
Or (7,1) décrit Cyrlg], et donc (x&,p) I Clg] — L.
Si (&p) F—Clg], on a (&p) * (r,1).(m,r) € 1, et donc ({ * 7.7, pA(1ar)) € A pour tout
7€Clgl. Onadonc Ex7.7v € L dou Yé*xv.7.m € L pour tout v € C[pa(1ar)].
On en déduit '€ | Vr(Clpa(1ar)],Clq] — L).

iii) Soit 7 € |R(ay,...,ar)|; ona&*7.m € L pour toute w € I, donc ({ x7.m,a) € I quel
que soit a € P, d’ou (&,p) * (7,1) . (7,q) € L.
C.Q.F.D.
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Théoréme 35 (Propriétés élémentaires du générique).

i) (@,1) [T (1) avec «::1a(pag) = pal.

ii) (0,1) |- Va(~Clz] = J(x)) oi 6= Ax(x)y((X'z)(B)y)(@)y

avec « :: In(paq) = q et B 1a(paq) = pa(1A1). B

wi) (0,1) |- Vavy(J (zay), =T (x) = T (y)) ot 0 = Azdy(a)(y)(F)z

avec o INP'AG'AG)) = ¢ A((gap')Ad) et B :: (gap’)ap = p'A(pAq).

w) (6,1) [} Va(Vy(-Clary] = T (y)) = ~T (x)) ot 0= AxAy(¥)(z)Az(x"y)(B)z, avec
B :iprg = qrp et 7y 1a(ra(gar’)) = ra(1ap).

v) (0,1) [I=Vavy(T(z),y Ex = T(y))

ol 0= 2NN @) (D)D) )0z, avee

a : IAP'A(rAq)) = (ral)aA(1AL) ; & =2 IA(P'A('AQ)) = qrp' s B i prg = qrp.

i) Soit (&,p) |F J(1); on doit montrer que (@,1)x (§,p).(m, ¢q) € 1L, c’est-a-dire :
(@x&.m,1n(prq)) € L. Mais, d’apres la proposition 25, on a :

(@x&.m 1n(prq)) = (Exm,prl) = (&, p) * (,1).

Or, on a (§,p) x (m,1) € 1L par hypothese sur (£, p).

ii)Soient (n,p) [ —Clq] et (7, q) € ||T(¢)][|- On doit montrer que (8,1) * (n,p) . (7, q) € L, soit
(@ xn.m,1n(prg)) € L. Soit donc 7 € C[1a(pag)]; on doit montrer que fxn.n" € L.
D’apres la proposition 34, on a x'n - C[pa(141)], Clg] — L.

Or, on a 87 € C[pAa(1a1)] et ar € Cq], donc x'n*fr.ar.m€ L dou

COAY () (B)y)(a)y x 77 € L d’ott @ n.7” € L.

iii) Soient (£, p') [t T (prq), (n,4") I=-T(p) et (m,q) € [|T(@)|l. On doit montrer que :
(0,1) % (&,p) e (n,q') .« (m,q) € I, s0it (Ox&.n.m,IA(P'A(¢'Aq))) € L.

D’apres les propositions 29(ii) et 25, on est ramené a montrer :

(@M B)Exm, 1n(P'A(d'Ag))) € I puis (7% BE . m,¢'A((grp')n1)) € IL, c'est-a-dire :

(n,q) % (B, qrp’) « (m,1) € L. B

Par hypothese sur (7, q’), il reste donc & montrer que (BE, grp’) | T (p), c’est-a-dire :

(BE, qrp') x (w, p) € AL, ou encore (B w, (grp’)ap) € AL pour toute w € II.

Or, d’apres la proposition 25, on a :

(BE * @, (grp")ap) = (Ex @, p'A(prq)) = (&,p) * (w,prq) € AL par hypothese sur (&,p).

iv) Soient (£, ¢q) | T (p) et (n,7) |- Vq(=Clprg] — J(g)); on doit montrer que :

(0,1) % (n,7) . (§,q) « (m,r") € AL, soit (@ *n.&.m, 1n(ra(gnr’))) € AL.

D’apres la proposition 34(i), on a x'¢ [ —Clgap]. Soit 7 € Clpag], donc 87 € Clgap] d’ou Y& *
BT« p € 1L pour tout p € II. On a donc Az(X'€)(B)xxT.p € 1L, donc

Az(X'€)(B)z | —Clpag|. D’apres la proposition 34(iii), on a (Az(x'€)(8)z,1) [ —Clpag].

Par hypothese sur (n,7), on a donc (n,7) x (Az(xX’§)(B)z,1) . (m,q) € 1L, soit :

(1% A=(XE)(B)2 - 7, A(1ag)) € L, dome (())A=(XE)(B)z * 7, In(ralgnr))) € IL
(proposition 25) et donc (B xn.&.m, Ia(ra(gar’))) € AL.

v) Soient (&,p') [ J(p) et (n,7) |- q C p; on doit montrer que :

(0,1) % (&,p')« (n,7) . (m,q) € 1L pour toute 7 € II, soit (O x&.n.m, In(p'A(raq))) € L.
D’apres la proposition 34(i), on a x'& | —C[p'ap], donc A2/ (X'€)(B)2" | —Clpap'] : en effet, si
T € Clprp’] et p €I1, on a A2 (X'§)(B)' x 7. p = (X'&)(B)T x p € L puisque B7 € C[p/'Ap].
D’apres la proposition 34(iii), on a alors (Az'(x'€)(8)z',1) | =C[pap/]. Or, par hypotheése sur
(m,r), ona (n,r) || (=Clpap’] = —Clgrp’]). Il en résulte que :

(,r)(A'(X'€)(B)Z, 1) - ~Clgap'], soit ((@om)A2"(x'§)(B)z",ra1) [ —Clgap'].

D’apres la proposition 34(ii), on a (x/)(@on) 2’ (X'€)(8)z" | C[(ra1)A(1a1)], Clgrp’] — L.

Soit 7 € C[LA(p'A(raq))], donc at € C[(rAl)A(1A1)] et /T € Clgap’]. On a donc :

() @) AZ" (X'€)(B)2") (a)7)(v)T 7 € L, donc :
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() 2((X) (@) A2 (X'€)(8)2")(@)z) (o) )z x ™ € L. Autrement dit :

(M) @omAZ (CENB) ) @)2) ()= % 7, L@l a(rng))) € AL

ou encore, d’aprés la proposition 29(ii) : (0 x&.n.m, IA(p'A(rAq))) € L.
C.Q.F.D.

Théoréme 36 (Densité).

Pour toute fonction ¢ : P — P, on a :

(0,1) |- Yo(~Clond(@)] = T (@), Yo T (2rd(2)) > L
ou = (B)AzAy(z)(W)y, ¥ = ()AdAzAy(xX'z)(@)y ;
avec « :: gar = ga(gar) s B Ia(pa(gar)) = pa(1aq).

Soient (&,p) [I- Ve (=Clzrg(z)] = T (2)), (n,9) lI-Ya T (zrd(z)) et (m,r) € IL
On doit montrer que (6 x &.n.m, Ia(pa(gar))) € AL; soit donc 19 € C[1a(pa(gar))]. On doit
montrer @x&.n.7™ € 1.
On montre d’abord que (97,1) |- —=Clgro(q)].
Soient donc (w,r’) € IT et T € Clgag(q)]; on doit montrer (9¥n,1) % (1,1) . (ww,r’) € I
soit (9 *7 ., 1a(1ar")) € AL ou encore In*T.w” € I pour tout 7 € C[IA(1ar')]).
Or, In*7.w" = nxw® et ar e Clgr(grd(q))]. Tl suffit donc de montrer :
(n* @, qr(grd(q))) € UL ou encore (n,q) * (@, qrd(q)) € L.
Or, cela résulte de 'hypothese sur (1, q), qui implique (n,q) |- J(¢gr¢(q)).
Par hypothese sur &, on a (§,p) [ —=Clgrg(q)] — T (q). 1l en résulte que :
(&,p)*x (In,1) . (m,q) € UL, soit (§xIn.m pa(1ag)) € L.
Or, on a 79 € C[1A(pa(gar))]), donc Bro € Clpa(1aq)]. Tl en résulte que & ¥n. 7™ € L.
Cela donne le résultat voulu, puisque @ *&.n .77 = &xIn. w7,

C.Q.F.D.

Condition de chaine dénombrable

Dans cette section, on considére une algébre de réalisabilité standard A et un A-modele M. On
suppose que I’ensemble P (domaine de variation des variables d’individu) est de cardinal > 2%,
On fixe une surjection ¢ : P — P(IDN et on définit un prédicat binaire du modele M, noté
aussi €, en posant :

Inep|| =e(p)(n) sineN; |nep[|=0sing¢N

(on utilise, pour le prédicat ¢, la notation nep au lieu de £(n, p)).

Le prédicat ¢ permet donc d’associer, a chaque individu, un ensemble d’entiers qui sont ses
éléments. La proposition 37 montre que I'axiome suivant est réalisé :

Pour tout ensemble, il existe un individu qui a les mémes éléments entiers.

Cet axiome sera appelé ariome de représentation des prédicats sur N et noté RPN.

Proposition 37 (RPN).
Az(2)00 |- VYXTzvn®(Xn < nex).

Cette formule s’écrit VX (Vz[Vn(ent(n), Xn — nez),Vn(ent(n),nex — Xn) — L] — 1).

On considére donc un parametre X : P — P(II) d’arité 1 et un terme £ € A tel que :

¢ FVz[Vn(ent(n), Xn — nex),Yn(ent(n),nex — Xn) — L.

On doit montrer que Az(z)00x&.m € L, ou encore { x0.0.7 € L pour toute pile w € II.
Par définition de ¢, il existe pg € P tel que 'on ait X'n = ||nepg|| pour tout entier n. Or, on a :
¢ |FVn(ent(n), Xn — nepg),Vn(ent(n),nepg — Xn) — L.
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11 suffit donc de montrer que 0 | Vn(ent(n), Xn — nepy) et 0 | Vn(ent(n),nepy — Xn).

On rappelle que le prédicat ent(x) est défini par :

—ent(n)] ={n} sineN et —ent(n)|=0sin¢N.

On doit donc montrer :

0xn.n.p€ L pourtout n e N,n [-X(n) et pe|nepol;

0*xn.n.p € L pourtout n € N,n' [Fnepy et p' € X(n).

Or ceci s’écrit nxp € L et ' xp € L, ce qui est trivialement vérifié, puisque Xn = ||ne po|.
C.Q.F.D.

On suppose maintenant que {C,A,1} est une structure de forcing dans M. On définit alors

également le symbole £ dans le B-modele N en posant :

lnepl| = |nep||x{1} pour n,p € P. Autrement dit

lln=pll = {(, 1); 7 € = ()} sim € N; lnepll =0 sin ¢ N.

Proposition 38. Le prédicat ¢ (q,n,p) est ¢g= 1+ nep.
La formule g} nep est Clgrl] — nep.

Immédiat, par définition de ||n e p||.
C.Q.F.D.

Proposition 39.
i) € (Clpl > neq) = (B&p) lFneq od 0= As()My(@)(@)y et apal = p.
i) (§,p) lFneq = ¢ |- (Clp] > neq) ou & =AzAy(X'z)(a)y et o p = prl.

Ona (§p) |Fnep<e (§,p)*(m,1) € IL pour toute m € ||nep||, ou encore :
& p) Fnep & £xn™ € L pour tout 7 € Cpal] et 7 € |[nep].
i) Supposons & |- (C[p] = neq), 7 € Clpal] et w € |[nep||. On a alors :
rxm™ = Exar.m € L, puisque ar € C[p].
ii) Supposons (§,p) Fneq, 7 € C[p] et w € |nep|. On a alors :
FeéxT.m = ExmT € I, puisque o'7 € Clpal].
C.Q.F.D.
La notion de formule du premier ordre a été définie plus haut (voir théoreme 33). On étend
cette définition en y ajoutant la clause suivante :

e t{ecu est du premier ordre, quels que soient les termes ¢, u.
La proposition 39 montre que le théoreme 33 reste valable pour cette notion étendue.

On dira que la structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable (en
abrégé c.c.d.) s’il existe une quasi-preuve ccd telle que :
ced [ VX [Vn3p X (n, p), V" Wp¥a(X (n, p), X (n,q) = p = q),
Y pVq(X (n,p), X (sn,q) — q C p) —
I (V" Vp(X (n,p) = p' T p), (Yn"Vp(X (n,p) — C[p]) — Clp'D}].
Le sens intuitif de cette formule est :
Si X (n,p) est une suite décroissante de conditions, alors il existe une condition p’ qui les minore toutes;

de plus, si toutes ces conditions sont non triviales, alors p’ est non triviale.

On se propose, dans cette section de montrer le :

Théoréme 40 (Conservation des réels).
Si la c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve crl telle que :
(crl, 1) |IF VX3V (Xn < nex).
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Cela signifie que I'axiome RPN, qui est réalisé dans le A-modele M (voir proposition 37) lest
aussi dans le B-modele générique N

Notation.

La formule Vq(Clpagl,q | Xn — p | Xn) se lit “ p décide Xn 7, et est notée p | £Xn.

Elle s’écrit aussi VqVr(Clpaq|,q | Xn, Clpar] — X+ (r,n)).

Si X : P — P(Ilx P) un prédicat unaire du B-modele N, et X+ : P2 — P(II) est le prédicat
binaire correspondant du A-modele standard M, la formule Vq(Clpagl,q¢ | Xn — p | Xn) est
donc notée aussi p | £Xn.

Théoréme 41. Si la c.c.d. est vérifiée, il existe une quasi-preuve dec telle que :
dec | YX¥po3p'{(Clpo] — Cl]),#' € po, Yn(p! |- +Xn)}.
On montre d’abord comment le théoreme 40 se déduit de ce théoreme 41.
D’apres le théoreme 32, il suffit de trouver une quasi-preuve crl0 telle que :
crl0 J- 1 | VX3V (Xn <> nex)
ou encore, puisque 1} —A =Vpo((po | A),C[lrpo] — L) :
crl0 |- YXVpo[(po | Yg{Vn®(Xn <> neq) — L}),C[lapo] — L].
D’apres le théoreme 41, il suffit de trouver une quasi-preuve crll telle que :
i1 |- YXVpo¥p! {(Clpo] — CI)), '  po, V™ o/ b = Xn),
(b0 b Ya(¥n®™ (Xn ¢ neq) > 1)), Cliapo] — L},
Il suffit de trouver une quasi-preuve crl2 telle que :
crl2 |- VX VpoVp'{(po | Yg(Vn®™(Xn « neq) — 1)), 0’ C po, Vn(p' |- £Xn),C[p/] — L}.
On prendra alors crll= AxAy Az udv((z)(crl2)uyz)(d)v avec § :: 1ap = p;
(rappelons que la formule C[pg] — C[p'] 8’écrit, en fait, ~C[p'] = —C[po])-
On fixe X* : P? = P(IT), po,p' € P, & |- (po | Vg(vn"(Xn < neq) — 1)), n [-p' C po,
¢ [Vt (p' |- £Xn) et 7 € C[p/]. On doit avoir (crl2)én¢r |- L.
On choisit gy € P tel que l'on ait ||ne gl = ||p" | Xn| pour tout n € N, ce qui est possible, par
définition de €. On a trivialement & |- (po | (V™ (neqy — &n), V" (Xn — neqy) — L1)).
Or, la formule pg |- (Vn®™(ne gy — Xn), Vn®(Xn — neqy) — L) s'éerit :
Vv (r | Yn®™(ne go — Xn), v | Y (Xn — neqo), Cl(poar)ar’] — L).
En remplacant r et v’ par p/, on obtient donc :
EO FYn™(negy — Xn), p' | Vn®™(Xn — neq), Cl(porp’)ap’] — L).
De 7 € C[p'] et n | Vr(=Clpoar] — =C[p'ar]), on déduit :
N2 (h)(B)) @) |- ~~Cl(pors! )]
ou «,  sont des C-expressions telles que a: p = pap; 5 :: pAg = (prg)Ag.
On a donc :
(1) Ayrz((n)Az(€y2)(B)z)(a)T |- (@' F¥n(neqgy — &n)), (' | Vn(Xn — neq)) — L.
e La formule p' | Vn®™(neqy — Xn) s'écrit Vn®"Wr(r | neqo — p'ar | Xn).
Mais 7 | neqo = C[ral] — neqo (proposition 38) = C[ral] — p’ | X(n) par définition de go.
Donc p' |- ¥n®™(neqy — &n) = Vn®r((Clral] — p' |- X(n)) — p'ar |- Xn) =
Vne g (Fq(Clrat], Clp'g] — X+(g,m), U ar)ad’] — X+ (¢, m)].
On a donc :
(2) AXA(@)(@))(B)y |- (0 b I (e go — Xn))
avec o :: (par)ag = Al et [ (par)ag = pag.
e La formule p' | Vn®™(Xn — neqp) s'écrit Vn®Wr(r |- Xn — p'ar | neqo), ou encore :
Yy (r |- Xn, C[(p'Ar)Al] = ne qo), c’est-a-dire, par définition de qq :
Yy (r |- Xn, C[(p'ar)al] — p' |- Xn). Or, on a :
¢ FVnt(p' | £Xn), autrement dit ¢ |- Vn®Wr(r | Xn, C[p'ar] — p’ | Xn). Par suite :
(3) AndzAy(Cnz)(y |-p' | Vn(Xn — neqy) avec o :: (par)Al = par.
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11 résulte de (1,2,3) que :

(A=) Aa(Ey=)(B)) @)r) AdAeAY(() (e )9)(B')5) AnAady(Cna)(aYy |- L.

On peut donc poser crl2 =

AzoAyoAzoAu((AyAz((yo) Az (zoyz)(B)x) ()u) AdAzAy((z)(a')y)(B)y) AndzAy(zonz)(e”)y.
C.Q.F.D.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du théoreme 41.

Définition d’une suite par récurrence

On se donne une suite finie de formules F (n,p,p’) avec parametres et pg € P. On se donne aussi

=

une quasi-preuve dse telle que dse |- VnVp3p' F(n,p,p’).
Remarque. Dans 'application qu’on a en vue, la suite F est composée de trois formules.

D’apres le théoreme 18(ii) (axiome du choix pour les individus), il existe une fonction
f: P3— P telle que :

S [ Ynvp(YR U (F (n,p, f(n,p, k) = L) = ¥p/(F(n,p,p') = 1)).

Il en résulte que Az(dse)(<)a [ VnVp(VEE(F(n,p, f(n,p,k)) — L) — L).

On définit une fonction notée (mjn), de P? dans P, en posant, pour m,n € P :
(min) =1sim,n € Net m <n; (mjn) =0 sinon.
La relation (mjn) = 1 est évidemment bien fondée sur P.
D’apres le théoreme 13(ii), on a donc : B
Y = Vk(Vi(ent(l), F'(n, p, f(n,p,1)) — (lik) # 1).ent(k), F'(n,p, f(n,p,k)) — 1)

— Vk(ent(k), F(n,p, f(n,p,k)) — L).
En posant Y = Az (Y)\yAz(x)zy, on a donc :
Y/ I Bl p, £,y )] — (k) # 1), Fln,p, £(n,p, 1) = 1}

— VK (Fln, p, f(n,p, k)] = L).

On a donc :
Az (dse) (<) (Y |- VESE VIt (Fn, p, f(n,p,1)] = (lik) # 1), Fln,p, f(n,p,k)] — L} — L.
On définit la formule G(n,p, k) = Vlent(ﬁ(n,p,f(n,p,l)) — (lik) # 1) et la suite de formules

— =

H(n,p, k) = {G(n,p, k), F(n,p, f(n,p,k))}. On a donc montré :
Lemme 42. dse0 |- VnVpIke™{H (n,p, k)}, avec dse0 = Az(dse)(<)(Y')z.

Lemme 43. Soit cp une quasi-preuve telle que, quels que soient m,n € N, on ait :

cpxm enEen.Com=Exm (resp. nxmw, (*w)si m<n (resp. n<m, m=n). Alors:
i) cp |- VmEYn e (mm) £ 1, (nm) # 1,m #n — 1).

ii) dsel |- VnVpVke"vk €4 H (n,p, k), H(n,p, k'), k # K — 1)

avec dsel = MM XAGAE' NG ((cp K'k) (2)K'y) (2" ky, ot ¥,y sont deux suites de variables

—

distinctes de méme longueur que la suite F.

i) Trivial.
it) Soient & |- G(n, p, k), 7 |- F(np, £(n,p,K)), € b Glnyp, k), 7 |- F(np, f(n,p, &)
et ¢ |-k #K.On doit montrer cpx k' . k. (k7T . (&)kij.C.m€ L.
Sik =k, on est ramené & (%7 € I ; c’est vrai parce qu'on a alors ¢ |- L.
Si k' < k, on est ramené & montrer £k’ .77 . m € 1. Cela résulte immédiatement de :
& 9K N F(n,p, f(n,p, K)) = (Fik) # 1) et donc € |-ent(K), F(n,p, f(n,p,K')) — L,
puisque k' < k.
C.Q.F.D.
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On définit maintenant le prédicat :

D (w,y) = VX (VRYpYE(H (n, p, k), X (n,p) — X(sn, £(n, p, k), X (0,p0) — X(2,1))

et on montre que ®(z,y) est une suite de conditions (relation fonctionnelle sur N) et quelques
autres propriétés de P.

Lemme 44.

i) AxAyy [ (0, po).

i) Xe(@)IT - Vy(B(0,5) = y = o).

iii) rec |- VaVyVE " (H (x,y, k), ®(z,y) — ®(sz, f(z,y,k)))
ot rec = AkAzAyAr' Az u(zkay)(2")zu

iy étant une suite de variables distinctes de méme longueur que F.

i) Trivial.
ii) On définit le prédicat binaire X' : P? — P(II) en posant X (0,q) = |l¢ = po|| et X(p,q) =0
pour p # 0. On remplace X par X dans la définition de ®(0,y). Comme on a sn # 0 pour tout
n € P, on obtient [|®(0,y)|| D ||T,po =po — y = pol| ; d’ou le résultat.
iii) Soient & |- G(z,y, k), 7 | F(x,y, f(z,y, k), & [-®(z,y),
¢ |- YnYpVk(H (n, p, k), X (n,p) = X (sn, f(n,p, k))),
v [ X(0,po) et e [[X(sz, f(z,y,k))l
Alors &'Cu | X(z,y), donc (*k.&.7f.&Cv.me L soit (rec)kéné’Cuoxme L.
C.Q.F.D.

Lemme 45. ccdl |- Yn®3p d(n,p) ot ccdl= An((n) zAy(z)Az(cdl)zy) z(z)Azy y
avec cdl = Az Ay(dse0)NIAZ(y)(rec)lZx ;
Z est une suite de variables distinctes de méme longueur que H.

Preuve par récurrence sur n; on a AzAyy |- ®(0,po), donc A\x(z)A\zAyy |- Iy (0, y).
On montre maintenant cdl |- ®(x,y) — JyP(sz,y).
On considere donc & | ®(z,y), n |FVy(®(sz,y) — L).
On a rec [ VI™(H (z,y,1), ®(x,y) — ®(sz, f(z,y,1))) (lemme 44iii),
n I (®(sz, f(x,y,1)) — L), et donc :
MNAZ(n)(rec)lZE [ |- VI™ (H (2,,1) — L), ot Z est de méme longueur que H.
Or, on a dse0 |- Ik {H (x,y,k)} (lemme 42) ; donc :
(dse0)AIAZ(n)(rec)lZ€ |- L, soit (cd1l)én | L.
On a donc montré cdl |- Vy(®(z,y) — JyP(sx,y)), d’ou il résulte que :
Az Ay (z)Az(cdl)zy | JyP(z,y) — FyP(sz,y).
C.Q.F.D.

Lemme 46. Il existe une quasi-preuve ccd2 telle que :
ced2 |-V "pYg(®(n, p), ®(n,q) = p = q).

On fait la preuve détaillée par récurrence sur n. Elle permet d’écrire explicitement la quasi-preuve
ccd?2.
Pour n = 0, le lemme 44(ii) donne le résultat : ®(0,p), ®(0,q) — p = q.
On fixe m et on suppose VpVq(®(m,p), ®(m,q) — p = q).
On définit le prédicat binaire :
U(n,q) = VpVk®™(n = sm,ﬁ(m,p, k), ®(m,p) = q = f(m,p,k)).
On montre || VpVke™ (H (n,p, k), ®(n,p) — ¥(sn, f(n,p, k))), cest-d-dire :
b VpYa keIt { H (n, p, k), ®(n, p), sn = sm, H(m,q,1), ®(m,q) = f(n,p,k) = f(m,q,1)}.
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Or on a [sn = sm| = [[n = m|, ®(m,p),®(m,q) — p = ¢ par hypothese de récurrence;
H(m,p, k), H(m,p,1) — k =1 (lemme 43(ii)), d’ou f(n,p, k) = f(m,q,1).
En posant ¥'(z,y) = ®(x,y) A ¥(z,y), on a :
- VPR (H (n, p, k), ¥ (n,p) — W' (sn, f(n,p,k))); on a aussi |- (0, po). Cela montre que
I (®(x,y) = ¥'(z,y)) en faisant X = ¥’ dans la définition de ®.
On a donc || ®(sm,q) — Vkaentgﬁ(m,p, k), ®(m,p) = q= f(m,p,k)). D’ou :
I ®(sm, q), ®(sm, ¢') = VpVk™ (H(m, p, k), ®(m,p) = (¢ = f(m,p,k)) A (¢' = f(m,p, k)))
et donc |- ®(sm,q), ®(sm,q") — YpVE™Y(H (m,p, k), ®(m,p) — q = ).
On obtient donc [ ®(sm, q), ®(sm,q’) — ¢ = ¢’ puisqu’on a ccdl |- Ip P(m,p) (lemme 45)
et dse0 |- Vp3k{H (m,p, k)} (lemme 42).
C.Q.F.D.

Fin de la preuve du théoréme 41

Pour montrer le théoréme 41, on fixe pg € P et un prédicat binaire X : P? — P(II).

Il s’agit de trouver une quasi-preuve dec telle que :

dec [ 3p'{(Clpo] — C[p']), ' T po, V" (p' |- £&n)}.

On applique les résultats précédents, en prenant pour ﬁ(n, p,p’) la suite des trois formules

suivantes : {(C[p] — C[p']), (' Cp), ' | £Xn}.
Le lemme 47 ci-dessous donne une quasi-preuve dse telle que dse |- VnVp3p'{F(n,p,p’)}.

Lemme 47. dse |- VpIp'{E(n,p,p')}
ot dse= Aa(Ah(all) xAy h)Xz(cc) k((adz x2) B8 ) ey (k) (y) (o)
avec B = Xz y(x)(B)y, «: (pag)ar = raq et B :: (pAg)Ar = par.

La formule considérée s’écrit Vp'[(Clp] — C[p]),»’ Cp, (' F £&Xn) — L] — L.
Soit donc & |- Vp'[(Clp] — C[p']),»' Ep, (p' F £Xn) — L]. On doit montrer (dse)¢ - L.

e On montre M(EINAxAyh |-—-(p | Xn) :

Soit ¢ |+ (p | &An); on a donc AxAy( || (p | £Xn); en effet :

p | £Xn =Vq(Clprgl,q | Xn — p | Xn).

Or,ona ¢ [t (Clp] = Clp)),pEp,(pF +&n) = Lionallf-Clp]— Clplet I -FpEp
(puisque p’ C p = Vq(—=Clprg] — =C[p'rq])). Donc (£11)AxAy ¢ | L, d’ot le résultat.

e On montre maintenant A\z(cc)\k((EAx 22)8" ) Az y(k)(y)(a)z | (p | Xn).

Soient donc 7 € Cl[pag] et m € X1 (g,n). On doit montrer :

((Exzz7) ) A2 y(ke) (y) () * 7 € L. Or, on a Az a7 || -—Clpag],

B Ik prq C p (lemme 48) et € | (=Clpag] — —C[p]),prq E p, (prg | £Xn) — L ; donc :
(Exza)f" | ((prg | £Xn) — L). I suffit donc de montrer :

Az Ay (k) (y)(a)z || (pag | £Xn), c’est-a-dire :

Az Ay (k) (y)(a)x | Vr(C[(pag)ar], r | Xn — pag | Xn). On montre, en fait :

Aoy (k) ()@ | Yr(Clpng)ar], » b Xn - 1),

Soient donc v € C[(pag)ar] et n |- (r | Xn). On doit montrer :

(kz)(n)(a)v % p € L pour tout p € II, soit (n)(a)vxm € L. Or, on a («)v € Clrag],
donc (n)(a)v - Xt (g,n), d’ou le résultat, puisque m € Xt (q,n).

e Il en résulte que (AR(EIT)AzAy h)Az(cc) k((EXz x2) B ) Axdy(k)(y)(a)z |- L
soit (dse)¢ |- L, ce qui termine la preuve.

C.Q.F.D.

Lemme 48. Soit 8 :: (prg)ar = par. Alors Axdy(x)(B)y [ VpVq((prq) E p).
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Cette formule s’écrit VpVqVr(—=Clpar], C[(prg)ar] — L).
Soient donc & |- =Clpar],7 € Cl(pag)ar], d’ou B7 € Clpar] et (£)(B)7 |- L. On a donc bien
AxAy(z)(B)yx €& .77 € 1L pour tout 7 € II.

C.Q.F.D.

On se propose d’appliquer la condition de chaine dénombrable au prédicat binaire ®(x,y). Les
lemmes 45 et 46 montrent que les deux premieres hypotheses de la c.c.d. sont réalisées par ccdl
et ccd2. La troisieme est donnée par le lemme 49 ci-dessous.

Lemme 49. [] existe deux quasi-preuves ccd3 et for telles que :
i) ccd3 |- Vn™pVq(®(n,p), ®(sn,q) — q C p).
i) for |- Vn"q(®(sn,q) — q | £&n).

D’apres le lemme 44(iii), on a :

rec - Vkeni(ﬁ(n,p, k), ®(n,p) — ®(sn, f(n,p,k))). En utilisant ccd2 (lemme 46), on a :

- VES (H (n, p, k), ®(n,p), ®(s1,q) = ¢ = f(n,p, k).

Or, H(n,p, k) est une suite de quatre formules dont les deux derniéres sont :

fn,p,k)Cp et f(n,pk) | £Xn.

i) On en déduit d’abord || Vke™ (H (n,p, k), ®(n, p), ®(sn,q) — ¢ C p).

Dot le résultat, puisqu’on a dse0 |- Ik™{H (n,p, k)} (lemme 42).

ii) On en déduit aussi |- Vk (H (n, p, k), ®(n,p), ®(sn,q) — q | £Xn).

On obtient donc [ ¥n®"'Wq(®(sn,q) — ¢ |- £Xn) puisqu’on a :

cedl || V™ 3p &(n, p) (lemme 45) et dse0 |- VnVpIk{H (n,p, k)} (lemme 42).
C.Q.F.D.

On peut maintenant appliquer la c.c.d. au prédicat ®(z,y), ce qui donne une quasi-preuve ccd0
telle que ccd0 |- 3p'{Q(n, p,p')} avec :

G(n,p,p) = {0 Vp(®(n,p) = p' T p), YnVp(®(n,p),~Clp| = L), ~C[p'] = L}.

Pour terminer la preuve du théoreme 41, il suffit donc de trouver des quasi-preuves
dec0,decl,dec2 telles que :

decO |- V' (Q(n, p,p'), ~Clpo], Clp'] — L);

—

decl [t-Vp'(Qn,p,p") = p' T po);

dec2 || Vp/ (Q(n,p,p') — Vot (p' | £Xn)).

Soient donc wg,w; € A tels que :

wo |- PnYp(B(n, p) > T p) et wi |- Pnp(@(n, p), ~Clp] — L), ~Clp'] — L
En appliquant le lemme 44(i) avec n = 0,p = pg, on obtient (wo)A\zAyy |Fp' C po.
On peut donc prendre decl = AaAb(a)A\zAy y.

Lemme 50. ccd4 |- (C[pg] — Vné™p(®(n, p), =Clp] — 1))
ot ccdd = AarbAc((bAxoAzi Az Az3 Az Ay (z)(x1)y)A\x za)c.

Soient 7 € C[po), € = (n, p) et 7 f-=Cp].
En faisant X (z,y) = -—C[y] dans la définition de ®, on a :

€ [ V'V VESY (G p' k] F o f (!, 9, k)], == Clp'] — —=C[f(n', D/, k)]),
" ~Clpo], ~Clp] — L.

On a Az(z)7 [ —==C[po].
Par ailleurs, puisque F[n’,p/,q] = {(=Clg] = —~C[p']), (¢ T p'),q | £Xn}, on a facilement :
Az Az AzoAzs Az Ay (x)(z1)y |-

VRN (G K], Bl ol £ (s ), ~~Clp'] — ~~CLi (', B).
Il en résulte que ((EAzpAziAzo ATz ATAY(2)(21)Yy) A2 (2)T)n || L, soit (ccdd)Tén |- L.

C.Q.F.D.
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Du lemme 50, on déduit immédiatement Az (w;)(ccd4)z || C[po], ~C[p'] — L.
On peut donc poser decO0 = AaAbAz(b)(ccd4)z.

Lemme 51.

i) 1ef0 FVpVa(p | Xn, qCp— qF Xn) avec 1ef0= AxAylz(cc)\k((y)A\u(k)(z)u)z.
ii) lefl -VpVg(p | £Xn, ¢Cp — q | £Xn) avec

lefl = AzAyAzAu((lef0)(cc) AR ((y)Av(h)(x)vu)z.

i) Immédiat en explicitant les formules :

p F Xn=Vr(Clpar] — Xt (r,n));

q C p =Vr(=Clpar] — =Clgar]);

q b Xn =vr(Clgar] — Xt (r,n)).

On déclare z:p |} Xn, y:qCp, z:Clgar], k:—=XTn.

ii) On écrit les formules :

pF£Xn =Vr(Clpar],r | Xn —p | Xn);

q C p = Vr(=Clpar] — ~Clgnr]);

q | £Xn =vVr(Cignr],r | Xn — q | &n).

On déclare z:pf+Xn, y:qCp, z:Clgrr], u:rf Xn, v:Clpar], h:=(p [F Xn).
C.Q.F.D.

En utilisant les lemmes 49(ii) et 51 ainsi que wy | Vn®*Wp(®(n,p) — p’ C p), on obtient :

AnAz((lefl)(for)nz)(wo)nz |- Vn®"Wq(®(sn,q) — p' |- £&n).

Or, on a ccdl |- Vn®™3p ®(n,p) (lemme 45) ; on en déduit :

An(cc) Mk ((ccdl)(s)n) Az (k) ((lefl)(for)nz) (wo )nz |- Yn (py |- £&n).

On peut donc poser dec2 = AaAbAn(cc)\k((ccdl)(s)n)\x(k)((lefl)(for)nx)(a)nz.

Cela termine la preuve du théoreme 41.
C.Q.F.D.

L’axiome d’ultrafiltre sur N

On considere une algebre de réalisabilité standard A et un A-modele M dans lequel 'ensemble
d’individus (qui est aussi 'ensemble des conditions) est P = P(II)N.

La relation binaire € est définie par ||nep|| = p(n) si n € N; sinon, ||nep|| = 0.

1 est défini par 1(n) = @) pour tout n € N;

A est définie par ||ne (paq)|| = ||[nep A negql|| pour tout n € N.

L’axiome de représentation des prédicats sur N (RPN)

On définit la fonction récursive d’arité k, notée (nq,...,ni) (codage des k-uplets) :
(n1,n2) =n1 + (n1 +n2)(ny +n2+1)/25 (n1,...,nk1) = (N1, ..., k), Nka1)-

Proposition 52. |- VX3zVyi™. . Yy ((y1,...,yr)ex <> X(y1,...,yk)) 0t X est une variable
de prédicat d’arité k.

Soit X : P¥ — P(IT) un prédicat d’arité k. On définit a € P en posant :
a(n) = X(nq,...,ng) pour n € N, n = (ny,...,ng). On a alors immédiatement :
I =vy™ Yy (- ) ea = X(yn, . ur) et

TVt (X, k) = (1, k) £ 0).
On en déduit :

Ax(z)I | VXEIxVyfnt .. .Vygnt((yl, ooy exr — Xy, .., yk)) et
Ar (@) VX T2vy™ . Vg (X (k) = (0o yn) £ 2).
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11 suffit alors d’appliquer le théoreme 15.
C.Q.F.D.

Le schéma de compréhension pour N (SCN)

Soit Fly,x1,...,2z,] une formule dont les variables libres sont parmi y,x1,...,xt. On définit
une fonction d’arité k, soit gr : P¥ — P, autrement dit g¢gp : P*xN — P(II) en posant
gr(p1s-..,0k)(n) = ||F[n,p1,...,pkl|| pour tout n € N.

Proposition 53. On a |-Vai.. Vo Vy™ (yegr(z1,...,x1) < Fly,21,...,21]) pour toute
formule Fly,xzq,...,x].

En effet, on a trivialement :
I V.. Yo vy (yegr(z1, ..., 21) = Fly,z1,...,21]) et
I |-V, .. Yo Yy (Fly, z1,...,21) = yegr(zi,...,x1)).
11 suffit alors d’appliquer le théoreme 15.
C.Q.F.D.

Remarque. Le symbole de fonction binaire A est obtenu en appliquant SCN a la formule yex1 A ye xs.

Le modele générique

On désigne par C[z] la formule Ym™3In" (m + n) ez, qui exprime que Pensemble d’entiers x
est infini. Le prédicat C est défini par cette formule : pour tout p € P, |C[p]| est, par définition,
I'ensemble {7 € A; 7 |- C[p]}.

Il en résulte que la condition ~ :: t(p1,...,pn) = u(p1,...,pn) s’écrit :

Az yx [-Vp1 .. Vpu(Clt(p1, - - - pn)] = Clu(pr, - - -, pn)l)-

Pour terminer la définition de l'algebre B (et du B-modele N), il reste donc a trouver des
quasi-preuves oy, a1, @2, Bo, b1, B2 telles que :

ag [FVpVevr(Cl(pag)ar] — Clpa(gar)]); aq | Vp(Clp] — Clpal]);

ag = Vpvq(Clpag) = Clgl); Bo [ Vp(Clpl = Clpapl) s Au = YpYa(Clpag] — Clgapl) ;

B2 | VpYrvs(Cl((prg)ar)as] — Cl(pa(gnr))as]).

Or, on a facilement, en déduction naturelle :

FO:Vn(nex = nea’) — (Clz] = Cl2']) avec 6 = AfAudmAh(um)Indz(hn)(f)z.

D’apres le théoreme 5 (lemme d’adéquation), on peut donc poser o; = fa; et 5; = 05}, pour
des quasi-preuves o, 55(0 < i < 2) telles que :

Faf :VXVYVZ{(XAY)NZ > XANY ANZ)}; Fof :VX{X - X AT};

Fad :VXVY{XAY = Y}; FG :VX{X = XAX}; FB:VXVY{XAY - Y AX},

F By : VXVYVZVU{(X ANY)NZ)NU - (X ANY ANZ))ANU}.

La condition de chaine dénombrable

On montre, dans cette section le :

Théoréme 54.
La structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable dans M.

Il s’agit de trouver une quasi-preuve ccd telle que :
ced - VX 32 {¥n3p X (n, p), ¥nVp¥q(X (n,p), X (n,q) = p = q),
YnpYg(X (n,p), X (sn,q) — ¢ C p) —
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VREYp(X (1, p) = & C p) A (Fn"p(X (n, p) — Clp]) — Cla])}
ou p C ¢ est la formule Vr(C[par] — Clgar]).
D’apres le théoreme 15, cela revient a trouver une quasi-preuve ccd’ telle que :
ced’ |- VX3z{¥n™ 3p X (n, p), Vn"VpVq(X (n,p), X (n,q) — p = q),

Vn"pvq(X (n,p), X (sn,q) = ¢ C p) =

VRIp(X (1, p) = @ C p) A (FnVp(X (n, p) — Clp]) — Cla])}.
D’apres le théoreme 5 (lemme d’adéquation), nous pouvons utiliser la méthode suivante pour
montrer || F' :
Montrer || Aq,..., | A, puis
montrer Aq,...,A; F F au moyen des regles de la déduction naturelle classique du second
ordre (qui contient le schéma de compréhension), et des axiomes suivants qui sont réalisés par
des quasi-preuves dans le A-modele M :

e {7 u pour tous les termes clos ¢, u qui ont des valeurs distinctes dans M.
o Vit . val(t(zy,...,2) = u(w1,...,21)) pour toutes les équations entre termes qui sont
vraies dans N.
e Le schéma de fondation (SCF, voir théoreme 13ii) qui est constitué des formules :
VX, VXV Yy (X, Xy — f(y, @) £ 1), Xz, ..., X — 1]

— Vo' (X2, ..., Xpr — 1)}
ot f: P2 — P est telle que la relation f(y,z) = 1 soit bien fondée sur N.
e Le schéma d’axiome du choix pour les individus (ACI, voir théoréme 18) qui est constitué des
formules VZ(Vy"™F(Z, fr(Z,y)) — Yy F(Z,y));
Z = (r1,...,x) est une suite finie de variables, Vavy™ F une formule close quelconque, et fp
un symbole de fonction d’arité k + 1.
e L’axiome de représentation des prédicats sur N (RPN, voir proposition 52) qui est constitué
des formules VX3V ((y1,...,yp) ez & X7);
7= (y1,--.,yk) est une suite de k variables et X est une variable de prédicat d’arité k.
e Le schéma de compréhension pour les entiers (SCN, voir proposition 53), qui est constitué
des formules V&Vy™ (ye gp (%) « Fly, 7)) ;
Z = (x1,...,xk) est une suite de k variables, VnyintF est une formule close quelconque, et gp
est un symbole de fonction d’arité k.

Lemme 55. - VpVq(p C g < HmmtVnmt(n +mep —n+meq)).

On applique le SCN a la formule F[y,z] = y ¢ x; on obtient donc :
FVaYy ™ (ye -z < y )
en utilisant la notation —z pour gp(z).
On a pC q=Vr(C[par] = Clgar]) et donc pC g + Clpa—q] — Clgr—g].
Or, on a Clga—q] F Ym™3In™ (m +neqgAm+ngq) FL, dou:
pC q F=Clpag], soit +pC q— Im™Vni"=(m +nep A —(m +neq)).
Inversement, des hypothéses :
v/ (m/ 4’ ep — m! +n'eq), Ym™In"(m 4 nep Am+ner), on déduit :
Ym™3In M ((m! +m) +nep A (m' +m) +ner), puis :
VYm™ 30 (m 4 (m/ 4 n)eqg Am + (m’' +n)er) puis :
VYm™3In(m 4 neg Am+ner). Par suite :
v/ (! 4’ ep = m/ +n'eq) F Clpar] — Clgar] et donc :
Im/Yn/ M (m/ +n'ep —m' +n'eq) F Clpar] — Clgar].
C.Q.F.D.
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En appliquant RPN et le schéma de compréhension, on obtient :

I-VX3h D(h,X) avec D(h,X) = VE"Wn"((k,n)eh < Vg¥i™ (i < n, X (i,q) — keq)).
Le sens intuitif de D(h,X) est : “h est 'individu associé a la suite de conditions X rendue
décroissante”.

On applique SCN & la formule F'(k,n,h) = (k,n) e h. On obtient donc :
FVYnYRVE"Yn (ke gp(n, h) < (k,n)eh).
On utilisera la notation h,, pour gr(n,h). On a donc :
- VnVhVE™ (ke hy, < (k,n)eh).
et par suite : . . ‘
D(h, X) F VEMYRIY (ke by, > VgVi™ (i < n, X (i,q) = keq))
On pose ®(k,h,n) = Ji"{Vj"(j 4 neh, = (j <i)#1), i4+nehy, k=i+n}.
Le sens intuitif de ®(k, h,n) est : “ k est le premier élément de h,, qui est > n”
On applique SCN a la formule F'(k,h) = In't @(k, h,n). On obtient donc :
FVYAVE™ (ke gp(h) < In ®(k, h,n)).
On utilisera la notation inf(h) pour gr(h). On a donc :
F VAV (ke inf(h) < In'™ & (k, h,n)).
Les hypotheses de la c.c.d. sont :
HylX] = Vn?ntﬂpX(n,p) :
[X] = vn™"p¥q(X (n,p), X (n,q) — p =q);
Hy[X] = Vn™VpVYq(X (n,p), X (sn,q) = q C p);
H3[X] = Yni"p(X (n, p) — Clp).
On pose H[X] = {HolX], Hy[X], Hy[X], Hy[X]} et F[X] = {Ho[X], Hy[X], Ha[X]}.
Il suffit donc de montrer :
D(h,X), HJX] I VYn'"p(X (n,p) — inf(h) C p) et
D(h,X),ALX] & Clint(h).

Notation. La formule Yni™(

nep — neq) est notée p Cq.
Lemme 56. D(h, X) - Vm"™n™(h, ., C h,).

Cette formule s’écrit Ym"Wn""WE" (ke hy,yp — ke hy). Or, on a :
D(h, X) b YmnnWED (k& By, — Vg™ (i < n+m, X (i,q) = keq));
H lentannthlnt [VqVim_t(i <n+m,X(i,q) > keq) — Vavi™ (i < n, X (i,q) — keq)] :
D(h, X) F Ym™yn Mty et (vovimt (; < n, X (i,q) — keq) — kehy).
C.Q.F.D.

Lemme 57. D(h, X), Ho[X], H,[X] F Yn"™™WE™Np(X (sn, p), kep, ke hy, — ke hg,).

On a D(h, X), int(k), int(n) F Vp¥i™ (i < sn, X (i,p) = kep) — ke hg,.
Or,on a int(n), int(i), i < sn F i <nVi=sn, et donc:
int(n), Vp¥i™ (i < n, X(i,p) — kep), Vp(X(sn,p) — kep) F VpVi™ (i < sn, X(i,p) — kep).
Par suite, on a :
D(h, X), int(k), int(n) F Vp¥i™ (i < n, X(i,p) — kep),Vp(X(sn,p) = kep) — ke hgy,, soit :
D(h,X), int(k), int(n) - k€ hy, Vp(X (sn,p) — kep) — ke hgy,. Par suite :
D(h, X), int(k), int(n), Ho[X], H1[X] F Vp(ke hy, X (sn,p),kep — ke hgy).
C.Q.F.D.

Lemme 58. D(h, X), HJ[X] F Vn™p(X (n,p) — p C hy).
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Preuve par récurrence sur n. On doit montrer :
D(h, X), HJX], int(n) F VpIm™VI (X (n,p),l + mep — |+ mehy,).
Pour n =0, on a D(h, X) F VK™ (Vq(X(0,q) = keq) — ke ho). Il suffit donc de montrer :
D(h, X), HJX] F Vp3m™vitvg(X (0,p),l + mep, X(0,q) — |+ meq),
ce qui découle, en fait, de Hy[X], a savoir X (0,p), X(0,q) — p =gq.
L’hypothese de récurrence est Vp(X(n,p) — p C hy);
H3[X] est Vp¥q(X(n,p), X (sn,q) — q C p); Ho[X] est Ip X (n,p).
Par ailleurs, on a facilement ¢ E p,p C rF ¢ E r. On en déduit donc :
Vp(X (sn,p) = p C hy), soit VpImM™WIM (X (sn,p),l + mep — |+ mehy).
Or,ona D(h,X),Ho[X],Hi[X] F X (sn,p), l+mep, l+meh, = l+me hg, par le lemme 57.
On a donc Vp3Im™WIM (X (sn,p),l +mep — | +mehy,) cest-a-dire :
Vp(X (sn,p) = p C hgy,), ce qui est le résultat voulu.
C.Q.F.D.

Lemme 59. D(h, X), H(X) F Vn'™C[h,].

On a Vn'"™Wp(X(n,p) — C[p]) d’aprés Hs. Par ailleurs, on a facilement :

= VpVq(Clpl,p C ¢ — Clg]). En appliquant le lemme 58, on obtient donc :

D(h, X), H(X) F Vn'"%Wp(X (n,p) — Clhy]). D’out le résultat, en appliquant Ho[X].
C.Q.F.D.

Lemme 60. D(h, X), H[X] F Vn™3k™& (k, h,n).

D’apres le schéma de fondation (SCF), on a :
F VY (G ne by, — (Gii) #1),i +nehy = LY = Vi (i +neh, — L1).
Or, on a D(h,X),H[X] F Vn™C[h,] (lemme 59), donc D(h,X), H[X] F Va3 + ne hy,.
On en déduit D(h, X), H[X] b Vn™ Iy (5 4 ne by, — (jii) # 1),i +nehy}.
C.Q.F.D.

Lemme 61. D(h,X),H[X] + C[inf(h)].

On a Clinf(h)] = Vm™3iM (i 4 m e inf(h)).

Or, par définition du symbole de fonction inf, on a F YAVA™ (ke inf(h) <> In™®(k, h,n)).

Donc F Clinf(h)] + Ym™ 3™ In™d (i 4+ m, h,n).

Par définition de ®, on a trivialement F VYn""WE (d(k, h,n) — I (k =i+ n)).

Par ailleurs, on a D(h, X), H[X] F V™ 3k (k, h,n) (lemme 60).

Donc D(h, X), H[X] F Va3 & (i + n, h,n), dott D(h,X), H[X] + Clinf(h)].
C.Q.F.D.

Lemme 62. A ' A '
D(h, X), H[X] F VRVE"E "y nmtyn ™ (@ (k, b, n), (K h,n'), K > k — n’ > n).

On a ®(k, h,n) = iU (k, h,n,i), avec :

U(k, hyn,i) = {Vj™ (G +nehy, — (i) #1), i +nehy, k=i+n}.

On doit donc montrer :

D(h, X), H,[X], int(k), int(k'), int(n), int(n), int(i), int(s) F E(h, k,n,i, k' n',i') = L
avec Z(h, k,n,i, k', n',i") = {U(k, h,n,i), U(K' h,n' i), K >k n <n} cest-d-dire :
E(h k,n,i k0, i) =

Vi +neh, = (ii) #1), i +nehy, k=1i+n,

Vi G ey — () # 1), i+l ehy, K =i 40,

E >k, n' <n}.
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De n’<n et k=1i+mn,ondéduit n’ <k, donc k=75 +n
De k' >k, on déduit i +n’ > k, et donc j' < 7.
On a donc j' 4+ n'#hy, soit k¢ hy. Or, de n’ < n, on déduit h, C h, (lemme 56), donc
k¢ h,, ce qui contredit i+ nehy,, k =1+ n.
C.Q.F.D.
Par définition de ®, on a trivialement — VYn""WE(®(k, h,n) — kehy,).

D’apres les lemmes 56 et 62, on en déduit :

D(h, X), HX] = YRvE™YE " nintyn ™ (D (k, h,n), @K', h, 1), k' > k — K € hy,).

Le lemme 60 donne ‘Vnm‘tﬂkmtf_b(k:, h,n). On en déduit :

D(h,X),HJX]| F VnmtEIkmtVn’ by prmt (K h,n'), K >k — k' €hy),

et donc D(h, X), HJ/X] - VYn™(inf(h) C hy,).

Or, on a trivialement D(h, X) F Vit ety (ke by, X (n, p) — kep). D’on, finalement :

D(h, X), H{X] F Yn'™Wp(X (n,p) — inf(h) C p).

On a ainsi obtenu la quasi-preuve ccd’ cherchée, ce qui termine la preuve du théoreme 54.
C.Q.F.D.

L’ultrafiltre

Dans le modele A, nous avons défini [idéal générique J, qui est un prédicat unaire, en posant :
J(p) = x{p} pour tout p € P.

D’apres le théoreme 35, on a :

i) [F--J(1)

i) = va(=Clz] = J(x))

iii) |- Vavy(J (zny) — T (x) V T (1))

iv) = Va(Vy(=Clzry] = T (y)) = T (x))
v) Fvavy(J(z),y Ez— JT(y))

D’apres le théoreme 33, on a | F < | F pour toute formule close F' du premier ordre.

Remarque. Une formule “du premier ordre” comporte des quantificateurs sur les individus qui, & ’aide
du symbole ¢, représentent les parties de N.C’est donc une formule du second ordre du point de vue de
Iarithmétique. Mais elle ne comporte pas de quantificateur sur les ensembles d’individus.

int

D’apres les théoremes 15 et 30, on peut utiliser, dans F', le quantificateur Va'™', puisque le

quantificateur Yz est du premier ordre.

On a donc :

vi) [} Clz] Vmint_ﬂnint.(m +nex)

vii) Iy Cz < Im™n™(m +ney — m+nex)

vii) [FVn™nel; || VaVyVn™(nezay < nex Aney)

puisque les formules considérées sont du premier ordre. Les propriétés (i) a (viii) montrent que,
dans le B-modele N, la formule suivante est réalisée :

J est un idéal maximal non trivial sur l'algebre de Boole des parties de N qui sont représentées
par des individus.

Or, d’apres les théorémes 40 et 54, la formule suivante est réalisée dans N :

Toute partie de N est représentée par un individu.

La formule suivante est donc réalisée dans N :

J est un idéal mazximal non trivial sur ’algébre de Boole des parties de N.
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Programmes obtenus a partir de preuves

Soit F' une formule de arithmétique du second ordre, c’est-a-dire une formule du second ordre
dont tous les quantificateurs d’individu sont restreints a N et tous les quantificateurs du second
ordre sont restreints a P(N).

On lui associe une formule F! du premier ordre, définie par récurrence sur F :

e SiFestt=u, FIT =F.

e Si Fest Xt, F'est te X, ot X~ est une variable d’individu associée & la variable de prédicat
unaire X.

e Si Fest A— B, Ffest At — Bf.

e Si FestVaA, FIest vzt AT,

e Si Fest VXA, Ffest YX™ Al

On note que, si F' est une formule de l"arithmétique du premier ordre, alors F' t est simplement
la restriction F'™ de F' au prédicat int(z).

Soit F' une formule close de 'arithmétique du second ordre et considérons une preuve de F a
I’aide de I'axiome du choix dépendant ACD et 'axiome AU de I'ultrafiltre sur N, énoncé sous la
forme : “J est un idéal maximal non trivial sur P(N)”.
On en déduit immédiatement une preuve de F'f en ajoutant 'axiome RPN de représentation des
prédicats sur N : VX3JaVy(yez <> Xy). On obtient donc :
x: AU, y: RPN, 2z : ACD' F t[z,y, 2] : FT.
On a donc F u:AU, RPN — G avec u = AxdyAzt[z,y, 2] et G = ACD! — FT.
G est donc une formule du premier ordre.
Dans la section précédente, on a obtenu des quasi-preuve 6,6 telles que (6,1) |- AU et
(0',1) [l RPN (théorémes 40 et 54).
Le théoreme 28 (lemme d’adéquation) donne donc (u*,1,)(0,1)(¢',1) |} G, c’est-a-dire :
(v, (1uA1)AL) G avec v = ((qp)(ap)u*6)6'.
D’apres le théoreme 33, on a donc opv [ C[(1,41)A1] — G, c’est-a-dire :

& I C[(1,A1)A1], ACDT — F.
L’axiome ACD' est conséquence de ACI (axiome du choix pour les individus). D’aprés le
théoreme 18, on a donc une quasi-preuve 7o |- ACDT.
Par ailleurs, on a évidemment une quasi-preuve & [ C[(1,A1)A1].
On a donc finalement o v&ono |- F'.
On peut alors appliquer au programme ( = §v&ony tous les résultats obtenus dans le cadre de
la réalisabilité usuelle. Le cas ot F' est une formule arithmétique (resp. I1}) est étudié dans [12]
(resp. [13]).
Pour prendre deux exemples tres simples :
Si F=VX(X1,X0— X1),ona (*k.K' .7 > k*7 quels que soient les termes k, k' € A et la
pile 7 € II.

Si F = Ym™3ni"(¢(m,n) = 0), ott ¢ est un symbole de fonction, alors pour tout m € N, il
existe n € N tel que ¢(m,n) =0 et (xm.Tk.7T > kKk*xn.n.

T est la quasi-preuve de mise en mémoire des entiers donnée au théoreme 15(i).

m, Kk sont quelconques; en prenant pour s une constante, on obtient donc un programme de
calcul de n en fonction de m.
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Bon ordre sur R

Le A-modele M est le méme que dans la section précédente : I'ensemble d’individus est P =
P(H)N. Rappelons qu'un élément de P est appelé tantot individu, tantot condition, suivant le
contexte.

On pose (m,n) = m + (m +n)(m +n + 1)/2 (bijection de N? sur N). On définit une fonction
binaire ¢ : P? — P en posant :

o(n,p)(i) = p(i,n) sin € N; ¢(n,p) est arbitraire (par exemple 0) si n ¢ N.

Notation. Dans la suite, on écrira p,, au lieu de ¢(n,p). La donnée d’un individu p est donc
équivalente a celle d'une suite d’individus py,(n € N). Si¢,n € N, on a [|(i,n)ep|| = ||liepnl|-
On fixe un bon ordre strict < sur P = P(II)Y, isomorphe au cardinal 2% : tout segment initial
propre de < est donc de cardinal < 2%, On définit une fonction binaire, notée (p<q) en posant
(p<q)=1sip<q; (p<q) =0 sinon.

Comme la relation (p<¢q) =1 est bien fondée sur P, on a (théoreme 13) :

Y FVX[Vz(Vy((y<z) =1 Xy) = Xz) = Vo Xx]

dans le A-modele M, mais aussi dans tout B-modele N

On écrira, en abrégé, y <z pour (y<z) = 1.

Dans M et N, la relation < est donc bien fondée mais, en général, pas totale.

C’est une relation d’ordre strict, dans ces deux modeles, car on a immédiatement, dans le
modele M : I FVz((x<z) #1); I FVavyVz((z<y) =1~ ((y<z)=1— (z<z)=1)).
Comme il s’agit de formules du premier ordre, d’apres le théoreme 33, on a aussi, dans le
modele N : [FVz((z<z) #1); |FVaVyVz((z<y) =1— (y<z) =1~ (z<z) =1)).

Une condition p € P est aussi une suite d’individus pg. On va la considérer intuitivement comme
“ I’ensemble des individus pg41 pour kepy 7 ; cela pour définir la condition 1, la formule C[p]
qui exprime que p est une condition non triviale, et 'opération binaire A.

1 est 'ensemble vide, autrement dit ie 1 (c’est-a-dire (¢,0) e 1) doit étre faux. On pose donc :
1(n) = II pour tout n € N.

Une condition est non triviale si ’ensemble d’individus qui lui est associé est totalement ordonné
par <. On pose donc :

Clp] = ViV (ie py, j e po — Elpit1,pj+1]) avec :

Elz,y=(x =yVx<ayVy<zx) cest-a-dire Flz,y]=(x#y,(x<y) #1,(y<z)#1— 1).
L’ensemble associé a pag est la réunion des ensembles associés a p et a ¢; on pose donc :

pAg =1 ou g est défini par : |2ierg| = |liepoll; |20 + Lero|| = |lic qoll;

rj+1 est défini par : roi11 = pir1; T2 = Gyl

La notation p C ¢ signifie que 'ensemble associé a ¢ contient celui associé a p.

On pose donc :

p Cq=Vi"(iepy — Fj{j e qo, pit1 = gj+1})-

Lemme 63.

i) 0 -YpVg¥r(p C q,q Cr —p Cr) avec 0 = NfAghidzAh(fix)\jry(g)jyh.

ii) 8 |- VpVaYr(p C g — par C gar) avee 0 = AfXidyu((ed) (w)iy) ((F)(d2)iy) A (u)(do)
ot dg,dy,ds, e sont des quasi-preuves représentant respectivement les fonctions récursives :
n—2n, n—2n+1, n— [n/2], n— parité de n (e est a valeurs booléennes).

i) On suppose :
[ I Vi(ent(i),ie po, Vi(ent(j),j € qo — pit1 # qj+1) — L);
g I Vj(ent(y),j e qo, Vk(ent(k),kerg — qj+1 # ri+1) = L);
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x fiepo; h - Vk(ent(k),kero — piy1 # Tk+1); et on a i € |ent(i)].

D'ou fix |- Vj(ent(j),jeqo = pit1 # ¢j+1) — L.

Supposons y f-jeqo et soit j € |ent(j)].

Sipit1 = gj41, alors gjyh |- L; donc gjyh [ pit1 # gj+1. On a montré :
AjAy(g)jyh I=Vj(ent(5), 7 € go — pit1 # @j+1)- Donc (fiz)AjAy(g)jyh L.
ii) On suppose :

f i Vilent (), ie po, Vj(ent(j), j € go — pis1 # qj+1) = L)

U7 nr)o; Vi (ent(7),4' ¢ (anr)o — (o) # (anr)ysn).

Si on remplace j’ par 2j”, puis par 2j” + 1, on obtient, d’apres la définition de A :
(1) (u)(do)i" 35" eq0 = PAT)ir41 # Qjrrgr s

(2)  (u)d1)j" I35"ero = (PAT)irgr # Tjrsa-

Il y a alors deux cas :

o Sii'=2" ona y|i"epy et, dapres (1), (u)(do)j” 37" €qo — piry1 # qjr41. Donc :
Aj(u)(do)s |- ¥3(ent(7). € do — pviss # gea) ct, par suite :
() (d2))y)Aj(u)(do) L.
o Sit/=2"+1,ona y-i"erg et, dapres (2), (u)(d1)j"” 7" ero— rimy1 # rjrir.
En faisant j” = 4", on obtient (u)(d1)i"” " er9 — L et donc :
(u)i'y |- L.
On a donc, dans les deux cas :  ((ed')(w)i'y)(((f)(d2)i)y)Aj(u)(do)j | L.
C.Q.F.D.

Lemme 64.

i) 0 |-Vp¥a(p C q,Clq] — C[p]) avec

0 = N fAGNN Ax Az Audvdw(fi' 2" )N Ny (fix)N\jAy(9) 77 vy uvw.

it) | VpVq¥r(p C q,Clgrr] — Clpar]) autrement dit |- VpVq(p C ¢ — q C p).

i) Soient f |p C q,g9 | Clg], c’est-a-dire :

[ I Vient(é), ie po, Vj(ent(4), j € go = pit1 # ¢j+1) = L);

g |77 (ent(7), ent(7), = d0ss" 4o — Eldgisgyat]) ave :

Elz,y]=(x #y,(xqy) #1,(y<z) #1 - 1).

Soient x |~iepo, 2’ |4 epo,u [ piv1 # Piry1,v I+ Piv1 <pirt1) # Lw = Py <4piva) # 1.

Soient y |-jeqo, ¥ 4" €qo-

On a gjj'yy I Elgjs1,q41]; s piv1 = qj41 et pyp1 = gy, alors gj j'yy’ |- Elpig1, pir41],

donc gj j'yy'vow |- L.

On a donc A\jAy(g)ij'yy' uvw -ent(j),jeqo — L si pit1 = qj+1 et i1 = gjria.

Par suite, AjAy(9)jj yy'uvw |-Vj(ent(5),7eqo = pit1 # ¢j+1) si pi41 = qjr41, d'ou :

(fiz)\jry(9)ii'yy'wow [ L st pyiq = gjrqr, dolt:

MY (fix)NjAy(9)ji vy vow [-V5' (ent(5), 5" € o = pir41 # ¢jr41)- Donc :

(fi'x")AJ' Ny (fiz)AjAy(9)5"yy uvw |- L.

ii) Se déduit immédiatement de (i) et |- VpVgVr(p C ¢ — par C gar) (lemme 63).
C.Q.F.D.

Le lemme suivant montre qu’on peut construire I’algébre B et le B-modele .

Lemme 65. Il existe siz quasi-preuves ag, oy, s, Bo, B1, B2 telles que :

ag |+ VpVavr(Cl(pag)ar] — Clpa(gar)]) ; ax = Vp(Clp] — Clpal]) ;

ay [ VpVq(Clpag] — Clal) s Bo [+ Vp(Clp] = Clpap]) ; B1 I VpVa(Clpag] — Clgnp)) ;
Ba I VpVavrvs(Cl((prg)ar)ns] — Cl(pa(gar))as]).
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On montre seulement le premier cas. D’apres le lemme 64(i), il suffit de trouver une quasi-preuve

0 |- VpYqvr(pa(grr) C (pag)ar). On suppose donc :

y l-ie (pr(gnr))os u fi=Vi(ent(5), j € ((prg)ar)o — (pA(gar))ita # ((PAQ)AT)j41)-

Il y a trois cas :

e i =2{;o0naalors ylFiepg. On fait j = 2i = 44', donc u || ent(24),i € py — pirs1 # Pirt1-

On a donc : (u)(do)iy |+ L.

e ;=4 +1;o0onaalors y |Fi'eqp. On fait j =i+ 2 =4¢' + 3, donc :

ulf- ent(i +2),9" € qo — giry1 # girp1. On adone : ((u)(0)?*d)y |- L.

e i =4i'"+3;o0naalors y|Fi'erg. On fait j =i —3 = 44/, donc :

u - ent(i —3),i erg — 741 # rirp1. Onadone : ((u)(p)®i)y |- L

(p est le programme pour le prédécesseur).

On pose donc 6 = Nidyu(((eqi)(u)(do)iy)((w)(o)?i)y)((w)(p)3i)y, ol ey est défini par sa regle

d’exécution : ey xi.&en.Com = Eom (vesp. nem, (om) sii =44 (resp. 4’ + 1,4 + 3).
C.Q.F.D.

On montre maintenant le :

Théoréme 66.
La structure de forcing {C, A, 1} satisfait la condition de chaine dénombrable dans M.

Les hypotheses de la c.c.d. sont :

Ho = Vn3p X (n,p);

Hy = Vn™"Vp¥q{X(n,p), X (n,q) = p = q} ;

Hy = Yn"WpVq(X (n,p), X (sn,q) = ¢ C p);

Hy = Yn®™p(X (n,p) — Clp]).

Par ailleurs, d’apres le théoreme 18, on a une fonction binaire f : P2 — P telle que :
S |-vne (3p X (n,p) — KX (n, f(n, k))).

D’apres Hy, on peut donc aussi utiliser la formule :

Hl = Vn®M 3k X (n, f(n, k)).

On pose H = {Hy, H}, Hy, Ha, H3} et H. = {Hy, H}), Hy, Hy}.

Lemme 67. H VpVaym ™ yn (X (m, p), X (n,q) — Clpaq]).

On montre Ym™Vn™ (X (m, p), X(m +n,q) — ¢ T p) par récurrence sur n.
Pour n = 0, cela découle de H;, H3. Pour le pas de la récurrence, on utilise Hs.
On a donc Vp¥q¥m™Wn" (X (m,p), X(n,q) = pC qV qC p).
De p C g, on déduit C[pap] — Clgap], d’ou le résultat d’apres Hs et C[p] — Clpap].
C.Q.F.D.
On définit la limite cherchée h en définissant hg et hy,41 pour chaque m € N.
Pour m = (i,n, k) (c’est-a-dire (i, (n,k)) ), on pose |mehg| = ||X(n, f(n,k)) ANie(f(n,k))oll;
puis hny1 = (f(n,k))it-
Intuitivement, X’ définit une suite d’ensembles dénombrables, et h est la réunion de ces ensembles.
e Preuve de H, - X(n,p) = h Cp.
D’apres le lemme 64(ii), il suffit de montrer X'(n,p) — p C h, soit :
X (n,p),iepo, Ym®™(me hg,— hmy1 # pit1) — L, pour n,i € N.
On fixe k € N et on pose m = (i,n, k). D’apres la définition de h, il suffit de montrer :
X(n,p),iepo, VEY X (n, f(n,k)),ie (f(n, k)0, — (f(n,k))ir1 # piz1) — L.
Or,de Hiy,X(n,p),X(n, f(n,k)), on déduit f(n,k)=p et donc:
(f(n,k))o=po et (f(n,k))it1 = pi+1. On est donc ramené a montrer :
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X(n,p),ispO,Vkent(X(n, f(’I’L, k?)),iﬁpo — Pi+1 7& pi+1) — L.
Or, cette formule se déduit immédiatement de H).
e Preuve de H + C[h].
On doit montrer C[h], soit mehg,m’ e hg = Elhmi1, hmry1]. Or, on a:
m = (i,n,k); [lmeholl = |X(n, f(n, k) Nie (f(n,k))olls hmi1 = (f(n, k)it
m' = (i",n/, k)5 [[mehol| = [|X(n', f(n', k) Ni"e (f (0, K)ol s hnwia = (f (0, K))irga
De X(n, f(n,k)),X(n', f(n', k")), on déduit Clu] avec u = f(n,k)rf(n', k") (lemme 67).
On a donc :
lie (f(n,k))oll = 12ieull; [|'e (f(n,K))oll = 124 + Leull; hmi1 =uziv1; hnrs1 = ugiyo.
De Clu], on déduit Elug;t1,usy 2], c'est-a-dire E[hpmi1,Amri1]-
Cela termine la preuve du théoreme 66.
C.Q.F.D.

Le bon ordre sur P(N)
Dans le modele A, on définit le prédicat unaire G(z) = IpFi™{~T (p),icpo, = = Pit1}-
Lemme 68. | G(x),G(y) — E[z,y].

On doit montrer | —~J(p), 7T (q),i€po, T = pit1,J€q0,y = ¢j+1 — Elx,y], soit :

=T (p),~T(q),iepo,jeqo— Elpit1,qj+1]-
D’apres le théoreme 35(ii) et (iii), on a | =T (p), 7T (¢) — Clpag].
Il suffit donc de montrer |- Clpagl,iepo,jeqo — Epit1,qj+1]-
On montre ci-dessous qu'on a I |- C[pag,iepo, jeqo — E[pit1,qj+1). Comme c’est une formule
du premier ordre, cela donne le résultat voulu, d’apres le théoreme 33.
On a, en effet : pit1 = (PAG)2i415 ¢j+1 = (PAG)2542;

liepoll = [12ie (prq)olls 7€ qoll = [127 + Le (prq)ol-

On est donc ramené a montrer :
I'[t- Clpaql, 2i e (pAq)o, 27 + e (prq)o = El(pAg)2i+1, (PAQ)254-2]
ce qui est évident, par définition de C[pag].

C.Q.F.D.
Le lemme 68 montre que < est une relation totale sur G. Mais, par ailleurs, dans N, < est une
relation bien fondée. On a donc :
- G est bien ordonné par <.

On définit maintenant deux fonctions sur P :

e une fonction unaire §: P — P en posant |[icd(p)oll = ||t + Lepoll; 0(p)it1 = pita-

e une fonction binaire ¢ : P? — P en posant [|0¢¢(p,q)ol| = 0; ||li + 1ed(p,q)oll = lliepoll;

(P, = q; (p,q)i+2 = pi+1 pour tout i € N.
On a donc 6(¢(p,q)) =p et &(p,q)1 = q quels que soient p,q € P et par suite :

I |-VpVq(0(é(p,q)) = p); T -VpV¥a(s(o(p,q)) =p);
I |=Vp¥q(o(p, @)1 = q); T I YoVYq(é(p,q)1 = q).

Intuitivement, d(p) définit 'ensemble obtenu en 6tant p; de I’ensemble associé a p;
o(p, q) définit ensemble obtenu en ajoutant ¢ a 'ensemble associé a p.

Lemme 69. Sip,q € P, il existe ¢ € P tel que §(¢') =q et p;<q pour tout i € N.

Pour chaque a € P, on a §(¢(q,a)) = ¢. Mais l'application a — ¢(q,a) est évidemment
injective, puisque ¢(g,a); = a. Donc l'ensemble {¢(q,a); a € P} est de cardinal 2%°. Or, par
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hypothése sur <, tout segment initial propre de P, pour le bon ordre <, est de cardinal < 280. 11
existe donc ag € P tel que p; < ¢(q,ap) pour tout i € N. Il suffit alors de poser ¢’ = ¢(q, ap).
C.Q.F.D.

On peut donc définir une fonction binaire 1 : P? — P telle que I'on ait :
5(¥(p,q)) =q et (pi<t(p,q)) =1 quels que soient p,q € P et i € N. On a donc :

I =YpVq(0(¥(p,q) = q); T |I-YpVq(0(¥(p,q)) = q).
K1 |- Vpva¥i®™ (p; a(p,q)) ; KI || VpVaVi®™ (p; <4 (p, q)).

Lemme 70. On a |} VYq¢3z{G(x),d(x) = q}.

Ceci s’écrit |- Vq[VaVpVi®™(6(z) = q, i€ po, © = pir1 — J(p)) — L] ou encore :
I Vq[vpVi®™ (i e po, 6(piv1) = q — T (p)) — L].
En faisant ¢ = 0, il suffit de montrer :
(1) - Va[vp(0e po, d(p1) = ¢ = T (p)) — L].
En remplagant p par ¢(p, ¥ (p,q)) dans (1), on voit qu’il suffit de montrer :
It Ya=vp T (¢(p, ¥ (p. 0)))-

Lemme 71. |- VpVq(Clp] — Clo(p, ¥(p,q))])-

On a C[r] = Vi®™Wj*"(jerg, jerg — E[rit1,7j41]). Done, pour montrer |- Clp] — C[r], il
suffit de montrer :

(1) | Clp] — ViUV (i + Lerg, 5 + 1erg — Elripe,7j12]) et

(2) | Clp] = Vi (0ero,j + lerg — Elri,rj12)).

On applique cette remarque en posant r = ¢(p,¥(p,q)). Alors (1) s'écrit |- Clp] — C[p]
puisque ||i + lerg|| = ||iepol| et 742 = pi+1 et de méme pour j.
11 suffit donc de montrer (2), c’est-a-dire :

I Clpl = Vi (0 ¢(p,¥(p, @))o, J + 1€ d(p,¥(p, q))o = El¢(p, ¥(p, )1, 6, (P, q))j12])-
Or,ona I |-VYpVq(0eo(p,q)o); I [-VpVa(jepo = j+ 1ed(p,v(p,q))o);

I =Vp¥a(o(p, v (p, )1 =¥, q) ;5 I I-VpYe(o(p, ¥(p,q))j+2 = pj+1)-
1l suffit donc de montrer :

I Clp] = V5™ (j epo — E[(p, ), pj+1])

ce qui est trivial, puisqu'on a KI || VpVYg¥i®™(pj1 <9 (p, q)).

C.Q.F.D.

Lemme 72. XizAy((y)(o)i)z |- VpVq(p C ¢(p,q)).

Ceci s’écrit :
NidzAy((y)(o)i)x |- Vi(ent(i), i€ po, Vji(ent(5), j € o(p, )0 = ¢(p, a)j+1 # pi+1) = L)
ce qui est immédiat, en faisant j =i+ 1.

C.Q.F.D.

Ona [Fp C o(p,¥(p,q)) (lemme 72), d’out on déduit |- ¢(p,¥(p,q)) C p (lemme 64ii), et
donc | Clo(p, ¥ (p, q))] — Clpad(p, ¥ (p,q))]. D’apres le lemme 71, on a donc :

I Vp¥q(Clp] — Clprd(p, ¥ (p,q))]). Comme il s’agit d’une formule du premier ordre, on a, d’apres
le théoréme 33 : |- VpVq(Clp] — Clprd(p, ¥ (p, ))])
et donc, d’apres le théoreme 35(ii) : |- VpVq(—Clpag(p, ¥ (p,q))] — T (p)).

On applique alors le théoréme 36 qui donne : |}~ Yg—=Vp T (¢(p, ¥ (p, q)))

ce qui est le résultat cherché.

C.Q.F.D.
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Théoréme 73. Les formules suivantes sont réalisées dans N :
i) 1l existe un bon ordre sur l'ensemble des individus.
ii) 1l existe un bon ordre sur l’ensemble des parties de N.

i) Le lemme 70 montre que, dans N, la fonction § est une surjection de G sur I'ensemble P des
individus. Or, on a vu que la formule : “ G est bien ordonné par <” est réalisée dans N.

ii) D’apres les théoremes 40 et 66, la formule suivante est réalisée dans N : “ Toute partie de N
est représentée par un individu 7. D’ou le résultat, d’apres (i).

C.Q.F.D.

Le théoreme 73(ii) permet de transformer en programme n’importe quelle preuve d’une formule
de l'arithmétique du second ordre, utilisant I’existence d’un bon ordre sur R. La méthode est la
méme que celle exposée ci-dessus pour ’axiome de 'ultrafiltre.
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