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Säıd MOUSSAOUI1, David BRIE1, Cédric CARTERET2

1Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN), UMR 7039CNRS-UHP-INPL
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Résuḿe –Ce papier traite du problème de la śeparation de sources non-négatives en utilisant l’approche du maximum de vraisemblance. Il est
montŕe que cette approche peutêtre appliqúee avec succ̀es si on utilise une fonction non-linéaire d́erivée de la mod́elisation des distributions des
signaux sources par des densitésà support positif. Dans le cas des signaux de spectroscopie, qui est notre application principale, une bonne loi
candidate est la distribution gamma qui permet de prendre en compte conjointement la non-ńegativit́e et la parcimonie des signaux sources. Un
exemple synth́etique est pŕesent́e afin d’́etudier les performances de l’algorithme résultant.

Abstract – This papers addresses the problem of non-negative source separation using the maximum likelihood approach. It is shown that this
approach can be effective by considering that the sources are distributed according to a density having a non-negative support from which an
adequate non-linear separating function can be derived. In the particular of spectroscopic data which is our main concern, a good candidate is
the Gamma distribution which allows to encode both the non-negativity and the sparsity of the source signals. A synthetic example is used to
assess the performances of the resulting algorithm.

1 Introduction

Ce travail est motiv́e par le besoin d’appliquer les méthodes
de śeparation de sources au traitement des signaux résultants
de l’analyse de substances chimiques multi-composantes par
spectroscopie. Les objectifs du traitement sont l’identification
de la composition chimique de la substance et l’évaluation de
la proportion de chaque composante. D’après la loi de Beer-
Lambert, les signaux mesurés sont une combinaison linéaire
des spectres des composantes pures inconnues. C’est donc un
probl̀eme de śeparation de sources où les signaux sources cor-
respondent aux spectres pures et les concentrations de chaque
esp̀eces sont d́eduitesà partir des coefficients de mélange. La
contrainte principale de cette application est que les coeffi-
cients de ḿelange et les signaux sources sont non-négatifs.

Le mod̀ele d’observation suppose quem signaux mesuŕes,
not́esxt = [x1(t), . . . , xm(t)]

T , sont un ḿelange lińeaire dep
signaux sources non-mesurablesst = [s1(t), . . . , sp(t)]

T

xt = A st + et, (1)

où A est la matrice de ḿelange et de dimension(m × p).
Chaque colonne de cette matrice contient le profil d’évolution
de la contribution de chaque source dans les mélanges ob-
serv́es. Le vecteuret repŕesente les erreurs de mesure et les
incertitudes du mod̀ele d’observation. Ayantn échantillons,
(t = 1, . . . , n), et en utilisant une notation matricielle, le
mod̀ele de ḿelange est expriḿe par

X = A S + E, (2)

où les matricesX ∈ R
m×n,S ∈ R

m×n
+ et E ∈ R

m×n

contiennent, respectivement, les signaux mesurés, les signaux

sources et les séquences de bruits sur chaque ligne. En suppo-
sant que le nombre de sources est connua priori, le probl̀eme
de la śeparation de sources non-négatives consistèa esti-
mer les signaux sources et les coefficients de mélanges qui
reproduisent aux mieux les données tout en satisfaisant les
contraintes de non-négativit́e.

Afin de ŕesoudre ce problème, plusieurs approches sont pos-
sibles. La premìere est fond́ee sur une estimation par moindres
carŕes sous contrainte de non-négativit́e [1, 2]. Ńeanmoins,
cette approche ne fournit une solution unique que sous cer-
taines conditions restrictives [3, 4]. La sélection d’une solu-
tion particulìere parmi toutes les solutions admissibles se fait
alors par le rajout d’hypoth̀eses supplémentaires. Nous utili-
sons une approche du maximum de vraisemblance pour tenir
compte de l’hypoth̀ese d’ind́ependance statistique des signaux
sources. Sous cette hypothèse, c’est donc un problème d’ana-
lyse en composantes indépendantes non-négatives pour lequel
une ḿethode existante permet de faire la séparation dans le
cas de sourceswell grounded et orthogonales [5]. En revanche,
comme cela est montré dans [6], l’utilisation des ḿethodes ICA
qui imposent l’orthogonalit́e des sources, tels que JADE [7]
ou SOBI [8], peut mener̀a des estimations négatives lorsque
leséchantillons disponibles des signaux sources présentent une
corŕelation spatiale significative. L’approche du maximum de
vraisemblance n’impose pas cette contrainte d’orthogonalité
mais requiert la sṕecification d’une fonction non-lińeaire afin
d’obtenir les sources les plus indépendantes possible et dont la
distribution est proche de la densité correspondant̀a cette fonc-
tion non-lińeaire. Nous utilisons des distributions gamma qui
sont de bons mod̀eles pour tenir compte simultanément de la
non-ńegativit́e et de la parcimonie des signaux sources [9].
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2 Śeparation de sources non-ńegatives
par maximum de vraisemblance

2.1 Formulation du problème

Sous l’hypoth̀ese de signaux sources mutuellement statis-
tiquement ind́ependants et temporellement i.i.d et en tenant
compte du mod̀ele de ḿelangext = A st, dans le cas carré
(m = p) et non bruit́e (et = 0) et en introduisant la matrice
séparante, notéeB, l’estimée de cette matrice par maximum
de vraisemblance s’obtient par [10, 11]

B̂ = arg min
B

{

− log |det(B)|

−
1

n

n
∑

t=1

p
∑

j=1

log psj

(

[B xt]j
)

}

. (3)

L’optimisation de ce crit̀ere en utilisant la ḿethode du gradient
relatif/naturel [12] conduit̀a une misèa jour it́erative selon

B̂
(r+1)

= B̂
(r)

− µ(r)

[

1

n

n
∑

t=1

ψ
(

ŷ
(r)
t

) (

ŷ
(r)
t

)T

− I

]

B̂
(r)

, (4)

où ŷ
(r)
t = B̂

(r)
xt et ψT (z) = [ψ1(z1), ..., ψn(zn)] et

les fonctions de śeparationψj(z) sont d́efinies parψj(z) =

−
∂

∂z
log pzj

(z). Pour la cas òu m > p, une ŕeduction

de dimension de la matrice des données par transformation
aléatoire(p × m) ou par analyse en composantes principales
est ńecessaire avant l’application de cet algorithme.

Idéalement, les fonctions de séparation se d́eduisent des den-
sités de probabilit́e des sources recherchées [11, 13], qui dans la
plupart des cas ne sont pas connuesa priori. Il faudra alors es-
timer ces densités en m̂eme temps que la matrice de séparation.
Pour cela, la distribution des sources est approchée soit en utili-
sant les statistiques d’ordre supérieur [10, 14] ou par un modèle
paraḿetrique [11, 15]. Le choix d’un mod̀ele de distribution
permet de sṕecifier des informations préalables sur la structure
de la densit́e de probabilit́e des sources. Quelques exemples
de mod̀eles sont la gaussienne géńeraliśee, la distribution de
Student et le ḿelange de gaussiennes. Par exemple, les deux
premiers mod̀eles correspondentà des distributions unimodales
symétriques mais ne permettent pas de coder explicitement la
contrainte de non-ńegativit́e des signaux sources. Pour le cas
de sources asyḿetriques ou multi-modales l’utilisation d’un
mod̀ele de ḿelange de gaussiennes permet de s’affranchir de
cette limitation, mais le cas de sources non-négatives reste tou-
jours probĺematique.

2.2 Synth̀ese d’une fonction non-lińeaire

Afin de prendre en compte explicitement la contrainte de
non-ńegativit́e des sources, une modélisation de leurs distri-
butions par des densités à support non-ńegatif est ńecessaire.
Dans le cadre de l’analyse des signaux de spectroscopie, un
mod̀ele possible est la distribution gamma dont la densité de
probabilit́e s’exprime selon

p(s|α, β) =
βα

Γ(α)
sα−1 e−βs

Is≥0, (5)

où α et β sont les param̀etres de forme et d’échelle. Le choix
de cette densité est motiv́e par deux avantages ; celle-ci prend
en compte explicitement la non-négativit́e carp(s < 0) = 0, et
les deux param̀etresα etβ de cette densité peuvent̂etre utiliśes
pour ajuster sa forme asymétrique. La fonction non-lińeaire
correspondantèa la loi gamma est expriḿee par

ψ(s;α, β) = β − (α − 1) s−1, s > 0. (6)

Cette densit́e de probabilit́e està support non-ńegatif, donc
pour des estiḿees interḿediaires ńegatives, durant l’optimisa-
tion, il faudra red́efinir la fonction non-lińeaire selon

ψ(s;α, β) = β −
(α − 1)

max(s, ǫ)
, ∀ s ∈ R (7)

où ǫ est fix́e à une petite valeur (de l’ordre de10−3). Un
exemple de distribution gamma et de fonction non-linéaire qui
en ŕesulte sont illustŕes par la figure 1.
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FIG. 1 – (a) Distribution gamma pourα = 1.1 et β = 4 et (b)
fonction non-lińeaire associée pourǫ = 0.01.

2.3 Stabilité de l’algorithme

Des conditions suffisantes de stabilité de l’algorithme du
gradient relatif/naturel sont expriḿees par [16, 17]

E[ψ′(s̃j)s̃
2
j ] − E[ψ(s̃j)s̃j ] > 0 ∀ j = 1, . . . , p (8)

où E[f(s̃j)] sont les moments non-linéaires des sources
centŕees

s̃j = sj − E[sj ] = sj − αj/βj . (9)

Le calcul de ces moments donne

E[ψ′(s̃j)s̃
2
j ] = E

[

(αj − 1)

s̃2
j

· s̃2
j

]

= (αj − 1); (10)

et

E[ψ(s̃j)s̃j ] = E [βj s̃j − (αj − 1)] = (1 − αj). (11)

Par conśequent, une condition suffisante pour la stabilité de
l’algorithme est

αj > 1, j = 1, . . . , p. (12)

A partir de cette condition de stabilité, il apparâıt que seule-
ment des densités gamma ayant un paramètre de formeα > 1
peuventêtre utiliśees, ce qui est un inconvénient de l’algo-
rithme d’optimisation choisi. Nous revenonsà ce point dans
le paragraphe 3.2.
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2.4 Estimation des param̀etres des sources

Les param̀etres des densités gammaθ = {αj , βj}
p

j=1 sont
estiḿes conjointement avec la matrice de séparation par la
maximisation de la fonction de vraisemblance conjointe

(

B̂, θ̂
)

= arg max
B,θ

p(X|B,θ), (13)

La minimisation du crit̀ere qui en ŕesulte est ŕealiśee par un al-
gorithme de gradient alterné mettant̀a jour,à chaque it́eration,
la matrice de śeparation en utilisant la dernière valeur du vec-
teur de param̀etres et en utilisant cette nouvelle estimation de
la matrice de śeparation pour mettrèa jour ces param̀etres. La
mise à jour de la matrice de séparationétant ŕealiśee selon
l’ équation (4), les param̀etres des densités gamma sont mis̀a
jour selon

{

α
(r+1)
j = α

(r)
j − ρα∇αJ (s|α

(r)
j , β

(r)
j ),

β
(r+1)
j = β

(r)
j − ρβ∇βJ (s|α

(r+1)
j , β

(r)
j ),

(14)

où (ρα, ρβ) sont des pas positifs et


















∇αj
J (s|αj , βj) = − log βj + Ψ(αj) −

1

n

n
∑

t=1

log sj(t)

∇αj
J (s|αj , βj) = −

αj

βj

+
1

n

n
∑

t=1

sj(t),

où Ψ(αj) =
d

dα
Γ(αj) est la fonction digamma [18]. En tenant

compte des conditions de stabilité (12) et de la d́efinition de
la densit́e gamma, les valeurs deαj et βj sont contraintes̀a
αj ≥ (1 + ǫ) etβj ≥ ǫ où ǫ est fix́e à une faible valeur (10−3).

3 Exemple nuḿerique

Les signaux sources et les coefficients de mélange sont
simuĺes de sortèa ce qu’ils soient similaires aux données
résultantes de l’analyse de substances chimiques multi-
composantes par des techniques de spectroscopie. La figure 2
montre un exemple dep = 3 signaux sources normalisés (va-
riance unit́e) den = 1000 échantillons obtenus̀a partir d’un
mod̀ele simplifíe dans lequel chaque signal résulte de la super-
position deK = 15 motifs lorentziens et gaussiens dont les
amplitudes et les param̀etres de position et de dispersion sont
choisis de façon pseudo-aléatoire. Les profils des coefficients
de ḿelange sont simulés pourm = 3 observations.

Afin de mesurer la qualité de la reconstruction des signaux
sources, nous utilisons l’erreur quadratique moyenne norma-
lisée, not́eeEsj

et d́efinie par

Esj
=

n
∑

t=1

(sj(t) − ŝj(t))
2
/

n
∑

t=1

(sj(t))
2
, (15)

où ŝj est l’estiḿee de laj-ème sourcesj et les deux signaux
sont ŕeduits à une variance unité. Pour comparer les perfor-
mances globales, nous utilisons l’indice

Iglobal =
1

2p (p − 1)

p
∑

i=1

{(

p
∑

k=1

|gik|
2

max
ℓ

|giℓ|2
− 1

)

+

(

p
∑

k=1

|gki|
2

max
ℓ

|gℓi|2
− 1

)}

, (16)

où gij est(i, j)-èmeélément de la matriceG = B̂A.
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FIG. 2 – Signaux sources et coefficients de mélange simuĺes.

3.1 Cas sans bruit

La matrice de covariance empirique

R̂s =





1.00 0.13 −0.18
0.13 1.00 −0.22
−0.18 −0.22 1.00



 , (17)

n’est pas diagonale, ce qui montre que leséchantillons dis-
ponibles des signaux sources présentent une corrélation spa-
tiale non-ńegligeable. Ainsi, l’application d’une ḿethode qui
force l’orthogonalit́e (SOBI ou JADE) va produire une solu-
tion incorrecte, de m̂eme la ḿethode NNICA fournit des esti-
mations ńegatives, m̂eme si celle-ci consid̀ere la non-ńegativit́e
des signaux sources. D’autre part, l’application d’une méthode
fondée uniquement sur la contrainte de non-négativit́e (NMF
ou ALS) ne fournit pas une solution unique car les condi-
tions ńecessaires pour l’unicité de la solution sous la contrainte
de non-ńegativit́e uniquement ne sont pas satisfaites [4]. Par
ailleurs, notons la supériorité de l’approche du maximum de
vraisemblance en termes d’indice de séparation global ou de
qualit́e de reconstruction des sources.

TAB . 1 – Comparaison des performances des différentes ap-
proches. MLPSS correspondà l’approche propośee et mes in-
dices de performances sont exprimés en d́ecibels (dB).

JADE NMF NNICA MLPSS
EA -10.58 -16.20 -15.11 -35.88
EB -10.96 -15.88 -14.19 -42.25
EC -17.40 -14.14 -39.41 -40.30
Iglobal -12.06 -15.67 -15.90 -38.32

3.2 Cas avec bruit

Afin de discuter les performances de la méthode, un bruit
gaussien est ajouté aux observations. Le niveau de bruit est ex-
primé en termes de rapport signal sur bruit (RSB) défini comme
étant le rapport des variances des signaux non-bruités et des
séquences de bruit rajoutées. La figure 3 montre l’évolution
des performances des méthodes NNICA, MLPSS et BPSS [9]
en fonction du niveau de bruit. Pour un RSB très fort, l’utili-
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sation de la distribution gamma et l’estimation soit par maxi-
mum de vraisemblance ou par approche bayésienne donne de
meilleures performances que NNICA. En dépit du fait que
BPSS et MLPSS utilisent le m̂eme mod̀elea priori sur la distri-
bution des sources, les performances de BPSS sont supérieures,
ce qui s’explique par la restriction du paramètre de forme de
la densit́e gammàa une valeur suṕerieureà 1, afin de garantir
la stabilit́e de l’algorithme du gradient, et de la non-prise en
compte de la positivit́e des coefficients de ḿelange. En aug-
mentant le niveau de bruit, les performances de MLPSS di-
minuent puisque cette approche ne prend pas en compte la
présence du bruit sur les observations. Afin de palierà ces
limitations, une alternative est d’utiliser les algorithmes EM
(Expectation-Maximization) afin d’estimer conjointementles
coefficients de ḿelange et la covariance du bruit d’observation
et d’envisager des distributions gamma avec des paramètres de
forme inf́erieures̀a 1.
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FIG. 3 – Influence du niveau de bruit sur les performances de
NNICA, MLPSS et BPSS.

4 Conclusion

L’objectif de ce papier est de montrer que l’approche du
maximum de vraisemblance peutêtre appliqúeeà la śeparation
de sources non-négativesà condition de choisir des fonctions
non-linéaires ad́equates. La non-négativit́e des sources est prise
en compte via la synth̀ese d’une fonction non-lińeaire d́eduite
de la mod́elisation des sources par des densitésà support non-
négatif. Dans le cas de données spectrales, la non-négativit́e
et la parcimonie des signaux sources sont incorporées dans
la méthode de śeparation en utilisant des distributions gamma
pour la synth̀ese de fonctions non-linéaires appropriées. L’ana-
lyse des performances dans le cas de données bruit́ees a montŕe
la nécessit́e de consid́erer la pŕesence de bruit dans le modèle
d’observation et de prendre en compte conjointement la non-
négativit́e des signaux sources et des coefficients de mélange.
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