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RESUME
La notion de platitude a été bien définie et largement étudiée pour les systemes
dynamiques de dimension finie.

Une des conséquences marquantes de cette propriété est de permettre la pa-
ramétrisation des trajectoires (état et commande) par des fonctions libres et leurs
dérivées, rendant ainsi aisée la solution d’un probléme important en controle des
systemes dynamiques: la planification de trajectoires.

Pour les systemes linéaires de dimension finie, on a coincidence exacte entre
platitude et commandabilité, via la mise sous forme de Brunovsky.

La possibilité de définir une notion convenable de platitude en dimension infinie,
et d’étendre la notion de forme de Brunovsky a certaines classes de systémes de
dimension infinie est examinée, et une définition de la platitude est proposée pour
ces systemes.

L’étude de la platitude de I’équation générale de diffusion & une variable d’es-
pace est completement traitée. Une méthode d’obtention d’une paramétrisation
d’une famille dense de trajectoires est proposée, et la canonicité de la représentation
de ces trajectoires est démontrée. Divers cas d’étude sont proposés, avec des appli-
cations a la planification de trajectoires.

L’étude complete de 1'équation de Korteweg-De Vries mono-dimensionnelle
linéaire est réalisée, ainsi que celle d'un probleme de diffusion a deux variables
d’espace, montrant les possibilités d’extension de la méthode a un cadre beaucoup
plus général.

ABSTRACT
Flatness has been already well defined and widely studied for finite dimensional
dynamical systems.

One of the remarquable consequences of this property is to allow parametriza-
tion of trajectories (both state and control) by free functions and their derivatives.
It therefore provides an easy solution to an important problem in control theory:
motion planning.

For linear finite dimensional systems, flatness is exactly equivalent to control-
lability, via the Brunovsky canonical decomposition.

This work proposes a definition of flatness for a class of infinite dimensional
systems and extends Brunovsky canonical decomposition to infinite dimension. Fol-
lowing this new definition, the problem of flatness for a general linear 1-D diffusion
equation is completely studied. A method allowing the effective computation of flat
trajectories is given, and the canonical nature of this representation of trajectories
is proved.
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Introduction

La notion de platitude pour un systéme dynamique commandé a été abondam-
ment étudiée dans le cas des systemes dynamiques de dimension d’état finie (voir
par exemple [16],[36],[17]).

En effet, elle permet, localement ou globalement, la réalisation effective de la
planification de trajectoire et de la linéarisation par bouclage, avec une grande
simplicité de mise en ceuvre. Elle trouve donc des applications dans de nombreux
problémes de contrdle appliqué ([6],[39],[22],[2], [56],[8],[31][26],[30],).

Outre son intérét pratique évident, la platitude des systemes dynamiques en di-
mension d’état finie est un domaine d’étude théorique tres riche et encore largement
ouvert: malgré des avancées certaines (voir par exemple [25],[24],[7],[58],[57],[38],
[61],[37]), le probleme de la caractérisation des systémes plats reste encore un
probleme ouvert.

Depuis plusieurs années I'intérét pour le controle des systéemes de dimension in-
finie décrits par des équations aux dérivées partielles est allé en croissant. Lorsqu’on
veut controler de tels systeémes, on se trouve confronté a des problémes nouveaux
par rapport a la situation en dimension finie. En effet, il faut définir dans quel
espace d’état (espace de fonctions de une ou plusieurs variables) le probleme est
bien posé au sens de Cauchy, et avec quelles conditions sur la commande. Une ap-
proche maintenant classique et quasi-incontournable reposant sur des techniques
d’étude du probleme stationnaire par formulation variationnelle et la théorie des
semi-groupes (voir par exemple [5]) permet dans de nombreux cas de répondre &
ce probleme.

Il se pose ensuite des problemes de controle proprement dit, et en particulier
le tres important probleme de la commandabilité de tels systémes. Une méthode
désormais classique et efficace pour obtenir des résultats de commandabilité, lorsque
c’est possible, est la célebre méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method), mise au
point par J.L. Lions (voir [32]), fondée sur l'obtention d’inégalités d’observabilité
pour le probléeme adjoint.

On en trouve de nombreuses applications (voir par exemple [4],[46],[50]). De
facon générale, les résultats de commandabilité exacte concernant les systemes
décrits par des équations aux dérivées partielles non linéaires sont difficiles a obte-
nir.

Une nouvelle difficulté, qu’on ne rencontre pas en dimension finie, est que cer-
tains systemes, comme les équations de type diffusion, ne permettent pas, a cause
de leurs propriétés régularisantes, d’ obtenir une formulation satisfaisante, dans un
cadre fonctionnel ou il soit bien posé, du probleme de la commandabilité exacte.
C’est notamment le cas des équations qui seront étudiées dans les chapitres 2 et 4
de cet ouvrage.
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On peut cependant obtenir des résultats de commandabilité approchée pour une
tres large classe de ces systemes. Ainsi, la commandabilité approchée de 1’équation
de la chaleur linéaire et semi-linéaire a été étudiée dans un cadre tres général par
Fabre, Puel et Zuazua (voir [14]), par dualité en s’appuyant sur un résultat de
continuation unique pour le probléme adjoint (voir [40]) dans le cas linéaire et en
rajoutant un argument de point fixe dans le cas semi-linéaire.

Parallelement, dans le cadre des systemes linéaires de dimension infinie, les
bases d’une approche visant a généraliser a la dimension infinie les concepts familiers
de I'automatique linéaire en dimension finie, et en particulier ceux d’une approche
fréquentielle de la commande des systémes, tels que par exemple les notions de
pole, de fonction de transfert et de robustesse (voir [20] et plus récemment [11]).
On trouve par exemple dans [11] un citére de commandabilité approchée pour une
certaine classe de systemes tout a fait analogue a la version modale du critere
de Kalman en dimension finie. Tout ceci a motivé le désir d’étendre les concepts
généraux sous-jacents a la notion de platitude, a savoir la caractérisation d’un
systeme par ’ensemble de ses trajectoires, la paramétrisation de trajectoires par des
fonctions libres, I’équivalence des systémes, la notion d’endogénéité, aux systémes de
dimension infinie. On espere ainsi bénéficier en dimension infinie de la simplicité de
la synthese de lois de commande qu’apporte la platitude, ce qui est un atout certain
par rapport aux approches mentionnées ci-dessus. Parmi les travaux déja effectués a
ce jour, on peut citer [19] pour une approche algébrique trés intéressante, [45],[18]
pour des équations de type équation des ondes et [42],[41] pour des systémes &
retard, et enfin [12] pour ’équation de Burgers.

L’objectif du présent travail est d’étudier, pour des systemes de dimension in-
finie linéaires décrits par une équation aux dérivées partielles d’évolution (ordre de
dérivation en temps égal & 1), 'extension des notions mentionnées ci-dessus, et de
proposer une méthode systématique de construction d’'une loi de commande pour
la planification de trajectoire. Dans le cas des systemes linéaires de dimension finie,
la notion de paramétrisation par platitude est intrinsequement liée & la comman-
dabilité et a la forme de Brunovsky. C’est donc la démarche de mise sous forme de
Brunovsky que nous essayons, dans une certaine mesure, de généraliser au cas de
la dimension infinie.

Les résultats proposés concernent essentiellement les systeémes a une variable
d’espace, et & une seule commande. Une étude complete des équations d’ordre 2
en espace est effectuée, et il est montré sur un exemple que les notions exposées
et la méthode opératoire de synthese de la loi de controle pour la planification de
trajectoires s’étendent sans difficulté & des probléemes linéaires d’évolution mono-
dimensionnels d’ordre plus grand que 2.

Un exemple de probléme en dimension d’espace supérieure a 1 est également
proposé.
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CHAPITRE 1

Systemes plats en dimension finie et infinie

1.1. La platitude

1.1.1. Equivalence de trajectoires. La notion de paramétrisation des tra-
jectoires d’un systéme dynamique de dimension d’état finie, et donc 1'idée de ca-
ractériser un systéme par ’ensemble de ses trajectoires a donné lieu a 1’étude de la
notion d’équivalence entre systémes dynamiques (voir [17] et [36] pour un exposé
complet et une formalisation adéquate dans le cadre de la géométrie différentielle
de dimension infinie), et & une formulation trés générale de la propriété de platitude
pour un systeme dynamique de dimension finie.

Nous rappelons brievement les notions qui interviennent dans cette définition.
Soit un systéeme dynamique commandé

&= f(zu)
ou f est un fonction de classe C*° sur un ouvert X x U C R x R™, z € X,
u € U, nous considérons les trajectoires régulieres (c’est a dire de classe C*) de
ce systeme
t— (z(t)u(t) e X xU
ou x(t) et u(t) vérifient

&(t) = f(2(t),u(t)).

Nous définissons alors la fonction & valeurs dans X x U x R}, ott RY, désigne 1'espace
des suites dénombrables d’éléments de R™

t— £(t) = (z(t),u(t),a(t),...)
On a
E(t) = (f(@(8)u(t)),i(t)iit), . ..) = F(£).

&(t) peut donc étre considérée comme une trajectoire du champ de vecteurs de
dimension infinie F' (mais dont chaque composante ne dépend que d’un nombre fini
de variables).

Réciproquement, a tout champ de vecteurs de dimension infinie, mais dont
chaque composante ne dépend que d’un nombre fini de variables, on peut associer
un systeme dynamique classique.

L’espace RY est muni d’une topologie convenable (voir [36]), ce qui permet de
parler d’ensemble ouvert et de fonction régulieres, et de donner la définition d’un
systeme dynamique.

DEFINITION 1.1.1. Un systéme dynamique est la donnée d’une paire (O,F), ou
O est un ouvert de R, et F est un champ de vecteurs régulier de X x U x R .
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Dans cette définition, la notion de dimension d’état disparalt d’une certaine
fagon, comme le prouve I’exemple suivant:

EXEMPLE 1.1.1. Les deux systémes dynamiques usuels, ou f est un fonction
de classe C*° sur un ouvert X x U C R" x R™, z € X, u € U décrits par

pour le premier, et
&= f(zu
U =10

pour le deuxieéme,

ont la méme représentation en terme de champ de vecteur de dimension infinie, par
le champ de vecteur:

F(&) = (f(xu),0,i,. . .).
Le rajout d’intégrateurs sur les m entrées du systeme disparait dans la représentation
par des champs de vecteurs infinis.

L’exemple qui suit s’averera trés important.

EXEMPLE 1.1.2 (Le systéme trivial dans RY,). 1l s’agit du systeme (RY,,S) ol
S est défini par
S(’LL(),ul,UQ, .. ) = (u17u27’U,3, .. )
Il décrit n’importe quel systéeme fait de m chaines de longueur arbitraire finie
d’intégrateurs.

On peut alors définir la notion d’équivalence entre systemes

DEFINITION 1.1.2. Deux systémes dynamiques £ = F(£) et ¢ = G((), ot F
et G sont des champs de vecteurs de dimension infinie de classe C*°, sont dits
équivalents si

— il existe une transformation ® réguliere telle que ® : R*xRY, — RPxRY,

a des composantes qui ne font intervenir qu’un nombre fini de termes, et
pour toute trajectoire réguliere ¢t — (£(t)) du premier systeme,

(1) = ®(&(1))
soit une trajectoire du deuxieme.
— et réciproquement, il existe une transformation ¥ réguliere telle que ¥ :
RP x R} — R"™ x RY et pour toute trajectoire suffisamment réguliere
t — (¢(t)) du deuxieéme systeme,

§(t) =W (1)
soit une trajectoire du premier.

Une transformation ® pour laquelle ¥ existe est dite endogéne.

DEFINITION 1.1.3. Le systéme dynamique § = F(&), ou F est un champ de
vecteur infini de classe C°° de R™ x RY, est dit “plat” lorsqu’il est équivalent par
transformation endogéne au systéme trivial de RY,, c’est & dire & la donnée de v,

formé de m fonctions régulieres libres. Ces fonction régulieres libres sont appelées
sorties plates du systeme.
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REMARQUE. On peut donner une définition locale de la platitude (voir [36])
qui est souvent celle qu’on utilise en pratique.

REMARQUE. L’appellation sortie plate vient du fait que les fonctions libres
s’expriment en fonction de ’état et de la commande du systéeme d’origine et de ses
dérivées, elle a donc le statut de sortie du systéme, dont ’état est éventuellement
augmenté d’un certain nombre d’intégrateurs sur les entrées.

Un systeme (localement) plat au sens de cette définition est nécessairement
(localement) commandable.

De nombreux systeémes mécaniques, électriques, ou issus du domaine du génie
des procédés vérifient la propriété de platitude (voir [36] et [17] pour un recueil
d’exemples).

1.1.2. Planification de trajectoire pour les systémes plats. La notion
de platitude permet de résoudre un probléeme tres important de la théorie du
controle : la planification de trajectoires.

L’objectif de la planification de trajectoire est de fabriquer une loi de commande
en boucle ouverte pour amener un systéme donné d’un certain état initial, supposé
connu, & un état final connu. On peut imposer ou non le temps mis pour effectuer
ce changement d’état.

Pour un systéeme plat, 'idée permettant de résoudre le probleme de la pla-
nification est de faire la planification pour le systeme linéaire équivalent, puis de
revenir au systeme de départ grace au changement de coordonnées endogene. En
effet, le systeme étant plat, il est équivalent au systéme trivial formé de k chaines
d’intégrateurs

Y1,91,1 - . . dentrée yi!

Yk kU - - - d’entrée y*.

Nous notons Y le vecteur d’état de ce systeme, donc

US

Y = (ylayhjjla BN

et V le vecteur des entrées, donc

V=" y)-
Si nous traduisons en projection sur les deux premieres coordonnées la définition
d’un systeme plat, I’ existence de ® nous garantit qu'il existe (au moins localement)
un entier i et une transformation ¢ réguliere tels que ¢ : R x (R™)*F1 — RP xR™)
et pour toute trajectoire suffisamment réguliere t — (z(t),u(t)) du premier systéme,

(Y(t),V(t)) = ¢($(t)7u(t)au(t)’ s 7u(2) (t))
soit une trajectoire du deuxieme. En particulier, si on fixe un état initial, un état
final et un instant final 7', aux instants 0 et 1" on peut calculer les valeurs de
Y (0),V(0) et de Y(T"),V(T).
Réciproquement, il existe un entier j et une transformation i réguliére tels que
P RP x (R™)IFL — R™ x R™) et pour toute trajectoire suffisamment réguliere
t— (Y (t),V(t)) du deuxieéme systeme,

((t)ut) = (Y (&)Y (O),V(1),.... V(1))

71a R yk7ykagk “e 7y]’:lk_1)
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soit une trajectoire du premier.

On raccorde alors les deux états et les deux commandes Y'(0),V (0) et Y(T),V(T)
en prenant pour chaque y,,(t), m variant de 1 & k, un polyndéme de degré 2n,, + 1
dont les valeurs des dérivées au départ et a I’arrivée coincident avec celles du vecteur
Y. On note Y (t) et V(t) les fonctions obtenues.

La loi de commande désirée s’obtient alors en revenant au systeme initial par

(@ (1).a(t) = (Y ).V OV (1),....VO@)).

REMARQUE. Il faut bien sur tenir compte en pratique du fait que les pa-
ramétrisations ® et ¥ ne sont souvent que locales et gérer le passage de singularités
du systeme.

REMARQUE. En pratique, le fait pour un systéme dynamique, d’avoir des tra-
jectoires paramétrables par des fonctions libres et leurs dérivées, méme on n’a pas
équivalence entre ce systeme et le systeme trivial parce que le systéme n’est pas
commandable, est en soi tres intéressant dans bien des applications.

1.1.3. Linéarisation par bouclage dynamique. Outre les problemes de
planification de trajectoire en boucle ouverte, il faut aussi résoudre, dans les ap-
plications de controle industrielles, le probleme de 'asservissement du systeme
sur la trajectoire planifiée, afin de corriger les erreurs dues aux erreurs dans la
modélisation du systeme qui a servi a élaborer la commande en boucle ouverte et
leffet des perturbations, et d’optimiser les temps de réponse. Il s’agit de problemes
de suivi de trajectoires (ou “tracking”) et donc controle en boucle fermée pour les-
quels la notion de platitude joue aussi un réle par le biais de la linéarisation par
bouclage. On pourra consulter [36] pour un exposé trés complet de I'utilisation de
la linéarisation par bouclage pour le controle en boucle fermée de systémes non
linéaires. La linéarisation par bouclage se définit de la fagon suivante

DEFINITION 1.1.4. Un systéme dynamique
(1.1.1) & = f(z,u), ou (z,u) € R" x R™,

ou f est C°, f(0,0) = 0 et rang(dyu)(0,0) = m, est linéarisable par bouclage
dynamique si il existe un bouclage dynamique régulier

z = a(x,z,0)
u = b(x,z,v) ounzeRI veR™

avec équilibre en (0,0,0) tel que le systeme “augmenté”

= f(x,b(x,z,v))
z=a(x,z,0)

puisse devenir, par un changement de coordonnées (donc un diffeomorphisme) noté
¢ =Z(z,2), out £ € R™M4 un systeme linéaire £ = A€ + Bu.

Il découle donc de cette définition que

PROPRIETE 1.1.1 ( [36], section 2.1, th.2 et cor.2 ). Un systéme dynamique plat
au sens de la définition par équivalence est linéarisable par bouclage dynamique.
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On définit alors la notion de bouclage endogeéne par

DEFINITION 1.1.5. Le bouclage
Z = a(x,z,v)
u = b(x,z,v) ouzeR! velR™

est dit endogeéne si le systéme en boucle ouverte (1.1.1) est équivalent (au sens de
Péquivalence des trajectoires définie précedemment) au systéme en boucle fermée

& = f(z,b(x,z,v))
z2 = a(x,z,v).

Réciproquement, la propriété d’étre linéarisable par bouclage endogéne en un
systeme commandable entraine la platitude. En effet, par définition d’un bouclage
endogene, le systeme de départ est équivalent au systeme bouclé, qui est lui méme
équivalent par changement de coordonnées statique au systeme linéaire § = A&+ B
commandable: c’est la définition de la propriété d’étre linéarisable par bouclage.
Mais, par bouclage statique et changement de coordonnées, le systeme linéaire
é = A{ + Bv est équivalent a sa forme canonique de Brunovsky :

i = by

ykik) = by,

y”(;]lm) = bmvm;

ou les coefficients by, ...,b, sont non nuls, qui est le systeme trivial donné dans
I’exemple 1.1.2. Le systeme de départ est donc équivalent au systeme trivial, et
nous avons

PROPRIETE 1.1.2. Un systéme dynamique de dimension d’état finie est plat si
et seulement si il est linéarisable par bouclage dynamique endogéne en un systéme
linéaire commandable.

L’hypotheése d’endogénéité a, la encore, garanti que le bouclage dynamique n’a
pas rajouté d’état véritable au systeme, si ce n’est un nombre fini d’intégrateurs
sur les entrées des chaines de la forme de Brunovsky.

Cette hypothese est nécessaire pour sélectionner parmi les bouclages dyna-
miques réguliers une classe de transformations qui assure une correspondance bi-
jective entre des fonctions arbitraires libres ¢ — y(t) suffisamment dérivables et
les trajectoires suffisamment dérivables du systéme, et qui conserve la propriété de
commandabilité.

1.2. Platitude des systémes linéaires de dimension finie

1.2.1. Equivalence entre platitude et commandabilité. Dans le cas des
systemes linéaires, grace a la forme canonique de Brunovsky, il est aisé de voir
que tous les systémes commandables ayant le méme nombre de commandes sont
équivalents par bouclage statique, et donc qu’ils sont plats. Les sorties plates
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peuvent étre choisies comme étant les sorties des chaines d’intégrateurs de la forme
canonique de Brunovsky du systeme. Réciproquement, dans sa définition méme,
un systeme plat voit ses trajectoires paramétrées par des fonctions y libres et leurs
dérivées. L’hypothese d’endogénéité revient & affirmer qu’a tout instant, y et ses
dérivées peuvent étre reconstruites a partir de x et de u et ses dérivées. Il est
donc possible (voir [16]) de construire une trajectoire reliant n’importe quel état
de départ a n’importe quel état état d’arrivée, et le systeme est commandable.

Dans le cas des systemes linéaires, on a donc coincidence exacte entre la notion
de commandabilité et celle de platitude, et le lien se fait par I'intermédiaire de la
forme de Brunovsky.

1.2.2. Le cas des systémes linéaires & une commande: platitude et
décomposition de Brunovsky.

1.2.2.1. Le cas général. Soit un systeme linéaire de dimension finie comman-
dable & une commande

& = Ax + Bu,
ol A est une matrice (n,n), B est un vecteur de dimension n, et pour tout ¢, u(t)
est un scalaire et x(t) un vecteur de dimension n.

Les notions exposées dans les paragraphes précédents se réduisent alors a re-
chercher & priori une paramétrisation des trajectoires régulieres du systeme sous la
forme

N
(1.2.1) z(t) =Yy (t)es,
i=0
ot ici et dans toute la suite, y(?) designera la dérivée & Pordre i en temps de la
fonction y(t), et (eq, ea, ..., €,) est un base de I'espace d’état & déterminer. Notons
que nous ne faisons aucune hypothése a priori sur la valeur de N.
On doit avoir:

N
D B ein = Alen) = y(D) Aleo) +y ™ (Dew = Bult).

Comme cette égalité doit avoir lieu pour toutes les fonctions y dérivables N fois,
nous obtenons que nécessairement:

3(&07 . ,aNJrl) S RN+2 /
en =an+1B,
eEN—-1 — A(eN) = (LNB,

€y — A(el) = alB,

A(eg) = —aoB,
d’ott:
e; =ant1 AN "B+ ... +a; 2AB + a;41 B,
et
(1.2.2) Aleg) = an 1 ANT'B 4+ anANB ... + a3 A’B 4+ a1 AB = —agB.

A cause du critere de commandabilité de Kalman, des que le coefficient any1 est
non nul, on doit avoir N > n — 1, sinon (1.2.2) ne peut pas avoir lieu. De plus,
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les vecteurs ey,en—1,-..,eN—n+1 forment une base de ’espace d’état, et 'existence
des coefficients ag, . ..,an41 est assurée par la condition de rang.

Nous prenons ayy+1 = 1, et nous obtenons alors 'expression de u en fonction
de y et de ses dérivées par

(1.2.3) uw=agy + a1y + azi + ... + any®™ +y N,
Or, si nous écrivons la dynamique du systeéme en coordonnées dans la base en—p+1,
EN—n+2, ---,en (prise dans cet ordre) ol ¢1,ca, . . . ¢, sont les coordonnées de ey _,

dans cette base, nous obtenons également

Z1
Z2
d p—
dt B
Tp—1
Ln
C1 1 N 0 0 X1 0
Co 0 1 0 T 0
. T, : : + : u
Cn—1 0 .. 0 1 Tp—1 0
Cn —AGN—n+2 —AN—-p4+2 ... —AaN -1 Tn 1

Il est alors clair que la premiere coordonnée dans cette base, x; est un sortie plate
pour le systeme. En effet d’apres ’expression de la dynamique, la coordonnée z;
dans cette base s’exprime en fonction des i — 1 premieres dérivées de x; et u s’ex-
prime en fonction des n premieres dérivées de xy:

To = T1 — €121

T3 = Tg — Cox1 = T1 — C1&1 — C2T1

(n—1) (n—2) .

Tp = Tp—-1 — Cp—1T1 = Tq — 174

(n) (n—1)

U= —C1T; — .. —Cp_17

oo — Cp—171

+(aN—nt2 — Cp)T1 + AN—nt3T2 + ... + ANTH_1 + Ty

= Ign) —+ kn_lﬂjgn_l) + ...+ kol‘l

Réciproquement, x; se déduit de = par bouclage statique.
Supposons que N > n — 1, nous montrons alors que y ne peut pas étre une
sortie plate endogene du systéme. En effet, si elle I’était, nous pourrions écrire

y:llml—&—...—l—lpxgp),oﬁpEOetlpyéO

et en injectant cette relation dans (1.2.3)
u= lpngﬂ'H) + des dérivées d’ordre < N 4+ p+ 1 de ;.
Mais nous avons établi ci-dessus que
u = mgn) + kn,lxgnfl) + ...+ kox1,
d’oli, comme N + 1 > n et [, # 0, une relation du type

nger 1 _ combinaison linéaire de dérivées d’ordre < N +p 41 de 1,
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ce qui contredit le fait que x; est une sortie plate du systeéme, c’est a dire une
fonction libre.

Ainsi, pour avoir une paramétrisation endogene, il faut que N = n — 1. Dans
ce cas, comme la relation (1.2.2) est vérifiée, les coeflicients ¢; n’ont plus lieu
d’étre et la matrice dynamique du systeéme est sous forme compagne dans la base
€1, €a2,...,6,_1. En calculant le polynéme caractéristique de cette matrice, on voit
que le seul choix possible pour les coefficients a; est celui des coefficients du po-
lynéme caractéristique normalisé de A.

1.2.2.2. Forme de Brunovsky lorsque la matrice dynamique est inversible. Si A
est inversible d’inverse K le terme de plus bas degré du polynome caractéristique
de A est non nul. Notons ce polynéme

PX)=po+mX+ ... +pp 1 X" 1+ X",

on peut alors réécrire 'algorithme de calcul des e; sous la forme:

eo = —poK B
e = K(eo) — leB = K(eo) + Z—(l)eo,
(1.2.4)
en—1 = Key_3 _pnflKB = K(en72) + Pn= €0,
Po
K(ep—1) = —ie
n—1 o 0

Cette version de I'algorithme s’aveérera extréemement utile en dimension d’état infi-
nie, ou le polynéme caractéristique de A est remplacé par une fonction analytique
qui n’a donc pas de terme de plus haut degré.

1.2.3. Interprétation modale de la platitude. Si de plus A est diagona-
lisable, nous notons (d;, ..., d,) une base diagonalisante de A (ou base modale).
A; désigne la valeur propre associée a d;, et (by, ..., b,) sont les coordonnées de B
dans la base diagonalisante. La matrice de commandabilité de Kalman s’y écrit:

[BAB A’B ... A" 3B A" 2B A" 'B] =

by Aiby Mby o N AT ATy
by Aobo Aby o ATy ATy AT
bs Azbs Y1 D Vo PR Vi D Vo o
bn72 )\n72bn72 )\72172bn72 ‘e )\Z:gbn72 )\Zigbn72 )\Z:%bn72
bn—l )\n—lbn—l A%_lbn—l v AZ:?bn—l )\Z:%bn—l AZ:%bn—l
b Anbn Nb, ... A3b, A2, ARTlp,

Si 'un des coefficients b; est nul, la matrice ne peut pas étre de rang plein car elle
contient une ligne de zéros. De méme, si deux des valeurs propres de la matrice
sont égales, la matrice présente deux lignes proportionnelles, et elle n’est pas de
rang plein. Réciproquement, le déterminant de cette matrice est un déterminant
de Vandermonde, donc sa nullité entraine I’égalité entre deux A; ou la nullité d’au
moins un des b;.
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Ceci fournit donc une caractérisation modale de la commandabilité (et de la
platitude) dans le cas d’un systéme & une commande:

PROPRIETE 1.2.1. Pour qu’un systéme dynamique de dimension n a une com-
mande, & dynamique A diagonalisable soit commandable (ou plat), il faut et il suffit
que

— A ait n valeurs propres distinctes,

— et le vecteur de commande B ait une projection non nulle sur chaque
sous-espace propre de A.

Revenons dans ce cas a la paramétrisation (1.2.1), éventuellement non endogene
des trajectoires du systeme, nous avons la propriété de minimalité suivante

PROPRIETE 1.2.2. Si le systéme est commandable et la matrice A est diagona-
lisable a valeur propres simples, alors pour toute paramétrisation des trajectoires de
la forme (1.2.1)-(1.2.3)

N
T = Zy(i)ei
i=0

u:coy+cly—|—cQg'j+...+ch(N)—i—y(NH)

on a la factorisation

N n—1 N—n
ZCiXi+XN+1 _ <ZaiXi +Xn> (Zlel+XN—n+l>

=0 =0 =0
o
n—1 )
D(X) =) a; X"+ X"
=0

est le polynome caractéristique de A.
La paramétrisation peut donc se décomposer en
N-—n

w1 =Y dig!® 4y
=0

n—1 )
u = Zaixy) + x(ln)
i=0
et se réaliser comme la mise en série de deux systémes (voir figure 1).

DEMONSTRATION. Nous projetons la relation (1.2.2) écrite avec les coefficients
¢; dans la base modale. Nous obtenons pour chaque valeur propre Ax, 1 <k < n:

N
D eidi AT =P =0.
=0

Donc tous les A\, sont des racines de ce polynome.
Or, l'existence de n valeurs propres distinctes entraine que

n

k=1
donc D divise P, ce qui est la premiére assertion de la propriété.
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dxa/dt=xz, dy/dt=ys,
dxe/dt=xs, dy./dt=y,
g X1 . y
> > . >
dxn/dt=-an1Xn-An2Xn1+... % dyno/dt=-0n-nyn-n-OnniXnna-... —
—aoxitu paramétrisation -doy+x1 paramétrisation

Fiac. 1. Décomposition de la paramétrisation.

Posons P = DQ); la deuxieme assertion vient de la relation (1.2.3) qui s’écrit
d d d
u=Pm = () (W)

La méme relation (1.2.3) appliquée a la sortie plate z; fournit

w= D),

d’olt 21 = Q(£)(y), qui est le résultat annoncé. O

1.2.4. Planification de trajectoires. Nous détaillons ici la méthode in-
diquée précédemment.

Il s’agit de construire une loi de commande u(t) qui amene le systéme de ’état
initial (0) & l'instant 0 & I’état final x(7T") & l'instant 7. Nous appelons ici y la
sortie plate endogeéne qui est la premiere coordonnée dans la base de Brunovsky
construite par l'algorithme de la section précédente sous sa forme directe ou inverse
si c’est possible; nous avons y = Mx, ou M est la premiere ligne de la matrice de
changement de base.

Les valeurs de y(0), 9(0), ..., ¥ 1(0) sont donc des combinaisons linéaires
des composantes de (0), elles sont connues & I'instant 0. On les note dy, dy, ..., dp—1.
La valeur de (™ (0) est également connue, comme combinaison des valeurs z(0) et
u(0), on la note d,.

De méme, les valeurs de y(T), 4(T), ..., y™=D(T), y™(T) sont connues &
Iinstant T'. On les note fo, f1, ..., fn—1, fn-

On choisit alors de spécialiser y en lui donnant la valeur de la fonction po-
lynémiale p de degré 2n + 1 qui vérifie:

p(0) = do, p(T) = fo.
p(0) = dyi, p(T) = f1,

p"H(0) = dpr, (T = fra,
p™(0) = dp, p™(T) = fo.
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Les relations
n—1
o) = S0,
i=0

u=apy + a1y + asf + ...+ an_1y™ Y 4y,

ou les e; sont les vecteurs de la base de Brunovsky et les a; sont les coefficients
du polynoéme caractéristique de A, définissent une trajectoire du systeme allant de
2(0)en0a z(T) en T.

En particulier, la loi de commande

u(t) = aop(t) + arp(t) + agp(t) + . .. + an_1p™ () + p™ (1)

répond au probleme posé.

1.3. Extension de la notion en dimension infinie: exemple introductif

L’étude de cet exemple a été commencée dans [28] en utilisant une approche a
base de développements en série formelle des trajectoires. Elle a été ensuite reprise
dans [29], dans un cadre plus général. Nous en donnons maintenant une version
plus achevée faisant apparaitre les différentes approches possibles pour traiter le
probleme de la paramétrisation des trajectoires.

Considérons la tige mono-dimensionnelle:

0¢8(0,t) = 0

8x 1) 8(1,t) = u

[ ] « =

0 X 1

FiGg. 2. Tige chauffée a une extrémité, isolée a ’autre.

On commande la température en = 1, alors que extrémité = = 0 est parfai-
tement isolée. Ce systéme est modélisé par

(1.3.1) D0(x,t) = B,ab(zit), x €[0,1]
(1.3.2) 8,0(0,t) =0
(1.3.3) 0(1,t) = u(t),

ou O(x,t) est la répartition de température le long de la tige et u(t), la température
en 1, est la commande.

Nous allons montrer, en nous inspirant de la dimension finie, que ce systeme
est “plat” avec

y(t) := 0(0,t)
comme sortie plate. En d’autres termes, nous allons montrer qu’il existe (dans un
certain sens) une correspondance entre des fonctions arbitraires t — y(t) et un
ensemble suffisamment “grand” de trajectoires de (1.3.1)-(1.3.3).

En effet, pour un systéme de dimension d’état finie la propriété de platitude
consiste a demander que toutes les trajectoires au sens classique du systéme soient
(au moins localement au voisinage de I’état de départ) paramétrables par une fonc-
tion arbitraire et un nombre fini de ses dérivées. En dimension infinie, nous nous
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contenterons de demander que les points de départ et d’arrivée des trajectoires pa-
ramétrées (ou trajectoires “plates”) forment une partie dense, au sens d’une norme
convenable, de 'espace d’état du systeme, de telle sorte que comme en dimension
finie, on conserve le lien:

platitude < commandabilité (approchée)

1.3.1. Détermination de ’espace d’état: le probleme est bien posé
dans L?(0,1). D’apres les définitions et les résultats donnés dans I'annexe B, il
s’agit d’un probléme de controle bien posé dans L?(0,1). En effet, par rapport
aux systemes dynamiques de dimension finie, ou le théoreme de Cauchy garantit
toujours un probléme bien posé, dans le cas des systemes de dimension d’état infinie
décrits par des équations aux dérivées partielles avec conditions aux bords nous
devons nous assurer de ’existence, I'unicité des solutions et leur régularité au sens
d’une norme convenable vis & vis de la condition initiale et de la loi de commande.
Pour ce probleme, les résultats de ’annexe B prouvent que si la loi de commande
u est dans C1(0,T) et I'état initial est dans L?(0,1), nous obtenons une trajectoire
unique solution au sens faible du probleme. En prenant un état initial plus régulier
et une loi de commande compatible avec ’état initial, on obtient une solution forte
(ou classique) du probleme.

1.3.2. Solution par des développements en série. Une premiere approche
est de remarquer que le systeme “inversé”:

(1.3.4) Opz0(x,t) = 0:0(x,t)
(1.3.5) 9,0(0,£) =0
(1.3.6) 0(0,t) = y(1),

est sous forme de Cauchy-Kovalevsky. Nous cherchons donc tout d’abord une solu-
tion série formelle de la forme 0(xz,t) = ::g a,»(t)zi—; ou les a; sont des fonctions

de C>(0,1). Grace a (1.3.4)-(1.3.6), nous obtenons

Vi >0, { agi(t) =y (t)

azit1(t) =0,
si bien que
too @ 22
1.3. O(x,t) = INt)——.
(137) w0 = 00 g
La loi de commande formelle est donnée par:
+oo (1)
y(t)
1.3.8 t)=0(1,t) =
( ) U( ) ( ) ) vt (22)'

Nous donnons alors un sens a cette solution formelle en imposant a ¢t — y(t)
d’étre d’un ordre Gevrey o convenable. La définition ainsi que plusieurs propriétés
importantes des fonctions Gevrey sont données dans 'annexe C. Ce qui nous
intéresse ici est que ce sont des fonctions C*° dont la croissance des valeurs ab-
solues des dérivées est localement bornée par un terme en K"(n!)? pour la dérivée
d’ordre n.

On obtient le résultat qui suit, qui sera prouvé dans un cadre plus général dans
le chapitre 3.
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PROPRIETE 1.3.1. Siy(t) est de classe Gevrey o < 2, la solution formelle (1.3.7)
est Gevrey d’ordre o en t et deux fois continiment dérivable en x (en particulier,
la loi de commande formelle (1.3.8) est Gevrey d’ordre o).

Lorsque o0 = 2, on a le méme résultat en prenant R > 1 (R est le “rayon de
y(t) dans la définition C.1.5.

Nous avons donc établi, grace a cette propriété, que toute fonction Gevrey y(t)
d’ordre o < 2 définit une unique trajectoire (6(z,t)u(t)) de (1.3.1)-(1.3.3) qui soit
Gevrey d’ordre o en t et 1 en z. Réciproquement, toute trajectoire de (1.3.1)-(1.3.3)
qui est deux fois contintiment dérivable en x et Gevrey d’ordre o en t définit de
fagon évidente une unique fonction Gevrey y(t) := 6(0,t) d’ordre o. De plus, y
s’exprime directement, c’est a dire sans aucune intégration en temps, en fonction
de 0: notre paramétrisation n’a pas rajouté d’état au systeme, on dira donc par
analogie avec la dimension finie qu’elle est endogéne.

Pour o = 2, cette bijection a lieu entre les fonctions Gevrey y(t) d’ordre 2
et de rayon R > 4 et les trajectoires qui sont Gevrey d’ordre 2 en t et deux fois
contintiment dérivables en x.

1.3.3. Solution par une mise sous forme de Brunovsky. Nous propo-
sons dans ce paragraphe une autre approche pour traiter la paramétrisation des
trajectoires. L’idée directrice est de rechercher une trajectoire formelle non plus
sous la forme d’une série de puissances de x affectées de coeflicients qui dépendent
du temps, mais, comme dans la section 1.1, sous la forme:

ok
(1.3.9) O(z.t) = %,(f)ekﬂ(x),
k=0
_dry(t)
(1.3.10) u(t)—kzo s

ou y est une fonction indéfiniment dérivable. Nous tentons donc d’effectuer une
“mise sous forme de Brunovsky” du systéme, qui pourra mériter véritablement ce
nom lorsque nous aurons prouvé qu’elle est, en un certain sens, “canonique”, ce qui
sera fait par la suite au 4.4.

Reprenons donc le probleme de départ, et posons:

v(z,t) = 0(x,t) — u(t).

Il se transforme alors en un probléme de dimension infinie, trés semblable dans sa
forme au probleme linéaire général décrit dans la section 1.1. Nous considérons v
comme une fonction du temps, & valeurs dans L?(0,1) et nous obtenons:

(1.3.11) O = A(v) — Bu,
v(1,t) =0, 09w(0,t) =0,
ott 'opérateur A est défini sur D(A) a valeurs dans L?(0,1) par A(v) = v, avec:
D(A) = {v € L*(0,1)/v" € L*(0,1), v" € L?(0,1),
v(1) =0, '(0) =0},

et le vecteur B est la fonction constante qui vaut 1 sur [0,1]. Nous prenons @ comme
nouvelle variable de commande. En dérivant formellement et en substituant dans
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(1.3.11) nous obtenons:

0 k
vt) = 3D 0 () — aB)

k
prs dt
et
et dk+1
W(A(ek_i'_l —ax+1B)—er + arB) + yA(eg — agB) =
k=0
(1.3.12) .
¢ Y. B
dtk+1 arb.
k=0

Nous voulons que (1.3.12) soit vérifiée au moins pour toute fonction polynémiale
1y, ce qui entraine que

ep = apB,

A(eg4+1 — ag41B) = eg.
Nous utilisons alors le résultat classique suivant (voir la section A): A est inversible,

et K = A~! est un opérateur intégral auto-adjoint compact de L?(0,1); A est donc
Riesz-spectral et ses valeurs propres vérifient:

Da(\) = cosh(VA) = Z@)\k =0.
k=0 '

D 4, qui n’est autre que le déterminant de Fredholm de K, joue le réle du polynéme
caractéristique en dimension finie. Nous obtenons donc:

eo = agB,
ert1 = K(ex) + ar1B.

L’algorithme de Brunovsky fournit un choix naturel des coefficients ag: ce seront
les coefficients du développement en série de D 4. Nous utilisons la forme (1.2.4) de
lalgorithme comme ci-dessus, puisque B n’appartient pas & D(A) et qu’il n’y a pas
de “dernier” vecteur de base dans notre suite infinie.

Le calcul effectif donne:

eo(x) = B(x) =1
e1(z) = Kep(x) + %B(x)

x?—1 1 x?

a TuT
et par récurrence:
1 1.21'
ei(z) = Ke;—1(z) + mB(m) =50

Nous avons donc retrouvé le résultat obtenu par un développement en série posé
a priori, et la propriété de convergence des trajectoires formelles est alors identique
a celle obtenue précédemment.
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1.3.4. Densité. Il nous faut maintenant pour pouvoir qualifier ce systeme de
“plat”, vérifier que les états de départ et d’arrivée du systeme qu’il est possible de
raccorder par une trajectoire plate sont denses dans L?(0,1). C’est une conséquence
directe du théoreme de Stone-Weierstrass, qui affirme la densité des polynomes de
degré pair dans C(0,1) pour la norme uniforme (voir [52]), et donc dans L?(0,1)
pour la norme L2.

Cette propriété de densité va entrainer, comme nous allons le voir dans la
section qui suit, la commandabilité approchée du systeme dans L2(0,1): nous re-
trouvons bien, comme en dimension finie, le lien étroit entre commandabilité et
platitude. Cet aspect sera développé par la suite.

1.3.5. Application a la planification de trajectoire. La propriété de pla-
titude ainsi définie fournit une solution simple et constructive au probléeme de la
planification de trajectoire approchée.

En effet, supposons que le profil de température initial de la tige est

Vo € [0,1], 0(z,0) = Op(x), ©O¢ € L*(0,1).

Nous voulons trouver une loi de commande en boucle ouverte [0,7] 5 ¢ — u(t) telle
qu’a l'instant T le profil de température final soit “arbitrairement proche” de

Vo € [0,1], 0(z,T)=0r(z), Or¢c L*0,1).

Bien sur, ©( ainsi que O n’ont pas, en général, un développement en une série de
Taylor convergente de puissances paires de x a ’origine. Mais a cause de la densité
des polynomes de degré 2, pour tout € > 0 il existe des polynomes

no L2
HO(CE)ZZ]%W pi €R
i=0

i)’
n 2
p(z) = Z Gy eR
=0
tels que [|©g — Ip|| < € et ||O7 —Ir|| < € (ici et dans ce qui suit ||.|| désigne la
norme usuelle de L?(0,1)). D’autre part, en prenant

0 if t 0,1,

¢v(t) = -1 .
exp (W) if t €]0,1].

qui est d’ordre Gevrey 1+ 1/ pour v > 0 (voir annexe sur les fonctions Gevrey)
la fonction

0 ift<0

1 ift>1
@, (t) = t

—fol Or(TdT €lo,1],

fo ¢~ (7)dr

est aussi Gevrey d’ordre < 2 lorsque v > 1. Donc la fonction

e (S) (-0 (3)) (5052 ) (4)
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est Gevrey d’ordre < 2 lorsque v > 1 et satisfait a:
Y(i)(o) = DPi, Y(i)(T) = i, i =0,...,n
YD) =0, YOT) =0, i > n.

En nous inspirant de (1.3.8), nous définissons alors la loi de commande en
boucle ouverte:

+o00 13
Ut) =) Yo t € [0,1].

YRR
—~ (24)!

Nous considérons également une loi de commande approchée U € C2(0,T) telle que

sup |U(t)—U()| <e et sup ’fj(t)—U(t)‘ <e
te[0,T] te[0,T]

Un exemple de loi de commande approchée est:

i=0
obtenue en tronquant U & un ordre N suffissamment grand (on peut effectivement
trouver un tel N, puisque la série qui définit U, ainsi que toutes ses dérivées, est
uniformément convergente sur [0,7] en vertu de la propriété de convergence des
trajectoires formelles).

Grace a ces lois de commande nous obtenons le résultat qui suit, dont la
démonstration sera donnée au paragraphe 2.6

PROPRIETE 1.3.2. La loi de commande [0,T] > t — U(t) conduit le systéme
(1.3.1)-(1.3.3) de l’état initial Ty a Uinstant 0 a Uétat final Ur a Uinstant T, ceci
de fagon exacte.

La loi de commande approchée [0,T] > t +— U(t) conduit le systéme (1.3.1)-
(1.3.3) de ’état initial Oy a Uinstant 0 a U’état final Op a Uinstant T, ceci de fagon
approchée: il existe K > 0, indépendant de T tel que

16(..T) — ©r|| < Ke.

Nous avons donc prouvé en utilisant des arguments élémentaires et construc-
tifs la commandabilité approchée en un temps T quelconque de (1.3.1)-(1.3.3), en
utilisant une loi de commande tres réguliere (C'™° par exemple).

La figure 3 montre I’évolution de la température avec une loi de commande
générée par Y (t) = ®1(t), congue pour amener le systéme de I’état stationnaire 6 =
0 a Vinstant ¢ = 0 & 1’état stationnaire § = 1 a I'instant ¢ = 1 (la loi de commande
approchée est U tronquée a 'ordre 10).

1.3.6. Proposition de définition de la platitude en dimension infinie.
Au vu de l'exemple du systéme (1.3.1)-(1.3.2), nous proposons d’adopter pour la
définition de la platitude d’un systéme de dimension infinie linéaire & une commande
décrit par une équation d’évolution la définition qui suit.

L’idée, sous-jacente a la définition de platitude en dimension finie, de pouvoir
paramétrer les trajectoires du systéemes par une fonction libre et ses dérivées est
bien sur conservée.

Par contre la notion d’équivalence endogene est beaucoup plus difficile a re-
transcrire en dimension infinie. Puisque nous sommes dans le cadre des systemes
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Temperature profile (y Gevrey 2)

temperature

time t Y

length x

Fia. 3. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

linéaires pour lesquels, en dimension finie, la platitude équivaut a la commandabi-
lité, nous essayons de la remplacer par une exigence de densité des états joignables
par des trajectoires paramétrées. Cette exigence correspond, nous le verrons par la
suite, & une exigence de commandabilité approchée du systeme.

REMARQUE. Dans le cas des systemes de dimension infinie, la propriété de
commandabilité approchée s’avere parfois étre la seule propriété qu’on puisse obte-
nir. C’est le cas, par exemple, pour les équations de diffusion, ou l'effet régularisant
de 'opérateur en espace ne permet d’atteindre exactement que des états deux fois
continiment dérivables en espace.

DEFINITION 1.3.1. Un systéme comme ci-dessus sera dit “plat” si il existe une
paramétrisation des trajectoires du systeéme, c’est a dire une famille de fonctions
(@;)ien, et un espace fonctionnel G C C*°(0,T") tels que pour toute fonction y dans
G, la série

(1.3.13) > vV (Dai()
=0

converge normalement sur [0,1] x [0,7] vers une trajectoire au sens classique (c’est
a dire suffisamment continiiment dérivable en temps et en espace), et si de plus
le sous ensemble D de 'espace d’état H du systeme, formé des états de départ et
d’arrivée joignables par des trajectoires de la paramétrisation, est dense dans H,
ou H est supposé étre un espace de Hilbert.

Nous allons étudier diverses équations, toujours avec la méme démarche dictée
par cette définition.

Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés a ’étude de ’équation de diffusion linéaire.

Dans le chapitre 2 sont regroupées les étapes préparatoires (changements de
coordonnées, transformations par bouclages statiques sur les termes de bords)
nécessaires a I’étude du développement en série au chapitre 3 aussi bien qu’a la
construction de la paramétrisation des trajectoires du chapitre 4.
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La méthode des développements en séries, qui est étudiée au chapitre 3, corres-
pond a une classe particuliere de problemes a coefficients analytiques et a conditions
aux bords particulieres ol les fonctions «; sont analytiques, et la série (1.3.13) peut
étre resommeée en une série normalement convergente de puissances de x. Cet aspect
sera abordé dans la section 4.2.4.

Le chapitre 4 est ensuite consacré a la construction effective de la famille
(@;)ien, et a la preuve de la platitude au sens de la définition ci-dessus pour une
tres large classe d’équations de diffusion linéaires. Des exemples sont donnés au
chapitre 5.

Le chapitre 6 suit la méme démarche, appliquée a un systeme ou 'ordre de
dérivation en espace est supérieur a 2, et le chapitre 7 esquisse ce qui pourrait étre
fait dans un probléme de géométrie simple ou la dimension en espace est de deux.
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CHAPITRE 2

Equations aux dérivées partielles de type diffusion

Soit le probleme d’évolution linéaire avec une commande au bord, ou (z,t) €
[0,1] x [0,T7:

(2.0.14) Oy (a,t) = Ouay(@,t) + c1() 0oy (1) + co(2)y(,t)
(2015) lny(07t) + lué)zy(o,t) + l13y(1,t) + 1148xy(17t) u(t)
(2.0.16) lgly(O,t) + lgg@my(o,t) + l23y(1,t) + 1248wy(17t) = u(t)

Les fonctions ¢ et ¢ sont supposées étre C° sur un voisinage ouvert de [0,1]
dans R, a valeurs réelles, et les [;; sont des constantes réelles. La loi de commande
t — u(t) sera en général au moins dans C1(0,T"), si elle n’est pas dans C*°(0,T).

Nous allons, dans la section 2.1, transformer le systéme par changement de
coordonnées pour le mettre sous une forme standard, puis nous assurer dans la
section 2.2 qu’il s’agit d’un probléme bien posé.

Nous le transformons ensuite par bouclage des termes de bord de fagon a nous
ramener a une forme de systeme présentant des propriétés intéressantes lorsqu’on
désire paramétrer les trajectoires: c’est I’objet du paragraphe 2.3. Il n’est pas tou-
jours possible d’effectuer ces transformations: dans la section 2.4 nous effectuons
un examen de ces situations particulieres.

Nous terminons ce chapitre par deux sections ou sont regroupés des résultats
généraux concernant le probleme (2.0.14)-(2.0.16); dans la section 2.5 sont établies
des propriétés utiles de I'opérateur en espace du probléeme mis sous forme standard,
alors que dans la section 2.6 sont donnés des résultats généraux concernant la
commandabilité approchée de ce méme probleme.

2.1. Mise sous forme standard du systeme

Tout d’abord, en combinant les deux conditions aux bords, on peut toujours
ramener un probléeme d’évolution linéaire avec une commande au bord de la forme

(2.0.14)-(2.0.16) ci-dessus a:

(2.1.1) Ory(x,t) = Orpy(a,t) + c1(x)0py(a,t) + co(z)y(z,t)
(2.1.2) 1y(0,t) + 120:y(0,8) + lizy(1,t) + 1140,y (1,t) = 0
(2.1.3) 1219(0,t) + 12202y(0,t) + lazy(1,t) 4 l2402y(1,t) = u(t)

ou la commande n’apparait que dans une seule des deux conditions aux bords.
L’équation (2.1.2) sera désignée par la suite sous le nom d’“équation de contrainte”,
et équation (2.1.3) sous le nom d’“équation de commande”.

Grace au changement de variable:

c 012(£) de

O(at) :=elo y(x,t),
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(il s’agit I’équivalence de geauge d’un opérateur du second ordre quelconque & un
opérateur de Schrédinger, voir [43]) le probleme (2.1.1)-(2.1.3) se transforme tout
d’abord en

(2.1.4) O0b(xt) = 0pab(,t) + q(2)0(,t)
(2.1.5) a119(0,t) + a128$9(0,t) + a139(1,t) + a14819(1,t) =0
(216) a219(0,t) + a226$9(0,t) + a239(1,t) + a246$9(1,t) = u(t)
oll on a posé:

ajp =l — ClTw)llQ ajz = lia

a3 = (l13 — cléo) ll4 e fol CIT(g)dg a14 = Cléo) 1146_ fol CIT(g)df

azr = la1 — cléo) l22 aze = lao

a3 = (Z23 — ol 124) e~ Jo gy, = O yge=lo 55 dg
et q(x) = co(x) — —C%ff) _ ale)

11 suffit donc d’étudier %es probleémes de la forme (2.1.4)-(2.1.6) et de transpo-
ser les résultats obtenus: le changement de coordonnées effectué est extremement
régulier, puisqu’il s’agit d’'une multiplication par une fonction de = qui est C*° et
non nulle sur un voisinage de [0,1] .

2.2. Probléme bien posé

Nous donnons ici des conditions suffisantes pour que le probleme (2.1.4)-(2.1.6)
soit bien posé. Nous utilisons les concepts développés dans [11] (chap.3, sec.3) dans
un cadre général, en les adaptant au cas particulier du probleme.

DEFINITION 2.2.1. Le probléme avec commande au bord (2.1.4)-(2.1.6) est un
probleme bien posé si I'opérateur différentiel en espace:

E: D(E)— L*0,1)
E(f)=f"+q(x)f

o D(E) = {f € H*(0,1)/ a11f(0) + aof'(0) + a3f(1) + araf’(1) = 0,
a21f(0) + aze f'(0) + ags f(1) + ax f'(1) = 0},

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu, et si on peut
trouver une fonction F' dans C*°(0,1) telle que

allF(O) + algF/(O) + algF(l) + a14F’(1)
aglF(O) + CLQQF/(O) + aggF(l) + 0,24F/(1) =

0,
1

Si c’est le cas, lorsque u est dans C?(0,T), le probléme
(2.2.1) 2(t) = E(2)(t) — Fu(t) + Gu(t)

ol z est considéré comme une fonction de ¢ & valeurs dans D(E), et G = F" + ¢F,
(qui est obtenu en posant formellement z(t) = f(t) — Fu(t)), est bien posé au sens
défini dans ’annexe B et on a:

PROPRIETE 2.2.1 ([11] th. 3.3.3). Supposons que u est dans C*(0,T), et qu’en
t =0 on ait 2o = fo— Fu(0) € D(E). Alors la solution au sens classique du
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probléme avec commande au bord de la définition et celle du probléme (2.2.1) sont
reliées par

(2.2.2) z(t) = f(t) — Fu(t).
REMARQUE. Au sens de cette définition, le probleme

(2.2.3) O(x,t) = —0pa0(2t)

(2.2.4) 0,0(0,t) =0

(2.2.5) 0(1,t) = u(t)

est mal posé, puisqu’il 'opérateur en espace associé a une suite de valeurs propres
réelles positives tendant vers l'infini: il ne génére donc pas un semi-groupe continu,
par application du théoreme de Hille-Yosida B.3.1.

REMARQUE. Dans le cas des problemes & une variable d’espace, la fonction F
existe toujours (il suffit de la choisir polynémiale de degré suffisamment élevé).

En vertu des résulats donnés dans I'annexe B, le probleme sera bien posé des
que E est par exemple Riesz-spectral, ou maximal dissipatif. Nous montrons le
résultat plus général suivant, ou comme dans 'annexe A, nous avons posé

ay;  aij
Aij =

a2;  G2j

PROPRIETE 2.2.2. Si l'opérateur E est tel que:

- A24 7& 0:
— ou Ay # Aoz,
— ou Arp = Asy,

— ou A1z # 0 et tous les autres A;j sont nuls,
alors le probléme est bien posé.

DEMONSTRATION. La premiere, deuxiéme et quatriéme condition entrainent,
grace aux propriétés A.2.5 et A.2.8 que l'opérateur E vérifie la caractérisation du
théoreme de Hille-Yosida B.3.1, d’ou le résultat. La troisieme condition nous dit
que E est autoadjoint, et que son spectre est réel et admet une borne supérieure
positive, donc le théoreme B.3.1 s’applique. (]

La transformation permettant de passer d’un probleme de contréle au bord
a un probléme & commande répartie (de forme particuliere) a rajouté un état au
systeme, la variable u. Or nous avons la propriété suivante

PROPRIETE 2.2.3. Si l'opérateur E est inversible, alors il eriste une unique
fonction B solution de

B"+q(z)B=0
(226) anB(O) + algB/(O) + algB(l) + a14B'(1)
ang(O) —+ QQQB/(O) + aggB(l) —+ (l24B/(1) =

0
1.

DEMONSTRATION. Par contraposition, si B n’existe pas, il s’ensuit que toutes
les solutions de:

(2.2.7) " +aq@)f=0
(2.2.8) a1 f(0) + ai2f'(0) + a13f(1) + a1af'(1) =0
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vérifient

f"+qlx)f=0
a11f(0) 4+ a12f'(0) + a13f(1) + a1af'(1) =
a21f(0) 4 azz f'(0) + aza f(1) + aza f'(1) =

Or le probleme (2.2.7)-(2.2.8) a au moins une solution. Donc 'opérateur E admet
0 comme valeur propre, avec un sous espace propre associé de dimension > 1, et
n’est pas inversible. O

Dans le cas particulier ou E est inversible, on peut donc choisir F' = B et
obtenir un probleme séparé en un intégrateur et un probleme a commande répartie

Précisons bien qu'il ne s’agit pas d’un bouclage que nous effectuons réellement sur le
systeme, mais d’une simple transformation que nous introduisons pour des raisons
purement techniques de facilité de paramétrisation. Nous verrons au chapitre 4 qu’il
est intéressant de travailler avec des systemes de la forme ci-dessus, et donc avec
des opérateurs inversibles.

2.3. Transformation par bouclages

Nous allons maintenant étudier les transformations par des bouclages sur les
termes de bords de (2.1.4)-(2.1.6). Nous supposons le probléeme bien posé, et nous
proscrivons les bouclages pour lesquels 'opérateur d’arrivée ne satisfait aucune des
conditions de 2.2.2.

Il est fondamental de remarquer que si nous effectuons un bouclage par des
termes de bord sur (2.1.4)-(2.1.6) pour avoir une paramétrisation de (z,t), nous en
déduirons nécessairement une paramétrisation de u(t), puisque u(t) = a210(0,t) +
a200:0(0,t) + a30(1,t) + a240,0(1,t). Nous pouvons donc transformer par bou-
clage & notre guise (modulo le fait que le probleéme reste bien posé) les coef-
ficients de I’équation de commande (2.1.6), en conservant intacte ’équation de
contrainte (2.1.5).

2.3.1. Bouclage des termes de bords. De méme que nous avons associé
au probleme de départ son opérateur différentiel en espace F défini au paragraphe
précédent, nous associons a chaque probléme obtenu par bouclage & partir de (2.1.4)-
(2.1.6) son opérateur différentiel A défini par:

A: D(A)— L*0,1)
A(f) =" +a(2)f,
ol
D(A) = {f € H*(0,1)/ a11f(0) + a12f'(0) + ar3f(1) + araf'(1) = 0,
az1f(0) + aza f'(0) + @3 f(1) + G2a f'(1) = 0},
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et, si elle existe, une fonction B solution de
B" +q(x)B=0

(2.3.1) a11B(0) + a12B'(0) + a13B(1) + a14B'(1) = 0
a21B(0) + @22B'(0) 4 ao3B(1) + a4 B'(1) = 1.

L’action des tranformations par bouclages des termes de bords sur les systeémes
induit donc une relation d’équivalence sur les opérateurs associés. Nous allons exa-
miner 'orbite de F, 'opérateur associé au probleme de départ, sous ’action de ces
bouclages. Nous sélectionnerons dans cette orbite un ou des opérateurs présentant
des caractéristiques intéressantes pour la future paramétrisation des trajectoires.

Au vu de ce qui a été dit dans la section précédente, nous recherchons dans
lorbite de E un opérateur A inversible. Nous demandons aussi a A d’étre Riesz-
spectral, car nous verrons au chapitre 4 que nous savons paramétrer des trajec-
toires du systeme pour ces opérateurs. Comme il a été remarqué dans la section
précédente, l'inversibilité de A assure ’existence de la fonction B. Nous obtenons
le résultat suivant

PROPRIETE 2.3.1. Soit l’espace vectoriel (de dimension 1 ou 2) £ défini par:

E={feC™01)/f"+qf = 0,a11£(0) + a12f'(0) + ar3f(1) + ara f'(1) = 0}.

Nous savons trouver dans l'orbite de E un opérateur A comme ci- dessus, sauf dans
le cas ou:

— & est de dimension égale a 2,

— ou & est de dimension égale a 1, ’équation de contrainte du probleme a
la forme
fO)£f(1)=0
et tout générateur non nul B de £ vérifie B(0) = B(1) = 0.

Les cas ou A ne peut pas étre construits sont examinés dans le paragraphe
2.4. Retenons pour 'instant que sauf cas particulier, 'opérateur A introduit pour
paramétrer les trajectoires du systeme peut toujours étre choisi inversible et Riesz-
spectral.

DEMONSTRATION DE 2.3.1. Nous discutons de ’allure de l'orbite de E selon
la dimension de &.

Si dim(€) = 2, il contient nécessairement le systéme de solutions fondamentales
en zéro de f"4+qf = 0, noté (e1,e2). Nous montrons qu’alors £ contient une fonction
propre de E associée a la valeur propre 0; nous cherchons donc f = ce; + des telle
que a21 f(0) + a2 f'(0) + ags f(1) + az4f'(1) = 0. ¢ et d vérifient donc:

c(a21 —+ a2361(1) + (1246/1(1)) + d(a22 + a23€2(1) + 0246/2(].)) = 0

Nous en déduisons donc que soit ag; + asser(1) + asqse] (1) = 0, ce qui signifie que
e1 est une valeur propre de E associée a la valeur propre 0, soit as; + asser (1) +
az4€} (1) # 0, auquel cas on peut prendre:

(a2 +agsea(1) + axehH(1))

= - e1+ e

(a21 + agzer(1) + azael (1))

FE n’est donc pas inversible, et la méme démonstration vaut évidemment pour n’im-
porte quel opérateur dans I'orbite de E. Il n’y a donc pas de possibilité, par bouclage
des termes de bord, de remplacer F par un opérateur Riesz-spectral inversible.
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Si dim(€) = 1, nous désignons par B un générateur (non nul, par définition)

de £.

(1) sil’équation de contrainte ne fait intervenir qu'un seul bord, c’est & dire si

|a11]|+]a12] = 0 ou bien |a13]|+|a14| = 0, alors si par exemple |a13]|+]a14| =
0, il existe (a,b) # (0,0) tel que

aB(1)+bB'(1) =1 (car B est non nul)
et nous choisissons le bouclage:
az1 =0, a2 =0, d23 = a, a4 = b.

Dans l'orbite de F/, nous sélectionnons donc I'opérateur A dont les condi-
tions aux bords sont

a1 f(0) + ai2f'(0) = 0,
a3 f(1) + agaf'(1) = 0}.

Il est inversible, a conditions aux bords séparées, donc Riesz-spectral au-
toadjoint, et B est son vecteur associé.

Le cas ol |a11|+|a12]| = 0 est symétrique, et conduit aussi & sélectionner
un opérateur A inversible, & conditions aux bords séparées, donc Riesz-
spectral autoadjoint, avec B comme vecteur associé.

(2) si équation de contrainte fait intervenir les deux bords, c’est & dire si

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.6)

|a11\ + |a12| 7é 0et |CL13| + |CL14| 75 0, alors

(a) siajz # 0 ou ayy # 0, on choisit dsg et dgq de telle sorte que
Azq = a12G24 — a14aa2 # 0.
On ajuste les coefficients ao; et ao3 de telle sorte que:
a21B(0) + ag2 B'(0) + azs B(1) + az4B'(1) # 0.

D’ apres le théoreme A.2.3, ceci garantit le choix d’un opérateur
Riesz -spectral a condition que les poles de la fonction de Green de A
soit simples, et que les valeurs propres de A soient simples. De plus,
I’opérateur ainsi construit est inversible, puisque nous supposons que
dim(&) = 1.

(b) si @12 = a4 = 0 alors nécessairement:a;s # 0 et a;; # 0: nous
appliquons en core les résultats du théoreme A.2.3 en choisissant dgso
et ag4 de facon a ce que

Aio + Ay =0,
E=A4,4— A3 #0.

Un calcul élémentaire montre que c’est possible dés que le rapport

a = Zf ne vérifie pas:

a==x1.
Les deux autres coeflicients peuvent alors étre ajustés de fagon a ce

que (2.3.3) soit vérifiée, si bien que nous obtenons un opérateur A
Riesz-spectral inversible.
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(c) siaja =ays =0, et a = %1, c’est & dire a3 = +aq; # 0, alors nous
pouvons considérer que a1 = 1. Nous appliquons encore les résultats
du théoreme A.2.3 en choisissant par exemple oo = Goq4 = o1 = 0
et az3 # 0 de telle sorte que

A1z = Gog # 0,

alors que tous les autres coefficients A;; sont nuls. Cela garantit le
choix d’un opérateur A Riesz-spectral (car il est a conditions aux
bords séparées), et inversible si le générateur de £ ne vérifie pas

(2.3.7) B(0) = +B(1) = 0.

Dans le cas particulier ou £ est de dimension égale a 1, I'égalité
(2.3.6) est vraie et B vérifie 2.3.7 cette construction ne fournit pas
un opérateur inversible.

O

REMARQUE. A peut étre choisi & conditions aux bords séparées le plus sou-
vent, ce qui garantit qu’il est Riesz-spectral autoadjoint. En effet, pour choisir les
coefficients a;; de fagon & satisfaire aux relations (2.3.2) ou (2.3.4)-(2.3.5) (selon le
cas) et a la condition d’inversibilité qui garantit que la propriété (2.2.3) est vérifiée,
nous pouvons essayer le bouclage

a130(1,t) + a149(1,t) = u(t),

qui correspond au choix dg; = dos = 0, ass = a13 et dgq = ayg, st ce bouclage
convient, c’est & dire si I'opérateur obtenu est inversible et la propriété (2.2.3) est
vérifiée.

REMARQUE. Le fait d’étre Riesz-spectral n’est pas invariant par bouclage des
termes de bords, car les bouclages peuvent changer totalement la structure du
spectre d'un opérateur. Ainsi, I’ opérateur autoadjoint a conditions aux bords
séparées

Ey: D(E,) — L*0,1)
Ev(f) = f",
ou:
D(Ey) ={f € H*(0,1)/ [f(0)=0,f'(1) =0},
est équivalent par bouclage des termes de bord a l'opérateur
E,: D(E,) — L*0,1)
Ey (f) = f//v
ou:
D(Ey) ={f € H*(0,1)/ f(0) =0,f'(0) + f'(1) = 0},
qui correspond a un probléme bien posé, mais dont tous les sous-espaces caractéristi-

ques sont de dimension égale & 2, tous les sous-espaces propres sont de dimension
égale a 1, et tous les pdles de la fonction de Green sont doubles (voir [9]).
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EXEMPLE 2.3.1. Mettons en application les résultats du paragraphe précédent
sur un exemple académique, qui est le systeme

(9t9 = ame

6(0) +60(1) + 89592(1)

20,0(0) + 0(1) = uft)

=0

En vertu de la propriété 2.2.2, comme Agy = 1, il s’agit d’un probléme bien posé,
d’opérateur

E: D(E)— L*0,1)
E(f)=1"

ou

D(E) = {f € H(0.1)/ f(0)+ (1) + 37'(1) =0,
2f(0) + 7(1) = 0}.

En appliquant le théoreme A.2.3 de I'annexe A, comme la quantité Asy est non
nulle, E est Riesz-spectral si sa fonction de Green a des pdles simples, et si ses
valeurs propres sont de multiplicité 1.

Un calcul simple montre (voir 'annexe A) que les valeurs propres de E sont les

zéros de
sin(o 3
Dg(\) = sin(o) + 3 + 2cos(o) — osin(o),
o
ol \ = —o2.
Nous montrons que Dg et %DE n’ont pas de zéro commun, ce qui prouvera

la simplicité des valeurs propres. Pour cela nous observons que:

d d do
—Dp(\)=—D —
ax PeN = goDelo) s
-1 1 3 1
=— (cos(o)(— — 1) —sin(o)(—+ =) | .
2 o2 o o3
Supposons que Dg(A\) =0 et %DE(/\) = 0, alors on aurait apres calculs
cos(o) = _3_1H307 + 30°
7T T3 402 4 ot
in(c) 30 1—o02
sin(g) = ——————
e 2 3+ 402 1 ot

et donc nécessairement
9((14302)2 + 0%(1 — 02)?) = (6 + 802 + 20%)2,
c’est a dire
9((1 =302 = A1 = N)?) = (6 — 8\ +2)?)2 = 0.

Nous obtenons donc une équation de degré 4 en A, dont on vérifie que les valeurs
(numériques approchées) des racines ne satisfont pas les deux relations en sin et
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cos, ce qui contredit I’hypothese de départ. Donc F est a spectre simple et Riesz-
spectral.

On vérifie aisément que I’espace vectoriel £ est de dimension 1, et que la fonction
B définie par B(z) = 4x — 3 est un générateur de &.

Comme on a 2B'(0) + B(1) = 9, on en déduit que £ est solution de (2.3.1)
pour l'opérateur F, ce qui achéve de montrer que le probleme est bien posé.

En appliquant la démarche exposée au paragraphe précédent, nous pouvons ne
pas boucler le systeme et 'utiliser tel quel. Nous pouvons aussi, dans le cas ou nous
aurions su que le probleme est bien posé sans pouvoir étudier de fagon exacte la
simplicité des valeurs propres de F, effectuer un bouclage et choisir 'opérateur A
défini par:

A: D(A) — L*0,1)
A(f)=1"
ou D(A) = {f € H*(0,1)/ f(0) =0,
F)+ 3£ =0},

On montre sans peine qu’il est inversible et Riesz-spectral, car a conditions aux
bords séparées.
La fonction B asociée a A est donnée par (2.3.1), et on a

4z -3

Bla) = =

Notons que ce choix nous évite les calculs pénibles qui précedent.

2.4. Cas particuliers

Nous revenons ici aux situations particulieres mises en évidence dans la section
2.3, situations ou nous ne savons pas construire un opérateur A qui nous permette
par la suite de paramétrer des trajectoires du systeme.

Les notations sont celles de la section 2.3.

2.4.1. Le cas ou (2.3.6) est vérifiée. Nous nous plagons dans le cas ou
I’espace vectoriel £ est de dimension 1, engendré par un générateur B qui vérifie
B(O) = B(l) = O7 ou a12 = Q14 = O, et a1z = iall =1.

Les démarches décrites ci dessus ne s’appliquent pas, il faut donc se livrer
a un étude directe de Popérateur E (voir [9],chap. 12) pour savoir s’il est Riesz-
spectral inversible, ou si on peut trouver par bouclage un opérateur A Riesz-spectral
inversible dans l'orbite de E.

Nous n’avons pu trouver aucun exemple de systéme satisfaisant a ces conditions.
Il semble qu’aucun des cas usuel de diffusion linéaire ne rentre dans cette catégorie
de probleme.

2.4.2. La dimension de l’espace £ est égale a 2. Nous proposons un
exemple pour illustrer ce qui peut se produire dans cette situation. On y voit que le
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systeme, dans ce cas particulier, correspond & un systéme non commandable, mais
dont on peut malgré tout paramétrer certaines trajectoires.

EXEMPLE 2.4.1. L’exemple proposé est le suivant
O0(x,t) = Opab()t)
(2.4.1) 0:0(0,t) — 0,0(1,t) =0
0:0(1,t) = u(t).
Il s’agit d’un probleme bien posé. En effet, on vérifie sans peine que I'opérateur
E est Riesz-spectral donc qu’il génere un semi-groupe continu. Mais F n’est pas
inversible: I'espace vectoriel £ est engendré par la fonction constante égale a 1, et
par la fonction B(z) = z.

Grace au changement de variable z = § — Bu on peut transformer le probleme
en:

Opz(x,t) = Opgz(z,t) — B
0:2(0,t) — 0z2(1,6) =0
0:2(1,t) =0

Les fonctions propres de lopérateur E sont données par: ¢, (x) = cos(nwz), et
on a:

(cos(nm) — 1)

1
< ¢p,B>= /0 cos(nmx)rdr = -

0 si n est pair,
n;—7$2 sinon.

B est donc orthogonal aux fonctions propres d’ordre pair. Donc, en appliquant le

critére de commandabilité approché donné dans [11], on trouve que le systéme n’est

pas commandable. D’apres notre définition de la platitude en dimension infinie, le

systeme ne peut donc pas étre plat: ce résultat sera démontré de fagon rigoureuse

au chapitre 4.

Il est cependant possible de paramétrer certaines trajectoires de la fagon sui-
vante: nous réécrivons le probléme (2.4.1) comme un probléme & deux commandes;
les trajectoires seront donc données, puisque le probleme est linéaire, par la super-
position des trajectoires de deux problemes a une commande. Nous retrouverons le
probléme initial en prenant des valeurs opposées pour ces deux commandes.

Mettons en ceuvre cette démarche: (2.4.1) s’écrit

Ol (z,t) = Opb(x,t)
(2.4.2) 9,0(0,t) — 0,0(1,t) = up (£) + ua(t)
— 0,0(1,t) = ua(t),

et on retrouve bien (2.4.1) en faisant uy (t) + uz(t) = 0.
Les trajectoires de (2.4.2) sont la superposition de celles de

001 (z,t) = Orabr (1)
(2.4.3) 83091 (O,t) = Uz (t)
9,01 (1,0) = 0,
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et de celles de

8t02 (x,t) = 8959692 (.’E,t)
(2.4.4) 0:02(0,t) =0

— 6$92(1,t) = UQ(t).

Nous paramétrons les trajectoires de (2.4.3) en bouclant de fagon & avoir u; =
01(0,t), ce qui revient a utiliser 'opérateur A; défini par:

A1 : D(Al) — LQ(O,I)

Al(f) = f/lv
avec:
D(A) ={f € H*(0,1)/ [f'(1)=0, f(0) =0}

pour paramétrer les trajectoires de (2.4.3). Aprés un calcul tout & fait analogue &
celui de 'exemple introductif de la section 1.3, chapitre 1, nous obtenons:

Z 1—(E T

=0

up(t) = 9,01(0,t) = Zz:(g;fl)u’
y1(t) = 01(1,t).

De méme, nous paramétrons les trajectoires de (2.4.4) en bouclant de fagon & avoir
un = 05(1,t), et nous obtenons:

Zy(Z)

> (2)
us(t) = —9,02(1,t) = 21{27(15)

Y2 (t) = 92 (O,t) .

Le choix yo = y1 = y conduit a la paramétrisation souhaitée:

o 2)2 4+ (1 — 3)2
) = 3o g

oo ’L

u(t) = 9,0(1,t) 222_1
21

Le probléeme qui se pose alors est celui de la densité des états de départ et d’ar-
rivée compatibles avec cette paramétrisation, autrement dit celui de la commanda-
bilité approchée du systeme. Il est clair dans cet exemple que si a2 = a4 = 1, les
trajectoires obtenues présentent une symétrie par rapport au point x = % a tout
instant t. En particulier, at =0et at =T, tout les état de départ et d’arrivée que
I’on peut raccorder par de telles trajectoires présentent cette méme symétrie: on ne
pourra donc pas approcher n’importe quel état de L?(0,1) par de telles fonctions:
on retrouve le résultat de non commandabilité annoncé plus haut.
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Nous avons par contre déterminé un “sous espace commandable” plat du systeme,
et nous pouvons par exemple faire de la planification de trajectoire arrét-arrét: cette
simple propriété s’avere utile dans bien des applications pratiques.

2.5. Propriétés de 'opérateur en espace

Nous regroupons dans cette section des résultats simples, mais essentiels dans
toute la suite, qui concernent I'opérateur en espace de I’équation de diffusion linéaire.
On peut en résumer brievement le contenu par ces deux résultats: le déterminant
de Fredholm de 'opérateur inverse est une fonction entieére d’ordre de Weierstrass

(voir par exemple [55]) 1 exactement, et les coefficients de son développement en

2
série de Taylor admettent une majoration en %

2.5.1. Quelques propriétés des solutions fondamentales de 1’équation
linéaire d’ordre 2. Nous désignons par e1(x,\) et ea(x,\) les solutions respectives
de:

Y +q(z)y =Ny
y(0) =1,4/(0) =0
et

v +aq(x)y =Xy
y(0) =0,y'(0) = 1.

Elles forment un systéme de solutions fondamentales de ’équation y” + q(z)y = Ay
au point zéro. A ) fixé dans C, e; et es sont des fonctions C'°° sur un voisinage de
[0,1] dans C, et & z fixé dans [0,1], e; et es sont des fonctions entieres de A (voir
par exemple [9]).

On désignera de la méme fagon par f; et fo un systéme de solutions fondamen-
tales de 1’équation y” 4+ ¢(x)y = Ay au point un. De méme que ey et ey, fi et fo
sont des fonctions C*° sur un voisinage de [0,1] dans C, et & z fixé dans [0,1], f; et
fo sont des fonctions entieres de .

Vo et V; désigneront les opérateurs intégraux de Volterra définis sur L?(0,1)
par:

Yo € L2(0,1), y=Vw) e v +qx)y=v
!

et:
y € H%(0,1)
Vo e L2(0,1),y =Vi(v) & ¢ ¥’ +al@)y =0
y(1) =y'(1) = 0.

Il est aisé de vérifier que les noyaux de V; et V7 ont pour expressions respectives:
Z(x,8) = x(z = &)(e1(&,0)e2(,0) — e1(x,0)e2(£,0)),
U(z.8) = x(§ — 2)(=f1(£,0) f2(2,0) + f1(,0) f2(£,0)),

ot la fonction x est la fonction caractéristique de RT.
Z et U sont des fonctions C'*° par morceaux sur [0,1] x [0,1] qui vérifient la
propriété suivante:
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PROPRIETE 2.5.1.
AL >0/ V(z,£) € [0,1] x [0,1],
1Z(x,€)| < x(z = §L(z = &),
U(2,8)] < x(§ —2)L(§ — ).
DEMONSTRATION.
Y(z,£) € [0,1] x [0,1],
1Z(2,€)| < x(x = &) (Je2(z,0)e1(£,0) — e2(£,0)ex(£,0)]
+]ea(£,0)e1(£,0) — e2(£,0)er1(2,0)])

<1 - - 9 ([eaten 2ELZx20)

€
1'*6 61(570) I*f

La fonction hy(z,£) définie sur [0,1] x [0,1] par:

ei(z,0)—e1(£,0) ;
hi(2.€) = { o =g o 4

e} (z,0) sinon,

-+

2(7,0) — e2(£,0) D

est définie continue sur [0,1] x [0,1], donc bornée. Il en est de méme pour hy (définie
de fagon analogue & hy), ainsi que pour les fonctions e et es sur [0,1]. La grande
parenthese du membre de droite de la derniere inégalité est donc majorée par une
constante L > 0. Le méme raisonnement s’applique a U, et donc quitte a augmenter
sa valeur, on peut trouver une valeur de L pour laquelle le résultat annoncé est
vrai. (]

On en déduit la propriété:
PROPRIETE 2.5.2. L étant la constante obtenue au lemme 2.5.1, on a les ma-
jorations suivantes:
aM >0 /Vze[0,1],VieN,

1,21'

(2i)”

Vo (ex(10)(2)| < ML

Vi(er0) )] < ML
Vi(er (0 )] < ML
Vo) < it
o)) < iz S
Vi((-0))(@)] < ML%

Quitte a ajuster la valeur de la constante M, les mémes majorations sont valables
pour es.

DEMONSTRATION. Grace au lemme 2.5.1, si nous posons:

M, = sup( sup ‘61(1‘,0)|, Sup |f1(.%',0)|),
1‘6[071] xE[O,l]
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nous obtenons:

[Vo(er(-,0))(@)] < ML

S~ S—

Vi(£1(-,0)(z)| < ML

et par récurrence:

Vo (e1(-0) (@) = [Vo(Vg ™" (e1(-0))) ()|
@ Lim1e26-1)
< L/o (x— §)Memdf

21
< M.Li——
(29)!

et:

Vi (e1(40))(@)] = [V(VI7H (1(,0)))(@)]
Li*l(l _ 6)2(7,'71)

1

<o [ (e-mm e
i(lfff)%

= Meb

Pour obtenir une majoration pour Vg(e1(.,0)) (z) et V¥(f1(.,0))(x), on part des
Pégalités (qui résultent de la définition de Vj et de V4):

y=Vo(v) = o(z) = / " u(©)de - / " O Volv) (€)de
y=Ti0) = v - | " u(e)de - / " gV ©)de.

Posons M, = 51[1p] lg(x)]. En faisant y = V{(e1(.,0)) et en utilisant la majoration
xzc|0,1
qui précede nous obtenons donc pour i > 1:

V0@ < [ "V (e (0))(€)| de + / OV e (10)(©)] de
0 0
2

)
i—1

. 2t

<ML M

S Me(L™ Gy + el Gy
i1 in—l

< M1+ M, L)L 2

< M1+ M L)L o=

Le méme calcul s’applique pour Vi et fi, d’ou le résultat en posant:

M = sup(M,,M.(1+ M,L).
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La troisieme majoration s’obtient par:

Vo (e1(-0))" ()] = [V~ (e1(-0)) (@) — q(@)Vg (ex(-,0))(x))|

-, a?i? 2
<MLVt ——m—+ ML
= M( (26 —2)! + M (22’)!)
a2
<MA4+M,L)L'™7 ——
< M1+ M,L) (20 —2)!
‘ 222
<ML
- (21 — 2)!
Le calcul de majoration pour V; et f1 est analogue.
Les mémes calculs s’appliquent aussi a es et fs. O

PROPRIETE 2.5.3. Les fonctions e1(x,\) et fi(z,\) admettent le développement
en série entiere de puissances de A :

oo

(2.5.1) e1(z,\) = Z;Voi(el(.,()))(a:)/\i,
(2.5.) file) = ivafl(.,o»(xw.
De méme : i

(2.5.3) ea(x,\) = iVOi(eg(.,O))(m))\i
et o

(254 Fal ) = i‘/f(fa(-,()))(ww

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme 2.5.2, & ) fixé quelconque dans C, les séries
de fonctions de z (2.5.1),(2.5.2),(2.5.3) et (2.5.4) sont normalement convergentes
sur [0,1], ainsi que les séries des dérivées premieres et secondes terme a terme. Ces
séries définissent donc des fonctions C?(0,1) qui vérifient trivialement les équations
différentielles avec conditions initiales définissant eq, f1,es et fa, d’ou le résultat. O

2.5.2. Propriétés du déterminant de Fredholm. Dans le cas ou I'opérateur
en espace A du systéeme mis sous forme standard et éventuellement bouclé est in-
versible, nous savons (voir ’annexe A, section A.2) que l'inverse de A, noté K, est
un opérateur intégral compact & noyau C° sur [0,1] x [0,1]. C’est donc un opérateur
de Fredholm, et ’expression générale de son déterminant de Fredholm est donnée
par 'expression (A.2.1).

Les notations employées par la suite sont définies dans 'annexe A.

Comme conséquence directe du lemme 2.5.3 nous obtenons la propriété sui-
vante:
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PROPRIETE 2.5.4. Soit D4 le déterminant de Fredholm de K, alors on a, a
multiplication par une constante pres:

DA()\) :A12 + A34 + i(Agsz(el(,O))(l) + A13Vi(62(.,0))(1)
=0

+ ApVi(er(40)) (1) + A Vi(ea(.,0)) (1)N,

et D est une fonction entiére d’ordre de Weierstrass inférieur a %

De plus, les coefficients a; du développement en série entiére de D4 sont tels

qu’il existe deux constantes C' et P positives telles que:
Pi
a;| < C——
Jai] < (20)!

DEMONSTRATION. L’expression du développement en série de D 4 est une con-
séquence immédiate de (2.5.1) et de (2.5.3). Les majorations obtenues dans le lemme
2.5.2 prouvent le résultat sur la majoration des a; et 'ordre de Weierstrass de
Day. O

De plus, grace aux développements asymptotiques donnés dans ’annexe dans
le cas d’opérateurs vérifiant les hypotheses du théoreme A.2.3, on peut affirmer que:

PROPRIETE 2.5.5. Il ewiste une constante M > 0 telle que pour toute valeur

propre A; de A on ait:
M

T (mi+1))*

1
g

D’ou la propriété

PROPRIETE 2.5.6. La fonction entiére D s(\) est d’ordre de Weierstrass 5 evac-

2
tement.

DEMONSTRATION. Les zéros de D 4(\) sont les valeurs propres de A, et vérifient
d’apres la propriété immédiatement précédente, ou encore d’apres le théoreme A.1.3
si A est auto-adjoint & conditions aux bords séparées
1

i

) e

o0
Ing/ Yn > ng,¥e > 0, Z(
’i:no
ce qui entraine (voir [55]) que l'ordre de Weierstrass de D est > 1. D’apres la
propriété 2.5.4, nous savons que cet ordre est < %, d’ou le résultat. ([

2.6. Commandabilité “plate” approchée

Nous nous intéressons a la propriété de commandabilité approchée pour un
probléeme du type (2.1.4)-(2.1.6), que nous supposons bien posé au sens qui a été
défini dans la section 2.2. Apres un bref apercu des définitions et résultats existants,
nous donnons notre définition de la commandabilité “plate”.

2.6.1. Résultats généraux de commandabilité. On distingue principale-
ment trois notions de commandabilité:

— la commandabilité exacte en un temps donné T': on fixe ’état de départ
et d’arrivée, et on cherche une loi de commande générant une trajectoire
dont I’état initial et final au temps T' coincident exactement avec les états
fixés a 'avance.
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— la commandabilité approchée en un temps donné T": on fixe I’état de départ
et d’arrivée, ainsi qu’un voisinage aussi petit qu’on le souhaite de I'état
final. On cherche une loi de commande générant une trajectoire telle que,
partant de I’état initial prescrit, I’état final au temps T soit dans le voi-
sinage de I’état final souhaité. Cette propriété équivaut a la densité de
I’ensemble des états atteignables au temps 7' depuis un état de départ
fixé, ceci pour chaque état de départ possible.

— et enfin la commandabilité a zéro en un temps donné 7T': partant de n’im-
porte quel état initial, on veut pouvoir rejoindre I’état nul, exactement et
au temps 7.

Une méthode classique efficace pour obtenir des résultats de commandabilité
exacte, lorsque c’est possible est la célebre méthode HUM (Hilbert Uniqueness Me-
thod), mise au point par J.L Lions (voir [32]), fondée sur I'obtention d’inégalités
d’observabilité pour le probléeme adjoint. On en trouve de nombreuses applica-
tions: voir par exemple [4] pour 1’équation des ondes linéaire, et [50] pour une
application assez récente a I’équation de Korteweg-De Vries mono-dimensionnelle,
avec un résultat en non linéaire. De facon générale, les résultats de commandabilité
exacte concernant les systemes décrits par des équations aux dérivées partielles non
linéaires sont difficiles & obtenir (voir par exemple [61] pour I’équation des ondes
semi-linéaire mono-dimensionnelle , [10] pour 1’équation d’Euler, ol le résultat est
obtenu par d’autres méthodes inspirées des systémes en dimension finie et [23] pour
léquation de Burgers).

Certains systemes, comme les équations de type diffusion, ne permettent pas,
a cause de leurs propriétés régularisantes d’ obtenir une formulation satisfaisante,
dans un cadre fonctionnel ou il soit bien posé, du probleme de la commandabilité
exacte. C’est notamment le cas des équations étudiées dans ce chapitre. On peut
cependant obtenir des résultats de commandabilité approchée pour une tres large
classe de ces systeémes. Ainsi, la commandabilité approchée de 1’équation de la
chaleur linéaire et semi-linéaire a été étudiée dans un cadre trés général par Fabre,
Puel et Zuazua (voir [14]), par dualité en s’appuyant sur un résultat de continuation
unique pour le probléeme adjoint (voir [40]) dans le cas linéaire et en rajoutant un
argument de point fixe dans le cas semi-linéaire.

2.6.2. Un critéere modal de commandabilité approchée. De méme, on
trouve dans [11] dans le cas Riesz-spectral un critere “modal” de commandabilité
approchée, & mettre en parallele avec le critere de commandabilité (1.2.1) obtenu
en dimension finie, qui est le suivant dans sa version a une commande:

PROPRIETE 2.6.1. Considérons le systéme linéaire de dimension infinie d 1

commande

2= E(z)+ Bu
ot z est une fonction de t a valeurs dans un espace de Hilbert X, E est un opérateur
Riesz-spectral de X.

Nous désignons les fonctions propres de E par (¢n)ne(ny- Par définition d’un
opérateur Riesz-spectral, les sous-espaces propres de E sont tous de dimension égale
a 1. De méme, nous désignons les fonctions propres de E* par ({¥n)ne(n)-

De plus, nous supposons que B est défini sur R, a valeurs dans X et a la forme
suivante

Bu=ub, beX.



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

38 2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DE TYPE DIFFUSION

Alors le probléme est bien posé et le systeme est approximativement commandable
si et seulement si
VneN, <bi, >#0

2.6.3. Commandabilité approchée “plate”. Nous supposons que nous
avons affaire a un systéme plat au sens de la définition proposée dans 1.3.1: nous
avons donc trouvé un parametre plat y dans un espace fonctionnel adéquat, un
ensemble D d’états de départ et d’arrivée du systéme (2.1.4)-(2.1.6) joignable par
des trajectoires et une loi de commande paramétrée par y et ses dérivées, et nous
avons prouvé que D est dense dans L?(0,1).

Alors nous montrons que:

PROPRIETE 2.6.2. Si Oq est un état initial quelconque dans L?(0,1) du systéme
(2.1.4)-(2.1.6) et si O est un état final quelconque dans L*(0,1) dont on souhaite
rallier un voisinage aussi petit que l’on veut au temps T, si on note Iy et llp deux
états € D, tels que

(2.6.1) [©0 — ol <€
(2.6.2) 107 — Ty, < €

et si U(t) est la loi de commande plate € C*°(0,T) qui conduit le systéme (2.1.4)-
(2.1.6) de I’état initial Ty o Uinstant 0 a 1’été final U & Uinstant T, ceci de fagon
exacte, alors il existe une loi de commande approchée U(t) qui est au moins dans
C?(0,T) et qui conduit le systéme (2.1.4)-(2.1.6) de ’état initial ©q a l'instant 0 a
lété final O al’instant T, ceci de facon approchée: il existe Kp > 0, qui ne dépend
que de T tel que

10(.T) - Orll, < Kre.

DEFINITION 2.6.1. La propriété 2.6.2 sera appelée commandabilité “plate” ap-
prochée.

REMARQUE. Comme les lois de commande de la commandabilité plate ap-
prochée sont au moins C2, la commandabilité plate approchée implique la comman-
dabilité approchée usuelle, qui n’impose pas d’autre condition a la loi de commande
que d’étre dans ’espace des commandes pour lesquelles le probleme est bien posé.

PREUVE DE LA PROPRIETE 2.6.2. Comme dans la section 2.2, posons v(x,t) =
0(x,t)—Fu(t), et considérons le probléme transformé (2.2.1), et Popérateur différentiel
FE associé. E est par hypothese le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu.
Nous en déduisons (voir annexe B, prop. B.2.3) que, étant donné une condition ini-
tiale vg € D(E) et une loi de commande u € C?(0,T), le probleme (2.2.1) a une
solution classique unique contintiment différentiable sur [0,7] qui coincide avec la
solution faible du probléeme donnée par

(2.6.3) v(t) = Sty — /0 St — 7)(Fi(r) — Gu(r))dr,

ou Sg est le semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal F et les
notations sont celles de la section 2.2.
De plus pour tout ¢ > 0,

IS < Me*,

ol w est la borne de croissance du semi-groupe (voir annexe B, prop. B.1.1).
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Gréce & (2.6.3), nous avons
T
(2.6.4) IIp — FU(T) = Sg(T) (o — FU(0)) — /0 Sg(T —7)(FU(1) — GU(7))dr.

Nous estimons maintenant I’erreur finale commise lorsque nous appliquons une
loi de commande approchée U au systéme (2.1.4)-(2.1.6) en partant de 1’état ini-
tial 6y = ©¢ — U(0). Notons que cet état n’est plus nécessairement dans D(F) mais
seulement dans L?(0,1), et donc que, sauf situation exceptionnelle (voir annexe B),
la trajectoire suivie est une solution faible du probleme.

Posons AU := U —U. La loi de commande U sera, nous le verrons par la suite,
obtenue a partir de U comme une valeur approchée. Nous supposons qu’elle est

dans C%(0,T), et qu’on a:

(2.6.5) sup |AU(¢)| <e,
t€[0,T)

(2.6.6) sup AU(t)’ <e
t€[0,T]

Gréce & (2.6.3) puis a (2.6.4), nous obtenons

— §5(T) (00 — FU(0)) - /O Su(t — 7)(FU(r) — GO (r))dr
T
= 5p(T)(Tly — FU(0) + O — Ty — FAU(0)) — /O Su(T — 7)(FU(r) — GU(r))dr

T
— /0 Sp(T — 7)) (FAU(7) — GAU(7))dr
= Iy — FU(T) + Sg(T)(8y — Iy — FAU(0))

_ / U Su(T — 1) (FAT() - GAU(r))d-.
0

D’ou on tire que

0(.,T) — Ty =

FAU(T) + Sg(T)(0 — Iy — FAU(0)) — /T Sg(T — 7)(FAU(1) — GAU(7))dr.
0
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Donc,

10(.,T) = Orlly, < ||©1 — Iz |, + [|0(.,T) — Iz,

< |©r — Iz, + K; S[up ] AU ()| + |Se(T)| - |©0 — o + AU(0)]l,
te[0,T

T T
+ s |AU(D)| / |S&(T =)l [Fll,dr + sup |AU(D)] / |S5(T ~ 1), [Gll, dr
te[0,T) 0 te[0,T] 0

< |07 — Iz|| + Me*T (|00 — || + AU (0)]]) + K, s |AU(t)]
te[0,T

T
+ ( sup AU(t)‘+ sup |AU(t) )M K, / e T dr
te[0,T] te[0,T] 0

wT_l
< <1 Ky 4 2Me*T 4+ 2MK, S ) e,
w

oll nous avons posé
Ky = sup |F(z)|,
z€(0,1]
et
Ky = max([[Flly, [|G]5)-
La propriété est donc prouvée, avec
wT _ 1

Kp =1+ K, +2Me“T +2MKyS
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CHAPITRE 3

Developpements en série de puissances de x

Cette approche consiste a rechercher des solutions sous la forme de développements

en série formelles a priori. Elle a le mérite d’une grande simplicité de mise en ceuvre.
Nous 'avons appliquée dans I'exemple 1.3, ou I’équation de contrainte est localisée
sur un bord, ce qui permet par bouclage de mettre le probleme initial sous forme
de Cauchy-Kovalevsky. Cela sera possible, de facon tres générale, des que toutes les
équations de contraintes font intervenir le méme bord . Cette méthode s’applique
pour des systemes décrits par une équation aux dérivées partielles linéaire dont les
coefficients sont analytiques, de rayon de convergence en zéro strictement supérieur
al.
Nous considérons donc I’équation de diffusion linéaire :

Ot = 0200 + q(x)0, (z,t) € [0,1] x [0,T]

~0(0,t) + 60,6(0,t) =0

0@10(0,15) + a22819(0,t) + a239(1,t) + a248z9(1,t) = ’Lb(t),
ou ¢ est une fonction analytique, de rayon de convergence en zéro supérieur stric-
tement & 1, v est un coefficient réel constant de méme que §.

3.1. Convergence des trajectoires formelles

3.1.1. Le cas: d # 0. Nous pouvons, quitte & modifier la valeur de -y, supposer
que § = 1. Par bouclage, nous nous ramenons a:

Ot = 0220 + q(x)0, (z,t) € [0,1] x [0,T]
~0(0,t) + 0,6(0,t) =0
0(0,t) = y(t),
Nous montrons qu’alors y(t) := 6(0,t) est une sortie “plate” du systéme.
Comme dans ’exemple introductif, le systeme “inversé”
Daal) = 040 — q()0
(3.1.1) v0(0,t) + 0,0(0,t) = 0
0(0,t) = y(t),
est sous forme de Cauchy-Kovalevsky, et nous cherchons une solution formelle
O(x,t) = Z;Og ai(t)f—;, ou les a; sont des fonctions régulieres.

Nous obtenons le résultat suivant:

PROPRIETE 3.1.1. Il existe Ry > 0 tel que la solution formelle de (3.1.1) soit
convergente sur un voisinage de zéro en x lorsque y(t) est une fonction Gevrey
d’ordre 1 < o < 2, de rayon Gevrey R > Ry (R est le “rayon” de y(t) dans la
définition C.1.5 donnée dans l'annexe C).
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DEMONSTRATION. Soit y une fonction Gevrey d’ordre «, ot 1 < o < 2, telle
qu’il existe M > 0 et R > 0, avec
M (ke
RFE
Nous développons ¢ en série g(z) =Y k>0 qfi—;, ce qui permet d’obtenir facilement
que les a sont définis par la récurrence

Vk € N, Vt € [0,T] ’y(k) (t)‘ <

k
(3.1.2) appo(t) = ap(t) — Z ’L'(kkil)'qk_ ai(t)

1=
ag(t) = y(t)
a1 (t) = yao(t).
Il nous faut alors prouver qu’il existe A,u > 0 tels que |ag| < ﬁk! sur [0,T7.
La démonstration est adaptée de la tres classique méthode des majorants:

nous remplacgons d’abord la suite aj par une suite “majorante” Ay (au sens du
lemme 3.1.1) telle que

lag| < (Ak(O))a.

Cette suite est initialisée avec Ag = A; = A, ou on a posé Ra = r, M
et

F=m>0
m
t
1=3

ce qui suppose qu’on a choisi R > Ry, avec Ry = T%. On montre facilement que A
vérifie

vt e [0, A(t):=

m k!
D
et vérifie la propriété différentielle du lemme 3.1.2.

Nous estimons alors la croissance des quantités A, en terme des dérivées de A
(lemme 3.1.3) et nous obtenons

AR —

(2k)1s AR
Ao, Agpp1 < —7———,
+ Kl pk

ou p est défini dans le lemme 3.1.3.

Ici et dans toute la suite, nous désignons m®r<,... par m,r,.... Nous en
concluons finalement que |agg|,|azgk+1] < %(Qk)!, ce qui prouve la propriété
de convergence pour R > Ry, et sur Uintervalle [0,7]. O

LEMME 3.1.1. Va > 1,

E 1
. kN @
Apgo = A+ Z (Sgl 5) A;
i=0 )
Ag=A
A=A

ot Q et S sont définis ci-dessous est un probléme majorant de (3.1.2) au sens ot

Yk >0, ]a;’“ < (A,@(O))a.
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DEMONSTRATION. Par construction de A, la propriété est vraie au rang 0 et
1. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang k + 1, et prouvons qu’elle est vraie
au rang k + 2; en effet, puisque ¢ est analytique de rayon de convergence en zéro
supérieur a 1, il existe deux constantes @ > 0 et S > 1 telles que

) | _
ois] =

4 +§k: Mg
P ikt T

k
. !
< [af*0] + Q

7=

= (4fho)",

olt nous avons utilisé le fait que > |Ly|* < (3, |Ls|)* lorsque o > 1, et posé
w = Qi et s = Sa. .

LEMME 3.1.2. Vn >0,k > j >0,

A < %Tk—j neDy

DEMONSTRATION. Comme D(t) := 12+ < 1 sur [0,r],

m (j +n)!
ri+n Di+n+l
m (§ +n)!
= pjtn pDktntl

AU+n)

_ G+ g o)
(k+n)!
J' k=i AGktn)

S HT JA . O

LEMME 3.1.3. YVa < 2,k >0,n >0,

AQ.Ag, < &)

1 r
ot — = max(—,1 + 1w + rws).
p s
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DEMONSTRATION. La propriété est évidente au rang 0 puisque Ag = A; = A.
Supposons qu’elle est vérifiée jusqu’au rang k. Par définition,

1

2k
) _ i) w (2K m)
Agpyry = Ao +Z =, ( - A;
—

Lo g2 7!
=0

T;
L = (n)
= A+ 1 AY) + 3 Ty AT
=0 =0

En utilisant successivement I’hypothese de récurrence, le lemme 3.1.2 et p < s2/r,
nous trouvons que

w  (2k)!= AU+
§2k—2j j! pj

Ty, AJY <

Alk+14n)

< wr (r )’f—j (2k)=

o \s? (k+1)!

< wr (2k)'E A(k+l+n).

oF (k+1)!

De la méme fagon,

1
. (n) wsr (2k)!a i
Toj41455%4 < o bt 1)!A

D’autre part, I’hypothese de récurrence entraine

4 - GRE rAr
2=kl pk '
D’o,
L p(k+14n)
(n) (2k)!= Al
Asils < o T(l—i—rw—i—rws)
(2k)1= Alk+1+n)
< k! pht1
(2k + 2)!a Alk+14n)
— (k+ 1) pktl
ou nous avons utilisé le fait que k — % est croissante lorsque a < 2.
La démonstration est identique pour les termes d’ordre impair AW O
2k+1

Nous avons de plus le résultat suivant

PROPRIETE 3.1.2. I existe Ry > 0 tel que lorsque y(t) est une fonction Gevrey
d’ordre 1 < a < 2, de rayon Gevrey R > Ry, la solution formelle de (3.1.1)
définisse une fonction d’ordre Gevrey o ent et 1 en x sur un ensemble de la forme
[O,l‘o[x [O,T]

DEMONSTRATION. On a, grace au lemme (3.1.1), si R > Ro

(03
hn >0, |of”| < (a©)"
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et, grice au lemme (3.1.3), et en notant % le quotient entier de la division de k par
2

IA
3

IN

L

o
e

On en déduit que

et donc que:

ot ag(t)x®
otroxz™ k!

925+1
~1 .1 x < ]"
r§p§
ce qui fournit la valeur de
1.1
r2p2
(313) o = 2%T.

La somme de cette série est la dérivée partielle de 6, elle vérifie une estimation en

0| < Km!(n!)*2%7"

otroxm

qui prouve la propriété annoncée. ([

‘ an+m

REMARQUE. Les rayons de convergence trouvés dans la propriété 3.1.1 et dans
3.1.3 dépendent uniquement de l'estimation des dérivées de la fonction ¢, c’est a
dire des quantités @ et S, puisque nous avons

1 1 1
— =max(—,Q(— + 1+ 5)%).
= = max(57.Q- +1+9)°)
Les techniques de majoration utilisées ne fournissent qu’un résultat relativement
médiocre de convergence des solutions formelles du probleme, car nous verrons dans
la section 4.2.4 que moyennant des hypotheses sur le rayon gevrey de y, on obtient

une solution analytique du probléme sur tout l'intervalle [0,1].
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3.1.2. Le cas 6 = 0. Nous pouvons donc supposer que 7 = 1. Par bouclage,
nous nous ramenons a:
0(0,t) =0
9:0(0,t) = y(t),
Nous montrons qu’alors y(t) := 0,6(0,t) est une sortie “plate” du systeme.
Le systeme “inversé”
Ope0 = 010 — q(x)0
(3.1.4) 0(0,t) =0
0:0(0,t) = y(1),

est encore sous forme de Cauchy-Kovalevsky, et nous cherchons a nouveau une

solution formelle 0(x,t) = 2;03 ai(t)f—;, ol les a; sont des fonctions régulieres.

On a alors:

PROPRIETE 3.1.3. Il existe Ry > 0 tel que la solution formelle de (5.1.4) soit
convergente lorsque y(t) est une fonction Gevrey d’ordre 1 < a < 2, de rayon
Gevrey R > Ry.

DEMONSTRATION. En utilisant le développement de g en série q(v) = > 450 ¢ %7,
les aj, sont définis par la récurrence

k
ap+2(t) = ag(t) — ; ﬁ%@z‘ ai(t)
(3.1.5) ap(t) =0
ar(t) = y(t)
La démonstration faite dans la section précédente s’applique donc de fagon tout &
fait identique, et fournit le résultat annoncé. O

REMARQUE. Puisque nous avons ag = 0, la paramétrisation des trajectoires
prend la forme:

+o0 i
(3.1.6) O(z.t) = y(t)x + Z a; (t):f,—!

3.2. Retour sur ’exemple introductif

Dans le cas de I’exemple étudié dans la section 1.3, nous pouvons, étant donnée
la forme particulierement simple de la solution série formelle, raffiner les résultats
de la section précédente. Nous obtenons

PROPRIETE 3.2.1. Si y(t) est de classe Gevrey o < 2, quel que soit son rayon
Gevrey, la solution formelle (1.3.7) est Gevrey d’ordre o ent et 1 en x (en parti-
culier, la loi de commande formelle (1.3.8) est Gevrey d’ordre o).

Lorsque 0 = 2, on a le méme résultat si y est de rayon Gevrey > 4.
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DEMONSTRATION. Nous dérivons formellement (1.3.7)

m—+n
(3.2.1) 0 9 =yt

atma n 2i>n 2Z B Tl)'

et majorons le terme général de la série dérivée afin de trouver une estimation
Gevrey:

y(i+m)(t) p2i—n
mlon! (2i —n)!

M (i+m)l° 1
- Ritm (2 —n)' mlon!
i+m)! )U i12qlo =2

T Ritm ( i!m! nl(2: — n)!
(i +m)'\ 7 Vi (20)lilo2
R“Fm ilm! 22 pl(2i —n)!
<M M g~ 2\/—
Rm R
oll nous avons posé R := —,, et utilisé (I + k)! < 2!7*[1Ek! ainsi que la formule de
Stirling:
NG
(3.2.2) B~ <—> 2k
k—-+oco e

Soit le nombre:

M:MZ@

i
2i>n R
Puisque le terme général de cette série vérifie

(1)1 72 /m(i+1) I
I =Y E— 7

lim — B8 = i
i—-+oco ilo=2v/mi i—+oo R
Ri

M est fini lorque o < 2; lorsque ¢ = 2, M est fini dés que R>1,ie., R> 4. Donc

8m+n9
- < E
‘ dxnot™ (x,t)‘ - 4

2i>n

. 2i—n ~ 1091
(i+m) () w < Mrrb n',
(28 — n)! RmM1n

ce qui signifie que O(x,t) est Gevrey d’ordre 1 en x et o en t. En particulier, la loi
de commande u(t) definie par (1.3.8) est Gevrey d’ordre o, puisque la série entiere
qui définit # a un rayon de convergence > 1. O

3.3. Densité

Il n’est pas aisé de répondre a la question de la densité des états de départ
exactement raccordables par des trajectoires “séries” pour deux raisons.

Les monomes Z- forment une famille dense dans C°(0,1) pour la norme uniforme
et dense dans L2(0 1) pour la norme L?, mais il se peut que la récurrence qui définit
les a; conduise a des coefficients formellement nuls a certains rangs. Le théoreme
de Miinz-Szatz (voir [53]) permet alors d’affirmer que si (i, )nen est la famille des
rangs pour lesquels les coefficients a;, ne sont pas formellement nuls, une condition
nécessaire et suffisante pour la densité de la famille (%)neN dans CY(0,1) muni de
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la norme uniforme est que la fonction constante égale a 1 soit dans cet ensemble
(on lui attribue le rang ig), et que pour les autres rangs, on ait

— 1
Z.— = 400

n=0 tn
Dans le cas de 'exemple 1.3, nous avons donc, comme il a été signalé, la densité pour
la norme uniforme et pour la norme L?(0,1) de la famille des mondmes générateurs
des trajectoires. Par contre, dans la méme situation, mais avec les conditions aux
bords de (3.1.4), un calcul simple montre que les monémes générateurs sont les
monodmes d’ordre impair. Nous perdons donc la densité pour la norme uniforme,
mais nous conservons la densité pour la norme L2(0,1).

La deuxieéme difficulté réside dans le fait qu’a partir de 'approximation en
norme L? de I’état initial du systeéme, il faut calculer les valeurs initiales des dérivée
de la paramétrisation y, via les formules de récurrence (3.1.2) ou (3.1.5); il n’est
pas facile de montrer qu’on arrive toujours a maitriser ’estimation Gevrey sur y.

3.4. Généralisation des résultats présentés

La méthode des développements en séries se généralise aux équations linéaires
mono-dimensionnelles & coefficients analytiques d’ordre quelconque, de la forme
n—1
00(x,t) = 0p0(z t) + Y Nj(x) 930(xt), x € (0,1
j=0
oko(1,t) = u(t), onke{0,....n—1}
260(0,t) = 0, j=1,...;m—1j#k.
ou l'ordre de dérivation en espace, n, est stictement supérieur a 1, 'ordre de
dérivation en temps. Les calculs et les estimations sont bien entendu plus com-

plexes, mais le point essentiel est que toutes les contraintes sont sur un méme bord,
si bien que le probleme “inversé”

n—1
On0(x,t) = 0u0(x,t) — Y Nj(x) 030(x,t)
j=0

ok0(0,t) = y(t), ke{0,....n—1}
20(0,t) = 0, j=1,...;m—1j#k.
est sous forme de Cauchy-Kovalevsky et
y(t) == 9;6(0.)

est la sortie plate.
Cette méthode présente aussi 'avantage d’espérer avoir des résultats en non
linéaire: voir [54] pour un calcul en semi-linéaire.
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CHAPITRE 4

Paramétrisation des trajectoires - Platitude

A Taide des transformations effectuées au chapitre 2, nous mettons le systeme
(2.1.4)-(2.1.6) sous “forme de Brunovsky” de fagon & paramétrer des trajectoires
formelles dans le paragraphe 4.1, et nous étudions dans le paragraphe 4.2 la conver-
gence de ces trajectoires formelles.

Nous étudions ensuite au paragraphe 4.3 la densité des états de départ et d’ar-
rivée joignables par une trajectoire paramétrée, dans un espace fonctionnel conve-
nable: ce sera ici L?(0,1).

Nous examinons ensuite de fagon plus approfondie le probleme de trouver une
notion se rapprochant de celle d’endogénéité en dimension d’état finie pour la pa-
ramétrisation des trajectoires du systeme obtenue a la section 4.2, avant d’appliquer
ces résultats & la planification de trajectoire.

4.1. Forme de Brunovsky

4.1.1. Mise sous forme de Brunovsky. Soit donc 'opérateur A inversible
Riesz-spectral tel qu’il a été défini dans le paragraphe 2.3, et la fonction B associée.
Nous transformons par bouclage sur les termes de bords le probleme initial (2.1.4)-
(2.1.6) en un probléme identique hormis I’équation de commande qui devient

a210(0,t) + a200,0(0,t) + a236(1,t) + a240,.0(1,t) = u(t).
Il est important de remarquer que ce bouclage n’est qu’'un artifice de calcul qui va
servir par la suite a la paramétrisation des trajectoires du systeme initial. Il n’a
donc pas besoin d’étre effectivement réalisé.
Nous posons

et nous obtenons, sous réserve que 4 soit suffisamment réguliere:

Or2(x,t) = Opuz(x,t) + q(x)2(x,t) — B(x)u(t)
(4.1.1) a112(0,t) + a120;2(0,t) + a132(1,t) + a140,2(1,t) = 0

dglz(O,t) + dggagjz(o,t) + dggz(l,t) + d248x2(1,t) =0,
qui 8’écrit encore en considérant z comme une fonction de ¢ & valeurs dans D(A),
et en posant © = e
(4.1.2) 2= A(z) — Be.

Par analogie avec les systemes dynamiques linéaires d’espace de dimension finie, et
par analogie avec la terminologie des séries formelles de puissances, nous posons la
définition suivante:

DEFINITION 4.1.1. On appelle trajectoire formelle de (2.1.4) toute solution
formelle donnée par une série dont le terme général est le produit des dérivées
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successives d’une fonction scalaire y(t) par des coefficients qui sont des fonctions de
x, la fonction associée a la dérivée d’ordre 0 de y étant non nulle. Une trajectoire
formelle de (2.1.4) est donc de la forme:

(4.1.3) O(x,t) = ci(2)y'(t)
=0

(4.1.4) a(t) =Y aiy™(t)
=0

(4.1.5) u(t) = ibiy(i) (t),
1=0

avec ag # 0.

DEFINITION 4.1.2. Soit (a;);en une famille de fonctions de L>(0,1), et G un
espace vectoriel sur C de fonctions, tels que pour toute fonction y dans G, la serie
(4.1.3) est une solution formelle du probléme qui converge normalement sur [0,1] x
[0,T], c’est & dire qu’elle vérifie

i sup ’y(i)

i—0t€l0,T]

lle |, < +oc.

Alors le couple (G,(a;)ien) sera appelé une paramétrisation du systeme, et
toute fonction y € G sera appelée parametre du systeme.

Il est naturel de rechercher des conditions sur les («;);en pour que (4.1.3),(4.1.4)
et (4.1.5) aient un sens pour une classe de fonctions y la plus grande possible, c’est
a dire pour que la paramétrisation (G,(a;)ien) soit maximale au sens de l'inclusion
pour GG. On a sans peine la propriété suivante

PROPRIETE 4.1.1. Une paramétrisation formelle de (2.1.4) de la forme (4.1.3),
(4.1.4) et (4.1.5) sera valide pour toutes les fonctions y polyndmiales si et seulement
si les fonctions (a;)ien et les coefficients (a;)ien et (b;)ien vérifient:

ap =apB, ot ag#0,
A(OzH_l — aH_lB) = 4,
bi = aglozi(O) + (1220[;(0) + 0230[1(1) + a24o¢;(1).

DEMONSTRATION. On exprime z et e en fonction de 0 et u:

o0
2(xt) = (@) — aiB(x))y (1)
i=0
e(t) = Zaiy(i+1)(t)7
i=0
d’ou en dérivant formellement:

iz — Opzz — qz + Be = (—ag + agB" — q(ag — apB))y

(o)
T Z(O‘i —a;B— o}y +ai1B” — q(aiy1 —ai1B) + a; By,
1=0
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CL112(0,.) + algz'(O,.) + a132(1,.> + CL14Z’(1,.) = Z(au(ai(()) — aiB(O))
=0
+ a12(f(0) — a;B'(0)) + arg(as(1) — a;B(1)) + ara(ef(1) — a; B'(1)))y™

&212(0,75) + dQQZI(O,t) + dggz(l,t) + d242/(1,t) = 2&21(0@(0) — (IZB(O))
1=0

+ Gina (0(0) — a; B(0)) + a2z (ci(1) — a; B(1)) + aza(af(1) — a;B'(1)))y",

On veut, en vertu de (4.1.2), que ces trois quantités soient nulles lorsque y est une
fonction polynomiale quelconque, donc nécessairement, o vérifie:

ag —apB € D(4), Aoy —apB) =0,
et pour tous les i > 0, a; 41 vérifie:
Qi1 — (Li+1B S D(A), A(O[»L‘Jrl — ai+1B) = .

Comme nous supposons que 0 n’est pas une valeur propre de A, il s’ensuit le résultat
annonce. (]

DEFINITION 4.1.3. L’espace G d’une paramétrisation (G,(c;);en) du systéme
qui vérifie la propriété précédente contient alors au moins I’espace des polynomes,
une telle paramétrisation sera dite “au moins polynomiale”.

Le procédé de construction de la famille de fonctions («;);eny d’une paramétrisation
au moins polynomiale est donc analogue a 'algorithme d’obtention d’une base de
Brunovsky en dimension finie. Nous disposons formellement d’un degré de liberté
qui est le choix des coefficients (a;);en. L’espace G associé a la paramétrisation
contient, par construction, au moins les polynomes, puisqu’alors les séries (4.1.3)-
(4.1.5) ne sont plus que des sommes finies, et selon le choix plus ou moins judicieux
des coefficients (a;);en, I'espace G sera plus ou moins “gros”.

Puisque 0 n’est pas une valeur propre de A, d’apres A.1, A est inversible et
son inverse K est un opérateur intégral. Le choix particulier qui consiste & prendre
les (a;)ien égaux aux coefficients de la fonction D4(\), qui est le déterminent de
Fredholm de K, revient & transposer exactement en dimension infinie 1’algorithme
de Brunovsky (1.2.4) et & calculer:

Qo = aoB
i+1
iy = K(al) +a;1B = ZajKH_l_JB
=0

La paramétrisation correspondant & ce choix sera par la suite appelée paramétrisation
de Brunovsky, et la famille («;);en sera appelée famille de Brunovsky.

EXEMPLE 4.1.1. Nous continuons les calculs sur I'exemple académique 2.3.1,
en prenant l'opérateur A a conditions aux bords séparées. La mise sous forme
de Brunovsky se fait en calculant les coefficients du développement en série du
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déterminant de Fredholm de l'opérateur K inverse de A. De fagon évidente on a

sin(o)  cos(o)

D) = o 2
> 1 1
= k; <(2k Tt 2(%)!) A

La famille de Brunovsky («;);en se construit donc par

1 4
ag(z) = §(4x -3) = 3%~ 1,

x(0) = K(ax-)e) + 0w B) = Kon)) + ey + ) (57— 1

ou K est l'opérateur intégral défini par

K(f)(x) = / @ O f(©)de

2 ([ 6 - o).

4.2. Convergence des trajectoires formelles

Nous considérons un opérateur A comme défini dans la section 2.3. Il est
donc, par construction, inversible, Riesz-spectral. Son inverse sera noté K, c’est
un opérateur intégral compact, autoadjoint lorsque A est & conditions aux bords
séparées. La famille de Brunovsky associée (voir la section 4.1) sera notée (o;);en-

Nous examinons la convergence des trajectoires formelles dans trois situations
différentes qui ont été mises en évidence dans 2.3:

— Premier cas: 'opérateur A qui a servi a la mise sous forme de Brunovsky
est Riesz-spectral inversible quelconque.

— Deuxieme cas: le probleme de départ présente une équation de contrainte
qui ne fait intervenir qu’un seul bord : A est donc “naturellement” & condi-
tions aux bords séparées.

— Troisieme cas: bien que I’équation de contrainte fasse intervenir les deux
bords, on a pu construire par bouclage un opérateur A inversible & condi-
tions aux bords séparées.

4.2.1. Premier cas: convergence “faible” et classique des trajectoires
formelles.

4.2.1.1. Convergence faible des trajectoires formelles dans C°°([0,T],L?(0,1)).
Nous supposons seulement dans ce paragraphe que A Riesz-spectral inversible sans
faire d’hypothéese particuliere sur ’allure des conditions aux bords.

Nous désignons par (¢;);en une base de Riesz de L?(0,1) formée de vecteurs
propres de A; \; est la valeur propre (non nulle, par hypothese) associée a ¢;.

Nous supposons de plus que les \; ont été indexés de telle sorte que |A;| < |A;11],
et nous posons:

; est donc la valeur propre de K associée a ¢;, et on a |p;| > |pit1].
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L’expression générale du déterminant de Fredholm de l'inverse de A est donnée
dans 'annexe A, section A.2 par I'expression (A.2.1). Les notations employées ci-

dessous sont définies dans cette annexe.
La propriété suivante est alors vérifiée:

PROPRIETE 4.2.1. Siy est dans G°(0,T), ot 0 < o < 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t — (x,t) dans C*([0,T],L?(0,1)).

DEMONSTRATION. Dans la base de Riesz (¢;);cny nous avons:

o0
ap = g TPk,
k=0

et par construction

Qp = Z ( aiﬂz_i> TPk = Z (Z ai)ﬁ;) UE TR O
0

k=0 \i= k=0 \i=0

D’apres la définition méme d’une base de Riesz, nous avons alors deux constantes
réelles C > 0 et ¢ > 0 telles que:

2

(o) n
lowll < Cy| DD aiki| D™ i,
k=0 |i=0
C = ;
< —sup | |>aiki| |ul" | ool
€ keN \ |50

Or on reconnait dans 'expression Y -, a;\; le développement & ordre n de D a ().
D’apres la propriété 2.5.4, et en appliquant le théoreme de factorisation de Weiers-
trass (voir [53]) on sait que:

(4.2.1) Da =Tl -2,
1=0

et que ce produit est absolument convergent, puisque 2.5.4 entraine que:

o0 r

1
4.2.2 Yr > —, — ) < 4o00.
(4.2.2) > L)
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D’ou nous déduisons par identification qu’on a:

=1
=35
=0
o0

1
a2:ZAiA‘7

1
=(-1) :
ap = (-1) Z Aig Ay - N A,

11<12<...<9—1 <1

Donc:
Vk € Nx,
=\
11+ a1 A = 1—2)\—’?‘
i=0""
=1 =1
= | Akl Zy < |>\k|MZZ-_2'
itk " i=1
de méme:
Vk € Nx,
P =N
1+ aih l=-3 %k k
| + a1 Ax + ae k} Z)\i +.Z Y
i#k i1 <12
= 1 =1
2 2
= | Al Z VDY < || M? Z 25
L i1 \ig o 2
Ll,lz#k 11,12#0
11 <12 11 <12
et par récurrence :
V(k,l) € N* xNx,
oo 1 oo
’1+a1)\k+...+al)\§c‘=‘)\k|l Z ﬁ §|)\k|lM21 Z
P e I i10eeriy 20
i1 <...<19; 11 <...<1g

Mais de 1'égalité classique (voir par exemple [59]):
2

sz(Z) =110~ z‘?z?) B Z(?iz+ nl

i=1 =0
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on déduit que:

> 1 < 2
) 9 = Pl
Z 4.1 20+ 1)!
7f1 ,,,,, zl%D 1 l ( + )
11<...<1]

d’ou finalement:

V(kJ) eENx xN*,

M)
1 | < D MmT
| + a1 g + +al)\k|_| Kl (21—}—1)!7
et
feeall < Esp (|5 adi ™ ) fol

€ keN \ i3,

o (Mmyn
4.2.3 < = -
( ) = ¢ ||QO|| (2n+1)'

Il est alors clair que, par des calculs analogues a ceux de la section 4.2, la série (4.1.3)
définit une fonction de C*°([0,77],L2(0,1)) lorsque y est une fonction Gevrey d’ordre
o < 2, et également lorsque y est une fonction Gevrey d’ordre 2, en imposant une
contrainte sur le rayon de y, d’ou la propriété annoncée. O

Malheureusement, ce résultat définit une “solution” du probleme dans un sens
trop faible car il ne permet pas de donner un sens aux expressions formelles (4.1.4)
et (4.1.5).

4.2.1.2. Convergence classique des trajectoires formelles dans C°°([0,T],C?(0,1)).
Le résultat de régularité suivant est vérifié

PROPRIETE 4.2.2. Si l'opérateur A est Riesz-spectral inversible, et siy est dans
G°(0,T), alors (4.1.3) converge normalement dans C*([0,T],C%(0,1)); autrement
dit, (G°(0,T),(cv;)ien) est une paramétrisation de Brunovsky du systéme.

DEMONSTRATION. Par la majoration (4.2.3) et la propriété 2.5.4, nous savons
que, quitte a choisir des valeurs suffisamment grandes, il existe C,M > 0 tels que
pour tout «,, on a les majorations:

M?n
(2n+1)V

M2n
(2n+ 1)1

lomll, < C
a, <C

Or nous avons en notant K linverse de A: a,, = K(ap—1) + a,B. Posons v =
K(ap—1). Alors par définition de K:

v+ q(x)v = ay 1,
d’ot1, en multiplant les deux membres de 1’égalité par la quantité

f(z,s) = (35 — 2z)
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et en intégrant entre 0 et s:

r=s

/s 2?(3s — 2z )" (x)dx = [2%(3s — 22)0' (2)]_, — /S x(6s — 6z)v (z)dz
0 0

= s%'(s s — 12z)v(z)dz

= () + [ (65— 120)0(a)a

= /0 n—1(2) f(x,s)dx — /0 f(z,8)q(x)v(x)dx.
D’ou:

3/ (s) = / 1 () f(2,5) s — /O " Fs)q(@)o(@)ds — /O (65 — 120)0(x)da.

0

Nous appliquons l'inégalité de Schwarz a cette derniere égalité pour obtenir:

s |0'(s)] < Fllan-illy + (F llally + G) [lv]l,
< Fllan-lly + (Fllglly + G) [ K (an-1)l
< Fllan-lly + (Fllglly + G) Ky [len-1ll,
< (F+ (Fllally + &) 1K) llan—1llz

oll nous avons posé:

F= sup |x2(35 —2z)| =3,
s,x€][0,1]

G = sup [|6s—12z|=6.
s,z€[0,1]

Donc, pour s > %, nous obtenons

_ M2(n-1)

!
<O=
Vo) < O

ol nous avons posé C' = 23(F + (F|lq|l, + G) || K]|,).
Nous recommengons pour obtenir une majoration de [v/(s)| sur [0,1], en mul-
tipliant cette fois par la fonction

g(x,s) = f(1—2,1 —5) = (x — 1)*(=3s + 22 + 1).
Nous obtenons que

(1= 35)*['(s)] < (F + (Fllglly + G) [ Kl2) lln—1]l,
et donc que pour s < % nous avons la méme majoration

_ M2(n—1)
! < - .
W)l = O
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Nous en déduisons que pour tout = € [0,1]
o ()] < [K(an—1)'(2)] + |an B (z)|
< o' (@)] + lan 1Bl

_ M2(n—1) M?2n
<Co—-—— B’
<Oy T OB e s
* €M2n
<C——.
- (2n)!
La série de fonctions continues Zy(i)(t)a;(aﬂ) est donc normalement convergente

n=0
sur [0,1] x [0,T.
D’autre part,

/01 xal, (z)dr = an(1) — /01 ap(x)dz,

donc:
1 1
la, (1)] < / zal, (z)dz| + / oy (z)dx
0 0
< lla o + llanll,
= M2n)
<C—,
- (2n)!
~ oo
en prenant les valeurs de C' et M suffisamment grandes. Donc la série Zy(") (t)an(1)
n=0

est normalement convergente. Par application du théoreme d’intégration des séries
de fonctions, nous en concluons que la série de fonction (4.1.3) est normalement
convergente sur [0,1] x [0,7] et qu’elle définit une fonction C* en x. La convergence
normale de la série des dérivées secondes est alors évidente, d’ou le résultat de la
propriété. (I

4.2.2. Deuxiéme cas: convergence des trajectoires formelles lorsque
a13 = 0 et a;4 = 0. Nous supposons que le probleme (2.1.4) a la forme particuliere
suivante:

(x.t) = Duall(a,t) + g(2)0(x.1)
(4.2.4) a110(0,t) + a120,0(0,t) =0
a210(0,t) + a220,0(0,t) + a230(1,t) + a240,0(1,t) = u(t),
A a donc pour expression: A(f) = f” + q(z)f, ow:
D(A) ={f € H*(0,1)/ anf(0)+aaf'(0) =0,
ags f(1) +azaf'(1) = 0},
A est Riesz-spectral (voir corollaire A.1.1). Les valeurs des coefficients ao; ont été

choisies pour que A soit de plus inversible.
La propriété suivante est vérifiée:
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PROPRIETE 4.2.3. Siy est dans G°(0,T), ot 0 < o < 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t — 6(x,t) contindment dérivable en temps sur [0,T] et deuz fois
contindment dérivable en espace sur [0,1].

Les séries (4.1.4) et (4.1.5) définissent des fonctions 4 et u qui sont dans G°(0,T).
Les ai; sont donnés par
Q; = V(}(—algel(x,O) + a11€2($,0)),

ou Vy est lopérateur de Volterra en zéro associé au systéme.
De plus on a: y(t) = —a120(0,t) si a2 # 0, ou y(t) = a110,theta(0,t) siaia =0

DEMONSTRATION. L’opérateur A est inversible, d’inverse K. Le déterminant
de Fredholm de K a pour expression (voir (A.2.1)):

DA(A) = —&23&1261(1,/\) + a11d23€2(1,)\) — El24a126/1(1,>\) + 0,11&246/2(1,/\)
= agg(—algel(l,/\) + a1162(1,)\)) + l~124(—(11261(1,/\) + a1162(1,)\))/.

Nous utilisons la propriété 2.5.3 du paragraphe 2.5.1 pour obtenir un développement
en série de D4:

oo

Da(A) =Y (a2sV (y1)(1) + aaaV' (1) ()N,
i=0
ol on a posé: Y1 () = —ajseq (x,0) + arrea(x,0). D’autre part, un calcul élémentaire

montre que la fonction B a pour expression:
x x
Blz) = @) wn@)
D 4(0) ap
et que les opérateurs K et 1} sont reliés par la relation:

VfeL*(0,1), K(f)=Vo(f)— (aasVo(f)(1) + azaVo(f)'(1))B.

Nous en déduisons que:

ag = apB =y,
a1 = K(ag) +a1B = K(y1) + (a23Vo(y1)(1) + a24Vo(y1)'(1)) B = Vo(y1),
et par récurrence que
ai = Vg (y1)-
Nous pouvons donc utiliser la propriété 2.5.2 de la section 2.5.1 pour obtenir:
0
I(M,L) € (R™)?/ Vi e N, Vo € [0,1], |ay(z)| < ML' éi;,

x21—1

(20 — 1)’

12172

(20 —2)I"

|aj(z)| < ML

o (x)] < ML

Soient alors P et (Q deux constantes réelles positives telles que:

vt € [0,T],Vi €N, |y(t)| < PQ'T(0i+1).
Le terme général de la série (4.1.3) est uniformément majoré en valeur absolue sur
[0,1] x [0,T] par:

‘ym (t)ai(x)‘ = (PM)QL) =455,



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

4.2. CONVERGENCE DES TRAJECTOIRES FORMELLES 59

De méme,
o PM, . T(ei+1) _PM,_, .  .T(oi+1)
‘y( )(t)ai($>‘ < QL) (2i —): S “2i(QL) @)
L(oi+1)

00l @) < 20020 = 1) T QLY =T,

et

‘y(Hl) ()i (z) ‘ < PMQ(QL)Z %

< (20 +1)2i + 2 PMQoLy e D + 1)

26+ 1)
dong, si 0 < 2, ces quatre séries sont normalement convergentes et 6 ainsi définie est
deux fois continiment dérivable en = et une fois continiment dérivable en ¢ (voir
annexe sur les fonctions Gevrey); si o = 2, le méme résultat est vrai a condition
qu’on ait: QL < 1.

Les fonctions @ et u sont dans G?(0,T); en effet si nous posons:

B; = a@ozcvi(1) + dgacv(1) pour i > 0,

nous pouvons majorer chaque J; par une quantité de la forme: M 4

d" iy LM(QL)
dtr (20)!

< MPL"T(on +1)(QL)

9 N,
2Z),,dou.

Vi e N, <MP I(o(i+n)+1)

F(o(i+n)+1)
L(on+1)I(2i + 1)

N o(itn T(oi+1)
< MPL"T(on + 1)(QL)"200+m —— T 2 @it 1)
< MP2°L)"T(on +1)(2°QL)’ ((m * 15,

donc la encore, si 0 < 2, la série des dérivées d’ordre n est normalement convergente
et @™ ainsi définie vérifie: }ﬂ(")’ < C(2°L)"T'(on + 1), o C est une constante
positive; si ¢ = 2, le méme résultat est vrai a condition qu’on ait: QL < %. Le
résultat pour u en découle immédiatement.

L’expression de y est une conséquence immédiate de la définition de 'opérateur

Vo. (]

4.2.3. Troisieme cas: convergence au sens classique lorsque A est a
conditions aux bords séparées. Examinons maintenant le cas ou le probleme
(2.1.4) a la forme suivante:

0,0(x,t) = 0z20(xt) + q(x)0(2,1)
(425) a110(0,t) + a128:09(0,t) + a139(1,t) + a14(’“)z9(1,t) =0
a210(0,t) + a228$9(0,t) + a239(1,t) + a248$9(1,t) = u(t),

et ou nous avons effectué un choix particulier, qui est d’imposer as3 = a3, Qo4 =
a14, et de fixer les coefficient as; et age & zéro. Le probleme (4.1.1) prend donc la
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forme

0i0(x,t) = 0pzb(x,t) + q(x)0(2,t)
a119(0,t) + algﬁaﬁ(o,t) = —’a(t)
a139(1,t) + a148m9(1,t) = ﬂ(t),

L’opérateur A est alors défini par:

A(f) = 1" +q()f, ou:

D(A) = {f S H2(0,1)/ auf(()) + a12f’(0) = 0,
a13f(1) + araf'(1) = 0},

Nous avons de plus supposé que A défini comme ci-dessus est inversible. Alors la
propriété suivante est vérifiée:

PROPRIETE 4.2.4. Siy est dans G°(0,T), ot 0 < o < 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t — 6(x,t) contindment dérivable en temps sur [0,T] et deux fois
contindment dérivable en espace sur [0,1].

Les séries (4.1.4) et (4.1.5) définissent des fonctions @ et u qui sont dans G?(0,T).
Les a; sont donnés par

a; = V()i(*&lzel(x,o) + ariez(z,0)) + V1i(*a14f1($€,0) + a1z f2(x,0))

ou Vy est lopérateur de Volterra en zéro associé au systéme, Vi est lopérateur de
Volterra en un associé au systéme, et les notations sont celles du paragraphe 4.2.1.
Par contre, nous n’avons plus d’expression simple pour le parameétre y.

DEMONSTRATION. Nous considérons les fonctions fi(z,A) et fa(x,\) définies
au paragraphe 2.5.1. f1 et f2 sont reliés a e; et es par les relations:

fi(z, ) = e5 (1, )er(z,A\) — ef (1,\)ea(z,N),
fa(z,\) = —ea(1,N)er(z,A) + e1(1,\)ea(z,N).

La définition de B est donnée par (2.2.6). En posant y;(x) = —ajsei(x,0) +
aprez(z,0) et z1(x) = —a14f1(2,0) + a13f2(x,0), on montre aisément que:
- Da(\) = Z(algvi(yl)(l) + a1V (y1)"(1))A" (cf. les calculs de la section
=0
précédente), et

— Da(A) = Z(aqu(zl)(()) + a12V{(21)'(0)) N, en utilisant les propriétés
i=0
2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3 du paragraphe 2.5.1,

— et enfin que: B = ﬁ(m(zﬂ + 21).
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Des deux expressions de D 4 ci-dessus, on tire I’égalité: D4 (0) = a13y1(1)+a14y7(1) =
a1121(0) + a1221(0). De plus, en notant K 'inverse de A, nous avons facilement:

(a13Vo(f)(1) + C114‘/(3(16)/(1))2!1
a13y1(1) + a1ayi(1)
(a13Vo(f)(1) + a1aVo(f)'(1))
D 4(0)

(a1 Vi(f)(0) 4+ a12Vi(f)'(0))
a1121(1) + a1221(1)
(a11V1(f)(0) + a12V1(f)'(0))
D 4(0)

Vf € LQ(O,l), K(f) = VO(f) -

=W(f) -

1

Vf € L2(071)7 K(f) = Vl(f) -

Z1

=Vi(f) -

Z1.

Nous en déduisons donc:
ag = apB =y + 21,

o ZK((XO)+alB=K(y1)+%1(O) Djl(O)
(a13Vo(y1)(1) + a14Vo(y1)' (1)) n (a13Vo(y1)(1) + a14Vo(y1)' (1))
DA(0) n DA(0)
(a11V1(21)(0) + a12V1(21)'(0)) o (a11V1(21)(0) + a12V1(21)'(0))
D4(0) ' D4(0)

y1 + K(z1) + Z1

=Vo(y1) — i

+ Vl(Zl) —

=Vo(y1) + Vi(z1),

21

et par récurrence que: o; = Vi (y1) + Vi (z1) La fin de la démonstration est alors
tout a fait semblable a celle de la propriété 4.2.3. (|

4.2.4. Un résultat supplémentaire de convergence. En faisant des hy-
potheses supplémentaires sur la fonction ¢, on peut améliorer le résultat de conver-
gence classique dans le cas du paragraphe 4.2.2 ou les contraintes du probleme sont
localisées sur un seul bord, pour obtenir le résultat suivant:

PROPRIETE 4.2.5. Siy est dans G,(0,T), ot 1 < o < 2, et si q est analytique,
de rayon de convergence en zéro strictement supérieur d 1, alors (4.1.3) définit
une fonction dans G2 ([0,1] x [0,T]), ot le rayon Gevrey de l’estimation en x est
stictement supérieur a 1. Si o = 2, le résultat est encore vrai lorsque la constante
Q associée a Uestimation Gevrey de y sur [0,T] est strictement inférieure a %.

De lanalyticité de la trajectoire en = (puisque son ordre Gevrey est de 1) sur
[0,1], on déduit le corollaire immédiat

COROLLAIRE 4.2.1. Dans les conditions de la propriété 4.2.5, (4.1.3) se développe
en une série de puissances de x dont les coefficient sont des fonctions Gevrey d’ordre
o du temps.

Nous retrouvons donc la paramétrisation sous forme de série du chapitre 3.

DEMONSTRATION DE 4.2.5. Comme g est analytique sur [0,1], avec un rayon de
convergence en zéro > 1, g l'est également et nous pouvons trouver des constantes
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positives K, L et Ry, telles que K > 2, L >0, Ry > 1, et:

Ja>1/ ala+l)=K (car K > 2),

K
(B — )%’

L
(Ry — )™
ou le symbole < signifie “est dominée par”. Cette expression signifie que chaque
coefficient du développement en série de Taylor au point zéro du membre de gauche
est majoré en valeur absolue par le coefficient correspondant du développement de
Taylor en zéro du membre de droite.

Construisons la suite de fonctions (M;);en telle que:

L
(Ry — )™’

Vo e [0,1] q(z) <

ap(r) <

Mo =

et pour i >0

L
M= ——— M; + M,
% (Rl _ .13)2 + 1
M;(0)=0 , M.;0)=0.

Par construction, les (M;);cn dominent les («;);en, et en appliquant le lemme 4.2.1
nous obtenons: '

Lx2z
(20)(Ry — z)>’
Le résultat ci dessus permet d’obtenir des estimations Gevrey pour 6:

o a.(x)diy _a.(x)w
orm \ " dtt )| T deim

Vi>0, a<M; K

LZL'%
(20)(Ry — )™
D(o(i+m)+1) Q'La*
T(om + 1)1(2i + 1) (R — z)>”

(4.2.6) < PQT™T(o(i +m) + 1)

< PQ™T(om + 1)

Mais:
L(o(i+m)+1) < Tlo(i+m)+1) T(oi+1)
T(om+1)I'((2i+1) ~ T(om + 1)(oi + 1) T'(2i + 1)
200+MIT (i + 1)
- rei+1) -’

de sorte que:

o a.(ﬁ)diy
otm \ N dt

Il faut alors distinguer deux cas:

T(oi+ 1) L(2°Q)iz%
T(2i+1) (B —x2)*

< P(2°Q)"T(om + 1)

— si 0 < 2, alors la fonction h définie par
o i 2;0(oi+1
Yo L(27Q) a? F((Qiil))
(Ry —x)*

h(z) =
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est une fonction analytique sur [0,1], dont le numérateur est une fonction

entiére et nous avons:
m

Vm € N, ;5_m9 < (27Q)™T(om + 1)h(x).

Ceci prouve que 6 est dans G*7([0,1] x [0,T7).
— si o0 = 2 il suffit de supposer que Q < % pour garantir que h est analytique
sur [0,1] avec un rayon de convergence en 0 strictement supérieur a 1. Il
faut cependant remarquer que grace & (4.2.6), 'hypothese @ < 1 conduit
a une solution C'* sur [0,1], mais ne garantit plus les estimations Gevrey.
Ceci acheve la démonstration du théoreme. O

LEMME 4.2.1.
Lin

Vi 0, Mi< ——m
1200 M < iR, o)

oo
, . @2 i . -
DEMONSTRATION. Soit M;(z) = E ﬁﬁ”k le développement en série
i !
k=0

oo
de Taylor de M; en zéro, et: E 'yi,gi+km2i+k le développement en série de Taylor
k=0
LCL’Zi ,
de =~+2—= en zéro. Nous avons donc:

@ONRL—2)°
L I+ k)
Vi2itk = P 5
Y2 T(a)l(k+ 1)RY

Le lemme se démontre par récurrence. La propriété est vraie au rang zéro, grace a
notre choix de la constante L. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang ¢, alors, en
substituant le développement de M, dans I’équation différentielle qui le définit,
nous obtenons au rang ¢ + 1:

_ N\ QAi41,2i42
Pour k=0 ou 1, W

récurrence), si bien que:

a;,2i

< @

< % (grace a notre hypothese de

41,2542 -
2i+2)1| = Ry(2i+2)l L2
et de la méme fagon:
aiy1,2i43 Bi2i+1 | La
2+~ [(2i+ D! — RO (20)!
@i41,2i4+3 Lo

2i+3)[| = RoTI(2i 4 2)l LA

Ai41,2(i41)+k

Si la majoration CIGESIETA) < Yit1,2(i+1)+k st vraie juqu'au rang k =n — 1, en

désignant par (ﬁ) ~le coefficient de 27 dans le développement de Taylor de
J

ﬁ nous obtenons au rang n (> 2):

Ai41,2i4n+2
(2i+n)!

< e i4+1,2(i4+1)+k—2 i,2i4n-
S\ R -2 ), D
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Or la somme dans le membre de dlroi‘cexuegsi‘c1 )exactement le coefficient de z%*t" dans

le développement de Taylor de %IQ()L!(‘%W, d’ou:

Qi41,2i4n+2
(2i +n)!

( K La2(+1) N Lx? )
N2+ 2Ry — )2 (20)(Ry —2)* ) 50

- afa 4 1) La?0+1) N La? N 20 LTt

T\ +2)/(Ry —x)ot? T (20 (R — )™ ) i (20 + IRy — 2)o*L )50
~( ala+1)La?D N 20 L%t N Lz%

C\(2i+2)/(Ry — )22 T 20+ DI(Ry —2)tt T (20)/(Ry —2)* )5,

d 22041
o (dac2 ((22 +2)/(Ry — x)a)>2i+n

= (22 +n+ 1)(22 +n+ 2)'7i+1,2(i+1)+n7

ce qui donne finalement:

Ai4+1,2i4+n+2

_athavings |- . .
2i+2+n)! = Yid1,2(i+1)4n

La propriété est donc vraie a tout rang n, donc au rang ¢ + 1, ce qui acheve la
récurrence. (]

Le théoréme est aussi valable dans le cas traité dans la section 4.2.3.

4.3. Densité des états de départ et d’arrivée

Nous prenons A et K comme dans la section 4.2, et nous cherchons a quelles
conditions, conformément a la définition proposée pour la platitude des systémes de
dimension infinie 1.3.1, nous avons un résultat de densité pour les états de départ
et d’arrivé de notre paramétrisation. Nous allons voir qu’en fin de compte, nous
retrouvons le critere de commandabilité approchée 2.6.1.

4.3.1. Densité dans L?(0,1) des itérés de K. Nous donnons ici une preuve
élémentaire d’un résultat général de densité: soit K un opérateur borné, défini sur
un espace de hilbert H, Riesz spectral ( comme défini dans [11], def. 2.3.4 p. 41
). On note (Ap)nen les valeurs propres de K, qui sont par définition simples, et
on suppose qu’elles n’ont qu’un seul point d’accumulation, la valeur zéro. On a
donc nh—>H;o An =0, et on suppose qu’on a ordonné les (A, )nen de fagon & ce que:
[An| 2 [Anal-

On note (¢, )nen une base de Riesz de H formée de vecteurs propres de K, et
(¥n)nen une base de Riesz de H formée de vecteurs propres de K* telles que:

Yk € (N), K(¢x) = Mdr, K (¥n) = My,
et
W(irj) € N?, < @tk >= 0y
On sait alors (voir [11], lemme 2.3.2) que tout élément f de H admet la représenta-

tion:

F= < Itn> o,

k=0
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qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que:

VfeH, mZ<fwk><Hf|| <MZ<fwk>

- k=0
et que K (f) admet la représentation:

= Z)\k < fr > ox.

k=0
On a alors la propriété suivante:
PROPRIETE 4.3.1. Si B est un élément de H qui vérifie:
Vk e N, < By >#0,
alors (K™(B))nen est dense dans H.

REMARQUE. Nous pouvons établir un parallele immédiat entre ce résultat et les
résultats en dimension finie exposés dans la section 1.2 en matiére de caractérisation
modale de la commandabilité.

En effet, un opérateur Riesz-spectral peut étre considéré comme 1’analogue
en dimension infinie d’'une matrice diagonalisable & valeurs propres distinctes, et

la densité des itérés est 'analogue de la condition de rang des itérés (critere de
Kalman) en dimension finie.

DEMONSTRATION. Comme (dy)ken est dense dans H, il suffit de montrer que:

br — ZaiKi(B

=0

Vk €N, Ve >0,3Im €N, Iag,--- ,ap,) € C"H/

Fixons k € N, et pour tout entier m > k, définissons: Py, x( H )\
v —
1=0,i#k
C’est le polynoéme de Legendre qui prend la valeur 1 en A et 0 en \;, pour ¢ 7é k:,
allant de 1 a m.

Soit m > k, si n est un entier strictement supérieur am, on a:

B ()| < H |>\k—)\|

1=0,i#k
m
< 1Ly
i:O,i;ﬁkl k= Al

Posons:
m

2|\
o= ] 2N
i=0,i£k A = Adl
Donc: ¥n > m, | Py x(An)] < Cp k.
Mais, k étant fixé, on a:

2
lim 7Cm+1’k = lim 7|)\m+1|

m—o0 m,k m—0o0 |)‘k - )‘m+1‘ 0
d’olt on déduit qu’il existe N > 0, indépendant de m, tel que: Vm € N, C,, 1 <
Ny, si bien que:

VmeN, ¥Yn>m, |Pnir(An) < Ng.
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Notons g, - - - , Quy, les coefficients du développement en puissances de A de Py, (),
on a alors:
m 2
| b= 30K (B)| = 60— Pus(K)(B)?
i=0
. 2
= | ¢k - Z-Pm,k(An) < van > d)n
n=0
o 2
= ‘ st - d)k - Z Pm,k(/\n) < van > ¢n
n=m-+1
<M Y PapOn)l’ < Baby >P < MNE S [< Bap, >
n=m-+1 n=m-+1

La derniere expression est le reste d’ordre m d’une série convergente: on peut donc,
a k fixé, choisir m tel que ce reste soit inférieur & 5=, ce qui fournit le résultat
k

recherché. O

Dans le cas ou l'opérateur K est auto-adjoint, notons qu’il s’agit d’un résultat
classique (voir [20] et [1]) dont nous rappelons les grandes lignes.

DEFINITION 4.3.1. Un opérateur auto-adjoint K défini sur un espace de Hilbert
H est dit a spectre simple si il existe un vecteur g € H, appelé élément générateur
tel que le sous espace vectoriel fermé engendré par les Fx (I)g, ou Fk est la mesure
spectrale associée a K et I décrit tous les intervalles de R, soit dense dans H.

REMARQUE. Dans le cas d’'un opérateur K auto-adjoint compact, le spectre
de K est réduit a ses valeurs propres, et les vecteurs propres forment une base
Hilbertienne de H. La mesure spectrale Ex a pour expression:

oo Ny
Ex(I) = ZZ < 0ik > ikl ().
i=0k=1
La densité des Fx (I)g, parmi lesquels on trouve en particulier toutes les sommes
n;
finies, équivaut donc a la densité des Z < 9,9ik > ¢i. Cette densité n’est
k=1
clairement assurée que lorsque n; = 1, et < g,¢;1 >7 0 pour tous les indices ¢
(car les ¢; ) forment une base Hilbertienne de H). La définition de la simplicité
ci-dessus rejoint donc la définition classique de la simplicité de I'algebre linéaire en
dimension finie, et la condition que doit satisfaire un vecteur de H pour étre un
élément générateur est de n’étre orthogonal a aucun vecteur propre de K.

THEOREME 4.3.1. Si K est un opérateur auto-adjoint, & spectre simple, dont le
domaine est dense dans un espace de Hilbert H et a valeurs dans H, alors il existe
auw moins un élément générateur g € H tel que

(K*(9))ien = H-

Dans le cas ou K est autoadjoint compact défini sur H, nous pouvons la encore
affiner ce résultat: comme signalé dans [20], p. 105, tout générateur de K possede
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la propriété du théoreme 4.3.1. En effet, le support de Ej, est alors compact, donc
inclus dans un intervalle fermé borné A, et K admet la représentation spectrale:
K(y) = [, AEk (dX)(y). Pour toute fonction f borélienne bornée sur A, on définit
JK) = [\ f(A\)Ek(d)). Supposons que g est un générateur de K, et que h est un
vecteur de H orthogonal & tous les K'(g). On définit: ®(f) =< f(K)(g),h >, et
on se restreint aux fonctions f continues sur A (qui sont boréliennes bornées). Il
est immédiat que ® définit une forme linéaire continue pour la norme uniforme, qui
s’annule par construction sur tous les polynomes. Par densité, elle est donc nulle
pour toute fonction f continue sur A. Comme les valeurs propres non nulles de K
sont des points isolés, on peut construire une fonction continue f; qui vaut 1 pour
la iéme valeur propre non nulle de K et 0 sur toutes les autres, y compris en 0. On
obient alors ®(f;) = 0 =< g,¢; >< ¢;,h >, d’oll, comme g est un générateur de K,
< ¢;,h >= 0. Si K a encore une valeur propre nulle, on voit alors facilement que h
doit étre orthogonal a la fonction propre associée. Ceci montre que h = 0, d’ou le
résultat suivant:

THEOREME 4.3.2. Si K est un opérateur auto-adjoint, compact & spectre simple,
défini sur un espace de Hilbert H et a valeurs dans H, alors pour tout g € H, tel
que g n’est orthogonal a aucun vecteur propre de K, on a:

(K*(9))ien = H.
Le méme résultat est vrai pour des opérateurs plus généraux: voir [15], [34] et

35].

4.3.2. Densité dans L?(0,1) de la famille (o;)(;cw). La propriété générale
suivante est vérifiée:

PROPRIETE 4.3.2. Etant donnée une fonction B continue sur [0,1] qui vérifie :
VneN, <i¢n,B>#0,

ot les ¢, sont les vecteurs propres de K et les 1, sont les vecteurs propres de K*,
et étant donnée une famille de nombres réels quelconques (b;)eny ot by # 0, la
famille de fonctions (B3;)cn) définie par:

Bo = bo B,
Bi = K(Bi—1) + b;B, pouri>0

est dense dans L*(0,1).

DEMONSTRATION. Par définition, A est Riesz spectral inversible, donc K est
Riesz-spectral (et méme le plus souvent autoadjoint compact a spectre simple), et
le seul point d’accumulation de ses valeurs propres est 0. Par hypothese sur B, les
propriétés 4.3.1 ou 4.3.2 ci-dessus s’appliquent, et :

| veet(B,KB, - [K"B) = L*(0,1)
neN



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

68 4. PARAMETRISATION DES TRAJECTOIRES - PLATITUDE

Mais on a:

Bo = apB = wect(B) = vect(fo),
81 =apKB+ a1B = vect(B,KB) = vect(£y,51),

ﬂn = ZaiK"_iB = ’UeCt((KiB)i:O_m) = vect((ﬁi)i:o_,n),
=0

a tout ordre n, d’ou

U vect(Bo,01, - ,0n) = U vect(B,KB,--- ,K"B) = L*(0,1)
neN neN

O

Appliquée dans le cadre de la construction de la famille de Brunovsky, ou
Popérateur A, la fonction B et la famille («;);en ont été construits dans les sections
2.3 et 4.1, cette propriété conduit aux trois résultats suivants (les notations sont
celles des sections 2.3 et 4.1):

De facon générale nous avons

PROPRIETE 4.3.3. Si A est Riesz-spectral inversible quelconque, et si (¢;)ien
désignent les valeurs propres de A*, alors la famille (o;);en est dense dans L?(0,1)
st pour tout v on a:

Agy #£0 et

—¢i(0)ars # —di(1)aiz,
ou Avs £ 0 el

¢i(0)arz # —¢i(1)an,
ou Aoy =0, A13 =0, A14 #0 et

¢i(0)ars # —i(1)an,
ou Aoy =0, Ai13=0, A4 =0 et

¢i(1) #0

les coefficients A;; étant définis comme dans l'anneze A.
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DEMONSTRATION. Pour toute valeur propre ¢; de A* on a, B étant une fonction
réelle

1
< ¢i,B>= /0 ¢i(2)B(x)dzx
= )\il/o (¢§'($) +q(z)¢i(z))B(z)dx
1 1
4 ([ @+ [ aweotane)
1

=% (¢:(1)B(1) — ¢;(0)B(0) — ¢:(1) B'(1) + $:(0)B'(0))

1Lt
br / (B"(2) + q(2) B(2))y(x)dz
1

(4.3.1) = (¢:(1)B(1) = ¢;(0)B(0) — ¢:(1)B'(1) + $:(0)B'(0))

car B" +¢B = 0.
Si Aoy = ajod94 — a14G92 # 0, alors les fonctions propres ¢; vérifient les condi-
tions aux bords qui définissent le domaine de A*, et on montre aisément que

¢;(0) = —A—M@(O) - A—24¢i(1)
¢;(1) = A—Mﬁbi(o) - A—M@(l)-

De méme, B vérifie

a11B(0) + a12B'(0) + a13B(1) + a14B'(1) = 0
d21B(O) + ang/(O) + C~l23B(1) + d24B/(1) 1

qui devient

A1y Asa a14
B'(0)=—-=—"B(0) — ==—DB(1) —
(0) s (0) o (1) Tor
Aig Ass ai2
B'(1) = =—=B(0) - == B(1) + —.
(1) . (0) s (1) Tos

On en déduit, en reportant ces expressions dans (4.3.1), que
< ¢;,B>= ! (
(3} - )\Z
1
Agg
(—a146i(0) — a12¢:(1))
ce qui entraine le résultat annoncé.
Lorsque A;3 # 0, un calcul tout a fait analogue fournit

Ag: A
9i(0) = = 220/(0) + 2 i(1)
3 13

6:(1) = 5240 - T4,

¢;(1)B(1) — ¢;(0)B(0) — ¢:(1)B'(1) + ¢5(0)B'(0))

(4.3.2) -

X
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et
Agsz _, Asy _, ai3
B(0) =—-——=—B'(0 —B(1) — —
©) Az ( Az Ags
Arg ’ A1y / a11
B(1l)=—-——>—B'(0) — —B(1 —_—
e Ags ( Ars ( Ais
d’ou
1
<¢iB>=+(¢ (1)B(1) — ¢;(0)B(0) — ¢:(1)B'(1) + ¢:(0) B'(0))
1
(4.3.3) = Aan (a139;(0) + a114;(1))
et le résultat annoncé.
Si A13 =0 et Agy = 0, alors que A4 # 0, on obtient
Aqo
i(0) = ———=0;(1
5:(0) = = 526(1)
Asy
H(1) = —=2¢0(0),
5(1) =~ 52 40)
et
A34 ai4
B0)=-%pa) - =4
© A1g Aqg
Arz ai1
B'(1)=—-—"=B'(0 —_—
) A1y Ay
d’on
1
< ¢iB>=+(¢;(1)B(1) ~ ¢;(0)B(0) — ¢i(1)B'(1) + ¢:(0)B'(0))
1
(4.3.4) = Aon (a146;(0) + a11:(1))

et le résultat annoncé.
Enfin, dans le cas tres particulier ou A3 = 0, Aoy = 0 et A14 = 0, on obtient
que les conditions aux bords sont nécessairement de la forme

$i(1) — a14¢;(0) =0
¢;(0) =0,

et que B vérifie

d’ou
<mB>=%wumm—@@B@—@mHm+@mwm»
o)
As

d’ou le résultat annoncé. O

(4.3.5) =
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On en déduit le corollaire suivant

COROLLAIRE 4.3.1. Si I’équation de contrainte du probléme initial ne fait in-

tervenir des valeurs que sur un seul bord, alors la famille (a;)ien est dense dans
L2(0,1).

DEMONSTRATION. C’est une conséquence directe de la propriété ci-dessus. Sup-
posons que l'équation de contrainte ne fasse intervenir que les valeurs en 0. B est
défini par I’équation (2.2.6), qui s’écrit

B"+q(x)B=0
a11B(0) + algB/(O) =0
a23B(1) + d24B/(1) =1.

De plus, A est autoadjoint. Nous avons en supposant que Asy = aq2a24 # 0:

/\;124 $i(0)((—Azq + A12)B(1) — a14) — ¢3(1)((—Azq + A12) B(0) — a12)

—ai2
=241
AiA%¢>()

- ¢i(1).

AiG24
Or nécessairement, a cause de la forme séparée des conditions aux bords de A, on
a ¢;(1) # 0, sinon on aurait ¢}(1) = 0 et donc ¢; = 0.
Si Aoy = 0, on reprend le méme raisonnement avec la formule valable parmi les
formules données dans la propriété précédente. (I

< ¢;,B >=

Dans le cas ou I’équation de contrainte fait intervenir les deux bords, nous
avons vu dans la section 2.3 qu’on peut tenter de choisir 'opérateur A qui “sépare”
les conditions aux bords. Si c¢’est possible, on a la propriété suivante:

COROLLAIRE 4.3.2. La famille (o) (ien)) est dense dans L?(0,1) si la condition
Vie N, yi(z,\) # z1(2,)\)
est vérifiée, ou
y1(x,\i) = arzer(x,\i) — arrea(w,\;)
et
z1(z, i) = ara fi(z,Ai) — arz f2(2,00).
DEMONSTRATION. Dans le cas ott on a pu choisir 'opérateur A de facon a
séparer les conditions aux bords, B est défini par I’équation (2.2.6) qui devient
B" +q(x)B=0
a11B(0) + a12B'(0) = -1
a13B(1) + a14B'(1) = 1,

et A est encore autoadjoint. Nous avons donc en supposant que a14 # 0 et ajo # 0
et en appliquant la formule valable pour Aoy # 0

< ¢;,B > = — (a120:(1) 4+ a14¢;(0)).

Ai@12014
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Apres calculs, nous trouvons que:
< ¢;,B>=0 &Ik eR*/
i(0) = ka2, ¢;(0) = —kany
¢i(1) = kayy, ¢5(1) = —kas
& ¢i(z) = kyi(z,\)
y1(z,A) = z1(x,\).

Done, dés que y1(x,\;) # z1(x,);), la famille des «; est dense.
Si Aay = 0 mais Aj3 # 0, on utilise la formule adéquate et on obtient

(a1195(1) + a139;(0)),

ce qui apres calculs conduit au méme résultat que ci-dessus.
Le cas Ay =0, A13 =0, mais A4 # 0 est similaire. O

<¢B>=——
Ai@11013

4.3.3. Exemple: suite. Nous avons choisi de paramétrer les trajectoires avec
l'opérateur A défini par

A: D(A) — L*0,1)
A(f)=1"

D(A) = {f € H(0.1)/ f(0) =0,
£ 3 F/(1) = 0}

1; est une fonction propre de A lorsque A; est un zéro (réel, car A est autoadjoint)
de

La fonction B est donnée par B(z) = 4’”—3_3. Les 1; sont données par

sin(o;x
$i(a) = K200
Nous appliquons le corollaire 4.3.2, donc nous calculons:
sin(o;x
(e = -2
o
et ) ) )
z1(x,\;) = = cos(oi(xz — 1)) — w.
2 0;
Nous transformons z;:
in(o; 1
z1(x,\) = (% + = cos(o;)) cos(o;x)
ag; 2
1 sin(o;x)

+ (—=0ysin(o;) — cos(o;))
2 g;
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Donc z; = fi si et seulement si o; est solution de
sin(o; 1
sin(os) + —cos(o;) =0
g; 2
50i sin(o;) + cos(o;)) = —1.

Un calcul simple fournit alors

_20i
cos(o;) = eyl
. —4
sin(o;) = eyl
d’oul nécessairement
16 + 407 )
(07 —4)2 7

qui donne:

o, =0ouo; ==%v12.

En reportant ces valeurs dans ’expression de D 4, on trouve qu’elles ne conviennent
ni P'une ni lautre, donc on n’a jamais z; = fi, et le systéeme bouclé est comman-
dable.

4.4. Optimalité et unicité de la paramétrisation de Brunovsky

Les principaux résultats que nous établissons dans cette section peuvent s’énoncer
de la facon suivante.

Plagons nous dans le cas de la section 2.3, ot on a pu construire un opérateur A
qui est Riesz-spectral et inversible. B et («;);en sont définis avec les mémes nota-
tions que dans les sections 2.3 et 4.1, et la famille (;);en est dense dans L?(0,1).
Le systéme considéré est donc plat au sens donné dans la définition 1.3.1.

DEFINITION 4.4.1. Siles conditions ci-dessus sont vérifiées, alors la paramétrisation
de Brunovsky est appelée paramétrisation plate de Brunovsky.

Soit une famille de fonctions (5;);en deux fois contintiment dérivables sur [0,1],
qui définit une paramétrisation des trajectoires de (2.1.4)-(2.1.6) au moins po-
lynémiales (voir la section 4.1 pour les définitions) .

On définit le nombre og par:

os =sup{o € R™/ (G?(0,T),(Bi)ien) est une paramétrisation du systeme }

ou la borne supérieure de I’ensemble vide est, par convention, égale & —oc.
On a la propriété suivante

PROPRIETE 4.4.1. Si la famille de fonctions (8;)ien est telle que:
g3 > Oa,

alors

0p = 0q-
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De plus

PROPRIETE 4.4.2. Si (G(0,T),(8i)ien) est une paramétrisation du systéme,
alors il existe des coefficients (d;);en tels que: si z € G7(0,T) est le paramétre
d’une trajectoire formelle normalement convergente de (2.1.4)-(2.1.6),

y = idiz(i)
i=0

est le paramétre plat de Brunovsky de (2.1.4)-(2.1.6) pris dans G°(0,T) de la méme
trajectoire.
De plus, la famille (5;)ien est dense dans L?(0,1).

Ce résultat a une interprétation trés importante en termes de controle: prendre
la paramétrisation en z et 3; au lieu de y et «; revient a mettre en série les deux

“systemes” selon la figure 1.
paramétrisation paramétrisation
eny .. enz

u u=Zai(d/dt)"(y) ?
> e=zadid)y) T > y=Zd(d/d)(2)

e

Fi1c. 1. Lien entre les paramétrisations en “y” et “z”.

COROLLAIRE 4.4.1. Soit un systeme tel qu’on ait trouvé un bouclage des termes
de bords conduisant a un opérateur A Riesz-spectral inversible, et une fonction
B, tels que la paramétrisation de Brunovsky associée (G°(0,T),(a;)ien) soit plate.
Alors tout autre bouclage du systéme conduisant a un opérateur Riesz-spectral in-
versible fournit la méme paramétrisation.

4.4.1. Preuve de la premiére propriété. La propriété 4.4.1 peut se re-
formuler de la fagon suivante: soit une paramétrisation des trajectoires de (2.1.4)
convergente au moins pour des fonctions polyndmiales, et soit G son espace fonc-
tionnel associé. La famille de Brunovsky liée a l'opérateur A détermine la borne
supérieure des ordres Gevrey o admissibles pour que G°(0,T) C G.

DEMONSTRATION. Nous supposons 03 > 04, €t nous montrons que nous obte-
nons une contradiction, d’ou le résultat.
D’apres les résultats de la section 4.2, 0, > 2, donc on aurait og > 2.

Fixons donc o tel que: 2 < 0 < 0g, et considérons la série formelle:

oo

f(x)= ZMX

7!
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Il s’agit d’une série Gevrey d’ordre o — 1, et en appliquant le théoreme de Ritt (voir
annexe sur les fonctions Gevrey), nous pouvons affirmer qu’il existe une fonction
f holomorphe sur un secteur épointé de sommet zéro, de bissectrice R**, de rayon
T > 0 telle que f soit le développement asymptotique Gevrey de f. En particulier,
f est Gevrey o sur [0,T], et & lorigine:

Vi e N, f9(0) = T(oi+ 1)
Mais, par définition de o3,nous avons en faisant y = f et t = 0 dans la définition:
ZF(O’i +1) sup |Bi(z)| < Ko
i—0 z€(0,1]

d’oll nous tirons qu’il existe deux constantes réelles positives Kg et Ry < 1 telles
que

_ KoR},
4.4.1 ; < —

D’autre part, (5;):en définit une paramétrisation formelle valable pour toutes
les fonctions y polynémiales, donc en appliquant la propriété 4.1.1 de la section 4.1,
on obtient que:

(442) deg € R*/ Bo = B,

(4.4.3) Vi>0,3¢; € R/ Bi = K(Bi1) + B =Y K *(B).
k=0

Le noyau G de K est une fonction bornée en valeur absolue de [0,1] x [0,1]; en notant

N, = sup G(z,£) nous avons donc:
(=,£)€[0,1]%[0,1]

KoR} KoRi™
V€ [0,1], |ei| |B(z)] € m2r _

v € 0L lallB@I < 753 T Mg —o 1)
d’ou la majoration des ¢; :

Ri*l
||| B < K| N 07’
leil 1Bl o < Ko(Ro + I)F(o'i Sy

soit en ajustant correctement la valeur de la constante C', une majoration du type:
Ci

<M
leil = My

La fonction F' définie par:
F(z) = Zci)\i
i=0

est donc entiere, d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal a %
D’autre part, B se développe sur une base de Riesz de vecteurs propres de K

€1
L)
B = angbn
n=0
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Puisque le systeme est par hypothése plat, B n’a de composante nulle sur aucune
fonction propre donc les x,, sont non nuls. Des relations (4.4.3) et (4.4.1), on tire
que

> e K'H(B)

k=0

St
|)\n|2’L

n=0

2
Hﬂi”Q =

2

ick )\Z

k=0

2

)

et que

Anl’

|20

ick)\ﬁ

k=0

Vn > 0, < 1Bill,

KoRi  [An’

< ——m—— .
“T(oi+1) |z,

En faisant tendre ¢ vers +o0o dans l'inégalité ci-dessus, on obtient que toute valeur
propre A\, de A est un zéro de F.

On en déduit alors en utilisant le théoreme de factorisation de Weierstrass pour
les fonctions entieres d’ordre inférieur strictement & 1, que

(4.4.4) F(z) = D(z)Da(z),

ou D est une fonction entiere d’ordre inférieur ou égal a 1, et D 4, d’apres la propriété
2.5.6 ci-dessous, est d’ordre de Weierstrass % exactement. Donc l'ordre de F est
supérieur ou égal a %

Nous obtenons donc :% > %, ce qui est la contradiction annoncée. ([l

4.4.2. Preuve de la deuxiéme propriété.

DEMONSTRATION. Soit z € G7(0,T) et (53;)ien une paramétrisation associée a
une trajectoire formelle normalement convergente de (2.1.4)-(2.1.6).

Nous avons prouvé dans la preuve de la propriété 4.4.1 que la famille (5;);en
vérifie nécessairement les relation (4.4.2) et (4.4.3), et que la fonction

oo
F(A) =) X
i=0
est donc entiere, d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal a % Nous avons également
montré qu’elle se factorise en
F()) = DDA = Da(\) D).

Or, par définition de K, inverse de l'opérateur A et par définition de B, nous

déduisons de (4.4.2) et (4.4.3) que la trajectoire 0(x,t) = Zz(i)ﬂi paramétrée par
=0
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z vérifie
a210(0,t) + @220’ (0,t) + ao30(1,t) + dgat (1,t) Zc 2 )
= F(%)(z)
= AP,
Posons y = D(4)(z), y ainsi défini est dans G7(0,T"), donc la loi de commande

(1) = Da(H)w)

définit, puisque 'opérateur A est le générateur d’un semi-groupe continu, une
unique trajectoire du systéme, dont nous avons prouvé dans la section 4.2 qu’elle
est un solution au sens classique du probleme, et cette solution est

7t) = iy(l) Q.
1=0

Nous avons donc prouvé qu’il existe des coefficients (d;);en tels que:
o0

(4.4.5) y=> diz"
i=0

soit le paramétre plat de Brunovsky de (2.1.4)-(2.1.6) pris dans G?(0,T) de la méme
trajectoire.

De plus, en resommant la série (qui est normalement convergente) sur les
dérivées de z, et en identifiant, puisque I’égalité a lieu pour toute fonction z €
G?(0,T) on obtient

t) =Yy (t)i(z)
i=0
(@)
= Z (dez ) a;(x)
1=0 k=0
= Zz(")(t) ( Z dkai(x)>

i+k=n
=300 (St
et dans le méme temps

= iz“’ ()8
n=0

On en déduit que
Vn € N, ﬂn Zdn zaz

avec dy # 0, puisque ag et cg ne sont pas nuls.
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La densité dans L%(0,1) des «;, qui est par hypothése vérifiée, entraine donc
celle des ;. O

Nous donnons maintenant la preuve du corollaire 4.4.1.

DEMONSTRATION. Nous supposons que (y,(a;)ien) soit une paramétrisation
plate du systéme, valable pour tout y € G?(0,T"), obtenue via un bouclage corres-
pondant & un opérateur A Riesz-spectral inversible.

Considérons un autre bouclage conduisant a un autre opérateur A Riesz-spectral
inversible. Alors, d’aprés les résultats de la section 4.2, A définit une paramétrisation
de Brunovsky (z,(08;)ien) qui fournit des trajectoires normalement convergentes
pour tout z € G?(0,T).

En appliquant la propriété 4.4.2 ci-dessus, nous obtenons que (3;);en est dense
dans L?(0,1), et donc que (z,(8;)ien) est aussi une paramétrisation plate du systeme.

De plus, par la relation (4.4.5), nous savons que si z est un élément quelconque
de G°(0,T) qui paramétrise une trajectoire du systéme dans la paramétrisation

(G°(0,T),(B:)ien), alors

y= D)),

paramétrise la méme trajectoire dans (G?(0,7),(;)ien)-

Mais, comme (z,(5;)icn) est une paramétrisation plate de Brunovsky du systéme,
nous pouvons appliquer la propriété 4.4.2 en inversant les roles des «; et des (;, ce
qui donne que réciproquement:

2= C(HW)

ot C' est une fonction entiere d’ordre de Weierstrass < —. Nous obtenons donc,
puisque ceci est vrai pour toute fonction z, que:

C(N)D()) = 1.

ce qui ne peut se produire, étant donné I'ordre de Weierstrass de D et C, que si
C et D sont deux fonctions constantes dont le produit vaut 1. Les fonctions z et
y correspondant a la méme trajectoire dans les deux paramétrisations sont donc
proportionnelles, et les a; et [(; aussi, ce qui prouve 'unicité & multiplication par
un scalaire pres de la paramétrisation plate. ([l

4.4.3. Endogéneité de la paramétrisation plate de Brunovsky. Par
endogénéité, nous entendons la propriété au sens de la dimension finie, qui consiste
a savoir & tout instant expliciter une fonction qui permette de calculer le parametre
plat en fonction de I’état du systeme et de la commande.

Il y a un cas ou nous savons répondre positivement & cette question, qui est
celui des problemes ou I’équation de contrainte ne fait intervenir qu’un seul bord.
La “sortie plate” (elle mérite & ce moment la effectivement ’appellation de sortie
plate) est une soit la valeur de ’état a l’autre bord, soit la valeur du flux (voir 4.2.3.

Dans tous les autres cas, nous ne savons pas répondre a cette question, sauf
éventuellement si le systeme présente des symétries particulieres.

4.5. Planification de trajectoire et commandabilité approchée

Nous nous plagons désormais dans le cas ou le systéme étudié est plat et nous
avons pu construire un opérateur A Riesz-spectral et inversible qui génere la pa-
ramétrisation de Brunovsky du systeme.
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Nous souhaitons pouvoir fixer un état initial et un état final du systeme (2.1.4)-
(2.1.6), et trouver une loi de commande u(t) qui conduise le systéme de cet état
initial & cet état final en un temps 7" donné.

Nous obtenons alors deux résultats qui s’énoncent de la fagon suivante:

PROPRIETE 4.5.1. Supposons que l’état initial et 'état final soient de la forme:

(4.5.1) Oini = idiai(x)
i=0

(4.5.2) O final = Zfiai(x)a
i=0

ou les coefficients d; et f; sont réels, et qu’il existe trois réels P > 0,Q0 > 0 et
0 <o <2 tels que:
Vi €N, |d;| < PQ'T(0i+1)
|fil < PQT(0i+1)
Il existe une loi de commande [0,T] > t — U(t) dans G°(0,T), ot o < 2, qui conduit
le systéme (2.1.4)-(2.1.6) de létat initial 0;,; a Uinstant 0 & U’état final O 1ina @
Uinstant T, ceci de fagon exacte.

et

PROPRIETE 4.5.2. Si l’état initial 0;,;a l'instant O et I’état final O ina a Uins-
tant T sont dans L?(0,1) alors il existe une loi de commande [0,T] > t — u(t) dans
G°(0,T), ot o < 2, qui conduit le systéme (2.1.4) de l’état initial 0;,,; a linstant O
a Uétat final Opinar a Uinstant T, ceci de fagon approchée.

4.5.1. Preuve de la propriété 4.5.1. Nous supposons donc que I’état initial
et 1’état final sont de la forme:

Oini = idiai(z)
i=0

Otinal = Z.fiai (x),
i=0

ou les coefficients d; et f; sont réels, et qu’il existe trois réels P > 0,00 > 0 et
0 < o <2 tels que:

Vi €N, |d;| < PQ'T(0i+1)
|fil < PQT(0i +1)

La planification de trajectoire est alors théoriquement possible grace a ce qui
précede, en utilisant la loi de commande:

(o]
(4.5.3) u(t) =Y (a2104(0) + a2204(0) + agsri(1) + azary(1))y' (2)

i=0
ou y est une fonction de classe Gevrey o inférieure a 2, compatible avec 1'état
final et ’état initial. En effet, puisque le probleme de commande est bien posé, les
propriétés des semi-groupes garantissent (voir I’annexe B, th. B.2.3) lexistence et
I'unicité de la trajectoire classique générée par la commande et 1’état initial qui est
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dans D(A). Le systéme évolue donc sur la trajectoire 0(z,t) = Zy(i) (t)a;(x). La
i=0

fonction y doit donc satisfaire aux conditions de raccord:
(4.5.4) Vi e N, yD(0) = d;, et y(T) = f;

Le probleme de la planification de trajectoire reliant des états ayant la forme par-
ticuliere ci-dessus est donc résolu si, étant données deux suites de nombres réels
(di)ien et (fi)ien qui satisfont une estimation Gevrey comme ci-dessus, on peut
toujours trouver une fonction y de classe Gevrey o telle que (4.5.4) soit satisfaite.
La réponse a ce probléme est positive, comme nous ’assure le théoreme de Ritt
C.1.1 et son corollaire C.2.1.

4.5.2. Preuve de la propriété 4.5.2. La platitude du systeme implique la
densité de la famille (a;);en. Nous appliquons donc les résultats du chapitre 2,
section 2.6, prop. 2.6.2: nous sélectionnons deux états de départ et d’arrivée de la
forme (4.5.1)-(4.5.2) dans des voisinages aussi petits que I'on souhaite de 1'état de
départ et d’arrivée (en pratique, on prendra des polynémes pour (4.5.1)-(4.5.2)),
et on considere une loi de commande 4.5.3 comme au paragraphe 4.5.1 reliant de
fagon exacte (4.5.1) & (4.5.2). Alors nous savons que toute loi de commande au
moins C2(0,T) qui vérifie 2.6.5-2.6.6 répond au probleme.

En particulier, la loi de commande obtenue en tronquant la série (normalement
convergente, ainsi que la série dérivée sur [0,77]) 4.5.3 & un ordre adéquat convient.
C’est ce choix qui est effectué dans tous les exemples qui suivent.
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CHAPITRE 5

Exemples de planification de trajectoire

5.1. Méthode opératoire de calcul de la loi de commande

Les résultats obtenus aux chapitres 2 et 4 nous permettent maintenant de définir
un mode opératoire de calcul d’une loi de commande en boucle ouverte pour la
planification de trajectoire. Les différentes étapes sont détaillées ci-apres.

Etape 1. Il faut s’assurer qu’il s’agit d’'un probleme de commande bien posé
au sens défini au paragraphe 2.2.

Etape 2. Il faut ensuite, si le probleme n’est pas un des cas particuliers men-
tionnés dans la section 2.4, déterminer par bouclage un opérateur A Riesz-spectral
inversible, et une fonction B. Il semble qu’il soit intéressant de sélectionner lorsqu’on
le peut un opérateur A & conditions aux bords séparées.

Si nous sommes dans le cas particulier ou, avec les notations de la section 2.3,
I’espace £ est de dimension 2, nous savons séparer le probleme en deux problemes
qui rentrent dans le cadre ci-dessus (voir la section 2.4).

Par contre, si nous sommes dans le cas du premier paragraphe de la section
2.4, nous ne savons pas traiter le probleme de la planification de trajectoire. Nous
supposons donc que nous ne sommes pas dans ce cas.

Etape 3. Il faut maintenant calculer la “forme de Brunovsky” du systéme, c’est
a dire la famille de fonctions («;);en. Notons qu’il suffit d’en calculer un nombre
fini puisque la loi de commande effectivement utilisée est une série tronquée.

Dans le cas général, le calcul des fonctions «; nécessite tout d’abord le calcul
des premiers coefficients a; du déterminant de Fredholm de l'inverse de K = A~!.
Ce calcul peut étre fait en utilisant les expressions qui découlent du lemme 2.5.4:

ag =A1z + Ass + Aszer (1) + Aigea(1) + Ago€) (1) + Argen(1)
a; =AasVy (e1)(1) + A13Vi (e2) (1) + Asz (Vg (e1)) (1) + Ara(Vi (e2)) (1),

ol l'opérateur de Volterra Vj a été défini au paragraphe 2.5.1, et e; et ey sont les
solutions fondamentales en zéro de

f"+af =0.

Il faut donc numériquement calculer ey et es sur [0,1], puis un nombre fini des
itérés Vj(e1) et Vi (ez2). Les valeurs au point 1 de ces fonctions et de leurs dérivées
permettent un calcul approché des valeurs des a;.



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

82 5. EXEMPLES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRE

Une fois les a; calculés, on obtient les a; en résolvant numériquement la suite
de problemes:

B" +q(z)B=0
auB(O) =+ CL1QB/(O) =+ algB(l) + a14B'(1) =0
&213(0) + dQQB/(O) + dggB(l) + &243/(1) 1

)

ap = apB,

v + q(x)vi = @iy
allvi(O) + algvé(O) + algvi(l) + a14’l]£(1) =
&21’02'(0) + 5,221)2(0) + 5123’07;(1) + Zl24’l]7/;(1) =

a; =v; +a;B.

REMARQUE. Toutefois, dans le cas ou l'opérateur A a pu étre choisi Riesz-
spectral inversible a conditions aux bords séparées, on peut utiliser les résultats
des paragraphes 4.2.2 et 4.2.3. Il a été montré dans ces paragraphes que si f1, fo
désignent le systéme de solutions fondamentales en 1 de f”+qf = 0, et si V; désigne
I'opérateur de Volterra qui s’annule au point 1 associé a cette équation, alors:

y1(z) = —arze1(z) + arrea(x),
et z1(z) = —aa f1(x) + a1z f2(x),
alors o = Vj (y1) + Vi (21).

Le calcul des «; se fait donc sans faire intervenir les coefficients du déterminant de
Fredholm, et en résolvant numériquement la suite de problemes

Yy +q(x)yr =0 2 +q(x)z1=0
yi(0) = —a1> z1(1) = —a1s
y1(0) = an 2(1) = as,

oo = Y1 + 21,

vl +q(@)ys = yioa z +q(x)z = 21
y:(0) =0 zi(1) =
¥:(0) =0 (1) =0,
Qi—1 =Yi + 2.

Etape 4. Nous examinons la commandabilité du systéme bouclé, en utilisant
les résultats de la section 4.3.
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Sauf dans le cas ou le probleme de départ ne présente des contraintes que sur
un seul bord, ce qui assure la commandabilité, cette étape n’est pas facile a traiter
numériquement, car elle nécessite le calcul de toutes les valeurs propres de A.

Cependant, on peut espérer pouvoir donner une réponse par un calcul théorique
si on connait ’expression de la fonction g.

Si on parvient a répondre positivement a la question de la commandabilité
du systeme bouclé et donc a celle de la densité des «;, alors les «; définissent la
paramétrisation de Brunovsky du systéme (invariante sous l'action des bouclages
sur les opérateurs Riesz-spectraux inversibles) et le systéme est plat.

Etape 5. Enfin nous procédons a 1’élaboration de la loi de commande en sui-
vant la démarche exposée dans la section 4.5, ce qui sera toujours possible, méme
si la famille des «; n’est pas dense dans L?(0,1), & condition que I'état de départ et
d’arrivée de la planification de trajectoire soient dans I’adhérence des «;.

Ainsi, il est parfois possible de faire de la planification de trajectoire arrét-arrét,
méme avec un systéme non commandable.

5.2. Tige commandée par un réservoir de chaleur.

Il s’agit d’ un probleme identique & celui de 'exemple 1.3, & ceci prés que la
variable de commande n’est plus directement la température de 'extrémité de la
tige correspondant & x = 1, mais la température d’un réservoir de chaleur (par
exemple un générateur de vapeur) au contact de cette extrémité.

Le modele du systéme est donc maintenant:

O(x,t) = Orab(x)t), x € 10,1]
(5.2.1) 0.:0(0,6) =0
0(1,t) + k0,0(1,t) = u(t).

Nous appliquons les résultats du chapitre 4.

Etapes 1 et 2: Le systéme (5.2.1) correspond & un probléme bien posé, puisque
lopérateur en espace est inversible et a conditions aux bords séparées. Il peut étre
envoyé par bouclage des termes de bords sur le systeme étudié dans I'exemple 1.3,
qui est plat.

Etapes 3, 4 et 5: Il résulte des étapes 1 et 2 que (5.2.1) est plat, sa pa-
ramétrisation de Brunovsky est unique et c’est celle de 'exemple 1.3, ou tous les
calculs ont déja été faits.

La sortie plate est donc encore y(t) := 6(0,t), et la paramétrisation des trajec-
toires est donnée par

o x2i
b t) = S0 0 i
1=0 :

) = (0 + 00 gy + )

Les résultats de simulation sont évidemment identiques & ceux de I'exemple 1.3,
seule la loi de commande change.
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5.3. Exemple d’un systéme de parameétre plat inconnu

Nous reprenons I’exemple académique 2.3.1 qui a été étudié dans les précédents
chapitres: le probleme étudié peut étre vu comme celui d’une barre, chauffée avec
une loi de chauffage complexe, avec des conditions aux bords faisant intervenir les
deux bords. Les équations du systéme sont:

5’259 = BMQ

0:0(1) _
+ =5 =0

6(0) + 6(1)
0(1) + 20,0(0) = u(t)

Etapes 1 et 2: elles ont été développés dans les chapitres précédents.
Etape 3: On utilise la remarque 5.1 pour calculer les valeurs des «;.

Etape 4: la commandabilité plate approchée a été vue dans les chapitres précédents.

Etape 5: Nous avons fabriqué une loi de commande qui conduit le systeme de
Pétat de repos: 0;(x) = 4’”9_ 3 correspondant & une valeur constante égale & 1 de
la commande a I’état de repos final 0f(x) = QMT_E’, correspondant a une valeur
constante égale a 2 de la commande, ceci en 1s..

Les résultats de simulation sont illustrés par les figures 1,2 et 3. Le fait de ne
pas connaitre précisément le lien entre la sortie plate et ’état ne géne en rien le

déroulement des calculs.

température

o o

S [N o o o
o N » o

o
Y

o
@
N

0.4

0
temps abscisse sur la barre

Fic. 1. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.
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01

02

03

04

05
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2.8
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loi de commande
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Ing
»
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Fi1G. 3. Loi de commande en fonction de temps.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Fi1G. 2. Ftats de départ et d’arrivée.

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
temps
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5.4. Anneau a symétrie radiale commandé en température a ’intérieur

L’étude de ce probleme a été faite dans ses grandes lignes dans [27], nous en
donnons une version complétée, avec une démarche plus systématique.
Considérons le probléme suivant (voir figure 4: Un anneau circulaire de rayons

chauffage

isolation thermique

Fi1G. 4. Anneau a symétrie radiale, chauffé a l'intérieur.

intérieurs et extérieurs Ry et R (Ro < R), est chauffé uniformément sur sa frontiére
interne. De plus, on suppose que la frontiere externe est parfaitement isolée. Le
probleme est donc invariant en 6, ot r et # sont les coordonnées polaires usuelles
dans le plan. Les relations qui décrivent ’évolution de la température u de I’anneau
sont données par:

Ou = %&u + Opru
(5.4.1) Oru(R,t) =0
u(Ro,t) = c(t)

Apres avoir effectué le changement de variable x = R —r,et avoir posé Ry = R— Ry
nous obtenons:

1

(5.4.2) 0,u(0,t) =0
u(Ry,t) = c(t)

5.4.1. Synthése d’une loi de commande pour une trajectoire arrét-
arrét. Le probleme (5.4.2) est exactement de la forme des problemes étudiés au
chapitre 4: nous appliquons la démarche exposée dans ce chapitre.

Etape 1 :Transformations du probleme.

Le probléme (5.4.2) se transforme par le changement de variable:

R

v(x,t) = u(x,t)



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

5.4. ANNEAU A SYMETRIE RADIALE COMMANDE EN TEMPERATURE A L’INTERIEURS7

en:
O = mv + Oz
1
4. — =
(5.4.3) 2Rv(0,t) + 0,v(0,6) =0

| R
R & v(Ry,t) = c(t)

Nous définissons I'opérateur = par

avec
D(ZE) = {v € L*(0,Ry)/v" € L*(0,Ry),v" € L*(0,Ry),
v(Ry1) = 0,0'(0) = 0}.

Le changement de fonction le transforme en E défini par:

E(v) = 5v+ v

AR —2)?

avec

D(E) = {v € L*(0,R;)/v' € L*(0,R1),v" € L*(0,Ry),

1
U(Rl) - O?ﬁ

Le probleme est donc bien posé. En effet, on montre aisément que = n’a pas
de valeur propre nulle; il s’ensuit que E n’en a pas non plus. F est a conditions
aux bords séparées, et donc il est auto-adjoint, inversible et = est Riesz-spectral
inversible. Ceci entraine (voir annexe sur les semi-groupes) que le probleme (5.4.2)
est bien posé.

Etape 2: choix de 'opérateur A.

Ici la situation est particulierement simple; on choisit A = F, et la fonction B
est définie par:

v(0) +v'(0) = 0}

R
R—=z
Nous désignons par K l'inverse autoadjoint compact de A, et par H I'inverse Riesz-
spectral compact de FE.
Si nous définissons I'isomorphisme continu de L?(0,1) ® par

®: L*0,1) — L*0,1)

B(z) =

R—=x
—
Y R
nous avomns:
E=0"140
et donc:
H=9d"'Kd

Etape 3: Décomposition de Brunovsky
Pour pouvoir faire la décomposition de Brunovsky du systéme (5.4.2) ou de
fagon équivalente celle du systeme (5.4.3), il nous faut calculer les coefficients du
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déterminant de Fredholm des inverses de E ou de A. Ces déterminants sont iden-
tiques. En revenant au systéme de départ (5.4.1), cela revient aussi a calculer I'ex-
pression du déterminant de Fredholm de I'opérateur inverse de E défini par:

avec :
D(E) = {v € L*(Ro,R)/(v' ") € (L*(Ro,R))’,
v(Ro) = 0,v'(R) = 0}
I est bien connu (voir [13]) que les solutions de I'équation v/ 4+ Lv/ = —v sont de

la forme: cJy(r) + dYo(r), ou Jy et Yy sont les fonctions de Bessel de premiere et
de deuxieme espece. Les fonctions propres de I sont donc les fonctions G, définies
par:

Gu(r) = Yy (uR) Jo(pr) — Jo(uR) Yo (pur)

et les valeurs propres associées sont les nombres réels négatifs A\ = —pu?, pour les
valeurs de A qui annulent le déterminant de Fredholm de K (U'inverse de A) dont
I’expression est donnée par

Da(XN) = RuYq(Rp)Jo(Rop) — RpJo(Rp)Yo(Rop)

(5.4.4) o

Jo et Yy peuvent toutes les deux étre développées en séries de puissances paires dey,
avec pour Yy une singularité logarithmique a l'origine. Fort heureusement, cette
singularité disparait lorsque nous remplacons Jy et Y par leurs développements
en série dans D()),et nous obtenons une fonction entiére de puissance paires de p,
c’est & dire une fonction entiere de \, puisque A = —p2.

Nous obtenons finalement pour D()) I'expression

e )\mR2m
(5.4.5) D) =1+ “ g Am =0
m=1
oll nous avons posé
&)2[
Am — Z ( R
N2(71)2
A, 20
21
Ro (%)
2In | — —_
e ( R ) kHZ%_lk!(k NIE

l
1
avec So =0, et pour [ > 0, .S; = E —.
i
—

1
Cependant, selon ce qui a été dit dans le paragraphe “mode opératoire” ci-
dessus, il n’est pas nécessaire de connaitre I’expression du déterminant de Fredholm
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pour conduire les calculs, et on peut procéder de fagon plus simple. Il suffit de
résoudre la suite de problémes stationnaires homogenes sur [0,R;]:

1
0~ o0 =0
046(0) =0, Oéo(O) =1
et:
1
gy — m%u =Qn

a,41(0) =0, an41(0) =0.

R—x

On trouve apres un calcul élémentaire que cg = 1 et : a1 = f(')r(R—§) In (ﬂ) an(§)dE

étape 4 et 5: Densité et synthese de la loi de commande.
Nous savons, d’apres les résultats des sections 4.2 et 4.3 qu’étant donné y €
o0
Go([0,1), ot 0 < 0 < 2, u(xt) = »
n=0

"y(t) N
s ay,(x) est une trajectoire de notre

systeme dans G17([0,1] x [0,77]), avec la loi de commande théorique ¢ d’expression

ok
ity =S 2 d?;,(ﬁ an(Ry)
k=0

et que le systéme est approximativement commandable dans 2(0,1) sur ce type de
trajectoires.

Afin de conduire le systeme de ’état de repos initial ug a ’état de repos final
w7, nous prenons pour ¥y la fonction:

o ift <0,
k
te (r(T—7)F ¢ .
y(t) = CO+(CT_CO)M7kT ifo<t<T,
JEeG@m=—mnF 4r
cr sinon.

La loi de commande réellement utilisée ¢ sera:

Kk
() = T 00 0y (o)
k=0

ot K est choisi de telle sorte que |u(t) — @(t)| soit petite sur I'intervalle [0,T].

5.4.2. Simulations. Les simulations présentées dans ce paragraphe, comme
toutes les simulations présentées dans cet ouvrage, sont obtenues de la facon sui-
vante:

la loi de commande est d’abord générée, en effectuant les calculs exposés ci-
dessus. Elle est ensuite injectée dans un modele semi-discrétisé différences finies en
espace/continu en temps; le calcul de la trajectoire du systéme se fait en utilisant
un schéma d’intégration numérique de systemes d’équation différentielles ordinaires
a pas variables.

Le calcul de la loi de commande et celui de la trajectoire du systeme sont donc
indépendants, et la simulation n’utilise pas la mise sous forme de brunovsky du
systeme.



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

90 5. EXEMPLES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRE

5.4.3. Loi de commande Gevrey 1.5. Nous montrons des résultats de si-
mulations obtenus avec les valeurs de parametres suivantes: R = 2cm., Ry = lem.,
T = 1s., ug = 25 and ur = 30.

Nous avons utilisé une fonction Gevrey d’ordre 1.5. La loi de commande est &
lordre K = 10. La figure 5 montre le comportement en température de ’anneau.
La stabilisation est est pratique obtenue des U'instant T = 0.7s. Par contre, ce

F1G. 5. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 1.5.

mode de commande génere un assez fort dépassement, comme on peut mieux le
constater sur la figure 6, ou sont tracées sur un méme graphique la température de
commande (température de la couronne interne) et la “sortie plate” (température
de la couronne externe). D’une fagon générale, et quel que soit l'ordre de la fonction
Gevrey qui a servi a générer la loi de commande, on observe que plus 7" diminue,
plus le dépassement augmente. Il y a donc une limite naturelle & T' (qui, rappelons-
le, peut théoriquement prendre des valeurs quelconques) qui est 'amplitude du
dépassement autorisée pour le systeme.

5.4.4. Loi de commande Gevrey 2. Les résultats de simulations qui suivent
sont obtenus avec les valeurs de parametres suivantes: R = 2cm., Ry = lem.,
T = 0.8s., ug = 25 and up = 30.

Nous avons utilisé pour la génération de la loi de commande une fonction Gevrey
d’ordre 2. La loi de commande est tronquée a ’ordre K = 10. On remarque que la
trajectoire en température du systéme obtenue avec cette commande présente un
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Loi de commande/sortie plate Gevrey 1.5

38

—— sortie plate
—— loi de commande

36

température
N N N w w w
PN 5 & S s S
T T T T T T

N
N
T

20

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps

F1G. 6. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 1.5.

T=0 T=0.2

T=0.3

30 ‘«/Illlllll \\
U {\

25

FiG. 7. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

dépassement nettement moins important qu’avec une loi de commande générée par
une fonction Gevrey 1.5, comme on peut le voir sur la figure 8.
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De plus, il est possible ici de réaliser une simulation présentant un dépassement
raisonnable sur un horizon de temps de 0.8s., alors qu’avec une loi de commande
Gevrey 1.5, on observe pour cet horizon de temps un dépassement tres important.
La figure 9 compare la réponse du systéme (température mesurée en z = 0) a un

Loi de commande/sortie plate Gevrey 2
32 : .

—— sortie plate
—— loi de commande

30

28

température
N
>

N
R

22

20

0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8
temps

Fia. 8. Loi de commande générée avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

échelon de cing degrés a la réponse a la commande Gevrey-2. Il faut environ 3s. pour
atteindre ’état de repos final, alors qu’avec la commande Gevrey 2, la convergence
est obtenue en moins de 0.8s.

Réponse a un échelon
—— température en r=0
—— commande en r=1

25

température
N
@
T

20 I I I I I I |
0 0.5 1 15 2 25 3 35

temps

Fi1G. 9. Réponse a un échelon.
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5.5. Méme exemple avec commande par un réservoir de chaleur

Il s’agit du probleme suivant:

Opu = %&u + Oprut
(5.5.1) Oru(Rt) =0
u(Ro,t) + kOru(Ro,t) = c(t),
qui devient, apres avoir effectué comme précédemment le changement de variable

r = R —r,et avoir posé R1 = R— Ry :

1
8,{1,& = —mamu + &Czu
(5.5.2) 8,u(0,t) = 0
u(Ry,t) — kOgu(Ry,t) = c(t)

Le systeme 5.5.2 se transforme en 5.4.2 par bouclage sur les termes de bords, donc
il est plat, de sortie plate y(t) = u(0,t), et la paramétrisation plate de Brunovsky

du systeme est:
oo
u(x,t) = Z
n=0

avec la loi de commande théorique ¢ d’expression

n

y(t)
dtr on ()

%k
e(t) = STV (0 (Ry) — kol (R)))

dtk
k=0

5.6. Synthése de loi de commandes par sommation au plus petit terme

Nous mentionnons ici un résultat curieux, et encore inexpliqué, obtenu en simu-
lation sur plusieurs exemples, dont ’exemple 1.3. C’est la simulation de cet exemple
qui est présentée ici. Nous avons utilisé pour la synthese de la loi de commande des-

Temperature profile (y Gevrey 2.5)

temperature

time t 0 o0

length x

Fi1Gc. 10. Planification de trajectoire a partir d’une fonction Gevrey d’ordre 2.5.
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tinée a la planification de trajectoire arrét arrét entre 0 et 1 la fonction

y(t) :== @2 (%) ;

qui est Gevrey d’ordre % sur [0,T], et analytique sur ]0,T7.
La loi de commande théorique est alors

et la solution formelle du probléeme est

too (i) )2t
O(x,t) == ; %

Notons que nous n’avons plus la convergence normale de la série sur [0,7] x [0,1],
mais que, a cause de 'analyticité de y sur ]0,7[, nous avons la convergence uniforme
sur les compacts de ]0,7[x[0,1] de la série qui définit 6, vers une solution analytique
en x. Toutefois, il est clair a cause des propriétés Gevrey de y que cette convergence
sera tres mauvaise, avec des phases transitoires qui semblent diverger, ce qui est
extrémement génant pour les calculs.

Or, en général, ce genre de série divergente ou mal convergente semble converger
tres vite dans un premier temps, puis diverge ensuite tres vite pour éventuellement
reconverger apres sommation d’un tres grand nombre de termes. Le fait d’évaluer la
somme de la série en la tronquant a sa partie “convergente”, c’est a dire d’effectuer
une “sommation au plus petit terme”, est en général tres efficace numériquement
and et conduit & des erreurs exponentiellement petites. On pourra consulter [48]
pour une étude détaillée a ce sujet, d’ou nous tirons le résultat suivant: si nous
supposons que z est petit d’ordre € > 0, des estimations simples qui reposent sur
la formule de Stirling montrent que lorsque le nombre de termes n est convena-
blement choisi (typiquement: n ~ 1/(Ae)'/#), nous avons lorsque a;(t) ~ C*(i!)?
uniformément en ¢ sur [0,7] une estimation du type

sup
t€[0,L]

n—1 i
Oat) = Y ailt) =
=0 ’

< C(Z?T)l/ﬁ exp(—p0n)

- 1B gy [P
C(2m) exp((A€)1/B).

La simulation effectuée (sans justification théorique aucune) montre la plani-
fication de trajectoire du profil de température uniforme § = 0 at ¢ = 0 au profil
uniforme 8 = 1 at ¢ = 1, en utilisant y, comme ci-dessus, c’est a dire une fonction
Gevrey d’ordre a = 5/2 > 2. La loi de commande en boucle ouverte est obtenue en
effectuant a chaque instant ¢ une sorte de “sommation au plus petit terme”,

ne o) (4
at) =3 ;;;jﬂ,

i=1

ou n; est défini par
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o) _ 2P0
(2ne)! | (2i)!

La figure 10 montre 1’évolution de la température. Les résultats obtenus semblent
numériquement corrects, puisque on observe une bosse beaucoup moins importante
dans lallure de la loi de commande (en x = 1) que ce qu’on obtenait avec la loi de
commande convergente synthétisée & partir d’une fonction Gevrey d’ordre 2 (voir
figure 3). Le maximum est d’environ 1.4, & comparer avec la valeur 2.0 obtenue
dans le cas de la commande Gevrey d’ordre 2. Il semble donc que la sommation au
plus petit terme agisse comme un lissage de la loi de commande, toutefois difficile
a interpréter théoriquement.

i
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CHAPITRE 6

Un exemple d’équation linéaire d’ordre > 2, de
dimension 1 en espace

6.1. Equation de Korteweg-deVries linéaire

Nous nous intéressons ici a 1’ équation aux dérivées partielles d’évolution,
linéaire & coeflicients constants, définie sur [0,1] en espace avec conditions aux bords

(6.1.1) Oyu = —E?mwu — Ozu
(6.1.2) u(0,t) =

(6.1.3) u(l,t) =

(6.1.4) u(l,t) = ( )

Cette équation (équation de Korteweg-De Vries linéaire) a été étudiée de fagon
approfondie dans [50], olt la commandabilité exacte L? a été démontrée, de méme
que la commandabilité exacte de I’équation de Korteweg-de Vries non linéaire mono
dimensionnelle.

Nous cherchons, en utilisant la méme démarche que celle qui a été décrite pour
I’équation de diffusion linéaire, & prouver la platitude du systéeme 6.1.1-6.1.4. Nous
allons donc procéder par les mémes étapes.

6.2. Le probléme est bien posé.

Nous nous assurons qu’il s’agit d’un probléeme a commande au bord bien posé,
au sens de la définition 2.2.1.
Considérons donc l'opérateur E défini par:

E: D(E) — L*(0,1)
f — _f/l/ _ f/
ol on a posé
D(E) = {f € H*(0.1) / f(0) = f(1) =0, f'(1) = 0}
La propriété suivante est vraie:

PROPRIETE 6.2.1. L’opérateur E est le générateur d’un semi-groupe continu
de contractions.

DEMONSTRATION. Ce résultat sera une conséquence immédiate du théoreme
B.3.2 de 'annexe B, dés que nous aurons prouvé que E est maximal dissipatif.
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Or
T 1
VfeDE), Re(< E(f),f >) = Re(—/ 1" fdx —/ 1 fdx)
0 0

1
:R //_/d
e(/o 1" Fde)
£/ ()]

2

<0,

ce qui prouve que E est dissipatif.
Soient A1,A2 et Ag les trois racines (distinctes) de ’équation : X3+X+1=0.
On vérifie sans peine que les trois fonctions

e>\1w e)\Q:L’ e)\gm
e3(x) = + +
e SV 5 TS VS R s Wy e o W v Rl ) W vy TG vy vy
A Aoz A3z
62(1}) _ )\16 + )\26 + )\36
(M =A2) (A = A3) (A2 —A)(A2—A3) (A3 — A1)(As — A2)
(A + 1)etre (A3 + et (A + 1)ets?

) = =0 =) T G- A0~ Ae) | O — A0 — Aa)

forment un systéme de solutions fondamentales en zéro de f/ + f' + f = 0.
Donc pour tout v de L?(0,1), la solution générale de f"”' + f'+ f = v est donnée
par

(6.2.1 f(x) = / "ea(e — u(E)de + aca() + bea(a)

La fonction f ainsi définie est dans H?3(0,1) et vérifie f(0) = 0; pour que f soit
dans D(E), il faut que a et b soient solution de

aes(1) + bes(1) = — /0 es(1 — )o(€)de

1
aes(1) +ber(1) ~ 1) = = [ ealt = ()t
0
Si D =e3(1)(e1(1) — 1) — e2(1)? # 0, on peut calculer a et b dont Pexpression est

_ —(ea(1) = 1) fy ea(1 — u(€)dE + ea(1) [y ea(l — Eu(€)dg
D
—e3(1) [y e2(1 = u(€)d + es(1) fy es(1 = )v(§)dg
D
de facon & ce que 6.2.1 définisse f dans D(E). f vérifie alors (I — E)(f) = v.
Nous en déduisons que I — E est surjectif, ce qui prouve la maximalité de F.
Il en résulte la propriété annoncée. O

b:

Il nous reste donc & montrer que

LEMME 6.2.1. La quantité D = e3(1)(e1(1) — 1) — e2(1)? n'est pas nulle.

DEMONSTRATION. Posons
Q= (M — )M —A3)(A2 — A3) # 0
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alors nous avons
Qes(1) = eM (g — A3) + e (A3 — Ay) + e (A — Ay)
Qea(1) = MM (Aa — A3) + A2 (Mg — A1) + Aze™ (A — o)
Qer(1) = 1) = ATeM (A — Ag) + A3e™ (Mg — A1) + A3e™ (A1 — A2),
d’ou
QD = (MeM (A2 — A3) + A3e™ (A3 — A1) + A3e™ (A — M)
x (€M (A2 — A3) + €M (A3 — A1) + e (A — A2))
— (A€M (Ao — As) + A€M (g — A1) + Aae® (A1 — Ag))”
= (A2 422 =201 00) (M2 — A3) (Mg — Ap)eM A
+ (A2 X2 =201 03) (A — A3)(Ap — Ag)err e
+ (A2 X2 = 20003) (A3 — A1) (A — Ag)et2the
=Q (A2 = A)e ™™ + (M —A3)e ™ 4+ (A3 — Aa)e ™).
Or, les racines de X3 + X 4+ 1 = 0 sont de la forme
A1

Il
o

A2

- k
%= 5 +il,
d’ou
QD = <(32 + ’L'l)eg+ll - (737 - il)egill - QZZEk)

— 2 <e§ (2 S;n(l) +1cos(l)) — le_k)

On vérifie sans mal en remplagant k et [ par leurs valeurs approchées que D #0 O

De plus, pour toute fonction v de L?(0,1), on vérifie que

T 1

flz) = —/ (1 — cos(z — u))v(u)du + / (1 —cos(1 —u))v(u)du
0 0
in(1) — si . _1 1
sin(1) — sin(x) + sin(x — 1) / (sin(1 — u))o(u)du
1 — cos(1) 0

est dans D(F), et qu’elle vérifie E(f) = v. E est donc inversible, et son inverse est

l'opérateur intégral compact de L2(0,1) dont I'expression est donné ci-dessus.
La solution de

cos(1 — x) — cos(1)
1 —cos(1)

_B"_B' =0
B(0) = B(1) =0
B'(1)=1

est donc unique, et c’est la fonction
sin(1 — ) + sin(z) — sin(1)
(cos(1) — 1)

Le probleme est donc bien posé au sens de la définition 2.2.1.

B(z) =
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6.3. Bouclage par les termes de bords

Nous cherchons dans l'orbite de E sous 'action des bouclages par des termes
de bord un opérateur A dont nous puissions affirmer sans trop de calculs qu’il est
Riesz- spectral inversible.

Etant donné que les deux équations de contrainte du probléme, c’est a dire
6.1.2 et 6.1.3, forment un ensemble invariant lorsqu’on permute 0 et 1 il semble
naturel d’adjoindre au probléme une équation de commande elle-méme symétrique
en 0 et 1, qui est:

/' (0) = u'(1)
On obtient alors 'opérateur A défini par:
A: D(A) — L*(0,1)
f — _f/// _ f/

ol on a posé

D(A) = {f e H*(0,1) / f(0) = f(1) =0, f'(0) = f'(1)}
Soit K l'operateur intégral de L?[0,1] dans L?[0,1] défini par:

K(u) = / W €)u(€) e,

ou h € L?([0,1] x [0,1] et est définie pour 0 < & < x par:

hat) = sin(3) (Sin(g) Sin(g - x) sin(1 ; x))
et pour z < £ <1 par:
M) = sinz(%) (sin() sin® ) sin( ! . &)

On vérifie que si v = K(u), alors v € H[0,1] et —v"" — v’ = u . De plus, on a
v'(0) = v'(1). Enfin, h est réelle et vérifie: h(€,x) = —h(x,£). Il en découle que:

PROPRIETE 6.3.1. L’ opérateur K est l'inverse de A. Il est compact et anti-
symétrique, donc normal.

Les valeurs propres de A forment donc une base Hilbertienne de L2(0,1), et ne
présentent pas de point d’accumulation. Pour prouver que A est Riesz-spectral, il
nous reste donc a prouver que

PROPRIETE 6.3.2. Les valeurs propres de A sont simples.

DEMONSTRATION. Soit A une valeur propre de A, nous notons Ai,\2 et A3 les
racines de X3 + X + X\ = 0.

Nous commengons par montrer que ces racines sont distinctes.

Supposons en effet que X2 + X + A = 0 ait une racine double. Cela signifierait
qu’ on a alafois X3+ X +A=0et 3X2+1=0,doi A\ = i3\i/§~ On note A; la
racine double, et Ay = —2)\; 'autre.
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Les fonctions

fr=eM?
fo = zeM”
fa ="

forment un systéme de solutions indépendantes en zéro de I’équation '+ f'+\f =
0. Toute fonction propre ¢ associée a A doit donc vérifier: ¢ = afi +bfs + cfs, avec
a,b et ¢ solutions de

a+c=0
ae™ + beM + ce*? = ()

ari(eM = 1) +b((1+ A)eM —1) + ehp(e —1) =0,

soit

(6.3.1) c=—a

(6.3.2) a(e3M —1) 4 be3* =0

(6.3.3) ar (e 4+ €2 4+ 2) +b((1 4+ A)e*M —e?M) =0,

Or le déterminant du systeme formé par les équation (6.3.2) et (6.3.3) est non nul,
puisque

(3N — D) (14 Ap)edM — ey — N (3N 42N £ 2)e3M £
— 4t
pour A\ = j:\/g
Donc A ne peut pas étre une valeur propre de A.
Les nombres A\i,A et A3 sont donc distincts, et les fonctions
hi(z) = eM?®
ho(z) = e*2®
ha(z) = e*®
forment un systéme de solutions indépendantes en zéro de I’équation '+ f'+\f =

0. Toute fonction propre ¢ associée a A doit donc vérifier: ¢ = ahi + bhs + chs, avec
a,b et ¢ solutions de

a+b+c=0

aeM +be? 4 ce* =0

ari(eM — 1) +bha(e™ — 1)+ chg(e™ —1) =0,
Le rang de la matrice

1 1 1
(6.3.4) eM er2 e
)\1(6)\1 - 1) )\2(6)\2 - 1) /\3(6)\3 - 1)

détermine la taille du sous espace propre associé a ¢: le rang doit étre égal a
2 pour que la valeur propre soit simple. Mais en calculant les mineurs d’ordre
2 associés a la troisieme ligne, on trouve qu’ils ne s’annulent simultaément que
lorsque e* = e*2 = 3 mais si c’est le cas, les mineurs associés & la deuxieme ligne
ne s’annulent simultanément que si Ay = A\a = A3, ce qui est impossible. D’ou la
simplicité de la valeur propre . ([l
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L’opérateur A est donc Riesz-spectral antisymétrique inversible.
La fonction B associée a A est la fonction
sin(1 — z) + sin(x) — sin(1)
6.3.5 B(x) = )
( ) () 1 —cos(1)

6.4. Paramétrisation de Brunovsky: étude du déterminant de Fredholm

Si on note ey (z,A),ea(z,A) et ez(x,A\) le systéme de solution fondamentales en
zéro de
f”""f""Af:O,
nous pouvons, comme au chapitre 2, donner un développement en série entiere de
A de ces fonctions.
Pour cela, nous commencons par une majoration des itérés de 'opérateur de
Volterra en zéro associé a (6.4)

PROPRIETE 6.4.1. On note Vo lopérateur de Volterra en zéro associé & (6.4),
alors

I(M,Q) e RT™ /

sz

(30!

szfl

(3i — 1)!

11737'72

M-—
(3i — 2)!
31

[Vi(es(-0@)| < Mg

Vo [071] |V07(62(,0))($)‘ <M
Vs (e2(.,0))' (x)| < M

V5 (e2(-,0)" ()] <

‘ x?’i—l

Vo es(-0)' ()] < My,
$3i_2

V5 (s (-0))"(@)] < M r—y;

DEMONSTRATION. L’opérateur V; est défini sur L2(0,1) par
— " f =y
=W))<
f=Wl) { £(0) = '(0) = "(0) = 0

Apres calcul, on trouve que son expression intégrale est

Vo(v) = — /Ow(l —cos(z — u))v(u)du.

Son noyau admet la majoration suivante

(z — u)?

jo—ul
W) € [01] % [0.1) feos(o — )~ 1] < [ jin)]d =
0
Prenons M = sup,¢,1)(le1(2,0)], le2(,0)]), et @ = 1. Alors:
V0 (e2(-0)(x)| < M

Ve (e3(.,0))(2)| < M
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et par récurrence,

3 , T — )2
si- Vg (e2(,0))(2)] < M alors [V5+ (e2(.,0)) ()] <M/0 (@ —wf u*

(3)! = 2 (3"
3i+3

< Mxi

— (3i+3)!

Donc a tout rang i > 0,

x3z

B

Nous injectons cette majoration dans I'expression de V¢ (ez(.,0)) (z):
Ve € [0,1]  |Vg(e2(.,0)) ()] = '—/ sin(z — u)V§ ™ (ea(.,0)) (u)du
0

T 3(i—1)
/ (x — u)uidu
0
231

Vo e 0] |Vi(ea(0)(a)] < M

=M G- D)
= ME—r

De méme,

vz € [0,1]  |Vi(e2(.,0))" (z)] = ‘_/I cos(z — u) Vg~ (ea(.,0)) (u)du

0

z ,36-1)
<M | i
3i—2
Mgy
Les mémes majorations sont évidemment valables pour es. (Il

PROPRIETE 6.4.2. Les développements en série

() = S Vi eal 0) )N
i=0

ey(w,\) = i‘/g(ez(-,o))'(x))\i
i=0

() = S Vi (es.0) ()N
i=0

) = 3 Viles(L0)) (@)X
i=0

sont vérifiés, et définissent des fonctions entiéres de A d’ordre de Weierstrass < %

DEMONSTRATION. Gréce & la propriété 6.4.1, les séries de fonctions ci-dessus
sont normalement convergentes en z sur [0,1], et définissent des fonction entiéres
d’ordre de Weierstrass < 1. O
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Or, si A est une valeur propre de A (ou de K), nous avons
1 0 0
61(1,)\) 62(1,)\) 63(1,)\) =0.
er(LA) ex(1,A) =1 e5(1,A)

D’ou lexpression du déterminant de Fredholm de K (& multiplication par une
constante non nulle pres):

Da(N) = ea(1,N)e5(1,A) — es(1,A)eq(1,A) + e3(1,0)
donc, en utilisant la propriété 6.4.2, nous obtenons

PROPRIETE 6.4.3. L’expression de développement en série du déterminant de
Fredholm de K est

Da(A) =) <(Z‘fo’“(ez(-,o))(1)‘/3_’“(63(-,0))’(1) - %’“(es(wo))(l)VJ_k(62(~,0))'(1)>
=0 k=0

+V; (e3(,0))(1)) X'

et D4 est une fonction entiére d’ordre de Weierstrass < %

De plus, les coefficients

a; = (ZVok(62(~,0))(1)‘/5_k(63(->0))'(1) - Vok(e?,(-,0))(1)‘/3_]“(62(-,0))’(1))
k=0
+ Vg (e3(-,0))(1)
sont tels que:

3i

il <2M ——
lai] < (34)!

DEMONSTRATION. Comme les produits et sommes de fonctions d’ordre < %

sont eux mémes d’ordre < i, le développement en série et le résultat sur Uordre

3
découlent immédiatement de la propriété 6.4.2. La majoration de a; est une conséquence
immédiate des majorations de la propriété 6.4.1. (]

Nous construisons la famille de Brunovsky associée a A en faisant

ap = aoB

i1 = K(o) + a1 B

6.5. Convergence des trajectoires formelles

Nous suivons la méme démarche que dans la section 4.2.
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6.5.1. Convergence “faible” des trajectoires formelles. Nous commencons
par montrer la convergence “faible” des trajectoires formelles lorsque le parametre
y est une fonction d’ordre Gevrey convenable.

PROPRIETE 6.5.1. Lorsque le paramétre y est dans G°(0,T), avec o < 3, alors
la trajectoire formelle

=3y (tau(a)
=0
H =3 ay®)
i=0

converge vers une fonction de C°°([0,T],L*(0,1)).

DEMONSTRATION. Soit (u;);en une base hilbertienne formée de vecteurs propres
de A. Nous notons A; les valeurs propres de A, et u; = /\i celles de K. Comme A,
ainsi que K sont tous deux antisymétriques, ces valeurs propres sont imaginaires
pures et conjuguées deux a deux.

Nous pouvons donc indicer les valeurs propres de fagon a ce que a tout indice
i € N soit associé les deux valeurs propres \; et \; = —\;, ou les valeurs [A;| ont
été ordonnées de telle sorte que

|Ai] < [Xiga]

Grgace a la propriété 6.4.3, nous pouvons alors factoriser la fonction D 4, et nous
obtenons le produit normalement convergent

D =TI (1-2) (1+2) - n(m)

=0 1=0

D’olt nous déduisons par identification (le produit infini étant absolument conver-
geant), que tous les coefficients a; sont nuls lorsque I est impair, et que

(6.5.1) Z e

(6.5.2) ay = Z 0 W

1<J
o 1
(6.5.3) ag = Z 2, 2
11<19<...<9—1 <1 |Ai1| |A12‘ |)\il—1’ |A7fl‘

(6.5.4)

Projetons les «; la base des u;. Nous obtenons:

)
Qo = g TrUk
k=0
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et par construction

o0 n )
= Z <Z aiﬂz_z> T Uk
i=0

k=0

D’ou:

oo
lamll = [ D01 anidd| |l ol

agl)\zz le dévelopement & 'ordre n de D 4.

Or on reconnait dans ’expressio > 0
), nous obtenons:

En utilisant les relations (6.5.1)-(6.

=]

%
< sup ( azi/\il |Hk|n [|aol|
>
5.

Vk € N*,

|]. + a2>\k

oo |)\k|2
”Zw =2y
)

(car \j est imaginaire pur

= [’ Z| ag)| < < Akl Jaz|

i#k
de méme: Vk € N*,
(o]
A A
Lt} an] = |- 3 R ';' z I
i£k |)\1 i1 <io ||)\
oo
4
= |)‘k‘ Z | | | < Al lad]
i1,ip#k
i1 <ig
et par récurrence: V(k,l) € N* x N*
2 20 _ 21 - 1 21
‘1+a2)\k+...+a21)\k‘—|)\k\ Z A2—A2 S‘)\Jg‘ |a21|
i1 rilfk} (31 | iz|
11<...<1]

Nous en déduisons que, en posant € = n mod 2, nous avons la majoration suivante :

I3

sup | (72X el | llwoll < ||
keN i—0

1=
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et par conséquent:

2
llovally < sup | D azidi’ | lul™ | llaol
keN \ |

< el

Or la propriété 6.4.3 nous fournit une majoration de ag; sous la forme:

9l
|G2l‘ < 2M

(61)!
d’ou 'existence d’une constante C' telle que:

37l
(3n)!

Lorsque y est dans G°(0,T"), avec o < 3 la série

o0
> sup |0 sl
t

=0

(6.5.5) lanll, < C

Z ~ 3Z 1 —|— g Z
Rl 3i)!
est convergente, ce qui prouve en appliquant le theoreme de convergence dominée

que la série
e .
=> ¥y (t)ai(z)
i=0

définit pour tout ¢ € [0,7] une fonction de L?(0,1).

Lorsque y est dans G3(0,T), le résultat est encore vrai si le rayon R de 'esti-
mation Gevrey pour y est supérieur strictement a 3.

Il en est de méme pour toute les séries des dérivées en temps, ce qui acheve la
démonstration de la proposition. [

6.5.2. Convergence “forte” des trajectoires formelles. Nous montrons
maintenant que cette solution “faible” est en fait une trajectoire au sens classique
du systeme.

PROPRIETE 6.5.2. Lorsque le paramétre y est dans G°(0,T), avec o < 3, alors
la trajectoire formelle

= Zy(i) () (z
i=0

S
=0

converge vers une fonction de C*([0,T],C3(0,1)).

Pour prouver ce résultat, il nous faut tout d’abord prouver deux lemmes tech-
niques
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LEMME 6.5.1. Si f est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:
fla)=f(1-=)
alors v = K(f) est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:
v(z) = —v(l — )

De la méme fagon, si f est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:

fl@)=-f1-2)
alors v = K(f) est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:
v(z) =v(l — )

DEMONSTRATION. Supposons que f vérifie f(z) = f(1 — z), alors v = K(f)
vérifie
v"(x) + ' (2) = = f(2)
v(0) =v(1) =0, 2'(0)=12'(1)

Posons g(z) = v(1 — x). Nous avons ¢"”'(z) = —v"'(1 — x) et ¢'(z) = —v'(1 — z),
d’ou

9" (@) + g (x) = " (1 —x) —'(1 - z)

=f(l—=z)=f(z)
9(0) =9(1) =0, ¢'(0)=—v'(1) = —'(0) = ¢'(1)
Nous en déduisons que g = K(—f), et donc que v = —g, ce qui est le résultat
annonce.
Le cas ou f vérifie f(x) = —f(1 — x) se traite de fagon tout & fait similaire. O

Nous en déduisons le deuxieme lemme
LEMME 6.5.2. Pour tout k € N, on a:
agk(x) = agk(l — x)
agky1(2) = —agp1(1l — )
DEMONSTRATION. Nous avons «g = agB, avec B, définie par I’expression 6.3.5,
qui vérifie B(x) = B(1 — x). De plus,
a1(z) = K(ap)(x) + a1 B(x)
= K(ap)(z) (car les aggy1 sont nuls)
=—K(ap)(1 —z) (par le lemme 6.5.1)
=—ai1(1 —x),
et par récurrence, si au rang k nous avons
o () = age(l —x)
opt1(7) = —agkr1(1 — ),
alors au rang k + 1 nous aurons
az (k1) () = K(a2r41)(2) + a2k B()
= K(aop41)(1 — ) + ag B(1 — ) (par le lemme 6.5.1)

= ag(p41) (1 — ),



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

6.5. CONVERGENCE DES TRAJECTOIRES FORMELLES 109

et

aop43(2) = K(ao(k+1)) (%) + azr3B(x)
= K(ag(pt1))(x) (car les aggq3 sont nuls)
= —K(ag(k41))(1 =) (par le lemme 6.5.1)

1
= —oop3(l — ),

Nous pouvons maintenant prouver la propriété 6.5.2.

DEMONSTRATION. Posons §; = K(a;—1), et v; = 3.
Par définition de K, nous avons donc
B+ B = —aia
Bi(0) = Bi(1) =0
B3i(0) = Bi(1)
De plus, en appliquant successivement les lemmes 6.5.2 et 6.5.1, nous obtenons que:
— si i = 2k, alors a;—1(x) = —a;—1(1 — ), donc B;(z) = B;(1 — x). D’olt
B (x) = B/ (1 — x), et en particulier 5/(0) = B/'(1).
v; est donc la solution de
’Ug/ + Vi = —OQGi—1
v;(0) = vi(1)
v;(0) = vi(1)

3

Nous en déduisons que

1
v = — /O i (2.6) i1 (€) dE

ou hy est la fonction de Green du probleme ci-dessus. hq est une fonction
C° donc bornée de [0,1] x [0,1].
—sii=2k+1, alors a;—1(z) = a;(1 — ), donc G;(x) =
B (xz) = =B (1 — z), et en particulier 8'(0) = —8/(1).
v; est donc la solution de

—0i(1 — z). D’ou

’Ug/ + v = =1
v;(0) = vi(1)
v;(0) = —v;(1)

Nous en déduisons que

1
vi:/o ha(z,€) o1 (€)dE

ou hsy est la fonction de Green du probleme ci-dessus. ho est une fonction
C" donc bornée de [0,1] x [0,1].
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Comme hy et hy sont bornées, nous notons

L= sup  ([ha(@.8)],[h2(2.8)]).
(z,£)€[0,1]x[0,1]

Nous obtenons alors
Vie N, Vo e [0,1], [|vi(z)] < Lllai-1ll,
D’oly, en utilisant la majoration (6.5.5),
) N 3t
Vie N*,Vz € [0,1], |vi(z)] < LO@

Or nous avons
o = (K(ai—1)) +a; B’
=v; +a;B
d’ou
3i

vo e 01, o) < L0 Mg

G ) + 118l

Lorsque y est dans G°(0,T"), avec o < 3 la série

P ARGLAC)
=0

est donc normalement convergente sur [0,1] x [0,T7].
Comme dans la section 4.2, nous observons alors que

/0 (1 —z)aj(x)dz = —a;(0) —l—/o a;(x)dx
d’out
|2 (0)] < [l o + llevill,
32'
=i

pour une constante positive C' convenablement choisie. Ceci prouve que la série

S (b
1=0

est normalement convergente sur [0,77], et en appliquant le théoréme d’intégration
des séries de fonctions uniformémént convergentes, que la série

= Zy(i) (t)a(z
=0

converge uniformément (et méme normalement) sur [0,1] x [0,7]. Elle définit donc
une fonction contintiment dérivable en z.

Il nous reste & montrer la convergence normale sur [0,1], uniformémént en ¢,
des séries des dérivées secondes et troisiemes en z des 3 (t)ay (z).
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Nous commengons par la série des dérivées troisiemes; nous avons a tout rang
1> 0:

" __ 1 LRI
o =v; +a;B

"
= —UV; — ;1 + aiB
D’apres ce qui précede, nous en tirons encore une majoration du type

o]y < O
illoo =3 gy

ce qui assure la convergence normale de la série des dérivées troisiemes.
Comme ci-dessus, nous écrivons alors que:

/0 (1—x)a) (x)dz = —a; (0) + 2/0 (1— =)o) (z)dx

1
= —a/(0) — 2a4(0) + 2/ ol (z)dx
0
d’oll
|07 (0)] < 4|l + llo7 oo

3i—1
)]

pour une constante C' convenablement choisie. Nous appliquons alors le théoréeme
d’intégrations des séries uniformément convergentes, ce qui prouve finalement que
la série des dérivées secondes en x converge uniformément et définit une fonction
continue.

La trajectoire formelle u(x,t) converge donc en une trajectoire classique trois
fois dérivable en espace. ]

6.6. Densité, commandabilité approchée

Comme il a été prouvé dans la section 4.3, la densité de la famille («;);en est
acquise si nous avons

Vie N, <wu;,,B>#0

ol (u;))sen est une base hilbertienne de L?(0,1) formée de vecteurs propres de K.
Or, la fonction B étant a valeurs réelles, on a:
1
<upB> =+ < ui’ +ui,B >
1

1
= )\—iué(o)

Nous devons donc, pour prouver la densité de la famille («;);en, et done la com-
mandabilité plate approchée du systeme, prouver que

PROPRIETE 6.6.1. Pour toute valeur propre \; de A, pour toute fonction propre
¢; associée a N;, on a ¢;(0) = ¢(1) # 0.

Pour prouver 6.6.1, nous allons prouver la propriété plus générale suivante
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PROPRIETE 6.6.2. Soit L > 0, alors il existe un nombre complexe \ tel que le
probléme

(6.6.1) — "= =X
(6.6.2) fO)=f1)=0 f(0)=f(1)=0

ait une solution non nulle si et seulement si il existe deuz nombres entiers (k,l) € N2
tels que

[EEEE
(6.6.3) L—o2m/ %

Nous en déduisons immédiatement que 6.6.1 est vraie, car 6.6.3 ne peut pas
étre vérifiée avec L = 1.

La condition 6.6.3 est exactement la condition de commandabilité obtenue
dans [50] dans un cadre beaucoup plus général. nous en donnons ici une preuve
élémentaire.

DEMONSTRATION. Soit A € C. Un calcul élémentaire montre que le probléme
6.6.1-6.6.2 n’a pas de solution non nulle sur [0,L] lorsque le polynéome X? + X +
A = 0 a une racine double. Nous supposons donc que ce n’est pas le cas, alors le
probléme 6.6.1-6.6.2 a une solution sur [0,L] si et seulement si la troisieme solution
fondamentale associée & A, c’est a dire la fonction
A1z

)\217 )\3I

e e e
e3(r) = + +
)= T =) T De —a0e —h) T s = A0~ 2a)
- 6)‘1$()\2 — )\3) + €>\2x()\3 — )\1) + GASI()\l — )\2)
(A1 = A2)(A1 — A3) (A2 — A3)
oll A1, Ao et A3 sont les trois racines distinctes de X3 + X + X\ = 0, est telle que

6)\1L(>\2 - )\3) —+ 6/\2L(/\3 — )\1) + 6)\3L(>\1 - )\2)
(A1 = A2) (A1 = Az) (A2 — A3)
- 6)\1L>\1(>\2 — )\3) + eAzL)\Q()\g — )\1) + 6/\3[')\3()\1 — )\2)

es(L) = (A1 = A2) (A1 = A3) (A2 — A3) -

Ces deux relations sont équivalentes par combinaison a

63(L) = =0

€>\1L —e

Ao L

A2 L

AsL

€ =€

Donc le probleme 6.6.1-6.6.2 a une solution non nulle si et seulement si il existe
deux nombres entiers (k,l) € Z? tels que

(6.6.4) (M — X)L = 2ikm
(6.6.5) (A2 — A3)L = 2iln
D’autre part, A1, Ao et A3 vérifient

(6.6.6) AM+A+A3=0
(6.6.7) A2+ Az + A3 =1

(6.6.8) Adods = —A.
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Des relations 6.6.6 et 6.6.7, nous tirons que

A3 = —(A1+ A2)
Mo — (A +X)2 =1,

d’ou, quitte a permuter les roles de A3 et Ag, les relations

\ A F V=30 -4 SN +i/30 +4
2: =
2

2
N Va2 ek B Ve Ve Y R
3 = =
2 2

De méme, quitte a permuter les roles de A1, Ao et A3, on peut supposer que les
nombres k et [ sont positifs, ce que nous faisons par la suite.
Nous injectons les expressions de Ay et A3 en fonction de \; dans 6.6.4 et 6.6.5,

pour obtenir
L\/3)3 +4 = 2kr

— /32
L3)\1 1 3)\1 +4:2il7‘(‘.

2

Nous en tirons que

2km

V3T 44

L% — in(2 + k),

et donc que
2km
V3 +4

kA
_3kM =i(20 + k),
3N7 +4

ce qui donne

2km

V32 4+ 4

3AZ(K? 4+ kL +1%) = —(20 + k),

L =

soit encore

(20 + k)
3(k% + kil + 12)

2 2
I—on [k —&-l;l—i—l

Réciproquement, si L et A\; sont comme ci-dessus, le probleme 6.6.1-6.6.2 a une
solution non nulle. Ceci prouve la propriété annoncée. (I

A =1
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6.7. Simulation numérique

Nous montrons une simulation arrét-arrét, de I’état d’équilibre correspondant
a une commande constante nulle (c’est & dire I’état initial nul) & I’état d’équilibre
correspondant & la commande constante égale & 1 (c’est & dire & la fonction B(z) =
sin(1)—sin(z)—sin(1—x)

1—cos(1) .

La simulation est plus délicate que pour les problemes d’ordre 2. Nous utilisons
méthode classique de résolution de problemes paraboliques, faisant intervenir une
formulation variationnelle du probléme, puis une projection sur une base spectrale
d’un sous-espace de dimension finie de L?(0,1) et une résolution par discrétisation
totale avec un schéma semi-implicite en temps (voir [49], chap 7., sec. 4 et 5.).

Deux cas de simulations ont été examinés, le premier sur un horizon de temps
de 0.08s., et la deuxiéme sur un horizon de temps de 0.02s.. Les lois de commande
arrét arrét, calculées en suivant la démarche exposée dans les sections précédentes,
sont montrées sur les figures 1 et 2. Les résultats de simulation sont illustrés par

12 T T T T

; / |
/

0.6 4
0.4 b
0.2 4

0 J 4

0.2 L L L L L I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Fic. 1. Loi de commande obtenue a partir d’une fonction Gevrey
d’ordre 2(< 3), sur un horizon de 0.08s.

les figures 3 et 4.
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25

u'(1)

15

0.5

05 I I I I I I I I I
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

temps

Fi1G. 2. Loi de commande obtenue a partir d’une fonction Gevrey
d’ordre 2(< 3), sur un horizon de 0.02s.

commande (pente en 1)
état initial -

0.05 —|

état final

espace (x)

temps . 008 O

Fic. 3. Planification arrét-arrét sur un horizon de 0.08s.
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0.8

0.6 :
commande (pente au point 1)
0.4 :

0.2

0.2
0.4 état initial
0.6

0.8

FiG. 4. Planification arrét-arrét sur un horizon de 0.02s.
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CHAPITRE 7

Un exemple en dimension d’espace > 1

7.1. Présentation du probléme

Le probléeme étudié est le suivant (voir figure 1): Un tuyau cylindrique de hau-

isolation thermique

AN—

isolation thermique

FiGc. 1. Tuyau cylindrique isolé, chauffé par le couvercle.

teur zo de rayon externe R; et de rayon interne Ry est chauffé par sa face supérieure
(z = zp), ou on impose la température; les surfaces latérales internes et externes,
ainsi que le fond du cylindre sont thermiquement isolés; ’état initial du tuyau ainsi
que la température de commande présentent une symétrie radiale, de sorte que la
température a tout instant & I'intérieur du tuyau ne dépend que de r (distance a
Paxe du point considéré), de z (cote du point sur laxe) et du temps t.
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Les équations décrivant I’évolution de la température 6 a U'intérieur du tuyau
sont:
Y(r,z,t) € [Ro,R1] x [0,20] x [0,T
O = 0rr0 + %&0 + 0.0,

7.1.1
( ) E)TO(Rl,z,t) = 0, 8T9(R0,2,t) =0
0(T720’t) = u(r7t)’ 820(r70’t) = O
7.2. Etude de 'opérateur en espace
Posons Q = [Ro,R1] x [0,20], nous considérons lopérateur en espace A du

probléme, défini par:
D(A) = {y € H2(Q)7 a?”y(RO,') = 07 8ry(R1,Z) = 07 y(’l",Zo) = 07 azy(70) = 0}
et
1
A(y) = arry + ;ary + azzy
De fagon classique ( voir par exemple [5] ou [13]), A est un opérateur inversible,

dont I'inverse K est un opérateur autoadjoint compact sur L?(€2) muni de la norme
et du produit scalaire associé

Rl Z()
(7.2.1) loallg = / / r Iy (ry2)drdz,
Ro 0

Ry 2o
(7.2.2) <y1y2 >= / / ry1(r,2)ya(r,z)drdz.
Ro 0

On peut, par la méthode de séparation des variables, calculer les vecteurs propres
normés de K. Ce sont les fonctions orthogonales pour (7.2.2):

(7.2.3) Ori(r,2) = ag(r)bi(2), (k1) € N
' ag(r) = ¢ (=Y1(AeRo)Jo(Arr) — J1(AxRo)Yo(AxT))
et

bi(2) = dy cos((l + %)WZ—ZO).

Dans ces expressions, les fonctions J; et Y; sont les fonctions de Bessel de
premiere et deuxiéme espece d’ordre 4. les nombres réels A, sont définis par:
Vk € N, Yi()\kRQ)Jl(/\le) — J1()\kR0)Y1(>\kR1) =0
et
D= X< M <...< A <...

et le coefficient de normalisation c; est donné par:
1

\/<f1§01 r|Y1(AxRo)Jo(Agr) — Jl(AkRO)Yo()\kTHz dr)

alors que le coefficient de normalisation d; est donné par:

1 2
dl: = —_

\/(fOZO cos((l+ L)r2) Zdz) %

C =
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A chaque vecteur propre correspond la valeur propre réelle, strictement négative
1
5=
M+0+20%)

Z0

MHEl = —

Dans ces conditions, K est un opérateur a spectre simple, d’expression:

Ry 20 o0
Yo € L3(Q), K(v)(r,2) = /Ro /0 Z ke 11,1 (1:2) Bk,1 (p,C) | pv(p,C)dpdC

k,1=0
Construisons maintenant la fonction B(r,z), solution de:
Y(r,z) €
OwB+10,B+0..B =0,
8TB(R0,z) = 0, 6TB(R1,Z) = 0,
B(r,z0) = f(r), 0,B(r,0)=0

(7.2.4)

olt f € L*[Ry,R;]. La fonction B est donnée par I'expression:

B(r,z) = Z (

k=0

R
/ pf(p)ak(p)dp> a(r)Be(2)

Ro
= frar(r)Br(2)
k=0

ol
_cosh(\2)
Bi(z) = cosh(Agzo)

B(r,z) vérifie aussi:

V(ki) €N < B > = fi ( / K ﬁk(C)bl(C)dC)

(=D'difi(l+ 5=
M1
# 0 si fj est non nul

Nous sommes donc dans une situation o nous pourrions tenter de reproduire
exactement la démarche qui a été dégagée au cours des chapitres précédents, en
supposant que nous appliquons au systéeme une loi de commande de la forme:
u(r,;t) = f(r)u(t), ot @ est dans C2(0,T) .

Mais nous nous heurtons a une difficulté de taille: si K est auto-adjoint com-
pact, il est malheureusement de puissance nucléaire égale a p > 1. On ne peut donc
pas définir de fonction entiere d’ordre de Weierstrass < 1 qui annule ses valeurs
propres (la généralisation du déterminant de Fredholm en dimension 1). Un pro-
duit de Weiertstrass (mais il n’a aucun caractére d’unicité) qui annule toutes les
valeurs propres de K est donné par:

- A R TR SEESE
Dg(\) = 1+ k 2)7(3
«=11 ( Az+<z+%>2<l>2> ) °

z0
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On montre que Dg a l'expression suivante:

> 1
Dy - o cosh (\/WZO) E_A;Aﬁ-F(H'%P(% 2 _Za,,\i
K\ = cosh(A,z0) =5

k=0

On vérifie que B n’est orthogonal & aucun des sous espaces propres, et donc
que la famille By = B, B; = K(B;_1)+a; By est dense dans L?({2), mais on ne peut
plus assurer une décroissance de la norme L? des B; en ﬁ ni faire la planification

de trajectoire approchée dans L?() en utilisant une fonction y de classe Gevrey-2.

7.3. Décomposition de probléeme

On peut cependant procéder de la fagon suivante: on “projette” sur chaque
direction ay la fonction 6(r,z,t) en posant

Ry
vp(2,t) = / r0(r,z,t)ax (r)dr

Ro
Ry
ug(t) = /R ru(r,t)ag(r)dr

Par le théoréme de Fubini, si 6(r,z,t) est dans le domaine de définition de A, alors
chaque vy, est dans Ha([0,20]) et vérifie

(731) at”t)k = azzvk — )\ivk
(732) 8ka(0,t) =0 U}C(Z()?t) = uk(t)

Il s’agit bien maintenant d’un probleme du type que nous avons déja rencontré et
pour lequel nous avons donné une paramétrisation dans 1.3 puis 2. Nous appliquons
les résultats obtenus, et désignons par y, une fonction Gevrey d’ordre o < 2, de
telle sorte que

Zy akz
Zy akl ZO

soit une trajectoire plate C2? du systeme 7.3.1. Nous allons maintenant examiner &
quelle condition la trajectoire formelle reconstituée du systeme global, a savoir

(7.3.3) v(r,z,t) ZZyk Jaki(2)ax(r)

k=07=0
(7.3.4) ZZyk Yaki(zo)ak(r)
k=0i=0

définit une fonction qui a un sens sur un intervalle de temps fixé [0,77].
Nous désignons par

) ‘ (i)
t)| < Mp-~—~2—
‘yk () = Mg Rﬁc



tel-00454012, version 1 - 7 Feb 2010

7.4. DENSITE, COMMANDABILITE APPROCHEE, ENDOGENEITE 121

Pestimation Gevrey pour chaque gy sur [0,7]. Nous avons alors
V(r,z,t) €Q x 0,1,

Ci(@)”

* (20)!R;,

5 (Dani(2)ac(r)| < Ml Jan(r)

d’ou, les aj étant normalisés:

V(rz,t) €Q x (0,77,

i ci@il)ye [
[ eans@ran)]|, < 2EHEE [ a2 ar

(20)!R;, Jg,
i(51\O
< M, —ZOQ (Z)
(20)\R;,
Comme la série Z i) ];Z est convergente des que o < 2 si les Ry sont tous suffi-
1)

samment grands (> C}), nous notons Ay sa somme, et nous avons par convergence
dominée:

PROPRIETE 7.3.1. La paramétrisation (7.3.3)-(7.3.4) définit une trajectoire au
sens faible dans L*(Q) si les My, et les Ay, sont tels que

ZMkAk < 400
k=0

De plus, nous avons le résultat évident et immédiat, grace aux résultats des
chapitres précédents que

PROPRIETE 7.3.2. La paramétrisation (7.3.3)-(7.3.4), si elle ne fait apparaitre
qu’un nombre fini de termes d’indice k définit une trajectoire au sens au sens fort
(c’est a dire deux fois continiment dérivable en espace et une fois continument
dérivable en temps), sans aucune condition sur les Ay, et les M.

7.4. Densité, commandabilité approchée, endogénéité

La propriété 7.3.2 nous assure, en utilisant la platitude de chaque probleme
projeté sur ax, que tout état de départ et tout état d’arrivée de la forme

(7.4.1) (ryz,t) ka z,t)ag(r

(7.4.2) (ryz,t) Zwk z,t)ag(r
peuvent étre approximativement raccordés par une trajectoire (7.3.3)-(7.3.4).
Si nous arrivons a prouver que

PROPRIETE 7.4.1. Soient deuz états de départ et d’arrivée quelconques, alors
dans tout voisinage de ces €tats, il y a un état de la forme ci-dessus

nous aurons prouvé la densité dans L%()) des états de départ et d’arrivée
joignables par des trajectoires paramétrées, donc la platitude du systeme.
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De plus, 'existence du semi-groupe continu de contraction engendré par A nous
assurera, en appliquant la propriété 2.6.2, de la commandabilité plate approchée
du systeme.

La propriété 7.4.1 résulte immédiatement de (7.2.3):

Ve > 0,Vf € L*(Q), I(N,P) € N,

N P
F=Y) " < fiom > om|| <e
k=01=0 [¢)
mais :
N P
F=Y > <fom>du|| =
k=01=0 Q
N oo 0o oo
SN <fouout D, D> < fbu>du
k=0l=P+1 k=N-+11=0 Q
N oo o] e
=D <fou >+ Y] D < fbw >
k=0l=P+1 k=N-+11=0
> 0D > < o >?
k=N-+11=0
N oo
= Hf =D < [ > bu
k=01=0 Q

o0
Mais, & k fixé, la série Z < f,¢r1 > bl définit une fonction de L?([0,20], notée vy,
1=0

N oo
F=Y3 < fibm> o

k=01=0

et

<e

b

N
=|f- E VkQkn
Q k=0 Q

ce qui prouve la propriété 7.4.1. L’ endogénéité de la famille dénombrable de sorties
plates est évidente: ce sont les moments de 6(r,0,t) sur les fonctions a;(r).

7.5. Simulation numérique

La simulation effectuée correspond aux valeurs des parameres suivantes: Ry =
l.em, Ry = 2.cm, zp = l.cm, et T = 0.8s. Le rayon r a été ramené a des valeurs
entre 0 et 1.

La condition initiale a une seule composante sur ag (qui est la fonction constante
égale a 1), elle prend la valeur constante de 20 degrés. La valeur finale demandée a
une composante sur ag, de valeur 25 degrés, et une composante sur a;, de poids 5.
Les résultats sont représentés sur les figures 2 et 3
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7.5. SIMULATION NUMERIQUE

T=0.2

z=hauteur

=0

r=rayon

T

@ © < N
&

& o
& & < &
ainjesgdway

Fia. 2. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

0TOZ 984 / - T UOISIBA ‘ZTOYS00-I8)

0.8 s

T:

a

. 3. FEtat final
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Conclusion et perspectives

Nous avons donc proposé une définition de la platitude pour des systemes de
dimension infinie, et donné une démarche algorithmique qui permet, si le probléeme
a controler est linéaire et bien posé dans un cadre fonctionnel correctement défini,
de générer une trajectoire répondant au probleme de la planification de trajectoire.

Nous avons également montré que pour un probléme bien posé qui contient dans
son orbite sous l'action des bouclages un systeme “plat” selon notre définition, la
paramétrisation obtenue est indépendante du bouclage utilisé pour l'obtenir, et
que le systeme de départ vérifie la propriété de commandabilité approchée: en ce
sens, notre méthode fournit bien un analogue de la décomposition de Brunovsky en
dimension finie.

Remarquons que tout ce qui a été fait fonctionne aussi pour des problémes
ou la commande, scalaire, est “répartie” par multiplication par une fonction B(z).
Enfin, notre méthode de paramétrisation s’adapte sans mal aux systemes monodi-
mensionnels d’ordre 1 en temps et n en espace, et nous allons essayer par la suite
de formaliser une théorie dans ce cas.

Il faut aussi par la suite approfondir le probleme de I’endogénéité de la pa-
ramétrisation plate, qui reste pour 'instant sans réponse, afin d’obtenir un concept
convenable d’équivalence de systemes.

Nous avons également lintention de développer I’étude des bouclages (pas
nécessairement de bords), afin de voir quelles sont les possibilités en matiere de
placement de poles.

Il semble aussi tout a fait envisageable d’étendre la méthode et d’obtenir des
résultats théoriques pour des systéemes d’évolution ol 'ordre de dérivation en temps
est supérieur & 1, mais reste strictement inférieur a I’ordre de dérivation en espace.
En effet, si tel n’est pas le cas, la seule classe Gevrey admissible pour les pa-
ramétrisations du systeme est la classe Gevrey-1 des fonctions analytiques, qui ne
permet pas la construction d’une famille dense de trajectoires plates du systeme.
Ainsi, notre méthode est inadéquate en 1’état pour traiter I’équation des ondes,
dont 1’étude peut étre faite par d’autres techniques (voir les références citées en in-
troduction). Toutefois, une reformulation dans un cadre plus général devrait rendre
possible le traitement de ce type de problemes.

Enfin, il faut s’attaquer aux problemes linéaires de dimension d’espace > 1,
avec des géométries de domaine plus complexes que celle qui aété étudiée dans
notre exemple.

Reste enfin la question des équations non linéaires: est il possible, comme en di-
mension finie sur certaines classes de systemes, de caractériser les problemes décrits
par une E.D.P. d’évolution équivalents a un systeme linéaire plat? La question,
comme en dimension finie, est encore largement ouverte.
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ANNEXE A

Les problemes aux limites d’ordre 2 en dimension
1

Les principales références utilisées dans ce paragraphe sont [9] et [13].
Nous considérons donc sur 'intervalle [0,1] le probléme aux limites homogene:

v’ +c1(2)y + co(z)y = v
(A.0.1) l11y(0) + 1129/ (0) + 113y (1) + liay'(1) =0
l21y(0) 4 1229/ (0) + lazy(1) 4 loay'(1) = 0

Nous supposons que les fonctions ¢y et ¢; sont dans C'*°(0,1); les l;; sont des
constantes réelles, et la fonction v est connue.

Classiquement, tout probleme de la forme (A.0.1) se rameéne & un probléme de
la forme (dite forme autoadjointe pour 1'équation):

y' +q(x)y=v
(A.0.2) a11y(0) + a12y'(0) + a13y(1) + a1ay’(1) = 0
a219(0) 4 a2y’ (0) + agsy(1) + azay’(1) =0
(

o . rx e (€) . .
grace au changement de variable: y(z) «— els <3 4y (x). Tl suffit donc d’étudier les
problémes de la forme (A.0.2) et de tranposer les résultats obtenus.

Il nous faut définir le cadre fonctionnel dans lequel nous cherchons a résoudre

(A.0.2). Pour cela, on pose:
D(A) = {y € H*(0,1)/ a11y(0) + a12y/(0) + a13y(1) + a1ay'(1) =
a21y(0) + a2y’ (0) + azzy(1) + a2y’ (1) = }
) (z)

et on définit 'opérateur A :  D(A) — L*(0,1) par A(y) = y” + q(z)y. Résoudre
(A.0.2) équivaut donc, étant donné v € L2(0,1), a trouver y € D(A) tel que A(y) =
.
Les propriétés de l'opérateur A dépendent de la nature des coefficients a;;: c’est
I’objet des deux sections suivantes.

Nous posons pour toute la suite:

aii aij

Ay =
I as; Gz

A.1. Les problemes autoadjoints

Pour étre autoadjoint, ’opérateur A doit nécessairement étre symétrique.Il nous
faut donc distinguer deux cas.

Si A1 = 0 et A3y = 0, les conditions aux bords peuvent se “séparer”, c’est
a dire se mettre sous la forme a;1y(0) + a12y’(0) = 0 et as3y(1) + a24y’(1) = 0,
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(ce qui revient & supposer que a13 = a4 = @21 = agz = 0) et A est effectivement
symétrique.

Sinon, on peut supposer par exemple que Ajo # 0, et les conditions aux bords
se mettent sous la forme: y'(0)+a13y(1)+a14y' (1) = 0 et y(0)+as2y(1)+asy’ (1) =,

. - A . o . Ly
oudij = 5.2 Il est alors aisé de vérifier que A ne peut étre symétrique que lorsque:

¥(y,2) € D(A)*y(1)2'(1) = y(0)2'(0) — y'(1)2(1) +y'(0)=(0) = 0

En remplacant dans I’égalité ci-dessus y(0),y'(0),z(0) et 2/(0) par leurs expressions
en fonctions des valeurs au point 1, on obtient que: ai4a23 — G13G24 = 1. Revenant
aux variables initiales, la condition trouvée s’écrit: Ajo = Aszqs # 0 (le cas plus
général de conditions aux bords & coeflicient complexes est proposé en exercice
dans [9], chap.7). Les deux cas les plus étudiés dans cette catégorie de problémes
auto-adjoints sont le cas des conditions aux bords périodiques (y(0) = y(1) et
y'(0) = ¢'(1)) et antipériodiques (y(0) = —y(1) et ¥'(0) = —y'(1)).

A.1.1. Les conditions aux bords séparées. Nous supposons donc ici que
aj3 = ajy = az; = aze = 0, et, bien sur, que a}, + a?, ainsi que a3; + a3, sont
non nuls. A est alors un opérateur de Schrédinger monodimensionnel symétrique.
Il est commode pour étudier A de construire sa fonction de Green, notée G(x,£,\).
Détaillons cette construction qui permet de résoudre le probléeme de Sturm-Liouville
pour A, c’est a dire le probleme de la détermination de ses valeurs propres et
vecteurs propres.

Nous désignons par e (z,A) et ea(x,)) les solutions de y” + q(z)y = Ay, y(0) =
1, 4'(0) = 0 et v + q(x)y = Ay, y(0) = 0, y'(0) = 1 respectivement. Il est clair
qu’a A fixé dans C, e; et ey sont des fonctions C* sur un voisinage de [0,1] dans
C et qu’a x fixé, ces deux fonctions . Si A est une valeur propre de A, et y est une
fonction propre, alors y est une combinaison a coefficients constants de e;(.,\) et
ea(.,A), qui doit de plus satisfaire les conditions au bord définissant (D)(A). D’ou:

y = Ae1(.,A) + Bea(.,\)
et:

a11A+a2B=0
(a23€1(1,)\) + a24e'1(1,/\))A + (a23€2(1,/\) + a24e’2(1,)\))B =0
Pour que ce systéme ait une solution (A,B) # (0,0), A doit vérifier:
(All) D()\) = —a12a2361(1,)\)—a12a24e'1(1,)\)—|—a11a2362(1,)\)—|—a11a246'2(1,)\) =0

Réciproquement, si A € C annule D(A), alors ce sera une valeur propre pour A, de
vecteur propre associé y = —ajzer (., A) + aj1ea(.,\).

Tres classiquement, le caractere autoadjoint des conditions aux bords permet
d’affirmer que les éventuelles valeurs propres de A sont réelles, et donc que D est
une fonction non nulle. Pour tous les nombres A tels que D(A) # 0, il est alors
possible de construire la fonction de Green de A. On vérifie aisément que si on
pose:

y1(xz,\) = —ajzer(x,\) + ajrea(x,N), et
y2(x,2) = (azzez(1,M) + agqeh(1,X))er (z,)),
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on obtient deux solutions indépendantes de I’équation y” 4 ¢(z)y = Ay (leur Wrons-
kien est égal & D())) qui vérifient chacune une des conditions au bord. La fonction
de Green de A a alors pour expression :

(A.1.2) G(z,6M) = (x(z = Oy (@)y2(8) + x(§ — )y1(§y2(x))

1
D(\)
L’opérateur A — A est alors inversible, et son inverse est 'opérateur intégral défini
sur L2[0,1] par:

(A=D1 (f)() = / Gl & M) F(€)de.

Choisissons donc g, tel que Ay soit réel et dans l'ensemble résolvant de A (si
possible Ay = 0). On a le résultat suivant (voir [13], chap.2,§8 ou [9]):

THEOREME A.1.1.

a) L'opérateur A — X\l est Uinverse d’un opérateur intégral autoadjoint
compact .

b) Il existe une base Hilbertienne de L?(0,1) formée de fonctions propres
de A— \ol.

¢) A— Xl a une infinité dénombrable de valeurs propres simples, réelles,
dont le seul point d’accumulation est —oo.

d) Si(u;)ien désigne la suite des valeurs propres de A—M ol et 1; la fonction
propre normée associée, alors:

Vy € D(A), (A= XoD)(y) = D _mily:i)ihi
=0

Du théoreme qui précede, on déduit aisément le théoreme suivant:

THEOREME A.1.2.
a) Il existe une base Hilbertienne de L?(0,1) formée de fonctions propres
de A.
b) A a une infinité dénombrable de valeurs propres simples, réelles, dont
le seul point d’accumulation est —oc.
c) Si (\i)ien désigne la suite des valeurs propres de A et ¢; la fonction
propre normée associée, alors:
o0
Vy € D(A), A(y) = > Ni(y.¢:)i
i=0
REMARQUE. La seule différence entre les théoremes A.1.1 et A.1.2 réside dans le
fait que A peut avoir une valeur propre (simple) nulle, et donc ne pas étre inversible.

Nous retenons la conséquence simple suivante du théoreme A.1.2:

COROLLAIRE A.1.1. Si A est un opérateur a conditions aux bords séparées,
alors A est Riesz-spectral.

Pour une définition des opérateurs Riesz-spectraux, voir 'annexe B.
Pour ce type d’opérateur, on a également une estimation de la répartition
asymptotique des valeurs propres (voir [13], chap.2, §8):
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THEOREME A.1.3. si ajz # 0 et agq # 0 alors N\, = —02 avec

Un:mr—I—i <—E+%—1/1Q(f)d§> +O(%)

nm ai2 ag4 2 0
st ara = 0 et agq # 0 alors )\nz—afb avec
1 1 ass 1/1 1
n=Mm+)r+ — = — = d¢ ) +0(—
ru=nt gt oot (524 [ @) o)
st a1z # 0 et agqg = 0 alors /\nz—afb avec

on=nt gt e (1 [ gae) + o)

2 (n + %)71’ a12 2

st a1a =0 et agy = 0 alors A\, = —U,QL avec

I 1
Op =NT — —— d¢ + O(—
n onr J, q(§)d¢ (n2)
A.1.2. Les conditions aux bords de type périodique. Le cas des opérateurs
symé-triques a conditions aux bords de type périodique est plus délicat. Les résultats
des théoremes 1 et 2 restent valables, & ceci pres que les valeurs propres de 'opérateur
A ne sont plus nécessairement simples, comme le prouve I’exemple suivant:

D(A)={y € H*(0,1)/ (0)=y(1),y (0) =y'(1)}
Aly) =1v",

o0
ofl nous avons trivialement: D(\) = cosh(vA) — 1 = ZW Les valeurs propres
i=1
sont donc: Ag = 0 (valeur propre simple, de vecteur propre associé ¢g(x) = 1), et
i = —4m?i? (valeur propre double, de vecteurs propres -non normalisés- associés
¢l,(x) = cos(2mx) et ¢2;(x) = sin(2mx)).

Par contre, I'estimation asymptotique en |\;| ~;_.o, Ki? reste valable, bien que
plus difficile & obtenir.

n

A.2. Les probléemes non autoadjoints

On considére donc le probléme (A.0.2), et I'opérateur A associé, sans hypothese
particuliere sur les conditions aux bords. On peut, comme on 'a fait au A.1.1,
donner l'expression de la fonction D4(A) qui annule toutes les valeurs propres de
A, ainsi que de la fonction de Green de A. On obtient apres calculs les expressions
générales suivantes:

(AQ].) DA()\) = A12 —+ A34 + A3261(1,>\) —+ Algeg(l,)\) —+ A426/1(1,)\) + A146,2(1,>\)

ou e; et ez sont les solutions fondamentales de A(u) = Au.
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De plus, on a les développement asymptotiques de e; et e; pour A grand (voir

[9], chap.6, sec.5) ot on a posé A = —p:

(A.2.2) e1(x,\) = cos(pz) + w /: %d& + 0(%)

(A.2.3) es(w,)) = Smi)p 7) O(T;T

(A.2.4) ¢\ (x,\) = —psin(pz) + cos(pz) /Oac % dé + O(e;;l'w)

(A.2.5) eh(x,\) = cos(pz) + O(%)

donc, en reportant dans (A.2.1):

Da(X) = Azapsin(p) + (Arz + Asa) + (Arg — Azz — Azg /01 %d@ cos(p) + O(e|;||m>

On en déduit une estimation asymptotique des valeurs propres.

PROPRIETE A.2.1. Dés que Azg # 0 ou (Azg =0 et A1g— Agz #0), les valeurs
propres de A sont asymptotiquement équivalentes a —%

DEMONSTRATION. Nous détaillons les calculs dans le cas oll Agy # 0. Comme
dans les calculs détaillés dans la section consacrée au cas ¢ = 0, on montre qu’on
peut trouver vg > 0 tel que & l'extérieur de la bande {p € C/ |v| < vp}, I'équation
D4(X\) = 0 n’ait pas de solution. En revanche, a l'intérieur de cette bande et
suffisamment loin de l'origine, les solutions de cette équation (et donc les valeurs
propres de A) sont de la forme: A, = —o2 avec ¢, = nw 4+ O(1) ol n est un entier
positif. La preuve est la méme dans les autres cas. ([

Pour la fonction de Green, on a:

G($,§,)\) = X($,§)(€1(€,)\)62($,)\) —€ (x’)‘)BQ(E’/\))
— (a13(e1(§N)ea(1,0) — er (LA )ea(§,0)) + araler(§M)en(1,0) — €1 (1,N)ea(E,N)))

x y1(z,\)
— (azz(e1(§N)e2(LN) — e (1N )ea(§,N)) + azaler(§N)er(1,A) — er(LA)ea(§,1)))
X ya(x,\)
oll on a posé
y1(z,\) =
(age + agzea(1,\) + asqeh (1A))er (z,A) — (a1 + azser (1L,A) + agqe] (1,M))ez(z,))
D4(N)
ya(x,\) =
ar4€h(1,N))er(x,A) — (a12 + a1ze2(1,A\) + (a11 + a1ze1(1,A) + arq€f (1LA))ea(z,A)
D4(N)

On en déduit que A est un opérateur fermé, et que pour tous les nombres complexes
A tels que Da(A\) # 0, A — A est inversible et son inverse K est un opérateur
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intégral de L2(0,1). On vérifie sans difficulté que le noyau de cet opérateur est, a
A fixé, une fonction continue et bornée sur [0,1] x [0,1], donc la fonction D4 n’est
autre, a multiplication par une constante pres, que le déterminant de Fredholm
(voir [33]) de K si 0 n’est pas une valeur propre de A.

De plus, K est un opérateur compact (de Hilbert-Schmidt) de L?(0,1). Nous
en déduisons qu’il existe Ag tel que (voir [60], th. 2 chap X) le spectre de K, est
formé d’au plus une infinité dénombrable de valeurs propres, avec un seul point
d’accumulation possible qui est zéro, et donc que A est un opérateur fermé dont le
spectre de est réduit a

p(A) ={r € C/ Da()) = 0}
La résolvante de A est définie pour les A € p(A) par

(A.2.6) (RQ:Awﬂgzlleggmu@%

Il est évidemment délicat d’utiliser la forme tres générale de la fonction de
Green de A pour obtenir plus de précisions sur cet opérateur, ¢’est pourquoi nous
suivons plutdt approche proposée dans [9] chap 12 pour pousser plus loin I'étude.
Nous en donnons un bref résumé: ’étude consiste a étudier dans un premier temps
le probleme correspondant au cas ou la fonction ¢ est nulle. On sait alors construire
explicitement la fonction de Green du probleme et en déduire les propriétés de
lopérateur associé. On peut ensuite en déduire les propriétés de 'opérateur dans
le cas général, par perturbation du cas ¢ = 0.

A.2.1. Le cas ¢ = 0: construction de G. On introduit I'opérateur A défini
par:

D(A) = D(A), et: Vv e D(A),A(v) ="

A.2.1.1. Etude du spectre de A. Une étude plus détaillée du spectre de A dans
ce cas particulier fournira des estimations plus précises que les formules asympto-
tiques données ci-dessus et qui s” avereront esentielles pour la suite.

La fonction D ;(\) qui annule toutes les valeurs propres de A a pour expression,
avec A = —o2:

sin(o)

DA()\) = (A12 —+ A34) + (A14 — A23) COS(O’) —+ (Alg —+ 0'2A24)

Génériquement, c’est a dire sauf dans le cas ot Agy = 0, A4 = Asz, et A13 =0,
c’est une fonction analytique non constante d’ordre de Weierstrass % exactement,
car les fonctions trigonométriques sont d’ordre de Weierstrass =
Gréace au théoreme de Hadamard ( voir par exemple [55] ) on peut donc affirmer
que cette fonction se factorise avec une infinité de zéros sous la forme de son produit
canonique de Weierstrass:
- A
Dy =TJa-2)
k=0 k
La formule de Jensen permet d’estimer la répartition des zéros de D ;. En effet, si
on désigne par n(r) le nombre de zéros de D j; contenus dans le disque de rayon
r > 0 dans C, on a ([55], chap VII, §8, lemme 8.3):

Ve>0,3rg>0/1>ry=n(r) <rzte
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On peut toutefois comme dans [9] estimer plus précisément cette répartition selon
les valeurs de E,B et C, ou on a posé pour simplifier les notations:
E=A1y— Az, B=A13,C = A3, D= A5+ A3y
Pour cela, remarquons que:

Voe C,
oc=u+iv = cos(o) = cosucoshv — isinwusinhv

sin(o) = sinw cosh v 4 i cosu sinh v

d’ou:
|cos(0)| = v/(cosu)2(coshv)2 + (sinw)2(sinh v)2 > sinh |v|
et
(A.2.7) sinh [v] < |cos(a)| < coshv + sinh || < el”!
de méme:
(A.2.8) sinh [v| < [sin(o)| < coshw + sinh |v] < el

La boule de centre 0 et de rayon %, notée B(O,%)7 contient un nombre fini de zéros
de D ;. Notons By, la bande formée par les o tels que |v| < vg.
esiC #0:
Soit vy > 0, & 'extérieur de Bvg nous avons:
sin(o) B FEcos(o) D

+Cosin(e) =0 < €= 02 osin(o) osin(o)

D+ Ecos(o) + B

D’oti en utilisant (A.2.7) et (A.2.8):

‘Cl < @ + Li ﬂi
T )P 1—e Wl 1 — el |yl
< |B| | max(E,D) 1
SWET TR 1o
|B|  max(F,D) 1
~ Juol® o] 1 —e~lvol

Cette derniere quantité tend vers zéro lorsque vy tend vers l'infini, ce qui contredit
la non nullité de C. On peut donc choisir vy suffisamment grand pour que I’équation
n’ait pas de zéro a 'extérieur de Bvg. vy étant maintenant fixé, les fonctions cosinus
et sinus sont bornées sur B,, ( d’aprés (A.2.7) et (A.2.8) ), et:

1
Vo€ By, \B(O’i)’

D+ Ecos(o) + Bm + Cosin(o) =0 <
o
B si F cos D
sin(o) + 2 sin(o) | E cos(o) .

C o2 C o EZO

Or sur By, \ B(0,3), on a:
Bsin(o)  Ecos(o) D < K,

_ 0

C o? +C o +CJ_|0\
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Donc, par développement asymptotique, les solutions de 1’équation sont en :
1 2_2
on =nm+0(=), et A\, = —n“m" + O(1)
n
esiC=0et E#0:
On procéde de la méme fagon que dans le cas précédent. Soit vy > 0, a I'extérieur
de Bvg nous avons:

Sina(g) =0e b= _fcsci)lsl((g B coza)

D’oti en utilisant (A.2.7) et (A.2.8):

D+ Ecos(oc) + B

| B| elvol D
F| < — -
Bl = sinh(|vg) [vg] ~ sinh(|vg])
% + De~Ivol
— 1 —e2lvol

Cette derniere quantité tend vers zéro lorsque vy tend vers l'infini, ce qui contredit
la non nullité de E. On peut donc choisir vy suffisamment grand pour que 1’équation
n’ait pas de zéro a 'extérieur de Bvg. vy étant maintenant fixé, les fonctions cosinus
et sinus sont bornées sur B,, ( d’aprés (A.2.7) et (A.2.8) ), et:

1 < Koy

ElKvo > 07 Vo € ng \B(Oai)a o

sin(o)

g

d’ou, par développement asymptotique, nous déduisons que:
—si D = 0, alors les solutions de D + Ecos(o) + BEM9) — () sont en

on = (n+ )7+ O(L), et nous avons alors A, = —(n+ 3)?72 + O(1).

—si D # 0, alors les solutions de D + Ecos(o) + B9 — 0 sont en

o

Oon = 00+2mr+0(%) et oopy1 = 700+2mr+0(%) ol oy est solution de
cos(og) = —% ;s ‘%| < 1, alors on prend o9 = arccos(—%) ; si —% < -1,

alors on prend og = 7 + targ cosh(%); enfin, si —% > 1, alors on prend
oo = iargcosh(—2).
Il est clair dans la derniere estimation des ¢, et donc des A, qu’il y a des cas ou
les valeurs propres de A peuvent étre doubles (lorsque og = 0, c’est & dire lorsque
|%| = 1), alors que généralement elles sont (au moins asymptotiquement) simples.
esiC=0,E=0et B#0:
La situation est alors nettement plus compliquée: nous avons & examiner, en sup-
posant que B = 1 les solutions de 1’équation:

sin(o)

D+ —0

g

Cette équation nous donne

sinu coshv + 7cosusinhv = Du + iDv
soit encore:

sinucoshv = Du, cosusinhv = Dv
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On en tire que u et v vérifient:

3 h
(A.2.9) cos(u) = pIY

v

et

(A.2.10) = + cosh \/L,L
- “= VD2~ sinho?

Donc v ne peut pas rester borné, sinon u reste borné également et on n’obtient
qu’un nombre fini de solutions, et lorsque v tend vers 'infini, on tire de A.2.9 que
u~ 5 +nmet de (A.2.10) que v ~ Fargcosh(u) ~ £In(|n|). Le module des valeurs
propres A, reste donc encore équivalent & —n?.

Dans chacun de ces cas, on peut contruire la fonction de Green G(z,£,)\) de A.
Elle s’obtient par exemple apres un calcul élémentaire mais fastidieux fondé sur la

méthode de variation des constantes, et a ’expression suivante:

x(08) (4o

sino(x — &) sino(l —x)

G(z,£\) = + Ags

cos &
DA(/\)

sin o€ sino(1 — ) sinof

+Ay1coso(l —x) + Asg + Aggcoso(l — x) cos a§>

sino(l — &)

sino(§ —x) FRLLLLEL

() (Au

sinox sino(l —¢) sinox

+Ayp cosa(l —€) > + A3y

+ Aggcoso(l — &) cos axﬂ

C’est donc une fonction méromorphe en A, dont les pdles sont les \,. Si p est fixé
dans C et n’est pas un pole de G, Popérateur défini de L?(0,1) dans L?(0,1) par:

K(f) = /0 G(a &) 1(€)de

est I'inverse algébrique de A - ul. Comme il a été mentionné plus haut, c’est un
opérateur compact de L?(0,1). Ses valeurs propres sont les (ﬁ)neN. Les vecteurs
propres associés sont aussi des vecteurs propres de A-— wl, et donc des vecteurs
propres de A, avec les \,, comme valeurs propres associées.

A.2.1.2. Théorémes d’ezpansion. On peut alors montrer le résultat suivant (ap-
pelé théoreme d’expansion). On considére pour tout entier n > 0 un contour C,,
qui encercle les n premiers poles de G (les estimations asymptotiques obtenues
précédemment montrent que c’est possible, avec des cercles dont le rayon croit
comme n?). On a alors, en posant:

1 1
S = gz [ [ g@en s@dear

PROPRIETE A.2.2. Si C # 0, alors:
Vf e L*(0,1), lim [|S, —s,|, =0
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n

k.
ou sy (z) = §< c;(J;;(;S,(COZ()k;) S cos(kmx) est le développement en cosinus de

f a lUordre n.
DEMONSTRATION. voir [9], th. 2.1, chap. 12. O

Nous en déduisons que si f € L?(0,1), alors:

nligolon s </g TEN S >df>dA

et que si de plus, f est la limite en tout point de [0,1] de sa série de fourier en

cosinus, alors:
i [0 - oo [ ([ swensiae) | -0

Dans le cas ou C' = 0 et E # 0, la situation est plus complexe:
Les coefficients des conditions aux bords peuvent étre présentés sous la forme d’un
tableau a deux lignes et quatre colonnes:

aj;p a2 a3 aiq

a1 Q22 a3 Q24
Nous supposons, quitte & échanger les deux bords 0 et 1, que ajs ou ass # 0: en
effet, & # 0 entraine qu’au moins un des coefficients qui compose le déterminant

Aoy est non nul.
Quitte & permuter les deux lignes, nous supposons que c’est a2 qui est non

=0
L2

nul. On sait alors qu’il exite un nombre « tel que a14> —a(®2 >, et donc que

Q24 a2
A14 = OLA12 et A34 = OLA32.
Supposons que ass # 0; en utilisant la relation C = Asy = 0 on obtient en
combinant les deux lignes du tableau de départ:

A Az 0 Ags

Dans ces conditions, A3 est nécessairement différent de zéro, sinon les des relations

qui définissent les conditions aux bords ne sont pas indépendantes. Posons: § = ‘2—;2,
et v = A13 . Le tableau des coefficients des conditions aux bords devient alors:

6 0 1 0
(A.2.11) (7 10 o

On peut toujours, en échangeant les lignes du tableau de départ, se ramener a cette
forme sauf dans le cas oll asz = ase = 0. Dans ce cas, on a nécessairement asq = 0,
et le tableau de conditions aux bords s’écrit:

(A.2.12) ((1) (1) 8‘ Oﬁ)

ou 8 #0.
Nous supposons que nous sommes dans la situation de (A.2.11), le cas (A.2.12)
se traite de la méme facon et ne donne aucun résultat itéressant. La fonction de
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Green G(z,6,\) de A s’écrit, alors:

Gt = D~1 {X(xé) (ﬁsjn U(: =4) - simo(l ~ ) cos o€
AN
—afcoso(l — ) singaf L ’ysina(; —x) singa§>
+y(Em) (asina(f —z) sino(j —¢) I
—afcoso(l —&) sinagx + ’Ysma(al —§) Sinaaw>]

oll DA(,\) a pour expression:

sin(o)

Djigs = (+B) + (1 + aB) cos(o) — 7

Les zéros de cette fonctions sont les poles de la fonction de Green et les valeurs
propres du probléme; nous excluons le cas des valeurs propres doubles, qui, d’apres
I’étude menée précédemment, correspond a og = 0 ou oo = .

On définit la région E du plan complexe formée de la réunion de tous les cercles
centrés sur les o et de rayon r = min(%,%,@ﬂ). A Textérieur de E, on a
en notant o = u + v et o9 = ug + tvo:

(@ + ) + (1 + aB) cos(a)| = [(1 + af)(cos(a) — cos(ao)]

J+JO) ‘sin(o_oo)

= 2|1+ af] [sin(

> 2|1 4+ af| max <min(

|z|=r

Sin(%)r),sinh( v 7;UO| ) sinh( v ;Uo‘ )>

> K elvl
On en déduit, comme dans le cas ot Aggq # 0 (voir [9], chap.12) que la fonction
de Green G(z,£,02) associée & A vérifie pour |o| suffisamment grand et & 1’extérieur
de F l'inégalité:

“folle—€] 4 o—lol(1—la—€])
(A.2.13) 1G(x.£.0%)] < kS te

o
ou k est une constante positive qui ne dépend que des coefficients des conditions
aux bords, et v désigne la partie imaginaire de o.

REMARQUE. Ce calcul est également valable lorsque les conditions aux bords
sont de la forme (A.2.12).

On définit C,, comme étant I'image par la fonction carrée du cercle U,, de rayon
(2n 4+ 1)7. Pour n suffisamment grand, on montre aisément que U, contient les
4n + 1 premiéres valeurs o et passe & 'extérieur de E. On définit encore ¥y, (z) =

o fo Jy Ge N F(€)dedA.

On remarque alors comme dans [9] que:

1 ! 1 !
Saute) = 5= [ Swens@ien =g [ [ a@eo)s@aais
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Un calcul élémentaire fournit I’estimation pour o € U,:

G(x,6N) =
Bein UE;”_E) — Singfjl_m) cosof —afcosa(l — x)%
xed) @+ B)+ (1 + a) cos(o)

o lvl(z—9) o~ lol(1—z+6)
+O(———5—) + 0(—2))

g

sinocx
o

cosox —afcoso(l —¢§)
(a+B) 4+ (14 ap)cos(o)
o Iol(€—2) (e—|v|<1—s+z> ))

sino(£—x) sino(1—¢§)
— o

+x(&,7) ( z

g g

Posons:

G(z.E0) =
[ein Uff_g) — Singfjl_z) cosof —afcosa(l — x)%
X&) @+ B)+ (1 +af) cos(0)
g ”ff_x) — sin Ufrl_g) cosox — affcoso(l — f)%
er(f,x)( (a—l—ﬁ)—i—(l—l—aﬁ)cos(a)

C’est la fonction de Green de I'opérateur A défini comme A mais en faisant v = 0.
On montre alors (voir [9], chap.12, sec.2) les termes en “O” tendent vers 0 lorsque
n tend vers 0, uniformément en x et donc que:

lim ’22,,(.)—2;”(.)“ =0

n—-+oo [e%e)
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On a d’autre part en appliquant la formule des résidus:

ZQn =5 / /g x,6,0)f(§)déodo
i

(/ ﬂsma (x — &) —sino(1 —x)cosc€ — afcoso(l — z)sinol
2z7r U, (a+08) + (1 + ap) cos(o)
asino (¢ )—sma(l—f)cosaa:—aﬂcosa(l—f)sinax
/ (a4 0) + (14 apf) cos(o) f(f)dS) do
/ fe / Bsino(x — &) —sino(l — x) cosof — afcoso(l — x)sinoé
217r (a+08)+ (14 af) cos(o)
asino(§ —x) —sino(1 — &) cosox — afcoso(l — &) sinox
SRCEA (@ 0) + (1 + ap) cos(o)

/ ( Z Bsinogg(x — &) — sinoagp (1 — x) cos oo — aff cos oor (1 — x) sin oopé

f(&)dg +

dod¢

dod¢

—(1+ ap)sin(o2g)

k=—n

n i Osinoggr1(x — &) —sinoggy1(l — x) cos ogp11€ — af cos oopr1(1 — ) sinogg 1€
—(1 + af) sin(o2x+1)

k=—n

dg

! " asinog(E — x) — sinog (1 — €) cos oo — aff cos oap (1 — €) sin ogpx
+/$ 1) ( 2 —(1+ aB) sin(oar)

k=—n

n Z asinogk1(§ —x) — sinoggy1(1 — &) cosoapr1x — aff cos oopr1(1 — &) sin oo 1
—(1+4 af) sin(oak+1)

k=—n

dg
Or nous avons par définition:

oo = 0o + 2km, et ook41 = —0o¢ + 2km = —0_9k,
d’ou:

zn: Bsinoap(x — &) — sinoar (1 — ) cos 091 — aff cos oax (1 — x) sin ogkf
—(1+ af)sin(o9g)

k=—n

Zn: Bsinoggr1(x — &) —sinoggy1(l — ) cos ogp11€ — aff cos oopr1(1 — ) sinoggy1€
—(1 + aﬁ) sin(ang)

k=—n

_o " Bsin ook(x — &) — sinogr(l — x) cos o9 — af cos oo (1 — x) sin o9
B Z —(14 af) sin(oax)

k=—n
n

= m > (=B — cos ag) sin o cos o€ + (B + aff cos ap)
k=—n

sin ogx& cos oo + o sin ook & sin oopx + sin og €os oo, COS 02xE)
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et de méme:

Zn: (asin ook (§ — x) — sinogr (1l — £) cos oapr — aff cos oo (1 — &) sin oo n
—(14 af) sin(oax)

k=—n
asinogg1(§ — ) — sinoog41(1 — &) cos oop 12 — aff cos oap41(1 — §) sin ngHm)
—(1+ aB)sin(oog+1)
_o zn: asinog (& — ) —sinogg (1 — &) cos ooxx — af cos ooi (1 — €) sin ooxx
—(1 + ap)sin(oz)

k=—n
n

2
= mk; ((—a — cos 09) sin o9€ cos oo, x + (v + af cos 0g)

sin ogxx cos oox€ + o sin ook sin o9& + sin og cos o9,€ €OS O24x)

Or, nous avons par définition: (1 + af)cosoy = —a — 3, dot: 8+ aficosoy =
—a —cos 0y, et a+ afcosoyg = —F3 — cosgg. En reportant ceci dans les expressions
précédemment calculées, nous obtenons finalement:
~ 2
Zgn(fﬁ) =

(14 af)sinog %
1
/ f© Z ((—a — cos o) sin 095§ cos ooz + (— — cos gg) cos ook Sin ook
0

+afog sin ogi€ sin o2 + sin o cos o9 cos Torx)dE

1 n
= m/{) f(€) Z (sin o cos o9& — (v + cos o) sin o91€)
0

k=—n
n

(sinog cos oo — (8 + cos og) sin ogx)dE = Z < [, > dak

k=—n

oll on a posé:

2
ok () = W(Sin 00 cos oot — (B + cosop) sin oag,)
et
" 2 N I
o5 (x) = — (sin &g cos Gow — (o + cos &) sin T2

(1+ af)sinoy

Il est immédiat de vérifier que ¢of, est le vecteur propre de A associé A la valeur
propre —o3; et que ¢%, est le vecteur propre de A* associé a la valeur propre —oax2,
et que:
V(’L,j) S ZQ, < ¢2i,¢§j >= 5ij

Nous retrouvons dons un cas particulier des théoremes 5.1 et 5.2, sec.5 chap.12
de [9]. Il en résulte que trivialement, si &« = [, ou autrement dit si A3 = Aszq,
nous savons que A est autoadjoint et que ses vecteurs propres forment une base
Hilbertienne de L?(0,1), et donc:

=0

lim Hf— Son
2

n—-+oo
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d’ou:
li - =0
Jm = Zonlly
Mais on a aussi: si « = —f3, alors pour k > 0, oo, = § +2km et 0o, = —(5 +

(2k — 1)7) = —o2k—1. On en déduit que:

n

1
Z;n(a:) = (172752) /0 f(& (kzzo(ﬁ sin o9& cos oo, T — (B cos oor€ sin oo T

n

— 3% sin o9& sin oo, + cOS oak€ Cos Ookx) + Z(—ﬁ sin ooy _1£ COS Oo) 1T
k=1

+03 cos ng_lfsin 02k—1T — 52 sin O'Qk_1§ sin oo 1 + cos ng_lfCOS O’Qk_ll‘)) df
9 1 2n
= —2/ f(§)Z(ﬂcos (1= &) cosopr — B cosop cosop(l —x)
- ) 1%
— B2 cos o (1 — &) cosop(1 — x) + cos o1& cos o) dE

Mais on sait que les (v/2cosop®)ren forment une base Hilbertienne de L2(0,1),
donc en norme L?:

n—-+4oo

1 2n
lim 2 / f(f)z cos o€ cosopxde = f(x)
0 k=0

n—-+oo

1 2n
lim 2/ f(ﬁ)Z—ﬂQ cos o (1—&) cosop(1—x)dé = —ﬂ2f(1—(1—:1:)) = —ﬁzf(a?)
0 k=0

1 2n
lim 2/ f(f)ZBcosak(l — &) cosoprdé = Bf(1 —x)
0 k=0

n— 00

n—-+oo

1 2n
lim 2/ f(g)z—ﬂcosakfcosak(l—x)dgz—ﬁf(l—x)
0 k=0

On en déduit que:
hmlvfi%

n—-+oo

=0
2
d’ou:
HETOO 1f — EQTL”Q =0

Il est évident que dans les deux cas particuliers étudiés, le résultat est aussi valable
avec un contour qui encercle seulement les 4n — 1 premieres valeurs de o, car on
vérifie sans peine que dans le cas autoadjoint, oy est nécessairement un nombre
réel. Nous avons donc la propriété suivante:

PROPRIE,JT]:Z A23. SiC= A24 = 0, E = A237A14 7é 0, et st (D = A12+A34 =
0 ou Aj2 = Asy), alors:

Vf € L*0,1), lim [If =3[, =0
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De méme, dans le cas ou B # 0:
PROPRIETE A.2.4. Si tous les A;; sont nuls, sauf Ais, alors:

Vfe L2(071)’ nEr-iI-loo If = 2all, =0

A.2.1.3. Comportement a linfini de la fonction de Green. 1l ressort des estima-
tions asymptotiques étudiées au paragraphe A.2.1.1 que les A\, sont dans le demi-
plan complexe gauche lorsque n tend vers +oo. Il existe donc une borne w > 0 telle
que

VYneN, a,=TRe(\,) <w-—1

Nous désignons par D, la demi-droite ouverte formé des nombres réels u tels que:
1 > w Nous allons montrer que

PROPRIETE A.2.5. Si A est tel que:
— C =A5 #0,
—ou:C =0, E=As3 —A14#0, et |%| # 1 avec D = Aj5 + Asy,
— ou: tous les A;; sont nuls, sauf A3,

alors la résolvante vérifie pour tout f de L*(0,1) et tout u € D,,:

K
(A.2.14) IR(A: )P (Dl = —=;
2 (p-w)p
DEMONSTRATION. Nous donnons la preuve dans le cas de poles d’ordre 2, elle
se généralise sans mal a 'ordre m > 1 quelconque.
Nous évaluons l'intégrale, pour tout p qui n’est pas une valeur propre de A

[ [N faean

ou (), est un contour qui contient les n premiers poles de G, u et 0, et qui ne
rencontre pas E (défini dans la section précédente).
Nous sommes dans des conditions ot (A.2.13) est vérifiée, donc cette intégrale
tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.
Nous utilisons les résultats de [60],th.1, 2 et p.288. Nous notons:
— N(A — X\, 1)? le noyau de (A — X\, I)?, il est de dimension finie inférieure
& 4 (nous regardons des équations différentielles d’ordre 2).
— R[(A — X\ I)(N(A — X\, 1)?] l'image par (A — X\, 1) de N(A — \,I)?. Les
éléments de R[(A — A\, I)(N(A — X\, 1)?] sont les vecteurs propres de (A —
Anl). Il est de dimension inférieure & 2. Nous supposons pour simplifier
qu’il est de dimension 1,alors R[(A—\,I)(N(A—\,I)?] est nécessairement
de dimension 2.

— ey, 'unique valeur propre (& multiplication par un scalaire preés) de A—\, I,
— fin et fon une base de N(A — \,,1)?
— et nous adoptons les mémes notations avec une “*” pour A* — A\, I

Nous appliquons la formule des résidus, qui donne, sachant qu’'un péle est de mul-
tiplicité au plus 2 par hypothese, et en rédigeant les calculs comme si tous les poles
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étaient doubles:
1
R4 1) (D@) = | Gl

1 (2N @A) — SHOIN@EN) AN (mEA)
B 7 157N d
20/0 ( D (An)(An — 1) D;’l(An)(An—u)?ﬂf) ¢

_ Zfo Gin(z £)dg Zfo Gon(x )dg§

)\n -

ol nous avons posé: G(z,£,\) = N(w (5)\’\) Or nous savons (voir [60], th.3 p.288) que

1
/ Gin(2,8)f(€)dE  est & valeurs dans N(A — A\, 1)?
0

/1 Gon(2,8) f(€)dE  est & valeurs dans R[(A — A, I)(N(A — A\, 1)?]
0

Nous en déduisons donc, en appliquant le théoreme de représetation de Riesz des
formes linéaires continues qu’il existe trois fonctions de L?(0,1), notées c,, di, et
day, telles que

/ Gon (.6) F(€)dE = ( / () (€)dE)en ()
1_
/ Gn(8) f(€)dE = ( /0 T (©)F(E)dE) fin () + ( /0 Ton(€)£(6)dE) fon(2)

Le méme résultat vaut pour 'adjoint, et G*(z,£,\) = G(&,2,)), d’oi1 nécessairement

/ng v E)F(E)de = ( / 5 (6)F(€)dE)en(x)
/0 Gun(2.6) F(E)dE = ( / T2 (&) F(E)dE) fan (o / 7. () F(E)E) fan ()

Or, on a de fagon triviale si m # n:

< 67“6:” > = 0 < envfi;n > = O < 6naf5m > = O
< finsep > =0 < fin.fim > =0 < finfom >=0
< fonsepy > =0 < fon.fim > =0 < fon,fom >=0

On montre de plus en calculant R(A : u)(en) que: < epn,el >=0, et que

en =< en,ffn > f1n+ < envf;w, > f2”
en =< epfin > fint < epifon > f3,

De plus
vfn € N(A - )‘nI)zv [(A - MI) + (/1' - )‘n)ﬂ2(fn) =0
=(A- :uI)2(fn) +2(p = M) (A = pd)(fn) + (1 — /\n)z(fn)
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d’ou
(/L - ATL)ZR(A : :u)(fn) + 2(,“ - An)fn =+ (A - ,U'I)(fn) =0

et

(:u - /\N)ZR(A : :u)(fn) + (/.t - )‘n)fn + (A - /\nl)(fn) =0

mais (A — A, I)(fn) est colinéaire a e, donc

V., € N(A—= X\, 1)>,IM € C
M 1

R () == e

En injectant ceci dans l'expression de R(A : u)(fy), on obtient qu’il faut que les
fonction fy,, et fa, vérifient

fn

<fln7f5n>:0 <f1n7f1*n> =1
<f2n7ffn>:O <f2n7f5n> =1

On peut alors obtenir l'expression de R(A : pu)P(f):

oo

R(A: () = 2_:2(§f—u)>+
e s

R(A: w)?(f) = f_oj(pf_f—mf+
G i G

Dans le cas d’'un pole simple, seul le terme en fi,, apparait. Sinon, sachant que
chaque e, est colinéaire a f1, et fa,, et chaque e}, est colinéaire & f7,, et f3,,, nous
obtenons que pour tout n,

p < f.en > < f,f1, > < f,f3, >
Con 1 O = O — o
p<fe,>  <[fi,>
=k n n
( ' (/\n - M)p+1 + (/\n - M)p fl

p<rfen> <[>
ko, n
* < ? ()\n - ,u)p-H * ()‘n - M)p f2

Nous avons de plus, dans chacun des cas mentionnés dans ’énoncé de la propriété,
un résultat analogue a celui de la propriété A.2.7 pour les f;,: ils se comportent
comme des combinaisons (par des coefficient éventuellement dépendants de z, mais
indépendants de A,) de cos(oy,) et sin(oy,, perturbées par des fonctions de taille -,

f2n
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d’ot1, comme dans la preuve de A.2.3, I'existence de d’une constante M telle que

I1R(A: )" ()l

> p<fen> < fft.> p<fen> < [ff3>
2 (k O — 7 o — )7 ) * (k O — 7 g — )7 ) fan

n=0 2
B 1
C(p—wyp
- p<fien>(p—wPl < fifta>(p—w)?
7;) <k1n O‘n - :u)p+1 * ()‘n - M)p ) fin

p<f,€Z>(M—W)p <f7f*n>(/’é_w)p
*(“” PR e S w—n >f2”

L1 )pM<i (klnp<f,ez>(u—w)p+<f7ffn>(u—w)p>2

2

T (k-w (An — p)ptt (An — )P

1

* * 2\ 2
knp<faen>(u’_w)p <f7f2n>(:u_w)p>
* ( S S L R P WA T

n=0

Or nous avons la majoration, lorsque p > w > a, + 1:

‘p(u—w)p o blp—w)
(A = )P = (1 — an)PHL
p V1
§<p+1> (w—an)
<1

et d’autre part, e}, est une combinaison linéaire de f7,, et f3,,, et ces vecteurs vérifient
aussi la propriété A.2.7 d’ou l'exitence d’une constante P telle que:

1 (. p<feh>(p-wP <Lt >(u—w)”>2

(1 —w)P (2 ( T O — pyrt (A — )P
* —w)P * —w)P\ 2 e
+ k2np < f’en > (/i W) + < f7f2n > (:LL (.U)
(A — p)rtt L
1

< —MQ|f

(/14 _ w)p || ||2

En posant K = M@, on obtient la propriété annoncée. O

A.2.2. Le cas général ¢ # 0.

A.2.2.1. Construction de G. Ce cas peut se traiter en considérant qu’il s’agit
d’une perturbation du cas olt ¢ = 0. C’est ce qui est fait dans [9], sec.3, chap.12,
d’ou on tire les résultats suivants:

THEOREME A.2.1 ([9] th. 3.1, sec.3, chap. 12). Si la fonction de Green G(xz,£,0?)
associée o A vérifie pour |o| suffisamment grand et a Uextérieur d’une région E
formée d’une réunion de cercles contenant chacun un oy, tel que oi soit un péle
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de G, linégalité A.2.13, alors A admet une fonction de Green G(x,£,02) pour |o|
suffisamment grand, définie et holomorphe en o a lextérieur de E.

L’inégalité (A.2.13) est vérifiée dans les cas particuliers étudiés dans la partie
précédente:

— si Agyg # 0: voir [9],
— 81 Ayy =0, E # 0: c’est évident d’apres les calculs de majoration effectués
dans la partie précéente,
— si tous les A;; sont nuls, sauf Ajs.
THEOREME A.2.2 ([9], th. 3.2, sec.3, chap. 12). Soit G la fonction de Green
associée a A et G la fonction de Green associée a A, dont on suppose qu’elle vérifie

(A.2.13). Alors on a pour toute fonction f appartenant a L?(0,1):
(A.2.15) liril |Sn — X0l =0

01 X, aété précédemment défini et ou on pose de la méme fagon: Sy (x) = 5= an fol FOG(x,E,N)dN

Nous déduisons immédiatement de (A.2.15), grace aux résultats de la section
précédente, que:

PROPRIETE A.2.6. Si A est tel que:
— C=A44#0,
—ou:C=0, FE=Ag3—A14 #0, et Ajg = £A34),
— ou: tous les A;; sont nuls, sauf Ais,

alors: pour toute fonction f appartenant a L*(0,1):

(A.2.16) lim [ = Sull, =0

Enfin nous utilisons le théoréme 5.2, sec.5, chap.12 de [9] pour l'interprétation
de ce résultat:

THEOREME A.2.3. Si A est tel que:
~ C=A44#0,
—ou:C =0, FE=A3 — A14#0, et Ajg = £A34),
— ou: tous les A;; sont nuls, sauf Ais,

et si les poles de sa fonction de Green G sont simples, alors pour toute fonction f
de L*(0,1), on a:

(A.2.17) lim

n—-+o0o

=0

|f—2<f,¢;>¢k

k=0

2
ou: ¢y, est fonction propre de A, associée a Ay, ¢F est fonction propre de A*, associée
a Ay et pour tout i,j entiers positifs, on a: < ¢;,¢5 >= ;.

De plus lopérateur A est Riesz-spectral.

Nous commengons par la propriété technique suivante:

PROPRIETE A.2.7. Nous supposons que le sous espace propre associé a chaque
An est de dimension égale a 1, et notons ¢, un vecteur propres associé. Alors

Vn € N, ¢n(2) = Azq cos(nmz) + (),
ot les fonctions iy, sont dans C>(0,1) et telles que: ||[{n| . € O(%).
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DEMONSTRATION. Dans le cas Ay # 0, nous reprenons ’expression genérale
de D 4(A) donnée en (A.2.1), et nous utilisons les estimations asymptotiques A.2.1.

On construit alors un vecteur propre associé a \,, : asymptotiquement, le sous
espace propre associé & ), est de dimension égale & 1), et on suppose ici que c’est
vrai pour tous les \,:

On = Agser(x,A) — Araea(,N\n) + Asalea(1,An)er(z,0n) — e1(1,An)ea(z,Arn))

On a, en remarquant que les o, sont a partie imaginaire bornée par vy, et donc que
|v|x x

les termes en O(5;z7) et O(5.7) sont en O(55) et O(3):

o ,3
1 1 1
(,Z5n(£L') = A24(COS(O'7L.T) + O(ﬁ)) — A14O(E) + A340(ﬁ)
= Ay cos(nmx) + Asy(cos(o,x) — cos(nma)) + O(%)
mais:

Vz € [0,1], |As4(cos(onx) — cos(nmz))|

1
< |As4| |(opx — n) / sin(nmzx + t(opx — nwz))dt
0

§ |A24| ‘O’n — Tl71'| GUO,

or o, = nw 4 O(%), d’ot:

[¥nlloe = llon — Azacos(nm.)||, = O(=)

n

Les autres cas envisa gés dans le théoreme A.2.3 se prouvent de maniere analogue.
O

Nous prouvons maintenant le théoreme:

DEMONSTRATION. Il nous reste seulement & prouver que dans chacun de ces
cas, A est un opérateur Riesz-spectral.

Nous savons que A est un opérateur fermé de L?(0,1), dont les valeurs propres
sont par hypothese simples, et forment, d’aprés le théoreme d’expansion A.2.17,
une famille totale. De plus, les valeurs propres de A sont des points isolés. Il ne
nous reste donc plus pour satisfaire a la définition 2.3.4 de [11] qu’a prouver que
les (¢ )nen forment une base de Riesz de L?(0,1), c’est & dire que:

M >0, Im>0, VneN, Y(ag,...,a,) € C"

n
m)_lif” <
i=0

2 n
<MYl
2 1=0

n
Zai¢i
=0
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Or en utilisant A.2.7:

zn:ozid)i zn:ai COS(iﬂ'.)
=0

=0

< | Aga| +

2

24 2
< el + > Jel il

2 \i:O i=0
24 2 2
< B2 Sl | S lal | S il
=0 =0 =0

n
> i
i=0

2 2

Donc on peut effectivement trouver une constante M = (\,42_%\ + KT’Q)Q, ou K est
un nombre positif suffisamment grand, telle que:

2 n
Vn €N, Y(ag,...,a,) € C" §M2|ai|2
2 =0

n
> i
i=0

Pour montrer la deuxieéme inégalité, on considére 'opérateur adjoint A*. On montre
sans difficulté que les A, sont les valeurs propres (simples, par hypothése) de A*,
avec comme valeur propre associée:

L(1424(21(.11‘,5\71) — A14€2(.’E,5\n) =+ Alg(eg(l,j\n)el(.ﬁ,j\n) — 61(1,;\n)€2(l‘,5\n)))

Il est alors clair que la propriété A.2.7 est aussi valable pour ¢}, et nous posons

¥ = %;T') + 7, avec [l = O(%). De plus, on a: < ¢;¢} >= 0 lorsque i # j
et < ¢ >= % + O(%) Gréce au théoreme d’expansion A.2.17, nous savons que
< ¢i¢p; ># 0, donc il existe une constante L > 0 telle que: < ¢;¢7 >> L.

n
Posons maintenant: f = E a;¢;, alors:
i=0

. < [0 >
VZSTL, |o¢i2:‘f’¢

< iy >2

1
S ﬁ |< fv(b: >2|
1

cos(ir.)
< i SV
< |<h g,

< 2 (|< f,cos(im.) >2|
— L2 |A24|2

2 ‘ 2 2 2
< ———— |< fcos(im.) >2| + = ||fl5 lvF
2 Ay | (im.) >?| 72 Iz 19712

>+ < fapr >)?

+I< £t >1%)
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On en déduit que:
n
2
VneN, Y lal* < — QZ|<f,COS (im.) 2|+ I£115 ZH#} I3
i=0 L |A2 e
< - 2Z|<J",COSZ7r 2|+ 17115 an I3
L |A24| i=0 i=0
2 2 QT('
<S———=lf + 5 1112
2 2 Qﬂ'
< (=t
Gt g Ve
ou @ est une quantité positive suffisamment grande.Donc, en posant % = m +
L22 Qr? , la deuxieme inégalité est démontrée.

Les calculs dans les autres cas particuliers sont analogues, et on montre sans
difficulté qu'on peut construire une base de Riesz de L?(0,1) formée de vecteurs
propres de A. Il s’ensuit immédiatement que A est Riesz-spectral, ce qui acheve la

démonstration du théoréeme A.2.3

De méme, grace a

PROPRIETE A.2.8 ([9](3.9) p.307). Si G vérifie (2.5.1), alors

|G(2,£,0%)G(2,£,0%)| < th(w»ﬁ)iﬁg(l)q(s)ds

|o

la propriété A.2.5 est vraie lorsque ¢ est non nul.

O
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ANNEXE B

Semi-groupes fortement continus

Nous rappelons ici les principaux résultats concernant les semi-groupes forte-
ment continue d’opérateurs.

B.1. Définitions et théorémes de base

Soit X un espace de Banach, alors

DEFINITION B.1.1. La famille & un parameétre (7'(t))o<t<oo d’opérateurs linéaires
bornés de X dans X est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés sur X si

(1) T(0) =1,
(2) V(t,s) e RT T(t+s)=T()T(s),
(3) Vz € X, tlirgl+T(t)x =2z

Dans toute la suite, 'expression “semi-groupe continu sur X” sera utilisée a la
place de “semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X”.
On definit le générateur infinitésimal du semi-groupe par

DEFINITION B.1.2. Le générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))o<¢<oo €st
I'opérateur linéaire A défini par:

T(t)x —
DA)={zeX/ tl_i}r(])rﬂ# existe }

Tt)r—x  dT(t)z
ot t Cdt s

lorsque x € D(A)

ou D(A) désigne le domaine de A
Nous rappelons les résultats essentiels suivants:

PROPRIETE B.1.1. Si (T(t))o<t<oo €st un semi-groupe continu sur X, il existe
des constantes w > 0 et M > 1 telles que

vVt >0, |T@)| < Me*t
DEMONSTRATION. Voir [44], th.2.2, p.4 O
La constante w est appelée borne de croissance du semi-groupe. Si w = 0, on dit

que le semi-groupe est uniformément borné, et si M = 1, on dit que le semi-groupe
est un semi-groupe de contractions.
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On a également le théoreme suivant

THEOREME B.1.1. Si (T'(t))o<t<co €St un semi-groupe continu sur X, et si A
est son générateur infinitésimal, alors

(1)

(B.1.1) vz € X,

1 t+h
%E%E t T(s)xds = T(t)x.

(2) Vo € X, [ T(s)zds € D(A) et

(B.1.2) A </0 T(s)xds) =T(t)x — x.
(3) Ve € D(A), T(t)x € D(A) et

(B.1.3) %T(t)m =AT(t)x = T(t)Ax.
(4) Vo € D(A),
t t
(B.1.4) Tt)x —T(s)x :/ AT (T)xdr :/ T(7)Axdr.
DEMONSTRATION. Voir [44], th.2.4, p.4-5 O

I1 en résulte le

COROLLAIRE B.1.1. Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe continu
est un opérateur linéaire fermé dont le domaine D(A) est dense dans X.

DEMONSTRATION. Voir [44], cor.2.5, p.5 O

Nous donnons aussi les définitions de deux types de semi-groupes continu par-
ticuliers mais importants:

DEFINITION B.1.3. Soit T'(t) un semi-groupe continu sur X . T'(t) est dit différen-
tiable pour t > to si pour tout « € X, ¢t — T(t)x est différentiable pour ¢ > t3. On
dit que T'(t) est différentiable s’il est différentiable pour ¢ > 0.

DEFINITION B.1.4. Soit A = {z € C/ ¢ < argz < ¢2, $1 < 0 < ¢o}. Pour
z € A, soit T'(z) un opérateur linéaire borné sur X. On dit que (7'(z))(.ea) est un
semi-groupe analytique si
(1) z — T(2) est analytique sur A,

(2) T(0) =1 et Vz € X, z—}égleAT(Z)x =2z

(3) V(y,2) e A, T(y+2) =T(y)T(2)
Un semi-groupe T'(t) est dit analytique s’il est analytique sur une région A conte-
nant R*.

REMARQUE. La restriction & R™ d’un semi-groupe analytique est un semi-
groupe continu sur X.

B.2. Le probléme de Cauchy

L’intérét des semi-groupes continus vient entre autre du role qu’ils jouent dans
la résolution des problemes de Cauchy abstraits.
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B.2.1. Probléeme de Cauchy abstrait homogeéne. On appelle probleme
de Cauchy abstrait homogene un probléeme de la forme

(B.2.1) %u(t) = Au(t), t>0

(B.2.2) w(0) =«

ou: X est un espace de Banach, z € X est la donnée initiale, A est un opérateur
linéaire défini de D(A) C X & valeurs dans X, et u(t) est la solution du probléeme.
Il faut définir ce que nous entendons par solution du probléme:
Nous recherchons une fonction u de ¢, continue pour tout ¢ > 0, continuement
différentiable et & valeurs dans D(A) pour ¢ > 0, et qui vérifie (B.2.1)-(B.2.2).

REMARQUE. A cause de la continuité de u en zéro, le probléme n’a de sens que
si x € D(A).

Le théoréme suivant est vérifié:

THEOREME B.2.1. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans X, et
tel que: p(A) # (0. Alors le probléeme (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution u(t)
contintiment différentiable sur [0, + oo[ pour toute donnée initiale x € D(A) si et
seulement si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu.

DEMONSTRATION. Voir [44], th.1.3 p.103 O

Le théoreme ci-dessus fournit un résultat lorsque ’état initial  est dans D(A).
Cependant, moyennant des hypothése supplémentaires sur A, on peut obtenir des
résultats plus forts.

THEOREME B.2.2. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
différentiable, alors le probléme (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution pour tout
reX.

COROLLAIRE B.2.1. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
analytique, alors le probléme (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution pour tout x € X.

DEMONSTRATION. Voir [44], th.1.4 et cor.1.5 p.104 O

B.2.2. Probléme de Cauchy abstrait non homogéne. On appelle probleme
de Cauchy abstrait non homogene un probleme de la forme

(B.2.3) Eu(t) = Au(t) + f(t), t>0
(B.2.4) u(0) ==z

ou f:[0,T[— X.

Nous supposons dans toute la section que A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe continu, de fagon & pouvoir appliquer les résultats de la section
précédente.

Comme précédemment, il faut définir le concept de solution. Les définitinos
different légerement selon les auteurs (voir par exemple [11] et [44]).

Nous adoptons les définitions données dans [44] (def.2.1 p.104)

DEFINITION B.2.1. Solution classique

On dit que la fonction u : [0,7][— X est une solution classique de (B.2.3)-
(B.2.4) si u est continue sur [0,T'[,continument différentiable sur 0,77, u(t) € D(A)
si ¢t €]0,T7, et (B.2.3)-(B.2.4) sont vérifies sur [0,7.
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DEFINITION B.2.2. Solution faible

Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu noté T'(t). Soit
r € Xet feL'Y(0,T:X). La fonction u(t) continue sur I'intervalle [0,7], & valeurs
dans X, définie par

(B.2.5) w(t) = T(t)z + /O Tl $)f(s)ds. 0<t<T,

est appelée solution faible (mild solution) du probléme (B.2.3)-(B.2.4).
On montre sans peine le résultat suivant

PROPRIETE B.2.1. Si f € LY(0,T : X), alors pour tout x € X le probléme
(B.2.3)-(B.2.4) a au plus une solution classique. Si cette solution existe, elle est
nécessairement donnée par la formule (B.2.5), c’est & dire qu’elle coincide avec
lunique solution faible du probleme.

DEMONSTRATION. Voir [44], cor.2.2. chap.4, p.106. O

La propriété suivante est vérifiée

PROPRIETE B.2.2. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
noté T(t). Si la fonction f est continiment différentiable sur [0,T] et si x € D(A),
alors le probléme (B.2.3)-(B.2.4) a une solution (classique) unique u, donnée par
la formule (B.2.5).

DEMONSTRATION. Voir [44], corollaire 2.5 du théoréme 2.4, p.109 O

On peut trouver dans [11] une version améliorée de ce résultat dans le cas ou
X est un espace de Hilbert:

PROPRIETE B.2.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
noté T(t) sur un espace de Hilbert X. Si la fonction f a valeurs dans X est
contintiment différentiable sur [0,T] et si x € D(A), alors le probléme (B.2.3)-
(B.2.4) a une solution unique u qui est contindment différentiable sur [0,T], donnée
par la formule (B.2.5).

DEMONSTRATION. Voir [11], th. 3.1.3, p.103 O

Enfin, en combinant le corollaire B.2.1 et le théoréme ci-dessus, nous obtenons
le résultat suivant

THEOREME B.2.3. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
analytique sur un espace de Hilbert X, et si la fonction f da valeurs dans X est
contindment différentiable sur [0,T] alors le probléme (B.2.3)-(B.2.4) a une unique
solution (classique) pour tout x € X.

B.3. Caractérisations du générateur

Au vu des résultats de la section précédente, il est donc essentiel, pour résoudre
un probléme d’évolution du type du probléme de Cauchy non-homogene (B.2.3)-
(B.2.4), de savoir caractériser les générateurs infinitésimaux des semi-groupes conti-
nus.
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B.3.1. Théoréme de Hille-Yosida. Les générateurs des semi-groupes conti-
nus ont été compléetement caractérisés grace au théoreme de Hille-Yosida et a ses
théoremes dérivés.

Avant d’en donner ’énoncé nous rappelons la definition de la résolvante d’un
opérateur linéaire.

DEFINITION B.3.1. Soit A un opérateur linéaire sur X, I’ensemble résolvant
de A, noté p(A), est I'ensemble des nombres complexes A tels que (Al — A)~1
existe comme opérateur linéaire borné de X. On appelle résolvante de A la famille
(R(A: A))rep(a) d'opérateurs lindaires bornés définis par R(X : A) = (A — A)~*

Nous appelons le résultat suivant “théoreme de type Hille-Yosida”, car le théoreme
original concerne seulement les semi-groupe continus de contractions, et celui-ci en
découle:

THEOREME B.3.1 (théoréme de type Hille-Yosida, [44], th.5.3, p.21). Un opérateur
linéaire mon borné est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu qui
vérifie

Vt>0, |T@)| < Me*t

ot M >1 et w >0, si et seulement si

(1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
(2) p(4) Dw,+ oo et
M

B.3.1 A s s
(B.3.1) Vne N, VA >w, [R(A )H—()\_w)n

La condition (B.3.1) n’est pas, dans la pratique, facile & vérifier. C’est pourquoi
on utilise souvent la condition suffisante, mais non nécessaire, suivante pour que
lopérateur A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu

PROPRIETE B.3.1 ([44], th 7.7, p.30). Soit A un opérateur tel que D(A) = X,
et qui vérifie de plus
(1) 36 €05/ p(A) > S5 = (M ]arg\| < & + 6} U{0}
(2) IM >0/ VX e 5\ {0},
M
(B3.2) 1RO )] <
alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu T(t) qui vérifie

IC >0/ |IT@) <C

Nous donnons dans les paragraphes suivants des cas de familles d’opérateurs
qui génerent des semi-groupes continus.

B.3.2. Opérateurs maximaux dissipatifs. Nous nous plagons dans le cas
ol X est un espace de Hilbert, les résultats ci-dessous peuvent étre trouvés dans
[5], chap. VII. Des résultats analogues sont encore vrais lorsque X est un espace de
Banach réflexif (voir [44], ou [60]).

DEFINITION B.3.2. Soit X est un espace de Hilbert réel ou complexe. Un
opérateur non borné A : D(A) C X — X est dissipatif si

(B.3.3) Vo € D(A), Re(Az,z) <0
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DEFINITION B.3.3. Un opérateur non borné A : D(A) C X — X est maximal
si
(B.3.4) Ran(I —A)=X
(ot Ran(I — A) désigne l'image de (I — A))
Gréce a la propriété suivante
PROPRIETE B.3.2. Soit A un opérateur mazimal dissipatif alors
(1) A est fermé,
(2) D(A) est dense dans X,
(3) VA>0, e p(A) et |[RA:4) <1

et en appliquant le théoreme de Hille-Yosida, on obtient le théoreme de Lumer-
Phillips:

THEOREME B.3.2. Les opérateurs mazimauz dissipatifs sont exactement les
générateurs des semi-groupes continus de contractions.

B.3.3. Opérateurs Riesz-spectraux. Nous supposons ici que X est un es-
pace de Hilbert séparable.

Nous commengons par la définition d’une base de Riesz d’un espace de Hilbert
(voir [11], chap.2, section 2.3)

DEFINITION B.3.4. Une famille (¢;);en d’éléments de X est une base de Riesz
de X si

(1) VeCt(¢i)iEN =X
(2) il existe deux constantes réelles positives M et m telles que:

VN €N, Y(ay,...,ay) € RY

N 2 N
D aidi|| < MZ\OMQ
i—1 i—1

On définit aussi des familles bi-orthogonales par

N
(B.3.5) my ogl* <
=1

DEFINITION B.3.5. Deux familles (¢;);en et (¥;)ien d’éléments de X sont dites
bi-orthogonales si
Les opérateurs Riesz-spectraux sont alors définis par

DEFINITION B.3.6. Un opérateur A fermé est dit Riesz-spectral si
(1) ses valeurs propres sont simples,
(2) les vecteurs propres associés forment une base de Riez de X,
(3) en notant (\;);en I'ensemble des valeurs propres de A, et en prenant deux
points quelconques A < p dans (A;);en, on a

[Au] € (Ai)ien

REMARQUE. Les opérateurs autoadjoints a spectre simple sont des cas parti-
culiers d’opérateurs Riesz-spectraux; ils sont ’analogue en dimension infinie des
matrices symétriques a valeurs propres simples, alors que les opérateurs Riesz-
spectraux quelconques sont ’analogue en dimension infinie des matrices diagonali-
sables a valeurs propres simples.
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On a alors le résultat suivant :

THEOREME B.3.3. Soit un opérateur A Riesz-spectral, de valeurs propres (\;)ien
et de vecteurs propres associés (¢;)ien. Alors
(1) II existe une famille (¢;)ien de vecteurs propres de Ax associés aux (\;)ien
telle que (¢;)ien et (¥i)ien soient bi-orthogonales,

(2) p(A) =C\ (Ni)ien et

VA€ p(A), R(\:A) = i !
=0

A=A\

< .,'(/)i > ¢i7

(3) Ona:D(A) ={z€ X/ > N|*|< 20 >|* < o0} et
1=0

Vz e D(A), A(z)= Z)\i <z > ¢,
i=0

(4) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu T'(t) si et seule-

ment si supR|(\;) < +o0 et on a
ieN

o0
T(t) = Ze)\it < '7¢i > ¢i7
=0

(5) la borne de croissance du semi-groupe est: wy = supR|(\;).
ieN

DEMONSTRATION. Voir [11], th.2.3.5 p.41. O
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ANNEXE C

Fonctions Gevrey

C.1. Fonctions Gevrey d’une variable

C.1.1. Séries Gevrey. Nous désignons par C[[X]] espace vectoriel des séries
formelles & coefficients complexes. Alors

DEFINITION C.1.1 ([47],p.181). Soit s un nombre réel quelconque. On appelle

série Gevrey-Roumieu d’ordre s tout élément f = ZanX ™ de C[[X]] tel que:

n=0
iC > 0,34 >0/
Vn eN, |a,| < CA™(n!)*~!

On peut trouver, lorsque le nombre s est supérieur ou égal a 1, une définition
équivalente qui est

DEFINITION C.1.2 ([3],p.64). Soit s > 1, on appelle série Gevrey d’ordre s tout
élément f =Y a, X" de C[[X]] tel que:
n=0

3C > 0,34 >0/
Vn eN, |a,| < CA"T'(1+ (s —1)n)

REMARQUE. On passe sans peine d’une caractérisation a ’autre, mais les va-
leurs des constantes A et C ne sont pas les mémes.

On a de méme
DEFINITION C.1.3 ([47],p.181). Soit s un nombre réel quelconque. On appelle
série Gevrey-Beurling d’ordre s tout élément f = ZanX ™ de C[[X]] tel que:
n=0
Yo >0, 3C, >0/
Vn e N, |a,| < Cpa™(n!)*?

o0
REMARQUE. On a de fagon immédiate que: f = ZanX " est Gevrey-Roumieu

n=0
0

d’ordre s si et seulement si g = Z

n=0

an

————— X" est analytique sur une boule ouverte
(n!)(s—1)

de centre 0 (de rayon ).
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oo
De méme, f = ZanX " est Gevrey-Beurling d’ordre s si et seulement si g =

n=0
0o

Z(n!)a(+1)X” est entieére.
=0

Lorsque s < 1, on a la propriété suivante

PROPRIETE C.1.1 ([47],p.182). Soit s < 1, nous posons k = -~ > 0. Alors f

est Gevrey-Roumieu d’ordre s si et seulement si f est un fonction entiére qui vérifie
AC >0,3da >0/
()] < Gl
La fonction entiére définie par f est donc d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal
ak.
C.1.2. Fonctions Gevrey.

DEFINITION C.1.4 ([3], p. 60). On appelle secteur angulaire ouvert un ensemble
de points de la surface de Riemann du logarithme de la forme:

(0%
Sld,ap) =12 /0 <|z| <p, |d—arg(2)| < 5}

« est 'ouverture du secteur, p son rayon (éventuellement infini) et d est sa direction
bissectrice.

REMARQUE. Dans tout ce qui suit, nous nous intéresseront uniquement a des
secteurs angulaires d’ouverture < m, donc nous pouvons pour simplifier supposer
qu’un secteur angulaire est un ensemble de points de C.

DErFINITION C.1.5 ([47], p.183). Soit V un secteur ouvert de C, et s un nombre
> 0. On dit que la fonction f est Gevrey-Roumieu d’ordre s si pour tout secteur
ouvert W C V on a:

30W>03Aw>0/Vp€N

sup |10 ()| < Cw AL, (p)*
zeW

ou de fagon équivalente
ICw > 034w >0 /Vpe N

sup | £7)(2)| < Cw AL, (1 + sp)
xeW

La quantité Ry = ﬁ sera appelée le rayon de l'estimation Gevrey pour f sur W.

On a une définition analogue pour les fonctions Gevrey-Beurling. Les fonctions
Gevrey-Roumieu d’ordre s forment un espace vectoriel sur C.

Nous utiliserons pour générer des lois de commandes des fonctions qui sont
la restriction de fonctions Gevrey a un segment de R. Nous adoptons donc la
définitions suivante:

DEFINITION C.1.6. Si s est un nombre réel positif strictement, I’espace vecto-
riel G*(0,T) est défini comme étant I’ensemble des fonctions f : [0,7] — C pou
lesquelles il existe un secteur ouvert V' de direction bissectrice 0 et de rayon R > T,
et il existe une fonction f Gevrey-Roumieu d’ordre s sur V telle que f soit la
restriction de f & [0,7]
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C.1.3. Développements asymptotiques. Dans toute le suite, 'appellation
“Gevrey” signifiera “Gevrey-Roumieu”.

DEFINITION C.1.7 (Développement asymptotique, [3], p.65). Soit V un secteur
o0

angulaire ouvert, f une fonction holomorphe sur V et f (X) = Z fnX"™ un élément
n=0
de C[[X]]. On dit que f(z) est le développement asymptotique de f(z) lorque G >

z — 0, et on note f ~ f, si pour tout secteur fermé W C V', on a

VN € N, EIC(W’N) > O/

VzeWw, |2V < Cw,n)

N—-1
n=0

N-1
On pose r¢(z,N) = z=V (f(z) - anz">.
n=0

La propriété suivante est vérifiée

ProOPRIETE C.1.2 ([3], prop. 8 p.66). Soit f holomorphe dans V', les propriété
suivantes sont équivalentes

(1 f~f

(2) La fonction f est indéfiniment dérivable a lorigine et f(™(0) = nlf, pour
n > 0.

(3) Toutes les fonctions dérivées f™)(z) sont continues & Uorigine, et pour
tout n > 0,

F™(2) = nlf, lorsque G > z — 0
Une forme particuliere de développement asymptotique est la suivante:

DEFINITION C.1.8 (Développement asymptotique Gevrey, [3], p.70). Soit V
o0

un secteur angulaire ouvert, f une fonction holomorphe sur V et f (X) = Z fn X"
n=0

une série formelle Gevrey d’ordre s > 1. On dit que f (2) est le développement
asymptotique Gevrey de f(z) lorque G > z — 0, et on note f ~, f, si pour tout
secteur fermé W C V| il existe ¢, K > 0 telles que

VN € NVz e W,
rs(2,N)| < OCKNT(1+ (s — 1)N)
La propriété suivante est alors une conséquence immédiate de C.1.2:

PROPRIETE C.1.3. Soit f une fonction holomorphe sur un secteur ouvert V.
Alors il existe une série formelle f, Gevrey d’ordre s > 1, telle que f ~s f sur V.

si et seulement si f est Gevrey d’ordre s sur V. f est alors le développement de
Taylor de f en 0.

Nous savons donc associer a toute fonction Gevrey sur un secteur V une série
formelle Gevrey a laquelle elle est asymptotiquement égale. Le théoreme suivant
donne la propriété réciproque sur des secteurs angulaires de petite ouverture
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THEOREME C.1.1 (Théoréme de Borel-Ritt, [3], p.73). Soit s > 1, et soient f
et V une série formelle Gevrey d’ordre s et un secteur angulaire ouvert d’ouverture
au plus (s — 1) arbitraires. Alors il existe une fonction f Gevrey d’ordre s sur V
telle que f ~g f sur G.

Pour finir, la propriété suivante donne différentes caractérisations d’une fonc-
tion Gevrey d’ordre s > 0 de développement asymptotique Gevrey nul en zéro:
PROPRIETE C.1.4 ([47], p.184). Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) la fonction Gevrey d’ordre s > 0 est asymptotiquement Gevrey égale a la
fonction nulle en zéro,

(2) Pour tout secteur W C V, il existe Cy et Bw strictement positifs tels

que
1 )
(C.1.1) sup —qf(x) < CwBI(gh)**
zeW | L
(3) Pour tout secteur W C V, il existe Cy, Aw et By strictement positifs
tels que
1
(C1.2) Sup |1 (a)| < Cu AL B (p1)*(q!)
zeW | L
(4) Pour tout secteur W C 'V, il existe aw > 0 tel que
(C.1.3) VeeW, |f(z)]<e @l
ot on a posé k = ﬁ

C.2. Propriétés des fonctions Gevrey, exemples
Comme application immédiate de la caractérisation (C.1.3), nous obtenons que

PROPRIETE C.2.1. Pour tout v > 0, la fonction ¢~ définie sur un secteur
angulaire ouvert d’ouverture inférieure a m, de bissectrice 0 par

¢’y(z) = e_ZM{
est Gevrey d’ordre s = 1+ %, avec un développement asymptotique Gevrey égal a
zéro en 0.

On déduit également de (C.1.3) que

PROPRIETE C.2.2. Le produit et la somme de deux fonctions Gevrey d’ordre s
sont également des fonctions Gevrey d’ordre s.

La dérivée d’une fonction gevrey est Gevrey du méme ordre.

Toute primitive d’une fonction Gevrey est Gevrey du méme ordre.

On en déduit que

PROPRIETE C.2.3. Pour tout y > 0, la fonction 1., définie sur lintersection G
d’un secteur angulaire ouvert de sommet 0, d’ouverture inférieure a m, de bissec-
trice 0, de rayon infini et d’'un secteur angulaire ouvert de sommet T réel positif,
d’ouverture inférieure a w, de bissectrice w et de rayon infini par

Py (2) = ¢4 (2)04 (T — 2)
est Gevrey d’ordre s = 1 + % sur G, avec un développement asymptotique Gevrey
égal a zéro en 0 et en T. Sa restriction a [0,T] est dans G*(0,T")
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De méme:

PROPRIETE C.2.4. Pour tout v > 0, la fonction ®., définie sur [0,T] par
[ e tar=a)

P ()=
7( ) foT e—(@(T—z))=7

est dans G*(0,T), avec un développement asymptotique Gevrey égal d zéro en 0 et
lenT.

Le corollaire suivant, déduit des exemples qui précedent et du théoreme de Ritt,
nous sera utile par la suite:

COROLLAIRE C.2.1. Etant données deuz séries Sy et So d’ordre Gevrey s, et un
nombre réel positif T, il existe une fonction Gevrey définie sur Uintersection G d’un
secteur angulaire ouvert de sommet 0, d’ouverture inférieure a 7, de bissectrice 0, de
rayon infini et d’un secteur angulaire ouvert de sommet T réel positif, d’ouverture
inférieure a w, de bissectrice w et de rayon infini qui soit asymptotiquement égale
aS;ien0etaSyenT.

DEMONSTRATION. On applique le théoréme de Ritt avec S; et Sz, et deux
secteurs V7 et V5 comme dans ’énoncé: on obtient deux fonctions Gevrey d’ordre
s f1 et fy définies sur Vi et Vo, asymptotiquement égales a S7 et Sy en 0 et T
respestivement. La fonction ®., olt s = 1+ %, est Gevrey d’ordre s sur G = Vi (V2
avec un développement asymptotique Gevrey égal a zéro en 0 et 1 en T, donc la
fonction f(z) = fi(x)®(T—z)+ fo(x) P~ (x) est une solution de notre probleme. O

C.3. Fonctions Gevrey de plusieurs variables

Nous donnons la définition des fonctions Gevrey de plusieurs variables dans le
cas réel seulement:

DEFINITION C.3.1 (voir [21]). La fonction F' définie sur un ouvert Q de R™ est
Gevrey d’ordre si,...8, en x1,...xy, si elle est indéfiniment différentiable sur €,
et s il exite M > 0 et Ry,...R, > 0 tels que

V(z1,. .., 2n) € Q,VY(p1,...,pn) € N
T (P1)* .- (pa)™
’axfgl...axaﬁn S RP . RE
ou, de facon équivalente, s’il exite M >0et Ry,...R, >0 tels que
Y(x1,...,xn) € Q V(p1,...,pn) € N,
Gt AP
‘m(:ﬂh ce )

)| € M

R Ry

La référence [21] propose une étude trés approfondie de ces fonctions, et a beau-
coup inspiré la rédaction du chapitre 3. On désignera par la suite par G-~ ([0,21] X
... x [0,x,]) Vespace des fonctions F' telles qu’il existe un voisinage ouvert  de
[0,21] X ... X [0,x,,] dans R™ sur lequel F' est Gevrey d’ordre $s1,...5, en oy, ... Zy,.
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