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Propriétés asymptotiques de I’estimateur des
moindres carrés d’un processus autorégressif gaussien
par une méthode de moyennisation logarithmique

Hamdi Fathallah *
6 février 2010

Résumé

On considere un modele autorégressif gaussien a temps continu non nécessairement stable. On
établit, pour l'estimateur des moindres carrés é7 un théoréme de la limite centrale presque-siire
(TLCPS), une loi forte quadratique associée au TLCPS (LFQ) et un théoréme de la limite cen-
trale logarithmique (TLCL). Dans le cas stable, on propose d’utiliser 'estimateur des moindres carrés
pondéré 6 de 6 pour améliorer les vitesses de convergences logarithmique dans les théorémes obtenus.
Dans le cas instable, on établit pour 'estimateur des moindres carrés é, les méme type des propriétés
asymptotiques avec une vitesse de convergence arithmétique.

Mots Clés : Martingales quasi-continues, théoreme de la limite centrale presque-stire, loi forte qua-
dratique, I’estimateur des moindres carrés, I'estimateur des moindres carrés pondéré moyennisé.

Classification Mathématique. 60G46, 60G51, 60F05.

1 Introduction

Soit W = (W, t > 0) un mouvement brownien réel standard. On définit le processus X = (X1,..., XP)*
avec Xy = 0 par

dX, = BeXydt +bdW,, t>0, (1)
oud* =(0,...,0,0) € RP et
0O 1 0 0 0
0O 0 1 0 0
By=| 0 0 0 0 0
000 0 - 0 1
b 02 O3 -+ Op1 0O

Ce modele a été étudié par exemple dans [5, 6, 7, 12]. Le processus X = (X¢, ¢ > 0) défini par (1) est
un processus gaussien dont la p-iéme composante X? est un processus autorégressif d’ordre p (AR(p))
vérifiant I’équation différentielle stochastique suivante :

dX? = 0*Xydt + odWy, t >0, (2)

ouf = (6y,...,0,) € RP. Notons que le processus X = (X;, t > 0) n’est autre que le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck multidimensionnel et estimer la matrice drift By revient a estimer le parametre 6§ du modele
AR(p) donné par (2), vu que

By = €p 0+T,
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ol e, est le p-ieme vecteur de la base canonique de R” et 7" une matrice triangulaire donnée par

01 0 0 0
00 1 0 0
7—| 000 0 0
000 -+ 0 1
000 -~ 0 0

Le polynéme caractéristique de la matrice drift By est donné par
P(2) =2 — 0,2t —0, 127 — o — gz — - — 0.

Désignons par m (resp. M) la plus petite (resp. la plus grande) partie réelle des racines du polynéme P.
Le processus X défini par (2) est dit stable ou régulier (resp. instable ou explosif) si 9 est strictement
négative (resp. m est strictement positive).

Soit § I'estimateur des moindres carrés de 6 défini par

t -1
0, = { / XSXS*ds} / X dX,P. (3)
0 0

Cet estimateur a fait I’objet de plusieurs études donnant sa consistance forte et sa normalité asymptotique
(voir par exemple [5], [8], [11], [12]). Dans [12], Le Breton et Musiela, en utilisant une loi forte des
grands nombres pour les martingles locales continues multidimensionnelles, ont montré que cet estimateur
converge presque-sirement. Plus précisément, on a

16, — 0]l = o(\/?) pas. (1)

16, — 6] = o(\/iemt) p.s. (5)

1. Dans le cas stable,

2. Dans le cas instable,

Dans [5], Darwich a établi une loi du logarithme itéré (LLI) pour des martingales locales cadlag mul-
tidimensionnelles et a précisé 'ordre de la convergence de ce méme estimateur dans le cas stable, a

savoir ) Y

: 16 — 6]Vt

hiiisogp helog? < 400 p.s. (6)
Les théorémes limites par moyennisation logarithmique pour les martingales a temps continu dont il est
question ici ont fait 'objet de quelques publications. On cite en particulier les travaux de Chaabane [2]
pour des martingales continues, Chaébane et Kebaier [4] dans le cas des martingales quasi-continues a
gauche, a croissance réguliere et plus récemment Fathallah et Kebaier [9] dans le cas des martingales quasi-
continues a gauche, a croissance explosive et mixte (réguliere et explosive). Dans ce travail, on applique ces
résultats au processus autorégressif gaussien dans les deux cas stable et instable. Dans le premier cas, afin
d’améliorer les vitesses de convergence associées au théoréme de la limite centrale presque-stire (TLCPS),
a la loi forte quadratique associée au TLCPS (LFQ) et au théoréme de la limite centrale logarithmique
(TLCL) vérifiés par D'estimateur des moindres carrés f; de 6, on utilise comme dans [3] et [4] la méthode
de pondération. Dans le cas instable, les mémes propriétés asymptotiques sont établies pour I'estimateur
des moindres carrés 6 de 0 et les vitesses de convergence associées a ces propriétés sont arithmétiques. Ces
résultats restent toujours liés aux propriétés classiques associées aux martingales telles que la loi forte des
grands nombre (LFGN), le théoreme de la limite centrale (TLC) ou encore la loi du logarithme itéré (LLI).
L’exploitation des théoreémes limites par moyennisation logarithmique, en particulier le théoreme de la
limite centrale presque-sure, la loi forte quadratique ou le théoréeme de la limite centrale logarithmique
pour les martingales a temps continu, a permis de dégager d’autres propriétés de I’estimateur des moindres
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carrés 0, de 0. Dans [3], I'étude du modele de régression unidimensionnel dans le cas stable a permis entre
autres de dégager une région de confiance asymptotique du couple (6, c?). En effet, pour un mouvement
brownien standard réel B = (B, t > 0), on considére le processus d’Ornstein-Uhlenbeck X = (X, t > 0)
défini par I’équation différentielle stochastique suivante :

dX; =0Xdt +odB;, t>0, (7)
ot 0 > 0 et # < 0 sont des parametres inconnus et I'état initial X, étant choisi indépendamment
de B. L’estimateur des moindres carrés Gt de 0 et l'estimateur 5, de o donné par 57 = —29tlt avec

1
I, = n / XS ds vérifient des propriétés asymptotiques de type :

— Un théoreme de la limite centrale presque-stre
1 ds

ou” =7 désigne la convergence en loi ou la convergence étroite des mesures.

— Une loi forte quadratique
1 [t~
(LFQ) —/ (05 — 0)%ds — 2|6 p.s.,, (t — o).
logt J;
— Indépendance asymptotique pour le couple (9 a?)
(Vi@ - 0), t(o* ~ 5)) = N(0,200]) & (m»ﬂ( ) ),
ot v est la loi de la variable aléatoire — X2.
Dans [9], ces mémes théoremes limites ont été appliqués au modeéle Ornstein-Uhlenbeck bivarié. Plus
précisément, pour I' = (T'y = (B, Wy), t > 0) un mouvement brownien plan nul en zéro, on considere le
modele d’Ornstein-Uhlenbeck bivarié suivant :

dX, = 0, X,dt + 0.Y,dt + dB,, X, =,

(8)
d}/t = andt + th, YO =Y,

olt @ = (61,02,03) € R avec 0 < 03 < 6. Ces théorémes limites ont permis de montrer que Ies-

timateur du maximum de vraisemblance 6 de 0 vérifie les propriétés asymptotiques suivantes : pour
V; = Diag(et?, '3 ¢t93) et

t
,thl/ X2d$ eft(91+93)/ X,Y.ds 0
It: 7t(91+93 / XYdS 67%03/ Yszds 0 ’
0
t
0 0 e*2t63/ Yids
0

— Un théoreme de la limite centrale presque-sire
t
(TLCPS) ¢! /0 O(r,v. (6,0 ds = N(0,I) p.s.,

ou I, est la limite presque-sure de I;.
— Une loi forte quadratique

t

(LFQ) t—l/ LVi(Bs — 0)(@, — 0)'VETrds —> L pos, (t— 00).
0

Pour Dy = ISVS@S - 0)(§S —0)*V} I — I, et U une matrice telle que

¥l

v, 7 — U, (t— o), avec U+ U”" inversible,
on a

— Un théoreme de la limite centrale logarithmique
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t
(TLCL) t*1/2/ (UDg + DU) ds = veo,
0

ou conditionnellement a I, Vs est une gaussienne matricielle centrée, indépendante de la v.a.
Ioo.

2 Enoncés des principaux résultats

Dans la suite, on note || - || la norme euclidienne sur R?. Pour une matrice réelle carrée A, A* et trA
désignent respectivement la matrice transposée et la trace de la matrice A. Z,, dénote la matrice identité

p X p. La norme de la matrice A est définie par : ||A]| = \/tr(AA*) et on désigne par A\ (A) (resp. An(A))
la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de la matrice A. On note Vect(A) le vecteur obtenu en
empilant les vecteurs colonnes de la matrice A et on note [Vect(A)Vect(A4)*]* la matrice & blocs dont le
bloc d’indice 1 < 4,5 < d est A;Af ou Ay,..., Ay sont les vecteurs colonnes de A. Le symbole ® désigne
le produit tensoriel de mesures ou de matrices.

2.1 Résultats relatifs au cas stable

Considérons 6; 'estimateur des moindres carrés pondéré de 6, défini par
~ t
0, = P / we XdXs, (9)
0

correspondant au poids (ws) donné par

aty 2 1
ws—(1+5)§exp{1(1+s)1a}, avec§<a<fy<1, (10)

t
Pt:/ ws X X2ds
0

et on note 6; son moyennisé donné par
_ 1 [t.
0, =— [ 0Osds. (11)
t Jo

t t 1
9 3 _q1dug
up = wsds, v = wids) , ar=v, —
0 0 dt

et introduisons le processus I; = (I 1, t > 0) défini par

Posons

1 t
It71 = */ XSXS*dS,
t Jo

dont le comportement asymptotique est donné par (voir Le Breton [12])
L1 — 1w ps., (t— 00), (12)

ol I, 1 est une matrice symétrique définie positive donnée par
—+oo
Iy = 02/ ePoseseq ePosds, (13)
0

ol eq est le d-ieme vecteur de la base canonique de R<.
Dans la suite, on suppose que le processus autorégressif gaussien stable X vérifie ’hypothese suivante :

Hq I — 11 = o(t—(1=o") p.s., (t—>o0), pour 1/2<d <a<1.
( : :
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Théoréme 2.1.1 Soit X = (X¢, t > 0) le processus autorégressif gaussien stable a temps continu défini
par Uéquation (2). Si on suppose que Uhypothése (Hi) est vérifiée, alors Uestimateur des moindres carrés
pondéré 0, de 0 donné par la relation (9) ainsi que son moyennisé 0; convergent au sens presque-sir. De
facon plus précise, on a les propriétés suivantes :

1. Consistance forte et normalité asymptotique de 6,

logt
tO(

éte||—<9< ) ps. et 1720 —0) = oI G,

ou G est un vecteur gaussien standard, indépendant de I 1.
2. Consistance forte et normalité asymptotique de 0;

Si1/2 <o’ <3a/2-1/2 et a < 3/4, alors on a

loglog ¢
t

5. -0l = o ) e 2200 = orlG,

ot G est un vecteur gaussien standard, indépendant de I 1.

Théoréme 2.1.2 On se place dans le cadre du théoréme précédent, on a les résultats suivants :

1. Théoréme de la limite centrale presque-sture

l—a ("ds
(TLCPS) 7/ 76{Sa/2(5579)}:>l1’00 p-s.,

tl—o 1 s
0U [oo est la loi de la variable aléatoire 0[0_011/263 ot G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de la v.a. Ig1.

2. La loi forte quadratique

11—«
tl—a

(LFQ) /Ot(és —0,)(0, — 0,)*ds — o’IY ps., (t— o).

3. Théoréeme de la limite centrale logarithmique

poa N2t
(TLCL) f/ (93 —975)(05 _et)*d8_0—2'[<;011 = Voos
11—« tl- J, ’

ot conditionnellement & I 1, Voo est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de I 1
et de covariance

¢ =012 {2101 ® Lo + 2[(Vect(Iso,1)) (Vect (Ioo,1)) ]} 1207

2.2 Résultats relatifs au cas instable

On introduit le processus Iy = (I; 2, t > 0) défini par

t
Ly = eiB9t/ X X dse Bat,
0

Son comportement asymptotique est donné par (voir Le Breton [10])

Lo — 12 ps., (t— ), (14)
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ol I o est la matrice symétrique définie positive donnée par
+o0 .
Ioo = 4/ e BoszzreBosds (15)
0

et Z désigne le vecteur aléatoire gaussien centré donné par
+oo
Z= / e Bosdw.
0

Dans la suite, on suppose que le processus autorégressif gaussien instable X vérifie I’hypothése suivante :
(H2) [ Ito — Inooll = 0(t™?) ps., (t— o), pour B>1/2.

Théoréme 2.2.1 Soit X = (Xy, t > 0) le processus autorégressif gaussien instable & temps continu
défini par l'équation (2). Si on suppose que le processus autorégressif gaussien X vérifie Uhypothése (Hz),
alors on obtient les résultats suivants :

1. Normalité asymptotique de 0,
eBit (6, — 0) = o147,

ou G est un vecteur gaussien standard, indépendant de I 2.

2. Théoréme de la limite centrale presque-sire

1 t
(TLCPS) z/o dS(s{eBgs(és—G)} — Wtoo P-S.

01 oo est la loi de la variable aléatoire 010_012/2G ou G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de la v.a. I 2.

De plus, si Uhypothése (Ha) est vérifiée avec > 1, alors on obtient
3. La loi forte quadratique

I L, X
(LFQ) ;/6398(95—9)(08—0)*€B98d8—>O’2171 p.s.,, (t — ).
0

00,2

Si Uhypothése (Ha) est vérifiée avec 5> 3/2, alors on obtient

4. Théoréeme de la limite centrale logarithmique

1" g s .
(TLCL) 2t_1/2tr{t/ 6398(93—9)(95—9)*63"Sds—02[oo%2}=>VOO p.S.,
0

ot conditionnellement a I 2, Voo est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de I o
et de covariance

¢ =0 Ptr {(2tr(Bg)) T 7 {20002 ® Ino 2 + 2[(Vect(Ioo 2)) (Vect (Ino,2)) "} 12 } -

3 Preuves des résultats

3.1 Preuves des résultats relatifs au cas stable

Dans la suite, on introduit la martingale vectorielle continue M définie par

t
M;=0 / we X sdW, (16)
0
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dont sa variation quadratique prévisible est donnée par

¢
(M), = 02/ ws? X, X ds. (17)
0
D’apres (2) et (9), on obtient la relation-cl suivante :
Mt = Pt(ét - 0)7 (18)

ol .
Pt:/ ws X X2ds.
0

Le lemme suivant donne des propriétés asymptotiques vérifiées par le poids (w;) introduit dans (10).

Lemme 3.1 Le poids (wy), défini dans (10), satisfait les propriétés suivantes :

P ot =2 0@t 0=, (1 — o).

Ut
wZ
Py) tav—g =44+ 0@t 17Y) (t — o0).
t
Py to2Y — 1 ot 0-), (t — o).
Ut

Py t92a)? = 24+ 0@t~ 1=),  (t — o).

La preuve de ce lemme est donnée dans [3].
Dans le lemme suivant, on donne le comportement asymptotique de la variation quadratique prévisible
de la martingale M ainsi que celui du processus P.

Lemme 3.2 Sous l’hypothése (H1), on obtient

M ,

) )=o) ps (t— o)
Ut
by (a—a’)

1) — —Iw1=o0(t ) p.s., (t— 0).
Ut

Preuve du lemme 3.2

i) D’apres la relation (17), on a

t t t
<M>t = 02/ wfd(sISJ) :02/ w31571d5+0'2\/ swdesJ
0 0 0

t t
— a%gfoo,ﬁa?/ w3(I, —Ioo,l)ds+02/ swidl, ;.
0 0

Grace a une intégration par parties, on obtient ’égalité suivante :

t t
(M) = 0211?[0071 + 02/ w?(ISJ —Iq1)ds + 02twt2(lt,1 —I1) — 02/ (Isq — Iw71)d(sw§).
0 0

Par suite, il vient
(M)

2
Vg

2 wt2
<ofsup|[ Lo — Tooa| | 14 2t— ).
s<t t

70210071 ’U

Compte tenu de la propriété (P;) du lemme 3.1, on obtient

=o?sup || Is;1 — Ioon
s<t

2
iy

(14 0@t=)).
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La premiere assertion du lemme 3.2 découle alors de ’hypothese (H;) et du fait que 1 —a—8 < —(a—a/).

ii) D’apres l'expression de P, on a

t t t
Pt = / wsd(SISJ) = / wSIsts +/ S’LUSdISJ.
0 0 0

Une intégration par parties donne
t t
Pt — utIoo,l = t’LUt(ItJ — 10071) —|—/ ’LUS(Is,l — 10071)d8 — / (1571 — Ioo,l)d(sws),
0 0
ce qui implique

00,1

w
< sup |[Is1 — Too 1| <1 + 2tt>.
s<t Ut
En utilisant la propriété (P;) du lemme 3.1, il vient

L

‘ (%

De méme, la seconde assertion du lemme découle de I'hypothese (H1), ce qui acheve la preuve du lemme
3.2.

00,1

—sup L1~ Tl (14 0007 ).
s<t

Lemme 3.3 La martingale vectorielle continue M définie par la relation (16) vérifie les propriétés asymp-
totiques suivantes :

1. Théoréme de la limite centrale

M
(TLC) Tt — o1l/%G,
t

ot G est un vecteur gaussien standard, indépendant de I ;.

2. Théoréme de la limite centrale presque-sire

l—a ("ds

0l oo €St la loi de la variable aléatoire Ulio/iG ou G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de 10071 .

3. La loi forte quadratique

l1—a [ M, M
LF —a s s
( Q) ti-o / ° Vs Us

4. Théoréme de la limite centrale logarithmique

ploa\ THE M, NI¥
(TLCL) (1 a) / sa< . 5—02100,1>d32>1/00,
- 1

Vs Vs

ds — 0?Ioq  p.5., (t— o).

ot conditionnellement a4 I 1, Voo est une lot gaussienne matricielle centrée indépendante de I 1
et de covariance

€ = 0201 @ Lo +2[(Vect(Ioo 1)) (Vect(In.1)) ]+ 1.
Preuve du lemme 3.3
1. Vu la premiere assertion du lemme précédent, on a
(M),

02 — 0%l p.s., (t— o0).




hal-00452999, version 2 - 6 Feb 2010

En appliquant le TLC & la martingale continue M, on obtient la premiére assertion du lemme, &
savoir

M,
= aIiflG,
V¢ ’

ol G est un vecteur gaussien standard, indépendant de I ;.

. En appliquant le théoréme de la limite centrale presque-stire (voir théoréme 1 dans [1]) pour le

couple (M, v) olt M est la martingale continue & croissance réguliére donnée par (16) et normalisée
1/2

t
par v; = (/ w§d5> , on obtient
0

t
(logvf)_l/ 5{Ms/vs}d(logv§) = Moo P-S-
1

ol [l est la loi de la variable aléatoire o1, ;{%G

Par ailleurs, la propriété (P;) du lemme 3.1 implique
2 4 11—«
logv; ~ it (t — 00). (19)
Combiné avec la convergence précédente, on déduit
1—a [ 5 ds
7t1_a ) {Ms/vs}sioz — Moo P-S.

. La LFQ1 (voir théoréme 3 dans [1]) appliquée a la martingale continue M, normalisée par le

t 1/2
processus vy = ( / wgds) , donne
0
f - -
My M?
(logv)™' | —=—=d(logv?) — 0*Iw1 p.s., (t— 00). (20)
1 Us Us

La troisieme assertion du lemme découle de 1’équivalence (19).

. D’apres le corollaire 2.2 dans [4] appliqué au couple (M, v), on a

UM ME (M),
(logvf)_l/Q/ <5 - <v2> )d(logv?) = Vs,
1

Vs Vs s

ou conditionnellement & I 1, Voo est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de I 1

et de covariance
€ = 02001 @ Lo + 2[(Vect(Ioo1))(Vect(Io.1)) ]+

En tenant compte de I’équivalence (19), a savoir

4
log v? ~ mtl_a (t — 00),

pee TV (NN (),
( ) / sTY ——=— % ds = Veo. (21)
11—« 1 Vs Vs V2

o -1/2 M, N* 7).
< > / s ——= — % ds
11—« 1 Vs Vs Vs

on obtient

Par ailleurs, on a
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tlfa —-1/2 M M*
_<1_a) AS » 7—0'2]001 d
tlfa _1/2 t M s
- s ¢ u — 02l | ds.
-« 1 v2 ’

Vu la premiere assertion du lemme 3.2, & savoir

M ,
<v2>t — 02100,1 = o(t_(a_o‘ )) p.s., (t — 00),
h

on obtient

S

tlfa —-1/2 t M s ;.
<1 ) / s ¢ % — 0?1 |ds=0 (to‘ 73a/2+1/2) p.s., (t — 00).
— 1 v

Comme par hypothése on a o < (3a — 1)/2, alors

1—a \ —1/2 st Y
(f a) / s7¢ <<Av42>s - 0210071> ds=o0(l) p.s., (t— ).
- 1 s

La derniére assertion du lemme 3.3 est établie en combinant (21), (22) et (23).

Le lemme 3.3 est ainsi établi.

Preuve du théoréeme 2.1.1

1. D’apres Le Breton et Musiela (voir lemme 3.3 dans [12]), on a

Am((M);) — 400 p.s., (t —> 00).

Le comportement asymptotique du processus <M >_1M est donné par Darwich (voir théoréme 1
dans [5]). En effet, on a

v (D)7 A
lim sup

twoo  +/2loglogv?

<400 p.s., i=1,...,d. (24)

On en déduit

= |1 e pi - 6);

il, pour i=1,...,d. (25)

En utilisant la propriété (Py) du lemme 3.1 et le lemme (3.2), on déduit pour i = 1,...,d,

v |[((M)7IM)i| ~ 0722 |[0, — 0];|  (t — o). (26)

Vu léquivalence (19) et en combinant les relations (24) et (26), on obtient

—4ta
limsu ‘ 9
t~>oop 4t1 i b
.
lim su ’ 0
P logt 1

i=1,....d

Donc

i=1,....d,

10
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ce que implique

[éta]io( 1‘;?), i=1,...,d

Par conséquent, on déduit la premiere propriété de la consistance forte de ’estimateur 6, de 0, a

savoir
~ logt
||et—0||=0< ﬁ) p.s.

Par ailleurs, I’hypothese (H1), la propriété (Ps) du lemme 3.1 et 'assertion ii) du lemme 3.2 im-
pliquent

v Py =11 5% + 0<50‘l3> p.S., (27)

ce qui donne, combiné avec le TLC du lemme 3.3 et la relation (18), la normalité asymptotique de
Iestimateur € de 6. Ainsi on a établi la premiere partie du théoreme 2.1.1.

. Posons Z, = M,/v,. D’apres les relations (11) et (18), on a

_ 1 [t - 1 [t -
V0, —0) = —/ P 1M.ds = —/ v, P Z, ds.
! \/f 0 \/7? 0
En combinant la propriété (P) du lemme 3.1 et l’assertion ii) du lemme 3.2, on obtient

vs Pl = —Su Pyl =(s7% +o(sTTh)) (Io_oh +0(5°‘"0‘)> p.s.,

= I;O%ls_% + 0(80‘/_3“/2) +o(s*/?71) + o(sa/_a/2_1) p.5s.
Ora<3/detad >1/2 donc o —3a/2 >a/2—1et o —3a/2>a" —a/2—1 et on en déduit

v Pt =10 57 +o(s T3?) ps,

Il en résulte que

-1

_ I b e - 1 [" s s
Vi, —6) = O\Z,l/o s2ZSds+o(\/%/O s g"‘sts) D.S. (28)

Par suite, on a

o _ 1 t oA 1 t o —3an s
VB — 6] < [ Lo 1%/0 ; 2zs||ds+o<ﬁ/0 5/ ||zsds). (29)

La relation (18) combinée avec la propriété (Py) du lemme 3.1 et Passertion ii) du lemme 3.2
impliquent ~ ~
Zs ~ Ing15% (05— 0) (s — o0). (30)

Gréce a la premiere assertion du théoréme, a savoir

~ logt
10— 0] =0< = ) ps.

et a I’équivalence (30), on obtient

12l = 0 (Viogt)  p.s. (31)

Par ailleurs, on a

asZyds = —dZy + vy LdM,, (32)

11
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ce qui implique

t t t
/ ai/QZSds = —/ a;1/2d25 —|—/ as_l/st_ldMs.
0 0 0

Gréce a la propriété (Py) du lemme 3.1, on obtient les équivalences suivantes :

t t
/ al?Z.ds ~ \f?/ 572 Z.ds  (t — 00),
0 0

t _ 1 t _
~1/2 a/2
ay dZSN—/s dZs (t— o0
/o ‘ V2 Jo ( )

t - 1 ¢ ~
a; o7 dM, ~ */ s*/2u tdM,  (t — o0).
/0 : : V2 Jo (

et

D’ou .
/ s2Z s ~ L — K, (t—> o), (33)
0

ou L = (L, t > 0) est la martingale vectorielle continue définie par
1 [* . -
L, = f/ sfvgldMs
2 Jo

et K = (K, t > 0) est le processus donné par

1 [t o -
Kt:f/ s2dZ,.
2 0

Par conséquent, on obtient I'inégalité suivante :

LY ey ILell [l
— a2\ z ||ds < =L T2 34
\/f/o B 12:]lds < Vit Vit (34)

En vue d’étudier le comportement asymptotique du membre de gauche de la relation (34) qui nous
permettra de donner le comportement asymptotique de v/£||0; — || via 'inégalité (29), on étudiera
ceux de K et L.

Comportement asymptotique du processus K

Grace a une intégration par parties, on obtient

Ki=-—2,— 9/ s5-17, ds. (35)
2 1/,

D’ou l'inégalité suivante :

t
1Kl < 31 Z4]) + / $71)|Z|ds,
0

qui donne, combinée avec la relation (31)

il =0 ViTtogt ) ps (36)

Comportement asymptotique du processus L

La variation quadratique prévisible de la martingale vectorielle continue L s’écrit

W=y [ (37)

2
4 V2

12
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En tenant compte de la relation (17), & savoir
N t
(M) = 2/ we? X X ds,
0

il vient

v2 s

2 ot 2
(LY = —/ s X X ds.
0

Vu la propriété (P;) du lemme 3.1, on obtient
L I
—< t>t = J2It71 + O (t/ S(IQ)XSX:d5> ,
0

et grace au lemme de Toeplitz, on obtient la convergence suivante :

L
% — 0%l p.s.,  (t— o0).

Par conséquent, on a
(L)e=0() p-s.

Par ailleurs, en utilisant la relation (37) et la propriété (P2) du lemme 3.1, on obtient ’équivalence
suivante :

(L) ~ /0 wr2d(V)s (t — o0).

En tenant compte de la relation (17), on obtient
t

(L)t ~ (M) = 02/ XX ds (t — 00),
0

o M est la martingale vectorielle continue donnée par la relation (56). Par conséquent et vu le
lemme 3.3 dans [12], il vient

Am({L)t) — 400 p.s., (t — +00).
Gréce a la LLI (voir théoréme 1 dans [5]), on a le comportement asymptotique du processus (L)~1L

lim sup —\/E | [<L>;1Lt]i‘
t—00 v2loglogt

Il en résulte que la norme de la martingale L vérifie

[Lell = O(\/tloglogt> p.S. (39)

<400 p.s., i=1,...,d. (38)

En insérant (36) et (39) dans (34), on obtient le comportement asymptotique du premier terme du
membre de droite de la relation (29), & savoir

-1 1 ! —a/2|| 7
s [z

[[100,1

O vloglogt +O<\/ta110gt> p.s.
O| Vloglogt | p.s.

Vu que le second terme du membre de droite de la relation (29) s’écrit

1 (Y s s 8t
O(ﬁ/ s“‘3a||Zs|ds> ~o<t"_3a+2\/logt> p.s., (t— ),
0

13
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on en déduit

AT o(\/logiogt) +0(t0"§0‘\/710gt) bs.

Comme o’ < (3w — 1)/2, on obtient

b

- log1
15, - ol = 0 /22" )

et donc la propriété de la consistance forte de l'estimateur 6, de 6. Pour achever la preuve du
théoreme 2.1.1, il reste a prouver que 'estimateur 6, de 6 vérifie un TLC.
En utilisant ’équivalence (33), il vient

1/ . Li K
ﬁ/o $s72Zds ~ 7%— 7; (t — 00). (40)

Or, d’apres la relation (35), on a

&7EZ a/tsa/212d5 (41)
Vi2 ' 4/t Jo o

En tenant compte de la relation (28), & savoir

-1

_ 1 LA 1 [t -
V0, —0) = °°’1/ 3_2Z5d3+0</ s¢ _30‘/2Z5ds>7 .S.,
C=0="01 ), Vil y

du fait que
1 [t -
0(\/%/ PR ds> =o0 (ta *3a/2+1/2\/10gt) =o(l) p.s.,
0

(car o < 3a/2 —1/2) et des deux relations (40) et (41), on obtient presque siirement

-1

_ IZY ol s
Vi, — 6) ~ —%JtTthﬁ—Io_o

1£+alo;}l t
TVE AVt o

Le premier terme du membre de droite de cette derniere équivalence tend vers 0 vu que Z; converge
en loi, et de méme le dernier terme car

11 ! a/2—1r
Odoo, /2 1 a—1 —
N S Zsds = O (\/t logt) =o(1) p.s.

Quant au second terme, comme

L
% — 0%l p.s.,  (t— 0),

s 7 ds (t — 00). (42)

alors d’apres le TLC appliqué a la martingale continue L, on obtient

L _
TN 2L — o1 M

0,1 \/7? oo,1

ot G est un vecteur gaussien standard, indépendant de la v.a. I, 1. On obtient le dernier résultat
en insérant la relation (43) dans (42). Cela achve la preuve du théoréme 2.1.1.

G, (43)

14
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Preuve du théoreme 2.1.2
1. Rappelons d’abord les relations (18) et (27), & savoir
M, = P,(6, — 0)

et

s ’

P : ( aa)
— =1x,182 +0[s 2 p.S.
Vs

1 trp, ds 1 ¢ ds
— _ _ a/2(5
F, tl_a/l ‘P(vs (@, 9)) = tl_a/l cp([ools (4, 9)) =

ou  est une fonction lipschitzienne continue bornée, alors

Posons

]9
E a/2
2 713/
s

t
||Ft|| Sctetf(lfa)/ P
1

En tenant compte de la relation (27) et du fait que

~ logt
||et90< ti) pes.,

IF,| = o (to‘LZaH\/log t) p.s.,  (t — 00).

on obtient

Vu que o < 3/4, il vient
F,—0 ps., (t— ).

La premiere assertion du lemme 3.3 et la relation (18) impliquent
1l—a / tds 5 N
Mo < (P. - Moo DS,
tm> )y s {5(95 _9)}
Vs
0l s est la loi de la variable aléatoire ol ;{216' ou (G est un vecteur gaussien standard indépendant

de la v.a. I 1.

Par conséquent

l—a [Yds
71517& . 5{Sa/21 (5579)} — Moo P-S.

Cela donne la premiere assertion du théoreme 2.1.2.

2. Posons R R R
0s = (0s —0)(0s — 0)"
et ~ ~ o ~
ds0 = (0s —01)(0s — 6,)".
On a
_ t
1-a / iéids— Ool/édsfool
A 1 Vs

< (=) ( j, ) , (44)

15
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avec

T ¢ Ps N Ps

i1 = / s« ( — sa/2loo,1) O ( — 80/2100)1) ds,
1 Vs Vs

- t P, -

Jrp = / s—/? ( — s“/%o,l) Osds Ing 1,
1 Vs

_ t

Jt73 = / 70(/25 ( —SQIOO 1)
1

D’une part, le processus (jt,l) est majoré par

¢ 2
. P, _ 2
t= =D g4 < t’(l’a)/ ST - PLG N ‘ s ds.
1 S
D’autre part, on a
~ 1
16, — 6] = O ( Ogs) pes.,
Sa
et de la relation (27), on obtient
P, 2 ,
— — sa/QIOOJ =o0 (s_(a_za )) P.S.
Vs
On en déduit R )
t= =Sl =0 (t2(a ~ log t) =o(l) p.s., (t— ). (45)
De méme, les deux processus (J;2) et (J;,3) sont majorés par
| Tl = O s
t - 2
< ool / g7/ 25 sa/zloo,l ‘ B ds.
1 Us
il vient ~
== J,, = o (t"‘ —a logt) —o(1) ps., (t— o0). (46)

Par conséquent, vu que I 1 est inversible et en tenant compte du lemme 3.3 et des deux relations
(18) et (44), on obtient

1—-«
tl—a

t ~ ~
/ 53 - 53,t ds
1

t
K = / (G, — 8,) ds (3, — 0",
1

¢
/ 0sds — 0210_0%1 p.s., (t — 00). (47)
1

Par ailleurs, on a

11—«
tl—a

). (48)

<t0-) (|1

avec

t
Kt,2 = (Ht — 9)/ (93 — 9,5)* dS,
1

Kiz = (t—1)(6, —0)(6, —0)".

16
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Vu que les deux processus (K; 1) et (K 2) sont majorés par
T K| = ¢ 0T K|

t
<06, — o] [ 6. ~ 6l ds-+ (¢~ 1 0-)d, - o] (49)
1

et en tenant compte du fait que

~ logt - loglogt
umwo( j) p&et”&%@@/gﬁg>p&,

on en déduit

UK = T K|
— 0 (-2 /ogiyTogTog )
= 0 (t_(l_o‘) log log t) .
Il en résulte que
==K ]| — 0 ps. et tTTY|K | — 0 ps.,  (t— oc0). (50)

Le processus (K 3) est majoré par
=0 K|l < (8- 1)t 0710, — 0%

Donc, on a
t—(l—a)‘|kt73” -0 (t—(1—a) 1oglogt) p.s., (t — 00).

Par conséquent, on obtient
= Kys| — 0 ps.,  (t— 00). (51)

Enfin, en insérant les relations (50) et (51) dans l'inégalité (48), il vient

t ~ ~
/ (SS — 55’15 ds
1

La seconde assertion du théoréme découle des propriétés (47) et (52).

11—«

tlfa

—0 ps., (t—00). (52)

. Notons que

ploa M2 gt M, M
< ) / s_“( 5 — 02Ioo,1)ds
11—« 1 Vs Vs

De la relation (18), on a o }
MM} = Py Ps. (53)

Par suite, grace a la quatrieme assertion du lemme 3.3, on a

tl-a =1/2 P, - P, H-a 1/2
( ) / sTOE5 5 ds — ( > 02l = Vso.
11—« 1 Vs Vs l1—« ’

Par ailleurs, notons que
t
/ 7a*5*d8— ool/(stIool
1 Us

tlfoz -1/2
(=)
—(1—a)/2 (

17
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ot les processus (J;;), i € {1,2,3}, sont définis par la relation (44). De la relation (45), on obtient
=02 J | =0 (tQa'*5"“/Q“/2) p-s., (t —> 00).
De la relation (46), on obtient
O3y = 02 g = o (19 50H2) s (¢ o0).
Vu que o < (3a—1)/2,0n a
=2 =0 (1) ps.,  (t—o0)

et
t= =2 T =t~ 2| J 5 =0 (1) ps., (t— oc0).

Par conséquent, en tenant compte de la relation (54), on obtient quand ¢ tend vers U'infini,

flma\ ~1/2 P,- P, .
—aia 7d5_ oco,1 6sd51<>01
1 ) )
— 1 Vs Vg 1

Par suite, on en déduit
o 1—«
(1—a> (tla/éds 1>=>1/oo,

ou conditionnellement a 0210071, Vso est une loi gaussienne matricielle centrée indépendante de I 1
et de covariance

— 0 p.s. (55)

¢ =017 {2101 ® I 1 + 2[(Vect(loo,1)) (Vect(Zso 1)) ]} I3

Le résultat découle de la convergence (52), ce qui acheve la preuve du théoreme 2.1.2.

3.2 Preuves des résultats relatifs au cas instable

Dans la suite, on introduit la martingale vectorielle continue M définie par
t
M, =0 / X.dWW,. (56)
0
Sa variation quadratique est donnée par
t
(M), = 02/ X, X2ds,
0

dont le comportement asymptotique est donné par (voir relation (14))
e Bt (M) e Bot — 6210y ps., (t— o).
D’apres (2) et (3), on obtient la relation-cl suivante :
M, = o= 2(M),(0, - 0). (57)

Lemme 3.4 La martingale vectorielle continue M définie par (56) vérifie les propriétés asymptotiques
suivantes :

1. Théoreme de la limite centrale
(TLC) e Bo'M, = oI'/3G,

ot G est un vecteur gaussien standard, indépendant de la v.a. I 2.
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2. Théoréeme de la limite centrale presque-stre

1 t
(TLCPS) ;/ dSé{e—BgsMs} = Uoo P-S-,
0

01 oo €St la loi de la variable aléatoire O'I;{’ZQG ou G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de la v.a. I .

3. La loi forte quadratique

I , -
(LFQ) Z/€_B‘9&MSM:e_B"‘SdS—>UQIOO,2 p.s.,  (t— 00).
0

4. Théoreme de la limite centrale logarithmique

t
(TLCL) t—1/2/ {ByDg + DB} }ds = Vo,
0

ot Dy = e Bos(MM? — (M)g)e=Be% et conditionnellement d I 2, Voo est une loi gaussienne
matricielle centrée, indépendante de la variable aléatoire I, 2 et de covariance

€ = o (2tr(Bp)) M {2[ 2 ® oo o+ 2[(Vect([oo72))(Vect([oog))*]l‘}.
Preuve du lemme 3.4
1. La variation quadratique prévisible de la martingale M vérifie
e Bt (M) Bt — 6210 p.s., (t — o0),
et le TLC appliqué a la martingale continue M implique
e P M, = oI)[5G,

ol G est un vecteur gaussien standard, indépendant de la v.a. I 2, d’ou la premiere assertion du
lemme 3.4.

2. Le théoréme de la limite centrale presque-siire (voir théoreme 2.1.1 dans [9]), appliqué au couple
(M, V) oit M est la martingale continue donnée par (56) et normalisée par V; = eP¢!, implique

1 t
g/o ds5{vs_1Ms} = lso DP-S.,

ol [l est la loi de la variable aléatoire o1, ic/éG et G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de la v.a. I 2. La seconde assertion du lemme 3.4 est établie.

3. La LFQ (voir théoreme 2.1.1 dans [9]), appliquée & la martingale continue M normalisée par le
processus V; = eP¢t, donne

1/t N
E/ 6fBesMsM:efBes—>02[oo,2 p.s., (t — 00),
1

d’ou la troisieme assertion du lemme 3.4.

4. En appliquant le TLC de la LFQ (voir théoréme 2.1.1 dans [9]) au couple (M,V), ot M est la
martingale continue donnée par (56) et normalisée par V; = P! on obtient

t
12 / (BoDs+ DyBi}ds —> v (t — 00), (58)
0

ot Dy = e Bes(M M? — (M))e Bo% et conditionnellement & I, 2, Vs est une loi gaussienne
matricielle centrée, indépendante de la variable aléatoire I, o et de covariance

€ = 0 (2tr(Bp)) {202 ® I 2 + 2[(Vect (I 2)) (Vect(1no 2)) ]+

Cela acheve la preuve du lemme 3.4.
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Preuve du théoreme 2.2.1

1. Vu la relation (57), & savoir
Mt = 0'72<M>t(0t - 0),

on a

€7BgtMt = It72€B;t(ét — 0)

= (L1 — Ino )€ (0, — 0) + Ino 26540, — 6). (59)

En écrivant

(e = Loo,2)e® (6 = O) < I|1u2 — oo 2|16 — 61,

et en tenant compte de la propriété (5), a savoir
16, — 0] = 0<ﬁe—mf> p.s.,

et du fait que

Bt ~ ™, (t — o0), (60)
il vient, de ’hypothese (Hs),
(T2 = Lo2)e™ (B = )] = o(t27")
= o(l) p.s., (t — o0), car 8 >1/2. (61)

La premiere assertion du théoreme 2.2.1 découle de la premiere assertion du lemme 3.4 et des deux
relations (59) et (61).

2. Soit ¢ une fonction lipschitzienne continue bornée. Posons

t t
Gt = t_l / W(Is,QeB;s(és - 9))d8 - t_l / 90<Ioo,2€Bgs(és - 0>)d8
0 0

Alors on a .
Gl < Ctefl/ T2 = Lo o[ 1”2 [[16s — ]| ds.
0
En tenant compte de I'hypothese (Hz) et de la propriété (5), on en déduit
|Ge| = o(t? ") =0(1) ps., (t—> o0), car B>1/2. (62)

D’apres la deuxiéme assertion du lemme 3.4 et la relation (57), on obtient
¢
~1
t /0 dS(S{IS,QeB;S(éS—e)} = lls DS, (63)

oll f4o est la loi de la variable aléatoire ol (ZQQG et G est un vecteur gaussien standard, indépendant
de la v.a. I 2.
Grace aux propriétés (62) et (63), la seconde assertion du théoreme 2.2.1 est établie.

3. Vu que .
e_BetMt = It,geBét(Gt — 9) (64)

et d’apres la troisieme assertion du lemme 3.4, on a

t
til/ e B M MreBo%ds — 0210 p.s., (t— o00).
0
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Ainsi pour établir la troisieme assertion du théoréme, il suffit de montrer que, quand ¢ tend vers
I’infini, on a

¢ ¢
¢t / IS’QeBgséseB"SI;k,Q ds — Ioog/ eBos§ ebos dsls2|| — 0 p.s., (65)
0 0
ol b5 = (B, — 0)(A, — 6)*. Pour ce faire, considérons I'inégalité suivante :
¢ o t
¢t / ISQeBGScheB"SI;des - 10072/ eBosh eBos dsls o
0 ' 0
<t (el + 1l + 11 Feall) (66)
avec .
jt,l = / (Is,2 - Ioo,?)eB;SSseBes(IsQ - Ioo,?) dS;
0
A t * A~
Jr2 = / (Is2 = Iso,2)e"0%05e7% ds I 2,
0
A t * ~
Jiz = 100,2/ eB055,eP05 (159 — I 2) ds.
0

Le processus (J; 1) est majoré par
t
7 Jeall < t_l/ 1Zs,2 = Ioo 2] * € |12 1105 — 6] ds.
0
En tenant compte de la propriété (5), de ’hypothese (Hz) et de I’équivalence (60), on obtient
t7 Tl = ot ™2) =0(1) p.s., (t— 00), car B >1/2. (67)
De méme, les deux processus (J;2) et (J;.3) sont majorés par

t el =t esll

IN

t
[Hoo 2]l 75*1/0 1Zs,2 = Too 2l 1?05 — 0]1* ds.
Gréace a la propriété (5), Phypothese (Hz) avec 5 > 1 et I’équivalence (60), il vient

T Jeall = ¢ ezl = 0(t'%) = 0(1)  ps.,  (t — o0). (68)

Par conséquent, la convergence (65) est établie en vertu des deux propriétés (67) et (68).

. Notons que

t
t—1/2/ {ByDs + DyBj}ds = H; + H;,
0

ou
t t
H, = Bgfl/?/ D.ds = Bgfl/?/ (fBesMgM;e*BSS . 021872) ds.
0 0

De la relation
t t
H, = Bgt_l/Q/ (e_B"SMSMS*e_B;s — 02100,2) ds — U2Bgt_1/2/ (Is2 — Ino2)ds
0 0

et 'hypotheése (Hz), on en déduit

t
t71/2/ (IS,2 - Ioo,Q)dS = O(téiﬁ) = 0(1) p.s., (t — OO)
0
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Par conséquent,
t *
H, ~ Bgt_l/z/ (e_BesMsMS*e_BGS — 0210072) ds (t — 00).
0
Rappelons que &, = (0, — 0)(6; — 0)* et d’aprés la relation (64), on a

e B MMze B0 = [ 5eP0%5,ePo5 I, 5.

Pour établir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que, quand ¢ tend vers l'infini, on a

t t
/2 / IS’26355556B931572 ds — Ioo,g/ eBoss ebos ds Iw2|| — 0 p.s. (69)
0 0
Pour ce faire, remarquons que
t . t
t=1/2 / 187263935361395]372 ds—IOC,z/ €BQS6S€BGSdSIOO,2 <
0 0
72 (1ol + el + 1 esl) (70)
oll les processus (jt,i), i € {1,2,3}, sont ceux définis par la relation (66).
En tenant compte de la relation (67), on déduit
V2 Jall = o(t2 %) =o(1) ps., (t— o). (71)
Vu la relation (68), on obtient
Y I e P
= o(t? ?)=0(1) p.s., (t — oo)car B> 3/2. (72)

Ainsi la convergence (69) est établie grace aux propriétés (70), (71) et (72). La derniére assertion
du théoreme 2.2.1 découle de la convergence (58). Le théoréme 2.2.1 est donc établi.
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