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M. ESTERLE Jean, Professeur à l’Université de Bordeaux I
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Document de Synthèse

Karim Kellay

Ma recherche se situe dans le cadre de la théorie de fonctions, de l’analyse
harmonique et de la théorie des opérateurs. Pour la commodité de la
présentation, nous avons regroupé l’activité de recherche autour des thèmes
suivants :

• Théorèmes Taubériens,
• Sous–espaces invariants par le shift et vecteurs cycliques,
• Existence de sous–espaces invariants,
• Interpolation et échantillonnage

1. Théorèmes Taubériens. Dans le travail [K1], j’étudie le lien entre
la croissance des coefficients de Fourier d’une fonction analytique ϕ définie
sur C\E et l’ensemble de ses singularités E, supposé être un ensemble de
Carleson. Un ensemble fermé E du cercle unité T est dit de Carleson lorsqu’il
satisfait à la condition∫ 2π

0
log
(

2
dist(eit, E)

)
dt < +∞.

Un ensemble de Carleson est l’ensemble des zéros d’une fonction analytique
sur le disque unité D et ”lisse” au bord [14, 62], le Cantor triadique en est
un exemple. On appelle hyperfonction, toute fonction analytique φ sur C\T
qui s’annule à l’infini. Le support de φ est le plus petit fermé E de T tel
que φ se prolonge analytiquement sur C\E. Les coefficients de Fourier de φ
sont définis par

φ(z) =

{ ∑
n≥0 φ̂(n)zn, |z| < 1,

−
∑

n<0 φ̂(n)zn, |z| > 1,

Soit (ω(n))n≥0 une suite log–concave 1. On dit que ω vérifie la condition

(R) si pour certaines constantes c > 0 et α < 1/2, lim inf
n→+∞

ω(n)
nc

> 0 et la suite( logω(n)
nα

)
n≥1

est décroissante. Dans [K1], je donne une version discrète

du théorème Khruscev [40] lorsque l’ensemble est un carleson,

Théorème 1. Soit (ω(n))n≥0 une suite log–concave vérifiant la condition
(R). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout ensemble de Carleson E et toute hyperfonction φ à support

dans E telle que sup
n≥0

|φ̂(n)|
ω(n)

< +∞ et
−1∑

n=−∞
|φ̂(n)|2 < +∞, on a

φ = 0.

12 lnω(n) ≥ lnω(n+ 1) lnω(n− 1), n ≥ 1.
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(ii) Pour tout ensemble de Carleson E et toute hyperfonction ψ à support

dans E telle que sup
n≥0

|ψ̂(n)|
ω(n)

< +∞ et sup
n<0
|ψ̂(n)| < +∞, on a φ|D

est dans la classe de Smirnov.
(iii) ∑

n≥1

1
n logω(n)

= +∞. (1)

Ce type de résultat s’inscrit dans une série de travaux liés aux problèmes
d’unicité de certaines hyperfonctions [23, 24, 25, 26]. J’étudie ensuite le com-
portement des itérés d’un opérateur et ce lorsque le spectre est un ensemble
de Carleson.

Théorème 2. Soit T une contraction sur un espace de Hilbert telle que le
spectre de T est un ensemble de Carleson. Si ‖T−n‖ = O(ω(n))(n → +∞)
avec (ω(n))n≥0 vérifiant (R) et la condition (1), alors T est unitaire.

Réciproquement si ∑
n≥1

1
n logω(n)

< +∞, (2)

alors il existe une contraction T non unitaire sur un espace de Hilbert telle
que son spectre est un ensemble de Carleson ‖T−n‖ = O(ω(n))(n → +∞)
et ‖T−n‖ → +∞ quand n→ +∞.

Notons que le cas polynomial, ω(n) = O(np)(n → +∞) pour un certain
entier p positif, a été obtenu par Esterle [23]. Le fait que le spectre de
l’opérateur est un ensemble de Carleson est ”nécessaire” pour obtenir ce
résultat. En effet, je construis une contraction T inversible et non unitaire
dont le spectre est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle et telle que les
puissances négatives de T tendent vers l’infini aussi lentement que l’on veut.
Dans [K3, K12], nous considérons les opérateurs sur un espace de Banach à
croissance polynomiale et dont le spectre est un K–ensemble (plus régulier
que les ensembles de Carleson). Un ensemble fermé E du cercle unité T est
dit K–ensemble, s’il existe cE > 0 tel que pour tout arc L ⊂ T

sup
ζ∈E

d(ζ, E) ≥ cE |L|,

où |L| est la longueur de L. Dyn’kin dans [22, 13] a montré que les K–
ensembles sont des ensembles d’interpolation pour les espaces de types Hölder:
Soit A(D) l’algèbre du disque, pour 0 < s < 1, on pose

Λs = {f ∈ C(T) : ‖f‖s = ‖f‖C(T) + sup
h6=0,t∈R

|f(ei(t+h))− f(eit)|
|h|s

< +∞}

et As = Λs ∩ A(D), alors E est un K–ensemble si et seulement si Λs|E =
As|E. Nous avons
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Théorème 3. Soit w ∈ (R) et soit T un opérateur sur un espace de Banach
X, σ(T ) est un K–ensemble, ‖Tn‖ = O(np) pour un certain p ≥ 0 et
‖T−n‖ = O(wn). Si pour tout α ∈ (0, 1)∑

n≥1

1
n1−α logw1+α

n
= +∞, (3)

alors pour tout ε > 0

‖T−n‖ = O(np+
1
2

+ε), n→ +∞.
Lorsque X est un espace de Hilbert et p = 0, nous avons

Théorème 4. Soit w ∈ (R) et soit T une contraction inversible sur un
espace de Hilbert X, σ(T ) est un K–ensemble et ‖T−n‖ = O(wn). Si pour
tout α ∈ (0, 1) la condition (3) est satisfaite, alors T est unitaire.

D’autre part, s’il existe α ∈ (0, 1)∑
n≥1

1
n1−α logw1+α

n
< +∞, (4)

il existe T une contraction inversible sur un espace de Hilbert, σ(T ) est un
K–ensemble, ‖T−n‖ = O(wn) et ‖T−n‖ →

n→+∞
∞.

Le théorème 4 n’est pas valable pour les contractions sur un espace de
Banach en général. En effet, Esterle dans [24] à construit une contraction
T sur un espace de Banach dont le spectre est un K–ensemble (un ensem-
ble parfait de rapport constant ζ et 1/ζ n’est pas un nombre de Pisot) et
‖T−n‖ → +∞. Notons aussi que le Théorème 4 n’est pas valide si on sup-
pose que σ(T ) est juste un ensemble de mesure nulle [K1]. Des résultats de
même type tauberien ont été obtenu dans [2, 23, 24, 26, 64].

2. Sous–espaces invariants par le shift et vecteurs cycliques.

2.1. Sous–espaces biinvariants. Considérons maintenant un poids2 ω qui
tend vers l’infinie. On pose

L2
ω(T) = {f ∈ L2(T) :

∑
n∈Z
|f̂(n)|2ω(n)2 < +∞}.

On désigne par Sω le shift (opérateur de décalage) agissant sur l’espace à
poids L2

ω(T) défini par

Sω : f(eit)→ eitf(eit), f ∈ L2
ω(T).

Puisque ω est un poids, les opérateurs Sω et S−1
ω sont bornés sur L2

ω(T) et
le spectre de Sω est T. On dira qu’un sous-espace fermé B de L2

ω(T) est
invariant si SωB ⊂ B et qu’il est biinvariant lorsque SωB = B. Il est dit
non trivial si {0}$B $ L2

ω(T).

2une application de Z →]0,+∞[ telle que : ω(0) = 1, 0 < infn∈Z
ω(n+1)

ω(n) ≤

supn∈Z
ω(n+1)

ω(n) < +∞ et lim|n|→∞

(
supm∈Z

ω(n+m)
ω(m)

) 1
|n|

= 1.
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Soit E un Borelien de T; on notera Mω(E) = {f ∈ L2
ω(T) : χEf = 0},

où χE est la fonction indicatrice de E, un tel sous–espace fermé sera dit
de type spectral. Le théorème classique de Wiener montre que dans le cas
où ω(n) = 1 pour tout n ∈ Z, les espaces de type spectral sont les seuls
sous–espaces de L2

ω(T) biinvariants par Sω. Esterle dans [27] a considéré
des poids dissymétriques ω(n) = 1 pour n ≥ 0 et lim

n→−∞
ω(−n) = +∞,

il démontre qu’il existe un sous–espace biinvariant de L2
ω(T) qui n’est pas

de type spectral (pour n’importe quelle croissance de croissance ω(−n)).
Ces nouveaux sous–espaces sont de type Beurling, c’est–à–dire qu’ils sont
générés par des fonctions intérieures. Hanin dans [28] a démontré que la
caractérisation de type Wiener est encore valable lorsque ω est un poids
symétrique de la forme ω(n) = (1+ |n|)p, où p ≥ est un entier ; mentionnons
que lorsque p = 1/2, L2

ω(T) est l’espace de Dirichlet harmonique et là encore
la caractérisation de type Wiener reste valable [54]

Dans l’article [K3], en collaboration avec El–Fallah, nous étudions l’effet
de la dissymétrie sur l’apparition et la disparition des espaces de types
Beurling (qui ne sont pas de type spectral). Nous considérons les poids

ω(n) = (1 + n)p (n ≥ 0), pour un certain entier p ≥ 1, et lim inf
n→−∞

ω(n)
|n|p

> 0;

donc L2
ω(T) ⊂ C(T) et

(L2
ω(T))+ = H2

p = {f ∈ H2 : f ′, f
′′
, f (p) ∈ H2}.

où H2 = {f ∈ L2(T) : f̂(n) = 0 , n < 0} est l’espace de Hardy usuel. Nous
caractérisons B ∩ (L2

ω(T))+ = B ∩ H2
p, la partie analytique du sous–espace

biinvariant B, selon la croissance et la régularité de ω. Contrairement à ce
qui se passe pour p = 0 (i.e. ω(n) = 1, pour n ≥ 0), nous montrons le
résultat suivant :

Théorème 5. Soit ω ∈ (R).
Si ω satisfait la condition (1) alors

B ∩H2
p =Mω(E0, E1, ..., Ep−1) ∩H2

p,

où Ek = {z ∈ T : f (k)(z) = 0 pour tout f ∈ B}.
Réciproquement, si ω satisfait la condition (2), alors il existe il existe une

fonction intérieure singulière θµ et un sous–espace biinvariant B fermé de
L2
ω(T) tel que

B ∩ L2
ω(T) = θµH2 ∩H2

p.

La méthode utilisée consiste d’abord à transformer le problème en un
problème d’unicité de certaines classes d’hyperfonctions à support de Car-
leson. Ensuite, nous utilisons un résultat de Korenblum [42] sur les idéaux
fermés de l’algèbre H2

p qui est de même nature que celui de Beurling. Nous
obtenons aussi dans le premier cas (lorsque la condition (1) est satisfaite)
une caractérisation complète des sous–espaces binvariants fermés de L2

ω(T)
dont l’ensemble des zéros est un K–ensemble, nous montrons que si Z(B)
est un K–ensemble, alors B =Mω(E0, E1, ..., Ep−1).
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2.2. Idéaux fermés. Dans [K13] en collaboration avec Bouya et El–
Fallah, nous traitons les idéaux fermés de l’algèbre de Beurling à poids A+

α,β

des fonctions de l’algèbre du bidisque A(D2) muni de la norme

‖f‖α,β =
∑
n,m≥0

|f̂(n,m)|(1 + n)α(1 +m)β.

Soient B une algèbre de Banach incluse dans A(D2), f ∈ B et E un ensemble
fermé de D2, on notera par IB(f) = fB l’idéal fermé de B engendré par f
et par IB(E) = {g ∈ B : g|E = 0}, l’idéal d’annulation de B sur E. Dans
ce travail nous nous intéressons à la détermination des fonctions f ∈ B qui
satisfont IB(f) = IB(Zf ), où Zf = {z ∈ D2 : f(z) = 0} est l’ensemble
des zéros de f , dans le cas où B = A+

α,β. Dans le cas de l’algèbre du
disque, B = A(D), le théorème de Beurling-Rudin donne une caractérisation
complète des idéaux fermés de A(D). En particulier, si f ∈ A(D) tel que
Zf ⊂ T alors IA(D)(f) = IA(D)(Zf ) si et seulement si f est extérieure.
Dans une série de papiers [29, 30, 31], Hedenmalm s’est intéressé au cas de
plusieurs variables. Il a obtenu, dans le cas de l’algèbre du bidisque, que si
l’ensemble des zéros de la fonction f est {1} × D ∪ D× {1} et si

| log |f(z, w)|| = o(1/ inf(|1− z|, |1− w|)), |1− z||1− w| → 0.

alors l’idéal d’annulation sur Zf coincide avec l’idéal engendré par f . Soit
α ≥ 0, considérons maintenant les algèbres de Beurling analytiques suiv-
antes:

A+
α = {f =

∑
n≥0

anz
n : ‖f‖α =

∑
n≥0

|an|(1 + n)α <∞}.

Kahane [37] a montré que si f ∈ A+
α telle que Zf = {1} alors IA+

α
(f) =

IA+
α

({1}) si et seulement si f est extérieure. Notons que dans ce cas cette
condition est équivalente à

lim
|z|→1−

(1− |z|) log |f(z)| = 0.

Mentionnons également que la caractérisation des idéaux de A+
0 parait com-

pliquée [25]. Dans ce travail nous étendons les résultats obtenus par Heden-
malm aux algèbres A+

α,β. Nous montrons les deux théorèmes suivants:

Théorème 6. Soient (α, β) ∈ [0, 1[×]0, 1[ et f ∈ A+
α,β telle que Zf =

{1} × D. Alors IA+
α,β

(f) = IA+
α,β

({1} × D) si et seulement si les fonctions

f(·, w) sont extérieures pour tout w ∈ D.

Comme conséquence du Théorème 6 et lorsque Zf = {(1, 1)}, IA+
α,β

(f) =

IA+
α,β

({(1, 1)}) si et seulement si les fonctions f(·, 1) et f(1, ·) sont extérieures.

Théorème 7. Soient (α, β) ∈]0, 1[×]0, 1[ et f ∈ A+
α,β telle que Zf = {1} ×

D ∪ D× {1}. Si

| log |f(z, w)|| = o(1/ inf(|1− z|, |1− w|)), z → 1 ou w → 1,

te
l-0

04
51

02
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

28
 J

an
 2

01
0



8

alors IA+
α,β

(f) = IA+
α,β

({1} × D ∪ D× {1}).

2.3. Comportement radial et vecteurs cycliques. Soit H∞ l’ensemble
des fonctions holomorphes bornées sur le disque unité D. La classe de
Nevanlinna N est l’ensemble des fonctions f analytiques sur D telles que
f = g1/g2 où g1, g2 ∈ H∞. Pour toute fonction f ∈ N , la limite radi-
ale f∗(eit) = limr→1 f(reit) existe pour presque tout eiθ du cercle unité T
et ln |f∗| ∈ L1(T). La classe de Smirnov N+ est l’ensemble des fonctions
f ∈ N telles que f = g1/g2 où g1, g2 ∈ H∞ et g2 est une fonction extérieure.
Il est bien connu que si f ∈ N+ telle que f∗ ∈ L2(T) alors f ∈ H2 et donc les
coefficients de Fourier négative de f sont nuls. Par contre il existe f ∈ N ,
f∗ ∈ L2(T) et f 6∈ H2; il suffit en effet de prendre l’inverse d’une fonction
intérieure singulière.

Soit (α(n))n≥0 une suite log–concave telle que α(n)→ +∞. On pose

Nα(D) = {f ∈ N : f∗ ∈ L2(T) et
∑
n≥1

|f̂∗(−n)|2α(n)2 < +∞}.

Dans le cas où α(n) = ec
√
n pour une certaine constante c > 0, Shapiro [61]

a démontré, par la méthode de l’approximation polynomiale, que Nα(D) =
H2. Shamoyan [60] a donné une extension de ce résultat, il a montré que
Nα(D) = H2 si et seulement si∑

n≥1

lnα(n)
n3/2

= +∞. (5)

Le résultat de Shamoyan peut également être obtenu en utilisant la méthode
de Shapiro et le théorème sur l’approximation polynômiale de Nikolskii [51]

Dans [K6, K9] conjoint avec Bourhim et El–Fallah, , nous considérons
Nα,β l’ensemble de fonctions f(z) =

∑
n≥0 anz

n ∈ N telle que f∗ ∈ L2(T) et

∑
n≥0

|an|2

β(n)2
< +∞ et

∑
n≥0

|f̂∗(−n)|2α(n)2 < +∞,

où (α(n))n≥0 et (β(n))n≥0 sont deux suites positives log–concaves qui ten-
dent vers l’infini. Nous étudions le seuil de croissance des suites (α(n))n et
(β(n))n pour que Nα,β = H2.

Notons que pour toute fonction f =
∑

n≥0 anz
n ∈ N , il existe une con-

stante c > 0 telle que |an| = O
(
ec
√
n
)
(n → +∞). Par conséquent, si

lim
n→+∞

lnβn√
n

= +∞, alors Nα,β = Nα(D). Mentionnons aussi que, grâce

au théorème de Kahane et Katznelson [38], pour toutes suites (α(n))n≥0

et (β(n))n≥0 tendant vers l’infini et toute fonction g ∈ L2(T) telle que∑
n≥1 |ĝ(−n)|2α(n)2 < +∞, il existe une fonction f holomorphe sur D

telle que f∗ = g p.p. sur T et les coefficients de Taylor de f vérifient
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9∑
n≥1

|an|2

β(n)2
< +∞. L’appartenance de la fonction f à la classe de Nevan-

linna dans la définition de Nα,β apparait donc nécessaire pour l’étude de ce
problème.

Théorème 8. Soit α, β ∈ (R) telle que sup
n≥1

lnα(n2)
lnα(n)

< +∞. Alors Nα,β =

H2 si et seulement si∑
n≥1

lnα(n+ 1)− lnα(n)
lnβ(n)

= +∞. (6)

Lorsque α(n) = np, la condition (6) est équivalente à la condition (1).

Lorsque la condition sup
n≥1

lnα(n2)
lnα(n)

< +∞ n’est pas satisfaite, (croissance

lente ou rapide) nous montrons sous certaine condition de régularité sur α
et β que Nα,β = H2 dès que α(n) = β(n). Soit maintenant l’ensemble

PLA = {f : f(t) =
∑
n≥1

c(n)eint convergente p.p }.

Kozma et Olevskii ont montré dans [43] qu’il existe f ∈ C1(T) ∩ PLA\H2,

|f̂(n)| = O(ω(|n|)−1), n ∈ Z,

si et seulement si ∑
n≥0

1
n logω(n)

=∞.

Par contre, et d’après le Théorème 8, C1(T) ∩ PLA\H2 ∩N∗ = ∅, où N∗ =
{f∗ : f ∈ N}

2.4. Vecteurs cycliques. Dans [K7, K9, K10, K14], nous nous intéressons
au critère de complétude des polynômes dans certains espaces de fonctions
analytiques. Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le
disque unité D stable par l’opérateur shift Mz défini par Mzf = zf , f ∈ X.
On notera par [f ]X l’adhérence dans X de l’ensemble {pf : p polynôme }.
[f ]X est le plus petit sous-espace fermé deX contenant f et invariant parMz.
Une fonction f ∈ X est dite cyclique dans X lorsque [f ]X = X. Alors que le
théoréme de Beurling caractérise les vecteurs cycliques dans H2, le problème
de la caractérisation des vecteurs cycliques dans les espaces de fonctions
analytiques à poids parait compliqué. Par exemple, il existe des fonctions
intérieures singulières (qui ne sont pas cycliques dans H2) qui deviennent
cycliques dans l’espace de Bergman et il existe des fonctions extérieures
(cyclique dans H2) qui ne sont pas cycliques dans l’espace Dirichlet.
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2.4.1. Vecteurs cycliques dans l’espace de Bergman à poids. Soit
α un poids qui tend vers l’infini, on considère

B2
α(D) :=

{
f(z) =

∑
n≥0

anz
n ∈ Hol(D) :

∑
n≥0

|an|2

α(n)2
< +∞

}
.

Nikolski dans [51] a montré que si la condition (5) est satisfaite alors toute
fonction f ∈ H2 sans zéro est cyclique dans dans B2

α(D)). Korenblum et
Roberts [41, 53] ont traité le cas du Bergman classique, où α(n) = (1+n)c: ils
ont montré que toute fonction intérieure singulière Sµ est cyclique dans B2

α si
et seulement si la mesure singulière µ de la fonction Sµ ne porte pas de masse
sur les ensembles de Carleson. On pose Λα(t) = supn≥1[n ln(1−t)+lnα(n)],
pour t ∈]0, 1]. Un ensemble fermé E de T est dit ensemble Λα-Carleson si∫ 2π

0
Λα(d(eit, E))dt < +∞.

Lorsque α(n) = (1 + n)c, Λα(t) � log 1/t , et on retrouve les ensembles de
Carleson. Dans [K9] nous montrons

Théorème 9. si µ est une mesure positive singulière sur T telle que µ(E) =
0 pour tout ensemble Λα–Carleson, alors la fonction intérieure singulière
associée à µ est cyclique dans l’espace B2

α(D).

2.4.2. Vecteurs cycliques dans l’espace de Dirichlet. Nous allons
maintenant traiter le cas des vecteurs cycliques de l’espace de Dirichlet.
L’espace de Dirichlet D est l’ensemble des fonctions f ∈ H2 telles que

‖f‖2D =
∑
n≥0

(1 + n)|f̂(n)|2.

Le problème de la caractérisation des fonctions cycliques dans D est un
problème encore ouvert. Puisque D ⊂ H2, il est clair que toute fonc-
tion f ∈ D cyclique dans D est également cyclique dans H2 et donc f est
nécessairement extérieure, grâce au théorème de Beurling. Rappelons que
Beurling a montré que la limite radiale de toute fonction de Dirichlet existe
quasi–partout sur T. Soit E un fermé de T, on désigne par c(E) la capacité
logarithmique de E et

DE := {f ∈ D : f∗ = 0 q.p sur E}.
Carleson [14] a montré que DE est fermé et Mz invariant de D. Donc si f est
cyclique alors c(Z(f∗)) = 0, où Z(f∗) est l’ensemble des zéros de f . Brown
et Shields [11] ont conjoncturé que f est cyclique dans D si et seulement si f
est extérieure et la capacité logarithmique de Z(f∗) est nulle. Hedenmalm et
Shields ont montré dans [32] que si f ∈ D∩A(D) est extérieure et si Z(f)∩T
est un ensemble dénombrable alors f est cyclique. Dans ce travail [K10, K14]
en collaboration avec El–Fallah et Ransford, nous montrons qu’il existe une
certaine catégorie d’ensembles parfaits (non–dénombrable) de type Cantor
(de capacité logarithmique nulle) qui répond positivement à la conjecture.
Plus précisément, soit E ⊂ T, on écrit Et := {ζ ∈ T : d(ζ, E) ≤ t}.
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Théorème 10. Soit f ∈ D une fonction extérieure. Soit

E := {ζ ∈ T : lim inf
z→ζ

|f(z)| = 0}.

Alors f est cyclique si l’une des deux conditions est satisfaite:

(1)
∫

0
c(Et)

log log(1/t)
t log(1/t)

dt <∞;

(2) |Et| = O(tα) pour un certain 0 < α < 1 et
∫ 1

0

dt

|Et|
= +∞

Notons que la condition (2) entrâıne automatiquement que E est de ca-
pacité logarithmique nulle [15]. Pour certains ensemble, elle est équivalente à
la capacité nulle. Soit (ln)n≥0 ⊂ [0, 2π] telle que λ = supn≥0 ln+1/ln < 1/2 et
soit E l’ensemble de Cantor généralisé associé à la suite (ln) (On commence
par l’arc de longueur l0, en enlève l’arc du milieu de longueur l1, etc.; alors E
est l’intersection de tous les ensemble qui restent). Pour ce type d’ensemble
E satisfait (2) ⇐⇒

∑
n 2−n| log ln| = +∞ ⇐⇒ E est de Capacité loga-

rithmique nulle. De plus, |Et| = O(tα) avec α = 1− log 2/| log λ|. On peut
déduire de (2) que Si f ∈ D∩A(D) telle que E = {ζ ∈ T : f(ζ) = 0} est un
ensemble de Cantor généralisé comme ci–dessus. Alors f est cyclique si et
seulement si f est une fonction extérieure et E est de Capacité logarithmique
nulle.

3. Sur l’existence de sous–espaces invariants. Soit B un espace de
Banach et L(B) l’algèbre des opérateurs bornés sur B. On dit qu’un sous
espace fermé E de B est invariant pour l’opérateur T ∈ L(B) lorsque TE ⊂
E et qu’il est non trivial si {0} $ E $ B. Le sous–espace E est dit hyper–
invariant pour T , s’il est invariant pour tous les opérateurs qui commutent
avec T . Le problème de l’existence de sous–espaces invariants non triviaux,
pour un opérateur T donné, est une question qui reste ouverte pour les
espaces de Hilbert. Mentionnons que Enflo a donné un contre–exemple pour
ce qui concerne les espaces de Banach. Néanmoins, diverses techniques ont
permis d’en établir l’existence : compacité ; calcul fonctionnel ; étude de la
résolvante et de la nature du spectre. En fait, cette dernière approche est liée
au problème de majorant analytique et donc au critère de normalité que l’on
relatera ultérieurement. L’un des premiers résultats qui assure l’existence
de sous–espaces hyper–invariants non triviaux est celui de Wermer [63] sous
l’hypothèse : l’opérateur T est inversible, son spectre n’est pas réduit à un
point et ∑

n∈Z

ln ‖Tn‖
1 + n2

< +∞. (7)

On dit que (τ(n))n∈N est une suite de Beurling si elle est sous–multiplicative3

et vérifie la condition (7). On montre dans [K1]

3τ(0) ≥ 1 et τ(n+m) ≤ τ(n)τ(m), pour tout n,m ∈ N.
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Théorème 11. Soit (τ(n))n∈N est une suite de Beurling telle que

τ̃n := lim sup
m→+∞

τn+m

τm
= O(eε

√
n), n→ +∞, pour tout ε > 0.

Soit un opérateur T ∈ L(B) non égal à un multiple de l’identité tel que

‖Tn‖ = O(τn)(n→ +∞).

On suppose qu’il existe y ∈ B avec

lim sup
n→+∞

‖Tn‖
τn

> 0

et une suite (yn)n≥0 de B telle que Tyn+1 = yn avec ‖yn+1‖ <∼‖yn‖ et∑
n≥0

ln+ ‖yn‖
1 + n2

< +∞,

Alors T admet un sous–espace hyper–invariant non trivial.

Notons que c’est une extension de type local du théorème de Wermer,
obtenue auparavant par Beauzamy [10] dans le cas où τ(n) ≡ 1 (n ∈ N)
et par Atzmon [4] dans le cas où τ̃(n) = O(np)(n → +∞) pour un certain
entier p positif, mais avec des conditions de régularité qui portent sur la
suite (‖T−nx‖)n∈N. Notre méthode consiste à faire apparâıtre des sous–
espaces invariants liés au prolongement analytique de la résolvante locale,
comme dans la construction de Wermer. En combinant le théorème de
normalité de Levinson–Sjöberg (la fermeture) et le théorème sur les trans-
formées de Fourier des mesures à support compact de Beurling–Malliavin
(la non–trivialité), nous obtenons le résultat souhaité. Ces sous–espaces de
vecteurs analytiques sont de même nature que ceux mis en évidence par Atz-
mon et Beauzamy mais leur considération directe permet d’éviter certaines
hypothèses de régularité.

Dans [K4, K8] conjoint avec Zarrabi nous étudions l’existence de sous–
espaces invariants pour des opérateurs à spectre non nécessairement contenu
dans un arc assez régulier. Soient E un compact du plan complexe C de
mesure de Lebesgue nulle et soit M une fonction décroissante sur (0,+∞)
avec M(0+) = +∞. Soit A une algèbre de Banach de fonctions définies
sur E, qui s’injecte de façon continue dans C(E). Pour λ ∈ C\E, soit
rλ(z) = (λ− z)−1, z ∈ E. On suppose que A contient les constantes, rλ ∈ A
et

‖rλ‖A ≤M(d(λ,E)).
On dira que A est non–quasianalytique, si pour tout λ ∈ E et pour tout
voisinage V de λ, il existe f ∈ A telle que f(ξ) 6= 0 et f|E\V = 0. Dans ce tra-
vail nous donnons une condition sur M qui garantit la non–quasianalyticité
de A. Pour cela nous introduisons la fonction suivante qui dépend de la
géométrie de E :

θE(t) = m2({z ∈ C : d(z, E) < t}),
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où m2 désigne la mesure de Lebesgue planaire. La fonction θE est continue
strictement croissante et θE(0+) = 0 puisque m2(E) = 0.

Théorème 12. Si pour un certain δ > 0∫ δ

0

(
ln lnM(θ−1

E
(x2))

)1/2
dx < +∞, (8)

alors A est non–quasianalytique.

Puisque A s’injecte continuement dans C(E), la résolvante satisfait ‖rλ‖A ≥
cd(λ,E)−1, λ ∈ C\E; donc M(x) ≥ cx−1 et (8) entraine que∫ δ

0

(
ln ln

1
θ−1
E

(x2)

)1/2
dx < +∞, (9)

La preuve de ce résultat est basée sur le principe de dualité de Matsaev [21]
et la normalité de certaines fonctions analytiques. Plus précisément, soit Ω
un ouvert de C soit HM (E,Ω) la famille des fonctions holomorphes f sur
Ω telle que |f(z)| ≤ M(d(z, E), z ∈ Ω. Nous montrons, grâce au critère
de normalité de Domar [18], que si la condition (8) est vérifiée, alors la
famille HM (E,Ω) est normale. Lorsque E = [−1, 1], d(z, E) = |Im z|, le
théorème log log de Levinson [17, 9, 19, 44] affirme que la famille HM (E,Ω)
est normale si ∫ δ

0
ln lnM(y)dy < +∞ (10)

alors la famille HM (E,Ω) est normale.
Nous étudions ensuite la non–quasianalyticité de certaines classes de fonc-

tions telles l’algèbre des fonctions asymptotiquement holomorphes ou la
classe de Carleman définie sur un compact quelconque de mesure de Lebesgue
planaire nulle. Ces deux classes sont intimement liées grâce au théorème
d’extension de Dyn’kin [19]. En combinant le calcul fonctionnel non–holomorphe
de Dyn’kin [20] basé sur la formule de Cauchy–Green et la non quasianalyt-
icité de l’algèbre des fonctions asymptotiquement holomorphes définies sur
le spectre, nous obtenons

Théorème 13. Soient B un espace de Banach et T ∈ L(B). On suppose
qu’il existe un ouvert O et un compact E parfait de mesure de Lebesgue
planaire nulle tels que Sp(T )∩O ⊂ Sp(T )∩E et vérifiant (9). Si la fonction

M(τ) = sup{‖(zI − T )−1‖ : dist(z, E) ≥ τ , z ∈ O}
satisfait (8), alors T admet un sous–espace hyper–invariant non trivial.

Comme application, nous donnons l’existence de sous–espaces invariants
non triviaux pour certains opérateurs de Toeplitz à symboles continus. Men-
tionnons que Ljubich et Matsaev ont montré dans [45], pour un opérateur
donné sur un espace de Banach, que si une partie de son spectre contient un
arc de classe C2 et si la résolvante tolère au voisinage de cet arc une crois-
sance de type Levinson (10), alors l’opérateur en question admet un sous–
espace invariant non trivial. Notre résultat est de même nature que celui de
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Ljubich et Matsaev, mais pour des opérateurs à spectre non nécessairement
contenus dans un arc assez régulier, et ce lorsque la résolvante a une crois-
sance modérée au voisinage de cette partie.

Dans [K5], en collaboration avec Chalendar et Ransford, nous démontrons
le résultat suivant :

Théorème 14. Si une suite (an)n≥0 de nombres complexes satisfait
n∑
k=0
k pair

(
n

k

)
ak = O(np)(n→ +∞) et

n∑
k=0

k impair

(
n

k

)
ak = O(np)(n→ +∞)

pour un entier p positif, alors an = 0 pour tout n > p.

La preuve de ce résultat est basée sur l’étude de certaines fonctions
entières et leurs transformées de Laplace ainsi que le principe de Phragmèn–
Lindelöf. Comme application, nous donnons une extension du théorème de
Carleman sur la détermination d’une mesure probabilisée par ses moments
ainsi qu’un théorème sur des sous-espaces invariants :

Corollaire 15. Soit B un espace de Banach. Si pour certains vecteurs non
nuls x ∈ B et l ∈ B∗, et pour un certain entier p positif,

|〈(T − I)nx− (T + I)nx, l〉| = O(np)(n→ +∞),

alors T admet un sous–espace invariant non trivial.

Une contraction T est dite de classe C0 si elle est complètement non-
unitaire et s’il existe θ ∈ H∞ tel que θ(T ) = 0, la fonction minimale de
telles fonctions sera notée mT . La fonction mT est intérieure et σ(T ) est
égal à l’adhérence du support de mT [50]. Soit T ∈ L(H), la multiplicité
µT est le nombre cardinal minimum d’un sous-ensemble G de H tel que
∞∨
n=0

TnG = H. Notons que µT = 1 signifie que T admet un vecteur cyclique.

Atzmon–Isaev dans [2, 36] ont montré que si T est une contraction in-
versible sur un espace de Hilbert tel que µT = 1, ‖T−n‖ = O(ec

√
n) et le

spectre de T , est réduit à un point, σ(T ) = {1} alors I − T est compact.
Notons que φ(T ) = 0 où φ(z) = (1− z)ecT

z+1
z−1 ∈ A(D) [6] . Dans [K15] nous

montrons

Théorème 16. Soit T une contraction de classe C0 telle que µ(T ) < +∞.
Soit f une fonction de l’algèbre du disque. Alors les deux assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(1) f(T ) est compact,
(2) f |σ(T ) ∩ T = 0.

Comme corollaire, nous obtenons que si T est une contraction telle que
µT < ∞ et s’il existe 0 6= φ ∈ A(D) telle que φ(T ) = 0, alors f(T ) est
compact pour toute fonction f ∈ A(D) s’annulant sur σ(T ) ∩ T.
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3. Interpolation et échantillonnage pour les espaces de fonctions
analytiques à poids. Soit h : [0, 1[→ [0,+∞[ une fonction croissante,
régulière et limr→1 h(r) = +∞. L’espace de Bergman à poids h, noté Ah(D),
est l’ensemble des fonctions holomorphes f sur le disque unité D telles que

‖f‖h = sup
z∈D
|f(z)|e−h(|z|) < +∞.

Soit Γ ⊂ D, on dit que Γ est d’échantillonnage pour Ah(D) s’il existe δ > 0
tel que pour tout f ∈ Ah(D) nous avons

δ‖f‖h ≤ ‖f‖h,Γ := sup{|f(z)|e−h(z|) : z ∈ Γ}.

Soit `h(Γ) =
{
v = (vλ)λ∈Γ ∈ C : ‖v‖h,Γ = supλ∈Γ |vλ|e−h(λ) < ∞

}
. Un

ensemble Γ ⊂ D est dit d’interpolation pour Ah(D) s’il existe δ > 0 tel que
pour tout v ∈ `h(Γ) il existe f ∈ Ah(D) telle que

v = f |Λ, δ‖f‖ ≤ ‖v‖h,Γ.

Lorsque h(r) = −α ln(1 − r2), α > 0, nous notons A−α(D) = Ah(D). Seip
dans [57] a montré que la suite Γ est un ensemble d’échantillonnage pour
A−α(D) si et seulement si elle contient une sous–suite uniformément séparée
Γ′ par rapport à la distance pseudo–hyperbolique et telle que Γ′ est un en-
semble d’échantillonnage pour A−α(D) et la densité hyperbolique uniforme
inférieure de Γ′

D−(Γ′) = lim inf
r→1−

inf
w∈D

∑
z∈Γ′ : 1

2
<|Φw(z)|<r | ln |Φw(z)||
| ln (1− r)|

> α.

Dans le même article Seip donne une caracterisation complète des suites
d’interpolation en terme de densité. Berndtsson et Ortega–Cerdà [8] et Seip
[58] ont montré que la condition ci–dessus est nécessaire et suffisante pour
les poids h dont le Laplacien vérifie ∆h(z) ∼ (1 − |z|2)−2. Mentionnons
également que Marco, Massaneda et Ortega–Cerdà [49] ont donné une de-
scription complète des ensembles d’échantillonnage et d’interpolation pour
les espaces de Fock à poids dont le laplacien est une mesure doublante.

Dans [K11], en collaboration avec Borichev et Dhuez, nous donnons une
description complete des suites d’interpolation et d’échantillonnage avec h
régulière qui crôıt plus vite que −α ln(1 − r2). On pose ρ(z)2 = 1/∆h(|z|)
et pour z, w ∈ D,

dρ(z, w) =
|z − w|

min(ρ(z), ρ(w))
.

Soit Γ ⊂ D, on dit que Γ est dρ–séparée si

inf
z,w∈Γ,z 6=w

dρ(z, w) > 0.

On désigne par D(z, r) le disque de centre z et de rayon r. Nous montrons
le résultat suivant
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Théorème 17. Γ est d’échantillonnage pour Ah(D) si et seulement si Γ
contient une sous–ensemble dρ–séparé Γ

′
et

lim inf
R→∞

lim inf
|z|→1−

Card(Γ
′ ∩D(z,Rρ(z))
R2

>
1
2
.

Théorème 18. Γ est d’interpolation pour Ah(D) si et seulement si Γ est
dρ–séparé et

lim sup
R→∞

lim sup
|z|→1−

Card(Γ ∩D(z,Rρ(z))
R2

<
1
2
.

Pour démontrer ces résultat on adopte l’approche de Lyubarskii–Seip [47]
basé sur la fonction pic. Pour tout z ∈ D, nous construisons une fonction
pic fz ∈ A(D) telle que

fz(w) � eh(w)−|z−w|2∆h(w)/4.

La construction de la fonction pic se fait grâce à la discrétisation de la
mesure ∆h(z)dm2(z); pour certains poids de telle construction a été faite
par Lyubarskii–Sodin [47] et Lyubarskii–Malinnikova [46]. La fonction pic
nous permet de se ramener au problème résolu par Seip de la caractéristion
des ensembles d’échantillonnage et d’interpolation pour les espaces de Fock
[57, 56]. Mentionnons que ces résulats (et dans le cas Hilbertien) permet-
tent de produire des sous-espaces invariants par Mz avec un indice grand
comme dans [1, 10, 33, 34]. Nous obtenons des résultats similaires sur
l’échatillonnage et l’interpolation pour les espaces de Fock à poids.
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for entire functions. Geom. Funct. Anal 13 (2003), 862–914.
[50] B. Sz.-Nagy; C. Foias, Analyse harmonique des opérateurs de l’espace de Hilbert,
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